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Tese submetida à Coordenação do Curso
de Pós-Graduação em Matemática, da Uni-
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Monte e João Franscisco S. Filho, pela importante ajuda na confecção do texto da
tese.

Aos demais colegas de curso pelo ambiente agradável que proporcionaram.

A minha esposa Karoline B. dos Santos Lozório, pela paciência, compreensão
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RESUMO

Apresentamos desigualdades do tipo Penrose e um Teorema da Massa Positiva
para buracos negros carregados, isto é, dados iniciais para soluções tempo-simétri-
cas das equações de Einstein-Maxwell, que podem ser isometricamente mergul-
hados no espaço euclidiano como gráficos. As demonstrações usam uma fórmula
integral para a massa ADM de tais hipersuperfı́cies e o fluxo pela curvatura média
inversa.
Palavras-chave: Buracos negros carregados, Fluxo pela curvatura média inversa,
Desigualdades de penrose.
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ABSTRACT

We present Penrose-type inequalities and a Positive Mass Theorem to charged
black holes, ie, initial data for time-symmetric solutions of the Einstein-Maxwell
equations, which can be isometrically immersed in Euclidean space as graphics.
The statements use an integral formula for the ADM mass of such hypersurfaces
and the inverse mean curvature flow.
Keywords: Charged black holes, The inverse mean curvature flow, Penrose in-
equalities.
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3.2 A fórmula de Reilly para hipersuperfı́cies . . . . . . . . . . . . . 26
3.3 A massa de hipersuperfı́cies assintoticamente

planas na presença de um horizonte . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.4 O fluxo pela curvatura inversa: existência e comportamento assintótico 31
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Capı́tulo 1

Introdução

A teoria da Relatividade Geral, desenvolvida por A. Einstein há quase um
século atrás, constitui uma das mais bem sucedidas teorias fı́sicas clássicas. Seu
sucesso deve-se não somente ao indiscutı́vel valor estético de seu arcabouço matemático,
baseado na premissa de que fenômenos gravitacionais admitem uma explicação
geométrica, mas também na notável concordância de suas predições com observações
experimentais as mais variadas. Mais ainda, devido ao seu caráter predominante-
mente geométrico, a teoria desenvolveu estreita relação com métodos matemáticos
os mais diversos, incluindo aı́ Geometria Riemanniana e Lorentziana, Equações
Diferenciais Parciais, Topologia Diferencial, etc.

Apesar deste estrondoso sucesso, sabe-se que a teoria padece de problemas
conceituais que, num sentido fundamental, qualificam-na como incompleta da
perspectiva fı́sica. No sentido de explicar este ponto, convém recordar dois avanços
cruciais no desenvolvimento conceitual da teoria.

O primeiro destes avanços, acontecido em 1952, resulta de um teorema de
Choquet-Bruhat [CB] segundo o qual a teoria é bem posta do ponto de vista de
Formulação de Valor Inicial (FVI). Mais precisamente, o resultado assegura que o
comportamento global de uma solução das equações de Einstein, eventualmente
acoplada a certas classes de campos de matéria, é completamente determinada
pela prescrição de dados iniciais apropriados ao longo de uma hipersuperfı́cie do
tipo espaço, corresponte ao tempo inicial. Este resultado não somente sistemati-
zou a busca de soluções para as equações de campo, anteriormente reduzida à
procura de soluções explı́citas, mas também confirmou que o Princı́pio da Causal-
idade, tão caro aos fı́sicos, efetivamente aplica-se aos fenômenos gravitacionais
conforme descritos pela Relatividade Geral.

Curiosamente, o segundo avanço a que nos referimos aponta na direção contrá-
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ria e tem a ver com um corpo de teoremas demonstrados por Penrose e Hawk-
ing no final da década de sessenta [HE]. Estes resultados implicam, em partic-
ular, que para uma porção considerável de dados iniciais fisicamente razoáveis,
a solução correspondente, cuja existência havia sido demonstrada por Choquet-
Bruhat, desenvolve singularidades em tempo finito, no sentido que o espaço-
tempo em questão é geodesicamente incompleto. Assim, em vizinhanças sufi-
cientemente pequenas destas singularidades, a teoria perde seu poder preditivo, o
que a torna, conforme já mencionado, deveras insatisfatória do ponto vista fı́sico.

A fim de sanar este aspecto indesejável da teoria, Penrose formulou em 1969
a famosa Conjectura da Censura Cósmica (CCC) que, a grosso modo, assegura
que singularidades permanencem indetectáveis a observadores situados a grandes
distâncias, estando deles protegidas por um horizonte de eventos. Dito de outro
modo, a formação de singularidades, notadamente no processo de colapso gravita-
cional de estrelas massivas, sempre viria acompanhada da formação de um buraco
negro, que isolaria do resto do universo a região onde problemas de previsibilidade
eventualmente aconteçam. Embora este cenário seja compatı́vel com soluções
especiais da teoria (Schwarzshild, Reissner-Nordström, Kerr e similares), pare-
cem inexistir argumentos fı́sicos convincentes que o justifiquem. Mais ainda,
como a CCC diz respeito ao conportamento global de soluções das equações de
Einstein, que são sabidamente não-lineares, uma solução matemática, e portanto
satisfatória, da conjectura parece estar além da tecnologia atual. Este estado de
coisas levou Penrose a formular um teste para a validade da CCC que admite
uma formulação unicamente em termos dos dados iniciais. Mais precisamente,
no caso do vácuo ele argumentou que se a formulação convencional da teoria de
colapso gravitacional é satisfeita (incluindo aı́ a CCC), então a massa total do sis-
tema, que é calculada assintoticamente ao longo do dado inicial, é limitada por
baixo por uma expressão que depende da área do horizonte, que por sua vez pode
ser definido como sendo a superfı́cie mı́nima mais externa (outermost) contida
no dado inicial. No caso tempo-simétrico, que corresponde à situação em que
o dado inicial não possui geometria extrı́nseca (ou seja, é totalmente geodésico)
esta conjectura pode ser formulada inteiramente em termos de sua geometria: se
(M, g) é um dado inicial assintoticamente plano que possui curvatura escalar
não-negativa então vale a desigualdade

m(M,g) ≥
√
|Σ0|
16π

, (1.1)

onde |Σ0| é a área do horizonte Σ0 e m(M,g) é a massa ADM de (M, g). Mais
ainda, a igualdade acontece em (1.1) se e somente se (M, g) é isométrica à
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solução de Schwarzschild.
Notemos que o invariante m(M,g) é fisicamente interpetrado como a massa to-

tal do sistema determinado pelo dado inicial (M, g); veja Seções 2.2 e 2.3. Em
todo caso, a existência de um dado inicial nas condições acima para o qual a de-
sigualdade (1.1) seja violada inviabilizaria a CCC, ao passo que a sua verificação
adicionaria evidência, ainda que indireta, à validade da conjectura.

Embora de enunciado simples, a desigualdade de Penrose (1.1) resistiu às in-
vestidas dos teóricos por duas décadas, somente sendo resolvida independemente
por Huisken-Ilmanen [HI] (para o caso em que Σ0 é conexo) e Bray [B] (para hor-
izontes quaisquer), por meios de técnicas matemáticas reconhecidamente sofisti-
cadas (fluxos geométricos). Mais ainda, os métodos aı́ utilizados somente pare-
cem funcionar para dados iniciais tri-dimensionais, embora o enunciado da con-
jectura faça sentido para variedades Riemannianas (M, g) de qualquer dimensão
n ≥ 3, caso em que expressa-se como

m(M,g) ≥ 1

2

( |Σ0|
ωn−1

)n−2
n−1

, (1.2)

onde ωn−1 é a área da esfera unitária de dimensão n − 1. Salientamos que a
única classe de variedades para a qual se conhece, em qualquer dimensão n ≥
3, uma demonstração desta desigualdade é precisamente aquela constituida por
dados iniciais que admitem mergulhos isométricos apropriados como um gráfico
em algum espaço euclidiano. Mais precisamente, o caso de codimensão um foi
tratado por Lam [L], e é aqui reproduzido no Teorema 3.5.5 abaixo, enquanto que
o caso de codimensão qualquer foi considerado por Mirandola-Vitório [MV].

O objetivo deste trabalho é adaptar o argumento de Lam, como reinterpretado
em [dLG], para buracos negros carregados, ou seja, dados iniciais correspondentes
a soluções tempo-simétricas das equações de Einstein-Maxwell. Neste caso, con-
forme explicado na Seção 2.4, (1.2) incorpora um termo adicional que representa a
contribuição da carga elétrica total Q do sistema à sua massa. Mais precisamente,
sob condições apropriadas, conjectura-se que a desigualdade

m(M,g) ≥ 1

2

(( |Σ0|
ωn−1

)n−2
n−1

+ Q2

(
ωn−1

|Σ0|
)n−2

n−1

)
(1.3)

deve ser verdadeira.
É importante salientar que, na dimensão fı́sica n = 3, esta desigualdade de

Penrose generalizada resulta dos métodos de Huisken-Ilmanen, tendo sido, por
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conseguinte, verificada para horizontes conexos; uma demonstração nestas linhas
pode ser encontrada em [DK]. Curiosamente, este resultado é o melhor possı́vel
no sentido que, nesta dimensão, existem contra-exemplos à validade da desigual-
dade para o caso de buracos negros desconexos [WY]. Dois de nossos principais
resultados, a saber os Teoremas 4.1.1 e 4.2.1, conduzem a desigualdades do tipo

m(M,g) ≥ 1

2

(( |Σ0|
ωn−1

)n−2
n−1

+ Q2J
)

, J > 0, (1.4)

que pode ser considerada uma versão qualitativa de (1.3). No primeiro caso, J é
um invariante geométrico associado ao dado inicial como um todo, ao passo que
no segundo caso o resultado é mais satisfatório no sentido queJ depende somente
do horizonte. Devemos salientar, porem, que em todos os casos, (1.4) contém a
importante informação de que a carga Q efetivamente contribui para a massa total
do sistema. Em particular, sempre vale a desigualdade estrita

m(M,g) >
1

2

( |Σ0|
ωn−1

)n−2
n−1

, (1.5)

ou seja, a massa total da solução efetivamente supera a contribuição que provem
do horizonte.

Se tomado isoladamente, o mais relevante resultado deste trabalho é o Teo-
rema 4.2.2: nas condições acima, a seguinte desigualdade da massa positiva vale
para buracos negros carregados em qualquer dimensão n ≥ 3:

m(M,g) ≥ |Q|. (1.6)

Note que se Q = 0 isto reduz-se à desigualdade da massa positiva usual: m(M,g) ≥
0. No nosso contexto, a importância deste resultado deve-se basicamente a dois
fatores. Primeiramente, a desigualdade acima representa a exata extensão de um
resultado já conhecido em dimensão 3, demonstrado em [GHHP]. Por outro lado,
o método aı́ utilizado, que recorre a spinors a la Witten, não se estende em geral
para o caso n ≥ 4. Deste ponto de vista, pode-se afirmar que a única classe de
buracos negros carregados para os quais (1.6) é conhecida em qualquer dimensão
n ≥ 4 é precisamente aquela considerada neste trabalho, a saber, gráficos apro-
priadamente mergulhados no espaço euclidiano.

Esta tese é organizada da seguinte maneira. No capı́tulo 1 apresentamos os as-
pectos mais relevantes, para nossos propósitos, dos fundamentos matemáticos da
Relatividade Geral. Isto é ilustrado derivando-se, na Seção 2.1, a famosa solução
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de Reissner-Nordström-Tangherlini, que descreve buracos negros carregados rota-
cionalmente simétricos em qualquer dimensão n + 1 ≥ 3. Apresentamos, na
Seção 2.2, uma formulação do Problema de Valor Inicial para tais buracos negros
e isolamos a Condição de Energia Dominante correspondente. As desigualdades
de Penrose neste contexto são formuladas na Seção 2.4, onde se utiliza a impor-
tante noção de massa ADM de variedades assintoticamente planas, introduzida
na Seção 2.3. No capı́tulo 3 consideramos gráficos assintoticamente planos e ex-
ibimos uma fórmula integral para a sua massa. Como aplicação, e à guisa de
motivação, deduzimos a desigualdade de Penrose clássica para tais dados iniciais,
seguindo um argumento de Lam [L]. Isto faz uso de propriedades globais do fluxo
da curvatura média inversa, por meio da desigualdade de Alexandrov-Fenchel. Fi-
nalmente, no Capı́tulo 4, apresentamos os resultados principais desta tese, a saber,
desigualdades de Penrose (Teoremas 4.1.1 e 4.2.1) e um Teorema da Massa Pos-
itiva (Teorema 4.2.2) para buracos negros carregados. As demonstraçãoes apre-
sentados constituem refinamentos consideráveis do argumento de Lam em [L],
embora ainda sejam baseadas em propriedades globais do fluxo pela curvatura
média inversa.
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Capı́tulo 2

Buracos negros carregados em
Relatividade Geral

O objetivo deste capı́tulo é oferecer uma modesta introdução à teoria dos bura-
cos negros carregados em Relatividade Geral. Para tanto, faz-se necessário recor-
dar os fundamentos básicos desta teoria, o que é realizado na Seção 2.1. Ainda
nesta seção, apresentamos uma dedução da solução de Reissner-Nordström-Tan-
gherlini, uma representação explı́cita de uma solução esfericamente simétrica das
equações de Einstein-Maxwell. Na Seção 2.2 enunciamos o teorema fundamen-
tal na Formulação de Valor Inicial (FVI) da equação de Einstein-Maxwell, com
ênfase para o caso em que os dados iniciais são tempo-simétricos. Em particu-
lar, a importante Condição de Energia Dominante (CED) é aı́ introduzida para
tais dados. A Seção 2.3 contém uma discussão da noção de massa ADM, um in-
variante assintótico que não somente desempenha um papel relevante na análise
geométrica das variedades Riemannianas assintoticamente planas, mas também
admite uma notável interpretação fı́sica, a saber, ele corresponde precisamente à
massa total da solução associada ao dado inicial sobre o qual é calculado. Final-
mente, na Seção 2.4 apresentamos a a formulação das desigualdades de Penrose
neste contexto.

2.1 A solução de Reissner-Nordström-Tangherlini
Nesta seção esboçaremos a dedução da métrica de Reissner-Nordström-Tan-

gherlini [Ta], que descreve uma solução esfericamente simétrica das equações
de Einstein-Maxwell correspondente ao campo gravitacional determinado por um
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corpo esfericamente simétrico de massa m > 0 que encontra-se carregado. Come-
çaremos com uma revisão das noções básicas da Teoria da Relatividade Geral,
formulada por A. Einstein em 1915; veja [Wa] para um tratamento detalhado do
assunto.

O preceito fundamental desta teoria é que, quando observado em escala cósmi-
ca, o universo é descrito por uma variedade Lorentziana (M, g). Aqui, M é uma
variedade diferenciável de dimensão 4 e g é uma métrica Lorentziana em M .
Neste contexto, a métrica corresponde ao potencial gravitacional na Teoria da
Gravitação Newtoniana e em particular determina a dinâmica das partı́culas livres,
visto que estas deslocam-se ao longo de geodésicas de g.

Num sentido mais fundamental, g determina a estrutura causal do espaço-
tempo (M, g). Isto significa que, para cada x ∈ M , um vetor tangente v ∈ TxM
pode ser classificado de acordo com seu caráter causal: v é dito ser do tipo espaço,
(respectivamente, do tipo luz, do tipo tempo) se vale 〈v, v〉 > 0 (respectivamente,
〈v, v〉 = 0, 〈v, v〉 < 0). Aqui, 〈 , 〉 é a forma bilinear, simétrica e não-degenerada
correspondente a g. Diz-se ainda que v é causal se é do tipo tempo ou do tipo
luz. Esta classificação estende-se naturalmente para curvas parametrizadas γ :
I ⊂ R → M : diz-se que γ é do do tipo espaço, (respectivamente, do tipo luz,
do tipo tempo, causal) se γ′(t) goza da respectiva propriedade para qualquer t ∈
I . Como, pelo Princı́pio da Equivalência, em escalas infinitesimais a Teoria da
Relatividade Espacial deve ser reproduzida, resulta que partı́culas descolam-se ao
longo de curvas do tipo tempo (partı́culas massivas) ou do tipo luz (partı́culas não-
massivas). Dito de outro modo, a nenhuma partı́cula concede-se a possibilidade
de viajar ao longo de uma curva que não é causal, o que obviamente equivale ao
princı́pio fı́sico segundo o qual nenhum objeto (massivo ou não) pode mover-se a
velocidade superior à da luz.

Nesta teoria, a métrica g é, ela mesma, uma entidade dinâmica, no sentido que
satisfaz as equações de campo de Einstein:

Ricg − Rg

2
g = T, (2.1)

onde Ricg é o tensor de Ricci de g, Rg = trgRicg é a curvatura escalar e T é o ten-
sor energia-momento, que descreve a distribuição dos campos não-gravitacionais
(matéria, radiação, etc.) na região do universo que estamos a considerar. É impor-
tante observar que o tensor energia-momento necessariamente possui divergência
nula:

divgT = 0; (2.2)
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isto resulta de (2.1) e do fato que o tensor de Einstein

Eg = Ricg − Rg

2
g (2.3)

goza desta propriedade, como um cálculo direto confirma.
Devido ao caráter manifestamente não-linear do sistema (2.1)-(2.2), soluções

explı́citas das equações de Einstein são consideravelmente raras. Notemos que as
equações simplificam-se bastante no caso do vácuo, em que T = 0, pois então
(2.2) é trivialmente satisfeita e (2.1) reduz-se a

Ricg = 0, (2.4)

mas mesmo neste caso a busca de soluções explı́citas pode revelar-se deveras in-
frutı́fera, com poucos exemplos disponı́veis. Felizmente, existem métodos alter-
nativos, essencialmente analı́ticos, que permitem a exibição de uma grande var-
iedade de soluções para as equações de campo. Descreveremos abaixo um re-
sultado deste tipo (Teorema 2.2.2), que bastará para nossos propósitos, mas antes
esbocemos como determinar a métrica de Reissner-Nordström-Tangherlini, uma
solução explı́cita das equações de Einstein-Maxwell. Esta métrica estende, para
qualquer dimensão n+1 ≥ 4, a famosa solução de Reissner-Nordström, indepen-
dentemente encontrada por H. Reissner e G. Nordström.

A partir de agora, será conveniente denominar de espaço-tempo qualquer var-
iedade Lorentziana (M, g) de dimensão n + 1, n ≥ 3. Exigiremos ainda, como
parte da definição, que M é não somente orientável mas também tempo-orientável
no sentido que existe uma maneira contı́nua e consistente de escolher, em cada
x ∈ M , vetores causais que apontam numa das duas possı́veis direções determi-
nadas pelo cone de luz Cx = {v ∈ TxM ; 〈v, v〉 = 0}. Se uma destas possı́veis
escolhas é fixada, diz-se então que (M, g) é futuro-orientada. Mais ainda, uma
hipersuperfı́cie M ⊂ M é dita ser do tipo espaço se qualquer vetor tangente a
M goza desta propriedade. Em geral, suporemos que M é futuro-orientada, ou
seja, existe um campo normal unitário e contı́nuo sobre M que sempre aponta na
direção da orientação futura de M . Note que a restrição de g a M define uma
métrica Riemannina em M , usualmente denotada por g.

Comecemos então observando que se (M, g) é um espaço-tempo de dimensão
n + 1, com g satisfazendo (2.1) para algum T , então tomando traço relativamente
a g, obtemos

Rg = − τ

n− 1
, τ = trgT, (2.5)
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de modo que (2.1) torna-se

Ricg = − τ

n− 1
g + T (2.6)

Estaremos interessados em soluções de (2.6) para o caso em que T corresponde
a um campo eletro-magnético desprovido de fontes. Lembremos que este tipo de
campo é descrito por uma 2-forma diferentical F , definida sobre M , que satisfaz
as equações de Maxwell:

dF = 0, divgF = 0. (2.7)

Convém agora expressar o tensor-energia momento T F associado a F . A
prescrição usual [Kr] recomenda tomarmos T F proporcional ao tensor

T̃ F
ab = FacF

c
b −

1

4
FcdF

cdgab, a, b, · · · = 1, · · · , n + 1, (2.8)

onde usamos a convenção de Einstein, que consiste em somar sobre ı́ndices de
covariância distinta que encontram-se repetidos. Note que um cálculo direto,
baseado em (2.7), fornece a identidade divgT

F = 0, o que é consistente com
comentários feitos acima. Nosso propósito resume-se, então, a encontrar soluções
esfericamente simétricas das equações de Einstein-Maxwell:

Ricg = − τ

n− 1
g + TF , (2.9)

com F satisfazendo (2.7). Faz-se necessário, no entanto, precisar o que entende-
mos por uma solução esfericamente simétrica das equações de Einstein-Maxwell.

Definição 2.1.1. Seja (M, g) um espaço-tempo e Iso(M, g) seu grupo de isome-
trias. Diremos que (M, g) é esfericamente simétrico se existe um mergulho de
grupos de Lie SOn ⊂ Iso(M, g) com a propriedade de que todas as órbitas da
ação isométrica SOn × M → M são esferas mergulhadas Sn−1 ⊂ M do tipo
espaço.

Um famoso argumento de Birkhoff [HE] [Wa] garante que qualquer espaço-
tempo esfericamente simétrico é de fato estático, ou seja, num sistema de coorde-
nadas apropriado (t, r, θ) ∈ R× I × Sn−1, onde I ⊂ R é um intervalo, a métrica
expressa-se como

g = −ψ2dt2 + g, g = ψ−2dr2 + r2h, (2.10)
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onde h é a métrica canônica na esfera unitária Sn−1, ψ = ψ(r) > 0 é uma função
suave e g é a métrica Riemanniana definida em P = I × Sn−1. Este resultado
autoriza-nos a buscar soluções esfericamente simétricas das equações de Einstein-
Maxwell na forma (2.10).

É natural supor que a 2-forma F , que descreve o campo eletro-magnético, é
também esfericamente simétrica no sistema de coordenadas fixado. É ainda con-
veniente supor a ausência de campos magnéticos, de forma que, nas coordenadas
(t, r, θ), as únicas entradas não-nulas de F são Frt = −Ftr = ρ, para alguma
função suave ρ : I → R. Portanto, F assume a forma

F =

(
ρJ 02×n−2

0(n−1)×2 0(n−1)×(n−1)

)
, J =

(
0 1
−1 0

)
. (2.11)

Um cálculo direto usando (2.8) nos leva então a

T F = αnρ
2
(
ψ2dt2 − ψ−2dr2 + r2h

)
, (2.12)

onde αn > 0 é uma constante dimensional a ser especificada posteriormente. Note
que

τ = (n− 3)αnρ
3, (2.13)

de modo que TF somente possui traço nulo se n = 3.
Resulta de (2.10) que a primeira equação em (2.7) é automaticamente satis-

feita. Por outro lado, a segunda equação leva facilmente à condição ∂r(r
n−1ρ) =

0, de forma que
ρ =

q

ρn−1
, (2.14)

onde
q =

1

ωn−1

∫

Sr

〈E, νr〉dSr (2.15)

é a carga elétrica. Aqui, ωn−1 é a área de (Sn−1, h), Sr = {r} × Sn−1 ⊂ P ,
νr = ψ∂r é o campo unitário normal a Sr e E = ρνr é o campo elétrico. Note que
a expressão para q em (2.15) é válida para qualquer r ∈ I , o que é consistente com
o fato facilmente verificado que divgE = 0. Noutras palavras, q é uma quantidade
quase local no sentido que pode ser calculada como o fluxo total (normalizado)
de E sobre qualquer hipersuperfı́cie S ⊂ P homóloga a alguma esfera Sr.

A próxima etapa na dedução da métrica Reissner-Nordström-Tangherlini con-
siste em determinar ψ. Isto pode ser conduzido de diversas maneiras, mas acred-
itamos que o tratamento a seguir parece ser o mais satisfatório do ponto de vista
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geométrico. Comecemos observando que o campo ∂t é Killing. Como con-
sequência, a projeção natural π : M → P , π(t, r, θ) = (r, θ), é uma submersão
Lorentziana com folhas totalmente geodésicas. Neste caso, as equações funda-
mentais de O’Neill [On] simplificam-se substancialmente, tornando-se





Ricg(∂t, ∂t) = ψ∆gψ
Ricg(∂t, X) = 0
Ricg(X, Y ) = Ricg(X,Y )− ψ−1∇2

g(X,Y ),
(2.16)

onde X e Y são campos horizontais (isto é, tangentes às folhas), ∇2
g é o operador

Hessiano de g e ∆g = trg∇2
g é o Laplaciano de g. A primeira equação em (2.16),

juntamente com (2.6), fornece

∆gψ = 2αn
n− 2

n− 1

q2

rn−1
ψ, (2.17)

e como
∆gψ =

ψ

rn−1
∂r

(
rn−1ψ∂rψ

)
,

isto produz uma equação diferencial ordinária para ψ que pode ser facilmente
resolvida se tomarmos

αn =
(n− 1)(n− 2)

2
.

A solução é

ψ(r) = ψm,q(r) =

√
1− 2m

rn−2
+

q2

r2n−4
, (2.18)

onde m é um parâmetro real. Com esta expressão de ψ em mãos, um cálculo
direto mostra que a equação de campo restante, que deriva de (2.6) e da terceira
equação em (2.16), é também satisfeita. Resulta então que a solução de Reissner-
Nordström-Tangherlini (RNT) é dada por

gm,q = −ψ2
m,qdt2 + gm,q, gm,q = ψ−2

m,qdr2 + r2h. (2.19)

Conforme veremos na Seção 2.2, o parâmetro m pode ser identificado à massa
total do sistema gravitacional descrito pela solução.

Resta ainda clarificar a natureza do intervalo I . Para tanto, é conveniente
adotar a validade da desigualdade da massa positiva:

m > |q|, (2.20)
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de modo que o intervalo I é determinado pelos zeros da expressão dentro da raiz
quadrada no lado direito de (2.18), a saber,

r± =
(
m±

√
m2 − q2

) 1
n−2

.

É natural então tomar I = (r+, +∞). Neste caso, é fácil verificar que a solução
estende-se suavemente ao intervalo I = [r+, +∞).

Conforme veremos na seção seguinte, as equações de Einstein-Maxwell ad-
mitem uma formulação de valor inicial adequada (Teorema 2.2.2). Do ponto de
vista da solução especial aqui discutida, isto é confirmado pelo fato que a solução
RNT gm,q em (2.19 ) é completamente determinada pela métrica Riemanniana
gm,q obtida fazendo t = 0 em gm,q. Na linguagem daquela seção, (P, gm,q) é um
CDI (tempo-simétrico) para o espaço-tempo (M, gm,q); veja ainda a Observação
2.2.5. Em função disso, é conveniente denominar, daqui por diante, de solução
RNT a variedade Riemanniana (P, gm,q), desconsiderando qualquer referência ao
espaço-tempo subjacente. Isto motiva uma investigação mais aprofundada da ge-
ometria de (P, gm,q), que passamos agora a conduzir.

Se considerarmos as coordenas θ = (θ1, · · · , θn−1) em Sn−1, um cálculo sim-
ples revela que as curvaturas sectionais de (P, gm,q) são dadas por

K(∂r, ∂θi
) = −(n− 2)

m

rn
+ (n− 2)

q2

r2n−2
, (2.21)

e

K(∂θi
, ∂θj

) =
2m

rn
− q2

r2n−2
. (2.22)

Como
lim

r→+∞
K(∂r, ∂θi

) = lim
r→+∞

K(∂θi
, ∂θj

) = 0,

resulta que a geometria de (P, gm,q) torna-se euclidiana no infinito. Isto é confir-
mado no nı́vel métrico, pois um outro cálculo fornece

|gm,q − δ|δ + |dgm,q|δ = O(r−(n−2)), (2.23)

onde δ = dr2 + r2h é a métrica euclidiana em P . Conforme veremos na Seção
2.3, (2.23) significa precisamente que (P, gm,q) é uma variedade assintoticamente
plana.

Resulta ainda de (2.21)-(2.22) que a curvatura escalar de gm,q é

Rgm,q = (n− 1)(n− 2)
q2

r2n−2
. (2.24)
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Em termos do campo elétrico E, temos

Rgm,q = (n− 1)(n− 2)|E|2g. (2.25)

Vê-se ainda dos cálculos acima que a curvatura média das esferas Sr = {r}×Sn−1

é dada por

Hr = (n− 1)
ψ2

m,q(r)

r
,

o que implica em particular que o horizonte

Sr+ = {r+} × Sn−1

é mı́nimo. Esta observação tem um significado fı́sico profundo: a métrica RNT
gm,q na verdade descreve uma solução do tipo buraco negro. Geometricamente,
este buraco negro corresponde à região que encontra-se ‘dentro’ do horizonte Sr+ ,
e que não é acessı́vel, do ponto de vista causal, a observadores situados fora do
horizonte, isto é, na região r > r+. Note-se finalmente que se eliminarmos r+ das
expressões ψm,q(r+) = 0 e |Sr+ | = ωn−1r

n−1
+ , a área do horizonte, descobrimos

que o parâmetro m (a massa da solução RNT) pode ser descrita em termos da
carga e da área do horizonte por meio de

m =
1

2




(
|Sn−1

r+
|

ωn−1

)n−2
n−1

+ q2

(
ωn−1

|Sr+ |
)n−2

n−1


 . (2.26)

Conforme veremos, a validade desta notável identidade é uma das razões que
levam à formulação das desigualdades de Penrose para buracos negros carregados.

Observação 2.1.2. Se fizermos q = 0 na discussão acima, obtemos a famosa
solução de Schwarzscild, a saber,

gm = −ψ2
mdt2 + gm, gm = ψ−2

m dr2 + r2h, (2.27)

onde

ψm(r) =

√
1− 2m

rn−1
. (2.28)

Esta é a única solução esfericamente simétrica das equações de Einstein no vácuo;
veja (2.4). Sob a condição m > 0, esta solução está definida para r > r+, onde

r+ = (2m)
1

n−2 ,
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o chamado raio de Schwarzschild. Em vista da discussão sobre a Formulação de
Valor Inicial acima, é conveniente ainda chamar de solução de Schwarzschild a
métrica Riemanniana gm obtida fazendo-se t = 0 em gm. Salientamos que esta
solução é também do tipo buraco negro, pois o horizonte Sn−1

r+
dado por r = r+

continua sendo mı́nimo. Vê-se ainda, em razão de (2.24), que gm é escalar-plana
no sentido que

Rgm = 0. (2.29)

Finalmente, notemos que, em vista de (2.26), o parâmetro m, que neste caso
também representa a massa total a solução, pode ser expresso em termos da área
|Sn−1

r+
| do horizonte por meio de

m =
1

2

(
|Sn−1

r+
|

ωn−1

)n−2
n−1

. (2.30)

Observação 2.1.3. Notemos que a solução RNT gm,q em (2.19) admite um mer-
gulho isométrico emRn+1 como o gráfico associado à função radialmente simétri-
ca f : []r+, +∞) → R dada por

(
df

dr

)2

=
2mrn−2 − q2

r2n−4 − 2mrn−2 + q2
. (2.31)

Com efeito, isto pode ser reescrito como

1 +

(
df

dr

)2

= ψ−2
m,r,

de modo que a afirmação é justificada pela fórmula (3.2) abaixo para a métrica
induzida em gráficos. É claro ainda de (2.31) que

lim
r→r+

∣∣∣∣
df

dr

∣∣∣∣ = +∞,

o que tem um significado geométrico óbvio: a interseção do gráfico com o hiper-
plano horizontal Rn = Rn × {0} é ortogonal ao longo do horizonte Σ0 = {x ∈
Rn; |x| = r+}. Mais ainda, se r = |x| → +∞, temos∣∣∣∣

df

dr

∣∣∣∣ = O(r−
n−2

2 ),

∣∣∣∣
d2f

dr2

∣∣∣∣ = O(r−
n
2 ).

Este tipo de configuração geométrica justifica o estudo da classe de hipersuperfı́cies
considerada neste trabalho, conforme exemplificado na Definição 3.1.1 e no Teo-
rema 3.3.1 abaixo. Finalmente, notemos que observações similares aplicam-se à
solução de Schwarzschild, discutida na Observação 2.1.2.
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2.2 Conjuntos de dados iniciais para a equação de
Einstein-Maxwell

Na seção anterior, vimos como deduzir a solução RNT para a equação de
Einstein-Maxwell. Obviamente, a hipótese de simetria esférica foi essencial para
determinar o formato final da métrica em (2.19)-(2.18). No entanto, conforme já
mencionamos acima, a busca de soluções explı́citas em geral não produz muitos
resultados. Por essa razão, é conveniente dispor de métodos analı́ticos que permi-
tam a exibição de quantidades consideráveis de soluções. Descreveremos agora
um método baseado na assim chamada Formulação de Valor Inicial (FVI) para a
Relatividade Geral; maiores detalhes podem ser encontrados em [CB] [HE] [Ri]
[Wa].

A idéia do método consiste basicamente em precrever os dados iniciais (a
métrica Riemanniana, a segunda forma fundamental e a distribuição de matéria)
sobre uma variedade M de dimensão n e propagar no tempo esses dados us-
ando certas componentes das equações de Einstein como um sistema de equações
de evolução, de forma a obter um espaço-tempo (M, g) que seja solução das
equações de campo. No intuito de evitar complicações desnecessárias, consider-
aremos somente dados iniciais do tipo tempo-simétrico, correspondentes ao caso
em que a segunda forma fundamental se anula, de modo que o dado inicial (M, g)
somente possui geometria intrı́nseca.

Definição 2.2.1. Um conjunto de dados iniciais tempo-simétrico (CDI) para as
equações de Einstein-Maxwell em dimensão n + 1 ≥ 4 consiste de uma tripla
(M, g, E), onde:

1. (M, g) é uma variedade Riemanniana de dimensão n ≥ 3;

2. E é um campo de vetores tangentes a M que possui divergência nula, ou
seja,

divgE = 0. (2.32)

O resultado a seguir, cuja demonstração pode ser encontrada em [CB] [CBCL],
confirma a validade da FVI para a equação de Einstein-Maxwell no caso simétrico-
temporal.

Teorema 2.2.2. Seja (M, g, E) um CDI para as equações de Einstein-Maxwell.
Então existem um espaço-tempo (M, g), um mergulho j : M → M e uma 2-forma
F sobre M satisfazendo as seguintes propriedades:
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1. g = j∗g;

2. j(M) ⊂ M é totalmente geodésica;

3. (g, F ) satisfazem as equações de Einstein-Maxwell:

Ricg = − τ

n− 1
g + T F , dF = 0, divgF = 0; (2.33)

onde

T F
ab = β

(
FacF

c
b −

1

4
FcdF

cdgab

)
,

para algum β > 0.

4. Se N é o vetor normal futuro-orientado ao longo de j(M) ⊂ M então
E = j∗(iNF ), onde iN denota o produto interior por N ;

Na verdade, este resultado admite uma formulação global (na categoria das
variedades Lorentzianas globalmente hiperbólicas), o que essencialmente per-
mite estabelecer uma correspondência entre soluções das equações de Einstein-
Maxwell e CDIs; veja em particular [Ri] para discussões sobre este ponto. Uma
consequência notável é que podemos utilizar as informações sobre o CDI para de-
cidir quando a solução correspondente é razoável do ponto de vista fı́sico, o que
pode ser realizado por meio das chamadas condições de energia. Descreveremos
agora aquela que é mais conveniente para nossos propósitos.

Definição 2.2.3. A densidade de energia de um CDI (M, g, E) é a função µ :
M → R,

µ =
1

2

(
Rg − (n− 1)(n− 2)|E|2g

)
.

Diz-se então que (M, g, E) satisfaz a condição de energia dominante (CED) se
vale

µ ≥ 0. (2.34)

Equivalentemente,
Rg ≥ (n− 1)(n− 2)|E|2g. (2.35)

Por conseguinte, um CDI somente qualifica-se como razoável do posto de
vista fı́sico (no sentido que o espaço-tempo a ele associado através do Teorema
2.2.2 descreve uma solução fisicamente aceitável das equações de Einstein-Max-
well) se a CED (2.35) for satisfeita. Notemos que, por (2.25), µ = 0 para o
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CDI que gera a solução RNT. Isto não somente mostra que esta solução especial
satisfaz a CED, mas também que a própria CED (2.35) pode ser reformulada como
dizendo que a densidade de energia do CDI dado é maior ou igual do que aquela
associada à solução RNT.

Observação 2.2.4. O campo E que aparece na Definição 2.2.1 é fisicamente in-
tepretado como a densidade de carga. Desse modo, se Σ ⊂ M é uma hipersu-
perfı́cie compacta e mergulhada então a carga associada é

QΣ =
1

ωn−1

∫

Σ

〈E, ν〉dΣ, (2.36)

onde ν é um campo unitário normal a Σ. Observe que

QΣ = QΣ′ , (2.37)

para qualquer Σ′ homóloga a Σ.

Observação 2.2.5. Decorre da demonstração do Teorema 2.2.1 que se fizermos
E = 0 ou, equivalentemente, considerarmos apenas a variedade Riemanniana
(M, g) como CDI, então F = 0, donde T F = 0, ou seja, a métrica g de fato é
uma solução da equação de Einstein no vácuo, a saber, (2.4). O modelo para esta
situação é, evidentemente, a solução de Schwarzschild (2.27)-(2.28), discutida na
Observação 2.1.2. Note que, neste caso, a densidade de energia é essencialmente
a curvatura escalar, pois µ = Rg/2, e a CED (2.35) traduz-se na exigência de a
curvatura escalar ser não-negativa, ou seja,

Rg ≥ 0. (2.38)

2.3 A massa de variedades assintoticamente planas
Em Relatividade Geral, os espaço-tempos mais investigados correpondem pre-

cisamente àqueles que modelam um sistema gravitacional isolado. Neste con-
texto, supõe-se em particular que o campo gravitacional, representado pela métrica
Lorentiziana g, acha-se concentrado numa região limitada, tornando-se assim neg-
ligı́vel em grandes escalas. Uma maneira mais precisa de expressar esta pro-
priedade consiste em exigir que, em coordenadas apropriadas numa vizinhança
do ‘infinito espacial’, g converge para a métrica plana do espaço de Lorentz-
Minkowski. Se adotarmos o ponto de vista da seção anterior, que baseia-se na
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Formulação de Valor Inicial para substituir uma determinada solução das equações
de campo pelo CDI correspondente, esta condição expressa-se então na definição
abaixo.

Definição 2.3.1. Diz-se que uma variedade Remannian (M, g) é assintoticamente
plana se a curvatura escalar Rg de g é integrável e existem um compacto K ⊂ M
e um difeomorfismo Ψ : M \K → Rn \B1(0) tal que, no sistema de coordenadas
x definido em M \K por Ψ, valem as seguintes expansões assintóticas:

gij = δij + O(r−τ ), gij,k = O(r−τ−1), τ >
n− 2

2
, (2.39)

onde gij = g(∂i, ∂j) são os coeficientes de g relativamente ao sistema de coorde-
nadas x, gij,k = ∂kgij e r = |x|.

Esta definição está ilustradas na Figura 2.1. O subconjunto E = M \ K é
usualmente chamado o fim de M e um sistema de coordenadas x em E no qual as
expansões em (2.39) são válidas é denominado assintoticamente plano. Do ponto
de vista fı́sico, tal sistema de coordenadas corresponde a um observador instalado
no infinito e as expansões em (2.39) descrevem matematicamente a observação
feita acima, segundo a qual o campo gravitacional, representado por g, torna-se
euclidiano numa vizinhaça do infinito.

K

∑

Figura 2.1:

É possı́vel definir, para as variedades assintoticamente planas, um invariante
geométrico que essencialmente mede a taxa segundo a qual a métrica Riemanni-
ana converge para a métrica euclidiana no infinto.

Definição 2.3.2. Se (M, g) é uma variedade assintoticamente plana então sua
massa ADM é definida por meio do limite

m(M,g) = lim
r→+∞

cn

∫

Sr

(∑
ij

(gij,j − gjj,i) νi

)
dSr, (2.40)
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onde x é uma sistema de coordenados assintoticamente plano induzido no fim
de M por uma carta Ψ, Sr = Ψ−1(Sn−1

r ) é uma esfera coordenada de raio r,
ν = (ν1, · · · , νn) é o vetor unitário normal exterior a Sr e

cn =
1

2(n− 1)ωn−1

.

Observação 2.3.3. Note que estaremos usando, a apartir de agora, as seguintes
variações de ı́ndices: i, j, · · · = 1, · · · , n e a, b, · · · = 1, · · · , n + 1.

É possı́vel verificar que, nas condições da Definição 2.3.1, o limite em (2.40)
de fato existe e é finito. Mais ainda, este limite não depende do particular sis-
tema de coordenadas assintoticamente plano usado em sua definição [LP]. Desta
forma, a massa ADM (ou simplesmente, massa) de fato define um invariante da
geometria assintótica de variedades assintoticamente planas; veja [LP] para as
demonstrações destas afirmações. Adicionalmente, se pensarmos em (M, g) como
a parte estritamente gravitacional do dado inicial para as equações de Einstein-
Maxwell como no Teorema 2.2.2, então o invariante m(M,g) é fisicamente inter-
pretado como sendo a massa total do sistema. Na verdade, se (P, gm,q) é a solução
RNT então um cálculo direto fornece

m(M,g) = m,

de modo que, conforme já observamos acima, o parâmetro m que aparece em
(2.19) de fato corresponde à massa total da solução RNT.

2.4 A desigualdade de Penrose para buracos negros
carregados

Com os conceitos apresentados nas seções anteriores à disposição, estamos
finalmente em condições de formular a desigualdade de Penrose para buracos ne-
gros carregados. Esta desigualdade aparece, para o caso fisico n = 3, num artigo
clássico de Jang [J].

Consideremos então um dado inicial (M, g,E) para as equações de Einstein-
Maxwell como no Teorema 2.2.2. Suporemos que M possui uma fronteira in-
terna, ou seja, uma hipersuperfı́cie mı́nima Σ0. Mais ainda, admitiremos que Σ0 é
a hipersuperfı́cie mı́nima mais externa (outermost) em Σ0. Deste modo, é conve-
niente denominar Σ0 de o horizonte do dado inicial1. Como necessitamos dispor

1Notemos que o horizonte não precisa ser conexo.
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de uma noção de massa total para a solução que, de acordo com o Teorema 2.2.2,
é gerada por (M, g, E), é natural supor ainda que (M, g) é assintoticamente plana
como na Definição 2.3.1. Assim,, podemos considerar m(M,g), a massa ADM de
(M, g); veja a Definição 2.3.2. Finalmente, suporemos que o campo elétrico E
satisfaz, relativamente a algum sistema de coordenadas assintoticamente plano x,

E = O(rn−1), r = |x| → +∞,

de forma que a carga elétrica da solução correspondente é

Q = lim
r→+∞

1

ωn−1

∫

Sr

〈E, ν〉dSr, (2.41)

onde Sr é uma esfera coordenada de raio r com vetor unitário normal ν. Note,
porém, que, em virtude de (2.32), resulta que

Q =
1

ωn−1

∫

Σ

〈E, ν〉dΣ, (2.42)

onde Σ ⊂ M é qualquer hipersuperfı́cie homóloga a alguma Sr. Isto obviamente
justifica a terminologia buraco negro carregado.

Conjectura 2.4.1. Seja (M, g, E) é um dado inicial como acima, com horizonte
Σ0 conexo e satisfazendo a CED (2.35). Então, a seguinte desigualdade de Pen-
rose vale:

m(M,g) ≥ 1

2

(( |Σ0|
ωn−1

)n−2
n−1

+ Q2

( |ωn−1|
|Σ0|

)n−2
n−1

)
. (2.43)

Em particular, tais buracos negros cumprem a desigualdade da massa positiva

m(M,g) ≥ |Q|. (2.44)

Salientamos que a conexidade de Σ0 é essencial em função do contra-exemplo
em [WY]. Notemos ainda que (2.44) decorre de (2.43) por meio da desigualdade
elementar

ab ≤ 1

2
(a2 + b2),

com

a =

( |Σ0|
ωn−1

) n−2
2(n−1)

, b = |Q|
( |Σ0|

ωn−1

) n−2
2(n−1)

.
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Para n = 3 estas desigualdades são propostas em [J], como consequência de
um argumento heurı́stico, de natureza fı́sica, concebido por Penrose a partir da
Conjectura da Censura Cósmica, conforme discutido na Introdução. Apesar deste
argumento não fazer sentido em dimensão n ≥ 4, a conjectura justifica-se em
função da identidade (2.26), válida para a solução RNT. Os principais resultados
deste trabalho, descritos no Capı́tulo 4 abaixo, contemplam versões destas de-
sigualdades para o caso em que o dado inicial (M, g) pode ser isometricamente
mergulhado como um gráfico em Rn+1.
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Capı́tulo 3

A desigualdade de Penrose clásssica
para buracos negros

Neste capı́tulo apresentamos, à guisa de ilustração, a demonstração de Lam
[L] da clássica desigualdade de Penrose para buracos que pode ser isometrica-
mente realizados como gráficos. Veja Teorema 3.5.5 abaixo. A demonstração faz
uso do material desenvolvido nas seções anteriores, a saber, uma fórmula inte-
gral para a massa (Teorema 3.3.1) e a análise global de soluções do fluxo pela
curvatura média inversa, além de uma de suas notáveis consequências, a saber, a
desigualdade de Alexandrov-Fenchel. Estas técnicas serão utilizadas no próximo
capı́tulo, na demonstração dos principais resultados deste trabalho.

3.1 A geometria de gráficos euclidianos
Fixemos no espaço euclidiano Rn coordenadas ortonormais x = (x1, · · · , xn)

e sejam ei = ∂i, i = 1, · · · , n, os campos coordenados correspondentes. Con-
sideremos ainda Rn+1 = Rn × R, com coordenadas (x, xn+1), xn+1 ∈ R. Deste
modo, cada xn+1 ∈ R define um hiperplano horizontal Rn

xn+1
= Rn × {xn+1} ↪→

Rn+1, que é totalmente geodésico, com Rn
xn+1

= Rn isometricamente. Notemos
ainda que {e1, · · · , en, en+1}, com en+1 = ∂n+1, constitui um referencial ortonor-
mal em Rn+1. Usualmente, denotaremos por δ a métrica euclidiana em Rn ou
em Rn+1, de forma que δab = 〈ea, eb〉, onde 〈 , 〉 é a forma bilinear e simétrica
induzida por δ.

Definição 3.1.1. Uma hipersuperfı́cie isometricamente imersa (M, g) # (Rn+1, δ)
é assintoticamente plana se Rg é integrável e existem subconjuntos compactos
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K ⊂ M e K ′ ⊂ Rn tais que EM = M \K, o fim de M , pode ser escrito como um
gráfico sobre Rn\K ′ ↪→ Rn, associado a uma função suave f : Rn\K ′ → R que
por sua vez satisfaz as seguintes expansões assintóticas quando r = |x| → +∞:

fi(x) = O(r−
τ
2 ), fij(x) = O(r−

τ
2
−1), τ >

n− 2

2
. (3.1)

Aqui, fi = ∂if e fij = ∂ijf .

Note que, ao longo do fim EM de M , que é um gráfico sobreRn\K ′, a métrica
induzida g, calculada em relação ao sistema de coordenadas x, é dada por

gij = δij + fifj. (3.2)

Assim, a Definição 3.1.1 implica que (M, g), vista intrinsecamente como uma
variedade Riemanniana, é assintoticamente plana no sentido da Definição 2.3.1.
Mais ainda, o sistema de coordenadas induzido em EM por meio da carta Ψf :
EM → Rn \K ′, dada por Ψ−1

f (x) = (x, f(x)), é assintoticamente plana. Em par-
ticular, abre-se a possibilidade de usar este sistema de coordenadas para calcular
a massa de (M, g). O objetivo desta seção é precisamente mostrar como isto pode
ser realizado para o caso em que a hipersuperrfı́cie (M, g) possui um horizonte;
veja a Seção 3.3.

Comecemos recordando algumas definições. Se (M, g) # (Rn+1, δ) é uma
hipersuperfı́cie e N é um campo unitário normal ao longo de M , definimos o
operador de Weingarten B : TM → TM de M relativamente a N por

BX = −DxN, X ∈ TM, (3.3)

onde D é a conexão riemanniana de (Rn+1, δ). Se (κ1, . . . , κn) denotam os auto-
valores de B relativamente a g (as curvaturas principais), definamos

S1 =
∑

i

κi (3.4)

e
S2 =

∑
i<j

κiκj. (3.5)

Estas são, respectivamente, a curvatura média e a curvatura escalar extrı́nseca of
M . Observe que da equação de Gauss resulta que

Rg = 2S2, (3.6)
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onde Rg é a curvatura escalar (intrı́nseca) de g. Definimos ainda o tensor de
Newton de M por

G = S1I −B, (3.7)

sendo I o operador identidade em TM .
O prometido cálculo da massa de (M, g) envolve a determinação de alguns

destes invariantes ao longo do fim EM de M . Recordemos que EM expressa-se
como

EM = {(x, f(x)); x ∈ Rn \K ′} ,

onde f é a função que aparece na Definição 3.1.1. Em termos do referencial
{ea}n+1

a=1 em Rn+1 fixado acima, TEM é gerado por

Zi = fien+1 + ei, i = 1, · · · , n. (3.8)

Assim, se D é a derivada usual em Rn, podemos escolher

N =
1

W
(en+1 −Df) , (3.9)

onde
W =

√
1 + |Df |2 = 1 + O(r−τ ), (3.10)

para ser o campo unitário normal a EM . Além disso, a métrica induzida sobre EM

é
gij = 〈Zi, Zj〉 = δij + fifj (3.11)

e os coeficientes do operador de Weingarten B de EM com respeito ao referencial
(3.8) são dados por

Bi
j =

1

W 3

(
W 2fij − ficj

)
, cj =

∑

k

fkfkj. (3.12)

A proposição abaixo representa um passo essencial no cálculo da massa de
hipersuperfı́cies assintoticamente planas.

Proposição 3.1.2. Se EM ⊂ Rn+1 é um gráfico assintoticamente plano como
acima, G é seu tensor de Newton e eᵀ

n+1 é a componente tangencial de en+1 ao
longo de EM então, relativamente ao referencial (3.8), os coeficientes de Geᵀ

n+1

são dados por

(Geᵀ
n+1)

i =
1

W 3

∑
j

(fjjfi − fijfj) = O(r−τ−1). (3.13)
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Demonstração. Resulta de (3.7) que

(Geᵀ
n+1)

i =
∑

j

(
Bj

j (e
ᵀ
n+1)

i −Bi
j(e

ᵀ
n+1)

j
)
, (3.14)

com

eᵀ
n+1 =

∑
i

(eᵀ
n+1)

iZi =

(∑
i

fi(e
ᵀ
n+1)

i

)
en+1 +

∑
i

(eᵀ
n+1)

iei. (3.15)

Por outro lado, como 〈en+1, N〉 = 1/W ,

eᵀ
n+1 = en+1 − 1

W
N

= en+1 − 1

W 2

(
en+1 −

∑
i

fiei

)

=
W 2 − 1

W 2
en+1 +

∑
i

fi

W 2
ei,

e comparando isto com (3.15), obtemos

(eᵀ
n+1)

i =
fi

W 2
. (3.16)

Assim, substituindo (3.16) e (3.12) em (3.14), obtemos

(Geᵀ
n+1)

i =
1

W 3

∑
j

(
W 2fjj − fjcj

) fi

W 2
− 1

W 3

∑
j

(
W 2fij − ficj

) fj

W 2

=
1

W 5

∑
j

(
W 2fjjfi − fifjcj −W 2fijfj + fifjcj

)

=
1

W 3

∑
j

(fjjfi − fijfj) ,

como desejado. Finalmente, a taxa de decaimento em (3.13) resulta da expansão
assintótica (3.1) na Definição 3.1.1.
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3.2 A fórmula de Reilly para hipersuperfı́cies
Além da Proposição 3.1.2, um outro ingrediente fundamental no cálculo da

massa de uma hipersuperfı́cie assintoticamente plana é a chamada fórmula de
Reilly [Re], uma espécie de lei de conservação para a curvatura escalar de hiper-
superfı́cies em Rn+1. A demonstração que aqui apresentamos é extraida de [Ro].

Esta identidade é válida para qualquer hipersuperfı́cie orientada M ⊂ Rn+1,
o que significa que sobre M está definido um campo normal unitário N . Lembre-
mos que sobre qualquer hiperfı́cie deste tipo podemos definir o operador de Wein-
garten e o tensor de Newton de acordo com (3.3) e (3.7), respectivamente. Em
particular, a curvatura média S1 e a curvatura escalar extrı́nseca S2 estão definidas
sobre M . Comecemos com o lema a seguir.

Lema 3.2.1. Se (M, g) # (Rn+1, δ) é uma hipersuperfı́cie orientada então vale

divgG = 0, (3.17)

onde divg representa o operador divergência relativamente a g.

Demonstração. Se V, W ∈ TM são campos tangentes então um cálculo direto
fornece

(∇V G) (W ) = 〈∇S1, V 〉W − (∇V B) (W )

= 〈∇S1, V 〉W −∇V (BW ) + B (∇V W ) ,

onde ∇ é a conexão de Levi-Civita em M . Escolhamos agora um referencial
ortonormal local {ẽi}n

i=1 que é geodésico em p ∈ M , o ponto onde estamos
fazendo o cálculo. Então,

divgG =
∑

i

(∇ẽi
G) (ẽi)

=
∑

i

(〈∇S1, ẽi〉ẽi −∇ẽi
Bẽi + B (∇ẽi

ẽi))

= ∇S1 −
∑

i

∇ẽi
Bẽi.

Por outro lado, pela equação de Codazzi, para cada j temos

〈∇ẽi
Bẽi, ẽj〉 = 〈∇ẽj

Bẽi, ẽi〉
= ẽj〈Bẽi, ẽi〉 − 〈Bẽi,∇ẽj

ẽi〉
= ẽj(S1),
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ou seja,
∑

i∇ẽi
Bei = ∇S1, e portanto,

divgG = ∇S1 −∇S1 = 0,

como desejado.

Podemos agora apresentar a demonstração da fórmula de Reilly.

Proposição 3.2.2. Se (M, g) # (Rn+1, δ) é uma hipersuperfı́cie orientada então
vale

divgGeᵀ
n+1 = 2S2〈en+1, N〉. (3.18)

Demonstração. Como en+1 é Killing, para quaisquer campos tangentes Y, Z ∈
TM , vale

0 = 〈DGY en+1, Z〉+ 〈DZen+1, GY 〉
= 〈DGY eᵀ

n+1, Z〉+ 〈en+1, N〉〈DGY N, Z〉
+〈DZeᵀ

n+1, GY 〉+ 〈en+1, N〉〈DZN,GY 〉,
e lembrando que B = −DN é auto-adjunto, isto pode ser reescrito como

〈DGY eᵀ
n+1, Z〉+ 〈DZeᵀ

n+1, GY 〉 = 2〈en+1, N〉〈B(GY ), Z〉.
Seja agora {ẽi}n

i=1 um referencial ortornomal como no Lema 3.17, que adicional-
mente diagonaliza B em p ∈ M . É claro então que este referencial também
diagonaliza G em p (digamos, Gẽi = µiẽi). Logo, para cada i,

〈DGei
eᵀ
n+1, ei〉+ 〈Dei

eᵀ
n+1, Gei〉 = 2〈en+1, N〉〈AGei, ei〉.

Ademais,

〈Dẽi
eᵀ
n+1, Gẽi〉 = µi〈Dẽi

eᵀ
n+1, ẽi〉 = 〈Dµiẽi

eᵀ
n+1 ,̃̃ ei〉 = 〈DGẽi

eᵀ
n+1, ei〉,

o que leva a
〈∇ẽi

eᵀ
n+1, Gẽi〉 = 〈en+1, N〉〈BGẽi, ẽi〉. (3.19)

Como trgBG = 2S2, temos

〈en+1, N〉
∑

i

〈BGẽi, ẽi〉 = 2S2〈en+1, N〉.

Por outro lado, do Lema 3.17 obtém-se
∑

i

〈∇ẽi
eᵀ
n+1, Gẽi〉 = divgGeᵀ

n+1,

e (3.18) resulta então de (3.19).
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3.3 A massa de hipersuperfı́cies assintoticamente
planas na presença de um horizonte

Nesta seção apresentamos o ingrediente fundamental na demonstração das de-
sigualdades de Penrose para buracos negros carregados apresentadas no Capı́tulo
4, a saber, uma fórmula integral para a massa de hipersuperfı́cies assintoticamente
planas na presença de um horizonte. Mais precisamente, consideremos uma hiper-
superfı́cie assintoticamente plana orientável (M, g) # (Rn+1, δ) e escolhamos o
vetor unitário normal N a M de tal modo que N = ∂t no infinito. Isto significa
que, sobre o fim EM de M , N é dado pela expressão em (3.9). Suporemos ainda
que M contém uma fronteira interna compacta (não necessariamente conexa) e
mergulhada, designada por Σ0. Mais ainda, suporemos que Σ0 é a interseção de
M com algum hiperplano horizontal Rxn+1 = Rn × {xn+1}, que denotaremos
simplesmente por R, e que a interseção de M com R ao longo de Σ0 é ortog-
onal. Note que isso implica em particular que Σ0 é totalmente geodésica como
uma hipersuperfı́cie de M , de modo que se pensarmos em (M, g) como o dado
Riemanniano de um CDI para as equações de Einstein-Mawell então Σ0 é de fato
um horizonte. Nestas condições, a fórmula de Reilly (3.18) pode ser usada como
ponto de partida para a obtenção da prometida fórmula integral para a massa de
(M, g), que é descrita no teorema abaixo.

Teorema 3.3.1. Seja (M, g) # (Rn+1, δ) uma hipersuperfı́cie assintoticamente
plana munida de um horizonte Σ0 como acima. Então a massa de (M, g) é dada
por

m(M,g) = cn

∫

M

Rg〈en+1, N〉dM + cn

∫

Σ0

HdΣ0, (3.20)

onde H é a curvatura média do mergulho Σ0 ⊂ R.

Demonstração. Lembremos da Definição 3.1.1 que EM , o fim de M , escreve-
se como o gráfico associado a uma função f : Rn \ K ′ → R, de modo que as
fórmulas para seus invariantes geométricos apresentados na Seção 3.1, incluindo
aı́ a Proposição 3.1.2, são válidas. Fixemos então uma esfera Sn−1

r de raio r con-
tida em Rn \ K ′ e seja Sr = Ψ−1

f (Sn−1
r ) a esfera coordenada corespondente.

Se aplicarmos a fórmula de Reilly (3.18) ao domı́nio Mr ⊂ M cuja fronteira é
Σ0 ∪ Sr, teremos então pela fórmula da divergência que

∫

Mr

Rg〈en+1, N〉dM =

∫

Σ0

〈Geᵀ
n+1, ν〉 dΣ0 +

∫

Sr

〈Geᵀ
n+1, ν〉 dSr, (3.21)
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onde ν é o vetor co-normal unitário exterior à fronteira de Mr. Vemos então que
(3.20) estará demonstrada se verificarmos a validade das duas identidades a seguir:

∫

Σ0

〈Geᵀ
n+1, ν〉 dΣ0 = −

∫

Σ0

H dΣ0 (3.22)

e
lim

r→+∞
cn

∫

Sr

〈Geᵀ
n+1, ν〉 dSr = m(M,g). (3.23)

Comecemos demonstrando (3.23). Usando (3.11) temos

〈Geᵀ
n+1, ν〉 =

∑
im

gim(Geᵀ
n+1)

iνm

=
∑
im

δimνm(Geᵀ
n+1)

i +
∑
im

fifmνm(Geᵀ
n+1)

i

=
∑

i

νi(Geᵀ
n+1)

i +
∑
im

fifmνm(Geᵀ
n+1)

i.

No entanto, por (3.1) e pela Proposição 3.1.2, vale que
∑
im

fifmνm(Geᵀ
n+1)

i = O(r−2τ−1),

e como dSr = O(rn−1), resulta que este termo se anula após integração sobre S
quando r → +∞, pois a integral correspondente é O(r−2τ+n−2) e, por hipótese,
−2τ + n− 2 < 0. Assim, por (3.13),

lim
r→+∞

∫

Sr

〈Geᵀ
n+1, ν〉dSr = lim

r→+∞

∫

Sr

(∑
i

νi(Geᵀ
n+1)

i

)
dSr

= lim
r→+∞

∫

Sr

∑
ij

(
νi

W 3
(fjjfi − fijfj)

)
dSr

= lim
r→+∞

∫

Sr

∑
ij

(
νi

W 3
(gij,j − gjj,i)

)
dSr,

onde no último passo usamos (3.11). Como W → 1 quando r → +∞, vemos
então que o último limite acima é precisamente c−1

n m(M,g), o que demonstra (3.23).
Demonstremos agora (3.22). Comecemos observando que, pela hipótese se-

gundo a qual a interseção de M com R ao longo de Σ0 é ortogonal, temos que,
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N

�
Ϭ�=

N�-1

(x) = (x,f(x))

Figura 3.1:

ao longo de Σ, en+1 = eᵀ
n+1 = ±ν, onde ν é o vetor normal a R. Suporemos que

X = ν, como na Figura 3.1, visto que o outro caso pode ser tratado similarmente.
Assim,

〈Geᵀ
n+1, ν〉 = S1 − 〈Aν, ν〉. (3.24)

Por outro lado, se X é tangente a Σ0, temos

〈AX, ν〉 = −〈DXN, ν〉 = 〈N, DXν〉 = 0,

onde no segundo passo usamos que, ao longo de Σ0, 〈N, ν〉 = 0 e no último
utilizamos que ν coincide com o vetor normal unitário de R, que é totalmente
geodésico. Mas isto significa que ν define uma direção principal em M com
〈Aν, ν〉 sendo a curvatura principal correspondente. Levando isto a (3.24) resulta
então que S1 = −H , o que completa a demonstração de (3.22) e, portanto, do
Teorema 3.3.1.

A demonstração da fórmula da massa (3.20) baseia-se num resultado muito
mais geral exibido em [dLG]. Lembramos ainda que, para o caso de gráficos,
esta fórmula apareceu inicialmente em [L], tendo sido aı́ verificada por outros
métodos. Em todo caso, apresentamos a seguir, a tı́tulo de motivação, uma con-
sequência imediata de (3.20), que aparece em [L], a saber, o Teorema da Massa
Positiva para gráficos assintoticamente planos.

Teorema 3.3.2. Seja (M, g) ⊂ Rn+1 um hipersuperfı́cie assintoticamente plana
que é um gráfico, ou seja,

M = {(x, f(x)); x ∈ Rn},

para alguma função suave f : Rn → R. Suponhamos ainda que Rg ≥ 0. Então,
m(M,g) ≥ 0.
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Demonstração. Note que, neste caso, Σ0 = ∅, de modo que (3.20) transforma-se
em

m(M,g) = cn

∫

M

Rg〈en+1, N〉dM.

Como M é um gráfico, decorre que 〈en+1, N〉 > 0, donde o resultado.

É importante salientar que este resultado deorre da famosa demonstração do
Teorema da Massa Positiva para variedades spin [LP], visto que qualquer gráfico
cumpre esta propriedade topológica. No nosso contexto, a sua relevância deriva
de dois fatores, a saber, o caráter elementar da demonstração e a possibilidade
de generalizar o argumento para outras situações. De fato, um dos resultados
principais deste trabalho (o Teorema 4.2.2 abaixo) precisamente estabelece uma
versão deste teorema para buracos negros carregados.

3.4 O fluxo pela curvatura inversa: existência e com-
portamento assintótico

Em conformidade com a terminologia introduzida na Seção 3.1, lembremos
que se Σ ⊂ Rn é uma hipersuperfı́cie orientada, ou seja, M está munida de um
campo normal unitário ξ, então o operador de Weingarten de Σ com respeito a ξ
é dado por

AX = −DXξ, X ∈ TΣ, (3.25)

onde D é a derivada covariante de Rn. Assim, se (λ1, · · · , λn−1) são os autoval-
ores de A com respeito à métrica induzida, então definimos a curvatura média de
Σ por

H =
∑

α

λα. (3.26)

Note que, neste capı́tulo, estaremos usando a variação de ı́ndices α, β, · · · =
1, · · · , n − 1. Mais ainda, a nossa convenção para a definição do operador de
Weingarten é tal que as curvaturas principais de uma esfera são positivas se o
vetor normal unitário aponta para dentro da região delimitada pela esfera. Final-
mente, observemos que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, vale

|A|2 ≥ H2

n− 1
, (3.27)

com a igualdade acontecendo se e somente se Σ é umbı́lica no ponto em questão.
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Seja agora Σt, t ∈ [0, ε), uma famı́lia a um parâmetro de hipersuperfı́es, que
suporemos compactas e mergulhadas. Diremos que Σt é uma solução do fluxo
pela curvatura inversa se as parametrizações X = X(t, ·) de Σt satisfazem a
equação de evolução

∂X

∂t
= − ξ

H
, (3.28)

onde ξ denota o vetor normal unitário a Σt que aponta para seu interior.
Este é um exemplo tı́pico de um fluxo geométrico para hipersuperfı́cies emRn.

Tais fluxos, eventualmente definidos em variedades Riemannianas mais gerais,
tem sido intensamente estudados nas últimas duas décadas, com ênfase na de-
terminação do comportamento assintótico de soluções. Especificamente, o fluxo
pela curvatura média inversa tem sido utilizado para estabelecer vários resulta-
dos notáveis em Análise Geométrica, incluindo aı́ a desigualdade de Penrose para
dados iniciais tempo-simétricos em dimensão 3 [HI] e o cálculo do invariante de
Yamabe deRP3 [BN]. Discutiremos aqui uma outra aplicação notável deste fluxo,
a saber, a demonstração de uma desigualdade isoperimétrica do tipo Alexandrov-
Fenchel para uma certa classe de hipersuperfı́cies mergulhadas em Rn. Este resul-
tado (Teorema 3.5.2) desempenha um papel fundamental no estabelecimento de
desigualdades do tipo Penrose para dados iniciais tempo-simétricos que podem
ser isometricamente mergulhados como gráficos em Rn; veja o Teorema 3.5.5 e
o Capı́tulo 4 abaixo. Para tanto, precisamos isolar a classe de hipersuperfı́cies
iniciais Σ0 para as quais a equação de evolução (3.28) tem um comportamento
assintótico bem determinado.

Definição 3.4.1. Diremos que uma hipersuperfı́cie compacta mergulhada Σ ⊂ Rn

é estritamente convexa na média se sua curvatura média é estritamente positiva.

Definição 3.4.2. Sejam Σ ⊂ Rn uma hipersuperfı́cie compacta e mergulhada.
Diremos que Σ é estrelada se o domı́nio V delimitado por Σ for estrelado no
sentido usual, ou seja, existe p ∈ V com a seguinte propriedade: qualquer x ∈ V
pode ser ligado a p por um segmento de reta inteiramente contido em V .

Observação 3.4.3. Se Σ é estrelada então é conveninente escolher coordenadas
cartesianas em Rn de tal modo que p corresponde à origem. Isto é o que sempre
faremos a seguir.

O resultado a seguir, demonstrado independentemente por Gerhardt [Ge] e Ur-
bas [Ur], determina o comportamento de soluções do fluxo pela curvatura média
inversa para hipersuperfı́cies iniciais que são estreladas e estritamente convexas
na média.
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Teorema 3.4.4. Seja Σ0 ⊂ Rn+1 uma hipersuperfı́cie estrelada e estritamente
convexa na média. Então existe uma única solução X(t, ·) do fluxo pela curvatura
média inversa (3.28) que tem Σ0 como hipersuperfı́cie inicial e está definida para
todo t > 0. Mais ainda, para cada t > 0, a hipersuperfı́cie correspondente Σt

permanece estrelada e estritamente convexa na média. Além disso, o comporta-
mento assintótico da solução é esférico no sentido que se definirmos

X̃(t, ·) = e−(n−1)tX(t, ·), (3.29)

então, quando t → ∞, X̃(t, ·) converge, na topologia C∞, para uma esfera
redonda centrada na origem.

Em palavras, o teorema acima afirma que, para qualquer hipersuperfı́cie inicial
Σ0 que é estrelada e estritamente convexa na média, o fluxo pela curvatura média
expande esta hipersuperfı́cie ao longo do tempo, através de uma famı́lia {Σt}t>0

de hipersuperfı́cies que permanecem estreladas e estritamente convexas na média.
Mais ainda, quando t → +∞, estas hipersuperfı́cies tornam-se cada vez mais
esféricas no sentido que, após experimentar a normalização definida por (3.29),
elas de fato convergem para uma esfera redonda.

Observação 3.4.5. Resulta da demonstração do Teorema 3.4.4 que a famı́lia de
hipersuperfı́cies {Σt}t>0 de fato constitui uma folheação do exterior Ω de Σ. De
posse desta informação, é imediato verificar que se definirmos φ : Ω → R pondo
φ(x) = t se x ∈ Σt então vale

|Dφ| = H, (3.30)

onde D denota a derivada usual em Rn e H representa a curvatura média das
hipersuperfı́cies da folheação.

3.5 A desigualdade de Alexandrov-Fenchel
Nesta seção utilizaremos o Teorema 3.4.4 para demonstrar uma desigualdade

isoperimétrica do tipo Alexandrov-Fenchel em Rn. A demonstração aqui ap-
resentada baseia-se num artigo recente de Guan e Li [GL], onde argumentos
semelhantes são usados para verificar a validade das chamadas desigualdades de
Alexandrov-Fenchel para uma ampla classe de hipersuperfı́cies.

Definição 3.5.1. Diremos que uma hiperfı́cie Σ ⊂ Rn é convexa na média se sua
curvatura média é nao-negativa.
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Teorema 3.5.2. Seja Σ ⊂ Rn uma hipersuperfı́cie estrelada e convexa na média.
Então a seguinte desigualdade vale:

2cn

∫

Σ

HdΣ ≥
( |Σ|

ωn−1

)n−2
n−1

, (3.31)

onde |Σ| é a área de Σ, ωn−1 = |Sn−1| e

cn =
1

2(n− 1)ωn−1

.

Mais ainda, a igualdade vale em (3.31) se e somente se Σ é congruente a uma
esfera redonda.

Para a demonstração, observemos inicialmente que, por um processo de apro-
ximação explicado em [GL], podemos supor que Σ é estritamente convexa na
média, ou seja, H > 0. O argumento consiste então em fazer Σ = Σ0, a hiper-
superfı́cie inicial da solução do fluxo pela curvatura média inversa cuja existência
é garantida pelo Teorema 3.4.4, e então investigar o comportamento do quociente
isoperimétrico

t ∈ [0, +∞) 7→ I(Σt) =

∫
Σt

HdΣt

|Σt|
n−2
n−1

.

ao longo desta solução. Note que I é invariante por homotetias de Rn no sentido
que I(Σ) = I(λΣ), onde λΣ = {λx; x ∈ Σ}, λ > 0.

Proposição 3.5.3. Se {Σt}t>0 é uma solução do fluxo pela curvatura média in-
versa como no Teorema 3.4.4 então o elemento de área e a curvatura média das
hipersuperfı́cies variam ao longo do tempo de acordo com

∂

∂t
dΣt = dΣt (3.32)

e
∂H

∂t
= −∆H−1 − |A|2

H
, (3.33)

onde ∆ é o Laplaciano de Σt. Como consequência,

d

dt
|Σt| = |Σt| (3.34)

e
d

dt

∫

Σt

HdΣt ≤ n− 2

n− 1

∫

Σt

HdΣt, (3.35)
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com a igualdade acontecendo em (3.35) para algum t se e somente se Σt é con-
gruente a uma esfera.

Demonstração. As identidades (3.32) e (3.33) são bastante conhecidas; veja [GL]
para uma dedução. É claro ainda que (3.34) decorre imediatamente de (3.32). Por
outro lado, resulta de (3.32) e (3.33) que

d

dt

∫

Σt

HdΣt =

∫

Σt

(
H − |A|2

H

)
dΣt,

de forma que (3.35) decorre então de (3.27).

A proposição a seguir mostra que o quociente isoperimétrico I é uma quanti-
dade monótona ao longo de soluções do fluxo pela curvatura média inversa.

Proposição 3.5.4. Ao longo de uma solução {Σt}t>0 do fluxo pela curvatura
média inversa como acima, temos

d

dt
I(Σt) ≤ 0, (3.36)

com a igualdade acontecendo se e somente se Σt é uma esfera redonda.

Demonstração. Um cálculo direto usando (3.34) mostra que

d

dt
I(Σt) = |Σt|−

n−2
n−1

(
d

dt

∫

Σt

HdΣt − n− 2

n− 1

∫

Σt

HdΣt

)
,

de modo que a proposição decorre de (3.35).

De posse da Proposição 3.5.4, a demonstração do Teorema 3.5.2 é imediata.
Com efeito, conforme já observamos, podemos supor sem perda de generalidade
que Σ é estritamente convexa na média. Fazendo então Σ = Σ0, a hipersuperfı́cie
inicial de uma solução do fluxo pela curvatura média inversa como no Teorema
3.4.4, decorre então de (3.36) que

I(Σ) ≥ I(Σt),

para qualquer t > 0. Fazendo t → +∞ e combinando a invariância de I por
homotetias com o comportamento assintótico das soluções descrito no Teorema
3.4.4, resulta então que

I(Σ) ≥ I(Sn−1), (3.37)
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com a igualdade acontecendo se e somente se Σ é congruente a uma esfera re-
donda. Como

I(Sn−1) = (n− 1)ω
1

n−1

n−1 ,

vê-se então que (3.37) é equivalente a (3.31). Isto completa a demonstração do
Teorema 3.5.2.

Novamente à guisa de motivação, apresentamos agora uma notável aplicação,
descoberta por Lam [L] da fórmula da massa na presença de horizontes (3.20) e
da desigualdade de Alexandrov-Fenchel 3.31, a saber, a desigualdade de Penrose
para gráficos assintoticamente planos em qualquer dimensão n ≥ 3.

Teorema 3.5.5. Seja (M, g) ⊂ (Rn+1, δ) uma hipersuperfı́cie assintoticamente
plana munida de um horizonte Σ0 como no Teorema 3.3.1. Suponhamos ainda
que M é um gráfico, Rg ≥ 0 e Σ0 ⊂ R = Rn é estrelada e convexa na média.
Então a desigualdade de Penrose vale para (M, g), ou seja,

m(M,g) ≥ 1

2

( |Σ0|
ωn−1

)n−2
n−1

. (3.38)

Demonstração. Como Rg ≥ 0 e M é um gráfico (ou seja, 〈en+1, N〉 > 0), decorre
de (3.20) que

m(M,g) ≥ cn

∫

Σ0

HdΣ0,

de forma que (3.38) é consequência imediata de (3.31).

Deve-se observar que é possı́vel caracterizar a igualdade em (3.38). De fato, de
acordo com [HW], isto acontece se e somente se (M, g) é congruente à realização
gráfica da solução de Schwarzschild, descrita na Observação 2.1.3. Convém ainda
salientar que a classe de dados iniciais (do tipo vácuo) que admite um mergulho
isométrico em Rn+1, conforme descrito no Teorema 3.5.5, é a única conhecida
para a qual a desigualdade de Penrose (3.38) encontra-se efetivamente demon-
strada em qualquer dimensão n ≥ 3. Do nosso ponto de vista, a relevância deste
resultado deve-se ao fato de que, nos Teoremas 4.1.1 e 4.2.1 abaixo, apresentamos
extensões deste resultado para buracos negros carregados.
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Capı́tulo 4

Desigualdades de Penrose e um
Teorema da Massa Positiva para
buracos negros carregados

Neste capı́tulo apresentaremos os resultados principais deste trabalho, a saber,
os Teoremas 4.1.1, 4.2.1 e 4.2.2 abaixo. Os dois primeiros estabelecem desigual-
dades do tipo Penrose para dados iniciais tempo-simétricos para as equações de
Einstein-Maxwell que admitem mergulhos isométricos apropriados como gráficos
em Rn+1, ao passo que o terceiro, que de fato é uma consequência imediata do
segundo, fornece uma desigualdade da massa positiva para tais buracos negros.

4.1 Uma desigualdade de Penrose para buracos ne-
gros carregados

Consideremos um conjunto de dados iniciais (M, g, E) para as equações de
Einstein-Maxwell, munido de um horizonte Σ0, como na Conjectura 2.4.1. Como
pretendemos utilizar as técnicas introduzidas no Capı́tulo 3, suporemos que (M, g)
pode ser isometricamente mergulhado como uma hipersuperfı́cie assintoticamente
plana em Rn+1 como na Definição 3.1.1. Além disso, admitamos que, por este
mergulho, Σ0 é a interseção de M com algum plano horizontalR e que a interseção
de M com R ao longo de Σ0 é ortogonal; veja Figura ... Estamos, assim, no con-
texto do Teorema 3.3.1, de modo que a fórmula da massa (3.20) é válida. Final-
mente, suponhamos que M é de fato um gráfico, de forma que 〈en+1, N〉 > 0.
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Consideremos a função altura h : M → R, h(x) = xn−1. Pelo Teorema de
Sard, para quase todo s ∈ I , onde I = h(M) é um intervalo, Ks = h−1(s) ⊂ M
é uma hipersuperfı́cie, que suporemos sempre ser compacta. Nestas condições,
definamos então a quantidade

Θ(M, g) =
(n− 2)ωn−1

2

∫

I

1∫
Ks
〈en+1, N〉−1|eT

n+1|dKs

ds. (4.1)

É fácil verificar que, nas condições acima, 0 < Θ(M, g) < +∞. Note ainda que
esta quantidade somente depende de (M, g), pois na sua definição não há qualquer
referência ao campo elétrico E.

O teorema a seguir apresenta uma desigualdade do tipo Penrose para buracos
negros carregados com dados iniciais como descrito acima.

Teorema 4.1.1. Seja (M, g, E) como acima e suponha que Σ0 ⊂ R = Rn é
estrelada e convexa na média. Admitamos ainda que a CED (2.35) é satisfeita.
Então,

m(M,g) ≥ 1

2

( |Σ0|
ωn−1

)n−2
n−1

+ Q2Θ(M, g), (4.2)

onde Q é a carga de (M, g, E).

Notemos que (4.2) não é inteiramente satisfatória, pois a quantidade Θ(M, g)
depende do dado inicial como um todo e não apenas de seu horizonte, como es-
perado; compare com (2.43). No entanto, do ponto de vista qualitativo, a de-
sigualdade (4.2) mostra que, nas condições acima, a carga elétrica efetivamente
contribui para a massa do buraco negro. Em particular, vale sempre a desigualdade
estrita

m(M,g) >
1

2

( |Σ0|
ωn−1

)n−2
n−1

, (4.3)

ou seja, a massa é estritamente maior que aquela da solução de Schwarzschild
com o horizonte de mesma área; veja Observação 2.1.2.

Para a demonstração do Teorema 4.1.1, observemos que a fórmula da massa
(3.20) e a desigualdade de Alexandrov-Fenchel imediatamente implicam que

m(M,g) ≥ 1

2

( |Σ0|
ωn−1

)n−2
n−1

+ cn

∫

M

Rg〈en+1, N〉dM ;

compare com a demonstração do Teorema 3.5.5. Assim, basta verificar que

cn

∫

M

Rg〈en+1, N〉dM ≥ Q2Θ(M, g). (4.4)
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Notemos inicialmente que, pela CED (2.35),
∫

M

Rg〈en+1, N〉dM ≥ (n− 1)(n− 2)

∫

M

|E|2g〈en+1, N〉dM.

Neste estágio, podemos usar a fórmula da co-área [BN, l] para expressar a integral
à direita em termos de integrais sobre as hipersuperfı́cies de nı́vel {Ks}s∈I de h.
Desse modo, se µ é o vetor normal unitário a Ks,

∫

M

|E|2g〈X, N〉dM =

∫

I

(∫

Ks

|E|2g〈en+1, N〉|∇gh|−1dKs

)
ds

≥
∫

I

(∫

Ks

〈E, µ〉2〈en+1, N〉|eᵀ
n+1|−1dKs

)
ds,

onde no segundo passo usamos Cauchy-Schwarz e a identidade ∇gh = eᵀ
n+1. Por

outro lado, pela desigualdade de Cauchy para integrais,
∫

Ks

〈E, µ〉dKs ≤
(∫

K
〈E, µ〉2〈en+1, N〉|eT

n+1|−1dKs

)1/2 (∫

K
〈en+1, N〉−1|eᵀ

n+1|dKs

)1/2

,

Observemos agora que, nas condições acima, cada Ks é homóloga à esfera no
infinito em M . Pela definição da carga Q em (3), decorre então que

∫

K
〈E, µ〉2〈en+1, N〉|eᵀ

n+1|−1dKs ≥

(∫
Ks
〈E, µ〉dKs

)2

∫
K〈en+1, N〉−1|eᵀ

n+1|dKs

=
ω2

n−1Q
2

∫
K〈en+1, N〉−1|eᵀ

n+1|dKs

.

Daı́, (4.4) resulta imediatamente, o que conclui a demonstração do Teorema 4.1.1.

4.2 Um teorema da massa positiva para buracos ne-
gros carregados

Apresentamos nesta seção uma outra desigualdade do tipo Penrose para bu-
racos negros carregados cujos dados iniciais admitem mergulhados apropriados
como gráficos em Rn+1 (Teorema 4.2.1 abaixo). Como consequência imediata,
obtemos um Teorema da Massa Positiva para tais buracos (Teorema 4.2.2 abaixo).

Consideremos então um dado inicial (M, g, E), conforme descrito no primeiro
parágrafo da seção anterior. Em particular, suporemos que a CDE (2.35) é satis-
feita.
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Teorema 4.2.1. Nas condições acima, suponha que Σ0 é estrelada e convexa na
média. Então,

m(M,g) ≥ 1

2

(
2cn

∫

Σ0

HdΣ0 + Q2

(
2cn

∫

Σ0

HdΣ0

)−1
)

. (4.5)

Em particular,

m(M,g) ≥ 1

2

( |Σ0|
ωn−1

)n−2
n−1

+ Q2

(
2cn

∫

Σ0

HdΣ0

)−1

. (4.6)

Note que (4.6) resulta de (4.5) e de (3.31).
Se comparada com (4.2), esta desigualdade é bem mais satisfatória no sentido

que a quantidade que multiplica Q2 somente depende do horizonte e não do dado
inicial como um todo. Observamos ainda que (4.5) é o ponto de partida para estab-
elecer várias outras desigualdades do tipo Penrose; veja [dLG]. Para os propósitos
deste trabalho, destacamos a seguinte consequência de (4.5), a saber, um Teorema
da Massa Positiva para buracos negros carregados.

Teorema 4.2.2. Nas condições do Teorema 4.2.1, vale

m(M,g) ≥ |Q|. (4.7)

Com efeito, isto decorre de (4.5) e da desigualdade elementar

ab ≤ 1

2
(a2 + b2).

com

a =

√
2cn

∫

Σ0

HdΣ0, b = |Q|
(

2cn

∫

Σ0

HdΣ0

)−1/2

.

Para a demonstração do Teorema 4.2.1, notemos que se M é o gráfico asso-
ciado a uma função f : Ω → R definida no exterior Ω de Σ0 então 〈en+1, N〉 =
W−1, onde W é definido em (3.10). Mais ainda, o elemente volume de M é
dM = WdΩ, onde dΩ é o elemento de volume de Rn restrito a Ω. Combinando
isto com (2.35), obtemos então de (3.20) que

m(M,g) ≥ cn

∫

Σ

HdΣ + (n− 1)(n− 2)cn

∫

Ω

|E|2gdΩ. (4.8)
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Relembremos da Observação 3.4.5 que Ω admite uma folheação pelas hipersu-
perfı́cies {Σt}t>0 que constituem a solução do fluxo pela curvatura média inversa
com hipersuperfı́cie inicial Σ0. Recordemos ainda que, sem perda de generali-
dade, podemos supor que Σ0 é estritamente convexa na média. Neste contexto, o
lema a seguir desempenha um papel essencial na demonstração.

Lema 4.2.3. Existe um campo de vetores Ê em Ω satisfazendo |E|g ≥ |Ê|g0 e
divg0Ê = 0. Mais ainda, a carga Q̂ definida por

Q̂ =
1

ωn−1

∫

Σt

〈Ê, νt〉dΣt

satisfaz Q̂ = Q. Aqui, νt é o vetor normal unitário a Σt.

Demonstração. No produto M × R com métrica Lorentziana ĝ = g − dt2, con-
sidere o gráfico vertical Ω̂ definido pela função f . A métrica induzida é

ĝij = gij − uiuj = δij + uiuj − uiuj = δij,

ou seja, Ω̂ é uma cópia isométrica de Ω. Podemos então aplicar [DK, Appendix
A] para obter um campo de vetores Ê em Ω̂ com as propriedades desejadas.
Transplantando-o então para Ω, obtém-se o resultado.

Este lema é usado na proposição a seguir, que completa a demonstração do
Teorema 4.2.1.

Proposição 4.2.4. Nas condições do Teorema 4.2.1, vale

(n− 1)(n− 2)cn

∫

Ω

|E|2gdΩ ≥ Q2

2

(
2cn

∫

Σ0

HdΣ0

)−1

. (4.9)

Demonstração. Pela Lema 4.2.3, temos

(n− 1)(n− 2)cn

∫

Ω

|E|2gdΩ ≥ n− 2

2ωn−1

∫

Ω

|Ê|2g0
dΩ.

Sabemos da Observação 3.4.5 que a prescrição Σt = φ−1(t) define uma função
suave φ : Ω → [0, +∞) satisfazendo |Dφ| = H , onde H denota a curvatura
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média da folheação. Assim, podemos mais uma vez aplicar a fórmula da co-área
e Cauchy-Schwarz para obter

∫

Ω

|Ê|2g0
dx =

∫ +∞

0

(∫

Σt

|Ê|2
H

dΣt

)
dt

≥
∫ +∞

0

(∫

Σt

〈Ê, νt〉2
H

dΣt

)
dt

≥
∫ +∞

0

((∫

Σt

HdΣt

)−1 (∫

Σt

〈Ê, νt〉dΣt

)2
)

dt.

Aqui, νt é o vetor unitário normal a Σt. Pelo Lema 4.2.3,
∫

Σt
〈Ê, νt〉g0dΣt =

ωn−1Q, de modo que

(n−1)(n−2)cn

∫

Ω

|E|2gdx ≥ 1

2
(n−2)ωn−1Q

2

∫ +∞

0

(∫

Σt

HdΣt

)−1

dt. (4.10)

Por outro lado, se integrarmos (3.35), decorre que
(∫

Σt

HdΣt

)−1

≥
(∫

Σ0

HdΣ0

)−1

e−
n−2
n−1

t, (4.11)

que substituido em (4.10) conduz a

(n− 1)(n− 2)cn

∫

Ω

|E|2gdΩ ≥ 1

2
(n− 2)ωn−1Q

2

(∫

Σ0

HdΣ0

)−1 ∫ +∞

0

e−
n−2
n−1

tdt

=
Q2

4cn

(∫

Σ0

HdΣ0

)−1

.

Isto completa a demonstração de (4.5).
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