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RESUMO

Apresentamos desigualdades do tipo Penrose e um Teorema da Massa Positiva
para buracos negros carregados, isto €, dados iniciais para solugdes tempo-simétri-
cas das equacdes de Einstein-Maxwell, que podem ser isometricamente mergul-
hados no espaco euclidiano como gréficos. As demonstragdes usam uma férmula
integral para a massa ADM de tais hipersuperficies e o fluxo pela curvatura média
inversa.

Palavras-chave: Buracos negros carregados, Fluxo pela curvatura média inversa,
Desigualdades de penrose.



ABSTRACT

We present Penrose-type inequalities and a Positive Mass Theorem to charged
black holes, ie, initial data for time-symmetric solutions of the Einstein-Maxwell
equations, which can be isometrically immersed in Euclidean space as graphics.
The statements use an integral formula for the ADM mass of such hypersurfaces
and the inverse mean curvature flow.

Keywords: Charged black holes, The inverse mean curvature flow, Penrose in-
equalities.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria da Relatividade Geral, desenvolvida por A. Einstein ha quase um
século atras, constitui uma das mais bem sucedidas teorias fisicas classicas. Seu
sucesso deve-se nao somente ao indiscutivel valor estético de seu arcaboug¢o matematico,
baseado na premissa de que fendmenos gravitacionais admitem uma explicacao
geométrica, mas também na notdvel concordancia de suas predicdes com observagdes
experimentais as mais variadas. Mais ainda, devido ao seu cardter predominante-
mente geométrico, a teoria desenvolveu estreita relacdo com métodos mateméticos
os mais diversos, incluindo ai Geometria Riemanniana e Lorentziana, Equagdes
Diferenciais Parciais, Topologia Diferencial, etc.

Apesar deste estrondoso sucesso, sabe-se que a teoria padece de problemas
conceituais que, num sentido fundamental, qualificam-na como incompleta da
perspectiva fisica. No sentido de explicar este ponto, convém recordar dois avancos
cruciais no desenvolvimento conceitual da teoria.

O primeiro destes avancos, acontecido em 1952, resulta de um teorema de
Choquet-Bruhat [CB] segundo o qual a teoria € bem posta do ponto de vista de
Formulacao de Valor Inicial (FVI). Mais precisamente, o resultado assegura que o
comportamento global de uma solucdo das equagdes de Einstein, eventualmente
acoplada a certas classes de campos de matéria, é completamente determinada
pela prescricao de dados iniciais apropriados ao longo de uma hipersuperficie do
tipo espaco, corresponte ao tempo inicial. Este resultado ndo somente sistemati-
zou a busca de solucdes para as equagdes de campo, anteriormente reduzida a
procura de solugdes explicitas, mas também confirmou que o Principio da Causal-
idade, tdo caro aos fisicos, efetivamente aplica-se aos fendmenos gravitacionais
conforme descritos pela Relatividade Geral.

Curiosamente, o segundo avango a que nos referimos aponta na dire¢ao contr-



ria e tem a ver com um corpo de teoremas demonstrados por Penrose e Hawk-
ing no final da década de sessenta [HE]. Estes resultados implicam, em partic-
ular, que para uma por¢do considerdvel de dados iniciais fisicamente razodveis,
a solugdo correspondente, cuja existéncia havia sido demonstrada por Choquet-
Bruhat, desenvolve singularidades em tempo finito, no sentido que o espaco-
tempo em questdo € geodesicamente incompleto. Assim, em vizinhancas sufi-
cientemente pequenas destas singularidades, a teoria perde seu poder preditivo, o
que a torna, conforme ja mencionado, deveras insatisfatoria do ponto vista fisico.

A fim de sanar este aspecto indesejavel da teoria, Penrose formulou em 1969
a famosa Conjectura da Censura Césmica (CCC) que, a grosso modo, assegura
que singularidades permanencem indetectaveis a observadores situados a grandes
distancias, estando deles protegidas por um horizonte de eventos. Dito de outro
modo, a formagao de singularidades, notadamente no processo de colapso gravita-
cional de estrelas massivas, sempre viria acompanhada da formacao de um buraco
negro, que isolaria do resto do universo a regiao onde problemas de previsibilidade
eventualmente acontecam. Embora este cendrio seja compativel com solugdes
especiais da teoria (Schwarzshild, Reissner-Nordstrom, Kerr e similares), pare-
cem inexistir argumentos fisicos convincentes que o justifiquem. Mais ainda,
como a CCC diz respeito ao conportamento global de solu¢des das equacdes de
Einstein, que sdo sabidamente ndo-lineares, uma solu¢do matemaética, e portanto
satisfatéria, da conjectura parece estar além da tecnologia atual. Este estado de
coisas levou Penrose a formular um teste para a validade da CCC que admite
uma formulacdo unicamente em termos dos dados iniciais. Mais precisamente,
no caso do vacuo ele argumentou que se a formulacido convencional da teoria de
colapso gravitacional € satisfeita (incluindo ai a CCC), entdo a massa total do sis-
tema, que € calculada assintoticamente ao longo do dado inicial, € limitada por
baixo por uma expressao que depende da area do horizonte, que por sua vez pode
ser definido como sendo a superficie minima mais externa (outermost) contida
no dado inicial. No caso tempo-simétrico, que corresponde a situacdo em que
o dado inicial ndo possui geometria extrinseca (ou seja, € totalmente geodésico)
esta conjectura pode ser formulada inteiramente em termos de sua geometria: se
(M, g) é um dado inicial assintoticamente plano que possui curvatura escalar
ndo-negativa entdo vale a desigualdade

2ol

M(rrg) = 16_7r’ (L.1)

onde |Yo| € a drea do horizonte ¥y e m(y;g) € a massa ADM de (M, g). Mais
ainda, a igualdade acontece em (1.1) se e somente se (M,g) é isométrica a
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solugdo de Schwarzschild.

Notemos que o invariante m,y 4 € fisicamente interpetrado como a massa to-
tal do sistema determinado pelo dado inicial (), g); veja Se¢des 2.2 e 2.3. Em
todo caso, a existéncia de um dado inicial nas condi¢des acima para o qual a de-
sigualdade (1.1) seja violada inviabilizaria a CCC, ao passo que a sua verificacio
adicionaria evidéncia, ainda que indireta, a validade da conjectura.

Embora de enunciado simples, a desigualdade de Penrose (1.1) resistiu as in-
vestidas dos tedricos por duas décadas, somente sendo resolvida independemente
por Huisken-Ilmanen [HI] (para o caso em que Xy € conexo) e Bray [B] (para hor-
izontes quaisquer), por meios de técnicas matematicas reconhecidamente sofisti-
cadas (fluxos geométricos). Mais ainda, os métodos ai utilizados somente pare-
cem funcionar para dados iniciais tri-dimensionais, embora o enunciado da con-
jectura faga sentido para variedades Riemannianas (M, g) de qualquer dimensdo
n > 3, caso em que expressa-se como

n—2
1 /18] \ 1
Mg > = ( 2ol ) , (1.2)

— 2 Wn—1

onde w,_1 € a area da esfera unitaria de dimensdo n — 1. Salientamos que a
unica classe de variedades para a qual se conhece, em qualquer dimensdo n >
3, uma demonstracao desta desigualdade € precisamente aquela constituida por
dados iniciais que admitem mergulhos isométricos apropriados como um gréfico
em algum espaco euclidiano. Mais precisamente, o caso de codimensao um foi
tratado por Lam [L], e € aqui reproduzido no Teorema 3.5.5 abaixo, enquanto que
o caso de codimensao qualquer foi considerado por Mirandola-Vitério [MV].

O objetivo deste trabalho é adaptar o argumento de Lam, como reinterpretado
em [dLG], para buracos negros carregados, ou seja, dados iniciais correspondentes
a solugdes tempo-simétricas das equacdes de Einstein-Maxwell. Neste caso, con-
forme explicado na Se¢ao 2.4, (1.2) incorpora um termo adicional que representa a
contribuicdo da carga elétrica total () do sistema a sua massa. Mais precisamente,
sob condig¢des apropriadas, conjectura-se que a desigualdade

n—2 n—2

1 |ZO| n—1 9 wn—l n—1
> 1.3
m(Mvg) =9 (wn—l) +Q |ZO| ( )

deve ser verdadeira.
E importante salientar que, na dimensao fisica n = 3, esta desigualdade de
Penrose generalizada resulta dos métodos de Huisken-Ilmanen, tendo sido, por




conseguinte, verificada para horizontes conexos; uma demonstracao nestas linhas
pode ser encontrada em [DK]. Curiosamente, este resultado é o melhor possivel
no sentido que, nesta dimensao, existem contra-exemplos a validade da desigual-
dade para o caso de buracos negros desconexos [WY]. Dois de nossos principais
resultados, a saber os Teoremas 4.1.1 e 4.2.1, conduzem a desigualdades do tipo

WA=
Mg 2 5 (—' 0’) +Q*J |, J>0, (1.4)

— 2 Wn—1

que pode ser considerada uma versao qualitativa de (1.3). No primeiro caso, J é
um invariante geométrico associado ao dado inicial como um todo, ao passo que
no segundo caso o resultado € mais satisfatorio no sentido que J depende somente
do horizonte. Devemos salientar, porem, que em todos os casos, (1.4) contém a
importante informacao de que a carga () efetivamente contribui para a massa total
do sistema. Em particular, sempre vale a desigualdade estrita

n—2
1/ 5]\ 71
Mg > 5 (‘ o ) : (1.5)

Wn—1

ou seja, a massa total da solugdo efetivamente supera a contribuicdo que provem
do horizonte.

Se tomado isoladamente, o mais relevante resultado deste trabalho € o Teo-
rema 4.2.2: nas condicdes acima, a seguinte desigualdade da massa positiva vale
para buracos negros carregados em qualquer dimensao n > 3:

Mg > Q) (1.6)

Note que se Q = 0 isto reduz-se a desigualdade da massa positiva usual: m 4 >
0. No nosso contexto, a importancia deste resultado deve-se basicamente a dois
fatores. Primeiramente, a desigualdade acima representa a exata extensao de um
resultado ja conhecido em dimensao 3, demonstrado em [GHHP]. Por outro lado,
o método ai utilizado, que recorre a spinors a la Witten, nao se estende em geral
para o caso n > 4. Deste ponto de vista, pode-se afirmar que a Unica classe de
buracos negros carregados para os quais (1.6) é conhecida em qualquer dimensao
n > 4 é precisamente aquela considerada neste trabalho, a saber, graficos apro-
priadamente mergulhados no espaco euclidiano.

Esta tese é organizada da seguinte maneira. No capitulo 1 apresentamos os as-
pectos mais relevantes, para nossos propoésitos, dos fundamentos matematicos da
Relatividade Geral. Isto € ilustrado derivando-se, na Secdo 2.1, a famosa solugdo
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de Reissner-Nordstrom-Tangherlini, que descreve buracos negros carregados rota-
cionalmente simétricos em qualquer dimensdo n + 1 > 3. Apresentamos, na
Secdo 2.2, uma formulagdo do Problema de Valor Inicial para tais buracos negros
e isolamos a Condi¢ao de Energia Dominante correspondente. As desigualdades
de Penrose neste contexto sao formuladas na Secdo 2.4, onde se utiliza a impor-
tante no¢do de massa ADM de variedades assintoticamente planas, introduzida
na Secdo 2.3. No capitulo 3 consideramos gréficos assintoticamente planos e ex-
ibimos uma férmula integral para a sua massa. Como aplicagdo, e a guisa de
motivacao, deduzimos a desigualdade de Penrose cléssica para tais dados iniciais,
seguindo um argumento de Lam [L]. Isto faz uso de propriedades globais do fluxo
da curvatura média inversa, por meio da desigualdade de Alexandrov-Fenchel. Fi-
nalmente, no Capitulo 4, apresentamos os resultados principais desta tese, a saber,
desigualdades de Penrose (Teoremas 4.1.1 e 4.2.1) e um Teorema da Massa Pos-
itiva (Teorema 4.2.2) para buracos negros carregados. As demonstra¢ioes apre-
sentados constituem refinamentos considerdveis do argumento de Lam em [L],
embora ainda sejam baseadas em propriedades globais do fluxo pela curvatura
média inversa.



Capitulo 2

Buracos negros carregados em
Relatividade Geral

O objetivo deste capitulo € oferecer uma modesta introducdo a teoria dos bura-
cos negros carregados em Relatividade Geral. Para tanto, faz-se necessario recor-
dar os fundamentos bdasicos desta teoria, o que € realizado na Secdo 2.1. Ainda
nesta secao, apresentamos uma deducao da solu¢do de Reissner-Nordstrom-Tan-
gherlini, uma representagdo explicita de uma solugdo esfericamente simétrica das
equacgoes de Einstein-Maxwell. Na Se¢do 2.2 enunciamos o teorema fundamen-
tal na Formulagdo de Valor Inicial (FVI) da equagao de Einstein-Maxwell, com
€nfase para o caso em que os dados iniciais sdo tempo-simétricos. Em particu-
lar, a importante Condi¢do de Energia Dominante (CED) € ai introduzida para
tais dados. A Secdo 2.3 contém uma discussdo da no¢do de massa ADM, um in-
variante assinttico que nao somente desempenha um papel relevante na andlise
geométrica das variedades Riemannianas assintoticamente planas, mas também
admite uma notavel interpretacao fisica, a saber, ele corresponde precisamente a
massa total da solugdo associada ao dado inicial sobre o qual é calculado. Final-
mente, na Se¢do 2.4 apresentamos a a formulacdo das desigualdades de Penrose
neste contexto.

2.1 A solucao de Reissner-Nordstrom-Tangherlini

Nesta sec¢ao esbocaremos a deducdo da métrica de Reissner-Nordstrom-Tan-
gherlini [Ta], que descreve uma solucio esfericamente simétrica das equagdes
de Einstein-Maxwell correspondente ao campo gravitacional determinado por um



corpo esfericamente simétrico de massa m > 0 que encontra-se carregado. Come-
caremos com uma revisdo das nogdes bdsicas da Teoria da Relatividade Geral,
formulada por A. Einstein em 1915; veja [Wa] para um tratamento detalhado do
assunto.

O preceito fundamental desta teoria € que, quando observado em escala cosmi-
ca, o universo € descrito por uma variedade Lorentziana (M, 7). Aqui, M é uma
variedade diferencidvel de dimensdo 4 e § é uma métrica Lorentziana em M.
Neste contexto, a métrica corresponde ao potencial gravitacional na Teoria da
Gravitagdo Newtoniana e em particular determina a dindmica das particulas livres,
visto que estas deslocam-se ao longo de geodésicas de g.

Num sentido mais fundamental, g determina a estrutura causal do espago-
tempo (M, q). Isto significa que, para cada € M, um vetor tangente v € T, M
pode ser classificado de acordo com seu caréter causal: v € dito ser do tipo espaco,
(respectivamente, do tipo luz, do tipo tempo) se vale (v,v) > 0 (respectivamente,
(v,v) =0, (v,v) < 0). Aqui, (,) é a forma bilinear, simétrica e ndo-degenerada
correspondente a g. Diz-se ainda que v € causal se € do tipo tempo ou do tipo
luz. Esta classificacdo estende-se naturalmente para curvas parametrizadas 7 :
I ¢ R — M: diz-se que ~ é do do tipo espaco, (respectivamente, do tipo luz,
do tipo tempo, causal) se 7' (t) goza da respectiva propriedade para qualquer ¢ €
I. Como, pelo Principio da Equivaléncia, em escalas infinitesimais a Teoria da
Relatividade Espacial deve ser reproduzida, resulta que particulas descolam-se ao
longo de curvas do tipo tempo (particulas massivas) ou do tipo luz (particulas ndo-
massivas). Dito de outro modo, a nenhuma particula concede-se a possibilidade
de viajar ao longo de uma curva que nao € causal, o que obviamente equivale ao
principio fisico segundo o qual nenhum objeto (massivo ou ndo) pode mover-se a
velocidade superior a da luz.

Nesta teoria, a métrica g €, ela mesma, uma entidade dindmica, no sentido que
satisfaz as equagoes de campo de Einstein:

R-
. g—

Ricg — EQ—T, (2.1)
onde Ricg € o tensor de Ricci de g, Rg = trgRicg € a curvatura escalar e T' € o ten-
sor energia-momento, que descreve a distribuicdo dos campos ndo-gravitacionais
(matéria, radiagdo, etc.) na regido do universo que estamos a considerar. E impor-
tante observar que o tensor energia-momento necessariamente possui divergéncia

nula:
divgT = 0; (2.2)



isto resulta de (2.1) e do fato que o tensor de Einstein
R-

goza desta propriedade, como um cdlculo direto confirma.

Devido ao carater manifestamente ndo-linear do sistema (2.1)-(2.2), solugdes
explicitas das equagdes de Einstein sdo consideravelmente raras. Notemos que as
equagdes simplificam-se bastante no caso do vdcuo, em que 7" = 0, pois entdo
(2.2) € trivialmente satisfeita e (2.1) reduz-se a

Ricy = 0, (2.4)

mas mesmo neste caso a busca de solug¢des explicitas pode revelar-se deveras in-
frutifera, com poucos exemplos disponiveis. Felizmente, existem métodos alter-
nativos, essencialmente analiticos, que permitem a exibicdo de uma grande var-
iedade de solucdes para as equagdes de campo. Descreveremos abaixo um re-
sultado deste tipo (Teorema 2.2.2), que bastard para nossos propdsitos, mas antes
esbocemos como determinar a métrica de Reissner-Nordstrom-Tangherlini, uma
solucdo explicita das equacdes de Einstein-Maxwell. Esta métrica estende, para
qualquer dimensao n + 1 > 4, a famosa solugdo de Reissner-Nordstrom, indepen-
dentemente encontrada por H. Reissner e G. Nordstrom.

A partir de agora, serd conveniente denominar de espaco-tempo qualquer var-
iedade Lorentziana (M, g) de dimensdo n + 1, n > 3. Exigiremos ainda, como
parte da definicdo, que M é niio somente orientdvel mas também tempo-orientdvel
no sentido que existe uma maneira continua e consistente de escolher, em cada
x € M, vetores causais que apontam numa das duas possiveis direcdes determi-
nadas pelo cone de luz C,, = {v € T,M;{v,v) = 0}. Se uma destas possiveis
escolhas ¢ fixada, diz-se entdo que (M,q) é futuro-orientada. Mais ainda, uma
hipersuperficie M C M é dita ser do tipo espago se qualquer vetor tangente a
M goza desta propriedade. Em geral, suporemos que M ¢é futuro-orientada, ou
seja, existe um campo normal unitdrio e continuo sobre M que sempre aponta na
dire¢io da orientagio futura de M. Note que a restricio de g a M define uma
métrica Riemannina em M, usualmente denotada por g.

Comecemos entdo observando que se (M, g) é um espago-tempo de dimensio
n + 1, com g satisfazendo (2.1) para algum 7', entdo tomando trago relativamente
a g, obtemos

g 17 T = trgT, (25)
n —



de modo que (2.1) torna-se

Ric, = —ng T (2.6)
Estaremos interessados em solugdes de (2.6) para o caso em que 7' corresponde
a um campo eletro-magnético desprovido de fontes. Lembremos que este tipo de
campo € descrito por uma 2-forma diferentical F', definida sobre M, que satisfaz
as equagoes de Maxwell:

dF' =0, divgF =0. (2.7)

Convém agora expressar o tensor-energia momento 7 associado a F'. A
prescri¢io usual [Kr] recomenda tomarmos 7 proporcional ao tensor

T(f;):FachC_i CdFCdgaln aaba"'zla"'7n+17 (28)
onde usamos a conven¢ao de Einstein, que consiste em somar sobre indices de
covariancia distinta que encontram-se repetidos. Note que um célculo direto,
baseado em (2.7), fornece a identidade dingF = 0, o que é consistente com
comentérios feitos acima. Nosso proposito resume-se, entdo, a encontrar solugoes
esfericamente simétricas das equacoes de Einstein-Maxwell:

Ric; = ———G + T, (2.9)
n—1

com [’ satisfazendo (2.7). Faz-se necessario, no entanto, precisar o que entende-
mos por uma solugdo esfericamente simétrica das equacoes de Einstein-Maxwell.

Definicao 2.1.1. Seja ( ,G) um espago-tempo e Iso(M,q) seu grupo de isome-
trias. Diremos que (M) é esfericamente simétrico se existe um mergulho de
grupos de Lie SO,, C Iso(M, ) com a propriedade de que todas as orbitas da
agdo isométrica SO, M M sdo esferas mergulhadas S™' C M do tipo
espago.

Um famoso argumento de Birkhoff [HE] [Wa] garante que qualquer espaco-
tempo esfericamente simétrico € de fato estdtico, ou seja, num sistema de coorde-
nadas apropriado (¢,7,0) € R x I x S""!, onde I C R € um intervalo, a métrica
expressa-se como

g=—vidt* +g, ¢g=v2dr* +rh, (2.10)
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onde h é a métrica candnica na esfera unitaria S"~!, ¢ = +(r) > 0 é uma fung¢io
suave e ¢g é a métrica Riemanniana definida em P = [ x S"~!. Este resultado
autoriza-nos a buscar solu¢des esfericamente simétricas das equacdes de Einstein-
Maxwell na forma (2.10).

E natural supor que a 2-forma F, que descreve o campo eletro-magnético, é
também esfericamente simétrica no sistema de coordenadas fixado. E ainda con-
veniente supor a auséncia de campos magnéticos, de forma que, nas coordenadas

(t,r,0), as unicas entradas ndo-nulas de F' sao F,, = —F}, = p, para alguma
funcdo suave p : I — R. Portanto, F' assume a forma
F= I O2xn-2 Cog=( 0y 2.11)
Om—1)x2  O—1)x(n—1) -1 0

Um calculo direto usando (2.8) nos leva entdo a
T = anp® (Y2t — ¢ ~2dr® + r*h) (2.12)

onde «,, > 0 é uma constante dimensional a ser especificada posteriormente. Note
que
_ 3
7= (n—3)aup’, (2.13)

de modo que T» somente possui traco nulo se n = 3.

Resulta de (2.10) que a primeira equacdo em (2.7) € automaticamente satis-
feita. Por outro lado, a segunda equagdo leva facilmente a condigdo 0, (r"~1p) =
0, de forma que

p=-L. (2.14)
p
onde )
q= / (E,v,)dS, (2.15)
Wn—1 -

é a carga elétrica. Aqui, w, , é a drea de (S" 1, h), S, = {r} x S*! C P,
v, = 190, € o campo unitario normal a S, e £ = pv,. € o campo elétrico. Note que
a expressao para g em (2.15) € vélida para qualquer » € I, o que € consistente com
o fato facilmente verificado que div,E = 0. Noutras palavras, ¢ € uma quantidade
quase local no sentido que pode ser calculada como o fluxo total (normalizado)
de £ sobre qualquer hipersuperficie S C P homdloga a alguma esfera S,..

A préxima etapa na dedugdo da métrica Reissner-Nordstrom-Tangherlini con-
siste em determinar v. Isto pode ser conduzido de diversas maneiras, mas acred-
itamos que o tratamento a seguir parece ser o mais satisfatério do ponto de vista
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geométrico. Comecemos observando que o campo 0J; € Killing. Como con-
sequéncia, a projecdo natural 7 : M — P, w(t,r,0) = (r,0), é uma submersio
Lorentziana com folhas totalmente geodésicas. Neste caso, as equagdes funda-
mentais de O’Neill [On] simplificam-se substancialmente, tornando-se

Rng(at, 8t) = ¢Agw
Rng(@t, X) = 0
Ricy(X,Y) = Ric,(X,Y)— ¢ 'V2(X,Y),

(2.16)

onde X e Y sdo campos horizontais (isto é, tangentes as folhas), Vg € o operador
Hessianode ge A, = trgV?] € o Laplaciano de g. A primeira equagdo em (2.16),
juntamente com (2.6), fornece

n—2 ¢
Agpp = Qann — 1m¢, (2.17)
€ Como w
Ay = mar (7’"_1%0@1/1) )

isto produz uma equagdo diferencial ordindria para @) que pode ser facilmente
resolvida se tomarmos

o = (n— 1)(n—2).
2
A solugdo é
2m q?
P(r) = thimg(r) = \/1 gl e g (2.18)

onde m é um parametro real. Com esta expressdao de ¢ em maos, um célculo
direto mostra que a equacao de campo restante, que deriva de (2.6) e da terceira
equacgdo em (2.16), é também satisfeita. Resulta entdo que a solugdo de Reissner-
Nordstrom-Tangherlini (RNT) é dada por

gmuq == 72n,th2 + 9m,qy  Gm,q = 1/1;1,2,1617“2 + TQh. (219)

Conforme veremos na Se¢ao 2.2, o parametro m pode ser identificado a massa
total do sistema gravitacional descrito pela solugdo.

Resta ainda clarificar a natureza do intervalo /. Para tanto, é conveniente
adotar a validade da desigualdade da massa positiva:

m > |q|, (2.20)
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de modo que o intervalo / € determinado pelos zeros da expressao dentro da raiz
quadrada no lado direito de (2.18), a saber,

1
n—2

ry = <m:|: m2—q2>

E natural entdo tomar [ = (1, +00). Neste caso, é facil verificar que a solugo
estende-se suavemente ao intervalo I = [r, +00).

Conforme veremos na secdo seguinte, as equacdes de Einstein-Maxwell ad-
mitem uma formulacdo de valor inicial adequada (Teorema 2.2.2). Do ponto de
vista da solugdo especial aqui discutida, isto € confirmado pelo fato que a solucao
RNT g,,, em (2.19 ) € completamente determinada pela métrica Riemanniana
9m,q obtida fazendo t = 0 em g, .. Na linguagem daquela se¢do, (P, g, 4) € um
CDI (tempo-simétrico) para o espago-tempo (M, Tm.q)> Veja ainda a Observagao
2.2.5. Em funcdo disso, € conveniente denominar, daqui por diante, de solucio
RNT a variedade Riemanniana (P, g, ,), desconsiderando qualquer referéncia ao
espaco-tempo subjacente. Isto motiva uma investigagdo mais aprofundada da ge-
ometria de (P, ¢,,4), que passamos agora a conduzir.

Se considerarmos as coordenas 6 = (0y,--- ,0,_;) em S"~!, um cdlculo sim-
ples revela que as curvaturas sectionais de (P, g, ,) sdo dadas por

2

m q
K(0r, 0p,) = —(”—2)7fn+(”—2)m7 (2.21)
e , ,
m  q
K (0, 00) = — = 5. (2.22)
Como

lim K(&,,a@i) = 115_{1 K(agi,agj) = 0,

r—-+00

resulta que a geometria de (P, g,, ,) torna-se euclidiana no infinito. Isto é confir-
mado no nivel métrico, pois um outro calculo fornece

5 =O0(r~ "2, (2.23)

|gm,q - 5|(5 + ’dgm,q

onde § = dr? 4 r?h é a métrica euclidiana em P. Conforme veremos na Secdo
2.3, (2.23) significa precisamente que (P, ¢,,,,) ¢ uma variedade assintoticamente
plana.

Resulta ainda de (2.21)-(2.22) que a curvatura escalar de g,, , €

q2

r2n—2 :

R, =(m—-1)(n-2) (2.24)

gm,q
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Em termos do campo elétrico £/, temos

R

9m,q

= (n—1)(n—2)|EJ. (2.25)

Vé-se ainda dos cdlculos acima que a curvatura média das esferas S, = {r} xS"!
€ dada por
G2,
H, = (n— 1)&()’
r
o que implica em particular que o horizonte

S,, = {ry} x§™'

¢ minimo. Esta observacdo tem um significado fisico profundo: a métrica RNT
9m,q Na verdade descreve uma solugdo do tipo buraco negro. Geometricamente,
este buraco negro corresponde a regido que encontra-se ‘dentro’ do horizonte S, ,
e que ndo € acessivel, do ponto de vista causal, a observadores situados fora do
horizonte, isto €, na regido r > .. Note-se finalmente que se eliminarmos 7. das
expressoes Y, o(ry) = 0e [S, | = wn_lri_l, a area do horizonte, descobrimos
que o parametro m (a massa da solugdo RNT) pode ser descrita em termos da
carga e da area do horizonte por meio de

n—2

n-2

LIS, (wnl) e

m=~- [ —— +q . (2.26)
2 Wn—1 ’SM—l

Conforme veremos, a validade desta notdvel identidade é uma das razdes que
levam a formulagdo das desigualdades de Penrose para buracos negros carregados.

Observacao 2.1.2. Se fizermos ¢ = 0 na discussdo acima, obtemos a famosa
solucdo de Schwarzscild, a saber,

Gy = —V2d> + Gy G = U 2dr + 12D, (2.27)
onde
2m
Ym(r) =4/1— o (2.28)

Esta € a unica solucdo esfericamente simétrica das equacdes de Einstein no vacuo;
veja (2.4). Sob a condi¢do m > 0, esta solucdo esta definida para » > r,, onde

ry = (2m)7e,
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o chamado raio de Schwarzschild. Em vista da discussao sobre a Formulagdo de
Valor Inicial acima, é conveniente ainda chamar de solucdo de Schwarzschild a
métrica Riemanniana g, obtida fazendo-se ¢t = 0 em g,,,. Salientamos que esta
solucdo é também do tipo buraco negro, pois o horizonte Sj};l dado por r = r,
continua sendo minimo. Vé-se ainda, em razao de (2.24), que g,, é escalar-plana
no sentido que

R, =0. (2.29)
Finalmente, notemos que, em vista de (2.26), o parametro m, que neste caso
também representa a massa total a solucao, pode ser expresso em termos da area
S| do horizonte por meio de

LIS
m=_—|—— . (2.30)
2 Wn—1

Observacao 2.1.3. Notemos que a solugdo RNT g,, , em (2.19) admite um mer-
gulho isométrico em R™™! como o grafico associado a fun¢io radialmente simétri-
ca f:[|ry, +00) — R dada por

2 n—2 2
9 _
% = mr q . (2.31)
dr r2n=4 — 2mrn=2 4 ¢2

Com efeito, isto pode ser reescrito como

ar\?
1 _— =
+ (dr) o

de modo que a afirmacgdo € justificada pela féormula (3.2) abaixo para a métrica
induzida em graficos. E claro ainda de (2.31) que

dr

0 que tem um significado geométrico 6bvio: a interse¢ao do grafico com o hiper-
plano horizontal R” = R™ x {0} é ortogonal ao longo do horizonte ¥, = {z €
R™; |z| = r, }. Mais ainda, se r = |x| — 400, temos

df d*f
dr dr?
Este tipo de configuracdo geométrica justifica o estudo da classe de hipersuperficies
considerada neste trabalho, conforme exemplificado na Defini¢ao 3.1.1 e no Teo-

rema 3.3.1 abaixo. Finalmente, notemos que observacdes similares aplicam-se a

solucdo de Schwarzschild, discutida na Observacgao 2.1.2.

lim
r—r4

= —‘—OO’

n—2
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2.2 Conjuntos de dados iniciais para a equacao de
Einstein-Maxwell

Na secdo anterior, vimos como deduzir a solu¢do RNT para a equagdo de
Einstein-Maxwell. Obviamente, a hipétese de simetria esférica foi essencial para
determinar o formato final da métrica em (2.19)-(2.18). No entanto, conforme ja
mencionamos acima, a busca de solucdes explicitas em geral nao produz muitos
resultados. Por essa razdo, € conveniente dispor de métodos analiticos que permi-
tam a exibi¢do de quantidades considerdveis de solugdes. Descreveremos agora
um método baseado na assim chamada Formulagdo de Valor Inicial (FVI) para a
Relatividade Geral; maiores detalhes podem ser encontrados em [CB] [HE] [Ri]
[Wal.

A idéia do método consiste basicamente em precrever os dados iniciais (a
métrica Riemanniana, a segunda forma fundamental e a distribuicao de matéria)
sobre uma variedade M de dimensdo n e propagar no tempo esses dados us-
ando certas componentes das equacdes de Einstein como um sistema de equagdes
de evolugdo, de forma a obter um espago-tempo (M,7) que seja solugdo das
equagdes de campo. No intuito de evitar complica¢des desnecessdrias, consider-
aremos somente dados iniciais do tipo tempo-simétrico, correspondentes ao caso
em que a segunda forma fundamental se anula, de modo que o dado inicial (M, g)
somente possui geometria intrinseca.

Definicao 2.2.1. Um conjunto de dados iniciais tempo-simétrico (CDI) para as
equacoes de Einstein-Maxwell em dimensdo n + 1 > 4 consiste de uma tripla
(M, g, E), onde:

1. (M, g) é uma variedade Riemanniana de dimensdo n > 3;

2. E é um campo de vetores tangentes a M que possui divergéncia nula, ou
seja,

div,E = 0. (2.32)

O resultado a seguir, cuja demonstracio pode ser encontrada em [CB] [CBCL],
confirma a validade da FVI para a equacao de Einstein-Maxwell no caso simétrico-
temporal.

Teorema 2.2.2. Seja (M, g, E) um CDI para as equagdes de Einstein-Maxwell.
Entdo existem um espago-tempo (M,q), um mergulho j : M — M e uma 2-forma
F' sobre M satisfazendo as seguintes propriedades:
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1. g=7%g;
2. j(M) C M é totalmente geodésica;
3. (g, F) satisfazem as equagées de Einstein-Maxwell:

. T
R]Cg = —

9+ TF, dF =0, divgF = 0; (2.33)

onde |
T£ - ﬁ <Fachc - Z chCdgab) )
para algum (3 > 0.

4. Se N é o vetor normal futuro-orientado ao longo de j(M) C M entdo
E = j*(inF), onde iy denota o produto interior por N;

Na verdade, este resultado admite uma formulagdo global (na categoria das
variedades Lorentzianas globalmente hiperbdlicas), o que essencialmente per-
mite estabelecer uma correspondéncia entre solu¢des das equacdes de Einstein-
Maxwell e CDIs; veja em particular [Ri] para discussdes sobre este ponto. Uma
consequéncia notdvel € que podemos utilizar as informagdes sobre o CDI para de-
cidir quando a solugdo correspondente € razodvel do ponto de vista fisico, o que
pode ser realizado por meio das chamadas condicdes de energia. Descreveremos
agora aquela que € mais conveniente para nossos propositos.

Definicao 2.2.3. A densidade de energia de um CDI (M, g, FE) é a fungcdo p :

M — R,
1

p=5 (R = (n=1)(n—2)|B).

Diz-se entdo que (M, g, E) satisfaz a condig¢do de energia dominante (CED) se
vale
> 0. (2.34)

Equivalentemente,

Ry > (n—1)(n—2)|E|2. (2.35)

Por conseguinte, um CDI somente qualifica-se como razodvel do posto de
vista fisico (no sentido que o espaco-tempo a ele associado através do Teorema
2.2.2 descreve uma solucdo fisicamente aceitdvel das equacdes de Einstein-Max-
well) se a CED (2.35) for satisfeita. Notemos que, por (2.25), © = 0 para o
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CDI que gera a solucao RNT. Isto ndo somente mostra que esta solucdo especial
satisfaz a CED, mas também que a propria CED (2.35) pode ser reformulada como
dizendo que a densidade de energia do CDI dado € maior ou igual do que aquela
associada a solu¢ao RNT.

Observacao 2.2.4. O campo £ que aparece na Defini¢do 2.2.1 € fisicamente in-
tepretado como a densidade de carga. Desse modo, se > C M € uma hipersu-
perficie compacta e mergulhada entdo a carga associada é

@s=—— [ Bz, (2.36)
b}

Wn—1

onde v € um campo unitdrio normal a >.. Observe que

Qs = Qyw, (2.37)
para qualquer X’ homdloga a ..

Observacao 2.2.5. Decorre da demonstragdo do Teorema 2.2.1 que se fizermos
E = 0 ou, equivalentemente, considerarmos apenas a variedade Riemanniana
(M, g) como CDI, entdo F' = 0, donde TF = 0, ou seja, a métrica g de fato é
uma solu¢do da equacao de Einstein no vdcuo, a saber, (2.4). O modelo para esta
situagdo é, evidentemente, a solucdo de Schwarzschild (2.27)-(2.28), discutida na
Observagado 2.1.2. Note que, neste caso, a densidade de energia € essencialmente
a curvatura escalar, pois ¢ = R;/2, e a CED (2.35) traduz-se na exigéncia de a
curvatura escalar ser ndo-negativa, ou seja,

R, > 0. (2.38)

2.3 A massa de variedades assintoticamente planas

Em Relatividade Geral, os espaco-tempos mais investigados correpondem pre-
cisamente aqueles que modelam um sistema gravitacional isolado. Neste con-
texto, supde-se em particular que o campo gravitacional, representado pela métrica
Lorentiziana g, acha-se concentrado numa regiao limitada, tornando-se assim neg-
ligivel em grandes escalas. Uma maneira mais precisa de expressar esta pro-
priedade consiste em exigir que, em coordenadas apropriadas numa vizinhanga
do ‘infinito espacial’, g converge para a métrica plana do espagco de Lorentz-
Minkowski. Se adotarmos o ponto de vista da secdo anterior, que baseia-se na
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Formulag¢@o de Valor Inicial para substituir uma determinada solu¢do das equagdes
de campo pelo CDI correspondente, esta condigdo expressa-se entdo na defini¢ao
abaixo.

Definicao 2.3.1. Diz-se que uma variedade Remannian (M, g) € assintoticamente
plana se a curvatura escalar R, de g é integrdvel e existem um compacto K C M
e um difeomorfismo V : M\ K — R™\ By(0) tal que, no sistema de coordenadas
x definido em M \ K por V¥, valem as seguintes expansdes assintéticas:

n—2

2 )
onde g;; = ¢(0;,0;) sdo os coeficientes de g relativamente ao sistema de coorde-
nadas x, gij = Oxgij e T = |x|.

gij = 51‘]‘ + O(T‘_T), Gijk = O(T‘_T_l), T >

(2.39)

Esta defini¢@o estd ilustradas na Figura 2.1. O subconjunto £ = M \ K é
usualmente chamado o fim de M e um sistema de coordenadas x em £ no qual as
expansodes em (2.39) sdo validas € denominado assintoticamente plano. Do ponto
de vista fisico, tal sistema de coordenadas corresponde a um observador instalado
no infinito e as expansdes em (2.39) descrevem matematicamente a observacao
feita acima, segundo a qual o campo gravitacional, representado por g, torna-se
euclidiano numa vizinhaga do infinito.

Figura 2.1:

E possivel definir, para as variedades assintoticamente planas, um invariante
geométrico que essencialmente mede a taxa segundo a qual a métrica Riemanni-
ana converge para a métrica euclidiana no infinto.

Definicao 2.3.2. Se (M, g) é uma variedade assintoticamente plana entdo sua
massa ADM ¢ definida por meio do limite

m(Myg) = lim Cn/S Z (gij,j — gjj,i) I/i dST, (240)

roo -
v
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onde x é uma sistema de coordenados assintoticamente plano induzido no fim
de M por uma carta V, S, = W1(S""1) é uma esfera coordenada de raio r,

v=(v',--- ") é o vetor unitdrio normal exterior a S, e
1
Cp =
2(n — Dwp_1

Observacao 2.3.3. Note que estaremos usando, a apartir de agora, as seguintes
variacdes de indices: ¢,j,---=1,--- ;nea,b,---=1,--- ;n+ 1

E possivel verificar que, nas condi¢des da Defini¢do 2.3.1, o limite em (2.40)
de fato existe e € finito. Mais ainda, este limite ndo depende do particular sis-
tema de coordenadas assintoticamente plano usado em sua defini¢ao [LP]. Desta
forma, a massa ADM (ou simplesmente, massa) de fato define um invariante da
geometria assintdtica de variedades assintoticamente planas; veja [LP] para as
demonstragdes destas afirmagoes. Adicionalmente, se pensarmos em (M, g) como
a parte estritamente gravitacional do dado inicial para as equagdes de Einstein-
Maxwell como no Teorema 2.2.2, entdo o invariante m;q) € fisicamente inter-
pretado como sendo a massa total do sistema. Na verdade, se (P, gy, ,) € a solu¢do
RNT entdo um célculo direto fornece

M(r,g) = T,

de modo que, conforme ja observamos acima, o parametro m que aparece em
(2.19) de fato corresponde a massa total da solucdo RNT.

2.4 A desigualdade de Penrose para buracos negros
carregados

Com os conceitos apresentados nas secoes anteriores a disposi¢ao, estamos
finalmente em condi¢des de formular a desigualdade de Penrose para buracos ne-
gros carregados. Esta desigualdade aparece, para o caso fisico n = 3, num artigo
classico de Jang [J].

Consideremos entdo um dado inicial (M, g, ) para as equacdes de Einstein-
Maxwell como no Teorema 2.2.2. Suporemos que M possui uma fronteira in-
terna, ou seja, uma hipersuperficie minima >.y,. Mais ainda, admitiremos que >}, €
a hipersuperficie minima mais externa (outermost) em 3. Deste modo, é conve-
niente denominar ¥, de o horizonte do dado inicial'. Como necessitamos dispor

'Notemos que o horizonte niio precisa ser conexo.

19



de uma nocao de massa total para a solucdo que, de acordo com o Teorema 2.2.2,
¢ gerada por (M, g, ), é natural supor ainda que (M, g) é assintoticamente plana
como na Definigdo 2.3.1. Assim,, podemos considerar m,; ), a massa ADM de
(M, g); veja a Defini¢do 2.3.2. Finalmente, suporemos que o campo elétrico £
satisfaz, relativamente a algum sistema de coordenadas assintoticamente plano =,

E=00""), r=lz[— +oo,

de forma que a carga elétrica da solugdo correspondente é

@ = lim

r—+00 Wy_1

/ (B, 1)dS,, (2.41)

™

onde S, é uma esfera coordenada de raio  com vetor unitario normal v. Note,
porém, que, em virtude de (2.32), resulta que

Q= ! /(E,V}dE, (2.42)
Wn—1 Jx

onde > C M € qualquer hipersuperficie homéloga a alguma S,.. Isto obviamente
justifica a terminologia buraco negro carregado.

Conjectura 2.4.1. Seja (M, g, E) é um dado inicial como acima, com horizonte
Yo conexo e satisfazendo a CED (2.35). Entdo, a seguinte desigualdade de Pen-

rose vale: L o
1 30| \ " o [ |wn—1| "

m S - =0l + O === . 243

(M.g) = 2 (<wn_1) |Zo| ( )

Em particular, tais buracos negros cumprem a desigualdade da massa positiva

Mg > Q). (2.44)

Salientamos que a conexidade de Y, é essencial em funcdo do contra-exemplo
em [WY]. Notemos ainda que (2.44) decorre de (2.43) por meio da desigualdade
elementar

com




Para n = 3 estas desigualdades sdo propostas em [J], como consequéncia de
um argumento heuristico, de natureza fisica, concebido por Penrose a partir da
Conjectura da Censura Césmica, conforme discutido na Introducdo. Apesar deste
argumento nao fazer sentido em dimensdo n > 4, a conjectura justifica-se em
funcdo da identidade (2.26), valida para a solugao RNT. Os principais resultados
deste trabalho, descritos no Capitulo 4 abaixo, contemplam versdes destas de-
sigualdades para o caso em que o dado inicial (M, g) pode ser isometricamente
mergulhado como um grafico em R™ "L,
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Capitulo 3

A desigualdade de Penrose classsica
para buracos negros

Neste capitulo apresentamos, a guisa de ilustracdo, a demonstracdo de Lam
[L] da classica desigualdade de Penrose para buracos que pode ser isometrica-
mente realizados como graficos. Veja Teorema 3.5.5 abaixo. A demonstragdo faz
uso do material desenvolvido nas se¢Oes anteriores, a saber, uma férmula inte-
gral para a massa (Teorema 3.3.1) e a andlise global de solugdes do fluxo pela
curvatura média inversa, além de uma de suas notdveis consequéncias, a saber, a
desigualdade de Alexandrov-Fenchel. Estas técnicas serdo utilizadas no préximo
capitulo, na demonstrag¢ao dos principais resultados deste trabalho.

3.1 A geometria de graficos euclidianos

Fixemos no espaco euclidiano R" coordenadas ortonormais = = (x1,- - , ;)
e sejame; = 0;, @ = 1,---,n, os campos coordenados correspondentes. Con-
sideremos ainda R**!' = R” x R, com coordenadas (x,Tps1), Tny1 € R. Deste
modo, cada x,,; € R define um hiperplano horizontal R? = R" x {2,411} —

T,
R, que € totalmente geodésico, com R;,.,, = R" isomgtlricamente. Notemos
ainda que {ey, - ,e,,€,11}, cOm e, 1 = J,41, constitui um referencial ortonor-
mal em R”*!. Usualmente, denotaremos por 6 a métrica euclidiana em R" ou
em R™"!, de forma que d,, = (e,,ey), onde (,) é a forma bilinear e simétrica

induzida por 9.

Defini¢iio 3.1.1. Uma hipersuperficie isometricamente imersa (M, g) & (R™*1,§)
¢ assintoticamente plana se R, € integrdvel e existem subconjuntos compactos
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K C M e K' C R" tais que Eyy = M\ K, o fimde M, pode ser escrito como um
grdfico sobre R"\ K’ — R", associado a uma fungdo suave f : R"\ K’ — R que
por sua vez satisfaz as seguintes expansoes assintéticas quando r = |x| — +00:

n—2
5

filx)=0(r"2), fi(z) = O(r_%_l), T>

Aqui, f; = 0;f e fij = 0 [

Note que, ao longo do fim F); de M, que é um grafico sobre R™\ K’, a métrica
induzida g, calculada em relacdo ao sistema de coordenadas z, € dada por

Gij = 0ij + fifj. (3.2)

(3.1)

Assim, a Defini¢do 3.1.1 implica que (M, g), vista intrinsecamente como uma
variedade Riemanniana, é assintoticamente plana no sentido da Definicdo 2.3.1.
Mais ainda, o sistema de coordenadas induzido em F,; por meio da carta Wy :
Ey — R™\ K', dada por \11]71(:70) = (z, f(x)), € assintoticamente plana. Em par-
ticular, abre-se a possibilidade de usar este sistema de coordenadas para calcular
amassa de (M, g). O objetivo desta se¢do é precisamente mostrar como isto pode
ser realizado para o caso em que a hipersuperrficie (), g) possui um horizonte;
veja a Se¢ao 3.3.

Comecemos recordando algumas defini¢des. Se (M, g) & (R §) é uma
hipersuperficie e N € um campo unitdrio normal ao longo de M, definimos o
operador de Weingarten B : T'M — T'M de M relativamente a N por

BX =—-D,N, X eTM, (3.3)

onde D € a conexdo riemanniana de (R"*!,§). Se (k1, ..., k,) denotam os auto-
valores de B relativamente a g (as curvaturas principais), definamos

Si=Y ki (3.4)

SQ = Z K,ilij. (35)

Estas sdo, respectivamente, a curvatura média € a curvatura escalar extrinseca of
M. Observe que da equacdo de Gauss resulta que

R, = 25,, (3.6)
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onde 1%, € a curvatura escalar (intrinseca) de g. Definimos ainda o fensor de
Newton de M por
G = 5,1 - B, (3.7)

sendo / o operador identidade em 7'M

O prometido célculo da massa de (M, g) envolve a determinagdo de alguns
destes invariantes ao longo do fim £, de M. Recordemos que E); expressa-se
como

Ey ={(z, f(x));z € R" \ K'},

onde f € a funcdo que aparece na Definicdo 3.1.1. Em termos do referencial
{e,}"*} em R"*! fixado acima, T E; é gerado por

Zi = fieng1+e, 1=1,-- n (3.8)

Assim, se D € a derivada usual em R", podemos escolher

1
w ¢

=1+ |DfE=1+0(r (3.10)

para ser o campo unitdrio normal a F/5;. Além disso, a métrica induzida sobre E,
é

N = — (a1 — Df), (3.9)

onde

9ij = (Zi, Zj) = 0ij + fif; (3.11)
e os coeficientes do operador de Weingarten B de /), com respeito ao referencial
(3.8) sdao dados por

B;' Wg (WQfZJ szJ kafk] (3.12)

A proposicdo abaixo representa um passo essencial no calculo da massa de
hipersuperficies assintoticamente planas.

Proposicio 3.1.2. Se Ey; C R é um grdfico assintoticamente plano como
acima, G € seu tensor de Newton e €] ., é a componente tangencial de e, 1 ao
longo de E\; entdo, relativamente ao referencial (3.8), os coeficientes de Ge]
sdo dados por

(Gely)' I@ﬂgjij fisfi = fify) = O™ ™), (3.13)
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Demonstragdo. Resulta de (3.7) que

(GeLrl)i = Z (B§(€l+1)i - B;‘ (e;-s-l)j) )

J

com

e7TL+1 = Z(GILH)Z’Zi = <Z fi(e;rz—&-l)i) ent1 + Z(elﬂ_l)iei-

i

Por outro lado, como (e, 11, N) = 1/W,

T _
€1 = Cnp1 — =N

e comparando isto com (3.15), obtemos

i_ i
(en1)" = w2

Assim, substituindo (3.16) e (3.12) em (3.14), obtemos
i 1

; 1 2 2
(Gelyr)' = W Z (W?fi5 — fics) W Z (W?fiy — fics

- % Z (szjjfi — fific; = W2 fiif; + fiijj)
J

1
= 73 Z (fisfi = fii i)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

como desejado. Finalmente, a taxa de decaimento em (3.13) resulta da expansao

assintdtica (3.1) na Defini¢do 3.1.1.
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3.2 A formula de Reilly para hipersuperficies

Além da Proposicdo 3.1.2, um outro ingrediente fundamental no calculo da
massa de uma hipersuperficie assintoticamente plana € a chamada férmula de
Reilly [Re], uma espécie de lei de conservacdo para a curvatura escalar de hiper-
superficies em R"*1. A demonstracdo que aqui apresentamos é extraida de [Ro].

Esta identidade € valida para qualquer hipersuperficie orientada M C R,
o que significa que sobre M estd definido um campo normal unitario N. Lembre-
mos que sobre qualquer hiperficie deste tipo podemos definir o operador de Wein-
garten e o tensor de Newton de acordo com (3.3) e (3.7), respectivamente. Em
particular, a curvatura média Sy e a curvatura escalar extrinseca Ss estdo definidas
sobre M. Comecemos com o lema a seguir.

Lema 3.2.1. Se (M, g) & (R™",§) é uma hipersuperficie orientada entdo vale
div,G = 0, (3.17)
onde div, representa o operador divergéncia relativamente a g.

Demonstracdo. Se V,W & T'M s@o campos tangentes entdo um célculo direto
fornece

(VvG) (W) = (VS, VW —(VyB) (W)
= (VS, V)W —Vy(BW)+ B(VyW),
onde V € a conexdo de Levi-Civita em M. Escolhamos agora um referencial

ortonormal local {¢&;}" , que é geodésico em p € M, o ponto onde estamos
fazendo o calculo. Entao,

div,G = Z(véiG) (&)

(2

- Z (<V51, él>é1 - VéiBéi + B (Véléz))

= VS - Vi Bé.

Por outro lado, pela equacdo de Codazzi, para cada j temos
(Ve,B&;,&;) = (Vg Bé;,&)
= &;(B&;, &) — (B&, Ve &)
- é] (Sl )a
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ou seja, y . Vs, Be; = VS, e portanto,
dngG = VSl - V51 = O,
como desejado. [

Podemos agora apresentar a demonstracdo da férmula de Reilly.

Proposi¢io 3.2.2. Se (M, g) & (R™,§) é uma hipersuperficie orientada entdo
vale
div,GeT,, = 255 (ens1, N). (3.18)

Demonstracdo. Como e, € Killing, para quaisquer campos tangentes Y, Z &€
TM, vale

0 = (Dgyent1, Z) + (Dzeni1, GY)
= (Doveyi1,Z) + (ens1, N)(Day N, Z)
+<DZe1TL+17 GY> + <en+1’ N> <DZN7 GY>>
e lembrando que B = — DN §é auto-adjunto, isto pode ser reescrito como
(Dgyel v, Z) + (Dzel 1,GY) = 2(e, 1, N)(B(GY), Z).
Seja agora {&;}"_; um referencial ortornomal como no Lema 3.17, que adicional-
mente diagonaliza B em p € M. E claro entio que este referencial também
diagonaliza GG em p (digamos, G¢; = u;€;). Logo, para cada 1,
(Daeenyis€i) + (Deeq iy, Gei) = 2(entr, N)(AGe;, e;).
Ademais,
(Deen1, Ges) = pi(De,el &) = (Dys,eh ) = (Dagyen iy, e,

oque levaa -

<Véie;l.;+1, Gél> = <€n+1, N> <BGéZ, él> (319)
Como tr,BG = 2.5, temos

<en+1, N> Z<BG§Z, éz> = 252<8n+1, N>

1

Por outro lado, do Lema 3.17 obtém-se

> (Veel, . Go;) = div,Ge]

%

e (3.18) resulta entdo de (3.19). O
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3.3 A massa de hipersuperficies assintoticamente
planas na presenca de um horizonte

Nesta sec¢ao apresentamos o ingrediente fundamental na demonstracdo das de-
sigualdades de Penrose para buracos negros carregados apresentadas no Capitulo
4, a saber, uma féormula integral para a massa de hipersuperficies assintoticamente
planas na presenca de um horizonte. Mais precisamente, consideremos uma hiper-
superficie assintoticamente plana orientdvel (M, g) & (R™!,§) e escolhamos o
vetor unitario normal N a M de tal modo que N = 3, no infinito. Isto significa
que, sobre o fim £y de M, N € dado pela expressdao em (3.9). Suporemos ainda
que M contém uma fronteira interna compacta (ndo necessariamente conexa) e
mergulhada, designada por >y. Mais ainda, suporemos que X, € a interse¢ao de
M com algum hiperplano horizontal R, ,, = R" x {2,411}, que denotaremos
simplesmente por R, e que a intersecdo de M com R ao longo de >, € ortog-
onal. Note que isso implica em particular que X € totalmente geodésica como
uma hipersuperficie de M, de modo que se pensarmos em (M, g) como o dado
Riemanniano de um CDI para as equagdes de Einstein-Mawell entdo . € de fato
um horizonte. Nestas condicdes, a férmula de Reilly (3.18) pode ser usada como
ponto de partida para a obten¢do da prometida férmula integral para a massa de
(M, g), que é descrita no teorema abaixo.

Teorema 3.3.1. Seja (M, g) & (R™.§) uma hipersuperficie assintoticamente
plana munida de um horizonte ¥y como acima. Entdo a massa de (M, g) é dada
por
M(prg) = cn/ Ry(ent1, NYdM + ¢, | HdX, (3.20)
M 2o

onde H é a curvatura média do mergulho >y C 'R.

Demonstracdo. Lembremos da Definicao 3.1.1 que E);, o fim de M, escreve-
se como o grifico associado a uma fungdo f : R" \ K’ — R, de modo que as
formulas para seus invariantes geométricos apresentados na Secao 3.1, incluindo
af a Proposi¢o 3.1.2, sdo vélidas. Fixemos entdo uma esfera S”~! de raio r con-
tida em R" \ K’ e seja S, = \P;l(S?_l) a esfera coordenada corespondente.
Se aplicarmos a férmula de Reilly (3.18) ao dominio M, C M cuja fronteira é
Yo U S,, teremos entdo pela férmula da divergéncia que

/ Ry(eny1, N)dM = [ (Ge],,,v) dZO—I—/ (Gel . 1,v)dS,, (3.21)

. %o S
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onde v € o vetor co-normal unitdrio exterior a fronteira de M,.. Vemos entdo que
(3.20) estard demonstrada se verificarmos a validade das duas identidades a seguir:

/ (Gel, 1,v)d¥yg=— [ Hd¥, (3.22)
20 EO
e
lim_c, / (Gel, |, V) dS, = myy). (3.23)
r——400 S,

Comecemos demonstrando (3.23). Usando (3.11) temos
(Geppyv) = Z Gim(Gelyy) V™
- Z Simt™ (Gl ) + Z fifm™(GeT )

= Zyi Gel )’ —I—Zfime en+1)-

No entanto, por (3.1) e pela Proposicao 3.1.2, vale que

Zfzfm n+1) - O(ri%-il)?

e como dS, = O(r"~1), resulta que este termo se anula apds integragdo sobre S
quando r — +00, pois a integral correspondente é O(r~*"""~2) e, por hipdtese,
—27 +n — 2 < 0. Assim, por (3.13),

TEIJPOO ST<Ge71;+1aV>dSr = TEIEOO s, (223 Vi(Ge:H—l)i) ds,
~ i — ff) ) ds.
dn [ (g Ut o)
= 1 i i d8r7
T;rgloo/&; (W3 Gitj — 9ii ))

onde no dltimo passo usamos (3.11). Como W — 1 quando » — 400, vemos
entdo que o dltimo limite acima ¢ precisamente ¢, 'my/,g), 0 que demonstra (3.23).

Demonstremos agora (3.22). Comecemos observando que, pela hipétese se-
gundo a qual a interse¢do de M com R ao longo de Y, € ortogonal, temos que,
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Figura 3.1:

ao longo de X, e,,41 = €] ,; = £v, onde v € o vetor normal a R. Suporemos que
X = v, como na Figura 3.1, visto que o outro caso pode ser tratado similarmente.

Assim,
<Ge;+1»V> =5 — <AV> V>' (3.24)

Por outro lado, se X é tangente a X, temos
(AX,v) = —(EXN, v) = <N,EXV> =0,

onde no segundo passo usamos que, ao longo de ¥y, (N,v) = 0 e no dltimo
utilizamos que v coincide com o vetor normal unitirio de R, que € totalmente
geodésico. Mas isto significa que v define uma dire¢do principal em M com
(Av,v) sendo a curvatura principal correspondente. Levando isto a (3.24) resulta
entdo que S; = —H, o que completa a demonstracio de (3.22) e, portanto, do
Teorema 3.3.1. [

A demonstracdo da féormula da massa (3.20) baseia-se num resultado muito
mais geral exibido em [dLG]. Lembramos ainda que, para o caso de gréficos,
esta formula apareceu inicialmente em [L], tendo sido ai verificada por outros
métodos. Em todo caso, apresentamos a seguir, a titulo de motiva¢ao, uma con-
sequéncia imediata de (3.20), que aparece em [L], a saber, o Teorema da Massa
Positiva para gréaficos assintoticamente planos.

Teorema 3.3.2. Seja (M, g) C R™™ um hipersuperficie assintoticamente plana
que é um grdfico, ou seja,

M = {(z, f(z));z € R"},

para alguma fungdo suave f : R" — R. Suponhamos ainda que R, > 0. Entdo,
M(nr,9) > 0.
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Demonstracdo. Note que, neste caso, Yo = (), de modo que (3.20) transforma-se
em

M(M,g) = Cn v Rg<en+1a N)dM.

Como M é um gréfico, decorre que (e, 41, N) > 0, donde o resultado. [

E importante salientar que este resultado deorre da famosa demonstracio do
Teorema da Massa Positiva para variedades spin [LP], visto que qualquer gréfico
cumpre esta propriedade topoldgica. No nosso contexto, a sua relevancia deriva
de dois fatores, a saber, o cardter elementar da demonstracdo e a possibilidade
de generalizar o argumento para outras situacdes. De fato, um dos resultados
principais deste trabalho (o Teorema 4.2.2 abaixo) precisamente estabelece uma
versdo deste teorema para buracos negros carregados.

3.4 O fluxo pela curvatura inversa: existéncia e com-
portamento assintotico

Em conformidade com a terminologia introduzida na Secao 3.1, lembremos
que se > C R" € uma hipersuperficie orientada, ou seja, M estd munida de um
campo normal unitério £, entdo o operador de Weingarten de 3. com respeito a £
¢ dado por

AX =—-Dx¢& X eTy, (3.25)

onde D ¢ a derivada covariante de R™. Assim, se (A1, -+, A,_1) sdo os autoval-
ores de A com respeito a métrica induzida, entdo definimos a curvatura média de
Y. por

H=> X (3.26)

Note que, neste capitulo, estaremos usando a variagdao de indices o, 3, -+ =
1,---,n — 1. Mais ainda, a nossa convencdo para a definicdo do operador de
Weingarten € tal que as curvaturas principais de uma esfera sdo positivas se o
vetor normal unitdrio aponta para dentro da regido delimitada pela esfera. Final-
mente, observemos que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, vale

H2
n—1’

|A]? > (3.27)

com a igualdade acontecendo se e somente se > é umbilica no ponto em questao.
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Seja agora ¥, t € [0, €), uma familia a um pardmetro de hipersuperfies, que
suporemos compactas e mergulhadas. Diremos que X; é uma solugdo do fluxo
pela curvatura inversa se as parametrizacdes X = X(t,-) de X, satisfazem a
equacgao de evolucao

ox ¢
ot H
onde £ denota o vetor normal unitdrio a >; que aponta para seu interior.

Este é um exemplo tipico de um fluxo geométrico para hipersuperficies em R".
Tais fluxos, eventualmente definidos em variedades Riemannianas mais gerais,
tem sido intensamente estudados nas ultimas duas décadas, com énfase na de-
terminacdo do comportamento assintético de solugdes. Especificamente, o fluxo
pela curvatura média inversa tem sido utilizado para estabelecer vérios resulta-
dos notdveis em Andlise Geométrica, incluindo ai a desigualdade de Penrose para
dados iniciais tempo-simétricos em dimensao 3 [HI] e o célculo do invariante de
Yamabe de RPP? [BN]. Discutiremos aqui uma outra aplicacdo notdvel deste fluxo,
a saber, a demonstracao de uma desigualdade isoperimétrica do tipo Alexandrov-
Fenchel para uma certa classe de hipersuperficies mergulhadas em R". Este resul-
tado (Teorema 3.5.2) desempenha um papel fundamental no estabelecimento de
desigualdades do tipo Penrose para dados iniciais tempo-simétricos que podem
ser isometricamente mergulhados como graficos em R"; veja o Teorema 3.5.5 e
o Capitulo 4 abaixo. Para tanto, precisamos isolar a classe de hipersuperficies
iniciais Xy para as quais a equacdo de evolugdo (3.28) tem um comportamento
assintético bem determinado.

(3.28)

Definicao 3.4.1. Diremos que uma hipersuperficie compacta mergulhada 3. C R"
¢ estritamente convexa na média se sua curvatura média é estritamente positiva.

Definicao 3.4.2. Sejam Y. C R" uma hipersuperficie compacta e mergulhada.
Diremos que Y. é estrelada se o dominio V' delimitado por % for estrelado no
sentido usual, ou seja, existe p € V com a seguinte propriedade: qualquer x € V
pode ser ligado a p por um segmento de reta inteiramente contido em V.

Observacao 3.4.3. Se ¥ ¢é estrelada entdo € conveninente escolher coordenadas
cartesianas em R" de tal modo que p corresponde a origem. Isto é o que sempre
faremos a seguir.

O resultado a seguir, demonstrado independentemente por Gerhardt [Ge] e Ur-
bas [Ur], determina o comportamento de solu¢des do fluxo pela curvatura média
inversa para hipersuperficies iniciais que sdo estreladas e estritamente convexas
na média.
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Teorema 3.4.4. Seja Xy C R™ uma hipersuperficie estrelada e estritamente
convexa na média. Entdo existe uma vinica solu¢do X (t, -) do fluxo pela curvatura
média inversa (3.28) que tem Yy como hipersuperficie inicial e estd definida para
todot > 0. Mais ainda, para cada t > 0, a hipersuperficie correspondente 3,
permanece estrelada e estritamente convexa na média. Além disso, o comporta-
mento assintético da solugdo é esférico no sentido que se definirmos

X(t,)=e VX (2., (3.29)

entdo, quando t — oo, X(t,-) converge, na topologia C*, para uma esfera
redonda centrada na origem.

Em palavras, o teorema acima afirma que, para qualquer hipersuperficie inicial
Yo que € estrelada e estritamente convexa na média, o fluxo pela curvatura média
expande esta hipersuperficie ao longo do tempo, através de uma familia {3, },~¢
de hipersuperficies que permanecem estreladas e estritamente convexas na média.
Mais ainda, quando ¢ — o0, estas hipersuperficies tornam-se cada vez mais
esféricas no sentido que, apds experimentar a normaliza¢do definida por (3.29),
elas de fato convergem para uma esfera redonda.

Observacao 3.4.5. Resulta da demonstracdo do Teorema 3.4.4 que a familia de
hipersuperficies {3; };~ de fato constitui uma folheacdo do exterior €2 de 3. De
posse desta informagao, é imediato verificar que se definirmos ¢ : {2 — R pondo
¢(x) =t se x € X, entdo vale

|Do| = H, (3.30)

onde D denota a derivada usual em R" e H representa a curvatura média das
hipersuperficies da folheacao.

3.5 A desigualdade de Alexandrov-Fenchel

Nesta se¢do utilizaremos o Teorema 3.4.4 para demonstrar uma desigualdade
isoperimétrica do tipo Alexandrov-Fenchel em R"”. A demonstracdo aqui ap-
resentada baseia-se num artigo recente de Guan e Li [GL], onde argumentos
semelhantes sdo usados para verificar a validade das chamadas desigualdades de
Alexandrov-Fenchel para uma ampla classe de hipersuperficies.

Definicao 3.5.1. Diremos que uma hiperficie > C R" é convexa na média se sua
curvatura média é nao-negativa.
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Teorema 3.5.2. Seja > C R" uma hipersuperficie estrelada e convexa na média.
Entdo a seguinte desigualdade vale:

=\
2, | HdL > [ = , (3.31)
b Wn—1

onde |X| éadreade Y, w, 1 = |S"1|e

1

n = 2<TL — 1)wn,1 '

Mais ainda, a igualdade vale em (3.31) se e somente se >, é congruente a uma
esfera redonda.

Para a demonstracdo, observemos inicialmente que, por um processo de apro-
ximacdo explicado em [GL], podemos supor que . € estritamente convexa na
média, ou seja, H > (0. O argumento consiste entdo em fazer > = 3y, a hiper-
superficie inicial da solu¢@o do fluxo pela curvatura média inversa cuja existéncia
¢ garantida pelo Teorema 3.4.4, e entdo investigar o comportamento do quociente
isoperimétrico
fzt Hdy,

b=

ao longo desta soluc@o. Note que Z € invariante por homotetias de R™ no sentido
que Z(X) = Z(A\Y), onde \X = {A\z;z € X}, A > 0.

t€0,+00) —Z(%;) =

Proposicao 3.5.3. Se {%;}/~0 € uma solucdo do fluxo pela curvatura média in-
versa como no Teorema 3.4.4 entdo o elemento de drea e a curvatura média das
hipersuperficies variam ao longo do tempo de acordo com

0
‘ OH A2
— =-AH'-—- 3.33
ot H'’ (3.33)
onde A é o Laplaciano de Y3;. Como consequéncia,
iml = [ (.34
dt t] — t .
¢ d
L Hax, < 2T HdY,, (3.35)
dt J, n—1Js,
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com a igualdade acontecendo em (3.35) para algum t se e somente se >.; é con-
gruente a uma esfera.

Demonstracdo. As identidades (3.32) e (3.33) sdo bastante conhecidas; veja [GL]
para uma deducdo. E claro ainda que (3.34) decorre imediatamente de (3.32). Por
outro lado, resulta de (3.32) e (3.33) que

d Kl
— Hd¥, = H—-——1)d¥
dt 3t t /Et ( H ) v

de forma que (3.35) decorre entdo de (3.27). ]

A proposicdo a seguir mostra que o quociente isoperimétrico Z € uma quanti-
dade mondtona ao longo de solugdes do fluxo pela curvatura média inversa.

Proposicao 3.5.4. Ao longo de uma solucdo {¥;}i~o do fluxo pela curvatura
média inversa como acima, temos

d
212 < .
o (%) <0, (3.36)

com a igualdade acontecendo se e somente se Yy é uma esfera redonda.

Demonstragdo. Um célculo direto usando (3.34) mostra que

d n—2 d n_2
— () = |2 1 | — Hd>, — HdX
dt (%) = 2 1<dt 5 ! n—1/2t t)’

de modo que a proposicao decorre de (3.35). [

De posse da Proposicao 3.5.4, a demonstragdo do Teorema 3.5.2 € imediata.
Com efeito, conforme ja observamos, podemos supor sem perda de generalidade
que Y € estritamente convexa na média. Fazendo entdo > = Yy, a hipersuperficie
inicial de uma solucao do fluxo pela curvatura média inversa como no Teorema
3.4.4, decorre entdo de (3.36) que

(%) = I(%),

para qualquer ¢ > (0. Fazendo ¢ — 400 e combinando a invariancia de Z por
homotetias com o comportamento assintético das solugdes descrito no Teorema

3.4.4, resulta entdao que
I(8) > Z(S"1), (3.37)
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com a igualdade acontecendo se e somente se > é congruente a uma esfera re-

donda. Como )

I(S"") = (n— w1,
vé-se entdo que (3.37) é equivalente a (3.31). Isto completa a demonstracdo do
Teorema 3.5.2.

Novamente a guisa de motivacao, apresentamos agora uma notavel aplicacao,
descoberta por Lam [L] da férmula da massa na presenc¢a de horizontes (3.20) e
da desigualdade de Alexandrov-Fenchel 3.31, a saber, a desigualdade de Penrose
para graficos assintoticamente planos em qualquer dimensao n > 3.

Teorema 3.5.5. Seja (M,g) C (R, §) uma hipersuperficie assintoticamente
plana munida de um horizonte Y.q como no Teorema 3.3.1. Suponhamos ainda
que M é um grdfico, Ry > 0 e Xy C R = R" é estrelada e convexa na média.
Entdo a desigualdade de Penrose vale para (M, g), ou seja,

1/ [Z] \ "
Mg 2 5 ( L 0’1> : (3.38)

Demonstragdo. Como R, > 0e M é um grafico (ou seja, (e,41, N) > 0), decorre
de (3.20) que
m(Myg) Z Cp, HdZO,
3o

de forma que (3.38) é consequéncia imediata de (3.31). ]

Deve-se observar que € possivel caracterizar a igualdade em (3.38). De fato, de
acordo com [HW], isto acontece se e somente se (M, g) é congruente a realizagio
grafica da solucdo de Schwarzschild, descrita na Observacao 2.1.3. Convém ainda
salientar que a classe de dados iniciais (do tipo vacuo) que admite um mergulho
isométrico em R"*!, conforme descrito no Teorema 3.5.5, é a tnica conhecida
para a qual a desigualdade de Penrose (3.38) encontra-se efetivamente demon-
strada em gualquer dimensao n > 3. Do nosso ponto de vista, a relevancia deste
resultado deve-se ao fato de que, nos Teoremas 4.1.1 e 4.2.1 abaixo, apresentamos
extensoes deste resultado para buracos negros carregados.
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Capitulo 4

Desigualdades de Penrose e um
Teorema da Massa Positiva para
buracos negros carregados

Neste capitulo apresentaremos os resultados principais deste trabalho, a saber,
os Teoremas 4.1.1, 4.2.1 e 4.2.2 abaixo. Os dois primeiros estabelecem desigual-
dades do tipo Penrose para dados iniciais tempo-simétricos para as equagdes de
Einstein-Maxwell que admitem mergulhos isométricos apropriados como gréficos
em R, ao passo que o terceiro, que de fato é uma consequéncia imediata do
segundo, fornece uma desigualdade da massa positiva para tais buracos negros.

4.1 Uma desigualdade de Penrose para buracos ne-
gros carregados

Consideremos um conjunto de dados iniciais (M, g, ) para as equagdes de
Einstein-Maxwell, munido de um horizonte >.,, como na Conjectura 2.4.1. Como
pretendemos utilizar as técnicas introduzidas no Capitulo 3, suporemos que (M, g)
pode ser isometricamente mergulhado como uma hipersuperficie assintoticamente
plana em R™"*! como na Defini¢do 3.1.1. Além disso, admitamos que, por este
mergulho, Xy € aintersecao de M com algum plano horizontal R e que a interse¢cao
de M com R ao longo de >} € ortogonal; veja Figura ... Estamos, assim, no con-
texto do Teorema 3.3.1, de modo que a férmula da massa (3.20) € valida. Final-
mente, suponhamos que M ¢ de fato um grafico, de forma que (e,+1, N) > 0.
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Consideremos a fungdo altura h : M — R, h(z) = x,,_1. Pelo Teorema de
Sard, para quase todo s € I, onde I = h(M) é um intervalo, K, = h™(s) C M
¢ uma hipersuperficie, que suporemos sempre ser compacta. Nestas condi¢des,
definamos entdo a quantidade

(n—2)wy_1 / 1
O(M,q) = ds. 4.1)
(M.9) 2 I fle<en+17N>_1|e£+l|d’C8

E ficil verificar que, nas condiges acima, 0 < ©(M, g) < +oo. Note ainda que
esta quantidade somente depende de (), g), pois na sua defini¢do ndo hd qualquer
referéncia ao campo elétrico E.

O teorema a seguir apresenta uma desigualdade do tipo Penrose para buracos
negros carregados com dados iniciais como descrito acima.

2

Teorema 4.1.1. Seja (M, g, E) como acima e suponha que >y C R = R™ é
estrelada e convexa na média. Admitamos ainda que a CED (2.35) é satisfeita.
Entdo,

1/ |5\ i1
M) = <| 0|) + Q*0(M, g), (4.2)

5 Wn—1
onde () é a cargade (M, g, E).

Notemos que (4.2) ndo € inteiramente satisfatoria, pois a quantidade © (M, g)
depende do dado inicial como um todo e nio apenas de seu horizonte, como es-
perado; compare com (2.43). No entanto, do ponto de vista qualitativo, a de-
sigualdade (4.2) mostra que, nas condi¢cdes acima, a carga elétrica efetivamente
contribui para a massa do buraco negro. Em particular, vale sempre a desigualdade

estrita o
1 h) n=1
Mrg) > 5 < %) ) 3 4.3)

ou seja, a massa € estritamente maior que aquela da solucao de Schwarzschild
com o horizonte de mesma 4rea; veja Observacao 2.1.2.

Para a demonstracao do Teorema 4.1.1, observemos que a férmula da massa
(3.20) e a desigualdade de Alexandrov-Fenchel imediatamente implicam que

1/ %]\ "t
m(th) > — (| 0|) +Cn/]\/[Rg<en+1,N>dM;

— 2 Wn—1

compare com a demonstracao do Teorema 3.5.5. Assim, basta verificar que

Cn / Ry{eni1, N)YdM > Q*O(M, g). (4.4)
M
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Notemos inicialmente que, pela CED (2.35),

/M Ry(ens1, NYdM > (n —1)(n —2) /M ‘E‘E(en+1’]\f>d]\/[_

Neste estagio, podemos usar a férmula da co-area [BN, 1] para expressar a integral
a direita em termos de integrais sobre as hipersuperficies de nivel {K}4c; de h.
Desse modo, se j € o vetor normal unitdrio a /Cq,

| ey = ( / |E|§<en+1,N)|V9h|‘1dlC5) s
M I Ks

[ (] e Myt i, ) s

onde no segundo passo usamos Cauchy-Schwarz e a identidade V,h = e ;. Por
outro lado, pela desigualdade de Cauchy para integrais,

Y

1/2

1/2
/ <E,u>dfcss( / <E,u>2<en+1,N>\e£+1\lcucs) (/ <en+1,N>1re;+1rd/cs) ,

Observemos agora que, nas condi¢des acima, cada K, é homdloga a esfera no
infinito em M. Pela definicdo da carga () em (3), decorre entdo que

2
(f,cs<E, u>dle>
f]C<en+17 N>—1]e,TH1|dle
w?z—1Q2
fIC<en+17 N)-t |e;rb+1 |dIC,

Dai, (4.4) resulta imediatamente, o que conclui a demonstra¢do do Teorema 4.1.1.

/K (B 1) (ensr, N el K, >

4.2 Um teorema da massa positiva para buracos ne-
gros carregados

Apresentamos nesta se¢cdo uma outra desigualdade do tipo Penrose para bu-
racos negros carregados cujos dados iniciais admitem mergulhados apropriados
como graficos em R"*! (Teorema 4.2.1 abaixo). Como consequéncia imediata,
obtemos um Teorema da Massa Positiva para tais buracos (Teorema 4.2.2 abaixo).

Consideremos entdo um dado inicial (M, ¢, ), conforme descrito no primeiro
pardgrafo da secdo anterior. Em particular, suporemos que a CDE (2.35) € satis-
feita.
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Teorema 4.2.1. Nas condigbes acima, suponha que X é estrelada e convexa na
média. Entdo,

1 ~1
M) = 3 (26n g HdY + Q? <2cn/2 HdZ(]) > . 4.5)
0 0

Em particular,

LISl ) o
M) = B (w ) +Q <2Cn/ Hdzo) : (4.6)
n—1 Yo

Note que (4.6) resulta de (4.5) e de (3.31).

Se comparada com (4.2), esta desigualdade é bem mais satisfatoria no sentido
que a quantidade que multiplica (Q* somente depende do horizonte e nio do dado
inicial como um todo. Observamos ainda que (4.5) € o ponto de partida para estab-
elecer varias outras desigualdades do tipo Penrose; veja [dLG]. Para os propdsitos
deste trabalho, destacamos a seguinte consequéncia de (4.5), a saber, um Teorema
da Massa Positiva para buracos negros carregados.

Teorema 4.2.2. Nas condi¢cbes do Teorema 4.2.1, vale

Mg > Q. 4.7)

Com efeito, isto decorre de (4.5) e da desigualdade elementar

ab < =(a® + bz).

~1/2
a=|2c, [ Hd¥y, b=]|Q (QCn/ HdZO) .
Yo Yo

Para a demonstracdo do Teorema 4.2.1, notemos que se M € o grafico asso-
ciado a uma fungdo f : 2 — R definida no exterior ) de ¥ entdo (e,.1, N) =
W~1, onde W ¢é definido em (3.10). Mais ainda, o elemente volume de M &
dM = WdS2, onde df) é o elemento de volume de R" restrito a {2. Combinando
isto com (2.35), obtemos entao de (3.20) que

DN | —

com

M(arg) > Cn /2 HdY + (n—1)(n —2)c, /Q |E|§dQ. 4.8)
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Relembremos da Observacdo 3.4.5 que €2 admite uma folheacao pelas hipersu-
perficies {3, }+~0 que constituem a solugdo do fluxo pela curvatura média inversa
com hipersuperficie inicial 3. Recordemos ainda que, sem perda de generali-
dade, podemos supor que X, € estritamente convexa na média. Neste contexto, o
lema a seguir desempenha um papel essencial na demonstragao.

Lema 4.2.3. Existe um campo de vetores E em Q satisfazendo |E|, > |E|,, e
divy, &/ = 0. Mais ainda, a carga () definida por

1 .
/ <E, I/t>d2t
Wn—1 N

satisfaz () = Q. Aqui, v; € o vetor normal unitdrio a ¥;.

Q=

Demonstracdo. No produto M x R com métrica Lorentziana § = g — dt?, con-
sidere o grafico vertical {2 definido pela fungdo f. A métrica induzida é

Gij = Gij — Wity = 0jj + wiu; — Uity = 0y,

ou seja, Q) é uma copia isométrica de 2. Podemos entdo aplicar [DK, Appendix
A] para obter um campo de vetores E em  com as propriedades desejadas.
Transplantando-o entdo para €2, obtém-se o resultado. O

Este lema € usado na proposi¢do a seguir, que completa a demonstragdo do
Teorema 4.2.1.

Proposicao 4.2.4. Nas condicoes do Teorema 4.2.1, vale

1
(n—1)(n — 2)c /|E| 0> < <2cn/z Hd20> @)

Demonstragdo. Pela Lema 4.2.3, temos

(n—1)(n —2)c /|E| d0 > 2 10,

Sabemos da Observacao 3.4.5 que a prescri¢do >; = ¢_1(t) define uma funcao
suave ¢ : ) — [0,+00) satisfazendo |D¢| = H, onde H denota a curvatura
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média da folheacdo. Assim, podemos mais uma vez aplicar a férmula da co-area
e Cauchy-Schwarz para obter

R +o00 ‘E|2

Ef? dr = Ay, | dt
/§;| |go T A /Et H t)

+00 E’V 2
/ / < Ht> d2t> dt
0 Yt
+o0 -1 R 2
0 Xt ¢

Aqui, v; é o vetor unitario normal a ¥;. Pelo Lema 4.2.3, fEt (E, Vi) god2y =
wy, 1@, de modo que

v

+o0 -1
(n—l)(n—Q)cn/ |E|dx > 1(n—z)wn_lcg?/ (/ HdZt) dt. (4.10)
Q 2 0 3¢

Por outro lado, se integrarmos (3.35), decorre que

-1 -1
( / Hd2t> > ( / HdED) = @.11)
Et E0

que substituido em (4.10) conduz a

1 -1 ptoo -
(n—1)(n — 2)0n/ E2dQ > -(n— 2)w,—1Q? (/ HdZo) / iR
Q 2 S ;

@ -
- 4—(/ Hd%) '

Isto completa a demonstracao de (4.5). [
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