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Resumo

Neste trabalho sao analisadas as propriedades estruturais, dinamicas e térmicas de
um sistema classico bidimensional, contendo dois tipos de particulas com diferentes cargas
e/ou massas. As particulas carregadas interagem através de um potencial coulombinano
e sao confinadas em uma regiao finita do plano por um potencial parabdlico. A estru-
tura da configuracao do estado fundamental, bem como o espectro de freqiiéncias dos
modos normais de vibragao, sao analisados em funcao da razao entre as cargas e da razao
entre as massas dos dois tipos de particulas. Em geral, mostra-se que uma segregacao
entre os diferentes tipos de particula ocorre para valores criticos da razao entre as cargas
(massas). No entanto, configuragoes assimétricas, nas quais os dois tipos de particulas
estao misturadas sao também obtidas. Um elevado ntimero de configuragoes estaveis do
sistema ¢ obtido quando a razao entre as cargas ¢ igual ou aproximadamente igual a razao
entre as massas das diferentes particulas. Esse interessante acoplamento das propriedades
elétricas e inerciais do sistema tem reflexo na temperatura em que o aglomerado sofre
a transicao solido-liquido. O espectro dos modos normais foi cuidadosamente analisado.
Em particular, a minima freqiiéncia nao-nula, que é associada a estabilidade das confi-
guragoes do estado fundamental, foi extensivamente analisada em funcao da razao entre
as cargas (massas) das particulas. Observa-se que, para uma mesma configuracao do
estado fundamental, diferentes modos de vibragao, associados a minima freqiiéncia nao
nula, podem ser excitados. As diferentes configuragoes do sistema podem ser resumidas
em um diagrama de fase. Transicoes de fase estruturais sao observadas quando o sistema
muda de uma configuragao de mistura, para uma configuracao na qual ambos os tipos de
particulas estao separadas em camadas distintas. Observa-se que a ordem da transicao
¢ determinada pela razao entre as cargas e/ou massas das particulas. Um parametro de
ordem que caracteriza a configuracao de ambos os tipos de particulas é definido. O estado
em que as diferentes particulas estao separadas é diferenciado de outros arranjos. Por fim,
a transicao sélido-liquido é analisada. Em geral, configuracoes com ntimeros “méagicos” de
particulas nas diversas camadas apresentam uma alta temperatura de fusao.



Abstract

We analyze in this work the structural, dynamical, and thermal properties of a two-
dimensional system with two types of particles with different charges and/or masses. The
charged particles interact through a Coulomb potential and are kept together in a finite
region of the plane by a parabolic confinement potential. The structure of the ground state
configuration, as well as the normal mode spectrum, are analyzed as a function of the ratio
between charges and the ratio between masses of the two types of particles. In general,
we show that there is a natural segregation of the distinct particles for critical values of
the ratio between charges (masses). However, asymmetrical mixed configurations are also
obtained. A very large number of stable configurations is obtained when the ratio between
charges is equal, or approximately equal to, the ratio between masses of the different type
of particles. The coupling between electrical and inertial properties of the system plays
an important role in the critical temperature in which the system presents a solid-liquid
phase transition. The normal mode spectrum is carefully analyzed. In particular, the
lowest non-zero frequency, which is associated to the stability and deformability of the
ground state configuration, is extensively studied as a function of the ratio between charges
(masses) of the particles. It is found that a particular ground state configuration may
present different normal modes, associated to the lowest non-zero frequency, according
to the ratio between the charges (masses) of the particles. The degree of mixing of the
two types of particles is summarized in phase diagram. Structural phase transitions from
a mixed configuration to the one where the distinct types of particles are separated in
different shells are observed. We find that the order of the structural phase transition is
also determined by the ratio between charges and masses. A like-order parameter, which
characterizes the configuration of the cluster, is defined. Finally, the solid-liquid transition
is studied. In general, we find that ground state configurations with magic numbers of
particles, presents a high melting temperature. In addition, a very interesting re-entrant
effect is presented.
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1 Introducao

1.1 Visao geral

Sistemas com pequenas dimensoes e com numero finito de particulas tém sido lar-
gamente explorados, pois podem descrever fendmenos que possuem comportamentos va-
riados dependentes da dimensao. Um dos motivos é o grande progresso na industria da
eletronica e das comunicagoes, que estao sempre desenvolvendo memorias e processadores
cada vez mais rapidos, os quais tém sido obtidos usando chips cada vez menores. Com
isso, tem-se estimulado a pesquisa em dispositivos de escala muito reduzida, renovando,
assim, o interesse por sistemas com pequeno nimero de elétrons (por exemplo, pontos e
pocos quanticos). Esse grande interesse se dd porque, sendo os elétrons os agentes cau-
sadores da corrente elétrica, e portanto, os responsaveis pelo funcionamento de quaisquer
dispositivos, a informagao do estado no qual se encontram (por exemplo, cristalizado ou

nao), é de fundamental importancia na operagao dos sistemas.

Em 1934, Wigner mostrou teoricamente que elétrons, em um sistema tridimensional,
podem cristalizar numa forma ordenada quando valores criticos de densidade e tempe-
ratura sao atingidos (alta densidade e baixa temperatura). Isso é devido a alta energia
de interacao coulombiana entre os elétrons , quando comparada a energia cinética; logo,
o efeito de correlagao domina fortemente a estrutura eletronica. No regime classico, a
importancia da interacao coulombiana é determinada pelo parametro de acoplamento
[ =<V >/ < K > que é definido pela raziao da energia potencial < V >=¢? < 1/r >
pela energia cinética < K >= kgT. De acordo com o parametro I', diferentes regimes
podem ser distinguidos. Quando I' < 1, que é realizado em um sistema em alta tempera-
tura, a interagao coulombiana tem pouca importancia no sistema, o qual é quase um gas
de fermions. Para 1 < I' < 100, os elétrons sao correlacionados e o sistema se comporta
com um liquido. Para I' > 100, que é um regime de alta-densidade e baixa temperatura,

a energia potencial coulombiana “domina’a energia cinética e hd uma forte correlagao
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entre os elétrons, que é esperado levar o sistema para um estado ordenado.

Experimentalmente, observagoes de uma rede de Wigner tridimensional nao foram
ainda realizadas. Elétrons em materiais como metais ou semicondutores sao influencia-
dos por imperfeicoes que podem estar em qualquer lugar da rede. Defeitos, impurezas
ou imperfeicoes semelhantes, podem destruir uma rede de Wigner tridimensional. Em
1971, Crandall e Williams [11] propuseram observar a rede de Wigner em um sistema
bidimensional de elétrons acima de uma superficie de hélio liquido, onde as condigoes de
cristalizagao podem ser realizadas mais facilmente e também por causa da caracteristica
quase ideal do sistema, ou seja, sem imperfeicoes ou impurezas. A primeira observacao ex-
perimental da cristalizacao de Wigner em um sistema bidimensional composto por elétrons
foi realizada, em 1979, por Grimes e Adams [12]. Desde entao, investigagoes experimentais
tém encontrado a formacao de cristais de Wigner em diversos sistemas. Mostra-se, por
exemplo, que elétrons em pontos quanticos [13], particulas em suspensées coloidais [10]
e particulas carregadas em um plasma confinado [3], podem exibir estruturas ordenadas
do tipo cristal de Wigner. Pontos quanticos, que sao considerados o analogo quantico do
Cristal de Wigner, sao pequenas estruturas em que os elétrons sao confinados em todas
as trés direcoes espaciais. Como um atomo real em que os elétrons sao atraidos para uma
localizagao central. Contudo, em um dtomo real a posi¢ao central é um ntcleo carregado
positivamente, enquanto que em pontos quanticos, os elétrons sao tipicamente confinados
em um potencial parabdlico. Como um dtomo natural, esses pequenos sistemas eletronicos
contém um numero discreto de elétrons e tém espectro discreto, podendo assim serem cha-
mados de datomo artificial. Contudo, esses dtomos artificiais exibem uma nova fisica com
muitos aspectos nao analogas a um atomo real. A origem do comportamento diferente é
a natureza do potencial de confinamento parabdlico que é mais suave do que o potencial

1/r de um dtomo real.

Sistemas confinados através do potencial parabdlico vem sendo amplamente analisados
por causa de sua aplicabilidade tecnolégica, da sua simplicidade numérica e por mostrar
arranjos interessantes de particulas, que podem cristalizar em uma estrutura triangular
ou camadas. Foi observado que ha uma competicao entre esses dois tipos de configuracao
que estao associados com o ntimero de particulas no sistema e a distancia em relagao ao
centro de confinamento [4]. A estrutura triangular se forma pelo efeito da interagao das
particulas carregadas e a estrutura de camadas é a conseqiiéncia do efeito do potencial
de confinamento sobre as particulas, que tem simetria circular. Com baixo nimero de
particulas, observa-se que esses sistemas possuem estruturas de camadas. A medida que

se aumenta o niumero de particulas e todas as camadas atingem um ntmero maximo de
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particulas, novas camadas surgem. A partir desses nimeros maximos de particulas em
cada camada, foi possivel fazer uma tabela andloga a de Mendeleyev para atomos [4], onde
se indica a configuracao do estado fundamental de acordo com o ntimero de particulas do

sistema.

O estudo de propriedades dinamicas em sistemas bidimensionais é também muito
importante pois, nesses sistemas, a resposta a excitacoes externas se da na forma de
modos normais de vibragao, que nem sempre é uma oscilagao coletiva, em fase e na
mesma dire¢ao, como no caso das ondas. O estudo das ondas e dos modos normais é
muito importante, desde que pode revelar o mecanismo de interacao entre as particulas.
Desde que sistemas bidimensionais finitos podem modelar diversos sistemas reais (coléides,
elétrons em hélio liquido, elétrons confinados em pontos quanticos, dusty plasma, etc.),

sua caracterizacao através das propriedades dinamicas é também de grande importancia.

1.2 Sistemas tedrico e experimentais

Conforme comentado anteriormente, diversos sistemas reais podem ser modelados por
aglomerados bidimensionais de particulas carregadas. Nesta secao apresentam-se alguns

desses sistemas, bem como alguns resultados experimentais.

O sistema classico para a observacao de cristais de Wigner bidimensionais é o hélio
liquido (He). Nesse caso, os elétrons flutuam numa camada que estd, aproximadamente,
a 100 A da superficie do He [1]. Os elétrons sio atrafdos em direcao a superficie devido
uma pequena polarizagao induzida na mesma, mas sao impedidos de penetrarem no liquido
devido a uma alta barreira de energia potencial na superficie. Quando um campo elétrico
perpendicular é aplicado, o sistema torna-se bastante instavel e a distribuicao homogénea
de cargas é destruida. Os elétrons acima da superficie tornam-se localizados em depressoes
ou “bolsas” que sao formadas na superficie do liquido devido a presenca do campo elétrico.
Essas depressoes, cujo o diametro médio é de Imm contém, em média, 107 elétrons. As
bolsas de elétrons podem ser consideradas particulas macroscopicas classicas interagindo
através do potencial coulombiano, levando o sistema para uma configuracao de camadas
como mostrado nas Figuras 1(a)(b)(c). Esses sistemas de elétrons acima de uma superficie
2

de elétrons se comportam classicamente por sua densidade ser da ordem de 10°—10? e cm ™
(energia de Fermi Ep ~ 0.01 — 100mK).

Um outro sistema no qual é possivel encontrar uma cristalizacao de cargas e que tem

recebido grande atencao nos ultimos anos, é o chamado dusty plasma ou plasma com-
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Figura 1: Configuragao de (a)2, (b)8 e (¢)20 ondulagbes (pontos escuros) dentro de
uma parede cilindrica simétrica numa superficie de hélio. Figura retirada da referéncia
[1].(d)Esquema experimental. (e) Configuracao do sistema com N=3,7,12,19,34 e 145
particulas. Figura retirada da referéncia [2].

plexo [14]. Nao s6 por sua ampla aplicacdo tecnoldgica (por exemplo, na deposigao de
filmes finos, onde a contaminacao por impurezas pode resultar em filmes com proprieda-
des bastante diferentes), mas também pela possibilidade de investigacao de propriedades
fundamentais de sistemas fortemente carregados. Na producgao de microchips, o processo
para evitar a contaminacao por particulas nos varios passos que envolvem plasmas tem
sido um grande desafio tecnolégico [15, 16]. Por outro lado, o crescimento, transporte
e deposicao de nanoparticulas é o objetivo central de varias técnicas de deposicao de
plasma na fabricacao de células solares. Desde que o sistema estudado nessa dissertacao
pode servir de modelo para um dusty plasma, um comentario a mais sera dedicado a este

sistema.

Um dusty plasma consiste de particulas microscépicas (com tamanho variando entre
107 m e 107* m) imersas em um plasma onde estdo presentes elétrons, fons e outras
particulas neutras [ver Fig. 2]. Nesse meio, as particulas microscépicas tornam-se al-
tamente carregadas (com carga da ordem de 10* cargas elementares) devido a um fluxo
continuo de elétrons e fons, que sao adsorvidos nas particulas microscopicas (dust). De-
vido ao elevado valor de carga, a interacao coulombiana entre as particulas microscépicas
excede bastante o valor da energia cinética, de modo que o sistema é dito fortemente
acoplado. Quando este acoplamento excede um limiar critico, as particulas arranjam-se

numa estrutura tipo cristalina e este fato relaciona bastante o estudo do dusty plasma
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Figura 2: Visao esquematica de um dusty plasma.

a pesquisa em matéria condensada [3, 17, 18, 2], visto que as propriedades tipicas de
cristais podem ser estudadas nesse sistema. Uma das vantagens observadas no sistema
dusty plasma é que os processos dinamicos sao fracamente amortecidos e as escalas espa-
cial e temporal tipicas envolvidas s@o perfeitas para o uso de video-microscopia [2]. Assim
sendo, investigacoes envolvendo, por exemplo, o tipo de interacao entre particulas sao
convenientes, pois podem ser diretamente comparadas com simulagoes nimericas e/ou

calculos analiticos.

Um experimento de um sistema bidimensional infinito confinando dusty plasma em
uma grande regiao comparada ao diametro das particulas, foi analisado por Chu e Lin I
[3]. Microparticulas de SiO, foram geradas através de uma reagao e agregacao dos gases
Oy e SiH, na fase gasosa, introduzidas numa camera de gas argonio com pressao de 10
mTorr sob efeito de ondas de rddio (ver Figuras 3), tendo assim, um fator de acoplamento
I' ~ 100. Chu e Lin I foram capazes de formar e observar as fases liquida e cristalina
controlando apenas a poténcia das ondas de radio. Quando a poténcia das ondas de
radio diminuem para aproximadamente 1 W, numa pressao de argénio em torno de 200
mTorr, formacoes de cristais coloidais sao observadas na regiao onde as particulas de
Si0 estao aprisionadas. Nas Figuras 3(a), (b), (c) sdo mostradas algumas das diferentes
estruturas observadas. A estrutura hexagonal foi observada ser aquela de mais baixa

energia para o sistema 2D infinito. E bem conhecido que a rede hexagonal é a estrutura
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Figura 3: Esquema da experiéncia com sistema cilindrico e Micrograficos para diferente
estruturas cristalinas. (a) Hexagonal; (b)bcc; (c)fcc. Figuras retirada da referéncia [3].

mais energeticamente favorecida para um sistema 2D infinito [19].

Juan et al. [5] realizaram um experimento similar ao descrito no pardgrafo anterior,
mas agora num sistema 2D finito. Em vez de confinar as particulas em uma cavidade
retangular [3], Juan et al. confinaram as particulas em uma cavidade cilindrica com 3cm
de diametro e 1,5cm de altura colocada sobre um eletrodo. Operando o experimento numa
freqiiéncia de radio muito baixa (< 0.5 W), cria-se um estrutura nao uniforme; enquanto
que diminuindo a poténcia da freqiiéncia de radio o tamanho do aglomerado é reduzido.
A Figura 4(d) mostra algumas microimagens tipicas do aglomerado com N particulas.
Para pequenos valores de N, as particulas sao empacotadas em camadas concéntricas com
o numero de particulas em cada camada oscilando em relacao a N, como previsto por

Bedanov e Peeters [4].

Recentemente varios outros sistemas compostos por dusty plasma foram analisados,
onde agora, novas técnicas e propriedades tém sido incorporadas aos experimentos. Um
exemplo disso, pode ser observado através da andlise de um sistema finito de micro-
particulas (microesferas), imersas em um plasma, que foi desenvolvida por Melzer et al.
[2]. Nesse sistema, as microesferas carregadas sao confinadas entre dois eletrodos por
um campo elétrico, que gera uma forca nessas microesferas em direcao contraria a forca

gravitacional, fazendo as particulas levitarem e formando assim, um arranjo bidimensio-
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Figura 4: Configuracao do estado fundamental, em um sistema teérico, para aglomerados
com (a)8, (b)20 e (¢)230 elétrons em um confinamento parabdlico . Para o sistema
com 230 elétrons uma construgao de Voronoi mostra melhor a configuracao hexagonal
no centro do sistema. (d) Microimagens instantaneas experimentais da estrutura tipica
de um aglomerado com diferente N. As escalas das figuras (d) nao sao as mesmas. Figuras
(a), (b) e (c) retirada da referéncia [4] e Figura (d) da referéncia [5].

nal. Uma pequena depressao no eletrodo de baixo, na forma de circulo, faz com que as
particulas sejam efetivamente confinadas por um potencial parabdlico. O aglomerado é
iluminado por um feixe de laser e observado através de uma camera localizada acima
do eletrodo superior (ver Fig. 1(d)). Melzer et al. [6], realizaram experimentos no
mesmo sistema com o objetivo de estudar também os modos normais. Conforme obser-
vado, o aglomerado arranjou-se em camadas regulares como previsto através de simulagao
numérica por Bedanov e Peeters [4]. Além disso, observou-se que oscilagoes radiais das
particulas, em pequenos aglomerados, podem ser excitadas através do controle da poténcia
da freqiiéncia de radio [6]. Os diferentes modos normais sdo identificados através das tra-

jetérias das particulas em torno de suas posicoes de equilibrio. Como um exemplo, os
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modos normais do centro de massa, respira¢ao, antisimétrico e o movimento radial e an-
gular das particulas de um aglomerado com quatro particulas sao mostrados na Figura 5.
Todos esses modos estao de acordo com os resultados numéricos obtidos por Schweigert
e Peeters [8]. No caso de sistemas nos quais as particulas arranjam-se numa configuragao
com mais de uma camada (ver Figura 4(b)), o modo associado a minima freqiiéncia nao
nula é uma rotagao das varias camadas . Esse modo foi previsto, através de simulacao
numérica, por Schweigert e Peeters em 1995 [8], os quais consideraram que as particulas
interagem através de um potencial coulombiano 1/r e confinadas por um potencial pa-
rabdlico(ver Eq. 1.1). No entanto, os resultados experimentais de Melzer [2], mostram
que o referido modo trata-se de um par vértice-antivortice e nao de uma rotagao entre ca-
madas. O resultado experimental de Melzer pode ser obtido pela simples consideracao de
que as particulas interagem através de potencial do tipo Yukawa [2]. No entanto, recente-
mente Ferreira et al. mostraram que o resultado experimental é obtido sem a necessidade
de alterar a forma de interagao entre as particulas [20]. Ferreira et al. simplesmente
mudaram a intensidade do potencial de confinamento. Os modos observados por Melzer
[2] e por Schweigert e Peeters puderam ser sintonizados de acordo com a intensidade do

confinamento.

Um plasma constituido puramente de particulas positivas (como ions de magnésio)
ou puramente de particulas negativas (como elétrons) sao extremamente dificeis de con-
trolar por causa da natureza repulsiva da forca entre as particulas. Esses sistemas sao
chamados plasma nao-neutro e podem ser controlados em uma armadilha de Penning,
onde um campo elétrico e um campo magnético sao usados para confinar as particulas
carregadas. Esse dispositivo de confinamento tem uma simetria tipicamente cilindrica,
que sao colocadas baterias nas pontas do cilindro para produzir o campo elétrico e campo
magnético de baixo para cima na Figura 6. Além disso, um feixe de laser é utilizado para
diminuir a temperatura para valores muito baixos, onde estados de liquido e cristal sao

encontrados.

A cristalizacao, utilizando armadilha de Penning, com numeros pequenos de fons
(N < 50), em aglomerados coulombianos foi primeiro observada por Diedrich et al. [21]
e Wineland et al. [22]. Recentemente, trabalhos em armadilha de Penning vém sendo
desenvolvidos, onde novas técnicas de confinamento entao sendo utilizadas, como por
exemplo, o sistema analisado por Drewsen et al. [7]. Esse experimento é composto por
quatro eletrodos [ver Figura 6(b)], arranjados de tal forma & aplicar uma freqiiéncia de
mesma fase nos eletrodos da diagonal, mas com uma fase deslocada de 180° em relacao

aos eletrodos vizinhos. Através de uma freqiiéncia apropriada, confinamentos axiais e
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Figura 5: Modos normais de vibra¢do para o aglomerado com N=4. (a) rotacdo ao
redor do centro do potencial parabdlico, (b) movimento do centro de massa, (¢) modo
de respiragao, (d)modo antisimétrico. Os simbolos representam valores experimentais.As
curvas sao os melhores fits para os dados experimentais. Figura retirada da referéncia [6].

radiais podem ser obtidos. Na Figura 7, uma imagem de um cristal duplo, consistindo de
dois is6topos de célcio, é mostrada. Observa-se que a luz proveniente dos fons *Ca™ se
agrupa proxima ao eixo de confinamento em uma estrutura cilindrica. Enquanto os ions
mais pesados #Ca* formam uma estrutura do tipo camadas elipsoidais. Essa segregacao
¢ uma das caracteristicas que devera ser comentada durante essa dissertacao em um outro
sistema estudado com diferentes particulas. Experimentalmente, é uma caracteristica
importante, pois possibilita a seletividade de is6topos, ja que as particulas carregadas

mais leves situam-se na parte mais externa do aglomerado.

Teoricamente, vérios trabalhos tém sido realizados em sistemas com numero finito de
particulas carregadas. Devido a elevada interagao entre as cargas e, em geral, a baixa
temperatura, o Hamiltoniano do sistema pode ser aproximado para apenas o termo da
energia potencial. Por exemplo, o Hamiltoniano do sistema considerado por Bedanov e

Peeters [4] era do tipo

N4 . N 1
H= —mwir? + = —_— 1.1
;QmwonvLeijZlm_fHa (1.1)
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Figura 6: (a) Ilustracdo de uma armadilha de Penning, onde a idéia é confinar particulas
carregadas utilizando um campo elétrico e um campo magnético. (b) Esbogo do experi-
mento utilizado para confinar as particulas carregadas e (¢) imagem do aparelho utilizado
no experimento da Ref. [7].

onde m é a massa da particula, € é a constante dielétrica do meio, ¢ é a carga da particula
—_ , . ~ . ’ .

er; = |7 éa distancia de cada particula ao centro do potencial de confinamento. Os

termos presente na Eq. (1.1) sdo respectivamente: o potencial de confinamento parabdlico

e o potencial de interacao entre as cargas, que nesse caso, ¢ puramente coulombiano.

Aglomerados 2D de particulas carregadas com repulsao Coulombiana foram investi-
gados no caso de um confinamento parabdlico, em 1990, por Lozovik and Mandelshtam
[23]. Nesse trabalho, observou-se que, em baixa temperatura, o sistema com um nimero
pequeno de particulas forma estrutura de camadas. Quando o tamanho do aglomerado é
suficientemente grande, a estrutura de camadas é destruida. Um estudo mais sistematico
do sistema, descrito pela Eq. (1.1), foi realizado por Bedanov e Peeters [4] que esten-
deram esse sistema para aglomerados com elevados ntimeros de particulas. Observou-se
que as particulas se arranjam em camadas e que a distancia média entre elas depende
tanto do raio da camada, em relagdo ao centro de confinamento, como do numero to-
tal de particulas. Observou-se também que para aglomerados com elevado valor de N
(> 200), uma rede triangular é observada na regido central dos mesmos (ver Fig. 4(a),

(b), (¢)). Isso se deve pela competicao existente entre o potencial de interagao entre as
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Figura 7: Imagem da fluorescéncia de um cristal duplo consistindo de fons *°Ca* fons
MCa*. (a) Fluorescéncia apenas da parte dos fons “°Ca* do cristal. (b) Fluorescéncia
apenas da parte dos fons #*Ca™ do cristal, (¢) Imagem da fluorescéncia de todo o cristal.
Figura retirada da Ref. [7]

particulas, que leva o sistema a uma estrutura triangular, e o potencial de confinamento
parabdlico, que impde uma simetria circular no arranjo das particulas. A acomodacao
de uma rede triangular em uma regiao circular necessariamente induz ao aparecimento
de defeitos geométricos intrinsecos, que sao devidos ao potencial de confinamento. De-
feitos em aglomerados com grande nimero de particulas foram investigados por Kong et
al. [24] através de construgoes de Voronoi. Exemplos dos resultados obtidos podem ser
observados na Figura 8, onde as configuracoes do estado fundamental para aglomerados
com N=291, 300, 400 e 500 particulas sao mostradas. Uma rede triangular de Wigner é
formada na area central do aglomerado, enquanto na extremidade as particulas sao ar-
ranjadas em camadas circulares. Na regiao de transicao aparacem defeitos geométricos,

como grupos de dislocagoes e disclinagoes, e esses defeitos estao também arranjados nas
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Figura 8: Configuragao do estado fundamental para N = 291, 300, 400, 500 particulas. A
estrutura de Voronoi é mostrada e os defeitos (declinagdes) sao indicadas por ‘+’ para
particulas com 7 vizinhos mais préximos e ‘-’ para particulas com 5 vizinhos mais proximo.

extremidades de um hexdgono formado dentro do aglomerado. Observa-se também que
varios arranjos e tipos de defeitos sao possiveis em configuragoes metaestaveis com energia
levemente maior do que a energia do estado fundamental. Além disso, foi observado que
o movimento das particulas é fortemente relacionado com a estrutura topoldgica local.
Foi mostrado também nesse trabalho que a transicao sélido-liquido do aglomerado se d&a
inicialmente na regiao dos defeitos. Acima da temperatura da transicao soélido-liquido,
Reichhardt mostra que a flutuagao do nimero de defeitos apresenta um ruido do tipo 1/f.
[25].

Nesta dissertagao serao analisadas algumas propriedades estruturais, dinamicas e
térmicas de um sistema mais complexo que aqueles anteriormente comentados. Trata-se
de um aglomerado bidimensional contendo dois tipos de particulas, que possuem diferen-
tes cargas e/ou diferentes massas . A andlise do sistema sera apartir de resultados de
simulacao numérica, onde sera utilizado o método Monte Carlo e o método de Newton

otimizado.

O Capitulo 2 desta dissertacao é dedicado a descrever os métodos numéricos que sao
utilizados para obter as propriedades relevantes do sistema estudado. Sera introduzida
a técnica de simulacao Monte Carlo que foi utilizada para investigar o sistema descrito

nesta dissertacao.

No Capitulo 3 é introduzida outra técnica de simulacao que foi utilizada apenas na
determinagao dos estados metaestéveis(estados diferentes do fundamental) do sistema na
temperatura T = 0. O modelo do sistema é introduzido através do Hamiltoniano, o qual
é desenvolvido para obter as quantidades relevantes do sistema. A aproximacao usada

para o calculo dos modos normais deste sistema é também tratada neste Capitulo, no
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qual é mostrado todos os passos para a construcao da matriz de autovetores, responsavel
pela determinagao das freqiiéncias, a partir do Hamiltoniano do sistema. Esse calculo foi

desenvolvido dando a devida atencao ao fato das particulas serem diferentes.

No Capitulo 4 serao mostrados os resultados de uma ampla investigacao do sistema
com particulas diferentes. O estudo sera iniciado mostrando as diferentes configuragoes
em que o sistema pode atingir. As distancias radiais das particulas em relagao ao centro
de confinamento bem como o espectro de freqiiéncias, ambos em funcao da razao entre as
cargas («) e/ou massas () das particulas, serdo estudados. As transi¢oes de fase estru-
turais nesse sistema serao classificadas a partir da andlise da energia e suas derivadas
em funcao dos parametros o e 3. Mostra-se que o modo de rotacao inter-camadas nao
depende apenas do ntimero de particulas mas também dos parametros a e (3. Sera obser-
vado, para uma mesma configuracao que, o modo normal associado a minima freqiiéncia
nao nula é alterado de acordo com os parametros o e 3. Um estudo quantitativo do
grau de mistura do sistema serd realizado através de um diagrama de fase («, 3) e de um
parametro de ordem que serd definido. Além disso, o sistema sera estudado em varias
temperaturas e algumas propriedades, como o desvio médio quadratico, serao calculadas.
Sera observado que, o sistema possui um efeito re-entrante quando a temperatura do
sistema é aumentada e que esse fendmeno apresenta-se em diferentes temperaturas para

diferentes valores do parametro «.

No Capitulo 5 serao apresentados os comentérios finais e conclusoes do trabalho, bem

como perspectivas para futuras investigagoes.
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2 Métodos Numéricos

2.1 Monte Carlo

A técnica de Monte Carlo é um método numérico para obter uma solugao aproximada
de um problema especifico usando uma seqiiéncia de valores de variaveis aleatorias. Di-
ferente de outros métodos de simulagdo, como o método de dindmica molecular (DM),
que calcula as propriedades fisicas através de um caminho no espaco de fase que é ge-
rado pela equagao fundamental do movimento, o método Monte Carlo (MC) calcula os
observaveis do sistema usando a funcao distribuicao e a funcao de particao, considerando
apenas as configuracoes das particulas de um sistema descrito em termos do Hamiltoniano
em um ensemble apropriado [26, 27]. A principal caracteristica desse método é a forma
estocastica de determinar o valor estimado de um observavel, calculando médias a partir
de varias amostras, de uma certa propriedade, retiradas do sistema. O Monte Carlo foi
escolhido, como método de simulacao para dessa dissertacao, por estarmos interessado
apenas nas propriedades das configuragoes do estado fundamental e nao das trajetorias

das particulas do sistemas.

A técnica de Monte Carlo, utilizando defini¢coes da mecanica estatistica, é descrita adi-
ante. Considerando um observavel funcao das coordenadas e dos momentos das particulas
de um sistema, pode-se entao determinar a média desse observavel através da equacao

abaixo

Jo P(p" r™)A(p™, r™)dp"dr™
Jo P, rm)dpNdre

onde (p", r™) representam todas as coordenadas e os momentos das N particulas e P(p", r")

< A >=

(2.1)

a funcao peso de um ensemble apropriado. A equacao acima é chamada de média do ob-
servavel A (num determinado ensemble), que é calculado em todos os pontos (p,r) de

todo o volume do espaco de fase 2.
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Contudo, na maioria das vezes, estamos mais preocupado em como determinar o
valor da fungdo dependente das coordenadas (A(r)), pois a integracao com respeito aos
momentos (A(p)) pode ser calculada analiticamente através do calculo da energia cinética
do sistema. Em geral, quando se calcula a média da quantidade A, tem-se o problema de
calcular uma integral de muitas dimensoes. Para alguns problemas de integracao, usa-se
esquemas aproximativos, por exemplo, o método descida ingreme (down hill) ou gradiente
de descida. No entanto, o método de Monte Carlo nao faz nenhuma aproximacao, exceto
a de considerar o espaco de fase discreto, ou seja, calcula a média do observavel através
de somatérios de todos os estados do espaco de fase. Nesse caso a média do observavel A

¢ dada por

“Ase Z%JVP(%)A(%)
> izt Plai)

onde NN é o nimero de estados e x; é o estado do sistema.

: (2.2)

Quando se trabalha em sistemas com grande nimero de particulas, gasta-se muito
tempo calculando as médias de todas as propriedades. Temos agora que encontrar a
melhor técnica numérica para calcular essas médias. Uma delas é a técnica de Monte
Carlo ou, mais precisamente, o algoritmo de Metropolis com amostragem por importancia,

introduzida em 1953 por Metropolis et al. [28].

2.1.1 Amostragem por importancia (Importance Sampling)

Para o observavel A na Eq. (2.2) representar um sistema real, é necessario computar
uniformemente todos os pontos do espaco de fase, ou seja, calcular todas as possibilidades
que o sistema pode atingir, satisfazendo assim o teorema da ergoticidade. Se um sistema
tem muitos estados possiveis, fica impraticavel fazer o calculo de um observavel em to-
dos os estados. Um resultado mais rapido é obtido utilizando-se métodos de integracao
onde se pode calcular apenas os estados mais provaveis. O método de amostragem por
importancia é um método de integracao que utiliza apenas os pontos aleatérios onde ha
uma contribuicao efetiva dos valores das propriedades dinamicas para a medida de suas
médias, desprezando assim os estados que nao contribuem para o calculo do obsevavel
na regiao do espacgo de fase. Pode-se fazer uma amostragem dos estados mais provaveis
através de uma funcao densidade de probabilidade associada com a funcao que se quer

integrar. Uma pequena introducao dessa idéia sera apresentada. Supondo que se deseja



2.1 Monte Carlo 30

calcular numericamente uma integral unidimensional I:

b
]:/ f(z)dz, (2.3)

onde f(x) é uma funcdo aleatéria de estados no espago de fase, que estd definida em um
certo intervalo [a, b]. Considerando o espaco de fase constituido por estados discretos, a
integral I pode ser resolvida através do teorema do valor médio, utilizando a média da
funcao f(x). Logo, uma aproximacao simples da integral I é dada por

1= S fe) = - o) (1)) (2.4)

Em Monte Carlo a média (f(z)) é calculada determinando f(x) em um grande nimero
de valores de x, escolhidos de forma aleatéria e uniforme no intervalo [a, b]. Ou seja, Para
N — o0, a integral I serd determinada corretamente, mas se esse calculo for feito em
todo o intervalo de integracao, serd perdido muito tempo calculando pontos no espago de
fase com contribuigoes despreziveis para o valor da média do observavel. Supondo que

podemos construir uma funcao densidade de probabilidade p(z) tal que,
b
| ot = 9(6) - gta).
Fazendo g(a) =0 e g(b) = 1 de forma que

b
/ p(z)dr =1, p(z) >0

calcula-se a integral I [Eq. (2.3)] nos pontos do intervalo [a, b]. Introduzindo essa fungao

I:/ %p(z)dz, (2.5)

em (2.3), tem-se

Sabendo que
p(z)dz = dg

e mudando-se a variavel x — ¢ temos que

I= /9(”)1 Mdg, (2.6)

(a)=0 p(9)

onde g estd sendo considerado como variavel de integracao.

Escolhem-se agora N pontos aleatorios g;, uniformemente distribuidos no intervalo



2.1 Monte Carlo 31

[a, b] para finalmente estimar o valor de I assim

N

i=1

~

33

e (2.7)

=

Deseja-se que a fungao p(z) seja de tal forma que minimize a variancia de I, ou seja,
que o erro, por nao percorrer todo o espaco de fase, seja o menor possivel. Para obter a

variancia, calcula-se
Var(I) = {((I — (I))*). (2.8)

Substituindo a equagao (2.7) em (2.8) tem-se

v -5 2 2 (e - (o)) G -G eo

onde <> é o valor esperado da funcao em N pontos do espaco de fase. Sendo as amostras

1 e j totalmente independentes, todos os produtos cruzados deverao desaparecer. Logo

vty = 32 ((Ze - (o))
3| ((y'y - (e,

Observa-se que a variancia é depende de 1/N, mas o valor dessa variancia pode ser

tem-se que

minimizada com a escolha correta da func¢ao peso p(z), tal que f(z)/p(x) seja uma fungao
suave em relagdo a z, ou seja, que a fungao p(x) determine os pontos no espago de fase a
serem desprezados. Sem perda de generalidade pode-se assumir que f(z) > 0, logo uma

escolha de p(x) para a variancia ser minimizada é

f(z)

p(x) - fo\i1 f(xz)

(2.12)
Quando se deseja calcular as probabilidades relativas de um sistema em equilibrio,
numa temperatura 7', governada por um Hamiltoniano H(z), usa-se uma fungao conhe-

cida, que pode ser descrita na forma do chamado fator de Boltzmann, ou seja

onde kg é a constante de Boltzmann. Substituindo f(z) na equagdo (2.12), tem-se a
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chamada distribuicao de Boltzmann, dada por

e—H(zi)/ksT e—H(zi)/kpT
ou  p(r;) = ————

onde utilizamos a fungao de particio Z = >, e ¥ (@:)/ksT de um sistema classico em um

ensemble canonico.

Calcula-se agora o valor do observavel A dado pela equagao (2.2). Ou seja,

cAse ZfVNf(H(%))Ai’
2 J(H(2:))

onde H é o Hamiltoniano do sistema. Escolhendo-se os estados com a distribuicao de

(2.14)

probabilidade p(x), a equacao anterior torna-se,

o p M) F(H () Ay

<A> ~ . (2.15)
> p M) f(H (i)
Se p(x) é dado pela equagao (2.13), tem-se
chs - N ZHE) ) A 016)
> ZfH(H () f(H ()
<A> = %;Az (2.17)
<A> = %ZA" (2.18)

A equagao (2.18) mostra o valor médio do observavel A é obtido apenas pela média
aritmética de A nos vérios estados, quando se considera uma densidade de probabilidade
p(z) proporcional a distribui¢ao de equilibrio f(H(x)). Basicamente, o que se fez foi con-
siderar apenas os estados no espaco de fase que tém contribuicoes dominantes para a ob-
tengao da média. Note-se que na equagao (2.18), obtida através do método de integragao
de amostragem por importancia, a quantidade de calculos numéricos nos problemas de
mecanica estatistica é reduzida consideravelmente em relagao a outros métodos, como por
exemplo, os métodos de quadraturas e o ja comentado gradiente de decida, principalmente

quando o integrando varia fortemente no espaco de fase.

2.1.2 Método de Metropolis

Como visto na segao anterior, a escolha especifica da fungao densidade de probabili-

dade significa que é necessario calcular apenas os estados que estiverem no equilibrio do
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sistema. O método desenvolvido por Metropolis et al. [28] é baseado no conceito de camin-
hada aleatéria (random walk) no espaco de fase. Esse método é essencialmente baseado
nas propriedades da distribuicao estacionaria das cadeias de Markov, onde se comeca de
um estado inicial xg do espago de fase, e os demais estados sao gerados de acordo com
uma distribuicao de probabilidade P(z). Numa cadeia de Markov a probabilidade de
transicao para um novo estado depende apenas do tultimo, ou seja, os estados gerados
nao sao totalmente independentes. A cadeia de Markov é o andlogo probabilistico das

trajetérias no espago de fase geradas pela equagao de movimento na dinamica molecular.

As probabilidades de transi¢oes numa cadeia de Markov sao normalmente represen-
tadas por W(z; — x;), que é a probabilidade do sistema ir de um estado z; para outro
estado z;. Se a probabilidade de transicao satisfizer certas condigoes, pode-se assegurar
que o sistemas ird para um estado em equilibrio apés um tempo suficiente de simulacao.

As condigoes sao:

(i) W(x; —z;) > 0 para todo i, J; (2.19)
(i) ZW(:@ ;) = 1 (2.20)
(1i7) P(x;)W(x; — xj) = Pz)W(x; — x;). (2.21)

As condigbes mostram que: (i) toda probabilidade de transicao de estados deve ser posi-
tiva. (i) W tem que ser uma matriz estocastica, na qual cada coluna dessa matriz é um
vetor de probabilidade onde a soma dos valores de probabilidades de cada vetor é igual
a 1. A condicao (iii) é uma condicao forte, pois representa a reversibilidade microscépica

de dois estados em equilibrio, que, utilizando a Eq. (2.13), pode ser escrita como

Wz —x;)  Pxy)
W(x; — x;) ~ P(xy) (2.22)

— o H(z)—H(z:)l/kpT (2.23)

Logo, pode-se ver que a probabilidade de transicao depende apenas da diferenca de energia

do estado inicial e final, ou seja

AH(z;,x;) = H(xj) — H(x;).
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A escolha de Metropolis para W(z; — z;) é dada por

—AH(Z‘i,l'j)/kBT’ se AH >0
se AH <0.

‘ (2.24)

1

W(z; — z;) = { f

A

O fator multiplicativo de 1/A é cancelado na equagao (2.22) e nao influi na reversibilidade
do sistema. Observa-se que a probabilidade de transicao de Metropolis claramente satisfaz
as condigoes necessdrias [condices (2.19), (2.20), (2.21)]. E importante enfatizar que além
da probabilidade de transigao ocorrer para diferentes estados (i # ), também é permitida

a transic@o no caso do sistema estar no equilibrio (i = j).

O conceito importante é que a solucao nunca pode ser Unica, mas sempre uma esti-

mativa. Logo o célculo da variancia e do desvio padrao pode ter resultados duvidosos.

Apesar da dinamica discutida anteriormente conduzir o sistema para um estado de
equilibrio, a velocidade de convergéncia para o equilibrio depende da escolha da probabi-
lidade de transicao WW. Na préatica, usa-se o método da “tentativa e erro” para identificar
o tempo de simulacao de Monte-Carlo necesséario para o sistema encontrar o estado de

equilibrio.
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3 Modelo e aproximacao numeérica

3.1 Introducao

Neste Capitulo serao apresentados os principais modelos utilizados para descrever sis-
temas bidimensionais de particulas carregadas confinadas, bom como o modelo do sistema
estudado nessa dissertacdo. Em geral o Hamiltoniano (H) que descreve o sistema, com
temperatura zero ou proxima de zero, é composto por dois termos, a saber, o potencial

de confinamento (V,) e o potencial de interacdo entre as particulas (V;), ou seja,

H=V,+V,. (3.1)

Usualmente, o potencial de confinamento das N particulas é do tipo parabdlico, ou

seja,

mwers (3.2)

N | —

N
-y
=1

onde wy é a intensidade do confinamento. No entanto, é também usual considerar as
particulas confinadas numa regiao por paredes “duras”[10, 29]. Nesse caso, o potencial de
confinamento é dado apenas pelo potencial da parede, o qual é zero no interior do espaco
delimitado por ela e infinito sobre ela. Outro tipo de confinamento que foi introduzido por
Farias e Peeters em 1996 [30] e estudado de forma sistemética por Ferreira et al. [31, 32],
corresponde ao confinamento coulombiano [Figura 9(a)]. Nesse caso, as particulas sao
mantidas numa regiao finita do plano pela atragao eletrostatica de uma carga oposta
(7). Conforme mostrado por Ferreira et al. [32], o confinamento do tipo parabdlico é
apenas um caso particular do confinamento coulombiano, e ocorre quando a carga de

confinamento é muito maior que o nimero de cargas a serem confinadas (Z > N).

Em relagao ao potencial de interacao, é usual considerar o tipo de interacao entre as

e*krij

particulas carregadas do tipo Yukawa ( ) [33], onde k é o pardmetro de blindagem

Tij
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Figura 9: Sistema de particulas confinadas através de um potencial (a) coulombiano e (b)
parabdlico.

da interacao entre as cargas e r;; a distancia entre as cargas ¢ e j. Entretanto, em
alguns trabalhos foi considerado que a interacao entre as particulas era do tipo logaritmica
[34, 35](como ocorre no caso de vértice de campo magnético em supercondutores do tipo
IT) ou do tipo dipolar [10, 36].

Sistemas de cargas confinadas nao sao estudados apenas teoricamente, mas também
experimentalmente como foi mostrado em diversos trabalhos recentes [37, 38, 9, 39, 40,
41]. E interessante observar que varias propriedades estruturais dinamicas e térmicas sao

perfeitamente descritas pelos modelos simples comentados aqui.

Neste trabalho analisa-se as propriedades estruturais, dinamicas e térmicas de um
sistema de particulas carregadas confinadas por um potencial parabdlico e que interagem
entre si através de um potencial coulombiano. Diferentemente de trabalhos anteriores,
considera-se aqui a presenga de particulas com diferentes cargas e/ou massas. Mais espe-
cificamente, o sistema binario estudado nesta dissertacao consiste de Ny particulas com o
valor de carga fixa ¢y e valor da massa fixa my, e N, particulas com carga variavel ¢, e/ou
massa variavel m,. A carga e/ou massa variavel das particulas sdo os parametros que sao
mudados durante a simulagao ao contrario da carga e/ou massa fixa das particulas que
permanecem inalteradas durante a simulacao. Todas as particulas interagem através de
um potencial Coulombiano do tipo 1/r. O sistema é confinado através de um potencial
parabdlico. Considera-se o sistema a temperatura 7" = 0, com isso, conforme ja comen-

tado, o termo de interacao entre as particulas ¢ dominante. Assim sendo, o Hamiltoniano
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do sistema pode ser representado por

Ny
H = Z—mfwor —|—Z—mvw0r + Z| =y
SR (3.3)
q L 4 il |
v fYv
SN NNy

onde € é a constante dielétrica do meio onde as particulas estao se movendo, e r; = || a
distancia da i-ésima particula ao centro do potencial de confinamento. Os dois primeiros

termos da Eq. 3.3 correspondem ao potencial de confinamento, dado por

Ve= Z—mfwor +Z —mwar

Os termos restantes correspondem ao potencial de interacao entre as particulas, dado por

qf qv 4 U
Z |rz—r]| Z |7’k—7"z| € Zz\rm—rn|

i>7=1 k>l=1 m=1n=1

A fim de revelar os parametros importantes do sistema, é conveniente definir os
parametros a = ¢,/qs, = m,/my e escrever a energia e as distancias em termos de
Eo = (mpwiq}/26%)"% e 1o = (2¢F /myewd)'/?, respectivamente. Isso permite reescrever o

Hamiltoniano da Eq. (3.3) na seguinte forma adimensional:

Ny N,
o

A Eq. (3.4) mostra que o sistema depende do nimero de particulas dos dois tipos (Ny e
N,) e dos parametros a e (3, diferenciando-se assim, do sistema com apenas um tipo de
carga [4, 8], que depende apenas do nimero total de particulas. E importante observar

também, que ¢y e my sao a carga e a massa de referéncia, respectivamente.

Sistemas binarios tém sido estudados recentemente tanto do ponto de vista tedrico

[42, 43] como experimental.

3.2 Monte Carlo e método de Newton modificado

O método de Monte Carlo ja foi comentado no Capitulo 2. O método de Newton
modificado, no entanto, foi recentemente proposto por Schweigert e Peeters [8] e trata-se

de uma poderosa ferramenta numérica para a determinacao da configuracao de minima
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Figura 10: Comparacao da precisao obtida entre os métodos de Newton modificado e
algoritmo Monte Carlo de Metropolis. Figura retirada da referéncia [8].

energia do presente sistema. Por se tratar de uma técnica nao muito difundida, alguns

comentarios serao aqui apresentados.

Considera-se que as coordenadas das particulas apds n passos de simulacao do Monte
Carlo sdo dadas por r2 (v = #,y;i = 1,2,3..., N). Sabendo que o método do Monte Carlo
leva a configuracao do sistema para as vizinhancas do minimo de energia, escrevemos o

potencial do sistema, numa aproximacao harmonica, através do Hamiltoniano

n n 1 n n
Hlryg) = HIrl ] =Y 0 Hyilrs —15,) + 5 DD Hopaj(rys — 12 ) (rag —15,), (3.5)
iy

by 7.8
onde H,, = —0H/0r,; é a coordenada <y da forca sobre a particula i. Um elemento da
matriz dinamica é dado por
0*H
Hpi=———. 3.6
VBsij 87“%1‘(97"57]' ( )

Quando o sistema se encontra no estado de minima energia, tem-se que 0H|r, ;]/0r,; = 0,

de modo que, usando-se a Eq. (3.5), obtém-se a seguinte equagao
Z H.pij(rg; —1j;) = Hys. (3.7)
7B

O método de Newton modificado tem uma eficiéencia maior na vizinhanga do minimo,
mais especificamente quando a matriz dinamica é positiva. Dessa forma, é conveniente
utilizar inicialmente o método de Monte Carlo que rapidamente leva o sistema a uma
configuracao préxima ao minimo global. Para assegurar a estabilidade do algoritmo, a

Eq. (3.7) deve ser modificada pela inclusao de um coeficiente de amortecimento 7 [8]. Ou
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seja,

> (Sysiin + Hypij)(rag — ;) = Hoi, (3.8)

7,8
onde d,3;; representa a matriz unitdria. Nas primeiras iteragoes atribui-se um alto va-
lor para o coeficiente de amortecimento, tipicamente no intervalo n = 10 — 100. Se
nos préximos passos a energia do sistema diminuir, o coeficiente de amortecimento é re-
duzido, enquanto que no caso contrario, ou seja, se a energia do sistema aumentar, o
coeficiente 1 também serd aumentado. E observado que esse processo de escolha do co-
eficiente de amortecimento garante uma rapida convergéncia no processo de iteracao. O
processo de iteracao é cessado quando o valor de n torna-se menor que um valor critico
pré-determinado e a precisao desejada no valor da energia é atingida [8]. A eficiéncia
do método de Newton é ilustrada na Figura 10. Como pode ser observado, o método
de Newton modificado oferece uma rapida convergéncia em relacao ao método de Monte

Carlo padrao.

Para ter a certeza que a configuracao de minima energia foi encontrada, considera-
se 1000 diferentes configuracoes iniciais aleatérias. Contudo, para alguns valores de «
e f (o = 3), onde se obtém tipicamente um grande nimero de configuragoes estéveis
(N¢s =~ 160), considerou-se mais de 4000 diferentes configuracoes iniciais aleatérias. O
procedimento adotado permite encontrar nao apenas o estado fundamental, mas também
os estados meta-estaveis. De todos os estados estaveis obtidos, aquele de menor energia foi
considerado como o estado fundamental do sistema. Apds encontrar o estado de minima
energia, calcula-se os autovalores e os autovetores da matriz dinamica Eq. (3.6) através
da técnica de diagonalizacao de Houserhold [8]. O quadrado da freqiiéncia dos modos
normais sao obtidos através dos autovalores. Garante-se que a configuracao sera estavel

quando o menor autovalor for positivo [8].

3.3 Modos Normais

Nesta secao apresenta-se o método usado nos calculos das freqiiéncias dos modos
normais de vibragao do sistema. O espectro dos modos normais foi obtido através da

aproximacao harmonica [44].

Partindo-se da configuracao do estado fundamental, considera-se um pequeno des-

locamento das particulas em torno de sua respectivas posigoes de equilibrio (xg, o), ou
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seja,

T; = To; + 5$i;
(3.9)
Yi = Yoi + 0Y;.

Desse modo, pode-se expandir o Hamiltoniano (3.4) em torno de tais posigoes. Considerando-

se a expansao do Hamiltoniano até o termo de segunda ordem em (dz;, dy;), tem-se

N —

_ N\ Pipi o ooy 1 B . A.SB.
H= > o, +V(xo,yo)+2izj5Rz A SR, (3.10)
onde
82H(R-—R-)
A, = LU T ) L
a?H RZ—R - . 3.11
Au‘:E # (i=17)
— 0?R;
J(#1)

O segundo termo do lado direito da Eq.(3.10), V (&, 7o), representa o potencial de in-
teracao entre as particulas calculado na posicao de equilibrio, enquanto que o ultimo
termo representa a segunda derivada, onde 5}1- = dz;é, + 0y;6y. O termo correspon-
dente a primeira derivada deve ser nulo pois estamos considerando o sistema na posicao
de equilibrio, onde a forca resultante deve ser nula. Os termos correspondentes a se-
gunda derivada da Eq. (3.10) sao explicitamente mostrados abaixo onde foi utilizado a

nomenclatura (u = «, f;w = «, 3). Para (u=w) e (i # j), tem-se

on_ i Bl )
OOz <\ (i - ;)" + (yi — yj)2]3/2 [(: - )" + (i - yj)Q]m |
*H ¢ 3 (@i — ) (yi — yj) )
oz oy €\ (@i —2)° + (i — v3)] ) (3.12)
*H ¢ 3 (zi — ) (yi — yj) ) |
Oy 0z} €\ (@i —2)° + (i — v3)°] )
52 H :_l_ﬁ 1 B 3(yi —y;)° )
Qy;' oy €\ (@ — )" + (v — yj)2]3/2 (2 = ;)" + (9 — yj)2]5/2
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Enquanto para o caso (u = w) e (i = j), tem-se
N v
O°H__df zf: 3 (i — ;) (yi — yj) L G (i 3(wi — ;) (yi — yj)
u w 5/2 5/2
0rtyt’ € \ 5= [(wi— ) + (i — )] ¢ \T @i —2) + (i — )"
N v
OH__df zf: 3 (i — ;) (yi — yj) L (i 3 (xi — ;) (yi — yj)
U)W 5/2 5/2
Oyrow? €\ [(w — 25)" + (5 — )’ ¢\ (@i — )+ (i — y)°]
9?H ¢ [ 1 & 3 (x; — ;)"
LA 1)> 53
Orj0r; ¢ \S [wi—a) + wi—u)T"” T (- ) + i - )"
_ﬂ<§: ! S Lty )
3/2 5/2 |
€ \5T [ =) + (i — vy)] = [ — )’ + (i — )]
N N
o°H 7 [ & 1 - 3 (y: — ;)
B> 53
0yi'dy; €T [(@i— )" + (i — )] i =1 (=) + (i — yjﬂw
s (i 1 S Bwmw) )
¢ \S [@—2)"+ - v)]"” S -2+ - v)]"
(3.13)
Agora para (u # w) e (i # j), tem-se
0*H Y -1 + 3 (x; — xj)2 )
OuiOz} € \[(mi—a)+ ( 2)%/2 — 2 (g - )Y
PH 3(z; — a:] )
8:75;‘83/}“ € [(901 _ xj)z 5/2 -
PH 3(z; — .7:] ) '
Oy Oz € [(:Ei B xj) 5/2
PH n 3 (yi —yy)” )
u w 3/2 5/2
9y:0y; A\ @i - 933‘)2 + (yi )" 1)+ -9y
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Enquanto para o caso (u # w) e (i = j), tem-se

Ny

82["[ _ % Z
Ozt oy € I
Ny

*H __ U Z
oyrozy € ‘5
Ny

82H _ w Z
Oz} oxy € ‘5
Ny

52H _ % Z
dy;' Oy’ € ‘I

onde u,w =

3 (w; — x5) (yi — y))

[(:

— :L‘j)2 + (i — yj)2]5/2> ,
3(w; — xj) (yi — y5)

[(:

- :Uj)2 + (yi — yj)2]5/2> 7

1 4 3 (IL‘Z Ij)2 )
(i — 2)* + (yi — yj)2]3/2 (i — 2)* + (yi — j>2}5/2 |
1 3(yi — ;) )
5m T 5 215/2
(i — 2)* + (yi — y)°] / (i —25)" + (v — )" /

particulas com carga/massa varidveis.

f,v (f é o indice para particulas com carga/massa fixa e v o indice para

As equagoOes acima podem ser organizadas na forma matricial, como segue,

onde (no caso i # j)

uw,Tr  uu,TY
) (1&U %%j>
17 3
uu, YT uu,YY

0*H
gz ,
I Ox} oz
w Y 0’H
a.: =
Y ooy’
wgpe _ O
“ dypoxy’
gy __O°H
K Oy;'0yy

(3.16)

(3.17a)
(3.17b)
(3.17¢)

(3.17d)

(3.18)
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com (i = j)

ult = 85;5;;”’ (3.19a)
g = af;gg}’ (3.19D)
wpyr azja}iy’ (3.19)
wG azjg;v' (3.19)

Utilizando as Egs. (3.16) e (3.18), pode-se reescrever o uiltimo termo da Eq. (3.10),
§R; - A - 5}_%}, como

. ) wgr gy 0z,
OR; - Aij - 0R; = ((5961- 5%‘) D y]a? u y]y '
g ey 0y;
= OR;-Ay-0R; = YT o0y +"ay 00y +"ady dyidx s+ al dyidy;. (3.20)

As equagoes de movimento para as coordenadas x e y da i-ésima particula sao:

il 21
" or dox;’ (3.212)
; = — ) 3.21b
Mo 95y (3:21b)

A partir das Egs. (3.10) e (3.20), as Egs. (3.21) podem ser reescritas como
Mi—mm = g Z( by 0wy +"ag] 0y;), (3.22a)
j=1
82(5:% 1 N WYL ww

1

<
Il

Por se considerar as particulas oscilando em torno da posicao de equilibrio, assume-se

entao uma solugao oscilatéria do tipo
SR;(t) = 6R;e™™t (3.23)

onde 5]%(15) = dz;(t)é, + dyi(t)e, e SR; = 616, + 0Y;éy.
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Substituindo a Eq. (3.23) nas Egs. (3.22), tem-se

N
1 ’LL xrxr U’LU T
—miw25xz~ - 52_: % &ﬂ] + yéyj)
1 N
—miw25y@- — 52 u%yw(sxj +uw yy(;y])

Essas equacgoes podem ainda ser reescritas na seguinte forma:

N

Z [(2mw?0y; —""aiy)ow; =" ailby;] = 0, (3.24a)
7=1

N
Z —"ul oy + (2maw?di; —"al?)oy;] = 0. (3.24D)
J=1

As Egs. (3.24) podem ainda ser escritas na forma matricial. Assim sendo, o problema
de encontrar as autofrequéncias dos modos normais de vibragao do sistema é resumido
ao calculo dos autovalores da matriz derivada das Egs. (3.24), dada na pégina seguinte,
Eq. (3.25). Através dos autovalores da matriz 2N x 2N, calcula~se o quadrado das
autofrequeéncias dos modos normais de vibracao do sistema. Quando todas as freqiiéncias
dos modos normais sao positivas e reais a correspondente configuracao das particulas é

armazenada, pois € a uma configuracao estavel do sistema.
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4 Resultados e discussoes

4.1 Indroducao

Descreve-se neste capitulo os resultados obtidos no sistema introduzido no capitulo
anterior [3.4], ou seja, um aglomerado de particulas com diferentes cargas e/ou massas
confinadas. Inicialmente, estende-se os resultados apresentados na Ref. [43], onde foi
considerado apenas o caso em que o = 2 e § = 1, para diferentes valores da razao entre
as cargas («) e da razao entre as massas () dos dois tipos de particulas. Em geral,
a estrutura do sistema é fortemente dependente dos parametros a e 3, e conforme serd
mostrado, os dois tipos de particulas nem sempre se separam em camadas. De fato, a
separacao entre as particulas ocorre para valores criticos de a e 3. E observado também
que o espectro dos modos normais é bastante afetado pelos parametros « e 3. Deste que
os modos normais possam revelar importantes caracteristicas sobre a agao coletiva das
particulas e sobre a estabilidade da configuracao do sistema, estes serao analisados em
funcao de a e f. Em seguida, apresenta-se um diagrama de fase em funcao de o e (3,
no qual sao mostradas regioes onde o sistema de particulas estd separado em camadas
e o tipo de transicao que ocorre no sistema quando ha uma separacao dos dois tipos de
particulas. Por fim, mostra-se que é possivel saber quando as diferentes particulas estao

numa configuragao de camadas através de um parametro de ordem que serd definido.

4.2 Particulas com diferentes cargas

4.2.1 Estrutura

Inicia-se essa se¢ao com uma discussao sobre as diferentes estruturas do sistema para
0 caso em que as particulas tém a mesma massa, (§ = 1) e cargas diferentes (o # 1).

Contudo alguns resultados para 0 # 1 também sao comentados. Algumas configuragoes



4.2 Particulas com diferentes cargas 47

do estado fundamental do sistema com Ny particulas com carga fixa e N, particulas com
carga variavel sao apresentados na Figura 11. Como mostrado, a estrutura na qual as
particulas dos dois tipos estao separadas em camadas distintas nem sempre esta presente.
A separagao das particulas depende do parametro o e do nimero de particulas (N, N,).
Em geral, hd uma clara separacao em camadas entre os dois tipos de particulas quando
a # 1. Nesse caso, as particulas com carga de maior valor localizam-se na parte mais
externa do aglomerado, enquanto que as particulas com carga de menor valor permane-
cem nas proximidades do centro do potencial de confinamento. Isto se da pela interacao
eletrostatica mais intensa entre as cargas de maior valor. Como resultado, essas particulas
tendem a se localizar o mais distante possivel uma da outra a fim de minimizar a ener-
gia total do sistema. No entanto, para determinados valores de «, a competicao entre a
interacao eletrostdtica entre as cargas e o potencial de confinamento gera configuracoes
extremamente assimétricas e/ou misturadas (Figuras 11(b), (¢), (k)). Essa configuragao
assimétrica pode ser definida no caso em que as particulas com cargas distintas sao ob-
servadas a uma mesma distancia do centro do potencial de confinamento [por exemplo
Figura 11 (k)]. Essas configuragoes foram observadas apés vérias realizagoes (~ 4000), do
método descrito no Capitulo anterior, para diferentes configuragoes iniciais e considera-se

a configuracao do estado fundamental aquela que possui a menor energia.

As diferentes configuracoes obtidas em funcao de «, podem ser melhor observadas
através do grafico da distancia de cada particula ao centro do potencial de confinamento
(r;) em funcdo de a. Como exemplo, mostra-se na Figura 12 as curvas r; © « para
aglomerados tipicos com Ny = N, = 5 e Ny = 7, N, = 6 particulas. Em geral, ha dois
intervalos de o em que as particulas com cargas distintas sao separadas, formando anéis
perfeitos. As regioes (I),(II),(III) e (IV), definidas na Figura 12, identificam os intervalos
de a nos quais o sistema apresenta uma estrutura na qual as particulas dos dois tipos
estao separadas em diferentes camadas de outras configuragoes do estado fundamental. As
linhas pontilhadas verticais representam mudancas da estrutura de camadas para outra
estrutura e vive-versa, através de uma transicao de fase estrutural de primeira ou segunda
ordem que sao confirmadas na Figura 13. A linha tracejada vertical na Figura 12(b), indica
uma transicao da estrutura de camadas para uma configuracao diferente sem qualquer
transicao de fase estrutural, pelo menos de acordo com a definicao de transicao de fase

estrutural que é considerada aquil.

Na Figura 12(a) uma perfeita estrutura de camadas é observada nas regioes (I) e (I1I).

1Uma transicao de fase estrutural de ordem 7 é aqui identificada por uma descontinuidade de derivada
de ordem 7 da energia em relagao ao parametro que gera a transigao.
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Figura 11: Estado fundamental para aglomerados com diferentes niimeros de particulas
e com diferentes valores do parametro . A razao entre as massas é sempre 3 = 1. Sao
mostradas as particulas com carga varidvel (cinzas) e carga fixa (pretas). O nimero de
particulas nas figuras sdo: (a-d)N; = N, = 5; (e-h)N; =7, N, = 6; (i-]) Ny = 12, N,, = 6;
e (m-p)Ny =19, N, = 6.

Note-se que as particulas do mesmo tipo encontram-se a uma mesma distancia da origem
nas regioes (I) e (III). O mesmo é observado nas regioes (II) e (IV) da Figura 12(b). Para
a =~ 0.3 na Figura 12(b), essas estruturas comegam a se deformar lentamente. Em alguns
casos, a estrutura de camadas desaparece no limite o — 0, como pode ser observado
na Figura 12(c) para o caso particular do aglomerado com Ny = 7 e N, = 6 particulas.
Nota-se que, nesse limite, as particulas com carga variavel (simbolos cinzas) comportam-se

efetivamente como uma tnica particula.

A variacao do parametro o gera modificagoes na configuracao do estado fundamental
do sistema, como pode claramente ser observado na Figura 12. Tais modificagbes podem
ser abruptas ou continuas. No primeiro caso, a mudanca na configuracao é associada a
transicao de fase estrutural da primeira ordem. Em geral, as transicoes sao classificadas

como segue:

e Quando a razao entre as cargas e a razao entre as massas sao ambas iguais a um,
ou seja a = [ = 1, ocorre uma permutacao entre as posicoes das particulas com

cargas diferentes. Particulas de um tipo que estavam localizadas na camada interna
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Figura 12: Distancia de cada tipo de particula ao centro do potencial de confinamento,
em funcao de «, para aglomerados com (a) Ny = N, = 5 particulas, e com (b)(c) Ny =7
e N, = 6 particulas. Os pontos pretos indicam a posi¢cao do conjunto de particulas, Ny,
enquanto os pontos cinzas representam o outro conjunto de particulas, N,,.

do aglomerado passam para camada externa e as particulas da camada externa
passam para interna (ver Figura 12). Essa permutacao é caracterizada por uma
transicao estrutural de primeira ordem, ou seja, ocorre uma descontinuidade na
derivada primeira da energia em relacao a o. Quando [ # 1, nenhuma permutagao

nas posigoes das particulas é observada para a = (3;

Transicao de fase estrutural de primeira ordem também ocorre para « # (3, quando

as posigoes das particulas muda abruptamente em funcao de « (ver Figuras 12 e

13);

A transicao da regidao (I) para a regiao (II) na Figura 12(a), em que nao ocorre
nenhuma mudanca abrupta nas posicoes, corresponde a uma transicao de fase estru-
tural de segunda ordem, que ¢é caracterizada por uma descontinuidade na derivada
segunda da energia em relagdo a « [Fig. 13(c)]. A primeira derivada é continua

nesse caso [Fig.13(b)].

Essas caracteristicas sao observadas também para os casos em que § # 1. As

transicoes de fase estruturais anteriormente comentadas podem ser observadas na Figura
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Figura 13: (a),(d) Energia em funcéo de « para aglomerados com Ny = N, =5e Ny =7,
N, = 6 particulas, respectivamente. A primeira e segunda derivada da energia em funcao
de a sdo mostradas também nas figuras [(b),(e)] e [(c),(f)], respectivamente. As linhas
verticais pontilhadas separam regides caracterizadas pela configuracao de camadas de
outras nas quais essas configuracao nao esta presente.

13, para os aglomerados com Ny = N, =5 e Ny =7, N, = 6 particulas.

Analisando a Eq. (3.4), é esperado que o valor da energia do sistema diminua ao passo
que o valor do parametro « decresga. Esse fato pode ser observado nas Figuras 13(a) e
13(d). Analisando a Figura 13 foi observado que no caso onde Ny = N,, a energia para
a < 1 (E,<1) pode ser obtida a partir da energia para a > 1 (E,~1) através do seguinte

43 ¢ @ — 1/a. No caso de Ny # N, um escalonamento

escalonamento F,~1 — E,-1«
semelhante da energia para o < 1 a partir da energia de a > 1 é possivel através da relagao
Eos1 — Eo»10" e o — 1 /o, mas agora o expoente n depende do niimeros de particulas de
ambos os tipos (Ny, N,). Por exemplo, para aglomerados com Ny =7, N, = 6 particulas

encontra-se n=1.23.

Ainda em relagao a estrutura das configuragoes, é interessante comentar uma peculia-

ridade do sistema: quando a razao entre as cargas ¢ aproximadamente igual a razao entre
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Figura 14: Numero de configuracoes estaveis em funcao de a para aglomerados com
Ny = N, =5e Ny = 7,N, = 6 particulas e diferentes razoes entre as massas dos dois
diferentes tipos de particulas (3 = 0.5, 1,2).

as massas, a ~ (3, um grande nimero de configuragoes estaveis é observado. Esse resul-
tado foi obtido através da andlise do nimero de estados estaveis para uma configuracao
nas diversas realizagoes (~ 4000). Esse resultado mostra que de alguma forma, as ca-
racteristicas, elétricas e inerciais das particulas estao acopladas. Quando a é bastante
diferente de (3, o ntimero de estados estaveis diminui drasticamente. Exemplos desses
resultados sao mostrados na Figura 14, para os aglomerados anteriormente estudados
(N =N, =5¢e Ny =7, N, =6), considerando-se trés diferentes valores da razao entre
as massas dos dois tipos de particulas, 5 = 0.5,1,2. No caso especifico em que 8 = 1(todas
as particulas tém a mesma massa), um grande nimero de configuragoes estéveis (carac-
terizadas por uma mistura dos dois tipos de particulas nas varias camadas) é observado
quando a ~ 1. No entanto, quando a = 1, esse numero decresce abruptamente. Isto
ocorre porque, no caso = 3 = 1, as particulas sao idénticas e a mistura entre os dois
tipos de cargas torna-se irrelevante. Ainda considerando § = 1, o maximo no numero
de estados estaveis [Figuras 14(b) e 14(e)] é maior no caso em que Ny # N, devido a

proximidade da degenerescéncia nas configuragoes, que difere apenas por pertubacao de

duas particulas de tipos diferentes.
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Os resultados apresentados na Figura 14 indicam que sistema nos quais a ~ (§ devem
apresentar uma temperatura de fusao pequena em relacao a aglomerados caracterizados
por a # (3 (entenda-se valores de « bastante diferentes de (3). Essa afirmativa é baseada
no fato de que, nos casos em a ~ 3, a curva de potencial é caracterizada por um grande
nimero de minimos, que em muitos casos, apresentam uma pequena barreira de energia em
relacao ao estado fundamental. Pequenas variacoes na temperatura permitem transigoes
para os estados metaestaveis, que é um mecanismo tipico da transicao sélido-liquido.
Além disso, as configuragoes do estado fundamental, observadas no limite @ ~ [ sao
caracterizadas por uma distribuicao assimétrica das particulas (apesar da simetria circular
do potencial de confinamento parabdlico), fato que facilita a deformagao da estrutura. essa
conjectura pode ser confirmada com a simulacao do sistema em diferentes temperaturas.

Os resultados para esse caso sao mostrados na secao 4.5.

Vale enfatizar aqui que o paragrafo anterior é uma conjectura do autor que ainda nao

foi comprovada, logo é uma extensao natural do trabalho que merece ser investigada.

Conforme comentado anteriormente, vale enfatizar novamente a falta da simetria de
rotacao da configuragao de minima energia observada em alguns casos [Figuras 11(b), (e),
(g) e (k)]. A configuragdo do estado fundamental, que apresenta a simetria de rotagao,é
observada apenas em aglomerados confinados com o potencial parabdlico quando ha um
pequeno numero de particulas carregadas, onde isso é uma consequéncia da simetria do
potencial de confinamento. Contudo, no presente caso, a correlagao de posicao entre as
particulas com cargas distintas supera a simetria circular do potencial de confinamento,
resultando numa configuragao assimétrica, observado nos casos onde a # 1. Conclui-
se, portanto, que a presenca das particulas com diferentes cargas afeta fortemente as

propriedades estruturais do sistema.

4.2.2 Modos Normais

Nesta secao analisam-se as freqiiéncias dos modos normais de vibracao do sistema
descrito pela Eq. (3.4). As freqiiéncias dos modos normais foram calculadas através da
aproximacao harmoénica conforme descrito na Secao 3.3. Como um exemplo dos resulta-
dos, apresenta-se na Figura 15, as freqiiéncias dos modos normais, em funcao de «, para o
aglomerado com Ny =7 e N, = 6 particulas. As freqiiéncias correspondentes ao modo do
centro de massa (CM) (w/wy = v/2), a0 modo de respiracdo (MR) (w/wy = v/6) e a0 modo
com freqiiéncia w/wy = 0 ndo dependem do parametro «, caracteristica, esta observada

em todos os casos estudados com 3 = 1. Esse comportamento é uma conseqiiéncia do
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Figura 15: (a) Freqiiéncia dos modos normais em fungao de o para um aglomerado com
Ny =7 e N, = 6 particulas. (b) Freqiiéncia dos modos normais da regiao (I) para o
mesmo aglomerado.

potencial de confinamento parabdlico, que pode ser verificada analiticamente [45]. Con-
tudo, para 0 # 1, que significa particulas com diferentes massas, ocorre uma quebra de
simetria no potencial de confinamento [ver Eq. (3.4)] que leva ao dessaparecimento dos
modos correspondentes ao CM e MR. Em geral, as freqiiéncias dos modos normais exibem
descontinuidades, que estao associadas transicoes de fase estruturais de primeira ordem
(com excegao do caso a« = = 1). No caso das transi¢oes de fase estruturais de segunda
ordem, nenhuma descontinuidade nas freqiiéncias dos modos normais é observada, mas a

minima freqiiéncia nao nula atinge um valor préximo de zero nos pontos de transicao.

As linhas tracejadas verticais na Figura 15 dividem o intervalo em « em quatro
regides [(I),(II), (III), (IV)] associados com o arranjo das particulas no sistema, como
anteriormente definido na Figura 12(b). Nas regides especificas (I1)(0.053 < o < 0.694) e
(IV)(a > 1.309), particulas com diferentes cargas estao separadas em diferentes camadas.
Em cada uma dessas regioes, a freqiiéncia dos modos normais apresenta uma degene-
rescéncia, que esta associada com a alta simetria da configuracao fundamental, maior do
que a observada nas regioes (I)(a < 0.053) e (III)(0.694 < a < 0.1.309). Na regiao (IV),
alguns modos possuem freqiiéncias que tornam-se independentes de «, enquanto outras

variam lentamente em funcao de a.

Analisa-se agora o comportamento da minima freqiiéncia nao nula e o modo normal
associado, o qual é relacionado a estabilidade da configuracao do estado fundamental.
Além disso, o modo normal associado com a minima freqiiéncia nao nula pode ofere-

cer importantes informagoes sobre a transi¢ao sélido-liquido do sistema [8]. Na Figura
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Figura 16: (a) Minima freqiiéncia ndo-nula em fungao de o para um aglomerado com
Ny =T7e N, =6 particulas. (b) Minima freqiiéncia ndo nula da regiao (I) para o mesmo
aglomerado.

16 a minima freqiiéncia nao nula do aglomerado com Ny = 7 e N, = 6 particulas, é
apresentada em funcao de a. Esse aglomerado especifico é considerado porque apresenta
configuragoes comensuraveis (quando o nimero de particulas da camada externa pode ser
escrito como um miiltiplo inteiro do nimero de particulas da camada interna) ou inco-
mensuraveis, dependendo dos valores de a e 3. O comportamento da minima freqiiéncia
nao nula serd analisado em tais casos. As mesmas regioes da Figura 15 sao também
apresentadas na Figura 16. Contudo, novas regioes sao definidas (distinguidas por linhas
pontilhas), separando diferentes intervalos de o onde a configuragao do estado fundamen-
tal ¢ a mesma, mas o modo normal de vibracao ¢é diferente [regides (IVa), (IVb), (IVc)].
Na regiao (I1)(0.053 < a < 0.694), as particulas com carga menor (esferas cinzas) sao lo-
calizadas na regiao interna do aglomerado, enquanto as outras particulas (esferas pretas)
sao localizadas na camada mais externa. O sistema apresenta uma configuracao incomen-
surdvel (1,5,7) (ou seja, uma particula com carga varidvel estd localizada no centro do
confinamento, cinco particulas com carga variavel na primeira camada e sete particulas
com carga fixa na camada externa), de modo que o nimero de particulas na camada ex-
terna nao é multiplo inteiro do niimero de particulas da camada interna. Nas regides (IV),
as particulas também sao arranjadas em trés camadas, mas agora em uma configuragao
comensuravel (1,6,6), onde todas as particulas com carga de maior valor estao localizadas

na camada externa.

Em geral, observa-se que o modo de vibragao com menor freqiiéncia nao nula LNM(lowest
normal mode) é fortemente dependente do parametro a.. Nas regioes (IVa), (IVb) e (IVc),

da Figura 16, por exemplo, apesar da mesma configuracao, o LNM ¢ alterado de acordo
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com o valor de a. No intervalo 1.43 < a < 2.38 [regidao (IVb)] o LNM corresponde a
um movimento do tipo par vértice-antivértice, enquanto para o > 2.38 [regido (IVe)] o
LNM corresponde a uma rotacao inter-camadas, no qual as vérias camadas do sistema
giram em sentidos contrarios de modo a conservar o momento angular total do sistema
[ver Figura 16(a)]. Esse fato mostra que a barreira de potencial para o modo de rotagao
inter-camadas nao é controlada unicamente pela razao do nimero de particulas nas ca-
madas, como mencionado na Ref. [43], mas também pelo parametro «, que controla a
barreira de potencial formada pelos dois tipos de particulas. Contudo, quando a rotacao
inter-camadas é o LNM, a freqiiéncia para ativacao deste modo é fortemente dependente
da razao das particulas nas camadas. Por exemplo, na regido (II), onde as particulas estao
arranjadas em uma configuragao incomensuravel, o valor da minima freqiiéncia nao nula,
correspondente ao modo de rotagao inter-camadas, é baixo (W, ~ 10_4). Por outro
lado, na regiao (IV) as particulas sdo arranjadas em uma configuracao comensuravel, de
modo que o valor da freqiiéncia de excitagao para o modo de rotacao inter-camadas é alto
(w~ 0.5—10.8), comparado com a freqiiéncia do mesmo na regiao (II). Uma dependéncia
similar da minima freqiiéncia nao nula com o nimero de particulas nas varias camadas
diferentes, em um sistema contendo somente um tipo de particula carregada, foi obser-
vada através de simulagoes numéricas por Schweigert e Peeters [8] e experimentalmente

por Melzer [2].

Como mencionado anteriormente, na regiao (IVc) a rotacdo inter-camadas corre-
sponde ao LNM. Como pode ser observado nessa regiao, a minima freqiiéncia nao nula
diminui com o aumento do valor de a. Esse comportamento é entendido através do
efeito de acoplamento entre camadas vizinhas. A interacao repulsiva entre particulas
com carga variavel aumenta com o aumento de a. Conseqlientemente, o raio da camada
externa aumenta. Desde que o raio da camada interna permanece constante na regiao
(IV) [ver Figura 12(b)], a distancia entre as camadas vizinhas também aumenta. Como
conseqiiéncia a intensidade da interacao entre as particulas das camadas vizinhas diminui,
de modo que a energia necessaria para excitar a rotagao inter-camadas torna-se menor.
Esse comportamento é observado em todos os casos em que as particulas sao separadas

em camadas distintas e o modo de rotacao inter-camadas esta presente como o LNM.

A dependeéncia do valor da freqiiéncia associada com o modo de rotacao inter-camadas
com o parametro « é outra caracteristica desse sistema. Como comentado anteriormente,
desde que a freqiiéncia do modo de rotagao inter-camadas (como o modo de freqiiéncia
minima) desempenha um papel importante na determinagao das propriedades da transigao

sélido-liquido do sistema [8], pode-se concluir que a razao entre as cargas de ambos 0s
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tipos de particulas devera, também, ser um parametro importante para determinar as
propriedades da transicao sélido-liquido do sistema. Essa é uma direcao interessante para

futuros estudos no presente sistema.

Na regiao intermedidria (III) (0.694 < a < 1.308), a configuragdo fundamental é de
mistura, ou seja, as particulas com diferentes cargas nao estao completamente separadas
em diferentes camadas [Figura 11(g)]. Com excecao do caso ov = 1, os modos normais de
vibragao nao correspondem ao modo de rotagao inter-camadas. Em vez disso, todas as
particulas oscilam nas vizinhancas de suas posicoes de equilibrio como um par vortice-

antivértice.

4.3 Particulas com diferentes massas

4.3.1 Estrutura

Nesta secao apresentam-se os resultados para o caso em que o sistema, descrito pela
Eq. 3.4, consiste de particulas com diferentes massas. O primeiro tipo de particula tem
massa fixa my, enquanto o segundo tipo tem massa variavel m,. A razao entre as massas
é dada pelo parametro 5 = m,/ms. Aqui, considera-se dois casos para a razao entre as

cargas dos dois tipos de particulas, a =1e a = 2.

Na Figura 17, sao mostrados exemplos para a estrutura de aglomerados com diferentes
valores do parametro (3. Para pequenos e grandes valores de 3, a configuracao do aglome-
rado é caracterizada por uma separacao das particulas em diferentes camadas. Particulas
com massas de menor valor localizam-se na camada mais externa. Essa caracteristica é
devido ao fato que as particulas com massa de maior valor movimentam-se para a regiao
interna do aglomerado, minimizando assim, a energia de confinamento [ver Eq. (3.4)].
Uma competicao entre a repulsao eletrostatica das particulas negativas e a intensidade
do potencial de confinamento, determina a configuracao de minima energia do sistema.
Para determinados valores de 3, apesar da simetria circular do potencial de confinamento,
observa-se que o sistema pode ser equilibrado em uma configuragao sem qualquer simetria

de rotagao, como mostrado nas Figuras 17[(b), (c), (j) e (k)].

Para observar melhor como a configuracao do estado fundamental é influenciada pelo
parametro 3, analisa-se a distancia de cada particula ao centro do potencial de confi-
namento (r;) em funcao de 8. As curvas r; « § para os aglomerados Ny = N, =5 e

Ny = 6, N, = 5 particulas sao mostradas, como exemplo, na Figura 18. Diferentes regioes
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Figura 17: Configuracao do estado fundamental para aglomerados com diferentes niimeros
de particulas e com diferentes razoes entre as massas. As esferas pretas representam as Ny
particulas com massa fixa, enquanto as esferas cinzas representam as N, particulas com
massa varidvel. Nas figuras (a-d) e (i-1) considera-se um aglomerado com Ny = N, =5
particulas, enquanto (e-h) e (m-p) sao aglomerados com Ny = 6, N, = 5 particulas. O
valor do parametro [ é indicado nas figuras. Nas figuras (a-h) a razao entre as cargas é
a = 1, enquanto que em (i-p) considera-se o = 2.

[(T), (IT) e (III)], associadas com as diferentes configuragoes do estado fundamental, sao
mostradas na figura. Para aglomerados com Ny = N, = 5 particulas [Figura 18(a)], uma
configuracao na forma de camada circular, semelhante aquelas encontradas nas Figuras
17(a), 17(d), é observada nas regioes (I) e (III), respectivamente. Na regido intermedidria
(IT), diferentes configuragoes sao obtidas [ver Figura 17(b), (c)]. a transi¢do da regiao
(I) para a regidgo (II) e da regiao (II) para a regiao (III) ocorrem de tal maneira que as
posicoes das particulas mudam continuamente. Isso é uma caracteristica tipica de uma
transigao de fase estrutural de segunda ordem. Esse fato é confirmado nas Figuras 19(a)
e 19(c), em que as derivadas de primeira e segunda ordem da energia em relagao a 3 sdo
mostradas. Nota-se que nos pontos de transigao entre as regides (I) e (II)(5 = 0.419) e
entre as regioes (II) e (III)(5 = 2.386), a descontinuidade é observada apenas na curva
da derivada segunda. A derivada primeira nao apresenta descontinuidade nos referidos

pontos.
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Figura 18: Distancia de cada particula ao centro do potencial de confinamento em funcao
de (B para aglomerados com (a)N; = N, = 5 particulas e com (b) Ny = 6,N, = 5
particulas. A curva escura indica a posi¢ao de um conjunto de particulas (Ny), enquanto
a curva cinza representa o outro conjunto de particulas (NN,).

Para alguns valores de # ha uma modificacao abrupta na configuracao do estado
fundamental, que é associada a uma transicao de fase estrutural de primeira ordem.
Quando a = 1, a transicao de fase estrutural de primeira ordem, que ocorre no ponto
0 = «, é caracterizada também por uma inversao nas posicoes de ambos os tipos de
particulas. Para a # 1, o ponto f = « nao mais corresponde a inversao nas posicoes
das particulas com diferentes massas. Em geral, particulas com menor valor de massa
sao localizadas na regiao interna do aglomerado. Tal comportamento foi observado em

aglomerados com valores diferentes de Ny e N, [Figuras 18(a) e 18(b)].

A energia total em funcao de 3, do aglomerado com N; = N, = 5 particulas, ¢
mostrado na Figura 19(a). E interessante observar, na Figura 19, que, como no caso das
particulas com diferentes cargas, a energia com < 1 (Es<q) pode ser obtida a partir
da energia com 8 > 1 (Ess1), através do escalonamento Egs; — Es1873 e 3 — 1/,
que é obtido da andlise da Eq. (3.4). Isso é valido apenas para Ny = N,. Quando
Ny # N, pode-se encontrar relagdes semelhantes, a saber, Egs; — Eg17" e § — 1/0.
No entanto, o expoente n agora depende de Ny e N,. Por exemplo no caso do aglomerado
com Ny = 6, N, = 5 particulas ¢ encontrado que n ~ 0.297, enquanto para o aglomerado

com Ny =7, N, = 6 particulas, obtém-se n ~ 0.303.

Para o aglomerado com Ny = 6, N, = 5 particulas [Figura 18(b)], a estrutura de
camadas circulares [Figura 17(e)] é observada apenas na regiao (I). No intervalo em que

£ > 1, nenhuma estrutura de camadas circulares (onde todas as particulas de uma camada
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Figura 19: (a) Energia total por particula em fungao de § para um aglomerado com
Ny = N, = 5 particulas. (b)(c) Derivada de primeira e segunda ordem da energia em
funcdo de (. (d) Energia total por particula em relacio a [ para aglomerados com
Ny = 6,N, = 5 particulas. (e)(f) Derivada de primeira e segunda ordem da energia
em fungao de 3 para o mesmo conjunto de particulas. A derivada de terceira ordem da
energia com respeito a [ é mostrado no interior de (f).

estao localizadas numa mesma distancia do centro do potencial de confinamento), é obser-
vada [veja no interior da Figura 18(b)]. Contudo, particulas com massas diferentes ainda
estao separadas em camadas distintas. Devido ao niimero de particulas nao comensuravel
em ambas as camadas, a configuragao do estado fundamental com camadas circulares nao
pode ser obtida, pelo menos para os valores de 3 considerados. Como mostrado na Figura
18(b), as posigoes das particulas mudam rapidamente, mas continuamente em relagao a
B, em &~ 2.0. Das Figuras 19(e) e 19(f) esta claro que nenhuma transi¢do de fase estrut-
ural é observada no sistema. A forma de lambda da derivada 93E /93 [ver no interior da
Figura 19(f)] é semelhante a transigdo continua, anteriormente encontrada na referéncia

[46], no caso de um sistema classico de cargas acopladas.

A transicao da regiao (I) para a regiao (IT) é caracterizada por uma mudanga abrupta

das posicoes das particulas. Tal modificacao corresponde a transicao de fase estrutural de
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Figura 20: Numero de configuracoes estaveis em funcao de [ para aglomerados com
Ny = N, = 5e Ny = 6, N, = 5 particula e diferentes razoes entre as cargas dos dois
diferentes tipos de particula (o = 0.5, 1, 2).

primeira ordem | Figura. 19(e)]. Esse comportamento ¢ diferente do caso Ny = N, =5
particulas, onde a transicao de fase estrutural de segunda ordem é observada quando o
sistema muda de uma configuracao de camadas circulares para uma outra sem camadas
[ Figura. 19(c)]. A transicao de fase estrutural de segunda ordem nao foi observada no
sistema com Ny = 6, N, = 5 particulas. Dos resultados até aqui apresentados, conclui-se
que a transicao de fase estrutural depende dos parametros a e 3 e do niimero de particulas

dos dois tipos, Ny e N,.

Como mostrado no caso anterior, particulas com diferentes cargas, um maximo no
numero de configuragoes estaveis é também observado em funcao de 5. Mais especifica-
mente, o0 maximo no nimero de configuracoes estaveis é observado quando a razao entre
as massas é aproximadamente igual a razao entre as cargas (a ~ (). No caso particular
a = 1, todas as particulas tém a mesma carga e a mesma massa, ¢ o numero de estados
estaveis é o mesmo do nimero de estados estaveis do sistema com (N; + N,) particulas

idénticas. Na Figura 20, apresenta-se a curva do nimero de estados estaveis em funcao de
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B considerando-se os aglomerados com Ny = N, =5 e Ny =6, N, = 5 particulas. Nota-
se que nos casos em que as particulas também tém cargas diferentes (o # 1), o nimero

maximo no nimero de configuragoes estaveis é levemente deslocado do valor = « [ver

Figuras 20(a)(c)(d)(f)].

4.3.2 Modos normais

Na Figura 21, sao mostradas as freqiiéncias dos modos normais de vibracao em fungao
de 3, para aglomerados com Ny = N, = 5e Ny = 6, N, = 5 particulas. Esses aglomerados
sao interessante porque apresentam configuragoes comensuraveis e incomensuraveis, para
os diferentes valores de o e 3. As mesmas regioes definidas na Figura 18 sdo novamente
consideradas. Em geral observa-se que, a freqiiéncia aumenta com . Com excecao do
modo correspondente a rotagdo do aglomerado inteiro em volta do eixo z (w = 0), a
freqiiéncia de todos os outros modos depende de 3. Contudo, para grandes valores de (3,
alguns modos tém freqiiéncias que tornam-se independente de 3. Os modos corresponden-
tes ao centro de massa e de respiracao, que estao presentes no sistema com confinamento
parabdlico com apenas um tipo de particula, nao sao observados no presente sistema,
desde que o potencial de confinamento nao é o mesmo para os dois tipos de particulas.
Tal quebra de simetria do potencial de confinamento destréi os modos do centro de massa

e respiragao.

No intervalo de 3 correspondente a configuracao de camadas mais simétrica [regiao (I)
e (III) para aglomerados com Ny = N, =5 particulas e regiao (I) para aglomerados com

Ny =6, N, = 5 particulas], a maioria das freqiiéncias dos modos normais sao degeneradas.

A freqiiéncia dos modos normais sao afetadas por uma transicao de fase estrutural,
logo pode-se usar isso para identificar tal transicao. Caracteristicas gerais semelhantes
aquelas para transicao de fase de primeira e segunda ordem no caso com cargas diferentes

sao também observadas no caso de com particulas com massas diferentes.

Como regra geral, observa-se que os modos normais sao principalmente determinados
pela razao entre as massas e pelo nimero de particulas Ny e N,. Esse comportamento pode
ser confirmado em aglomerados com diferentes niimeros de particulas e com diferentes
razoes entre as cargas dos dois tipos de particulas («). Tal comportamento pode ser

claramente confirmado pela andlise da minima freqiiéncia ndo nula (LNF).

A LNF fornece informacoes sobre a estabilidade e da deformabilidade da configuracao
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Figura 21: (a) Freqiiéncia dos modos normais em func¢ao de [ correspondente a confi-
guracdo fundamental do aglomerado com Ny = N, = 5 particulas e (b) Ny =6e N, =5
particulas.

do aglomerado. Como exemplo dos resultados obtidos, mostra-se na Figura 22 a LNF
em funcao de (3, para aglomerados com N; = N, = 5 particulas. As mesmas regioes
definidas na Figura 18(a) s@o consideradas novamente (regides separadas por uma linha
vertical tracejada). Contudo, a fim de melhor entender os resultados, outra regides foram
definidas (distinguidas por linhas verticais pontilhadas). FEssas sub-regides separam os
casos em que o aglomerado apresenta a mesma configuragao do estado fundamental, mas

modos normais distintos.

Na regiao (Ia)(8 < 0.136), Figura 22, as particulas sdo excitadas para um modo
de rotacao inter-camadas (ISR) (intershell rotation) [Figuras 23(a)]. Aumentando o
parametro (3, a configuracao do estado fundamental permanece a mesma, mas o modo
normal de vibragao é alterado na regiao (Ib)(0.136 < 5 < 0.284) [Figuras 23(b)]. Aumen-
tando ainda mais o parametro (3, o sistema é levado para a regiao (Ic) (0.284 < 5 < 0.419),
com um modo normal novamente diferente [Figura 23(c)]. No entanto, vale relembrar
que as particulas ainda estao arranjadas na mesma configuracao do estado fundamental
[Figura 17(a)]. Esse resultado mostra que o modo associado a LNF é principalmente

determinada pelo parametro (3.

Na regiao (II) (0.419 < < 2.385) diferentes configuragoes do estado fundamental
com minimos de energia [Figura 20(a)] e diferentes modos normais de vibragao sdo encon-
trados para o aglomerado com Ny = N, = 5 particulas. Na Figura 23(d), o caso particular
[ = 1 apresenta, como deve ser, o mesmo modo normal observado em um aglomerado

com N = 10 particulas.
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Figura 22: (a) Menor freqiiéncia dos modos normais diferente de zero em fungao de (3 para
aglomerado com Ny = N, = 5 particulas. Regiao (I) e (III) separadas no intervalo [ em
que o sistema exibi a configuragao de camadas. Na regiao (IT) configuragdes diferentes sao
observadas. As sub-regides (Ia), (Ib), (Ic), (Illa) e (IIIb) separadas em intervalos de 3 em
que a mesma configuracao do estado fundamental é observada, mas com modos normais
diferentes.

Em g = 2.385, ocorre uma transicao de fase estrutural de segunda ordem para a
regiao (II1a)(2.385 < 8 < 3.5), onde o sistema novamente encontra-se numa configuragao
de camadas circulares [Figura 17(d)]. O modo normal associado é apresentado na Figura
23(e). Para 3.5 < § < 7.32 o sistema alcancga a regiao (IIIb) com a mesma configuragao
do estado fundamental, como observado na regiao (Illa), mas com um modo normal
distinto, que corresponde aquele mostrado na Figura 23(f). Finalmente, quando § > 7.32
(caso nao mostrado na Figura 22) o sistema ainda permanece em uma configuracao de
camadas circulares, mas o modo normal associado a LNF ¢é alterado para o modo de

rotacao inter-camadas.

Como no caso de cargas variaveis e para todos os casos analisados com massa variaveis,
observa-se que quando as particulas estao arranjadas em uma configuracao comensuravel,
o modo de rotacao inter-camadas é trés ou quatro ordens de magnitude maior que a
freqiiéncia do mesmo modo em uma configuragao nao-comensuravel. Contudo, nota-se
que o potencial efetivo que determina a freqiiéncia do modo de rotacao inter-camadas
pode ser sintonizado através dos parametros a e 3, e conseqiientemente, a estabilidade

da configuracao do estado fundamental é sintonizada da mesma forma.
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Figura 23: Modos normais para aglomerados com Ny = N, = 5 particulas e & = 1. Em
cada figura a sub-regiao definida na Figura 22 ¢ indicada.

4.4 Diagrama de fase

A partir dos resultados obtidos anteriormente, observa-se que a estrutura do sistema é
fortemente dependente da razao entre as cargas («) e/ou da razao entre as massas dos dois
tipos de particulas. Para valores especificos de a e/ou (3, os diferentes tipos de particulas

podem ser separados em camadas distintas.

O grau de mistura das duas espécies de particulas pode ser resumido em um diagrama
de fase (o, 3). Isso é mostrado nas Figuras 24 e 25 para os aglomerados discutidos ante-
riormente com Ny = N, =5 e Ny = 7, N, = 6 particulas, respectivamente. O diagrama
de fase ¢é dividido em diferentes regioes [(I)(II)(III)(IV)] por linhas (e simbolos) que sao
aqui definidas como linhas de transicao, onde ocorre uma transicao de fase estrutural entre
o arranjo de camadas circulares e outra configuragao diferente do estado fundamental. Os
simbolos correspondem & ordem da transigao, sendo de primeira (quadrados) ou segunda
(estrelas) ordem. Em geral, observa-se que, em uma mesma linha de transigao, a ordem
da transicao de fase pode variar. Isso significa que o cardter, ou a natureza, da transicao

de fase também depende dos parametros « e (.

Na Figura 24(a), o diagrama de fase para o aglomerado com Ny = N, = 5 particulas
é mostrado. Nas regioes (I) e (III), os diferentes tipos de particulas sdo separadas em
camadas distintas, como pode ser observado nas ilustracoes também apresentadas na
Figura 24. Na regiao (II), uma mistura dos dois tipos de particulas é observada, ou seja,
a estrutura de camadas nao mais estd presente. Uma configuragao de mistura significa

que ambos os tipos de particulas podem ser encontrados numa mesma distancia do centro
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Figura 24: Diagrama de fase: razao entre as cargas em fungao da razao entre as massas
para aglomerados com Ny = N, = 5 particulas. Uma amplificacao da regiao préxima a
a = =0 é mostrada em (b). No interior de (a) é mostrado a configuragao do estado
fundamental para alguns pontos («, 3).

do potencial de confinamento. Em outras palavras, pode-se encontrar ambos tipos de
particulas em uma dada camada [ver Figura 11(c)|. Para o aglomerado com Ny = N, =5
particulas, a mudanga na configuragao de camadas para uma outra e vice-versa [transi¢ao
da regiao (I) para regido (II) e da regiao (II) para regiao (IIT)], ocorre sempre através de

uma transicao de fase estrutural e essa transicao depende dos parametros a e (.

Para o aglomerado com Ny = 7, N, = 6 particulas, a estrutura de camadas circulares
¢ observada nas regioes (II) e (IV) [Figuras 25(a)]. Como no caso anterior, uma transigao
de fase estrutural de primeira ou segunda ordem pode ser observada em uma mesma
linha de transicdo. Mudancas entre as regides (I) e (II) e entre (III) e (IV) s@o sempre
caracterizadas por uma transicao de fase estrutural. No entanto, a transicao entre a
configuragdo de camadas circulares [regido (II)] para um outro arranjo das particulas
[regiao(III)], nem sempre é caracterizada por uma transigdo de fase estrutural. Como
pode ser observado na Figura 25(a), a linha de transigao que caracteriza a mudanga da
regiao (II) para a regiao (III) nao estd presente para § > 0.7. Tal comportamento significa
que o sistema passa de uma estrutura de camadas para outra diferente configuracao de
minima energia sem descontinuidade nas derivadas (primeira ou segunda) da energia em
relagdo a wou 3. O ponto («a, #)=(0.558,0.7) é um ponto critico onde se tem uma transigao

de segunda ordem. Na Figura 26(a-d), sdo apresentados exemplos das configuragoes nas

regices (II) e (III), nos pontos A(0.5,0.3), B(0.5,0.6), C(0.8,0.43) e D(0.8,0.75).

Detalhes de como a distancia de cada particula ao centro do potencial de confinamento

muda em fun¢ao de «, nas regides (II) e (III), sdo apresentados nas Figuras 26(e) e 26(f),
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Figura 25: (a) Semelhante a Figura 24, mas agora para o aglomerado com Ny =7, N, =6
particulas. Os pontos correspondentes A,B,C e D, correspondem a uma configuragao mo-
strada na Figura 26(a), (b), (c) e (d), respectivamente, enquanto que os pontos E F G
e H correspondem as configuragoes apresentadas nas Figuras 11(e), (f), (g) e (h), re-
spectivamente. (b) Amplificagdo do diagrama de fase (a) proximo ao ponto [ ~ 0.15.
Configuracao do estado fundamental sao mostrados no interior da figura para os pontos
P, P, Pye Py.

para os casos 3 = 0.5 e § = 0.8, respectivamente. No caso de = 0.5 [Figura 26(e)], a
transicao A—B é caracterizada por uma mudanca abrupta na posicoes das particulas em
(8,a)=(0.5,0.42). Tal comportamento é uma caracteristica tipica de uma transi¢ao de
fase estrutural de primeira ordem. No caso § = 0.8 [Figura 26(f)], a transi¢ao C—D ocorre
sem mudanga abrupta nas posi¢oes das particulas, quando o sistema sai da configuracao
de camadas circulares (3 = 0.606). Como na Figura 12(b), as linhas tracejadas na Figura
26(f) indicam uma mudanga na configuracdo do estado fundamental, da configuragao
de camadas circulares para uma outra configuragao, sem descontinuidade das derivadas
na energia em relacao a a. Mais exemplos da configuracao do estado fundamental nas
regides do diagrama de fase (a, ), para aglomerados com Ny = 7, N, = 6 particulas, sdo
mostradas nas Figuras 11(e), (f), (g), (h) e tais configuragoes correspondem aos pontos

E, F, G e H na Figura 25(a).

Os resultados apresentados na Figura 24(a) e na Figura 25(a) também indicam que
para pequenos valores de o e (3, as linhas de transicao se unem quando a« — 0 e 8 — 0.
De fato esse é o caso apenas para o aglomerado com Ny = N, = 5 particulas, como
pode ser observado na Figura 24(b). O aglomerado com Ny = 7, N, = 6 particulas é
mais complexo, ja que ele apresenta mais que duas linhas de transi¢ao. No limite a — 0
e § — 0, as linhas de transigao, que separam as regioes (I)/(II) e regices (II)/(III), se
unem em (3, @)~(0.13,0.1) [Figuras 25(b)]. Para pequenos valores de [ existe apenas

uma linha de transigdo que separa duas regioes (I) e (IV). Na regiao (IV) a configuragao
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Figura 26: Configuracao do estado fundamental para o aglomerado com Ny =7, N, = 6
particulas nos pontos (a) A, (b) B, (c) C e (d) D mostrados na Figura 25. Distancia de
cada particula ao centro do potencial de confinamento em funcao de « sdo mostrados nas
figuras (e) e (f) para os casos § = 0.5 e § = 0.8, respectivamente.

do estado fundamental é caracterizada pela presenca da estrutura de camadas, enquanto

na regiao (I) um arranjo diferente de particulas é observado [Figuras 11(e) ponto E da
Figura 24(a)].

E importante comentar que as regides (I) e (III) sdo de fato a mesma. Como pode
ser visto na Figura 25(b), existe um canal estreito (ponto P;) que conecta ambas as
regices (I) e (IIT). Assim o sistema apresenta um interessante efeito re-entrante em relagao
ao parametro a. Por exemplo, as configuragoes do estado fundamental mostradas na
Figura 25(b) correspondem aos pontos Py, Py, P; e P, na mesma figura. Na regiao (I)
as particulas sdo arranjadas em uma configuracao assimétrica e misturada (ponto Py).
Um aumento no parametro « leva o sistema para uma configuragao de camadas (ponto
P,). Aumentando mais o valor de «, essa configuracao é destruida e deixa as particulas
novamente em uma configuragdo assimétrica (ponto P;). Finalmente, na regiao (IV),
a configuragao de camadas é novamente restaurada (ponto P;) e nenhuma mudanca no
arranjo das particulas, para maiores valores de «, é observada. Como mostrado, varias
configuragoes podem ser obtidas em funcao do parametro a. e 3. Diferente da estrutura de
camadas, observa-se para alguns valores de (a, ) as particulas podem ser arranjadas em
uma configuracao assimétrica e mista. E possivel quantificar as diferentes configuragoes

de minima energia através da definicao de um novo parametro simples.

Como mostrado por Landau e Lifshitz [47], é possivel descrever quantitativamente a
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mudanca na estrutura de um aglomerado de particulas, quando este passa através de um

ponto de transicao de fase, por um parametro de ordem.

Uma vez que o sistema apresentado é sempre considerado na temperatura zero, apenas
a fase solida é observada. Contudo, pode-se fazer aqui uma analogia com o parametro
de ordem definido por Landau. O parametro de ordem (7) definido aqui tem valor zero
quando os diferentes tipos de particulas no aglomerado estao separados em camadas dis-
tintas, como no caso de uma configuracao de camadas circulares [Figuras 17(a),(f)], e
recebe um valor diferente de zero quando esse arranjo é destruido. Assim, no caso de uma
configuracao de mistura, o parametro de ordem serd diferente de zero. Como ja comen-
tado, uma configuracao de mistura é considerada quando ambos os tipos de particulas,

por exemplo, estao localizadas numa mesma camada [ver Figuras 17(c), (k) e Figuras
17(f), (§)]-

Antes de definir o parametro de ordem, serd introduzida outra quantidade. O centro

de massa de um conjunto de particula é definido como

4 1 &,
R, =~ (11)
J =1

onde j = f, v serefere aos conjuntos de particulas com carga/massa fixa e com carga/massa
variavel, respectivamente. NN; é o numero de particulas com carga/massa fixa ou varidvel.
Quando particulas de diferentes tipos sao separadas em camadas distintas, nota-se que os
aglomerados, com cada tipo de particula, sdo arranjados em uma configuracao simétrica
em relagao ao centro do potencial de confinamento (ver Figura 11). Nesse caso, o centro
de massa de cada conjunto de particula é zero. Por outro lado, quando ha uma mistura
de ambos os tipos de particulas [ver Figuras 14(g), (n)], os aglomerados de cada tipo de
particula estao arranjados em configuragoes assimétricas. Nesse caso, o centro de massa
de cada conjunto de particula devera ser diferente de zero. Agora, pode-se definir um
parametro de ordem que da informacao se o estado ordenado do aglomerado corresponde
a uma configuragao de mistura ou nao. Tal o parametro de ordem ¢ a soma da distancia
da posicao do centro de massa ao centro do potencial de confinamento de cada conjunto

de particula, isto é
n=R,+R., (4.2)

Quando o aglomerado tem uma configuracao de camadas perfeitas (onde as cama-
das sao formadas por cada tipo de particula), o centro de massa para cada conjunto de

particula é claramente zero e conseqiientemente, o parametro de ordem.
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Figura 27: (a) Distancia de cada particula ao centro do potencial de confinamento e
(b) parametro de ordem definido na Eq. 4.2 em funcdo de « para aglomerados com
Ny = N, = 5 particulas (8 = 2), e da mesma maneira em (c) e (d) para Ny =7, N, =6
particulas (6 = 0.9). Uma amplia¢ao desse ultimo caso sdo mostrados em (e) e (f).

Como exemplo, mostra-se na Figura 27 o parametro de ordem em funcao de « para
aglomerados com diferentes niimeros de particulas. Mais especificamente, sao mostradas
nas Figuras 27(a) e 27(b), a distancia de cada particula ao centro do potencial de confi-
namento (r;) e o parametro de ordem (7)) para aglomerados com Ny = N, = 5 particulas
(6 = 2.0). Observa-se que no intervalo de « correspondente a configuragao de camadas
circulares [regiao (I) e (III)], o parametro de ordem é zero. Para outras configuracoes,
um valor diferente de zero é obtido para 7. A distancia de cada particula ao centro de
confinamento e o parametro de ordem para o aglomerado com Ny = 7, N,, = 6 particulas,
sdo mostrados nas Figuras 27(c) e 27(d), respectivamente. Uma configuragao de camadas
circulares é observada apenas em parte da regiao (II) e na regiao (IV). Quando esse é
o caso, o parametro de ordem ¢é zero. A estrutura de camadas circulares na regiao (II)
comega a ser destruida em a 2 0.4. Observa-se que as distancias das particulas ao centro
do potencial de confinamento comegam ser levemente diferentes umas das outras [Figuras
27(e)]. A configuragao do estado fundamental muda continuamente e nenhuma transigao
de fase estrutural é observada [ver Figura 25(a)]. Como conseqiiéncia, para « 2 0.4 o

parametro de ordem também comegca a ter valor diferente de zero [Figura 27(f)].

O parametro de ordem também é sensivel a transicao de fase estrutural, especial-
mente no caso da transi¢ao de primeira ordem. Nesse caso, ocorre uma descontinuidade

no parametro de ordem, como esperado. Para transicao de fase de segunda ordem, o
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parametro de ordem nao exibe descontinuidade, mas uma mudanca abrupta no seu com-

portamento [ver o comportamento de 7 em torno de a ~ 0.8 e a =~ 3.2 na Figura 27(b)].
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4.5 Transicao sdlido-liquido - melting

Apresenta-se nesta Secao, resultados preliminares do comportamento das particulas

carregadas com diferentes massas e/ou cargas com a temperatura do sistema.

Estudos recentes em sistemas 2D com pequeno numero de particulas mostram que
nao ha temperatura definida para a transicao solido-liquido, mas uma regiao onde ocorre
a transicao. Essa regido ¢ definida através do critério de Lindermann [48]. Esse critério
define um parametro universal (Y), para a transi¢ao sélido-liquido de cristais bidemensio-
nais, que tem o valor correspondente ao deslocamento entre duas particulas vizinhas de
um sistema finito. Observou-se que esse valor concorda com Y = 0.1, ou 0.05 para cada
coordenada, através de célculos de fénons anarmoénicos [49] e simulagoes de dinamica-

molecular [50].

Schweigert and Peeters [8] introduziram o calculo do desvio radial para caracterizar o
comportamento de sistemas bidimensionais na transicao sélido-liquido, através do calculo

das oscilagoes das particulas. O desvio radial é dado por

N
1 2
(ui) = 5 D () = (r)°) Ja? (4.3)
i=1
onde a = 2R/v/ N ¢é a distancia média entre as particulas e R é o raio do sistema. Nesse
caso < u% > leva-se em conta contribuigoes das coordenadas (x e y), e portanto, a

transigao sélido liquido ¢ caracterizada por < u% >= 0.1.

Recentemente, varios trabalhos experimentais vem sendo desenvolvidos utilizando o
critério de Lindermann para estipular a regiao da transicao solido-liquido de um sistema.
Coupier et al. [9], por exemplo, analisaram experimentalmente ilhas de Wigner que
sdo constituidas por esferas de aco (de didmetro d=0.8 mm e peso de m = 2.15 mg)
localizadas num capacitor plano horizontal. Quando um campo elétrico perpendicular é
aplicado ao plano do capacitor, as particulas formam camadas concéntricas conforme visto
na Figura 28. Na Figura 28(d), observa-se a dependéncia do desvio médio radial para
diferentes quantidades de esferas de aco. Vale lembrar que o critério de Lindermann nessa
propriedade é < u? >= 0.05 por se tratar apenas do desvio médio quadratico de uma das
coordenadas (considera-se o sistema de coordenadas polares), ou seja, coordenada radial®.
Além disso, observou-se que o sistema sofre a fusao em dois passos, ou seja, quando a

temperatura atinge um valor critico T,, o sistema perde a ordem rotacional [Figura 28(b)]

2Para o deslocamento total utiliza-se < u% >
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Figura 28: Configuracao para (a)T' < T, (b) T, < T < Tg, e (¢) T ~ Ty, onde T, é a
temperatura em que a ordem orientacional entre as camadas é perdida e T a perda da
ordem radial. (d) Média do desvio radial sobre trés configuragoes em func¢ao da tempera-
tura. A linha horizontal pontilhada refere-se ao valor do critério de Lindermann para o
desvio quadratico das coordenas das particulas. Figuras retiradas da referéncia [9]

e quando o sistema atinge a temperatura Tr > T,, ocorre um difusao das particulas entre

as camadas [Figura 28 (c)].

Bubeck et al. [10] observaram também que a transi¢ao sélido-liquido nao ocorre
diretamente. Para isso os autores consideraram um experimento constituido de esferas
coloidais superparamagnética confinadas geometricamente e sobre o efeito de um campo
magnético externo B, [Figura 29(a)]. Quando um campo magnético forte ¢ aplicado
nesse sistema, observou-se o surgimento de uma estrutura de camadas que exibem uma
ordem radial e angular [Figura [10](c)]. Diminuindo B, observou-se a perda de ordem
angular das camadas adjacentes, mas essa ordem angular foi restaurada antes do sistema
se desordenar completamente. Esse fenomeno é chamado de efeito re-entrante e pode ser

observado através das trajetorias das particulas nas Figuras 29(d), (e), (f).

Nesta secao analisa-se a transicao solido-liquido no caso particular do sistema com
Ny = 7 e N, = 6 particulas, onde as massas das particulas sdo iguais a um (8 = 1).
Analisa-se o comportamento desse sistema em funcao de a e da temperatura, utilizando

a defini¢ao de desvio radial dada no inicio dessa se¢ao [Eq. (4.3)].

Na Figura 30, mostra-se o desvio radial [Eq. (4.3)] em func¢do da temperatura para
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Figura 29: (a)Visao lateral da geometria do experimento. (b) Fotografia de um comparti-
mento que é ocupado por um sistema coloidal. Trajetérias das particulas (N = 29) em um
confinamento circular para diferentes fatores de acoplamento I' (razao entre o potencial
e a energia cinética do sistema): (c) 152; (d) 38; (e) 30; (f) 7.5. Figuras retiradas da
referéncia [10]

diferentes valores de a. Em particular, sao mostrados os resultados para os casos a =
0.3,1.2,2.0,2.5 e 3.0. No primeiro caso, a = 0.3, o sistema apresenta uma configuragao
nao-comensuravel (1,5,7) [ver a configuracdo na Figura 16]. No caso o = 1.2, o sistema
com elevado numero de estados estaveis, conforme mostrado na Figura 14. Finalmente
para a = 2.0,2.5,3.0, a configuragao do estado fundamental é (1,6,6), portanto uma
configuracao comensuravel, mas os modos normais associados a minima freqiiéncia nao-

nula sao diferentes. [ver Figura 16].

Como pode ser observado na Figura 30(a), o caso a = 1.2 apresenta a menor tempera-
tura de fusao. Isso pode ser entendido pelo elevado niimero de estado estaveis, apresentado
pelo sistema nesse caso. A altura da barreira de potencial que separa o estado fundamen-
tal dos varios estados metaestaveis é pequena de modo que a transicao sélido-liquido é

facilitada.

Comparando os resultados dos casos a = 0.3 e a = 2.0,2.5,3.0, observa-se que a
configuracao do estado fundamental apresenta um papel relevante na transicao solido-

liquido. Configuragoes comensuraveis sao mais estaveis que aquelas nao-comensuraveis.



4.5 Transicao sélido-liquido -

melting

74

0.08 N=7 N =6

Particulas externas

0.14 )
0.12 & C —e-30
. | S —0—25
0.10 oo & —am20
g U0 P 5 e —a12
A ® J —0—0.3
oz 0.08 Do 0oal e
V' 006 v ~
. r Q/O ;Q:«Q:
0.04 002l & M _
e
002} | 08 B ——
Ao b) 0—0.3 e,
0.00 -858 L L | 0.00 _ﬁoé!c 1 | ! 1
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025
TIT, /T,
Figura 30: (a)Deslocamento quadrético de todas as particulas. (b) Deslocamento

quadratico das particulas internas (b) e externas (c).

Esse resultado estd de acordo com aqueles previstos por Schweigert and Peeters [8]; e
Drocco et al. [43].

Observa-se também, na Figura 30(a) e 30(b), que ocorre a transi¢ao sélido-liquido
primeiramente nas particulas da camada interna, através de uma mudanca abrupta da
média do desvio quadratico e por ultrapassar o valor do critério de Lindermann antes
das particulas da camada externa, que por sua vez, caracteriza-se por variar o desvio
radial linearmente em relagao temperatura do sistema. Isso pode ser observado também
nas ilustragoes das oscilagdes das particulas do sistema para varias temperaturas [Figura
31], onde é observado que as particulas internas passam de oscilagoes localizadas para

oscilagoes em anéis circulares antes das particulas externas.

No sistema analisado nesta dissertagao, observa-se também o efeito re-entrante na
transicao sélido-liquido do sistema, semelhante ao trabalho realizado por Bubeck et al.
comentado anteriormente. Apresenta-se na Figura 31 as trajetorias das particulas em
vérias temperaturas para dois casos: (a-h)a =2, =1¢e (i-p)a = 2.5, 3 = 1. Observa-se

que em temperaturas baixas, as particulas possuem pequenas amplitudes de vibragao lo-
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Figura 31: Trajetéria das particulas do sistema com 3 = 1 em 14000 passos de simulagao
para (a-h)a = 2 e (i-p) o = 2.5. Observa-se o fenomeno de re-entrancia para o = 2 nos
graficos (d), (e), (), (g). e para alpha = 2 nos graficos (k), (1), (m), (n).
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calizadas. Quando a temperatura é aumentada, ocorre o surgimento de uma rotagao das
camadas onde as particulas comecam a atingir as posigoes iniciais das particulas vizinhas.
Contudo, quando se aumenta a temperatura ainda mais, as particulas voltam a se or-
ganizar e possuirem oscilacoes localizadas antes do sistema desorganizar completamente
[Figura 31(e) e Figura 31 (m)]. Neste momento, altas temperaturas, observa-se que as

particulas comegam a perder a organizacao radial.
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5 Conclusoes e perspectivas

Foram estudadas as propriedades estruturais, dinamicas e térmicas de um aglome-
rado bidimensional contendo dois tipos de particulas com diferentes cargas e/ou massas
confinadas por um potencial parabdlico. Mais especificamente, o sistema é composto por
Ny particulas com carga e/ou massa fixa e N, com carga e ou massa variavel. Foram

assumidas que todas as interagoes entre as particulas eram do tipo coulombiana.

A configuracao do estado fundamental bem como as freqiiéncias dos modos normais
sao fortemente dependentes da carga e da massa de ambas as particulas. As particulas
nem sempre se arranjam numa configuracao de camadas circulares. Contudo, em alguns
intervalos dos parametros « (), hd uma clara separagao das particulas com diferentes
cargas (massas) em diferentes camadas. Foi observado também que as modificagbes da
estrutura do sistema sao caracterizadas por transicoes de fase estrutural de primeira ou
segunda ordem. Apesar da simetria circular do potencial de confinamento, configuracoes

assimétricas foram encontradas.

Os modos normais apresentaram caracteristicas intrinsecas que dependem dos parametros
a e 3. Foi mostrado que os modos normais de vibragao nao dependem apenas do niimero
de particulas do aglomerado (N; e N,) e da configuracao do estado fundamental, mas sao
principalmente determinados pelo a e . O modo do centro de massa e o modo de re-
spiracao, encontrados num sistema com confinamento parabdlico de particulas idénticas,
sao observados apenas no caso em que as particulas tem diferentes cargas, mas massas
iguais. Se as massas de ambos os tipos de particulas sao diferentes, hd uma quebra de
simetria no potencial de confinamento, que destréi os modos do centro de massa e de

respiragao.

As configuragoes comensuraveis do estado fundamental apresentaram muitos arranjos
estaveis de particulas. A minima freqiiéncia nao nula desse caso, é tipicamente trés ou

quatro ordens de magnitude maior do que a minima freqiiéncia nao nula, observada no



5 Conclusdes e perspectivas 77

caso das configuragoes nao comensuraveis. Esse comportamento é observado nos casos de

particulas com diferentes cargas, assim com no caso das particulas com diferentes massas.

Um estudo quantitativo da mistura entre os dois tipos de particulas foi feito também
através de um diagrama de fase (a, ). Foi mostrado que ocorre uma transicao de fase
estrutural de primeira ou segunda ordem quando o aglomerado transita de uma estrut-
ura de camadas circulares para uma configuracao de mistura ou vice-versa. A ordem da
transicao depende dos parametros « e e configuracoes re-entrantes de camadas foram
observadas para valores especificos desses parametros. A mistura entre os diferentes tipos
de particulas foi quantitativamente caracterizadas por um parametro de ordem unidi-
mensional, que se mostrou sensivel a transi¢ao de fase estrutural de primeira e segunda

ordem.

Um estudo do sistema em varias temperaturas foi apresentado e os resultados pre-
liminares estao de acordo com varios trabalhos experimentais e teéricos. Foi mostrado,
com a ajuda da analise do nimero de estados estaveis do sistema, que o sistema pos-
sui menor temperatura de fusao quando possui um maior nimero de estados estaveis,
pois nesse caso as particulas facilmente transitam entre os estados de energia proxima.
Através da andlise da média do desvio quadratico, observou-se que as particulas da ca-
mada externa nao sofrem alteragoes abruptas nesse parametro, que por sua vez, muda
linearmente em funcao da temperatura. Contudo, a média do desvio quadratico para
as particulas internas ultrapassa o valor do critério de Lindermann, antes das particulas
externas. Observou-se também que a transi¢ao solido-liquido do sistema ocorre em dois
estagios, primeiro o sistema perde a ordem orientacional entre as camadas e depois perde
a ordem radial sobre as particulas e além disso, o sistema sofre um efeito re-entrante do
modo de rotagao, em funcao da temperatura do sistema antes de perder completamente
o ordenamento radial das particulas. Por fim foi observado que a temperatura de fusao
¢ maior para configuracoes comensuraveis, estando de acordo com resultados tedricos de

outros sistemas.

Além de representar uma contribuicao importante para o entendimento de sistemas
bidimensionais finitos com diferentes particulas, o sistema discutido nessa dissertacao
abre a possibilidade de uma série de estudos das propriedades térmicas relacionadas com
o presente sistema. Uma extensao natural desse trabalho é o estudo mais aprofundado
sobre os efeitos do valor da minima freqiiéncia nao nula dos modos normais do sistema
com a temperatura da transicao sélido-liquido e o entendimento do efeito re-entrante no

modo rotacional do sistema. Uma outra extensao desse trabalho, seria a analise do desvio
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médio quadratico das particulas para diferentes valores dos parametros a e (3.
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e Parte dos resultados dessa dissertacao foram aceitos para publicagao no volume 72

da edicao de agosto de 2005 do jornal Physical Review E.
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