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RESUMO

Este trabalho se dedica ao estudo da unicidade de estados de equilibrio, para uma classe
de homeomorfismos que possuem especificacao. O resultado principal foi obtido por Rufus
Bowen no artigo Some systems with unique equilibrium states. Inicialmente, estudamos
condi¢bes gerais para a existéncia de estados de equilibrio. Duas ferramentas serao
utilizadas: a noc¢ao de expansividade e o principio variacional. Em seguida, estudamos
o tema principal da dissertacao, que consiste em estabelecer a unicidade de estados de
equilibrio, assumindo que o homeomorfismo satisfaz uma propriedade de especificacao e o

potencial satisfaz uma propriedade de somabilidade.

Palavras-chave: especificagao; estado de equilibrio; expansividade; principio variacional.



ABSTRACT

This work is dedicated to the study of the uniqueness of equilibrium states, for a class
of homeomorphisms that posses specification. The main result was obtained by Rufus
Bowen in the article Some systems with unique equilibrium states. Firstly, we study general
conditions for the existence of equilibrium states. Two tools we be used: the notion of
expansivity and the variational principle. In the sequel, we study the main theme of the
dissertation, which consists on establishing the uniqueness of equilibrium states, assuming
that the homeomorphism satisfies a specification property and the potential satisfies a

summability property.

Keywords: specification; equilibrium state; expansivity; variational principle.
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1 INTRODUCAO

O objetivo principal deste trabalho ¢ discutir condigoes para existéncia e
unicidade de estados de equilibrio. Dado um potencial ¢, um estado de equilibrio de ¢ é

uma medida de probabilidade p que atinge o supremo no principio variacional:

hAﬁ+/ww:PUm)

No capitulo 2, estudaremos as ferramentas bésicas e necessarias para o desen-
volvimento do trabalho, incluindo as definicdes de medida invariante, ergdodica e alguns
resultados bésicos da teoria de entropia, incluindo a definicao de Andrey Kolmogorov e
Yakov Sinai da entropia métrica e a de entropia topologica.

No capitulo 3, generalizando o conceito de entropia topolédgica, introduzimos a
pressao (topoldgica) de um potencial. Apresentaremos alguns resultados da teoria, assim
como a boa defini¢ao da pressao topoldgica (via coberturas abertas, conjuntos geradores e
conjuntos separadores). Enunciaremos um resultado cléssico da teoria ergddica, conhecido
como principio variacional. Por fim, introduzimos formalmente a no¢ao de estado de
equilibrio, e estudamos sua existéncia sob condi¢des de expansividade do homeomorfismo.

No capitulo 4, cumilnamos com a demonstra¢ao de um teorema devido a Rufus
Bowen, que garante a unicidade de estados de equilibrio para homeomorfismo expansivos
com especificacao e potencias admissiveis. Todas as nog¢oes envolvidas sao introduzidas.
Para a prova do teorema, estabelecemos diversas estimativas sobre conjuntos separados e

somas de Birkhoff. Ao fim do capitulo, fornecemos a prova do teorema de Bowen.



10

2 PRELIMINARES

Neste capitulo iremos apresentar algumas defini¢oes e resultados elementares
da Teoria Ergodica que serao necessarios para o desenvolvimento das proximas secoes. Ao
longo do texto iremos considerar um espago de probabilidade (M, B, ), onde M é um
espaco métrico compacto, B é uma o—algebra em M e p é uma medida de probabilidade.

A principal referéncia que seguiremos neste capitulo é [3, Capitulos 1, 4, 9 e 10].

2.1 Ferramentas Basicas

Definicao 2.1.1 Seja (M, B, 1) um espago de probabilidade e seja f: M — M uma trans-
formagao mensurdvel. Dizemos que a medida i é invariante por f se u(E) = p(f~1(E))

para todo conjunto E € B. Neste caso, dizemos também que f preserva p.
No que segue, diremos que f é transformagao em (M, B, 1) que preserva medida.

Proposicao 2.1.2 Seja f uma transformag¢io mensurdvel em (M,B, ). Entdo f preserva

L se e somente se

/sodu = /(@Of)dﬂ

para toda funcao p—integravel o : M — R.

Dizemos que uma fungao mensuravel ¢ : M — R é invariante se ¢ = o f em
p—quase todo ponto. Dizemos que B € B ¢é invariante se a sua funcao caracteristica xp ¢é

uma funcio invariante. Isso ocorre se e somente se u(BAf~1(B)) = 0.

Defini¢ao 2.1.3 Seja f uma transformagao em (M,B, 1) que preserva medida. Dizemos

que [ € ergddica se todo conjunto invariante tem medida 0 ou 1.

Existem maneiras alternativas de definir ergodicidade, consulte [3, Capitulo 4].

Uma sequéncia (ay), em [—00,+00) é subaditiva se apm4n < am + a, para todos m,n > 1.

Lema 2.1.4 (Lema de Fekete) Se (ay), € subaditiva, entdo

lim 2 = inf 9 € [—00,+00). (2.1)
nponon
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Demonstracao: Se a,, = —oc para algum m, entdao pela subaditividade temos que
a, = —oo para todo n > m e dai os dois lados de 2.1 sao iguais a —oco. Logo, podemos
supor que a, € R para todo n. Seja L = inf,, % € [-00,+00) e seja B > L. Vamos mostrar
que limsup,, 9* < B. Isso completard a prova.

Por hipoétese, existe k> 1 tal que %’“ < B. Para n > k, podemos escrever

n =kp+q, onde p e g sao inteiros tais que p > 1 e 1 < g < k. Pela subaditividade,
an < agp+ag < pag+ag < pag+b

onde b =max{a; : 1 <i<k}. Logo,

5

a P ag
n

b
n

< TR 7
n l{;+n

Observe que % —1le % — 0 quando n — co. Portanto, < < B para todo n suficientemente
grande. Isso prova que limsup,, * < B, como querfamos.

O

Definigao 2.1.5 Seja (M,B, ) um espago de probabilidade. Uma particdo P do espago
M é uma familia enumerdvel (finita ou infinita) de subconjuntos mensurdveis de M
disjuntos dois a dois e cuja uniao tem medida total. Denotamos por P(x) o elemento da
particio que contém um dado ponto x € M. A soma PV Q de duas particoes P e Q € a
particao cujos elementos sao as intersecoes P N Q) com P € P e QQ € Q. Mais geralmente,

dada qualquer familia enumerdvel de particoes Py, definimos

\/ Pn= {ﬂpn . P, ePn,Vn}. (2.2)

Seja f uma transformacao em (M,B, 1) que preserva medida. Dada uma
particao finita P, para cada n > 1 denotamos
n—1 )
Pr=\ fT(P).
1=0
Observe que P*(z) = P(z) N f~HP(f(x))) N...0 fFYP(f*1(z))). Quando f é
bi-mensuravel, definimos também
n—1 )
Pin _ \/ f—z<P>
i=—n
O diametro de uma parti¢ao P, denotado por diam(P) ou simplesmente ||P||,

é o supremo dos diametros dos seus elementos.
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Definicao 2.1.6 Dadas duas particoes P e Q, dizemos que Q é mais fina do que P, e
denotamos por P < Q, para todo elemento () € Q existe um elemento P € P que o contém,

a menos de medida nula.

Observe que P < P" para todo n > 1.

2.2 Nocgoes basicas de topologia fraca-estrela

Nesta secao M sempre sera um espaco métrico compacto e denotaremos por
M o espago das medidas de probabilidade borelianas em M.
Dada uma medida g € M7, um conjunto finito ¢ = {¢1,...,¢on} de fungdes

continuas limitadas ¢; : M — R e um ntimero € > 0, definimos

Vi, p,€) = {VGMl : '/cpidl/—/goid,u’ <e€ paraizl,...,N}. (2.3)

Observe que a intersecao de dois conjuntos desta forma contém algum conjunto desta forma.
Isto assegura que a familia {V (i, ,€) : ¢,€} pode ser tomada como base de vizinhangas
de cada p € Mj.

A topologia fraca-estrela é a topologia definida por esta base de vizinhancas.

Podemos notar também que esta topologia depende apenas de M e nao da sua distancia.

Lema 2.2.1 Uma sequéncia (fin)neN converge para uma medida p € My na topologia

/ odpin — / edp

para toda funcao continua limitada ¢ : M — R.

fraca-estrela se, e somente se,

A demonstracgao deste lema pode ser encontrada em [3, Capitulo 2].

Podemos também definir outras nogoes de vizinhancas na topologia fraca-estrela.
Dada qualquer familia finita F = {F},..., Fx} de conjuntos fechados de M e dado € > 0,
considere

Vi(p, Foe) ={v e My :v(F;) <p(F;)+eparai=1,...,N}. (2.4)

A construcao seguinte é analoga, apenas substituindo fechados por abertos: dada qualquer

familia finita A ={A;,..., Ay} de abertos de M e € > 0, considere

Va(p, Aje) ={v e My :v(A;) > pu(A;) —eparai=1,...,N}. (2.5)
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Chamamos conjunto de continuidade de p qualquer conjunto boreliano B tal
que u(0B) =0. Dada uma familia finita B={Bjy,..., By} de conjunto de continuidade de

i e e >0, considere
Ve(u,Bye) ={ve My : |u(B;) —v(B;)| <eparai=1,...,N}. (2.6)

Relembre que duas topologias sao equivalentes se elas contém exatamente os

mesmos abertos.

Teorema 2.2.2 As topologias definidas pelas bases de vizinhangas (2.3), (2.4), (2.5) e

(2.6) sao todas equivalentes.

Teorema 2.2.3 Se M € um espagco métrico compacto, entdo My munido da topologia

fraca-estrela é um espaco compacto metrizavel.
As demonstragdes dos dois teoremas acima podem ser vistas em [3, Capitulo 2].

Proposigao 2.2.4 Seja M um espago métrico compacto e seja (fi)n uma sequéncia em
M. As sequintes condigoes abaizo sdo equivalentes:

(1) (pn)n converge para € My na topologia fraca-estrela.

(2) limsup,, in(F) < p(F) para todo fechado F C M.

(8) liminf, pu,(A) > p(A) para todo aberto A C M.

(4) limy, pn(B) = u(B) para todo conjunto de continuidade B de p.

Demonstracao: As condigoes (1), (2), (3) e (4) significam que a sequéncia (i, ), converge

nas topologias (2.3), (2.4), (2.5) e (2.6), respectivamente. De acordo com o Teorema

2.2.2, as topologias definidas por cada uma das bases de vizinhancas listadas sao todas
equivalentes, logo elas tém as mesmas sequéncias convergentes.

O

Dada f: M — M mensurdvel, denotaremos por M o conjunto das probabili-

dades invariantes por f. Abaixo, enunciamos um resultado classico em Teoria Ergddica,

cuja demonstracao pode ser encontrada em [3, Capitulo 2].

Teorema 2.2.5 Seja f: M — M wma funcao continua, onde M é um espaco métrico

compacto. Entao My € ndo-vazio e compacto na topologia fraca-estrela.
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2.3 Entropia

Continuamos assumindo que (M, B, ;1) é um espago de probabilidade.

Definicao 2.3.1 Dada uma particao P, sua entropia é definida por

— > w(P)logu(P). (2.7)

PeP

Definicao 2.3.2 Sejam P, Q particoes com entropia finita. A entropia condicional de

P com respeito a Q é definida por

H,(PIQ)==> > uP nQ) 10g< (M(m Q)> (2.8)

PePQeQ Q)

Note que H,(P|M) = H,(P) para todo P, onde M = {M} denota a particao

trivial.

Lema 2.3.3 Sejam P, Q, R particoes com entropia finita. Entao:
(a) Hy(PVQIR) = H,(PIR)+ H,(QIPVR);
(b) Se P < Q, entio H,(P|R) < H,(QIR) e H,(R|P) > H,(R|Q);
(c) P<Q se, e somente se, H,(P|Q)=0.

A demonstragao pode ser encontrada em [3, Capitulo 9]. Um fato importante

é que a sequéncia H,(P™) é subaditiva, como diz o resultado abaixo.
Lema 2.3.4 Para todos m,n > 1 vale que H,(P"*™) < H,(P™)+ H,(P").

A demonstragao pode ser encontrada em [3, Capitulo 9]. Observamos que ela

utiliza a invariancia da medida. Segue dos Lemas 2.1.4 e 2.3.4 que o limite
h P) =1 1H P —'le P 2.9
u(f, )—1}}1% u( )—H}Lﬁ u(P") (2.9)
existe. Chamamos h,(f,P) de entropia de f com respeito a P.
Lema 2.3.5 Dadas particoes P, Q com entropia finita, vale que
hu(f, Q) < hu(f,P)+ Hu(QIP).

A demonstragao pode ser encontrada em [3, Capitulo 9].
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Definicao 2.3.6 A entropia do sistema (f,p) é definida por

hu(f) = Sl;)phu(f,P) (2.10)
onde o supremo € tomado sobre todas as particoes com entropia finita.

Ao longo do texto, trabalharemos apenas com particoes finitas, nao apenas por
uma questao de simplicidade, mas em razao de dois resultados que nos garantem que o

supremo em (2.10) é realizado por parti¢oes finitas, conforme veremos.

Lema 2.3.7 Toda particio finita tem entropia finita. De fato, H,(P) < log#P.
A demonstracao pode ser encontrada em [3, Capitulo 9].

Proposigao 2.3.8 A entropia de (f,p) € igual a hy,(f)=sup{h,(f,P):P finita}.

Demonstracdo: E claro que h,(f) > sup{h,(f,P) : P finita}. Para provar a outra
desigualdade, vamos aproximar parti¢coes enumeraveis infinitas por parti¢oes finitas. Seja
P ={Py: k> 1} parti¢ao infinita com entropia finita. Considere a sequéncia de parti¢oes
finitas Py, = {P1,..., P, Qr} onde Qp = UjspPj. Temos Py < Py < --- <P, logo P <
Pg < --- <P" para todo n > 1 e portanto H,,(P}) < H,(P"™) para todos n,k > 1. Pelo

Lema 2.3.5, segue que
h(fsPr) < h(f,P) < hy(f, Pr) + Hu (P Py). (2.11)

Resta verificarmos que H,(P|P)) — 0 quando k — co. Temos

H(PIPy) = ‘Elp;k“@”””logw
_ _n;mzlup A\ Pp) log (];(;m]; - ¥ H(Ea Qi) log (];?ggk)
- _n%:kMP ﬂQk)log al (ggk)
- -G
— _ngku ) log u( Pn)+%:ku ) 10g 1(Qr)

= =Y w(Pp)logu(Py) + p(Qr) log u(Qy).
n>k
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Como P tem entropia finita e p(Qy) — 0 quando k — oo, segue que H,(P|Pj) — 0 quando

k — oo e portanto h,(f,P) < suph,(f,Px). Como a particao P é arbitraria, concluimos a
prova.

O

Na sequéncia, enunciamos trés resultados de grande importancia para a teoria

de entropia, cujas demonstragdes podem ser encontradas em [3, Capitulo 9.

Lema 2.3.9 Se P ¢ uma particao finita, entao h,(f,P) = hﬂ(f,Pk) para todo k> 1. Se
f € invertivel, temos também hy,(f,P) = h,(f,P*) para todo k > 1.

Proposicao 2.3.10 Vale hu(fk) = kh,(f) para todo k> 1. Se f ¢ invertivel, entdo
hu(f*) = |k|hu(f) para todo k € Z.

Enunciaremos agora um dos principais resultados da Teoria Ergddica.

Teorema 2.3.11 (Kolmogorov-Sinai) Seja Py <--- <Py <--- uma sequéncia de par-

ticoes com entropia finita tais que o= Pn gera a o—dlgebra de Borel. Entdo

hu(f) =lim by, (f, ).

Finalizamos essa secao fornecendo um exemplo concreto do célculo da entropia

métrica.

Exemplo 2.3.12 (Entropia do Deslocamento) Seja ¥ = {1,...,d} o shift unilateral

completo com d simbolos e seja o : ¥ — 3 0 mapa deslocamento, igual a o((xn)n) = (Tn+1)n-

Consideramos uma medida de Bernoulli p=1" em ¥, v = (p1,...,pq). Seja P a particio
de ¥ nos cilindros de tamanho 1 na posi¢ao zero [0;a], a € {1,---,d}. Entao P"™ é a
particio de X em cilindros [0;ay,- -+ ,ay,] de comprimento n comegando na posigio zero. A

entropia de P" é

HMUDH) = - Z pal"‘panbg(pal”'pan>
aj,...,an
= — > Pay---Pan 108 pa;
ai,...,an ,]

n
= _Z Z Pay ***Pay, 10g Pa,;

j=101,..-,0n

= - Zzpaj IOg paj Z Pay - 'paj_lpaj_,_l **Pan,
Jj % aj i#j

HM(P> Z Pay - 'paj71paj+1 “Pay

1 A1 yeees@j—1,05415---,0n

n
1=
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O somatdrio mais interno € igual @ 3" pay 3 Paj_y 2-Pa; " 2Pay, = 1, logo

n d

Hy(P") = ;HMUD) =nH,(P) = —n; pilogp;.

Consequentemente,

1 a
hu(g,P) = h};n EHM(Pn) = - ;pi log p;
1=
Como a uniao dos iterados P"™ gera a o—dlgebra de Borel de Y, entao pelo Lema 2.3.9 e

Teorema 2.3.11 concluimos que

d

hu(o) =limhy(o,P") = hy(o,P) = — > pilogp;.
i=1

2.4 Entropia Topolégica

Seja M um espago métrico compacto. Chamamos cobertura aberta de M
qualquer familia o de abertos cuja uniao é todo o espago M. Dada uma cobertura aberta
a, dizemos que vy é uma subcobertura de «, se v é uma subfamilia de a que ainda assim
é uma cobertura de M. Note que, como o espago M é compacto, isso implica que toda
cobertura aberta admite uma subcobertura finita, isto é, uma subfamilia de abertos com

apenas um numero finito de elementos.

Definicao 2.4.1 Chamamos de entropia da cobertura de o ao nimero
H(a) =log N(«a)

onde N(a) € o menor niumero tal que a admite alguma subcobertura finita com esse nimero

de elementos.

Dadas duas coberturas abertas a e 3, dizemos que a é menos fina que 3, e
escrevemos « < 3, se todo elemento de f estda contido em algum elemento de a. Por

exemplo, se 5 é uma subcobertura de «a, entdo o < 3.

Proposigao 2.4.2 Se a e 8 sdo coberturas abertas de M tais que o < 3, entao H(a) <

H(p).

Demonstracao: Seja v = {A;}1<i<n uma subcobertura finita de 5. Como f é mais fina
do que «, segue que para cada A; € v, existe B; € a tal que A; C By, logo { B }1<i<n ¢ uma
subcobertura finita de a.. Consequentemente, N(«) < N(f3), e portanto H () < H(f).

O
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Proposigao 2.4.3 Se « e 8 sao coberturas abertas de M, entao H(aV () < H(a)+ H(f).

Demonstracao: Sejam A = {A;}1<;<, uma subcobertura finita de a e B = {B;}1<j<s
uma sucobertura finita de 5, entdo U = {A; N Bj:1<i<rel1<j<s} ésubcobertura
finita de 'V 8, com no maximo rs elementos. Isso implica que, N(aV ) < N(a)N(5).,
consequentemente H(aV () < H(«a)+ H(pB).
O
Dadas coberturas abertas aq,...,a,, denotamos por a1 V---Va, a sua soma,
isto ¢, a cobertura cujos elementos sao as intersecoes A1 N---NA;, com A; € o, para cada
J. Note que aj < a1 V---Vay para todo j.
Seja f: M — M uma transformacao continua. Se o é uma cobertura aberta
de M, entdo qualquer pré-imagem f~7(a) ={f7(A): A€ a} também é uma cobertura

aberta de M. Para cada n > 1, denotamos
a"=aVf i a)Vv.-- VT a)

Para o caso em que f: M — M for um homeomorfismo definimos
n n—1 )
o=\ f(a)
Jj=—n
Pela Proposigao 2.4.3, vemos que H(a™™") < H(a™)+ H(a™) para todo m,n > 1, e
para qualquer cobertura aberta de M. Ou seja, H(a™) é uma sequéncia subaditiva.

Consequentemente, pelo Lema 2.1.4, o limite

1 1
_1. H n i f H n
h(f,a) im— (a™) inf -~ (a™)

sempre existe e é finito. Ele é chamado entropia de f com respeito a cobertura a. Agora,

pela Proposigao 2.4.2, implica que a < = h(f,a) < h(f,[).
Definicao 2.4.4 Chamamos de entropia topologica de f como sendo

h(f) =sup{h(f,«): « é cobertura aberta de M}.

Em particular, se B é subcobertura de o, entdao h(f,a) < h(f,3). Portanto, a defini¢io

acima nao muda se restringirmos o supremo as coberturas finitas.

Definicao 2.4.5 O didmetro de uma cobertura aberta o, o qual denotaremos por ||c|, é

definido como o supremo dos diametros dos seus elementos (conjuntos abertos).
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Proposicao 2.4.6 Seja (Bg)r qualquer sequéncia de coberturas abertas de M tal que ||Bl|

converge para zero. Entdo
h(f)= Sl;ph(f, Br) = li]?h(f, Br).

Demonstracao: Ver [3, Capitulo 10].

O

Corolario 2.4.7 Seja f: M — M continua, onde M é espaco métrico compacto. Seja 3
uma cobertura aberta satisfazendo alguma das duas propriedades abaizo:
(1) ||5*|| = 0 quando k — occ.

(2) f é um homeomorfismo e ||fEF|| — 0 quando k — co.

Entao h(f)=h(f,5).

Demonstracao: Ver [3, Capitulo 10].

O

Defini¢ao 2.4.8 (Conjunto gerador e conjunto separado) Dados € > 0 um nimero
real qualquer e n € N, dizemos que G é um conjunto (n,e)-gerador de M se para todo
x € M eziste a € G tal que d(f(x), f'(a)) < € para todo i =0,1,...,n—1. Dizemos que E
¢ um conjunto (n,e)-separado se para todos x,y € E existe j € {0,1,...,n—1} tal que

d(f7(x), [ (y)) > e.

Denotaremos por g, (f,€) a menor cardinalidade de um conjunto (n,e)-gerador

de M, e s,(f,€) a maior cardinalidade de um conjunto (n,e)-separado. Definimos,

) 1

g(f.e) = limsup—loggn(f,e)
n n
1

s(f,e) = limsup—logsy(f,e€).
n n

E claro que se 0 < €] < €9, entéio todo conjunto (n, ez)-separado também é (n, €1 )-separado.
Portanto, sy, (f,€1) > sn(f,€2) para todo n > 1, e passando o limite s(f,e1) > s(f,e2), de

maneira andloga podemos concluir que g(f,€1) > g(f,€e2). Logo, podemos definir o limite

g(f) = limg(f,e)

e—0
s(f) = lims(fe).

A proposigao abaixo, cuja prova pode ser encontrada em [3, Capitulo 10],

fornece a boa definicao para entropia topologica.
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Proposicao 2.4.9 Seja f: M — M transformacao continua em um espaco métrico com-

pacto M, entao h(f)=g(f)=s(f).

Proposicao 2.4.10 Sejam f: M — M e g: N — N transformagoes continuas em espagos

métricos compactos. Se existir uma aplicagcdo b : M — N continua e injetiva tal que

o f=gor, entao h(f) < h(g).

Demonstracao: Inicialmente, vemos que (M) é um conjunto compacto, e dai a sua
inversa 11 : (M) — M é (uniformemente) continua. Logo, dado € > 0, existe § > 0 tal
que se E C M é (n,e)—separado para f, entdao 1»(M) C N é (n,d0)-separado para g. Com
efeito, denotaremos por d e dV as distdncias respectivas nos espacos métricos M e N,
dados z,y € E, entéo existe j =0,--- ,n— 1 tal que d™ (f7(x), fI(y)) > €. Agora, pelo fato
de que ¥~! é uniformemente continua, entao d™¥ (¢¥(f7(z)),(f(y))) > 6. De acordo com
a hipétese, o f = go, temos que d™ (¢7(4(x)), 97 (¥(y))) > 4.
Sendo 1) uma aplicacao injetiva, concluimos que s, (f,€) < s,(g,d) para qualquer
n > 1. Passando o limite, obtemos s(f) < s(g), em particular h(f) < h(g).
O

Exemplo 2.4.11 (Entropia topolégica do mapa deslocamento) Seja 0:% — X o
deslocamento unilateral em ¥ = {1,.. .,d}N, introduzido no Exemplo 2.3.12. Vimos nesse
referido exemplo que se p € a medida de Bernoulli definida pelo vetor de probabilidade
p=(p1,...,pa), entdo h,(o,P) = —Zlepi logp;. Observe que todo cilindro é aberto, logo
mathcal P ={[0;a] :a=1,...,d} € cobertura aberta de .. Para cada n, P™ € formada pelos
cilindros de comprimento n comegando na posicao zero. Temos H(P™) =log#P" = logd"

e consequentemente h(o,P) =logd.Consideramos uma métrica canonica em ¥ definida por

d((zi)ien, (Yi)ien) = 0~ (2.12)

onde 0 € (0,1) estd firado e N = N((x;)ien, (Yi)ien) > 0 € o maior inteiro tal que x; =y;
para todo |i| < N. E ficil notar que diam(P™) — 0 quando n — oo, portanto pelo Coroldrio
2.4.7 seque que h(c) =logd. O mesmo vale para o mapa deslocamento bilateral definido

em {1,...,d}%.

Exemplo 2.4.12 (Homeomorfismo do Circulo) Seja f:S' — S um homeomorfismo

do circulo S* =R/Z. Seja o uma cobertura do circulo formada por wm niimero finito de
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intervalos abertos. Seja Oa o conjunto formado pelos pontos extremos desses intervalos.

Para cada n > 1, a cobertura o™ estd formada por intervalos cujos extremos estdo em
da" C 0aU f~HOa)U---U F~ D (9a).
Pela unidimensionalidade de ST, temos #a™ < #0a™ < n#0a. Portanto,
1 |
h(f,a) =lim —log#a" <lim —logn = 0.
non non

FEscolhendo uma sequéncia de coberturas oy, com diam(ay) < 1/k, concluimos pela Propo-

si¢io 2.4.6 que h(f)=0.



22
3 PRESSAO E ESTADOS DE EQUILiBRIO
3.1 Pressao

Seja f: M — M uma transformacao continua definida em um espaco métrico
compacto (M,d). Chamaremos de potencial qualquer fun¢ao continua ¢ : M — R. Para
cada n € N, definimos a n—ésima soma de Birkhoff ¢, : M — R por ¢, = Zglz_olgoo fe.
Dada uma cobertura aberta a de M, definimos

P.(f,p,a) = inf{ > sup e#n (@) .y é subcobertura finita de a”} (3.1)

ey el

Observe que,

T supernen®) 3 gupepn@ el (O)
Uer Uey
- (Zsupesom(U)).( 5 Supesanum(vn)_
Uey Vefrm(»)
Consequentemente,

Pm+n(f7<10704) < Pm(f>§0>a)'Pn(f7907a)'

Aplicando a funcao logaritma em ambos membros da desigualdade acima tem-se

log Pryin(f,0,a) <log Py (f,p,a)+1og Py(f, ¢, ).

Portanto, a sequéncia (log Pp( f,gp,a))n é subaditiva, logo pelo Lema 2.1.4, garantimos a

existéncia do limite

1
P(f,cp,a) :nh_{loloﬁlogp’n(f#p)a) (32>

Definicao 3.1.1 Chamaremos de pressao do potencial o relativamente a transformagdo
f ao limite
P(f,e)= lim P(f ¢ a). (3.3)
l[al| =0

A existéncia deste limite é garantida em razdo da proposi¢ao abaixo.

Proposicao 3.1.2 Euxiste o limite P(f,p) € [0,00], com

para toda sequéncia (o) de coberturas com ||ag|| — 0.
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Demonstracao: Ver [3, Capitulo 10].

Abaixo listamos algumas consequéncias da propria definicdo de pressao.
1. Ao considerarmos o potencial nulo ¢ = 0, podemos ver que P,(f,0,a) = N(a'), onde
N = N(a™) é o menor nimero tal que o" admite alguma subcobertura finita com N

elementos. Logo, P(f,0,a) = h(f,a) para toda cobertura aberta « e portanto

P(f,0) = h(f). (3.4)

2. Dada qualquer constante ¢ € R, temos P, (f, o+ ¢, a) =€e"P,(f,¢,a) para todo n > 1
e dai P(f,po+c,a) = P(f,¢,a)+ c para toda cobertura aberta «. Logo,

P(f,p+c)=P(f,p)+c

3. Similarmente, se ¢ < entdo P,(f,p,a) < P,(f,¥,«a) para todo n > 1 e, portanto,
P(f,p,a) < P(f,1,a) para toda cobertura aberta «, donde

<Y = P(f,0) < P(f1).

Em particular, como inf ¢ < ¢ <supy, temos

h(f)+infe < P(f,0) <h(f)+supe. (3.5)

Uma consequéncia imediata de 3.5 é que se h(f) ¢é finita entao P(f,p) < o0
para todo potencial ¢. Vejamos no exemplo abaixo que podemos obter um sistema com

P(f,p) =00, em virtude da entropia topolégica nao ser finita.

Exemplo 3.1.3 Considere o deslocamento o : [0,1]% — [0,1]%. Munimos o espago topold-
gico compacto [0,1]% com a distincia
d(a,y) =32 27" wn —yal, (3.6)
nez
onde x = (p)nez € Y= (Yn)nez. Considere um conjunto discreto A C [0,1] com n elementos,
e considere a distincia em A% definida no Evemplo 2.4.11 com 6 = 1/2, denote-a por
p. Afirmamos que p e a restricio de d acima ao conjunto A% sio equivalente. Dados

= (22)n,y = (yn)n € A%, seja N >0 o maior inteiro tal que x, =1, para todo |n| < N.
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Entao,
Z 2_|n||xn_yn| = Z 2_|n‘|xn_yn|+ Z 2_|n||$n_yn|
nez n<—N n>N
< ¥ ey o
n<—N n>N
= 2> 9—Inl
n>N
_ 27N+1 Z 2f|n|
n>0
< 2—N+2
= 4p(z,y)

Por outro lado, seja ¢ =min{|z; —y;| :i € Z}, recorde de que o conjunto A é finito. Com

1850, VEMOS que

nez n<—N n>N
> 227N % oIl
n>N
= 427N
= dep(z,y)

Diante das duas desigualdades que obtemos, seque que 4dcp(x,y) < d(z,y) < 4p(x,y), pro-
vando a equivaléncia entre as métricas. Consequentemente a entropia topoldgica do sistema
(0,A%,d) ¢ igual a logn. Agora, considere a aplicacio inclusio i: A% — [0,1]%. Podemos

ver que dado (1), € AZ tem-se
i00|AZ((zn)n) = 0 0i((n)n)

Diante da proposigio 2.4.10, concluimos que h(c|A%) =logn < h(c). Como A é arbitririo,

seque que h(o) = oo.

Podemos definir a pressao através de duas outras maneiras, em termos de

conjuntos geradores e conjuntos separados.
Defina

Gn(f,p,€) = inf{ Y @B (n,e)gerador}

€N

Sn(f,p,€) = sup{ > en(®) . B¢ (n,e)—separado}.

zeFE
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Em seguida, defina
) 1
G(fipre) = limsup —logGn(f, ¢.¢)
n
1
S(fv@ue) = limsupEIOgS’IL(faSO?e)
n

e também

G(f.p) = lmG(f e (3.7)
S(fip) = lmS(f,p€). (3.8)

A seguinte proposicao fornece a boa definicao.
Proposicao 3.1.4 Para todo potencial ¢ vale que P(f,p) = G(f,0)=S(f,¢).

Demonstracao: Provaremos que P(f,¢) > S(f,¢) > G(f,¢) > P(f,¢). Considere n > 1
e € > 0. A partir da Defini¢ao (2.4.8), podemos concluir que todo conjunto (n,€)-separado

maximal é (n,€)-gerador. Entao

Sn(f,p,€) = sup{ e‘P" (B é (n,s)—separado}
el
= sup{ > en(® (n,€)-separado maximal} (3.9)
el
> inf{ 3 @ ¢ (n,e)gerador}
el
= Gn(f7 2 6) :

Consequentemente S(f,p,€) > G(f,p,e). Passando ao limite quando ¢ — 0,
obtemos S(f,¢) > G(f,p). Provaremos agora que P(f,¢) > S(f,¢). Seja o uma cobertura
aberta qualquer de M com ||a|| <6, sendo 6 um niimero real positivo e seja £ C M um
conjunto qualquer (n,d)-separado. Dada qualquer subcobertura finita v de o, é claro
que todo ponto de E pertence a algum elemento de . Além disso, como ||y|| < §, cada
elemento de v s6 pode conter um unico elemento de E. Portanto,

> ePn(@) < Y sup ()

z€E UeyyelU

Tomando o supremo em E e o infimo em ~, temos que

Sn(f,@,é) S Pn(f7907a)7 vn Z 1
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Segue que S(f,,0) < P(f,p,a). Fazendo § — 0 (logo ||a|| = 0) concluimos que S(f,p) <
P(f,¢).

Agora nos resta verificar que G(f,¢) > P(f,¢). Por continuidade uniforme
(relembre que M é compacto e ¢ é continua), dado € > 0 existe § > 0 tal que d(x,y) <46
implica |p(z) —¢(y)| < €. Seja o uma cobertura aberta de M com ||af| <6, seja p >0
um ntmero de Lebesgue de « e seja E' um conjunto (n, p)-gerador qualquer de M. Para
cadax € Eei=0,...,n—1, existe A, ; € a tal que B(f(z),p) C Az, onde B(fi(z),p) é

a bola aberta de centro f!(x) e raio p.

Defina,
n—1 )
y(z) = n J T (Azy),
=0
que ¢ um elemento de o™ que contém
B(x,n,p) = m f_Z(B(fl(x)’p)) = {y eM: d(fz(y)ufz(x)) <p,1=0,....,n— 1}'
1=0

O conjunto B(x,n,p) é a bola dindmica de ordem n centrada no ponto x e de raio p. Note

que se defirmos a métrica d,, por

dp(x,y) := max{d(f*(x), f(y)) : k=0,...,n—1} (3.10)

entdo obtemos uma métrica equivalente a d e tal que B(x,n,p) é a bola de centro x e raio
p com respeito a d,.

Como E é um conjunto (n,p)—gerador, entdo v = {vy(x) : x € E'} é uma subco-
bertura finita de a”. Note também que

sup ¢n(y) <ne+pp(z), VYreE. (3.11)
yey ()

De fato, dado x € E, seja y € y(x). Para todo i =0,...,n—1 tem-se y € f~*(A;;) com
Az € a, logo d(f'(x), fi(y)) < § e portanto |o(f*(x)) —¢(f'(y))] < e. Somando em i,

obtemos que

(@) — en)] < 3 lo(Fi (@) — o(Fi(y)] < ne.
1=0

Diante disso, vemos que ¢, (y) < ne+¢p(x), o que prova (3.11). Logo,

3 supern® < ene N (@),

UeyyelU T€E
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Isso nos garante que P, (f,p,a) < ™Gy (f,p,p) para todo n > 1 e consequentemente
1 1
—log Bu(fip,0) < et —log G(f,0.p)
para todo n > 1. Por (3.2), segue que
1
P(f.¢,@) < etliminf —logGu(f.¢,p) < e+G(f.0,p). (3.12)

Fazendo p — 0 vemos que P(f,¢,a) <e+G(f,¢). Finalmente, fazendo 6 — 0 temos € — 0

e portanto

P(f.p) = lim P(f,p,0) < lim(e +G(f,9)) = G(f, ).

Isso conclui a prova.

A conclusao da Proposicao 3.1.4 pode ser escrita da seguinte forma:

L 1 . 1
P(f,¢) = limlimsup —log Gn(f, i, s) = lim limsup —~log Sy(f,0,5)  (3.13)

Diante das relagoes (3.9) e (3.12) na demonstragao, podemos obter também as seguintes

estimativas
P < lim li 'fll G < lim li 'fll S
(f,¢) < lim liminf ~logGn(f, ¢,s) < lim liminf —log Su(f,,s).
Comparando com (3.13), obtemos que

T | T |
P(f, o) = ll_r}%)hrr}szgloan(f,gp,s) = ;%llrr}llnfﬁlogSn(f,gp,s). (3.14)
3.2 Estados de Equilibrio

Continuaremos considerando f: M — M uma transformagao continua em um
espago métrico compacto M. Seja My o conjunto de todas as medidas de Borel invariantes
por f. Um dos principais resultados da Teoria Ergddica é o Principio Variacional,

demonstrado por Walters no contexto aqui considerado.

Teorema 3.2.1 (Principio Variacional) Seja f: M — M uma transformagao continua
em um espago métrico compacto e seja My o conjunto das medidas de probabilidade

invariantes por f. Entao, para toda funcdo continua ¢ : M — R,

P(f,so)=Sup{hy(f)+/sodv:u€/\/lf}. (3.15)
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Demonstracao: Ver [3, Capitulo 10]
0]
Em particular, f possui entropia topoldgica nula se e somente se h,(f) =0
para toda v € M;.

Finalmente, podemos definir a nogao de estado de equilibrio.

Definicao 3.2.2 (Estado de equilibrio) Dado um potencial ¢ : M — R, dizemos que

p e My € um estado de equilibrio de ¢ se
hu(f)+/90 dp = P(f,).

Denotaremos por E(f,) o conjunto dos estados de equilibrio de ¢. Quando

¢ =0, os elementos de E(f,¢) também sao chamados de medidas de mdzima entropia.

Exemplo 3.2.3 Se f: M — M tem entropia topologica nula, entdo toda medida de
probabilidade f—invariante p é de mdxima entropia, pois h,(f) =0=h(f). Para um

potencial qualquer ¢ : M — R, temos

P(f,go)zsup{/@du:ye./\/lf}

e portanto v é estado de equilibrio de ¢ se, e somente se, v maximiza a integral de .

Exemplo 3.2.4 Seja f:S' — S' um homeomorfismo no circulo. Vimos no Exemplo
2.4.12 que h(f) =0. Consequentemente, toda probabilidade invariante é medida de mdzima

entropia.

Exemplo 3.2.5 No Ezxemplo 2.4.11, vimos que h(c) =logd. Tomando p a medida de
Bernoulli associada ao vetor de probabilidade (%,...,%), temos do Eremplo 2.3.12 que

hu(o) =logd. Portanto, j1 é medida de mdzima entropia.

A partir dos exemplos acima, surge a seguinte questao: quando podemos
garantir a existéncia dos estados de equilibrio? Veremos agora uma condi¢do que nos
garantird que o conjunto E(f,p) é compacto e nao-vazio. Em seguida, discutiremos

situagoes em que essa condigao é satisfeita.

Defini¢ao 3.2.6 (Funcgao entropia) A funcgdo entropia de f: M — M é definida
pela fungio v € My hy(f), onde My é o conjunto das medidas de probabilidade f—

invariantes.
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Lema 3.2.7 Seja f: M — M uma transformacao continua em um espago métrico compacto
tal que a funcdo entropia € semicontinua superiormente. Entdo, para toda ¢ : M — R

continua, o conjunto E(f,p) é um compacto (na topologia fraca-estrela) e nao-vazio.

Demonstracao: Assumiremos o fato de que M é um conjunto compacto na topologia

fraca-estrela, vide [3, Capitulo 2]. Seja (i), uma sequéncia em M tal que

B (1) + [ ditn = P(1.5). (3.16)

A convergéncia acima faz sentido em virtude do Teorema 3.2.1. Por compacidade do
espaco M ¢, existe uma subsequéncia (fin, ); que converge na topologia fraca-estrela para
uma medida € M. Pela defini¢do da topologia fraca-estrela (ver [3, Capitulo 2]), temos
que / edin, — / wdu. Pela hipétese de semicontinuidade da fungao entropia, temos que
hu(f) = limsupy, by, (f). De acordo com as propriedades de limsup de uma sequéncia de

nimeros reais, obtemos

limsuphy,,, (f)—{—limsup/<,00lun,C > limsup (hunk (f)—l—/god,unk>
k k k

Portanto,

)+ [ edp = timsup (o, (1) + [ @i, ) = P(f.).

Logo, € E(f,p). A compacidade de E(f,¢) é verificada pelo mesmo argumento utilizado
acima.

O

O préximo resultado nos dird que a existéncia de parti¢oes boas implicara na

semicontinuidade superior da fungao entropia.

Proposicao 3.2.8 Suponha que existe g > 0 tal que toda partigio finita P com ||P|| < ey
satisfaz limy, |P™|| =0. Entdo a fungdo entropia, definida sobre as medidas de probabilidade
e invariantes por f é semicontinua superiormente. Em particular, f possui uma medida

de mazrima entropia.

Demonstracao: Seja P uma particao finita com [|P|| < €. Por hipotese, lim, [|P"|| = 0.

Afirmacgao 3.2.1 UP" gera a o—dlgebra de Borel.
n
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Demonstracao da Afirmacgao: Seja U um aberto qualquer de M. Para cada r em

U existe n(z) € N tal que o conjunto P, = P™®)(z) estd contido em U. E claro que P,

pertence a algebra gerada por LgP”. Observe também que esta algebra é enumeravel, em

particular o conjuntos dos valores tomados por P, é enumeravel. Segue que U = gUPx
x

também esta na algebra gerada por UP". Isto prova que a o-algebra gerada por UP"
n n

contém todos os abertos e, portanto, contém todos os conjuntos borelianos.

Voltando a prova da proposicao, fixe 4 € M. Podemos escolher uma particao
P com ||P|| < €y de modo que p(0P) = 0. Para cada x € M escolha um nimero r, € (0,€p)
tal que o bordo da bola de centro x e raio r, tem medida nula (isso é possivel pois p é uma
medida de probabilidade). Seja U uma cobertura finita de M por tais bolas escolhidas
anteriormente. Seja P a partigdo associada a U, ou seja, a particdo cujos elementos sdo os
conjuntos mazximais que, para cada U € U, estao contidos em U ou no complementar U°.

Em outras palavras, cada elemento de P é um conjunto de continuidade.
Recorde que a topologia fraca-estrela coincide com a topologia gerada a partir de conjuntos
de continuidade da seguinte maneira: dada uma familia finita B = {Bj,..., By} de
conjuntos de continuidade para uma medida de probabilidade w e dado € > 0, consideramos

a vizinhanca
Ve(w,B,€e) = {v medida de probabilidade : |w(B;) —v(B;)| <e€,i=1,...,N}.

Logo, se B é conjunto de continuidade entdao a funcao v +— v(B) é continua na topologia
fraca-estrela. Em particular, vemos que a fungao v +— v(P) é continua para todo P € P e
consequentemente a fungao

vi— H,(P)= Z —v(P)logv(P)
pPeP

também é continua. Observe que

oP=J op
PeP

Consequentemente, temos que
IP"COP U fHOP) U --- U fTHoP)

Como 1 é uma medida invariante e p(OP) = 0, temos que p(OP™) =0. Dai, h,(f,P) =

inf %HV(P”) ¢ o infimo de uma familia de func¢oes continuas, logo é semicontinua superior-
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mente, Consequentemente, dado € > 0 existe uma vizinhanca V' de p tal que
hV(fap) S h,u(fap) +€7 Vwev.

Como JP" gera a o-algebra de Borel, segue do Lema 2.3.9 e do Teorema 2.3.11 que
n
ho(f)=ho(f,P) e hy(f)=hu(f,P) e portanto

ho(f) < hu(f)+e, VYveV.

Isso nos garante que a fungao entropia é semicontinua superiormente. Em particular, como
M é compacto, a funcdo entropia atinge seu supremo, ou seja, existe p € M medida de

maxima entropia.

O

Defini¢ao 3.2.9 (Transformacgoes expansivas) Uma transformagao continua f: M —
M em um espaco métrico compacto é dita expansiva se existe g >0, chamado constante
de expansividade, tal que para todos x,y € M distintos existen € N com d(f™(z), f"(y)) >
€o. Quando f € invertivel, dizemos que f é expansiva se para todos x,y € M distintos

existe n € Z com d(f™(z), f"(y)) > €o.

Ou seja, quaisquer duas orbitas distintas podem ser distinguidas, de forma

macroscopica, em algum momento da iteragao.
Exemplo 3.2.10 (Expansao decimal) Seja f:[0,1] — [0,1], definida por
f(z) = 10x — [10x]

onde |-| representa a fungdo parte inteira. Em outras palavras, f associa a cada x € [0,1]
a parte fraciondria de 10x. Afirmamos que f € expansiva. Escolha € =1/20. Sejam x #y
em [0,1] e considere x =0,x1-Tp--- e y=0,y1---yp--- as suas respectivas erpansoes

decimais. Se existir k > 1 tal que |z —yx| > 2 entao

7)) > 1 >

Agora suponha que | xy, —yn |< 1 para todo n. Escolha k =min{n : x, #y,} >1. Como

| Z —yn |< 1 para todo n < k seque que

k k 1
[P (x)—f (y)|2E>e

Portanto, f é expansiva.
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A proéxima proposicao garante que toda transformacgao expansiva tem funcao

entropia semicontinua superiormente.

Proposicao 3.2.11 Seja f: M — M expansiva e g > 0 uma constante de expansividade

de f. Para toda particao finita P com ||P|| < e tem-se lim, |[P™|| = 0.

Demonstracao: Fixe P parti¢ao finita com ||P|| < eg. Suponha, por contradi¢ao, que
lim, [|[P"|| = ¢ > 0. Entao, para cada n > 1 existem pontos z,, € y, tais que d(zp,yn) > %

e Tn, Yn pertencem ao mesmo elemento da particao P, logo satisfazem
d(f*(zn), f(yn)) < |P"[| <0, k=0,1,...,n—1.

Por compacidade, existe uma subsequéncia (n;); tal que Tp; =T e€yYn; —yondex,yeM

satisfazem d(z,y) > %. Fixe k. Dado € > 0, tomamos j grande de modo que

d(fF (@), fF ) < d(fM (@), fH(@n,) +d(fF (@), £ (n,) +d(FF @), P (un,)) < 2+ 0.

Fazendo € — 0, concluimos que d(f*(z), f*(y)) < eg. Obtemos assim z,y distintos tais que
d(f¥(x), f*(y)) < €0 para todo k € N, um absurdo, pois f é uma transformacio expansiva.
O

A mesma prova se aplica para a nocao de expansividade quando f é invertivel,

basta substituir P por P*".

Corolario 3.2.12 Suponha que f: M — M ¢é uma transformacao continua e expansiva
em um espaco métrico compacto. Entdo todo potencial continuo admite um estado de

equilibrio.

Demonstracao: Basta combinar o Lema 3.2.7 e as Proposicoes 3.2.8 e 3.2.11.
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4 UNICIDADE DE ESTADOS DE EQUILIBRIO PARA HOMEOMOR-
FISMOS EXPANSIVOS COM ESPECIFICACAO

Como vimos no capitulo anterior (Corolério 3.2.12), homeomorfismos expansivos
possuem estados de equilibrio para qualquer potencial continuo. O objetivo principal
deste capitulo é garantir a unicidade dos estados de equilibrio para uma subclasse dos
sistemas dindmicos expansivos. Relembramos que os homeomorfismos considerados estao
definidos em espagos métricos compactos. Além da expansividade, assumiremos que
os homeomorfismos satisfazem a especificacio e que os potenciais sao admissiveis. Os
resultados desse capitulo foram provados por Bowen no artigo Some systems with unique

equilibrium states [1].

4.1 Especificagao e Propriedade de Bowen

Iremos sempre considerar medidas borelianas de probabilidade invariantes pelo

homeomorfismo f: M — M, onde M é um espago métrico compacto.

Definicao 4.1.1 (Especificagdo) Dizemos que f possui especificagdo se para cada
d > 0 existe um inteiro p(d) > 0 para o qual vale a sequinte condigao: se Iy,... I sdo
intervalos de nimeros inteiros, contidos em um intervalo [a,b] C Z com d(1;,1;) > p(0)
para quaisquer i # j, e se x1,...,x € M sdo arbritirios, entao existe um ponto periodico

xe M com footPO)(g) =z e d(fi(x), f{(x;)) <& para todo L€ I;, i=1,... k.

Note que estamos fazendo um abuso de notagao, pois representamos a distancia
entre pontos em M e a distancia entre intervalos inteiros da reta como a mesma notagao d.
Existem outras maneiras de definir a propriedade de especificagdo. Um ponto em comum
a todas as defini¢oes ¢ a existéncia de pontos periddicos que sombream partes de orbitas

do nosso espaco.

Definigao 4.1.2 (Potencial admissivel) Dizemos que ¢ : M — R é admissivel se

existem constantes € >0 e L > 0 satisfazendo a sequinte condicdo:
se d(fk(x),fk(y)) <e para todo 0 <k<n = |pp(z)—pn(y)| < L.

O potencial nulo é claramente admissivel. O principal resultado desse capitulo

é o seguinte teorema.
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Teorema 4.1.3 (Bowen) Seja f: M — M um homeomorfismo expansivo com especifi-
cagao, onde M é um espaco métrico compacto.Entdo todo potencial admissivel @ possui

um tunico estado de equilibrio fi,.

A fim de verificarmos o Teorema acima, procederemos da seguinte maneira.
Para cada n > 1, seja Per, ={x € M : f"(z) =z} e
(@)= Y e, (4.1
zcPery,
Definimos a seguinte medida

— on(z)
Lo Z0(7) Y ooe Oy (4.2)

zc€Pery,

Observe que (4.1) e (4.2) estdo bem definidos, visto que f é uma aplicacao
expansiva e portanto Per,, é finito. Com efeito, assuma por absurdo que Per, é infinito, e
considere uma sequéncia (z,), de pontos distintos em Per,. Por compacidade, a menos
de uma subsequéncia convergente, podemos assumir que (), converge e dai, para todo
0 > 0 existe k € N tal que d(xs, ) < 6 para todos s,m > k. Seja € > 0 uma constante de

expansividade de f, e tome 0 > 0 pequeno o suficiente de modo que
d(y,z) <6 = d(f'(y),f(2)<e, i=0,....,n—1.

Em particular, d(f*(zs), f*(x,,)) < € para todos s,m >k ei=0,...,n—1. Como s, 2, sdo
periédicos de periodo n, segue que d(f*(xs), f*(zm)) < € para todo i € Z, o que contraria a
expansividade de f.

Podemos ver também que i, 5, ¢ uma medida de probabilidade f-invariante.
De fato, como 6,(f~H(E)) = 8 4(z)(E), segue que pypn(fH(E)) = ppn(E). Como My é
compacto na topologia fraca-estrela, entdo existe uma subsequéncia (fip m, )x que converge
na topologia fraca-estrela para uma medida € M. Nas proximas segoes, verficaremos

que p assim obtido ¢ o tnico estado de equilibrio de .

4.2 Estimativas

O objetivo central desta secao é obter estimativas da pressao topologica e
consequentemente da medida p = lim ji,, ,, construida na secao anterior. Faremos repetido

uso das seguintes distancias.
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Definigao 4.2.1 (Distancia d,,) Para cada n >0, definimos as distancias dp,| e dp em

M pondo

diny(z,y) = max{d(f*(x), [*(y)) : [k] <n}
dn(z,y) = max{d(f*(z), f*(y)): 0 <k <n}.

Comegamos com um resultado auxiliar sobre homeomorfismos expansivos. No

que segue, tomamos €g > 0 uma constante de expansividade de f.

Proposicao 4.2.2 Seja f: M — M um homeomorfismo expansivo em um espac¢o métrico
compacto M com constante de expansividade €y. Dado o > 0, existe N > 0 tal que se

dn|(z,y) < €y entdo d(z,y) <.

Demonstracao: A prova é por absurdo. Suponha que para todo n > 1 existem x,,,y, € M

com d(xy,yn) > 6 e tais que dj,(Tn,yn) < €0 . Por compacidade, existe uma subsequéncia

(nj); tal que limzy,; =z e limy,;, =y. Em particular, d(z,y) > §. Agora, como f é um

homeomorfismo, obtemos d(f*(x), f*(y)) < ep para todo k € Z. Isso é uma contradicio,
pois €g é uma constante de expansividade.

O

Agora, iniciaremos as estimativas. No que segue, fixamos um potencial admis-

sivel .
Lema 4.2.3 Para quaisquer € < eg/2 e § >0, existe uma constante Cs. > 0 tal que
Su(f,,0) < CseSn(f,p.€), para todo n > 0.

Demonstracao: Usando a Proposicao 4.2.2, tome N = N(§) > 0 tal que se d|y|(z,y) < €
entdo d(x,y) < d. Reciprocamente, como f é um homeomorfismo, existe a > 0 tal que se
d(z,y) < a entdo d|y|(z,y) < 0.

Sejam F' um conjunto (n, €)-separado maximal e E um conjunto (n,d)-separado
qualquer. Como F é maximal, para todo z € E existe a(z) € F tal que d(f(z), f'(a(x))) <€
para ¢ =0,...,n—1. Isso define uma funcdo o : E — F. No que segue, obteremos uma

conta superior para a cardinalidade dos conjuntos
E,=a Ya)={z€E:a(z)=a}, a€cF.

Vejamos a seguinte a afirmacao.
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Afirmacao 4.2.1 Se x,y € E, sdo distintos, entdo d(z,y) > o ou d(f"(x), f"(y)) > a.

Demonstracio: E claro que
d(fi(x), fi(y)) <2 <e para i=0,...,n—1. (4.3)

Por absurdo, suponha que d(z,y) < a e d(f"(x), f"(y)) < a. Temos trés casos a serem
analisados.

Caso 1: n < N.

Usando que d(z,y) < o, temos dj,,|(x,y) < dn|(7,y) < J, 0 que contraria o fato
de E ser (n,d)-separado.
Caso 2: n € [N,2N].

Usando que d(z,y) < a e d(f"(z), f"(y)) < o, obtemos que d|y|(z,y) <J e
din|(f"(z), f*(y)) < 9. Como [~N,N]U[n— N,n+ N| D [0,n], segue que dy(x,y) <4,
contrariando o fato de E ser (n,d)-separado.

Caso 3: n > 2N.

De (4.3), temos que d‘N|(fi(a:),fi(y)) < 2e parai=N,...,n— N e portanto
d(fi(x),f'(y)) <d parai=N,...,n— N. Como d(z,y) < a, temos que dy(z,y) <4, ou
seja d(f'(z), fi(y)) <6 parai=0,...,N. Similarmente, d(f"(z), f*(y)) < a implica que
d(f(z), fi(y)) <6 parai=n—N,...,n. Assim, d(f*(z)), f'(y)) <J parai=0,...,n, o
que contraria o fato de E ser (n,d)-separado.

O

Em seguida, seja R > 0 o maior nimero de pontos que podemos escolher em
M x M de modo que a distancia entre quaisquer dois deles é maior do que a (como M é
um espago métrico compacto, tal niimero existe). O conjunto {(z, f™(x)): z € E,} satisfaz
tal condicao, logo #FE, < R.

Para cada x € E,, por definicao temos d(f*(x), f¥(a)) < e para k=0,...,n—1.
Escolhendo €y > 0 suficientemente pequeno, existe L > 0 tal que | ¢n(x) —pp(a) |< L, uma
vez que @ satisfaz a Definicao 4.1.2. Com isso, obtemos que

Z en(®) Z Z ePn (@) < Z #Eaew(a)JrL < Rel Z ePn(a) < R€L5n<f,%€),
z€E acF zeE, acF acF
Definindo Cs, = Rel e tomando o supremo sobre todos os conjuntos (n,d)-separados,

concluimos que

Sn(f,QO,(S) < 0576Sn(f79076>
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Uma consequéncia desse tultimo lema é o seguinte resultado.

Proposicao 4.2.4 Para todo € > 0 suficientemente pequeno,
o1
P(f,p) = lim —logSu(f,,€).

Noutras palavras: a pressao pode ser calculada fixando € pequeno.
Demonstracao: Tome € < ¢y/2 e seja 0 < § < e. Pelo Lema 4.2.3, existe Cs . > 0 tal que

Sn(fip,0) < Cs5.5u(f,p.€) para todo n > 1, logo
1 1 1
—logSn(f,gp,(S) S *lOgC(g’E + —logSn(f,go,e), vn 2 1.
n n n

Consequentemente,

1 1 1
inf — < inf{= - >
érglflklogSk(f,cpﬁ) < égfl{klog(?@ﬁ LlogSk(f,p€)) Vn=1
Dali,
liminf 2 log S, (f,0.6) < Timinf{>logCs.+ - log Su(f..¢)}
iminf —lo iminf{—1lo ct+—1lo L, €
non gonlJ, ¥, > " n gLy, n gon ¥
.1
= hn}llnfﬁlogsn(f,ga,e)
Agora, em virtude de (3.14), podemos escrever a pressao da seguinte maneira
1
P(f,)=limliminf —log Sy, (f,p,€).
e—=0 n n

Lembre-se de que ambas as convergéncias acima sao monétonas. Diante isso, temos entao

que
|
P(f,p) < lll%lnfﬁlogsn(fagaaé)
|
< hH%}IlfﬁlOgSn(fugan)

1
< limsup —log S, (f,p,€)
n n

IN

limsupllogsn(ﬁ%(;)
n n

IN

Portanto, como ¢ > 0 foi escolhido arbitrariamente como sendo menor do que € > 0 fixado,

concluimos que

o1
P(f?@) = llﬁrllnglOgSn(f,(p,E)
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desde que € > 0 seja suficientemente pequeno.

Lema 4.2.5 Para todo € > 0 suficientemente pequeno, existem FE¢, D¢ > 0 tais que

k

k
H f ¥, € <Sn1+ +ng f 907 H n] f ¥, € )

para todos ny,...,n; > 1.

Demonstracao: Seja £ (n1+---+ny,€)-separado, para cada j =1,---,k, seja F; um
conjunto (nj,§)-separado maximal. Para cada r € E, seja g(x) = (g1(2),...,g9x(7)) €

Iy x--- x Fj, tal que

dy (2, 91(2)) < 3

dny (f™ (1), 92(2)) < 5
ny(f"2(2),93(2) <5
dnk(fnl+w+nk_1(x)’gk(x)) < %

A escolha acima ¢ possivel pois cada F}; ¢ separado maximal, em particular ¢ um conjunto

gerador.
Afirmagao 4.2.2 A funcio g: E — Fy X --- X F}, € injetiva.
Com efeito, se g(x) = g(y) entao pela desigualdade triangular temos
dy (f1F T (), frET () < e

para todo j =1,...,k, o que implica que dp,+...4n, (2,y) < €, contradizendo o fato de E
ser (ny + -+ ng,€)-separado.

Dado € > 0 pequeno, seja L > 0 satisfazendo a Definicao 4.1.2. Entao

k
Pny-totny, (T Zsonj gj(w Z | o, (fMFT 1 () — o, (g5(2)) |< L.
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Logo,

Sttt ®) < 3 Mo @1@) o 06()

zel el

IN

Z ekL€<Pn1 (y1) ... e%tk(yk)
yl,...,ykGle-"XFk

— < Z e¥n1 (y1 ) ( Z e@nk Yk >
y1€F1 yr€FL

< ekLSn1(f7§076/2>"'Snk<f7907€/2)
Pelo Lema 4.2.3, obtemos que
kL i
Z e‘PnlJr-..JrLPnk H 06/2 eon; f’gp7 = H n] f,(p, )
el 7=1 j=1

onde D, = el C, /2,e- Tomando o supremo sobre £, concluimos a desigualdade

k
Sn1-|— +ny f (707 H n] f P, € ) (44)
Verificaremos agora a outra desigualdade. Para cada j=1,...,k, seja £; um

conjunto (n;, 3¢)-separado. Considere os intervalos de ntimeros inteiros I; = [a;,a;+n; —1],
onde a; =ni+---+nj_1+ (j —1)p(e) e p(e) é um inteiro satisfazendo a definicao da
especificacio (Definicio 4.1.1) para € > 0. E claro que d(I;,I;) > p(e) para todos i # j.
Para cada z = (z1,...,2;) € E1 X -+ X E, pela propriedade de especifica¢ao existe um ponto
periédico z = z(2) tal que d(f(z), f*"%(zj)) < € para todo i € I;, para todo j =1,...,k,

ou equivalentemente:

d(f%(x), fi(z)) <€, Vie€[0,n)),Vji=1,... k. (4.5)
Seja m = ap+ng =n1+---+ng+ (k—1)p(e).
Afirmacao 4.2.3 O conjunto E ={x(z): 2z € Ey X --- X E}} é (m,e)-separado.

Com efeito, sejam z(z) # x(w) € E arbitrarios. Existem j € {1,...,k} e t; €
[0,n;) tais que d(f%(z;), f1(w;)) > 3¢, logo

A (w(2)), f9H (2(w)))
> d(f'9(z5), [ (wy)) = d(f9(25), f97 (w(2))) = d(fH (w(w)), [ (wy))

>3e—€—€ =k,
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o que conclui a afirmagdo acima.

Agora, dado z(z) € I, observe que aj+1 = a; +n;+p(e), temos

m—1 k
om(2(2)) = ZO P(f1(x(2))) = leonj(f“j +Zso (f417 (2(2)))
i= j=
k k
Zl oy (25) — L) = kp(e)|lell = —k(L+p(e )HSOHHZIS%(Z]')
j= j=

e portanto

T ) » hEEl) Y el o)
z(z)€E z€E1>< ‘X By,

_ k(L) H ( T oo )

j=1 \zeE;

Tomando o supremo sobre os conjuntos (m,e)—separados, segue que

Sn(f0,€) > ¢RI+l H ( > e )

Jj=1 \z€E;

Agora, tomando o supremo sobre todos os conjuntos (n;,3¢)—separados, obtemos

k
Sm(f,,€) > e FEPEICD TT S, (f, 0, 3¢). (4.6)
Jj=1

Pela primeira parte deste lema,

Sm(f7§076) = S(n1+ +ng)+ (f € )

DSTL1+ +nkf90, HDS f@?)

IN

= DmeJr-urnk(fa% )[ Sp(e)(f> €] =

e dai

Sm(f,¢,€)
Sn1+"'+nk<f’go’€) = Dé:[sp(g (f 9076)]]{:_1

Aplicando a estimativa (4.6), tem-se

e—k(LAp(e)[el) k
DSyt L
Aplicando o Lema 4.2.3, existe C¢ 3¢ > 0 tal que S, (f ©,€) < 067365nj(f,g0,3€), logo

Snl-l--“-l—nk(fv%ove) > S”j(f’¢’3€)'

e~ k(L+p(e)llel)
(D(—:Ce,Se)k[Sp(e) (fa @, 6)]

k
Snl—‘r-“-i-nk (fa%oae) Z k—1 H S’ﬂj (fvgove)‘ (47)
j=1

Observe que:
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L. se Sy (f,p,€) > 1 entao

1 1
> .
S (e)(fu()pue)k_l B Sp(e)<f7907€)k

2. se Sy (f,p,€) <1 entdo

1
Sp(e)(f0,€)k 1

> 1.

Portanto, definindo
e~ (Lp(e)llell)

EE = )
DCe 3¢ max{1, Sp(e) (frp.€)}

podemos reescrever a desigualdade (4.7) como

k
Sty (f,0,6) > E, H n; (f,,€)

O
Lema 4.2.6 Se € >0 ¢ suficientemente pequeno e D, E. sao dadas pelo Lema 4.2.5, entdo

€ €

Demonstracao: Fixe € > 0 pequeno. Pela Proposigao 4.2.4, temos P(f,¢) =lim % log Sy (f, @, €).

Por absurdo, suponha que exista n > 1 tal que

S Lo

Logo,
1 1
ElOgSn(f,go,E)-I—ﬁlOgEe > P(f790)

Decorre do 4.2.5, que para todo k > 1 temos

Skn(fagpae) = Sn-ﬁ-“'-l-n(faSOaE) > EfSTL(f?(')O:e)k

e dai

! log S (f.,€)"

1 1
P(f,gD)Iliin%logSkn(fﬁp, )>hmk logEk+I1mk

1 1
—logE +— logS (f.p.€) > P(f,0),
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contradi¢ao. Assim, S, (f,¢,€) < E%e”P (f:¢) para todo n > 1. A outra desigualdade é
verificada de maneira totalmente analoga.

O

Recorde que

Zl) = 3 e,

ze€Pery,

Lema 4.2.7 FExistem constantes di,ds > 0 tais que

para todo n suficientemente grande.

Note que o lema acima e o Teorema 3.2.1, quando aplicados a ¢ = 0, nos dizem
que

dye™™f) < #Per,, < doe™ )

para todo n suficientemente grande. Consequentemente,
li L 1 Per,, = h
A —log#Per, = h(f),

ou seja, a entropia topologica ¢ igual a taxa de crescimento do niimero de pontos peridédicos.
Demonstracao: Fixe € > 0 suficientemente pequeno. Afirmamos que o conjunto Per,, é
(n,e)—separado. Com efeito, escolhemos € > 0 pequeno, de modo que seja uma constante
de expansividade. Dai, se existirem x,y € Per, tais que d(f'(z), f'(y)) < € para todo
i=0,---,n—1, como f*(z)=x, assim como f"(y) =y, segue que d(f*(x), f'(y)) < € para
todo 7 € Z, pela expansividade de f, isso implica que z =y. Assim,
Za() < Sn(f.i,€) < 7T,
Ee

onde na segunda passagem usamos o Lema 4.2.6. Isso fornece o lado direito da desigualdade
requerida, tomando do = E-!. Note que esse lado da desigualdade vale para todo n > 1.

Por outro lado, tome n > p(¢€), onde p(e) é dado pela especificacao. Seja F um
conjunto (n —p(e€),3¢)-separado. Pela especificacdo, para cada z € E existe z(z) € Pery,
tal que d,,_,)(2,7(2)) < e. Em particular, se 2,z € E sdo distintos, pela desigualdade

triangular temos z(z) # z(2).
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Note que se z € FE entao

gpn(x(z)) = Pn—ple) (Z‘(Z)) + Spp(e)(fn_p(d (:L‘(Z))) > @n—p(e)('z) —L _p(E)HSDH'

Com isso,
e#n(2(2) > e~ (LAP)llel) g rn—p(e)(2)
e dai
Z e#n(@(2)) > o=(LAp(ellel) Z ePn—p(e)(2) (4.8)
zelE zeE

Relembrando que z(z) € Pery,, para todo z € F, segue que

Zn(p)> > e#n(@(2)) > o=(LAp(ellel) 3 ePn—p(e) (%) (4.9)
zeE zelk

Tomando o supremo sobre os conjuntos (n — p(¢€), 3¢)—separados,
Zn(p) > e WPl S, o (f,0,3¢).

ﬁe("_p(e))lj(f’”). Assim, tomando

dy = e~ LAPEOUel+P9D] ) Dy, | obtemos finalmente que Z,(¢) > die™ ().

Novamente pelo Lema 4.2.6, temos S,,_,)(f, %, 3€) >

Relembre que a bola dinamica para x € M, n>1, ¢ >0 é o conjunto
B(z,n,e) ={y € M : dy(z,y) < €}.

Recorde também que a medida p foi obtida a partir da convergéncia na topologia
fraca-estrela de uma subsequéncia de medidas de probabilidade invariantes definidas da

seguinte maneira
1
Hon =705 2 e,

n z€Pery,

onde Zn(QD) =D zePern e#n(®),

Lema 4.2.8 Para todo € > 0 suficientemente pequeno, existe Ac > 0 tal que

1 (B(y,n,e)) > AerW)—nP(fp) Yy e M, Vn> 1.
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Demonstracao: Fixe ¢ > 0 pequeno de modo que os lemas anteriores sejam validos,
e fixe ye M en>1. Seja m>1 e tome E, um conjunto (m,3¢)-separado. Sejam
r=n+m+2p(e), onde p(e) é a constante dada pela especificacao. Para cada z € Ey,,
aplicando a especificacdo aos intervalos [0,n —1] e [n+p(€),n+p(e) +m — 1] com pedagos
de orbitas {y,..., " 1(y)} e {z,...,f™ (2)} obtemos que existe x(z) € Per, tal que:
Lod(f*(x(2)), fF(y)) <epara k=0,...,n—1.
2. d(frP T (x(2)), fi(2)) < € para £=0,...,m—1.
Pela desigualdade triangular, é facil notar que a aplicacao x : E,, — Per, é injetiva. Pela

primeira condigdo, é claro que z(z) € B(y,n,¢) NPer,. Pela propriedade de cociclo, temos

or(2(2)) = pn(@(2)) + op(e) (F"(@(2)) + @m(F (2(2))) + opo) (fTH (a(2))-

Como ¢ ¢é admissivel, temos |¢n (2(2)) — en(¥)| < L € [om (PO (2(2)) — om(2)| < L e
dai

|or(2(2)) = pn(y) —om(2)] < 2L+2p(e) [l

Com isso,

er(x(2)) = —=2L =2p(€) [l + on(y) + om(2)
e portanto

e#r(@(2)) > o=2L=2p(e)llell+en(y) gom(2)
Consequentemente,
_— 1 1
r(2) —2L=2p(e)[l¢ll+en(y) em (2)

Hor (Blymi€)) > >, W e Y ermil

Zr(®) B open Zr(p) B

Tomando o supremo sobre todos os conjuntos (m,3¢)—separados, obtemos que

o (Blpmd)) > e 22Nl ben)5, (1. 30). (4.10)

Zr ()

Agora, aplicando os Lemas 4.2.6 e 4.2.7, segue que

L 1 —pu
> e P(f¥) 4.11
Z(0) s (4.11)

e existe uma constante D3, > 0 que satisfaz,

1
Sm(f,gp,?)e) Z Eémp(f,tp) (412)
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Substituindo (4.11) e (4.12) em (4.10),

— 1 1
toa (Blym,e)) > (d2€—7"P(f,s0)> ¢—2L=2p() ¢l +¢n(y) (DgeemP(m)

= : ePn(y)—nP(f.p)
do Dsce2L+2p(e)llell+2p(e) P(f.p)

Pondo A = (dy D3 e?LH2P(llell+2p() P(f:0))=1 " concluimos que
for (Byin,€)) > Ace?r@mPUR) - yr >t 9p(e),

pois m ¢é arbitrario. Relembre que p é o limite na topologia fraca-estrela de fi, ., para
alguma sequéncia my — co. Tomando r = my, para k grande e notando que B(y,n,e€) é

fechado, segue portanto que
1 (B(y,n,e)) > limsup fhgm,, (B(y,n,e)) > AefrW)-nP(fe)

o que conclui a prova.

Lema 4.2.9 FEuziste uma constante ¢ >0 tal que

liminf u(POf7(Q)) = ep(P)u(@Q) (4.13)

para todos os conjuntos borelianos P,(Q C M.

Demonstracao: Fixe € < ¢y/3. Sejam A, B conjuntos compactos de continuidade para a
medida p. Dado § > 0 pequeno, sejam U,V as d—vizinhangas de A, B respectivamente.
Usando a Proposicao 4.2.2, seja N(d) > 0 tal que se d)ns)(z,y) < € entdo
d(x,y) <4§. Vamos considerar trés inteiros positivos n, s,t tais que n > 2N (d). Posterior-
mente, faremos s — 0o e t — 0.
Sejam Es um conjunto (s,3e¢)-separado e Fy um conjunto (t,3e)-separado.

Defina intervalos I; = [a;,b;) C Z, j =1,2,3,4, da seguinte maneira:

=[a1,b1) =[-[n/2],—[n/2] +n)
= [ag,b2) = [b1 +p(€),b1 +p(e) + s)
I3 = [ag,bg) [bQ +p(€),b2 —I—p(e)-I—n)
)=

Iy = [a4,bs) = [b3+p(€), b3 +p(e) +1).
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Sejam =by—a1+p(€) =2n+s+t+4p(e). Paracadaz=(z1,29,23,24) em X = =2l (Per, N
A)x Es x f ~ln/2] (Per,, N B) X E¢, a propriedade de especificagdo aplicada aos interva-
los I1,Is,I3,14 nos da um ponto x = z(z) € Pery, tal que d(f% T (z), f'(z)) < € para

0<i<bj—ajej=1,2,3,4. Observe que

a3 = by +p(e) =b1+5+2p(e) =n+s+2p(e) — [n/2],
logo az+ [n/2| =n+s+2p(e).
Afirmacio 4.2.4 z €U e frst2)(g) eV,

Com efeito, como z € f~ /2] (Per, N A), temos que 21 = fln/2) (z1) €A e
portanto d( f4F(z), f174(Z))) = d(f9 (), f(21)) < € para 0 <i < by —ay. Como I} D
[—N(9),N(5)], segue que d(x,Z1) < 0, provando que = € U. A outra propriedade é provada
de modo semelhante: temos que Z3 = L/ 2J(23) € B. Pela construgao de x, vale que
d(fosti(z), fi=17/2)(%3)) < € para 0 <i < by —az. Como I3 — (az+ |n/2]) D [-N(5), N(9)],
segue que d(foF1"/2 (), Z3) < § e portanto f®3+1/2)(z) € V. Como az+ |n/2] =n+s+

2p(€), o resultado segue.
Afirmacgao 4.2.5 A aplicacao x : X — Pery, € injetiva.

Note que Per,, é (n,3¢)—separado, pois 3¢ < ¢g. Como Es e E; sdo (s,3€)—
separado e (t,3€)-separado respectivamente, a afirmagao segue.

Vamos decompor ¢,,(z) em varias parcelas e compara-las com as respectivas
somas de Birkhoff nos pontos z1, 29, 23, 24. Como x € Per,,, sua m—ésima soma de Birkhoff
¢ a mesma comecando de qualquer ponto de sua érbita. Calculando-a a partir de f(z),

temos:

pm(@) = oa(f (@) + pe (F D) + 05 (F2(2)) +p0) (£ () +

En (72 (x)) + (o) (F () + e (F4(2)) + (o) (f** (2))-

Pela admissibilidade de ¢, obtemos que

Om(T) = pn(21) +@s(22) + on(23) + pr(24) — 4L — dp(e) ||| -
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Tomando b = e~ 4L~4p (@l (essa constante nao depende de n,s,t), tem-se

Z ePm () > b Z en(z1) Z e¥s(22) Z e#n(23) Z et (7a)

zeX z€f~ /2] (Per,nA) z2€FEs z3€ f~Ln/2] (Per,NB) z4€ By

—b Z ec,pn(zl) Z ecps(zz) Z esﬁn(zis) Z 69015(24)

z1€Perp,NA z90€FK z3€Per,NB z4€E}

= b ton(A)Zn(9) Hon(B)Zn(p) 3 72 37 coila),
z2€Fs z4€F}
Tomando o supremo sobre os conjuntos (s,3¢)-separados e (t,3¢)—separados e aplicando

os Lemas 4.2.6 e 4.2.7, obtemos que

Z QSDm(OC) >b- ,uga,n(A)Zn(QO) : Ugﬁ,n(B>Zn(90) : Ss(fa @, 36) : St(f,go,36)
zeX
bdi ntsiOP(e) (4
> ﬂ‘e ‘Nw,n( )‘M%n(B)-

Aplicando novamente o Lema 4.2.6, temos

Hoan [UN O] = 1(¢)< > e”mm)
" V)

mEPermﬂUﬂf_”_s_Qp(e)

v

1 o - b3 et
I 225 2 g €T ()b B)
m zc .

e OPER) o (A) - pipn(B).

Pondo ¢ = — (©P(f ’“0), a desigualdade acima se reescreve como

oo, m [Uﬁf_"_s_%(e)(v)} > ¢ ppn(A) - o (B).

Fixando s,n e fazendo ¢ — oo com m = my, onde pi, ., converge para p, na topologia

fraca-estrela, segue que

p|UN 2@V > limsup fm, TN F72OW)] > e ppn(A) - tgn(B).

Agora fazendo s — 0o, temos

liminf [T 0 f~"(V)] = ¢ pipn(A) - pron(B)-
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Finalmente, fazendo n — oo, obtemos

liminf o [T f 77 (V)] 2 ¢ lmsup pipn(A) - pon(B) 2 cp(A)p(B),

pois A e B sdo conjuntos de continuidade. Relembrando que U,V sao as é—vizinhancas de

A, B respectivamente, fazendo § — 0 da que liminf u(AN f~"(B)) > cu(A)u(B).

Corolario 4.2.10 A medida p € ergodica.

Demonstracio: Se G C M satisfaz f~1(G) = G entdao u(G°N f~(G)) = u(G°NG) =0
para todo n > 1. Pelo Lema 4.2.9, segue que pu(G°)u(G) = 0.

4.3 Demonstracao do Teorema 4.1.3

Em posse dos resultados obtidos na se¢ao anterior, munimos agora de ferra-
mentas necessarias para demonstrar o Teorema 4.1.3, principal resultado deste trabalho.
Recorde que f: M — M é um homeomorfismo expansivo definido em um espaco métrico
compacto que satisfaz a especificacdo e ¢ é um potencial admissivel, que satisfaz a Definicao
4.1.2. Nas sec¢bes anteriores, construimos uma medida f-invariante p igual a limite na
topologia fraca-estrela de uma sequéncia de medidas invariantes i, , definidas pela
igualdade (4.1).

Sabemos, pelo Corolario 3.2.12, que ¢ possui um estado de equilibrio v. Po-
demos assumir, restringindo se necessario a um componente ergddica, que v é ergddica.
A prova estard completa se mostrarmos que p = v, pois isso da que u é o Unico estado
de equilibrio. Duas medidas ergddicas coincidem ou sdo singulares. Assumimos, por
contradicdo, que u, v sdo singulares. Sejam E., F' conjuntos mensuraveis disjuntos tais que
EUF =M com p(E)=0e v(F)=0. Considere B= () f~/(E). Pela invaridncia, temos
p(B) = 0. Note também que f(B) C B, entao B é unfzc(())njunto invariante. Ademais,

v(M\B) —I/(Uij\E) Z “I(M\E)) =
Jj=0 §>0
e portanto v(B) = 1.
Fixe € < ¢p/4. No que segue, definiremos partigoes A, que nos auxiliardo na

prova. Seja E, ={x1,...,xy} um conjunto (n,2¢)-separado maximal. Pela desigualdade
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triangular, temos B(z;,n,€) N B(x;,n,€) = & para todos ¢ # j. Pela maximalidade, temos

M = |J B(z,n,2e).
ek,

Para cada ¢t =1,..., N, defina o conjunto
Cni={y €M :dn(y,7;) < dn(y,7;),Vi=1,...,N}.

Afirmamos que Cj, 1,...,C, v sao conjuntos mensurdveis tais que:
1. UG;, = M;
2. B(zi,n,e) C Cpi C B(x,n,2€) para todo i =1,...,N;
3. B(xi,n,e)NCy j = @ para todos i # j.

A mensurabilidade é direta, pois Cy, ; = g; (—00,0] para a funcio mensurdvel

9i(y) = dpn(y,x;) —inf{d,(y,z;) : 5=1,...,N}.

O item 1 também ¢ direto: dado y € M temos que y € (), ; onde ¢ ¢ um indice que realiza
o infimo d,(y,z;) = inf{d,(y,z;) : j=1,...,N}. Agora vejamos os itens 2 e 3. Como
B(zi,n,e)NB(xj,n,€) = @ para todos i # j, se y € B(x;,n,€) entdo d,(y,2;) < e <dy(y,z;)
e portanto B(z,n,€) C Cp ;. Ademais, i é o tinico indice que realiza o infimo d,(y,z;) =
inf{d,(y,z;): j=1,...,N}, e portanto B(x;,n,e)NC, j = & para todos i # j. Por fim,
suponha por absurdo que exista y € Cp; \ B(z4,n,2¢). Entao 2e < dy(y,x;) < dn(y,z;)
para todo j # 7 e portanto E, nao é maximal, uma contradicao.

Note que Cj, 1,...,C), N nao sao necessariamente disjuntos. Para obter uma

particao a partir deles, aplicamos o truque classico, definindo os seguintes conjuntos:
i—1
Ap1=Cp1 e Ayi=0Chi\ U Cpr para j=2,...,N.
k=1
Definimos a particao A, = {Ap 1,..., A, v }. Pelas propriedades 2 e 3 acima, vemos que A,

também satisfaz a propriedade 2: B(zj,n,e) C Ay ; C B(z,n,2€) para todo i =1,...,N.
Afirmagao 4.3.1 Temos diam(f"/2(A,)) = 0 quando n — co.

Para provar a afirmagao, fixe 6 > 0 e seja N(J) dado pela Proposigao 4.2.2.
Afirmamos que diam(fl"/21(A4,)) < § para todo n > 2N (§). Para ver isso, fixe um tal
n e sejam x,y € fI"/2(A, ;) para algum i. Entao f~1"/2(z), f=1"/2l(y) € A,; e daf
2 (), f-10/2(y) € B(wi,n,2€). Pela desigualdade triangular,

di (f7 3 (), f7 2 (y)) < e,
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que em particular implica que d| Ln/zﬂ(l',y> < 4e. Como 4e < €y, a Proposicao 4.2.2 da
que d(z,y) < 6. Como x,y sdo elementos arbitrarios de um mesmo atomo qualquer de
fI2l(A,), a prova da afirmaciio estd completa.

Logo, %J fln/2] (Ap) gera a o—algebra de Borel de M. Com isso, podemos obter

uma sequéncia (X, ), tal que cada X,, é a unido finita de d4tomos de A, e

lim (4 v)(f2(X,)AB) = 0.

n—oo

Como B é f-invariante com pu(B) =0 e v(B) =1, temos
nlgrgou(Xn) =0 e lim v(Xy) =1 (4.14)

Considere agora, para cada k > 0, a particao

k
An=\ F"(An).

j=—k

Afirmagao 4.3.2 Para todo n > 1, vale que diam(AF) — 0 quando k — oco.

A prova dessa afirmacio sera feita por absurdo. Fixe n > 1. Temos A% D AL D
---. Suponha que exista § > 0 tal que diam(A¥) > 2§ para todo k > 0. Entdo existe a2,y
em um mesmo elemento de AF com d(zy,y) > 6. Como A, tem didmetro menor que 4e,
segue que d| Im|($k;7yk;) < 4e. Para k grande isso contraria a Proposigao 4.2.2. A afirmagao
esta provada.

Assim, JAF gera a o-algebra de Borel, para todo n > 1. Pelo Teorema 2.3.11
tem-se ’

B (F7) = ho(F™, Ap) = inf]tHl,(A’fL) < Hy(Ay). (4.15)

Por outro lado, pela Proposicao 2.3.10 temos h, (f") =nh,(f), e dai h,(f) < %Hy(An).
Pela invariancia de v, temos % / On = / pdv e portanto

1
Pf) = bl )+ [ ey <~ [Hy(A) + [ puv]
= nP(f,p) < H,(A) —|—/<pnd1/ = Z l—y(An,i)logy(Am-)—i—/ gpndyl )
1<i<N Ansi
Temos A, ; C B(zj,n,2€). Se € é pequeno o suficiente de modo que 4e atenda as condicoes
da Definicao 4.1.2, obtemos que para todo y € A, ; vale v, (y) < L+ ¢p(z;) e portanto

nP(f,0) <L+ Y v(Ani)(en(i) —logv(An)).
1<i<N

Vamos utilizar o seguinte resultado auxiliar.
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Proposicao 4.3.1 Sejam 0 < ay,...,am <1 tais que s=a1+---+ap, <1 ¢eby,...,bn

numeros reias. Entao,

Zaz _logas) <s<log<Ze )—logs).

=1

Demonstracao: Seja ¢ : [0,1] = R, ¢(x) = —zlogz, que é uma fun¢ao convexa. O lado

L.

Chamando S = Y e, temos pela desigualdade de Jensen que

Sa(i) <o(E ) 0 (3) - 5uu(3).

Cancelando S nos dois lados acima, concluimos que

esquerdo da desigualdade ¢ igual a

Zaﬂog( ) o (&

Ze ( ><s(logS—logs)

que ¢ a desigualdade requerida.

Pela proposicao acima, obtemos que

P(fio)—L< Y v(Ani)(en(xi) —logr(An:))+

An,iCXn
S (An)(on(ri) — logi(Ans))
An,iCXfL
< u(Xnnog( 3 eW”) () ogr(Xa)+
An,,‘CXn

0o (3 e ) S ulX) g (X7

Ay i CX5

§2Q+V(Xn)log< ) 6“””(Ii)>+v(Xﬁ)log< ) es""(‘“)>,
A

n,iCXn An,icxrcz

onde @@ = max{—tlogt : ¢ € [0,1]}. Reescrevendo a desigualdade acima, temos

—L—2Q < —nP(f,)+v(X,)log ( 3 ewnw)) +u(XE)log ( 3 esonm))

An,iCXn An,iCXTCL

=v(X,)log ( 3 ewn(xi)—nP(f,cp)> +v(XE)log ( 3 e&pn(xi)—np(f,cp)>'

AmiCXn An7¢CX7CL
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Pelo Lema 4.2.8, obtemos que

_L_ngu(Xn)log<j 3 u(B(mW))—i—V(XS)lOg(j > M(B(%nﬁ))>

€ Ay iCXn € AninX§

< v(Xn)log 1(Xn) +v(X7)log n(X5) —log Ae.

Mas v(X,,)log u(X,,) = —oo e v(XS)log u(X¢) — 0, uma contradi¢do. Concluimos entao

que p € o Unico estado de equilibro de .
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5 APLICACOES

Neste ultimo cépitulo, veremos que shifts topologicos de Markov e difeomorfis-
mos uniformemente hiperbolicos satisfazem as propriedades de expansividade e especificagao
e que potenciais Holder continuos sao admissiveis. Portanto, neste contexto, hd um tnico
estado de equilibrio. Veremos também um resultado recente da area, obtido por Vaughn
Climenhaga e Daniel J. Thompson no artigo Beyond Bowen’s Specification Property [2],
que se aplica a sistemas que nao sao uniformemente hiperbdlicos. Para isso, sera necessario

generalizar as propriedades de expansividade, especificacao e de potenciais admissiveis.

5.1 Shifts topolégicos de Markov

Um exemplo prototipico das propriedades estudadas nos capitulos anteriores
consiste nos shifts bilaterais, veja sua definicao no Capitulo 2. Nesta se¢do, verificaremos
que tais sistemas satisfazem as condi¢oes do Teorema 4.1.3.

Fixe d > 0, e seja 0 : ¥ — ¥ com ¥ = {1,---,d}*. Recorde que a topologia
definida em > com a base de vizinhancas dada por cilindros coincide com a topologia

associada a distancia definida por

d((xn)nEZu (yn>nez) =2 N

onde N >0 ¢ o maior nimero inteiro tal que z; = y; para todo |i| < N.
Proposicao 5.1.1 A transformacao o € expansiva.

Demonstracao: Sejam = = (zy)nez € ¥ = (Yn)nez distintos, e seja N > 0 o maior nu-
mero inteiro tal que x; = y; para todo |i| < N. Observe que d(c” (x),0" (y)) =1 ou
d(oc™N(z),07N(y)) = 1. Isto prova que o é expansiva, com constante de expansividade

igual a 1.

Proposicao 5.1.2 A transformagao o tem especificagio.

Demonstracao: Fixe § > 0, e seja N = N(J) > 0 tal que d(z,y) < J se e somente se z; = y;
para todo |i| < N. Tome p(d) =2N. Sejam os intervalos de ntimeros inteiros [; = [a;,b;],

com 1 <1i <k, de modo que aji1 >b;+2N, com 1 <j<k—1.
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Sejam z!,--- 2% em X, com 27 = (27),cz. Construimos um ponto periédico

= (2 )nez da seguinte maneira:
IZ:Ig se aj—N+1§i§bj+N—l.

A escolha ¢é consistente porque bj +N —1 < a;y1 — N+ 1. Temos liberdade para escolher

os z; remanescentes arbitrariamente. Observe que dados quaisquer 1 < j <k e s € [a;,bj]

temos que d(o*(z),0%(27)) < §. Por fim, Assim, basta concluir a construgio de z de modo
que z ¢ periédico de periodo by —ay +p(d) tomando x4, - N = Tp, 4 N-

OJ

Relembramos que uma fungdo ¢ : M — R definida em um espago métrico

compacto M é Holder continua se existem constantes C' >0 e 0 <~ <1 tais que para

quaisquer x,y € M tem-se

o(z) = e(y)| < Cd(z,y)".

Proposicao 5.1.3 As fungoes Holder continuas ¢ : X — R sao admissiveis.

Demonstracao: Fixe e <1/2 e seja N tal que d(z,y) < € se e somente se z; = y; para todo
li| < N. Sejam z = (xp)nez € Y = (Yn)nez tais que dy(z,y) < € para algum n > 1. Entao
x; =y; para i = —N,...,N +n e portanto d(c"(z),0%(y)) < 27N=F para k=0,...,n— 1.

Se C',~ sao constante e expoente Holder de ¢, entao para k=0,...,n—1 temos
(" (x)) — (¥ (y))] < Cd(a*(x),0"(y)) < C(27N M) = (C277N).277*

e portanto

o <2 T
() = en(y)] < ( )Y 2 <=L
k=0

concluindo a prova.

Obtemos assim o seguinte teorema.

Teorema 5.1.4 Todo potencial Holder continuo no shift bilateral completo possui um

unico estado de equilibrio.
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5.2 Difeomorfismos uniformemente hiperbélicos

Sejam M uma variedade riemanniana C'*° compacta sem bordo e f: M — M

um difeomorfismo.

Definicao 5.2.1 Um conjunto f—invariante X C M € dito hiperbolico se, para cada
r € X, o espago tangente T, M decompde-se em uma soma direta T, M =E*(z) @ E%(x)
satisfazendo

Df(E*(x)) = E*(f(x)) e Dfe(E"(x)) = E*(f(x))

e existem constantes C'>1 e 0 < A <1 tais que:

| Dfrv|| < CX||v||, para todos v € E*(x),n >0,

|Df; ™| < CA"||[v||, para todos v € E*(x),n > 0.
Quando M ¢ hiperbdlico, dizemos que f é um difeomorfismo Anosov.

Proposigao 5.2.2 Seja f: M — M wum difeomorfismo Anosov transitivo. Entdo f é
expansivo e possui a propriedade de especificacdo, e todo potencial Holder continuo é

admissivel.

Demonstracao: Ver [2, Segoes 5 e 10].

O Teorema 4.1.3 nos fornece entao o seguinte resultado.

Teorema 5.2.3 Nas condicoes acima, todo potencial Hélder continuo possui um unico

estado de equilibrio.

5.3 [Especificagcao e Decomposicao fracas

Seja f: M — M transformacao continua em um espago métrico compacto.

Diremos que um segmento de o6rbita é uma lista finita de pontos de uma orbita
de um ponto x € M. Denotaremos por (z,n) € M x N, sempre que quisermos representar
o segmento de érbita (z, f(z).---, f""}(z)). Dada uma colecio de segmentos de 6rbita

D C M x N, para cada n € N definimos

D, ={x € M :(z,n) € D},
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que representa a colecao de segmentos de érbita de comprimento n que estao em D.

Definig¢ao 5.3.1 (Pressao Topoldgica) Seja D C M x N uma colegao de segmentos de

orbita. Para cada € >0 , n €N e uma funcao ¢ : M — R, definimos

AD,p,e,n) = sup{ > e EcD, é (n,e) sepamdo} .
zel

A pressdo de D na escala € >0 ¢ definida por

1
P(D,p,¢e) =limsup —log A(D, ¢, €,n)

n—oo N

e a pressao topologica de D é definida por

P(D,¢) =lim P(D, ¢,¢).

e—0

Em particular, quando D = M x N temos P(f,o) = P(M xN,¢p).

Definig¢ao 5.3.2 (Decomposigao) Uma decomposicao de M x N é uma tripla de con-
juntos CP, G, C* C M x N para qual existem fungoes p,g.s: M x N — N tal que para todo

(x,n) € M xN os valores p=p(x,n), g=g(x,n) e s=s(x,n) satisfazem p+g+s=n e
(z,p) €CP, (fP(2),9) €G, (fI(x),s) €C".
Dada uma tal decomposicao, para cada N € N escrevemos
GV ={(z,n) € M xN:p(z,n) <N e s(z,n) < N}.

Definicao 5.3.3 (Especificagao) Seja D C M x N uma colegio de segmentos de orbitas.
Dizemos que D possui a propriedade de especificacao na escala 0 > 0 se existe T € N
(tempo transicao ou gap size) tal que para todo (x1,m1),...,(xE,nk) € D existem inteiros

0=Ti1<To<---<Ty eye M tais que
fTi(y) € By, (zi,6) e T; — (Ti—1+ni—1) € [0,7], para todo 1 <i <k.

Dizemos que D possui a propriedade de especificagdo se D possuir a propriedade de

especificacao na escala 0 para todo § > 0.

Em outras palavras, o ponto y sombreia a orbita do ponto z; entre os iterados
[T;,s;) onde s; =T;+n;, e os tempos de transi¢ao sao limitados por 7.
Observe que, diferente da Definicao 4.1.1 que vimos de especificacao, aqui o

ponto y que sombreia nao é necessariamente periédico.
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Figura 1 — Especificacao

Definicao 5.3.4 Dizemos que uma medida f—invariante p é quase-expansiva com
escala € se T'e(x) = {x} para p—quase todo ponto x € M, ou seja, se o conjunto nao-

expansivo NE(e) = {x € M : T'c(z) # {x}} possui p-medida nula.

Definicao 5.3.5 Definimos a pressao das obstrucées com escala € por

Peto(i.6) =sup { (/) + [ s p € M5 com p(NE(0) > 0,

onde Mjc denota o conjunto das medidas f—invariantes ergodicas.

Dados € > 0 e x € M, considere o conjunto
[i(2) = {y € M: d(f"(z), f"(y)) < ¥ € Z}.

Note que se f: M — M ¢é expansiva com constante de expansividade menor que €, entao

I'c(z) = {z} para todo = € M.

Defini¢ao 5.3.6 (Propriedade de Bowen) Uma fungio continua ¢ : M — R possui a
propriedade de Bowen com escala € >0 se existe uma constante V > 0 tal que para

todo segmento de drbita (x,n) € M xN ey € B(x,n,€) temos | on(y) — pn(x) [< V.

Teorema 5.3.7 (Climenhaga-Thompson) Sejam M um espaco métrico compacto, f :
M — M um homeomorfismo e p: M — R um potencial. Suponha que existem €,0 >0 com
€ > 400 tais que Pé(p(%e) < P(f,¢) e uma decomposi¢io (CP,G,C*) para M x N com as
sequintes propriedades:

(1) GN possui especificacio com escala & para todo N;

(2) ¢ possui a propriedade de Bowen em G com escala €;

(3) P(CPUC?,p,0) < P(f,p).

Entao ¢ possui um unico estado de equilibrio.

O teorema acima generaliza o Teorema 4.1.3, e vem sendo aplicado em variados
contextos nao-uniformemente hiperbodlicos, incluindo fluxos geodésicos de variedades de

posto 1.
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