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RESUMO

Fluxos em redes sdo uma ferramenta fundamental na Teoria dos Grafos, com muitas aplicacdes
praticas. uma rede N é formada por um (multi)digrafo D juntamente com uma funcdo de
capacidade u : A(D) — R, e é denotada por N' = (D,u). Um fluxo em N & uma funcio
x : A(D) — Ry de modo que z(a) < wu(a) para todo a € A(D). Dizemos que um fluxo
é A-uniforme se seu valor em cada arco com fluxo positivo é exatamente A, para algum \ €
R’ . Segundo Granata et al. (2013), redes arco-coloridas sdo usadas para modelar diferengas
qualitativas entre as diversas regides por onde o fluxo sera enviado. Elas tém aplicacbes em
diversas areas tais como redes de comunicac3o, transportes multimodais, empacotamento etc.
Neste trabalho, consideramos dois tipos de fluxos - (s, t)-fluxo e fluxo s-ramificado.

Um (s, t)-fluxo representa a quantidade de fluxo que pode ser enviada de s a ¢t em uma rede
N = (D, u). De acordo com Baier, Kéhler e Skutella (2005), um (s, t)-fluxo é k-divisivel se
ele pode ser decomposto em até k£ caminhos. Nés consideramos o problema de decompor um
(s,t)-fluxo em uma rede arco-colorida com custo minimo, isto &, com a menor soma do custo
de seus caminhos, onde o custo de cada caminho é dado pelo seu niimero de cores. Mostramos
que esse problema & N'P-Dificil para (s,t)-fluxos em geral. Quando restringimos o prolema
a (s,t)-fluxos A-uniformes, mostramos que ele pode ser resolvido em tempo polinomial em
redes com no maximo duas cores, e € N'P-Dificil para redes em geral com trés cores e para
redes aciclicas com pelo menos cinco cores.

Um fluxo s-ramificado deve alcancar todos os outros vértices de uma rede N' = (D, u) a
partir de um vértice s, perdendo exatamente uma unidade de fluxo em cada vértice diferente
de s. Segundo Bang-Jensen e Bessy (2014), quando u = n — 1, a rede admite k fluxos s-
ramificados arco-disjuntos se e somente se D contém k s-ramificacBes arco-disjuntas. Assim,
um resultado classico de Edmonds (1973), que diz que um digrafo contém k s-ramificagdes
se e somente se o grau de entrada de todo conjunto X C V(D) \ {s} for pelo menos £,
também caracteriza a existéncia de k fluxos s-ramificados arco-disjuntos nessas redes. Neste
trabalho, investigamos como uma propriedade que é uma extens3o natural da caracterizacdo
de Edmonds esta relacionada a existéncia de k fluxos s-ramificados arco-disjuntos em redes.
Embora essa propriedade seja sempre necessaria para a existéncia de tais fluxos, n6s mostramos
que ela nem sempre é suficiente e que é dificil decidir se os fluxos desejados existem, mesmo

se tivermos o conhecimento prévio de que ela é satisfeita.

Palavras-chave: fluxos; redes arco-coloridas; decomposicio; ramificacdes; complexidade.



ABSTRACT

Flows on networks are a fundamental tool in the Graph Theory, with several practical ap-
plications. A network N is formed by a (multi)digraph D together with a capacity function
u: A(D) — R, and it is denoted by N' = (D, u). A flow on N is a function x : A(D) — R,
such that z(a) < u(a) for all @ € A(D). We say that a flow is A-uniform if its value on each
arc of the network with positive flow value is exactly A, for some A € R’. According to
Granata et al. (2013), arc-coloured networks are used to model qualitative differences among
different regions through which the flow will be sent. They have applications in several areas
such as communication networks, multimodal transportation, packing etc. In this work, we
deal with two types of flows - (s,t)-flow and s-branching flow.

An (s,t)-flow represents the amount of flow that can be sent from s to ¢ in a network
N = (D, u). According to Baier, Kohler e Skutella (2005), an (s,t)-flow is k-splittable if
it can be decomposed into up to k paths. We consider the problem of decomposing a flow
over an arc-coloured network with minimum cost, that is, with minimum sum of the cost of
its paths, where the cost of each path is given by its number of colours. We show that this
problem is N"P-Hard for general flows. When we restrict the problem to A-uniform flows, we
show that it can be solved in polynomial time for networks with at most two colours, and it is
NP-Hard for general networks with three colours and for acyclic networks with at least five
colours.

An s-branching flow must reach every vertex of a network A" = (D, u) from a vertex s while
loosing exactly one unit of flow in each vertex other than s. According to Bang-Jensen e
Bessy (2014), when u = n — 1, the network admits k arc-disjoint s-branching flows if and
only if its associated digraph D contains k arc-disjoint s-branchings. Thus, a classical result
by Edmonds (1973) stating that a digraph contains k arc-disjoint s-branchings if and only if
the indegree of every set X C V(D) \ {s} is at least k also characterizes the existence of k
arc-disjoint s-branching flows in those networks. In this work, we investigate how a property
that is a natural extension of the characterization by Edmonds is related to the existence of &
arc-disjoint s-branching flows in networks. Although this property is always necessary for the
existence of such flows, we show that it is not always sufficient and that it is hard to decide

if the desired flows exist even if we know beforehand that the network satisfies it.

Keywords: flows; arc-coloured networks; decomposition; branchings; complexity.
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1 INTRODUCAO

Segundo Bang-Jensen e Gutin (2008), fluxos em redes sdo provavelmente, de
forma isolada, a mais importante ferramenta para aplicacdes em Grafos Direcionados. Do
ponto de vista tedrico, constituem uma generalizacdo para o problema de caminho mais curto
e o de caminhos internamente arco-disjuntos entre um dado par de vértices. Do ponto de vista
pratico, eles permitem, com certa elegancia e simplicidade, modelar problemas em diferentes
areas de estudo tais como transportes, logistica e telecomunica¢des. A teoria é relativamente
simples e, combinada a enorme aplicabilidade a problemas da vida real, torna o assunto muito
atrativo para estudo.

Uma rede é definida formalmente em Bang-Jensen e Gutin (2008) como um
(multi)digrafo D = (V, A) associado com as seguintes fun¢des de V' x V' — R,: um /i
mite inferior l;;, uma capacidade u;; e um custo c¢;;. Também é possivel usar uma fungdo
b:V — R, chamada de vetor de balanco. De forma abreviada, N' = (D, [, u,b,c) denota
uma rede sobre um digrafo D = (V, A) e com parametros [, u, b e ¢. Se ndo ha limites
inferiores, vetor de balanco ou custos, as respectivas letras sio omitidas. Por exemplo, em
N = (D, u) é considerada apenas a capacidade dos arcos. Usamos N’ = (D,u = \), para
indicar que todo arco da rede ' tem capacidade igual a \.

Um fluxo em uma rede N & uma funcio que associa a cada arco desta um valor
ndo negativo. Dois fluxos z e y em uma rede N sdo ditos arco-disjuntos se z(a) - y(a) = 0,
para todo arco a da rede. Dizemos que um fluxo &€ A-uniforme se o valor de fluxo em cada arco
da rede esta em {0,\}. O balanco de um vértice v em relagdo a um fluxo z, denotado por
b.(v), € a diferenca entre a quantidade de fluxo que sai de v, e a que entra em v. Um fluxo
pode ser descrito em funcdo do seu vetor de balanco. Neste trabalho, abordamos basicamente
dois tipos de fluxo — o (s, t)-fluxo e o fluxo s-ramificado — definidos a seguir.

Sejam s e t vértices distintos de uma rede N'. Um (s,)-fluxo & um fluxo z tal
que, para algum k € Ry, b.(s) = —b,(t) = k, e o balangco dos demais vértices é zero, e
x;; < u;; para todo arco ij. O valor do fluxo & representado por |z| = b,(s). O Problema do
Fluxo Maximo consiste em determinar o maior valor de fluxo que pode ser enviado da origem
s ao destino t na rede.

Seja uma rede N' com um vértice especial s. Um fluxo s-ramificado & aquele em
que b,(s) =n—1 e o balango dos demais vértices € —1. Isso pode ser visto como o problema
em que se deseja enviar n — 1 unidades de uma dada mercadoria, a partir de uma fonte s,
para cada um dos outros pontos da rede. Cada ponto deve reter uma unidade e passar a
quantidade excedente, caso haja, adiante.

Segundo Bang-Jensen e Gutin (2008), ha equivaléncia entre os modelos de fluxo.
Assim, é possivel restringir a definicdo geral de fluxo em redes de forma consideravel e ainda

assim conservar a sua capacidade de modelagem.
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Um fluxo pode ser visto como uma colecdo de caminhos da origem ao destino.
Dizemos que um fluxo é k-divisivel se ele puder ser decomposto em k fluxos caminhos (fluxos
ao longo de caminhos) ndo necessariamente disjuntos. Dois problemas que podem surgir
nesse contexto sdo: dados uma rede N e um inteiro positivo k, determinar o fluxo maximo
k-divisivel; e dados uma rede A/ e um fluxo x nesta, determinar o menor valor de k tal que
x € k-divisivel. Segundo Baier, Kohler e Skutella (2005), o primeiro problema é N P-Dificil.
Nés mostramos que o segundo também é A/P-Dificil.

O foco desta tese sdo dois problemas relacionados & decomposicdo de fluxos. O
primeiro trata da decomposicio de (s, t)-fluxos em redes arco-coloridas, e o segundo trata de

fluxos s-ramificados arco-disjuntos. Segue uma breve introducdo a cada um deles.

1.1 Decomposicdo de (s,t)-fluxos em redes arco-coloridas

Em algumas situacdes, pode ser necessario representar caracteristicas especificas
de determinadas regies da rede. Nesse contexto surge o conceito de redes arco-coloridas,
em que é atribuida uma cor a cada arco da rede. As cores podem representar tipos de
transporte, riscos, substancias com as quais o produto do fluxo pode entrar em contato etc.
A cor do arco traz um aspecto qualitativo, ao passo que sua capacidade, seu custo e valor de
fluxo sdo aspectos quantitativos. Redes desse tipo tém aplicacBes, por exemplo, em redes de
telecomunicac3o, sistemas de transporte multimodal etc.

Como observado por Coudert et al. (2007), os problemas de fluxo em redes arco-
coloridas sdo diferentes, em termos de complexidade, dos seus correspondentes nas redes
tradicionais. Por exemplo, determinar o fluxo maximo que pode ser enviado em uma rede de
modo que o namero de cores distintas dos arcos utilizados pelo fluxo seja limitado, segundo
Granata et al. (2013), é um problema NP-Dificil; ao passo que o problema convencional de
fluxo maximo pode ser solucionado em tempo polinomial.

Pensando nas cores como sendo riscos, encontrar um caminho com o menor niimero
de cores corresponde a encontrar uma rota mais segura para enviar o fluxo. Definimos o custo
de um caminho como sendo o nimero de cores distintas nele. Em Yuan, Varma e Jue (2005),
foi mostrado que encontrar um caminho de s a t com o menor niimero de cores em uma rede
arco-colorida & um problema N P-Dificil.

O estudo de fluxos em redes arco-coloridas e problemas relacionados, tais como o
fluxo maximo com o menor nimero de cores e o corte minimo também com o menor nimero
de cores, ndo é original. Entre os trabalhos sobre cortes em grafos aresta-coloridos (versdo n3o
direcionada), podemos destacar Coudert et al. (2007), Faria et al. (2016), Bordini et al. (2019),
Morawietz et al. (2020). Entretanto, trazemos aqui os primeiros estudos de decomposicdo
de fluxos em redes arco-coloridas. Nesse contexto, definimos varios problemas, alguns dos
quais n3o foram explorados e serdo mencionados nas conclusdes. Nés nos concentramos em
um destes problemas, enunciado a seguir, trazendo resultados de complexidade e algoritmos

polinomiais, quando possivel.
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O primeiro problema abordado nesta tese é uma juncdo de aspectos do problema
de fluxos divisiveis com o de encontrar um caminho com o menor nimero de cores. Dado um
fluxo = sobre uma rede arco-colorida, desejamos calcular o menor custo de uma decomposicio
de x em caminhos, que é dado pela soma dos custos de cada caminho. A menos que a rede
seja monocromatica, a decomposi¢cdo que minimiza o custo da solugcdo n3o é necessariamente
a que tem o menor nimero de caminhos. Nés mostramos que esse problema & N P-Dificil
(Carvalho et al. (2023a), Carvalho et al. (2025)). N6s mostramos também que, mesmo quando
o fluxo é uniforme, o problema permanece N'P-Dificil para redes em geral com 3 cores e para

redes aciclicas com pelo menos 5 cores (Carvalho et al. (2024), Carvalho et al. (2025)).

1.2 Fluxos s-ramificados arco-disjuntos

Um digrafo com um vértice especial s € uma s-ramificacdo se ha um caminho
direcionado de s para cada um dos seus outros vértices. De acordo com Bang-Jensen e Bessy
(2014), toda rede N’ = (D, u = n—1) com um vértice especial s admite k fluxos s-ramificados
arco-disjuntos se e somente se o digrafo sobre o qual ela esta definida contém £ s-ramificacdes
arco-disjuntas, ou seja, que n3o possuem arcos em comum.

Seja um digrafo D = (V, A), coms € Ve () # X C V' \ s. O grau de entrada de
X, denotado por d,(X), é a quantidade de arcos de V'\ X para X. Um resultado classico de
Edmonds (1973) diz que um digrafo D contém k s-ramificagdes arco-disjuntas se e somente
se o grau de entrada de X é pelo menos k. Isso também caracteriza, pelo resultado de Bang-
Jensen e Bessy (2014), a existéncia de k fluxos s-ramificados em redes com capacidade n — 1
e sugere que quanto maior é a capacidade, mais préximo de uma s-ramificacdo é o digrafo
suporte (o que contém apenas os arcos com fluxo positivo) de um fluxo s-ramificado.

Em Costa et al. (2019), os autores propuseram uma extensdo natural da caracte-
rizagdo de Edmonds (1973) relacionada a existéncia de k fluxos s-ramificados arco disjuntos.
Eles conjecturaram que toda rede N' = (D,u = \) admite k fluxos s-ramificados arco-
disjuntos se e somente se d,(X) > k - Pf—q para todo ) # X C V \ {s}. Dizemos que
redes que satisfazem essa propriedade sdo (k, \, s)-suficientes.

Nesta tese, n6s examinamos a conjectura de Costa et al. (2019). N6s mostramos
um contraexemplo para essa conjectura, ou seja, que essa propriedade nem sempre garante a
existéncia dos k fluxos s-ramificados arco-disjuntos (Carvalho et al. (2020)). Adicionalmente,
nés mostramos como construir uma familia de redes (k, \, s)-suficientes que ndo admitem tais
fluxos, e que é dificil decidir se esses fluxos existem, mesmo sabendo previamente que a rede
é (k, A\, s)-suficiente. No lado positivo, apresentamos que ela garante a existéncia dos fluxos
desejados em alguns casos particulares, dependendo da escolha da funcdo de capacidade e da

estrutura do digrafo sobre o qual a rede esta definida (Carvalho et al. (2023b)).
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1.3 Organizacao do texto

O texto esta organizado em 7 capitulos e 2 apéndices. No Capitulo 2, sdo apre-
sentados conceitos basicos de grafos, digrafos, redes e fluxos e suas nota¢des. No Capitulo 3
sdo apresentados os conceitos relacionados a fluxos indivisiveis e divisiveis, e os resultados de
complexidade relevantes para o estudo. Damos a nossa contribuicdo, na Secdo 3.3, com o
resultado de complexidade para o problema de decomposicdo de um fluxo no menor namero
de caminhos. No Capitulo 4, apresentamos, na Secdo 4.1, as definicdes de redes arco-coloridas
e algumas variacdes dos problemas de fluxo nesse tipo de rede; na Secdo 4.2 abordamos a
complexidade do problema de encontrar um fluxo maximo usando o menor nimero de cores; e
na Secdo 4.3 formalizamos o problema de decompor um fluxo dado em uma rede arco-colorida,
minimizando o custo da decomposicdo, e apresentamos os nossos resultados. No Capitulo 5,
apresentamos alguns resultados sobre fluxos s-ramificados, que embasaram o nosso estudo,
juntamente com a conjectura de Costa et al. (2019) sobre a caracterizag¢do de redes que ad-
mitem k fluxos s-ramificados arco-disjuntos. No Capitulo 6, damos as nossas contribuicdes
para o estudo dessa conjectura. Por fim, no Capitulo 7, sdo feitas as consideracées finais e
sdo dadas algumas dire¢des para continuidade dos estudos nos problemas apresentados.

O Apéndice A traz uma revis3o dos principais conceitos referentes a complexidade
de algoritmos, que sdo usados ao longo do texto.

O Apéndice B traz uma visdo geral sobre o Método de Ford-Fulkerson para o
Problema do Fluxo Maximo, e alguns dos principais algoritmos na literatura para esse problema,

abordando as limitacdes e a complexidade de cada um.
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2 DEFINICOES GERAIS

Este capitulo traz os conceitos e notacdes de grafos, digrafos, redes e fluxos, que

s3o utilizados no restante do texto.

2.1 Grafos

Os conceitos e nota¢des adotados nesta secdo estdo em Bondy e Murty (2008).

Um grafo é definido por um par ordenado G = (V, E), sendo V' o conjunto n&o
vazio de vértices e E o conjunto de arestas de (G, e por uma funcdo de incidéncia de G,
¢, que associa cada aresta com um par n3o ordenado de vértices de G. E comum usar as
notagdes V(G) e E(G) para fazer referéncia, respectivamente, aos conjuntos de vértices e de
arestas de um grafo G. Sejam e uma aresta, u e v vértices tais que g (e) = {u,v}. Diz-se
que u e v sdo as extremidades de e. A ordem de um grafo, denotada por n, é o seu namero
de vértices; e o tamanho, denotado por m, é o seu namero de arestas.

As extremidades de uma aresta sdo ditas incidentes a esta. Dois vértices sdo
adjacentes se incidem sobre uma mesma aresta e duas arestas sdo adjacentes se incidem sobre
um mesmo vértice. Vértices adjacentes distintos sdo chamados de vizinhos. O conjunto dos
vizinhos de um vértice v em um grafo GG é representado por Ng(v).

Um Jaco & uma aresta cujas extremidades sdo iguais. Se duas ou mais arestas
incidem sobre o mesmo par de vértices, estas sdo chamadas de mdltiplas. Um grafo com
arestas desse tipo é chamado de multigrafo. Um grafo simples é aquele que ndo possui
lacos ou arestas multiplas e possui um namero finito de vértices. Nesse caso, uma aresta
e, com Yg(e) = {u,v}, pode ser referenciada por uv. Na Figura 1, G é um grafo e H

é um multigrafo. Em G, a aresta e pode ser referenciada por por viv,. Em H temos

Yu(e1) = Yu(es) = Yu(es) = viv.

Figura 1 — Exemplos de grafo e multigrafo.

€1

v1 v2

U1 ﬂ v2
'
V4 v3 ’

G H

Fonte: Elaborada pelo autor.

O grau de um vértice v em um grafo GG, denotado por dg(v), corresponde ao

namero de arestas incidentes com v; os lacos contando 2 vezes.
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Um passeio em um (multi)grafo G é uma sequéncia P = vpe vy . .. Ug_1€x0k, onde
{vo, ..., v} CV(G) e Yg(e;) = {vi—1,v;i}, com 1 < i < k. No caso de grafos simples, um
passeio pode ser visto como uma sequéncia de vértices P = wvgv ... vg, onde v;_1v; € E(Q)
para 1 < i < k. Os vértices vy e v, sdo as extremidades de P e v, a v,_; sdo os vértices
internos de P. O tamanho de um passeio é a quantidade de arestas deste. Se vy = vy, entdo
P & um passeio fechado. Caso contrario, P é um passeio aberto. Um caminho & um passeio
aberto sem repeticido de vértices; e um ciclo é um passeio fechado sem repeticdo de vértices
internos. A distancia entre dois vértices = e y em um grafo G é o tamanho do menor caminho
entre x e y, caso exista um; ou infinita, caso contrario.

Um grafo G = (V, E) é conexo se ha um caminho entre quaisquer dois de seus
vértices. Um grafo conexo que n3o possui ciclos é chamado de 4rvore. Em uma arvore, uma
folha &€ um vértice cujo grau é igual a um.

Sejam G e H dois grafos. Diz-se que H é subgrafo de G se V(H) C V(G),
E(H) C E(G) e ¥y é a restrigdo de ¢ para E(H). Seja H um subgrafo de G. Diz-se que
H & uma componente conexa (ou apenas componente) de GG se ndo existe um subgrafo de
G, diferente de H, que seja conexo e o contenha.

Dado um grafo GG, se ¢ € uma aresta de (G, entdo pode-se obter um subgrafo de
G com m — 1 arestas removendo-se e de G. O grafo resultante desta operacdo é denotado
por G\e. Se v & um vértice de (G, pode-se obter um subgrafo de G com n — 1 vértices
removendo-se v e todas as arestas incidentes a ele em GG. O grafo resultante desta operacéo

é denotado por G\ {v} ou G — v. Essas opera¢des estdo ilustradas na Figura 2.

Figura 2 — Remoc3o de vértices e arestas.

v v

G G\e G-v

Fonte: Elaborada pelo autor.

Um subgrafo obtido apenas pela remocdo de vértices é chamado de subgrafo
induzido. Seja X é o conjunto de vértices removidos, o subgrafo resultante é denotado por
G — X. Considere o conjunto de vértices restantes Y = V' \ X. O subgrafo é denotado por
GY] e é referenciado como o subgrafo de G induzido por Y. O conjunto de arestas é formado
pelas arestas de G que possuem as duas extremidades em Y. Um subgrafo gerador de um
grafo GG & obtido apenas por remocdes de arestas. Se este & conexo e aciclico, entdo ele é

chamado de arvore geradora de G.
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2.2 Digrafos

Os conceitos e nota¢des adotados nesta secdo estdo de acordo com Bondy e Murty
(2008) e Bang-Jensen e Gutin (2008).

Um digrafo & definido por um par ordenado D = (V, A), sendo V o conjunto
finito de vértices e A o conjunto de arcos de D, e por uma funcdo de incidéncia de D,
p: A —V x V. De forma analoga aos grafos, usa-se comumente V(D) e A(D) para fazer
referéncia aos conjuntos, respectivamente, de vértices e de arcos de um digrafo D. A ordem
e o tamanho de um digrafo sdo definidos de forma semelhante aos grafos.

Se a & um arco e ¥p(a) = (u,v), diz-se que u domina v ou que u é a cauda e v
é a cabeca de a. Os vértices que dominam um vértice v sdo seus vizinhos de entrada. Ja os
dominados por v s3o seus vizinhos de saida. Esses conjuntos sdo denotados, respectivamente,
por N, (v) e Nj(v).

Um lago € um arco cuja cabeca é igual a cauda. Dois arcos miiltiplos possuem a
mesma cabeca e a mesma cauda. Se um digrafo possui lagos ou arcos maltiplos é chamado
de multidigrafo. Caso contrario, é chamado de digrafo simples ou apenas digrafo. Em um
digrafo simples, um arco com cauda u e cabeca v pode ser respresentado por wuw.

Considere um digrafo D e um vértice v € V(D). O grau de entrada (resp. saida)
de v em D, denotado por dj(v) (resp. df(v)), € o namero de arcos com cabeca (resp.
cauda) v. O grau de v em D é a soma dos seus graus de entrada e de saida. Se d,(v) =0,
entdo v &€ uma fonte. Se dj;(v) = 0, entdo v é um sumidouro. Um digrafo D & Euleriano se
d},(v) = dp,(v), para todo v € V(D).

Os conceitos de grau de entrada e de saida podem ser estendidos para conjuntos
de vértices. Assim, para um digrafo D = (V, A) e um conjunto X C V, temos: d,(X) =
HuweAlueV\XeveX}ted)(X)={weA|lueXeveV\X}

A qualquer digrafo D pode ser associado um grafo G com o mesmo conjunto de
vértices, substituindo-se cada arco por uma aresta com as mesmas extremidades e removendo-
se as arestas multiplas e lacos. Este é o grafo subjacente de D, denotado por G(D). Para
qualquer grafo GG é possivel também obter um digrafo D equivalente, substituindo cada aresta
uv de G por um par de arcos uv e vu em D. Este é o digrafo associado de G e é denotado
por D(G). Em uma orientacdo de (G, cada aresta é substituida por apenas um arco. Um grafo
orientado & uma orientacdo de um grafo simples.

A Figura 3 traz um multidigrafo Dy, um digrafo simples D, e um grafo orientado
D3. Os trés possuem o mesmo grafo subjacente, ou seja, G(D;) = G(Ds) = G(D3), que
corresponde ao grafo G da Figura 1. Em Dy, observe que 9p,(a1) = ¥p,(as) = (v1,v2) #
p,(az) = (va,v1). O digrafo Dy & simples, pois ndo possui um par de arcos com a mesma
cabeca e a mesma cauda e nem lacos. D3 é um grafo orientado, pois ndo possui um par de
arcos com as mesmas extremidades. Como exemplo de grau de entrada e de saida de um

conjunto de vértices, temos dj, ({vi,vs}) = 1 e dp, ({v1,v4}) = 3.
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Figura 3 — Multidigrafo, digrafo simples e grafo orientado.

ai
al

o % - h - K : ”
a2

V4 v3 V4 v3 V4 U3

Dy Do D3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Um caminho direcionado ou um ciclo direcionado € uma orientagcdo de um caminho
ou de um ciclo, em que cada vértice domina o seu sucessor na sequéncia. Se P é um caminho
direcionado com extremidades x e y, diz-se que ele é um (x, y)-caminho. A distdncia de x para
Y, que ndo necessariamente é a mesma de y para z, é o tamanho do menor (x,y)-caminho,
caso exista um; ou infinita, caso contrario.

A subdivisio de um arco a em um digrafo D, com ¢p(a) = (u,v), consiste na
substituicdo de a por um (u, v)-caminho de tamanho pelo menos 2. Assim, é possivel obter um
digrafo simples D’ a partir de um multidigrafo D, pela subdivisdo de arcos paralelos. Diz-se

que D' é uma subdivisdo de D. A Figura 4 traz um exemplo disso.

Figura 4 — Subdivisdo de um digrafo.

Va

e ! -
v4 v3 v4 ’ v3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Um digrafo D é conexo se G(D) é conexo, e é fortemente conexo se, para todo
par de vértices distintos x e ¢, ha um caminho direcionado de = para y. Se D n3o possui ciclos
direcionados, ele é chamado de DAG (de Directed Acyclic Graph). Uma éarvore orientada é
um DAG T conexo com n vértices e n — 1 arcos. Se um vértice s é escolhido para ser a
raiz de T, esta é chamada de s-enraizada. Além disso, se ha um caminho direcionado de s
para cada um dos outros vértices de T, esta € uma s-arborescéncia (de saida). Neste caso,
dr(s) =0 e dp(v) =1, para todo vértice v € V(T) \ {s}.

O prefixo multi sera utilizado nesse texto para indicar um tipo de digrafo em que s3o
permitidos arcos multiplos (com mesma cabeca e mesma cauda). Por exemplo, multicaminho,
multiarborescéncia etc. Os conceitos de subdigrafo, subdigrafo induzido, subdigrafo gerador

e componente sdo analogos aos respectivos conceitos em grafos.
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2.3 Redes e Fluxos

Nesta secdo, serdo apresentados os conceitos e notacdes para redes e fluxos ado-
tados por Bang-Jensen e Gutin (2008), com algumas adaptag¢des.

Redes e fluxos em digrafos estdo amplamente presentes em problemas do mundo
real. Pode-se pensar, por exemplo, em uma rede de tubulacdes utilizada para transportar
fluidos (gas, agua, 6leo), em que os arcos representam as tubulagBes e os vértices as suas
juncdes ou reservatérios. Nas redes de transportes, os arcos podem ser vistos como vias e os
vértices como cruzamentos ou pontos de distribuicdo. Nas redes de comunicacio, os arcos
representam cabos com diferentes larguras de banda conectando um conjunto de terminais,
representados pelos vértices.

Formalmente, uma rede é um (multi)digrafo D = (V, A) associado com as se-
guintes fun¢des de V' x V' — R.: um limite inferior l;;, uma capacidade u;; e um custo c;;.
Se (i,j) ¢ A, entdo l;; = u;; = ¢;; = 0. Também é possivel usar uma fungdo b : V' — R,
chamada de vetor de balanco da rede. Se alguma dessas fungdes f é constante, igual a v,
escrevemos [ = v. Por exemplo, N' = (D,l = 0,u = )) representa uma rede N sobre um
digrafo D em que todos os arcos possuem limite inferior 0 e capacidade .

De forma abreviada, N' = (D, [, u, b, c) denota uma rede sobre um digrafo D =
(V,A) e com pardmetros [, u, b e c. Se ndo ha limites inferiores, ou custos, ou um vetor de
balanco prescrito, as respectivas letras serdo omitidas da notacdo.

Seja dada uma rede N' = (D,l,u,b,c), com D = (V,A). Para um par de
subconjuntos U e W de V' e uma fungdo f sobre V' x V, onde f;; = f(i, ), define-se

fFOW)y= > fi (2.1)
ieU, jeW

Um fluxo em uma rede N'(D,l,u,b,c), com D = (V, A), € uma fungdo z : A —
R,. O valor de um fluxo x em um arco ij é denotado por x;;. Um fluxo inteiro = é aquele
em que x;; € Z, para todo arco ij. Diz-se que um fluxo = & A-uniforme se, para um dado
A€ Ry, x;; = A para todo arco ¢j com fluxo positivo.

Para um fluxo z em uma rede A/, denota-se por 2™ (v) e 7 (v) as somas dos
valores de fluxo nos arcos que possuem, respectivamente, cauda e cabeca v. O vetor de

balanco de x é dado por:
by(v) =2t (v) —2~(v), YWweV (2.2)

De acordo com o seu valor de balanco, v pode ser classificado como fonte, se
b.(v) > 0; sumidouro, se b,(v) < 0; e balanceado, se b,(v) = 0.

Um fluxo « em uma rede N' = (D, l,u,b, c) & viavel se l;; < x;; < u;; para todo
arco ij e b,(v) = b(v) para todo vértice v da rede. Se n&o for especificado um vetor de
balanco, desconsidera-se essa altima restricdo. O custo do fluxo x é dado por:

Cf = Z Cij * Tij (23)

ijeA
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A Figura 5 traz uma rede NV e um fluxo z. Nela, cada arco ij esta associado a
uma quadrupla (l;;, z;;, u;j, ¢;j). Proximo ao rétulo de cada vértice, entre parénteses, esta o
seu balanco no fluxo x. Observe ainda que o custo total de x & 20. Neste trabalho, sera
utilizado apenas o termo fluxo para se referir a um fluxo vidvel em uma rede e n3o sera levado

em conta o custo em cada arco.

Figura 5 — Exemplo de fluxo viavel e o seu custo em uma rede.

b(-1) (1243 <0

d(0) (2242 (2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considere uma rede N' = (D, l,u,b,c), com D = (V, A), e um fluxo x nesta. Se
[ =0 e os arcos ij e ji estdo em A, assume-se que Tij X x5 = 0. Nesse caso, x € chamado
de fluxo liquido. A motivacdo para isso é que geralmente se usa fluxo para modelar itens que
se movem de um lugar para outro na rede. Por exemplo, enviar trés unidades de i para j e
duas de j para i equivale a enviar uma unidade de i para j e nada de j para i; ou seja, o
fluxo liquido de ¢ para j & de uma unidade. O digrafo suporte de um fluxo z em uma rede
N é o subdigrafo de D que possui apenas os arcos de fluxo positivo. Na rede apresentada na
Figura 5, o digrafo suporte de x n3o inclui apenas os arcos be e ef.

Sejam dois fluxos = e y em uma rede N' = (D, l,u,b,c), com D = (V, A). Eles
sdo arco-disjuntos se x;; X y;; = 0, para todo ij € A. A soma de x e y é feita arco a arco,
ou seja, produz um fluxo z, de modo que z;; = z;; + y;;, para todo ij € A.

Sejam s e t vértices distintos de uma rede N' = (D,l = 0,u). Um (s,t)-fluxo

nesta € um fluxo x tal que, para algum k£ € R, tem-se:

k ,sev=s
by(v)=¢ —k ,sev=t (2.4)

0 , caso contrario

Nesse caso, o valor do fluxo z & definido por |z| = b,(s) = —b,(t). Todo vértice
v € V\ {s,t} & chamado de intermediario. A condigdo que impde balango 0 para todo
vértice intermediario é chamada de condicdo de conservacio do fluxo. Este é o tipo de fluxo
tradicionalmente utilizado na literatura. Em Bang-Jensen e Gutin (2008, p. 131), os autores
mostram que é possivel restringir consideravelmente a definicdo geral de fluxo em redes e ainda

assim conservar a sua capacidade de modelagem.
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2.3.1 Decomposicao de fluxos

Dada uma rede N = (D, [, u), entende-se por caminho ou ciclo em A/ um caminho
ou ciclo no digrafo D = (V, A). Um fluxo caminho ao longo de um caminho P em uma rede
N é um fluxo = que tem z;; = k, para todo ij € A(P) e para um valor k € R, e ;; =0
se ij ¢ A(P). De forma analoga, define-se também um fluxo ciclo. Um conjunto de fluxos
ciclos é chamado de circulacdo. Pelo resultado a seguir, originalmente proposto por Ford e
Fulkerson (1956), adaptado por Bang-Jensen e Bessy (2014), todo fluxo pode ser decomposto

em um namero pequeno de fluxos simples.

Teorema 2.1 (Teorema da Decomposicdo de Fluxos - Ford e Fulkerson (1956)). Todo fluxo
x em uma rede N' é a soma de no maximo n + m fluxos caminhos e ciclos. Além disso, os
fluxos caminhos podem ser tomados ao longo de caminhos P, ..., P, tais que P; inicia em
um vértice s; com b,(s;) > 0 e termina em um vértice t; com b,(t;) <0, paral <i < q. Em
particular, se b, = 0, ndo ha caminhos e x é a soma de no maximo m fluxos ciclos. Dado um

fluxo x, essa decomposicdo pode ser encontrada em tempo O(mn).

Demonstracdo. Seja x um fluxo ndo nulo em N. Inicialmente, suponha que b,(vy) > 0
para algum vy € V. Segue da Equagdo (2.2) que existe um arco com cauda vy, seja este
vovy, tal que z(vovy) > 0. Se b,(v;) < 0, temos um caminho de vy a v;. Caso contrario,
b.(v1) > 0 e, como z(vgvy) > 0, existe um arco vyvy com x(v1ve) > 0. Repetindo-se esse
processo, deve-se alcancar um vértice v com b, (vx) < 0 ou que ja tenha sido visitado. No
primeiro caso, foi encontrado um caminho P = v. .. v. No segundo, foi encontrado um ciclo
C = vpvky1 ... v, Note que, durante esse processo, foram examinados apenas arcos ij com

x(ij) > 0. O préximo passo é modificar o fluxo = da seguinte maneira:

i. Se foi encontrado um caminho P de vy a vy, considere 6 = min{x(v;, vit1) |
vivig1 € A(P)} e = min{b.(vo), —b(vi),5}. Tomamos z¥ como um fluxo
caminho de valor i sobre P e atualizamos o fluxo x, decrementando . unidades
de fluxo em cada arco em A(P).

ii. Se foi encontrado um ciclo C, considere p = min{z(v;viy1) | viviyn € A(C)}.

c

Toma-se z~ como um fluxo ciclo de valor p sobre C' e atualiza-se o fluxo =z,

decrementando p unidades de fluxo em cada arco em A(C).

Se ap6s as alteragdes acima ndo houver arcos ij com z(ij) > 0, o processo é
terminado. Caso contrério, é repetido. Se antes do fluxo z se tornar nulo (z = 0), todos os
vértices estiverem balanceados com respeito ao fluxo = atual, escolhe-se um v tal que exista
um arco vyv; com fluxo positivo e, a partir desse ponto, apenas ciclos serdo extraidos pelo
processo acima. A cada iteracdo, ou um vértice se torna balanceado com respeito ao fluxo
x atual, ou o fluxo em determinado arco fica nulo. Logo, o nimero total de iteracdes é no
maximo n + m. Como a cada extracdo de fluxo ciclo, pelo menos um arco fica com fluxo

nulo, no maximo m fluxos ciclos terdo sido extraidos. 0
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A Figura 6 traz um exemplo de decomposi¢do de um (s, t)-fluxo de valor 4 em
fluxos caminhos e fluxos ciclos. O rétulo de cada arco indica o seu valor de fluxo, e o valor
entre parénteses préximo ao rétulo de cada vértice indica o seu balanco em relacdo ao fluxo.
Como nesse tipo de fluxo, apenas o vértice s tem balanco positivo, toda busca é iniciada
nele. Como descrito no Teorema 2.1, cada busca se encerra quando for alcancado um vértice
ja visitado (nesse caso, tera sido encontrado um ciclo) ou quando t (vértice com balango
negativo) for alcangado (nesse caso, tera sido encontrado um (s, t)-caminho). Na figura,
os arcos destacados indicam as rotas seguidas a partir de s em cada etapa de uma possivel
decomposicdo do fluxo. Em (a) temos o fluxo inicial e uma rota que contém um clico ciclo
(sacs). Apds a remogdo do fluxo ciclo de valor 2 ao longo deste, obtemos o fluxo em (b) e
temos uma rota em que novamente foi encontrado um ciclo (abda). Apés a remogdo do fluxo
ciclo de valor 2 ao longo deste, obtemos a rede em (c) e temos uma rota que é um caminho
(sabt). Apés a remogdo do fluxo caminho de valor 3 ao longo deste, obtemos o fluxo em (d),

que é um fluxo caminho de valor 1.

Figura 6 — Exemplo de decomposicdo de um (s, t)-fluxo.

a (0) b (0) a (0)

d (0)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que, apds a remocido de um fluxo ciclo, o balanco dos vértices n3o é
alterado. Consequentemente, a remocdo de uma circulacdo n3o afeta o valor do fluxo na rede.

Este corresponde a soma dos valores dos fluxos caminhos obtidos na decomposicéo.
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2.3.2 Rede residual

Dado um (s, t)-fluxo  em uma rede N’ = (D, l,u), com D = (V, A), a capacidade
residual de um arco ij € V x V & o maximo de fluxo adicional que pode ser enviado de i
para j. Ela possui duas componentes: a primeira, (u;; — x;;), representa a capacidade ndo
utilizada do arco ij pelo fluxo z; e a segunda, (zj; — l;;), a quantidade de fluxo de j para i

que pode ser cancelada. Assim, essa capacidade é definida como:
rij = (uij — i) + (25 — Lji) (2.5)

A rede residual com respeito ao (s, t)-fluxo z na rede N é definida como N (z) =
(D',l' = 0,r), onde r & a sua fungdo de capacidade, D' = (V,A") e A" = {ij | ri; > 0};
ou seja, N (x) contém apenas os arcos com capacidade residual positiva. Esse conceito foi
introduzido por Ford e Fulkerson (1956). Pode-se dizer que cada arco ij de A/ gera uma
capacidade residual em até dois arcos em N (z), da seguinte maneira:

a) um arco de avango ij com capacidade u;; — x;;, se x;; < Uij;

b) um arco de retorno ji com capacidade x;; — l;;, se z;; > ;.

A Figura 7 traz, em (a) um exemplo de uma rede N’ = (D, [, u) com um fluxo
x, em que cada arco ij esta associado a uma tripla (I;;, z;;,u;;); € em (b) a rede N(z) =
(D',I' =0,r), em que cada arco ij esta associado a sua capacidade residual r;;. Para detalhar
o calculo da capacidade residual de um arco, conforme Equacgdo (2.5), observe o arco ab de
N(z), em que 7oy = (Uap — Tap) + (Tpa — loa) = (1 —0) + (2 —1) = 2.

Figura 7 — Rede residual com respeito a um (s, t)-fluxo = em uma rede .

a

Fonte: Elaborada pelo autor.

Um caminho aumentante em relacdo ao um (s, t)-fluxo = em uma rede NV é um
caminho direcionado de s a t em N (z). A capacidade residual de um caminho aumentante
P é definida por §(P) = min{r;; | ij € A(P)}, ou seja, é o maior valor que pode ser
incrementado ao fluxo  ao longo de P, de modo que = continue sendo viavel na rede. Diz-se
que ij € A(P) & um arco critico, se r;; = 6(P). Na Figura 7, em N (x), sabt € um caminho

aumentante de capacidade residual 1 e seus arcos criticos sdo sa e bt.
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Pela definicdo a seguir, se 2 € um fluxo em uma rede N' = (D, u) e 2’ &€ um fluxo
em N (z), entdo é possivel “adicionar” z’ a = e obter um novo fluxo em A/. A operacio de
adicdo é feita arco a arco e deve-se considerar que = e 2’ sdo fluxos liquidos.

Sejam x um fluxo em uma rede N e 2’ um fluxo em N (z). Define-se o fluxo
¥ = @ 2’ em N fazendo inicialmente x;; = x;j, para todo arco ij em N, e para todo ij
em N (z), tal que zj; > 0, alterando o fluxo 2™ como segue:

a) Se zj; = 0, entdo xj; 1= x5 + 2j;;

/

b) Se T > 0, Tij = Oe T < Ty

~ * / * o, .

/
ijr

~ * L o
entao r;; 1= Tj — Ty;.

C) Se Zji Z T

Caso 7’ n3o possua arcos de retorno de z, a operacdo = & x’ consiste em somar
os valores de fluxo de z’ aos de x, arco a arco.

Os trés diferentes casos da definicdo acima estdo ilustrados na Figura 8. Ela traz,
em (a), um fluxo z em A; em (b), um fluxo 2’ em N(x); e em (c), o fluxo resultante de
x @2’ em N. Cada arco estad associado a um par de valores. O primeiro indica o valor de
fluxo e o segundo indica a capacidade (para a rede \') ou a capacidade residual (para a rede
N(x)). Em (b), estdo destacados os arcos ij em que x;; > 0. Nela, & possivel observar todos
os casos da definicdo acima. O primeiro caso acontece nos arcos sa e ct; o segundo acontece

no arco bc e o terceiro acontece no arco ab.

Figura 8 — Exemplo de adicdo de fluxos = @ .

(a) fluxo z em A/ (b) fluxo =’ em N(x) (c) fluxo z & 2’ em N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considere um (s, t)-fluxo  em uma rede A/ e um caminho aumentante P em
N (). Seja 2’ o fluxo caminho ao longo de P (|2'| = 6(P)). E possivel incrementar §(P)
unidades ao valor de z, fazendo # @ 2'. Como os arcos de P sio conhecidos, é possivel
identificar facilmente os arcos em A para os quais o valor do fluxo devera ser alterado.
Embora o valor do fluxo na rede seja aumentado, em alguns arcos ele pode ser decrementado
para viabilizar o envio de mais unidades de fluxo de s a . Observe na Figura 8 que o fluxo

em N (z) € um caminho aumentante de capacidade residual 2.



26

Seja um (s,t)-fluxo x em uma rede N. Note que, quando |z| = 0, N'(z) = N.
Nesse caso, um caminho aumentante em N (x) é necessariamente um caminho direcionado
em N. A partir do segundo caminho aumentante, isso pode n3o acontecer. Portanto, a
adicdo de um caminho aumentante a um (s, t)-fluxo pode provocar, neste, o surgimento de
dois (s, t)-fluxos caminhos. A Figura 9 ilustra isso. Ela traz, em (a), uma rede N e um fluxo
caminho x de valor 3; em (b), um caminho aumentante P em N (z), com §(P) = 1; e em (c)
o fluxo resultante em A apés encontrar P em AN (x) e aumentar o fluxo x, que passa a ter
valor 4. Cada arco ij de N esta associado a uma dupla (;;,u;;) e cada arco ij de N (z) esta
associado a sua capacidade residual r;;. Note que P usa o arco de retorno bc, provocando
a reducdo de uma unidade de fluxo no arco c¢b e redirecionando-a pelo arco c¢d. Com isso, é
possivel enviar mais uma unidade de fluxo em A/, pelo caminho sabt. Apesar de terem sido
somados dois fluxos caminhos, isso gerou trés fluxos caminhos na rede original, que sdo: sabt,

scbt e scdt, cujos valores sdo, respectivamente, 1, 2 e 1.

Figura 9 — Efeito causado no fluxo original por um caminho aumentante.

a (0,1) b

v ©01) y vvvvvvvvv

(a) Fluxo inicial em N/ (b) P em N (z)

(c) Fluxo resultante em N/

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.3.3 Fluxo maximo e corte minimo

Um (s,t)-corte em uma rede N' = (D, u), onde D = (V, A), é um conjunto de
arcos da forma (S,5) ={uw e A|luc Seve S, comsec Setec S emqueSeS
formam uma particio de V (SNS =0 e SUS = V). A capacidade de um (s,t)-corte,
denotada por u(S,S), é a soma das capacidades dos seus arcos.
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O Problema do Corte Minimo consiste em encontrar um (s,t)-corte (S',5") de
capacidade minima em uma rede. Trata-se da versdo dual do Problema do Fluxo Maximo,
que consiste em encontrar o maior valor de um (s, ¢)-fluxo em uma rede.

O Teorema 2.2 traz um resultado fundamental da Teoria de Fluxos em Redes,

conhecido com o Teorema do Fluxo Maximo e Corte Minimo.

Teorema 2.2 (Teorema do fluxo maximo e corte minimo - Ford e Fulkerson (1956)). Em

qualquer rede N, o valor do fluxo maximo é igual 3 capacidade do corte minimo.

Na Figura 10, os arcos destacados sdo exemplos de (s, t)-corte. O rétulo de cada
arco indica a sua capacidade. Em (a), um corte de capacidade 6, e em (b) um corte de

capacidade 4. Este é minimo, logo corresponde ao valor de um (s, t)-fluxo maximo.

Figura 10 — Exemplos de (s, t)-corte.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considere uma rede N’ = (D, u), com D = (V, A), e um (s,t)-fluxo = nesta. Se
x € maximo, entdo ndo ha mais caminhos aumentantes em N (x). A prova do Teorema 2.2
sugere um método simples para encontrar um (s, t)-fluxo maximo em A, chamado de Método
de Ford e Fulkerson. Para mais detalhes sobre esse método, bem como suas limitaces,
implementacées e complexidades de cada uma, consultar o Apéndice B.

O Teorema 2.2 implica o Teorema de Menger, um outro resultado classico da

Teoria dos Grafos, enunciado a seguir:

Teorema 2.3 (Menger (1927)). Sejam D um (multi)digrafo e s,t € V(D), com s #t. O
namero maximo de (s,t)-caminhos arco-disjuntos é igual ao nimero minimo de arcos que, se

removidos, desconectam os vértices s e t.

Isso pode ser observado considerando uma rede de capacidade unitaria, N' =
(D,u = 1). A quantidade de (s,t) caminhos arco-disjuntos é dada pelo valor de um fluxo
maximo z. Pelo Teorema 2.2, || & igual a capacidade de um (s, t)-corte minimo (S, .S) que,
nesse caso, corresponde a quantidade de arcos deste.



28

3 FLUXOS K-DIVISIVEIS

Em problemas classicos de fluxos, o produto enviado da origem ao destino pode
precisar passar por muitos caminhos na rede. Isso pode ser indesejado, ou até mesmo proibido,
em algumas aplicacdes como nas redes de comunica¢do, ou no transporte de mercadorias,
entre outras. Nesse contexto surge o conceito de fluxos divisiveis, que sera formalizado neste
capitulo, juntamente com algumas variacées e resultados de complexidade relacionados a cada

uma destas. Com excecdo do Teorema 3.8, todos os resultados deste capitulo sdo de terceiros.

3.1 O Problema e suas variacGes

Segundo Kleinberg (1996), o Problema do Fluxo Maximo e Corte Minimo baseia-
se em um outro resultado fundamental da Teoria dos Grafos - 0 Teorema de Menger. Este,

por sua vez, fornece uma boa caracterizagdo para o seguinte problema:

Problema: Caminhos disjuntos com fonte anica ‘

Entrada: um grafo G com um vértice fonte s e vértices terminais t1, ...,y

Pergunta: exitem caminhos disjuntos em arestas de s a t¢;, para 1 <i < k7?7

Considere um conjunto de mercadorias (em inglés, commodity) C; = (s;,t;,d;),
com1l < ¢ <k em que s;, t; e d; representam, respectivamente, a origem, o destino e a
demanda da mercadoria i. O problema de fluxo de multicommodities consiste em encontrar
um fluxo que satisfaca todas as demandas de cada mercadoria entre uma origem e um destino,
respeitando as capacidades dos arcos da rede. Em Kleinberg (1996), foi introduzido o problema
de fluxos indivisiveis, como uma generalizacdo para o problema acima, que é uma vers3o restrita
do fluxo de multicommodities em que s; = ... = s, = s e a demanda de cada mercadoria

deve ser enviada por um anico caminho.

Problema: Fluxo indivisivel com fonte tnica

Entrada: um grafo G (direcionado ou ndo, em que cada aresta tem capacidade pelo
menos 1) com uma fonte s e terminais ¢;, cada um destes com uma demanda
d; <1l,paral<:i:<k

Pergunta: ¢é possivel escolher um anico (s,t;)-caminho, para cada i, de modo que o

conjunto resultante de caminhos respeite as restricdes de capacidade?

Como observado pelo autor, trata-se de uma variante basica e NP-Dificil do
Problema do Fluxo Maximo. Ele complementa ainda que o problema compreende véarios
problemas ANP-Completos, como os de particionamento, escalonamento, empacotamento,

roteamento em circuitos virtuais etc.
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Em Baier, Kohler e Skutella (2005), foi proposta uma generalizagdo para o pro-
blema de fluxos indivisiveis, que pode ser aplicada a uma ou mais mercadorias e a demanda
de cada uma destas deve ser enviada por um namero restrito e possivelmente diferente de
caminhos. Trata-se do problema de fluxos divisiveis. Problemas desse tipo acontecem, por
exemplo, em redes de comunicacdo, onde os clientes podem demandar conex&es com deter-
minadas capacidades entre dados pares de nés. Se essas capacidades sdo muito altas, fica
inviavel para o administrador da rede atendé-las de forma indivisivel. Por outro lado, o cliente
pode ndo ter interesse em lidar com muitas conexdes, cada uma destas com pequenos valores
de capacidade.

Segundo Baier, Kohler e Skutella (2005), um (s,t)-fluxo = em uma rede N é k-
divisivel se puder ser representado por k pares (P, f1), ..., (Pk, fr), onde cada par representa
um (s,t)-caminho P;, com fluxo f; ao longo deste; ou seja, se x puder ser decomposto em k
fluxos caminhos z! ... z*, de modo que S_F_, |2*| = |z|. Os caminhos dos fluxos z* . .. z* n3o
precisam ser distintos. Assim, para valores reais, um fluxo k-divisivel também é E'-divisivel,
para k' > k.

Como consequéncia do Teorema 2.1 (Teorema da Decomposicdo de Fluxos), todo
(s,t)-fluxo pode ser decomposto, em tempo polinomial, em no maximo m fluxos caminhos
de s a t e uma circulagdo. Com excecdo desta, pode-se dizer que todo fluxo & m-divisivel.
Portanto, estamos interessados em valores de & menores que m. No contexto de fluxos k-

divisiveis, podemos citar os seguintes problemas:
1. Dados uma rede A e um inteiro positivo k, encontrar o maior valor de fluxo
que seja k-divisivel.
2. Dados uma rede N e um (s, t)-fluxo x, encontrar o menor valor de k, tal que

x é k-divisivel.

Figura 11 — Exemplo de fluxo k-divisivel.

a

(0,3) (0,3)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figura 11, cada arco ij esta associado a um par (x;;,u;;) representando seus
valores de fluxo e de capacidade. Se desejarmos saber qual o valor de um fluxo maximo
2-divisivel, a resposta & 5. lIsso pode ser obtido enviando 2 unidades de fluxo ao longo do
caminho sat, e 3 unidades ao longo do caminho sct. Por outro lado, se considerarmos o fluxo
dado x, cujo valor é 5, e perguntarmos qual o menor valor de k tal que x k divisivel, a resposta

é 3. Esses problemas serdo formalizados e analisados nas Secdes 3.2 e 3.3.
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3.2 Maximizando o fluxo enviado por um nimero dado de caminhos

Nesta secdo, serdo apresentados resultados de Baier, Kohler e Skutella (2005)
sobre a complexidade do Problema do Fluxo Maximo k-Divisivel. Segundo os autores, este
problema corresponde ao caso de uma Gnica mercadoria cuja demanda deve ser roteada por
no maximo k& caminhos de s a t. Este problema é fortemente NP-Completo, pois contém
o caso do fluxo indivisivel com fonte tnica, de Kleinberg (1996), como um caso especial.
Dada uma instancia desse problema, um digrafo D com uma fonte s e sumidouros 1, ...,
e as respectivas demandas dy, . .., d;, adiciona-se um novo sumidouro ¢, com arcos t;t com
capacidade d;, para 1 < i < mn. Assim, calcular o fluxo k-divisivel de valor igual a Zle d;
equivale a resolver o problema de fluxo indivisivel de fonte Gnica.

A versio de decisdo do Problema do Fluxo Maximo k-Divisivel pode ser formalizada

da seguinte maneira:

Problema: FluxoMaxKDiv

Entrada: uma rede N’ = (D, u), um inteiro positivo k e um valor de fluxo f.

Pergunta: N admite um fluxo k-divisivel de valor pelo menos f7?

Figura 12 — Exemplo de fluxo maximo 4-divisivel n3o inteiro.

b e h
Fonte: Adaptada de Baier, Kdhler e Skutella (2005, p. 244)

Segundo Baier, Kdhler e Skutella (2005), mesmo em redes com capacidades intei-
ras, o (s,t)-fluxo maximo k-divisivel pode ndo ser obtido a partir de fluxos caminhos inteiros.
Na rede da Figura 12, é possivel obter um fluxo 4-divisivel de valor 20, com fluxos caminhos de
valores 1.5, 8.5, 3.5 e 6.5. Os autores mostram que o valor de pelo menos um fluxo caminho
deve estar entre 1 e 2. Note que ndo existe um (s, t)-fluxo 3-divisivel de valor 20. Suponha
que a solucdo admita um fluxo caminho de valor z < 1. Isso forcaria um fluxo caminho de
valor 10 — z > 9, mas a capacidade residual maxima de um caminho na rede € 9. Agora,
assuma que todos os fluxos caminhos da solucdo possuam valor z > 2. Com isso, seria possivel

remover todos os arcos cuja capacidade é no maximo 2, o que inviabilizaria a obtencdo de um
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(s,t)-fluxo de valor 20. Por fim, suponha que exista pelo menos um fluxo caminho de valor 1
(ou 2). lIsso forca um fluxo caminho de valor 9 (ou 8) pelo arco sa. Estes forcam um fluxo
caminho de valor 3 (ou 4) pelo arco cd, o que fixaria o valor do quarto fluxo caminho em 7
(ou 6). No entanto, ndo é possivel agrupar esses valores, em pares, para que sejam roteados
pelos arcos fg e fh.

Seja FluxoMax2Div o problema FluxoMaxKDiv restrito a k = 2. Os autores
de Baier, Kohler e Skutella (2005), inicialmente, apresentaram formas de obter um limite
superior, bem como um bom fator de aproximagdo, para o problema FluxoMax2Div. lsso
é feito, utilizando algoritmos de caminho aumentante para obtencdo do fluxo maximo (ver

Apéndice B). Estes resultados estdo descritos a seguir.

Lema 3.1 (Baier, Kdhler e Skutella (2005)). Ap6s duas iteracdes do algoritmo de caminho
aumentante genérico, o fluxo resultante pode ser decomposto na soma de um fluxo 3-divisivel

e uma circulaco.

Isso decorre do fato de que o segundo caminho aumentante ndo é necessaria-
mente um caminho direcionado na rede original. Como observado na Figura 9, pagina 26,
ele pode provocar, na rede original, o surgimento de trés fluxos caminhos. Além destes, pelo
Teorema 2.1 (Teorema da Decomposi¢do de Fluxo), pode surgir uma circulagso.

Um limite superior para o valor do fluxo maximo 2-divisivel é obtido tomando,
sucessivamente, o primeiro e o segundo caminho aumentante de maior capacidade residual

(ver Apéndice B - Algoritmo 3), o que pode ser visto no resultado a seguir.

Lema 3.2 (Baier, Kdhler e Skutella (2005)). Apds duas iteracdes do algoritmo de caminho
aumentante de capacidade maxima, o valor do fluxo resultante é um limite superior para o

fluxo maximo 2-divisivel.

Demonstracdo. Dada uma rede N' = (D, u), seja 2* um o fluxo maximo 2-divisivel em A
que pode ser decomposto em {(P;, f1), (P, f5)}. Além disso, sejam P, e P, os caminhos
aumentantes de maior capacidade residual, com valores de fluxo, respectivamente, f; e f.
Temos que mostrar que f1 + fo > fi + f5.

Seja N/ = (D',u'), onde D' = [A(Py) U A(P}) U A(Py)]. Defina a capaci-
dade u' de cada arco de D' como sendo o menor valor de modo que tanto a solucio 6tima

16 fluxo

{(P}, 1), (P5, f5)} como o fluxo f; ao longo do caminho P; sejam viaveis. Seja x
de valor f; ao longo de P, e considere N”(z'). Vamos mostrar que existe um caminho au-
mentante de capacidade residual pelo menos f; + f; — fi nesta, produzindo um fluxo caminho
de valor f, > f; + f; — fu.

Se fi 4+ f; — f1 <0, entdo ndo ha nada a ser mostrado. Assim, podemos assumir
que f1 < fi + f5. Além disso, pela escolha de Pj, sabemos que f; > max{f], f5}. Seja P
um caminho aumentante de capacidade residual maxima em A’(z') e seja @ um arco critico

de P. Note que r, > 0, pois f;" + f5 > fi. Distinguimos os trés casos a seguir:
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Caso 1: a & um arco de avango de P;. Uma vez que r, > 0, ambos P, e P; devem conter a,
de modo que 7, = f; + f5 — fi.
Caso 2: a & um arco de retorno de P;. Nesse caso, r, = f1 > fi + f3 — f1-

Caso 3: a ¢ A(Py). Nesse caso, r, > min{fi, fs} > fi + fo — [1. -
Os Lemas 3.1 e 3.2, juntos, produzem o seguinte resultado de aproximacio para

o problema do fluxo maximo 2-divisivel:

Teorema 3.3 (Baier, Kohler e Skutella (2005)). Existe um algoritmo 2/3-aproximativo para
o problema do fluxo maximo 2-divisivel, com tempo de execugcdo O(mlogm), onde m é o

tamanho do digrafo sobre o qual a rede esta definida.

Demonstracdo. Executando as duas primeiras iteracdes do algoritmo de caminho aumentante
de capacidade maxima, o fluxo resultante pode ser decomposto em 3 fluxos caminhos e uma
circulagdo, pelo Lema 3.1. Removendo-se a circulagdo e o caminho com a menor capacidade
residual, obtém-se um fluxo 2-divisivel. O fator de aproximagdo 2/3 & uma consequéncia
imediata do Lema 3.2. Finalmente, o tempo de execucdo é o tempo de encontrar os caminhos

aumentantes, que é O(mlogm), pelo Algoritmo de rotulagcdo de Dijkstra modificado. O
Isso pode ser generalizado para k > 3, como mostra o resultado a seguir:

Corolario 3.4 (Baier, Kohler e Skutella (2005)). Existe um algoritmo 2 /k-aproximativo para
o problema do fluxo maximo k-divisivel, para k > 3, com tempo O(mlogm), onde m é o

tamanho do digrafo sobre o qual a rede esta definida.

Demonstracdo. Novamente, ap6s as duas primeiras iteracdes do algoritmo de caminho aumen-
tante de capacidade maxima, o fluxo resultante pode ser decomposto em 3 fluxos caminhos e
uma circulagdo. Pelo Lema 3.2, o valor do fluxo 3-divisivel resultante é pelo menos o valor do
fluxo maximo em dois caminhos. Logo, o valor de um fluxo maximo 2-divisivel é pelo menos

uma fragdo 2/k do valor de um fluxo maximo k-divisivel. O

A abordagem de pegar os k primeiros caminhos aumentantes de maior capacidade
residual, como forma de encontrar um limite superior para o fluxo maximo k-divisivel, n3o
funciona para k > 3. Isso pode ser comprovado pela rede da Figura 13. O primeiro caminho
aumentante seria scbt, de capacidade residual 5. O segundo seria sabct ou sbet, ambos de
capacidade residual 3. Por fim, como as capacidades residuais dos arcos bt e ct sdo iguais
a 1, esta seria naturalmente a capacidade residual do terceiro caminho aumentante. O valor
do fluxo obtido seria 9, mas o fluxo maximo 3-divisivel, representado pelos trés caminhos
destacados, tem valor 10.

Os autores mostraram que o fator de aproximacdo 2/3 (ver Teorema 3.3) para o
FluxoMax2Div é justo, ou seja, ndo existe um algoritmo aproximativo para esse problema com

um fator de aproximacdo 2/3 + ¢, para qualquer € > 0, a menos que P = N'P.
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Figura 13 — Exemplo de fluxo 3-divisivel.

Fonte: Adaptada de Baier, Kohler e Skutella (2005, p. 238)

Teorema 3.5 (Baier, Kohler e Skutella (2005)). E NP-dificil aproximar instancias do pro-

blema FluzoMax2Div com fator de aproximagdo melhor que 2/3.

Demonstracdo. E dada uma reducdo a partir do Problema SAT. Dada uma instancia qualquer
deste - uma férmula ¢ com n variaveis e m clausulas - construimos um digrafo D, com uma
fonte s e um sumidouro ¢, sobre o qual serd definida uma rede A'. Em seguida mostramos
que, se a instancia ¢ do SAT for satisfativel, ha um (s, t)-fluxo 2-divisivel de valor 3. Caso
contrario, o valor fluxo maximo 2-divisivel que pode ser obtido na rede é igual a 2. Desse
modo, um algoritmo aproximativo com fator de aproximagdo melhor que 2/3 implicaria a
existéncia de um algoritmo polinomial para decidir se € satisfativel.

Primeiro, sera descrita a construcdo do subdigrafo para encontrar uma atribuicio
de valores verdade as variaveis vq,...,v, de ¢ que a tornam verdadeira. Este é aciclico,
possui n + 1 pontes, uma fonte s e um sumidouro ¢. Para cada variavel v;, ha dois vértices
s; e t;, o primeiro é cabeca da ponte i e o segundo é cauda da ponte i + 1 (s = s e
tnr1 = t). Adicionalmente, hd um segmento construido por dois caminhos paralelos, entre
pontes consecutivas. Um destes é chamado de cadeia verdadeira e o outro de cadeia falsa de
v;. Seja o(f) o namero de ocorréncias do literal ¢, a cadeia verdadeira (resp. falsa) possui
tamanho 20(7;) (resp. 20(v;)). Todos os arcos descritos neste passo tém capacidade igual a 2.
Na cadeia verdadeira (resp. falsa) de cada variavel v;, sdo reservados dois arcos consecutivos
para cada clausula em que ocorre o literal T; (resp. v;). Chamamos o primeiro arco de cada
um destes pares de arco representativo da clausula correspondente. A ordem das clausulas
em cada cadeia é monotonicamente decrescente pelos seus indices. Se um (s, t)-caminho
com fluxo de valor 2 usa a cadeia verdadeira (resp. falsa) de uma variavel v;, entdo isso
serd interpretado como a atribuigdo do valor 1 (resp. 0) a variavel v;. Essa construgdo esta
ilustrada na Figura 14.

Na segunda etapa, construimos um subdigrafo para codificar as clausulas. A ideia
é construir um segundo (s,t)-caminho usando os arcos representativos. Este caminho fica

bloqueado se o assinalamento dado pelo primeiro ndo torna a férmula verdadeira. Para cada
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clausula C;, ha dois vértices u; e w;, com arcos w;_ju;, para 1 < i < m+1 (wyg = s e
ums1 = t). Para cada arco representativo ab de uma clausula C;, com 1 < i < m, adicionam-
se arcos u;a e bw;. Todos os arcos descritos nesta etapa possuem capacidade unitaria. A

construcdo completa estd ilustrada no exemplo da Figura 15.

Figura 14 — Redugdo do SAT para o Fluxo Maximo 2-Divisivel (primeira etapa).

Cadeia verdadeira

o— —>0—> s> >
s t
o—@® 51

t1 @——> -+ —>@ Sn tn @—>0@

Cadeia falsa

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assuma que a férmula ¢, instdncia do SAT, seja satisfativel. Considere uma
atribuicdo de valores verdade as suas variaveis de modo que ela seja verdadeira. Enviamos
2 unidades de fluxo de s a ¢, através do subdigrafo de variaveis. Para cada variavel v;, com
1 < ¢ < n, o caminho tomado deve usar a cadeia verdadeira de v;, se o valor de v; for 1
(verdadeiro), ou a cadeia falsa, caso contrario. Pela construgdo do digrafo, para cada clausula
Cj, com 1 < j <m, ha um caminho de u; para wj, via arco representativo de C; nas cadeias
verdadeira ou falsa de cada variavel que a compdem. Este caminho é disjunto do que fora
escolhido inicialmente, com base no valor verdade das variaveis. Desse modo, é possivel obter
um (s,t)-caminho suy ... wiug ... wy. ..Uy, ... w,t de valor 1, que é disjunto caminho de valor
2, escolhido inicialmente. Consequentemente, a rede admite um (s, t)-fluxo 2-divisivel de valor
3. Além disso, pela capacidade dos arcos com cauda s, este € maximal. Resta mostrar que
um (s, t)-fluxo 2-divisivel de valor maior que 2 produz uma atribuicdo de valores as variaveis
de ¢ que a tornam verdadeira. Primeiro, note que os dois caminhos devem ser arco-disjuntos,
pois, do contrario, o valor do fluxo maximo seria 2. Segundo, um dos caminhos deve passar
completamente pelos arcos de capacidade 2. Caso contrério, o valor do fluxo em cada caminho
seria no maximo 1.

O caminho P;, com valor de fluxo maior que 1, é usado para determinar os valores
verdade das variaveis. Como mencionado, este caminho esta completamente no subdigrafo das
variaveis, construido na primeira etapa. Portanto, para cada variavel v;, P, deve usar todas
as arestas de uma das cadeias (verdadeira ou falsa) de v;. O caminho P,, por outro lado,
deve deixar s pelo arco su; e pelos arcos representativos da clausula C;, em ordem crescente
do indice destas, e pelos arcos w;u;,1, para 1 < i < m (considere u;.; = t). Esse percurso
consecutivo de arcos representativos seguindo a ordem crescente do indice das clausulas é
garantido pela ordenac3o decrescente dos arcos representativos ao longo de cada segmento de
variavel. Consequentemente, P, ndo pode pular qualquer par de vértices u; e w; e assim se

verifica que o assinalamento satisfaz . O
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A Figura 15 traz um exemplo da reducdo apresentada no Teorema 3.5. Observe
que, com os valores v = 1, v = 1 e v3 = 0, a férmula ¢ é satisfeita. Isso estd representado

pelos dois (s, t)-caminhos destacados, um de valor 2 e outro de valor 1.

Figura 15 — Reducdo do SAT para o FluxoMax2Div.

¢ = (v1 Vo2 Vu3)A(v1 Vo), (1 VU3)
—_——— ——— ~——
1 Cs Cs

S1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma variagcdo do problema consiste em determinar o valor do maior fluxo que
pode ser decomposto em k caminhos, todos de mesmo valor. Trata-se do Problema do Fluxo
Maximo Uniformemente k-Divisivel. Note que o fluxo obtido ndo é necessariamente uniforme.
Segundo Baier, Kohler e Skutella (2005), isso pode ser resolvido em tempo O(kmlogm).
Mesmo considerando valores inteiros de capacidades, a solucdo para esse problema pode ndo
ser inteira. No exemplo da Figura 16, o valor maximo de um fluxo uniformemente 4-divisivel

é 20/3, que corresponde a 4 fluxos caminhos de valor 5/3, cada.

Figura 16 — Rede com fluxo méaximo 4-divisivel uniforme n3o inteiro.

2

3

Fonte: Elaborada pelo autor.

De acordo com Baier, Kéhler e Skutella (2005), o problema de encontrar o fluxo
maximo 2-divisivel permanece N P-dificil, mesmo quando a diferenca entre os valores de fluxo
nos caminhos é pequena, ou seja, quando os fluxos caminhos possuem valores muito préximos

e a decomposicio &, portanto, quase uniforme.

Corolario 3.6 (Baier, Kéhler e Skutella (2005)). Para um e arbitrario e positivo, é fortemente
NP-dificil calcular o (s,t)-fluxo maximo 2-divisivel, mesmo que os valores dos fluxos nos

caminhos difiram por um fator de no maximo 1 + ¢.
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Segundo Baier, Kohler e Skutella (2005), é facil de encontrar uma solugdo aproxi-
mada para o problema FluxoMax2Div nas condi¢cdes apresentadas no Corolario 3.6. Note que
o fluxo maximo uniforme k-divisivel é claramente uma solugdo 1/(1 + ¢)-aproximada para o
FluxoMax2Div.

Em Baier, Kohler e Skutella (2005), os autores mencionam ainda um problema
relacionado ao FluxoMaxKDiv, no qual, em vez de buscar um (s, t)-fluxo de valor maximo,
deseja-se saber se é possivel enviar determinada quantidade de fluxo utilizando no maximo k
caminhos. Como observado pelos autores, esse problema é fortemente A/P-Completo. Isso
pode ser visto a partir da construcdo apresentada na demonstracdo do Teorema 3.5. Nesta,
a férmula ¢ do SAT é satisfativel se e somente se 0 menor niamero de caminhos necessarios

para enviar 3 unidades de fluxo na rede N for igual a 2. Dai, segue o resultado:

Corolario 3.7 (Baier, Kohler e Skutella (2005)). Calcular um (s, t)-fluxo de um dado valor

usando um nimero minimo de caminhos é um problema fortemente NP-Dificil.

3.3 Minimizando o nimero de caminhos de um dado fluxo

Muitos algoritmos de fluxo produzem como saida um conjunto de valores associ-
ados aos arcos da rede. No entanto, é mais natural e conveniente ver um fluxo como um
conjunto de caminhos entre os vértices de origem e de destino. No transporte de mercadorias
que devem ser armazenadas em contéiners, por exemplo, cada contéiner pode ser visto como
um caminho. Minimizar a quantidade destes implica minimizar a quantidade de contéiners
necessarios para que o fluxo da mercadoria.

Formalmente, o problema corresponde a determinar o menor valor inteiro £ de
modo que um dado (s, t)-fluxo = em uma rede N seja k-divisivel. Esse problema é referenciado

aqui como FluxoMinDiv, cuja versdo de decisdo esta formalizada a seguir:

{ Problema: FluxoKDiv ‘
Entrada:  Uma rede N' = (D, u), com D = (V, A), um (s,t)-fluxo z e um k € Z7,.
Pergunta: O fluxo x é k-divisivel?

Segundo Vatinlen et al. (2008), esse problema &€ A/P-Completo mesmo em DAGs.
De forma independente, mostramos com o Teorema 3.8 um resultado equivalente, a partir do

Problema 3-Particdo, definido em Garey e Johnson (1979) da seguinte maneira:

Problema: 3-Particdo

Entrada:  Um conjunto de objetos A = {ay,as,...,as.} e um inteiro positivo T, tal
que o valor de cada objeto a;, denotado por v(a;), € um inteiro positivo entre
3
T/4eT/2e> " v(a;)=1T.

Pergunta: E possivel particionar o conjunto A em 7 subconjuntos de 3 elementos, tal

que a soma dos valores dos objetos de cada subconjunto seja 17
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Em Garey e Johnson (1979, p. 99) foi mostrado que o Problema 3-Particdo é
fortemente NP-Completo.

Teorema 3.8. O problema FluxoK Div é fortemente N'P-Completo mesmo em DAG's.

Demonstracdo. Claramente, esse problema estd em NP, pois dado um conjunto de k fluxos

k

caminhos z' - 2", & possivel verificar em tempo O(mk) se >, x; = x5, para todo arco

17 da rede. Mostraremos uma reducdo polinomial para esse problema, a partir do problema
3-Particao.

Dada uma instincia S = {a4,...,as.}, do problema 3-Particdo, fazemos k = 3r
e construimos uma rede N' = (D, u), onde D = (V, A) € um DAG, com um (s, t)-fluxo = de
valor 1" da seguinte maneira:

o V=Aay,...,a5,b1,...,b.,q,5,t};

o A={sa;,a;q|1<i<k}U{gb;,bt|1<j<r}

o definimos u,, = Ua,q = v(a;), Ugy, = up;e = T;

e fazemos x;; = u;; para todo ij € A (isso é possivel, pois 32" v(a;) = rT);

Essa construcdo estd ilustrada na Figura 17.

Figura 17 — Construcdo de rede a partir de uma instancia do 3-Partic3o.

al

by

a3r

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se a resposta para o problema 3-Particdo for sim, o fluxo = é k-divisivel. Seja
{S1,...,S,} uma solugdo para o primeiro problema. Para cada a; € S;, com 1 < j < r,
existe um fluxo caminho sa;gb;t com valor v(a;) na rede.

Considere que o fluxo x & k-divisivel. Cada vértice a;, para 1 < i < k, deve
estar em exatamente um fluxo caminho, cujo valor é v(a;). Note que ha exatamente trés
fluxos caminhos com um vértice b; em comum, para 1 < j < r, pela restricio para os
valores de a; (T'/4 < v(a;) < T/2). Sejam eles sa,qb;t, sa,qb;t e sa.qb;t, com valores,
respectivamente, v(a,), v(a,) e v(a,). Para cada trés caminhos desses, construimos um

subconjunto {a, a,,a.}, com soma igual a 7', para o problema 3-Particéo. ]

Quando todos os valores de fluxo nos arcos da rede sdo maltiplos de um deter-
minado inteiro positivo A, é possivel encontrar um limite superior para o niimero minimo de

caminhos do FluxoMinDiv, conforme observado por Hartman et al. (2012), no Lema 3.9.
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Lema 3.9 (Hartman et al. (2012)). Considere uma rede N sobre um digrafo D = (V, A) e
um (s,t)-fluxo x nesta. Para todo arco ij com fluxo positivo, se x;; for miltiplo de A, para
um inteiro positivo \, entdo é possivel decompor x em exatamente |x|/\ caminhos, cada um

destes com valor \.

Como consequéncia do Lema 3.9, o problema FluxoMinDiv pode ser resolvido em
tempo polinomial para fluxos A-uniforme. Nesse caso, o valor do (s, t)-fluxo & k- A, para algum
inteiro k. Como todos os arcos com fluxo positivo possuem valor de fluxo A, esse é o maior
valor de um (s, t)-fluxo caminho da decomposicdo. Consequentemente, o menor nimero de
caminhos desta é igual a k. Além disso, esses caminhos sdo arco-disjuntos; caso contrario,
deveria existir pelo menos um arco com fluxo maior que \. Caso haja uma circulagdo, esta
pode ser descartada; pois o nimero de caminhos da decomposic3o, nesse caso, depende apenas
do valor do fluxo.

Um outro caso em que o problema FluxoMinDiv pode ser resolvido em tempo
polinomial & quando o valor de fluxo em cada arco € um de dois possiveis valores, a e b,
e um deles é maltiplo do outro. Definimos a operagdo Suporte(N,z,a), que retorna uma
rede a partir de V, contendo apenas os arcos em que o valor do fluxo = & pelo menos a.
Adicionalmente, a capacidade de cada arco na rede resultante é o valor do fluxo no arco
correspondente na rede original.

De acordo com Hartman et al. (2012), dados uma rede N e um (s, t)-fluxo x, tal
que z;; € {a,b} para todo arco ij da rede e b divide a (b | a), é possivel encontrar a solu¢do

6tima para o problema, nessas condicdes, com o seguinte algoritmo:

i. Construimos uma rede N, = Suporte(N,z,a) e calculamos um (s, t)-fluxo
maximo z, em N,, que é decomposto em p; caminhos de valor a;

ii. obtemos um fluxo 2’ em A/, decrementando o valor x, de = (arco a arco);

iii. construimos uma rede N, = Suporte(N,2',b) e calculamos um (s,t)-fluxo

maximo x;, que é decomposto em p, caminhos de valor b.

Na etapa (i), é possivel obter p; pelo Lema 3.9. Na etapa (iii), como todos os

valores de fluxo x; sdo multiplos de b, é possivel obter p, também pelo Lema 3.9.

Teorema 3.10 (Hartman et al. (2012)). Considere uma rede N' e um (s, t)-fluxo = nesta,
de modo que ha apenas dois valores distintos a e b de fluxo nos arcos e b | a (b divide a). A

solugdo produzida pelo algoritmo acima é étima.

Demonstracdo. Seja p* o nimero minimo de caminhos de uma decomposicdo 6tima de .
Seja 2’ a parte de = que é roteada pela solucdo étima através de fluxos caminhos cujos valores
sdo maiores que b. Note que cada caminho desses envia no maximo a unidades de fluxo.
Consequentemente, a porcdo x — 2’ do fluxo é roteada por fluxos caminhos de valores menores
que a. Entdo, seque que

'] =] — 2]

*>_
p_a+ b
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Para minimizar o lado direito dessa inequagdo, é preciso que |z'| seja o maior
possivel. No entanto, |z’| € no maximo |z,|, ja que z, foi obtido pelo fluxo maximo da
rede suporte, considerando apenas arcos de capacidade a. Pelo algoritmo, o valor desse fluxo
maximo é dado por p; - a. Substituindo na inequacdo acima, temos:

prra |z[—pi-a

pt > - + 2 = p1 + Do

O

Como foi visto na Sec¢do 2.3.1, uma circulagdo pode ser removida sem afetar o
valor de um (s, t)-fluxo. No entanto, diferentemente do que foi observado na decomposi¢do de
fluxos A-uniformes, a remocdo de uma circulacdo pode afetar o namero minimo de caminhos
necessarios na decomposicdo do fluxo, mesmo quando ha apenas dois valores distintos de fluxo
nos arcos da rede. Um exemplo disso pode ser observado na Figura 18. Em (a), o fluxo pode
ser decomposto em 2 fluxos caminhos, um de valor 1 e um de valor 2. Em (b), ap6s a remogao
da circulagio de valor 1 (ao longo do ciclo abcda), sdo necessarios trés fluxos caminhos para

decompor o fluxo.

Figura 18 — Influéncia da circulagdo na decomposicdo de um fluxo.

b

Fonte: Adaptada de Vatinlen et al. (2008, p. 1392)

A estratégia descrita no algoritmo do Teorema 3.10, de pegar os caminhos mais
promissores a cada iterac3o, n3o funciona quando ha mais de 2 valores distintos de fluxo nos
arcos da rede. Isso pode ser observado no exemplo da Figura 19. Se for retirado 1 fluxo
caminho de valor 4, restardo 6 fluxos caminhos de valor 1, totalizando 7. No entanto, é
possivel extrair inicialmente 1 fluxo caminho de valor 2 (do fluxo caminho de valor 4); trés
fluxos caminhos de valor 2, iniciando pelos arcos partindo de s com esse valor; e mais 2 fluxos
caminhos de valor 1, totalizando 6. Esse nimero é minimo. Para verificar isso, observe que,
para evitar os 6 fluxos caminhos de valor 1, é necessario passar 3 fluxos caminhos (dois de
valor 1 e um de valor 2) por pelo menos um arco que tem valor de fluxo 4, especialmente pelo
arco de v, para vz ou pelo arco de v, para vs, e o grau de saida de s é 4. Logo, ha pelo menos

4 fluxos caminhos de s a £ e um desses deve ser dividido em 3 fluxos caminhos.



40

Figura 19 — Exemplo ruim para a decomposicdo de fluxo de forma gulosa.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Essa diferenca entre as solucdes 6tima e gulosa pode ser arbitrariamente grande.
Para ver isso, basta generalizar a rede da Figura 19 para uma rede com 2n + 2 vértices
(s,t,v1,...,02,). Com a estratégia gulosa, seriam necessarios 2n + 1 (s, t)-fluxos caminhos.
Extraindo-se os caminhos de forma semelhante ao sugerido como solucdo 6tima para a rede
acima, obtém-se uma decomposi¢do em n + 3 (s, t)-fluxos caminhos.

Considerando o caso em que ha exatamente trés valores distintos de fluxo nos arcos
da rede, em Hartman et al. (2012) foi mostrado que o problema FluxoK Div é N'P-Completo
mesmo quando os valores de fluxo s3o poténcias de 2. Os autores mostraram uma reducio
polinomial a partir do 3S AT, um dos problemas NP-Completos mostrados por Karp (1972),

formalizado a seguir:

{ Problema: 3SAT ‘

Entrada:  Uma férmula ¢ na 3FNC, com m clausulas e n variaveis.

Pergunta: ¢ é satisfativel?

Teorema 3.11 (Hartman et al. (2012)). FluxoK Div é N'P-Completo, mesmo quando a

rede possui apenas trés valores distintos de fluxo em seus arcos, sendo estes 1, 2 ou 4.

Demonstracdo. Para uma variavel v qualquer, sejam o(v) o nimero de ocorréncias do literal
v e o'(v) o namero de ocorréncias do literal 7. Seja 0,,(v) = max{o(v),o'(v)}. Dada uma
instancia ¢ do 3SAT com um conjunto Z de n variaveis e um conjunto C de m clausulas, é
possivel construir uma rede N/, com m+2+> ", _,(3+40,,(v)) vértices e 4m+Y " (150, (v)+
12) arcos e um fluxo = nesta, de modo que ha uma decomposicdo de z em >~ _~(5+30,(v))
fluxos caminhos se e somente se  é satisfativel.

Para cada variavel v, é construido um dispositivo mostrado na Figura 20a. Ha
dois vértices, s(v) e t(v), que sdo conectados com dois caminhos paralelos com o,,(v) pares
de vértices - u;(v) e w;(v), em um; e w;(v) e w;(v) em outro, para 1 < i < 0, (v). Ha um
arco de s(v) para u;(v), de u;(v) para u;(v) e deste para u;41(v), para 1 < i < 0,,(v), e de
u, ) (v) para t(v). Similarmente, Ha um arco de s(v) para wi(v), de w;(v) para wi(v) e

deste para w;11(v), para 1 <i < 0,,(v), e de w), (,(v) para t(v).
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A fonte s é conectada a todos os vértices s(v;) e todos os vértices t(v;) sdo
conectados ao sumidouro ¢, para 1 < j < n. O fluxo nos arcos especificados até aqui é 4 e
estes sdo os (nicos arcos com esse valor de fluxo em z. Adicionalmente, ha quatro arcos com
valor de fluxo 1, de s para s(v;) e de t(v;) para t, com 1 < j < n. Ha também um par de
arcos com valor de fluxo 1 de w;(v) para u;(v) e de w;(v) para wi(v), para 1 < i < 0,,(v).
Para cada variavel v, ha um vértice a(v). O vértice s é conectado ao a(v) com o,,(v) arcos
com valor de fluxo 2 e 20,,(v) arcos com valor de fluxo 1. Além disso, a(v) é conectado a
u;(v) e a w;(v), para 1 <i < 0,,(v), com um arco de fluxo 2.

Para cada clausula ¢, hd um vértice ¢ conectado a t por quatro arcos, dois com
fluxo 1 e dois com fluxo 2; e trés arcos com fluxo 2, cada um vindo da estrutura de uma

variavel correspondente a um literal de ¢, como ilustrado na Figura 20b.

Figura 20 — Reducdo do 3SAT para o FluxroK Div com 3 valores de fluxo

s

(a) variavel v (b) clausula
Fonte: Adaptada de Hartman et al. (2012)

Por fim, & preciso conectar os vértices dos dispositivos de variaveis aos vértices
de clausulas. Cada vértice u}(v) é conectado a um vértice de clausula correspondente a uma
clausula em ¢ que contém v, para 1 < i < o(v). Essas conexdes sdo feitas de tal modo que
cada um desses vértices de clausula esteja conectado a um @nico vértice u(v). Analogamente,
cada vértice w;(v) é conectado a um vértice de clausula correspondente a uma clausula em ¢
que contém T. Se o(v) < 0,,(v), cada u}(v), para o(v) +1 < i < 0,,(v), é conectado a t. Se
0'(v) < 0, (v), cada arco w;(v), para o'(v) +1 < i < 0,,(v), é conectado a t. Todos os arcos
descritos neste paragrafo tém valor de fluxo 2.

Agora sera mostrado que ¢ é satisfativel se e somente se é possivel decompor x
em > (54 30m,(v)) caminhos. Esse nimero 5+ 30,,(v) corresponde a quantidade de arcos
de s para cada estrutura de variavel. Assuma que  é satisfativel e considere uma atribuicio
de valores as suas variaveis que a tornam verdadeira. Cada caminho da decomposi¢io satura

um arco de s. Para uma variavel v cujo valor é 1 (verdadeiro), ha um par de caminhos de



42

valor 1 para cada vértice de clausula que contém o literal v e um caminho de valor 2 para cada
vértice de clausula contendo o literal ©. Para uma variavel v cujo valor é 0 (falso), ha um par
de caminhos de valor 1 para cada vértice de clausula que contém o literal 7 e um caminho de
valor 2 para cada vértice de clausula contendo o literal v. Cada clausula tem pelo menos um
literal com valor 1 e, portanto, pelo menos um par de caminhos de valor 1 entrando no vértice
da clausula. E possivel rotear esses caminhos através dos vértices das clausulas sem dividi-los.

Para cada variavel v, serd mostrado inicialmente como devem ser tomados os 5
(s,t)-caminhos que passam pelo vértice s(v), e, em seguida, os 30,,(v) (s,t)-caminhos que
passam pelo vértice a(v).

Se v = 1, tomar um anico fluxo caminho de valor 4 a partir de s, passando por
s(v), por u;(v) e ui(v), para 1 < i < 0,(v), até t(v); e 4 fluxos caminhos de valor 1 a
partir de s, passando por s(v), por w;(v) e wi(v), para 1 < i < 0,,(v), até t(v). Dois desses
caminhos usam arcos com valor de fluxo 1, de w;(v) para w}(v), e os outros dois usam os
arcos de fluxo 4. Se v = 0, tomar um dnico fluxo caminho de valor 4 a partir de s, passando
por s(v), por w;(v) e wi(v), para 1 < i < 0,,(v), até t(v); e 4 fluxos caminhos de valor 1 a
partir de s, passando por s(v), por u;(v) e ul(v), para 1 < i < 0,,(v), até t(v). Dois desses
caminhos usam arcos com valor de fluxo 1, de u;(v) para u;(v), e os outros dois usam os arcos
de valor de fluxo 4.

Se v = 1, tomam-se 20(v) fluxos caminhos de valor 1, de s, passando por a(v),
depois por u;(v) e u,(v) e deste para um vértice de clausula contendo o literal v, para 1 <i <
o(v). Se o(v) < 0,(v), deve-se tomar 2(0,,(v) — o(v)) fluxos caminhos de valor 1 passando
por a(v), por u;(v) e u;(v) e deste para t, com o(v) < i < 0,,(v). Pegam-se também o'(v)
fluxos caminhos de valor 2 a partir de s, passando por a(v), por w;(v) e wi(v) e deste para
um vértice de clausula contendo o literal T, para 1 < i < o(v). Se 0'(v) < 0,,(v), deve-se
tomar o,,(v) — o' (v) fluxos caminhos de valor 2 passando por a(v), w;(v) e w;(v) e deste para
t, com o' (v) < i < 0, (v). Cada um desses fluxos caminhos usa um arco de fluxo 4 de w;(v)
para w;(v); e, se o caminho passa por um vértice de clausula (que tem o literal ©), ele usa um
arco com fluxo 2 saindo desse vértice.

Simetricamente, se v = 0, tomam-se o(v) fluxos caminhos de valor 2 a partir de
s, passando por a(v), por u;(v) e u;(v) e deste para um vértice de clausula contendo o literal
v, para 1 <1 < o(v). Se 0o(v) < 0,,(v), deve-se tomar o,,(v) — o(v) fluxos caminhos de valor
2 a partir de s, passando por a(v), u;(v) e u;(v) e deste para t, com o(v) < i < 0,,(v). Cada
um desses caminhos usa um arco de fluxo 4 de u;(v) para u}(v); e, se o caminho passa por
um vértice de clausula (que tem o literal v), ele usa um arco de valor de fluxo 2 saindo desse
vértice. Deve-se pegar também 20'(v) fluxos caminhos de valor 1 a partir de s, passando por
a(v), depois por w;(v) e wi(v) e em seguida para um vértice de clausula contendo v, para
1 <i<d(v). Se d(v) < opn(v), deve-se pegar 2(0,,(v) — o' (v)) fluxos caminhos de valor 1,

a partir de s, passando por a(v) e por w;(v) e w;(v) e destes para ¢, com 0'(v) < i < 0,,(v).
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Para mostrar que esta decomposicdo é bem definida, pode-se argumentar que cada
fluxo caminho de valor 2 chegando a um vértice de clausula pode usar um arco de valor de
fluxo 2 saindo deste. Uma vez que a atribuicdo satisfaz o, toda clausula tem pelo menos
um literal cujo valor & 1, que corresponde a dois fluxos caminhos de valor 1 chegando ao
vértice desta. Logo, cada vértice de clausula tem no maximo dois fluxos caminhos de valor 2
chegando a ele e saindo por um dos arcos com valor de fluxo 2.

Suponha que haja uma decomposicdo de z em > . (5+30,(v)) caminhos. Note
que ha exatamente 5+ 30,,(v) arcos saindo de s para a estrutura de cada variavel v (um com
fluxo 4, 0,,(v) com fluxo 2 e 20,,(v) + 4 com fluxo 1). Entdo, nenhum fluxo caminho de s
a t sofre divisdo. Isso significa que ha dois fluxos caminhos de valor 1 saindo das estruturas
de cada variavel v, passando pelas estruturas de clausulas que contém um de seus literais (ou
v ou U). Para cada variavel v de ¢, observa-se a estrutura correspondente a ela na rede.
Se, nesta, o caminho de valor 4 passa pelos vértices u;, entdo ha dois caminhos de valor 1
passando pelos vértices u}(v), para 1 < i < o(v). Nesse caso, atribui-se o valor 1 a variavel

v. Caso contrario, atribui-se o valor 0 a v. O

Em relacdo ao problema de encontrar o menor nimero de caminhos necessarios
para decompor um dado fluxo, foi visto que a solucdo étima pode ser obtida em tempo
polinomial quando todos os arcos possuem o mesmo valor de fluxo, ou quando ha apenas dois
valores possiveis para o fluxo em cada arco e o menor divide o maior deles. Resta analisar o
caso em que ha dois valores de fluxo nos arcos da rede suporte, mas o menor n3o divide o
maior deles. Isso serd tratado na Secdo 4.3.1, ao abordarmos a decomposicdo de fluxos em

redes arco-coloridas monocromaticas.
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4 FLUXOS EM REDES ARCO-COLORIDAS

De acordo com Granata et al. (2013), digrafos arco-coloridos sdo usados para mo-
delar situa¢des nas quais é crucial representar aspectos qualitativos (em vez de quantitativos)
em diferentes regides do préprio digrafo. Cada cor pode representar uma propriedade a ser mo-
delada. Problemas desse tipo tém aplicacdes em diversas areas como redes de comunicacéo,
redes de transporte multimodal, entre outras.

Neste capitulo, apresentaremos o conceito de fluxos em redes arco-coloridas com
os problemas relacionados e suas variacdes e um estudo da complexidade destas. Nossas

contribuicdes sdo dadas na Secdo 4.3.

4.1 O Problema e suas variacées

Denotamos por D¢ = (V, A, ¢) um (multi)digrafo D = (V, A) com uma coloragdo
de arcos ¢ : A — {1,2,...,p} ndo necessariamente prépria, ou seja, & possivel usar uma
mesma cor para arcos adjacentes. Uma rede N\ definida sobre D¢ é dita arco-colorida. Deno-
tamos por cores(D®) o conjunto imagem de ¢, e por n.(D) a sua cardinalidade. Para uma
cor i, o span(i, D) indica o nimero de componentes conexas do subdigrafo induzido de D°
pelos arcos de cor i. A Figura 21 traz duas redes arco-coloridas. Em ambas, o span das cores
le2éigual a2eodacor3éigualal.

Segundo Coudert et al. (2007), em algumas situagdes é necessario levar em conta
as correlacdes entre arcos, especialmente no conceito de sobrevivéncia de um Grupo de Re-
cursos de Risco Compartilhado (do inglés, Shared Risk Resource Group - SRRG). Um SRRG
é naturalmente modelado associando a cada risco uma cor. Em um sistema desse tipo, um
caminho “mais seguro” é o que tem o menor nimero de cores distintas. Dois caminhos sdo
disjuntos em cores se ndo compartilham cores. SRRGs so relevantes em inimeros contextos
praticos. Em particular, eles foram introduzidos para modelar grupos de recursos em uma rede

de telecomunicacdes que podem falhar simultaneamente.

Figura 21 — Exemplos de (s, t)-corte em redes arco-coloridas.

a 2 b

Fonte: Elaborada pelo autor.
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De acordo com Coudert et al. (2007), problemas em grafos coloridos diferem
daqueles em grafos tradicionais, ndo apenas em termos de complexidade, mas também nas
relacdes que mantém entre eles. Um caso particular é o nimero de (s, t)-caminhos disjuntos
em cores € o M C-st-Cut (de Minimum Colour (s,t)-Cut) que, diferentemente das versdes
tradicionais (ver Teorema de Menger), n3o estdo intimamente ligados.

Segundo Coudert et al. (2007), o objetivo do M C-st-C'ut & encontrar um conjunto
de arcos com o menor nimero de cores que separa os vértices s e t. Os autores mostraram que
esse problema é N'P-Dificil, ao passo que a versio tradicional pode ser resolvida em tempo
polinomial pelos algoritmos de fluxo maximo. Veja os exemplos de rede da Figura 21. Em (a),
as linhas pontilhadas representam (s, t)-cortes - um com uma cor e capacidade 3\ e outro
com duas cores e capacidade 2X. Em (b), qualquer (s,t)-corte tem pelo menos duas cores.
No entanto, ndo ha 2 (s, t)-caminhos disjuntos em cores.

Neste trabalho, sdo abordados os seguintes problemas:

1. Dada uma rede N' = (D¢ u), encontrar um (s,t)-fluxo maximo que usa o
menor namero de cores.

2. Dados uma rede N sobre um digrafo colorido D¢ e um (s,t)-fluxo x nesta,
encontrar uma decomposicdo de = em (s,t)-fluxos caminhos que minimize a

soma do nimero de cores em cada um destes.

Esses dois problemas serdo melhor detalhados nas Se¢ées 4.2 e 4.3 a seguir.

4.2 Encontrando o fluxo maximo com o menor niimero de cores

Como foi dito no inicio deste capitulo, as cores s3o utilizadas para representar
caracteristicas de cada regido por onde o fluxo ird passar. Por exemplo, em uma rede de
distribuicdo de agua, as cores podem ser utilizadas para representar substancias com as quais
a agua entrard em contato em determinadas regides. Ao chegar ao destino, & preciso tratar
a agua para cada substancia com a qual houve contato. Assim, minimizar o nimero de cores
do fluxo implica minimizar o custo com o tratamento final da agua.

O problema consiste em, dada uma rede N = (D° u), encontrar um (s, t)-fluxo
maximo nesta com o menor nimero de cores distintas nos arcos com fluxo positivo.

Inicialmente, abordaremos o problema de encontrar uma arvore geradora em um
grafo com cores nas arestas, de modo que o niimero de cores distintas da arvore seja minimo,
chamado de MinColSpanningTree. Esse problema é N'P-Dificil, pois, segundo Broersma
e Li (1997), a sua versdo de decisdo, aqui referenciada como KColSpanningTree, & um

problema AP-Completo (ver Teorema 4.1).

‘ Problema: KColSpanningTree

Entrada:  Um grafo G = (V, E)), uma coloragdo ¢ : E — N e um inteiro positivo k.

Pergunta: Existe uma arvore geradora T' de G, com no méximo k cores?
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Broersma e Li (1997) propuseram uma redugdo para o KColSpanningTree a partir
da versdo de decisdo do Problema Conjunto Dominante, formalizado a seguir, que segundo
Haynes, Hedetniemi e Slater (1998) é AP-Completo.

Problema: Conjunto Dominante

Entrada:  Um grafo G = (V, E) e um inteiro positivo k.
Pergunta: Existe um conjunto S C V, com |S| < k, de modo que todo vértice em V

esteja em S ou seja adjacente a algum vértice em S7

Teorema 4.1 (Broersma e Li (1997)). KColSpanningTree é N'P-Completo.

Demonstracdo. E facil ver que o problema esta em N'P. Basta verificar se T & conexo, se
tem n — 1 arestas (n = |V|), e se n.(T) < k.

Sera apresentada uma reducdo para esse problema, a partir do Problema do Co-
Junto Dominante. Dados um grafo G = (V, E) e um inteiro kK < n, vamos construir, em
tempo polinomial, um grafo G’ = (V', E’) e uma coloracdo ¢ : E' — {1,...,n+1}, de modo
que G’ tem uma arvore geradora 7' com n.(T) < k + 1 se e somente se G tem um conjunto
dominante S de tamanho no maximo k.

Seja V. = {vy,...,v,}. Agora, construimos G' como segue. Comece com o
conjunto de vértices V' e, para cada v; € V, adicione um novo vértice u; e uma aresta v;u;
com cor . Além disso, para cada aresta v;v; € £, adicione dois vértices u;; e uj;, uma aresta
v;u;; com cor j e uma aresta v;u;; com cor i. Por fim, adicione um vértice v, com arestas de
cor n + 1 de v para cada vértice u. Essa construcdo, que estd ilustrada na Figura 22, é feita
em tempo polinomial.

Primeiro, assuma que G tem um conjunto dominante .S, com |S| < k. Para cada
vértice v; € V, escolha um vértice v; € S tal que ou v; = vj ou v;v; € E. Em G’, escolha a
aresta correspondente v;u; com cor i = j, se v; = v;; ou a aresta v;u;; com cor j, se v;v; € E.
Dai, em G’, foram escolhidas precisamente n arestas com no maximo |S| < k cores distintas.
Adicionando todas as arestas com a cor n+ 1, obtemos um conjunto de arestas de uma arvore
geradora de G’ com no maximo k + 1 cores distintas.

Agora, assuma que G’ tem uma arvore geradora T com n.(T) < k+1. Claramente,
T contém uma aresta com a cor n+1, pois toda aresta incidente em v tem essa cor. E possivel
obter uma arvore geradora 7" a partir de 7' em que cada vértice v; tem grau 1. Note que T
contém precisamente um caminho de tamanho 2 de v a v;. Escolha uma aresta incidente a
v; em T e substitua quaisquer outras arestas incidentes com v; em 1" por arestas adjacentes
a estas e que incidam em v. Ent3o, a nova arvore geradora 7" de G’ tem n (T") < k + 1.
E facil ver que as cores das arestas de 7" n3o incidentes em v correspondem aos indices dos
vértices de um conjunto dominante S de G, com |S| = n.(T") — 1 < k. Se a aresta em T"
tem extremidade v; e cor j, com i # j, entdo o vértice v; € dominado pelo vértice v; em G.

Isso completa a prova. O
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A Figura 22 traz um exemplo da reducdo apresentada no Teorema 4.1. Em G’, o
rétulo de cada arco indica a sua cor. Observe que S = {v;} & um conjunto dominante em G

e que G’ admite uma arvore geradora T' com | S|+ 1 = 2 cores (1 e 4).

Figura 22 — Exemplo de reducdo do Conjunto Dominante para KColSpanning Tree.

U1

U3 U2

G/

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que se a funcdo c for injetiva, ou seja, se ndo existem duas arestas com a
mesma cor, entdo qualquer arvore geradora tera exatamente n — 1 cores distintas.
Considere agora o problema FluxoMaxKCores, que consiste em determinar se uma

rede arco-colorida admite um (s, ¢)-fluxo maximo com um namero limitado de cores.

Problema: FluxoMaxKCores ‘

Entrada: Uma rede N' = (D¢ u) e um inteiro positivo k.

Pergunta: A admite um (s, t)-fluxo maximo usando arcos de no maximo k cores?

Em Granata et al. (2013), os autores mostraram que o problema acima é N/P-
Completo. Para isso eles propuseram uma reducdo polinomial para ele a partir do Problema

KColSpanning Tree,
Teorema 4.2 (Granata et al. (2013)). FluxoMaxKCores é N'P-Completo.

Demonstracdo. O problema estd em NP, pois é possivel verificar em tempo polinomial se um

fluxo x & viavel e maximo, e se o seu digrafo suporte tem no maximo k cores distintas.

Dado um grafo G = (V, E), com V' = {vy,...,v,}, € uma coloragdo ¢ : £ —
{1,...,p}, sera construido um digrafo arco-colorido D¢ = (V' /A" ('), com ¢ : A —
{1,...,p + 1}, e sera definida uma rede N sobre este, de modo que existe uma arvore

geradora de G com no maximo k cores se e somente se A admite um (s, t)-fluxo maximo e

o digrafo suporte de z tem no maximo k' = k -+ 1 cores distintas.
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Inicialmente, seja D¢ o digrafo associado de (&, onde cada aresta é substituida por

dois arcos anti-paralelos. Procedemos com a construcdo de D¢ da seguinte maneira:

e adicionar dois novos vértices a V’, a fonte s e o sumidouro ¢ (V' =V U{s,t});
e adicionar a A’ um arco sv;, com capacidade n — 1;

e adicionar a A’ um arco v;t, com capacidade 1, para 1 < i < n;

e a capacidade dos demais arcos de A’ é n — 1;

e defina a coloracdo ¢ da seguinte forma: ¢(ij) = '(ji) = c(ij), para todo

ij € E, ed(ij) =p+1 para os demais arcos em A’;

O digrafo D° possui n + 2 vértices, 2m + n arcos e p + 1 cores. Isso é feito em
tempo polinomial. Essa construcdo esta ilustrada na Figura 23. Note que o valor de um fluxo
maximo na rede N = (D u) é n — 1. Além disso, todos os arcos com cor p + 1 devem
ter fluxo positivo em qualquer solucdo de um fluxo méaximo, pois todo arco com cauda s ou
cabeca t tem essa cor.

Considere agora uma arvore geradora 7' de G com no maximo k cores. Um (s, t)-
fluxo méaximo em N pode ser definido enviando n— 1 unidades de fluxo de s a vy, uma unidade
de fluxo de v; a ¢, e adicionando uma unidade de fluxo aos arcos de cada caminho de v; a v;,
com 1 <1 <n.

Considere agora um (s, )-fluxo maximo z em A com k' = k + 1 cores. Pela
construgdo acima, |z| =n — 1 e ha n — 1 (s,t)-fluxos caminhos de valor 1, cada um destes
finalizando em um arco v;t, para 1 < i < n. Seja D¢ o digrafo suporte de x e G' = G(DY)
o seu grafo subjacente, considerando que a cor de cada aresta ij é a mesma dos arcos ij
e ji em D Apenas os arcos com extremidade em s ou t possuem a cor p + 1. Assim,
G" = G'{v1,...,v,}] & conexo e & um subgrafo gerador de G com no maximo k cores e

qualquer arvore geradora T' de G” também & uma arvore geradora de G. O

Figura 23 — Exemplo de Reducdo do MCSpaning Tree para MCMaxFlow.

v2

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A Figura 23 traz um exemplo da reducdo proposta no Teorema 4.2. O grafo GG
possui 2 cores (representadas pelos rétulos nas arestas) e o digrafo D¢ da rede A/ possui 3 cores.
Em N, a cada arco ij esta associado um rétulo (¢;j, 245, u;;), indicando, respectivamente, a
sua cor, o valor do fluxo nele e a sua capacidade. Os arcos destacados representam, em G,

uma arvore geradora; e em N, o digrafo suporte de .

4.3 Minimizando o custo da decomposicdo de um fluxo colorido

Como foi mencionado na Secdo 3.3, um fluxo em uma rede pode ser visto como um
conjunto de fluxos caminhos da origem ao destino. No transporte de mercadorias, cada fluxo
caminho pode ser visto como um contéiner que sera usado no transporte de parte da demanda
ao longo de um caminho da origem ao destino. As cores podem ser usadas para modelar
fatores externos aos quais a mercadoria estara sujeita, ou tipos de transporte utilizados em
cada trecho. Minimizar o niimero de cores de um caminho implica minimizar o tratamento
inicial que deve ser dado a carga que seguira por ele.

O problema que estamos propondo consiste em: dados uma rede N' = (D u) e
um (s,t)-fluxo vidvel = sobre ela; desejamos encontrar uma decomposi¢do de x em ¢ (s,t)-
fluxos caminhos, !, ... ,a:ﬁ, onde cada z' é enviado ao longo de um caminho direcionado P,

com o objetivo de minimizar o custo da solucdo, dado por:

ne(Pr....,P) =Y n(P) (4.1)

Esse problema esta referenciado neste trabalho por DFColCustoMin (Decom-
posicdo de Fluxo Colorido com Custo Minimo). Apesar de se assemelhar ao problema de
decomposicdo de um fluxo em um namero minimo de caminhos, a solucdo 6tima para este
nem sempre minimiza o custo do primeiro. Isso pode ser visto na Figura 24, em que é dado
um (s,t)-fluxo de valor 10 em uma rede sobre um digrafo arco-colorido. Nesta, a cada arco

esta associado um rétulo (¢, z) indicando a cor e o valor de fluxo dele.

Figura 24 — Exemplo de fluxo em rede sobre um digrafo arco-colorido.

(2,2) (2,2)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Usando uma decomposi¢do que minimiza o nimero de (s,t)-fluxos caminhos, &
possivel obter 6 destes. Observe que essa é uma versdo colorida da rede da Figura 19 (pagina
40). Foi visto que qualquer decomposicdo que minimiza a quantidade de fluxos caminhos deve
usar um arco com valor de fluxo 4 em trés fluxos caminhos, um de valor 2 e dois de valor 1. Os
dois fluxos caminhos de valor 1 s3o, portanto, bicromaticos. Restam quatro fluxos caminhos
de valor 2, dos quais trés sdo necessariamente bicromaticos e sdo extraidos da seguinte forma:
cada fluxo caminho ¢ usa o arco de cor 1 de vy;,_; a v9; € 0 arco de cor 2 de vy; a t, com
1 < i < 3. Dependendo de como for extraido o primeiro fluxo caminho na etapa anterior
(se for usado o arco de cor 1 ou o de cor 2, de s a v1) o dltimo fluxo caminho podera ter
uma ou duas cores. Logo, o custo de uma decomposicdo que minimiza o namero de fluxos
caminhos pode ser 11 ou 12. No entanto, é possivel decompor o (s,?)-fluxo da Figura 24
em 7 (s,t)-fluxos caminhos monocromaticos, e portanto a um custo 7, da seguinte maneira:
1 fluxo caminho de cor 1 e valor 4; 3 pares de fluxos caminhos de cor 2 e valor 1, cada par
saindo de s para vy;_1, de v9;_1 para v9;, e de vg; a t, com 1 <4 < 3.

O problema de encontrar um (s, t)-caminho com o menor nimero de cores em um
digrafo arco-colorido, chamado de MinColourPath, é N'P-Dificil. Consideremos a sua versdo

de decis3o, o problema KColourPath, definido como:

‘ Problema: KColourPath ‘

Entrada:  Um digrafo arco-colorido D¢, dois vértices s e ¢t e um inteiro positivo k.

Pergunta: Existe um (s,¢)-caminho P em D tal que n.(P) < k?

Em Yuan, Varma e Jue (2005), foi mostrada uma redugdo para o KColourPath,
a partir do Problema de Cobertura de Conjuntos (SetCover), um dos 21 problemas NP-
Completos de Karp (1972), definido da seguinte maneira:

Problema: SetCover ‘
Entrada:  Dois conjuntos, A e C' C P(A), tal que UC = A, e um inteiro positivo k.
Pergunta: Existe C' C C, com |C'| < k, de modo que UC” = A7

Teorema 4.3. (Yuan, Varma e Jue (2005)) KColourPath é N'P-Completo.

Demonstrac3o. Este problema estd em NP, pois dada uma sequéncia de vértices e arcos P,
é possivel verificar em tempo polinomial se P é um (s, t)-caminho e se n.(P) < k. Sera
feita uma redugdo do SetCover para esse problema. Dados dois conjuntos A = {aq,...,as}
e C CPA) ={Ay,..., A} com UC = A e um inteiro k < m, construimos um digrafo
D= (V' A',c), comc: A— {1,...,m}, da seguinte maneira:

o V' ={agp,a1,...,a,}, onde ag = s e a; =t;

e para cada elemento a;, e para cada conjunto A; tal que a; € A;, com 1 < i </

e 1 < j <m, criar um arco de a;_; para a; com a cor j.
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Note que se ha um (s, t)-caminho com até k cores, entdo as cores neste podem
ser mapeadas diretamente para um conjunto C’ C C, com |C'| < k, que cobre todos os

elementos de A, ou seja, UC’ = A. Por outro lado, se ha um conjuntos C’ C C, com

|C'| < kK, tal que UC' = A, entdo é possivel encontrar um caminho iniciando em s, passando
por cada vértice a;, selecionando um arco com a cor j, representando um conjunto C; € C'

tal que a; € Cj, para 1 <14 </, que tera no maximo k cores. O

Figura 25 — Exemplo de redugdo do SetCover para o KColourPath.

A - {a17a27a37a47a57a6}

C = {{az,a4},{a1,as,a6},{az,a3,a4},{as,as,as},{as,a6}} e k =2
~——— ~———r

Ay Az As Ay As
1
1 3 2 2
s 2 ar _———__ a2 a4 as t
3 4 4 5
5
De

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 25 traz um exemplo da reducdo apresentada no Teorema 4.3. Considere
os conjuntos A e C' e um inteiro k& = 2. No digrafo D¢, o rétulo de cada arco indica a sua
cor. O (s,t)-caminho destacado possui apenas as cores 2 e 3, o que corresponde a dizer que
C" = {A,, A3} & uma cobertura de conjuntos de A.

Motivados pelo resultado acima, decidimos investigar a complexidade do problema
DFColCustoMin. Em Carvalho et al. (2023a), mostramos que a vers3o de decisdo do problema,
o DFColCustoK (enunciado a seguir), &€ N'P-Completo.

Problema: DFColCustoK
Entrada:  Uma rede N = (D¢ u), com D¢ = (V, A, c), um (s,t)-fluxo z e um k € Z7,.

Pergunta: Existe uma decomposicdo de = em (s, t)-fluxos caminhos com custo no ma-

ximo k7

Teorema 4.4. DFColCustoK é N'P-Completo.

Demonstracdo. Esse problema esta em NP, pois dado um (s, t)-fluxo = e uma sequéncia de
(s,t)-fluxos caminhos 2!, ..., z*, verifica-se em tempo polinomial se Zle r! = x,, para todo
arco a, onde cada z' é enviado ao por um caminho P, e se 30_ n.(P) < k.

Seja S = {a1,...,as}, com 37 w(a;) = rT e T/4 < v(a;) < T/2, uma
instancia do problema 3-Particdo !, definimos k = 61 e construimos uma rede A com um

(s,t)-fluxo x nesta, de valor T, da seguinte maneira:
1

Problema definido na pagina 36
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V=Aay,...,a3,b1,...,b,,q,5,t};
A={sa;,a;q|1<i<3rfU{gh;, bt |1 <5<}

definimos gy, = Ug,q = v(as), € Ugy, = up;e = T,

fazemos x;; = u;; para todo ij € A (isso é possivel, pois Zf’;l v(a;) =rT);

definimos a coloragdo csq; = Ca;q =7+ 1 € Cp; = Cpye = J.

A rede obtida possui 47 + 3 vértices e 8 arcos. Portanto, a construcio é feita em
tempo polinomial no tamanho da entrada. Isso esta ilustrado na Figura 26. Nesta, o rétulo

de cada arco indica a sua cor.

Figura 26 — Construcdo de rede a partir de uma instancia do 3-Partic3o.

ai

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se a resposta para o problema 3-Particdo for sim, o fluxo pode ser decomposto em
3r fluxos caminhos de custo 2, cada, da seguinte forma: seja {S,...,S,} uma solugdo para
o primeiro problema. Para cada a; € S;, com 1 < j < r, existe um fluxo caminho sa;qb;t
com valor v(a;), usando duas cores (j e r + 1), na rede. Logo, existe uma decomposicdo do
fluxo com custo 67.

Considere que o (s, t)-fluxo x definido na rede N acima pode ser decomposto em
fluxos caminhos a um custo total no maximo & = 6r. Na verdade, esse custo ndo pode ser
inferior a 6r, pois ha exatamente 3r caminhos arco-disjuntos de s a ¢ e todo caminho de
s a t possui duas cores. Sdo necessarios, portanto, 3r (s,t)-fluxos caminhos bicromaticos.
Cada vértice a;, para 1 < i < 3r, deve estar em exatamente um fluxo caminho, cujo valor
é v(a;). Note que ha exatamente trés fluxos caminhos com um vértice b; em comum, para
1 < j < r, pela restricdo para os valores de a; (1/4 < v(a;) < T/2). Sejam eles sa,qb;t,
sa,qb;t e sa,qb;t. Para cada trés fluxos caminhos desses, construimos um subconjunto S; =
{az,ay,a.}, com v(a,) +v(a,) +v(a,) =T. O

Na redugdo proposta no Teorema 4.4, a rede possui um nimero grande de cores,
que é aproximadamente 1/8 do seu niimero de arcos, e o fluxo dado ndo é uniforme. Uma linha
de raciocinio natural, ao se deparar com um problema NP-Completo, & impor restricdes a
entrada, para tentar obter solugdes eficientes (polinomiais). Separamos os casos considerando

o namero de cores e, em seguida, o nimero de valores distintos de fluxo nos arcos da rede.
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4.3.1 Redes com apenas uma cor

Para redes com apenas uma cor (monocromaticas), minimizar o custo da decom-
posicdo corresponde a minimizar o nimero de caminhos desta (ver Se¢do 3.3).

Para fluxos A-uniformes, o problema pode ser resolvido em tempo polinomial, como
consequéncia do Lema 3.9.

Quando ha apenas dois valores distintos de fluxo nos arcos da rede, e o menor
divide o maior, o problema pode ser resolvido em tempo polinomial (ver Teorema 3.10).

Estudamos o caso em que um dos valores ndo & mdaltiplo do outro. Para isso,
propusemos o Algoritmo 1. Este recebe como pardmetro uma rede N/, vértices s e t, um
(s,t)-fluxo z e dois valores inteiros, a e b (valores de fluxo nos arcos de NV, sendo a > b), e
retorna um vetor P com a quantidade de caminhos de cada iteracdo da decomposicdo de .
Isso é feito com base no Algoritmo de Euclides para calculo do MDC de dois valores inteiros
positivos. Ele usa a operagdo Suporte(N, z,a), definida na pagina 38.

Observe que, ap6s cada iteracdo do lago enquanto do Algoritmo 1, o valor de a é

reduzido a no maximo a/2. Ha duas situagdes:
Caso 1: se b < a/2, entdo a mod b < b < a/2;

Caso 2: se b > a/2, entdo a mod b=a—b < a/2.

Portanto, os valores dos pardmetros a e b sdo reduzidos, alternadamente, a no
maximo metade do valor anterior. Consequentemente, o nimero de iteracdes realizadas pelo
Algoritmo 1 & O(log a+logb) = O(loga), pois a > b. Seja f(m,n) a fungdo de complexidade
de tempo do algoritmo usado para calcular fluxo maximo em uma rede com m arcos e n vértices
(ver algoritmos de fluxo maximo no Apéndice B). A complexidade de tempo do Algoritmo 1
é, portanto, O(f(m,n) - loga).

Algoritmo 1: DecomporFluxo2V(N, s, t, z, a, b)

1 inicio

2 1 1;

3 enquanto (b > 0) faca

4 N; < Suporte(N,z,a);

5 Atualizar a capacidade de cada arco ij de N para |z;j/a] - a;

6 Calcular um (s,t)-fluxo maximo ' em N;

7 Pli] < |2'|/a;

8 x < x—21';// Atualizar o fluxo 2 nos arcos em que 2’ & positivo
9 r 4 a mod b;

10 a<+b;

11 b« r;

12 141+ 1;

13 fim

14 N, < Suporte(N,x,a);

15 Calcular um (s,t)-fluxo maximo ©' em N;;
16 Pli] < |2'|/a;

17 retorna P;

18 fim
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Sejam P = (p1,...,pm) 0 vetor retornado pelo Algoritmo 1 e a; o valor de a
utilizado a cada iteracdo i. Note que a; > --- > a,, e que cada p; é obtido a partir do fluxo
maximo em uma rede com capacidades pelo menos a;. Como a,,|a,,_1, o fluxo = pode ser
decomposto em Y™, p; fluxos caminhos.

No calculo de p;, todos os arcos da rede possuem capacidade a; = a. Parai > 1,
os valores de capacidade nos arcos da rede estdo em {a;, |a;_1/a;| - a;}, ou seja, no maximo
dois valores e o menor destes divide o maior e ndo ha fluxos caminhos de valor maior que
a;. E possivel obter p;, pelo Lema 3.9. Além disso, pela Condicdo de Conservagdo do Fluxo
(Equacgdo (2.4)), apés o célculo de p;, todos os arcos com capacidade maior que a; devem ter

sido utilizados por (s, t)-fluxos caminhos de valor a;.

Figura 27 — Exemplo da decomposicdo produzida pelo Algoritmo 1.

(C)NQ, as =95,p2 =295 (d)N3, a3 =2, p3 =4

(e) N4, a4:1,p4:2

Fonte: Elaborada pelo autor.

A decomposicdo produzida pelo Algoritmo 1 esta ilustrada na Figura 27. O rétulo
em cada arco representa sua cor. N6s temos em (a) a rede original e um fluxo de valor 35.
Em (b), a rede N; com arcos cuja capacidade é pelo menos a; = 7. Em (c), a rede N,

com arcos cuja capacidade é pelo menos a; = 5. Note que os arcos com capacidade 7 em



55

N; tiveram sua capacidade ajustada para |7/5| -5 = 5. Em (d), a rede N3 com arcos cuja
capacidade é pelo menos a3 = 2. Similarmente ao caso anterior, os arcos com capacidade 5
em N, tiveram sua capacidade ajustada para [5/2] - 2 = 4. Por fim, em (e), temos a rede
N, com arcos cuja capacidade é pelo menos 1. O niamero de caminhos nessa decomposicio
édadoporpy +po+p3s+ps=0+5+4+2=11.

O Algoritmo também funciona quando @ = b. Nesse caso, o (s,t)-fluxo x é a-
uniforme e o vetor retornado é P = (py), onde p; = |z|/a. Se a # b e o menor valor dos
dois divide o maior (suponha que b|a), o resultado produzido pelo algoritmo é 6timo. Isso
corresponde ao resultado do Teorema 3.10. Os resultados a seguir se referem ao caso em que

a>b, b1fa e o digrafo sobre o qual a rede esta definida é aciclico.

Lema 4.5. Seja uma rede N definida sobre um DAG e a e b os valores de fluxo nos arcos,
coma>bebta. Seja P = (py,...,pm) o vetor retornado pelo Algoritmo 1. Apds o calculo

de cada p;, ha no maximo 2 valores distintos de fluxo nos arcos de N.

Demonstracdo. Seja a; o valor de a usado para o calculo de p; em cada iteracdo i. Cada p; é
obtido do fluxo maximo em uma rede com capacidade pelo menos a;. Como a > b, note que
a; =a, ay ="be a; =a;_s mod a;_1, para 3 < i < 'm, e que A, | am_1.

Vamos proceder com inducdo no tamanho de P. No inicio, os valores de fluxo nos
arcos sdo aj e as. Ap6s o calculo de p;, o valor de fluxo em cada arco estd em {aj,as}. Da
mesma forma, apés o célculo de ps, o valor de fluxo em cada arco estd em {as,a3}. Seja
k < m o altimo valor para o qual isso foi observado, ou seja, ap6s o calculo de pg, ha no
maximo dois valores de fluxo nos arcos da rede. Vamos mostrar que isso também vale para o
calculo de py;.

Se k + 1 < m, entdo, ap6s o célculo de py1, o valor de fluxo em cada arco deve
estar em {agi1,ars2}. Suponha que existe pelo menos um arco uv com valor de fluxo ay
e seja P’ um (s',t')-fluxo caminho maximal de valor a; que contém wv. Note que s # s
ou t' # t, pois o valor de p;, € maximo. Se s’ # s, entdo, como b(s') = 0, ha pelo menos
ay, unidades de fluxo entrando em s’ por (s, s’)-caminhos de valor ay. ;. Seja P, um desses
caminhos. Caso contrério, se s’ = s entdo P. é vazio. De forma anéloga, Se ¢’ # t, entdo,
como b(t") = 0, ha pelo menos a;, unidades de fluxo saindo de ¢’ por (¢',t)-caminhos de valor
ari1. Seja P/ um desses caminhos. Caso contrario, se t1 = t entdo P/ é vazio. E possivel
enviar a1 unidades de fluxo pelo (s,t)-caminho P.P'P/. lsso é uma contradi¢cdo, pois o
valor de py.1 € maximo.

Se k+1 =m, entdo ax.1 | ay. Todos os fluxos caminhos terdo valor a1 €, apds

o calculo de py1, o valor de fluxo em cada arco é zero e o resultado segue. O

Pela demonstra¢do do Lema 4.5, quando a = a;, para ¢ > 1, ndo ha mais caminhos

aumentantes de capacidade a;_;.

Teorema 4.6. Se a rede N for aciclica, a solucdo produzida pelo Algoritmo 1 é 6tima.
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Demonstragcdo. Sejam P = (py,...,pm) € a; o valor de a no calculo de p;, com 1 <i < m.
Note que, para todo 1 < ¢ < m, a; > a;.1. Pelo Lema 4.5, apés cada iteracdo i, ha no
maximo dois valores distintos de fluxo nos arcos da rede, os quais devem estar em {a;, a;1},
e n3o ha caminhos aumentantes de valor a;. Portanto, ndo é possivel aumentar o valor de
algum p; reduzindo o valor de um ou mais p;, com 7 < j < m. Por outro lado, a redugdo
de uma unidade em algum p; implica o acréscimo de [a;/a;1] > 2 fluxos caminhos nas
etapas seguintes. Logo, o namero de fluxos caminhos da decomposicdo de x realizada pelo

Algoritmo 1, que é dado por p; + ... + Py, € minimo. ]

O problema permanece em aberto quando ha apenas dois valores distintos de fluxo
nos arcos e a rede n3o é aciclica. Para redes em que ha trés valores distintos de fluxo nos

arcos, mesmo que esses sejam 1, 2 e 4, o problema é N"P-Completo (ver Teorema 3.11).

4.3.2 Redes com apenas duas cores

Iniciamos considerando o caso de fluxos uniformes em redes bicromaticas. Dife-
rentemente do que acontece na versio monocromética, uma circulagdo pode influenciar no
custo da decomposicido do fluxo. Isso pode ser visto na Figura 28. Nesta, cada arco possui

fluxo igual a \ e cor representada por seu rétulo.

Figura 28 — Influéncia de ciclos na decomposi¢do de fluxo uniforme em redes coloridas.

Decomposi¢do | Decomposi¢io Il
Caminho  Custo Caminho  Custo
t sbt 2 sbedt 1
sdt 2 sdabt 1
Total 4 Total 2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Com o resultado a seguir, mostramos que o Problema DFColCustoMin, que é a
vers3o de otimizag¢do do problema DFColCustoK, pode ser resolvido em tempo polinomial para

fluxos A-uniformes e redes bicromaticas.

Teorema 4.7. DFColCustoMin pode ser resolvido em tempo polinomial, se a rede possuir

exatamente duas cores e o (s,t)-fluxo x for A\-uniforme.

Demonstragdo. Como = é A-uniforme, ele pode ser decomposto em p = |z|/A (s, t)-fluxos
caminhos de valor \. Esses caminhos sdo arco-disjuntos, e portanto p € minimo. Tomemos
uma rede N* = (D* "), com D* = (V, A¥), a partir de N e de x, apenas com os arcos
de cor k, fazendo u* = z,, ¥V a € A¥, para k € {1,2}; calculamos o fluxo maximo z*, que
é A-uniforme, e temos a quantidade de fluxos caminhos de valor A\ neste, que é dada por
pr = || /\. Logo, o numero de fluxos caminhos bicromaticos é pi, = p — p1 — ps. O custo

dessa solucdo é p; + pa + 2p12, que € minimo, pois p; € pPo sS40 MAaximos. H
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Esse resultado pode ser generalizado para o caso em que a rede possui duas cores
e dois valores de fluxo distintos nos arcos, onde o menor destes divide o maior, e cada cor esta

associada a um valor de fluxo.

Teorema 4.8. DFColCustoMin pode ser resolvido em tempo polinomial, se houver exata-
mente duas cores distintas (1 e 2) e dois valores de fluxo distintos (v, e vy) nos arcos da rede,

com vy > vy € Vg | vy, € se o fluxo em todo arco de cor i for igual v;, com i € {1,2}.

Demonstracdo. Sejam N uma rede com as caracteristicas apresentadas e um (s, )-fluxo z
nesta. Note que v; = k - vy para algum k € Z% . Substituindo cada arco de cor 1 por k
arcos de cor 1 e com valor de fluxo v9, com as mesmas extremidades, obtemos um (s, t)-fluxo
x' vo-uniforme, com |2'| = |z|. Cada (s,t)-fluxo caminho de cor 1 de x corresponde a k
(s,t)-fluxos caminhos de cor 1 e valor vy de 2’. Aplicando a decomposicdo do Teorema 4.7,
obtemos o custo minimo p; + py + 2 - p12, que corresponde ao custo minimo py/k+ py+2 - p1o

de uma decomposicio de x. H

Com o resultado acima, resolvemos um caso bem especifico de redes com duas

cores (1 e 2) e com valores de fluxo v; e vo. Ficam em aberto os casos a seguir:

1. vy | v1 e ndo ha correspondéncia entre cores e valores de fluxo;
2. vyt vy e todo arco de cor i tem valor de fluxo v;, com i € {1,2};

3. v9 t v1 e ndo ha correspondéncia entre cores e valores de fluxo.

Considerando o caso 1, mesmo em um DAG, a solugdo étima n3o consiste em
maximizar os caminhos monocromaticos e depois os bicromaticos de maior valor de fluxo;
seguidos dos monocromaticos e bicromaticos de menor valor de fluxo. Isso pode ser observado
na rede da Figura 29. Nesta, os arcos finos tém valor de fluxo 1, os arcos espessos tém valor
de fluxo 2 e o rétulo de cada arco indica a sua cor. A decomposicdo I, que maximiza os
caminhos monocromaticos de maior valor, tem custo 9; ja a decomposicdo 11, que é 6tima,

tem custo 6.

Figura 29 — Rede bicromatica e aciclica com dois valores de fluxo nos arcos.

Decomposigdo | Decomposicido Il
Caminho  Valor Custo Caminho  Valor  Custo
scdt 2 1 sct 2 2
sact 1 2 sdt 2 2
sbct 1 2 sacdft 1 1
sdet 1 2 sbedet 1 1
sdft 1 2 Total 6 6

Total 6 9

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Em redes com mais de uma cor e trés valores de fluxo distintos nos arcos, mesmo
que sejam poténcias de 2, o problema DFColCustoMin & N'P-Dificil. Considerando uma
rede nessas condi¢bes, com o resultado a seguir, sera mostrada uma reducdo para o DFCol-
CustoK a partir do FluxoKDiv, que € N"P-Completo (ver Teorema 3.11).

Teorema 4.9. DFColCustoK é N'P-Completo em redes com duas ou mais cores e o

conjunto de valores de fluxo nos arcos é {1,2,4}.

Demonstracdo. Sera mostrada uma reducdo polinomial do problema FluxoKDiv para o DF-
ColCustoK. Dada uma instancia (N = (D, u),x,k) do FluxoKDiv, em que o valor de fluxo
em cada arco esta em {1,2,4}, construimos uma instancia (N’ = (D u'), ', k") do DFCol-

CustoK, com ¢ > 2 cores, da seguinte maneira:

e Seja D = (V, A), com dois vértices especiais s,t € V, entdo D = (V' A’ ¢),
comV' =VU{z|2<i<qteA =AU{sz,zt|1<i<q}; euma
coloracdo ¢ : A" — {1,...,q}, onde c(a) =1, se a € A; ou c(a) =1, se z; &
uma das extremidades de a;

e definimos 2'(a) = z(a), se a € A; ou 2'(a) = 1, caso contrario;

e definimos u'(a) = 2'(a), para todo a € A';

o fazemos k' = k+q—1

Essa construgdo esta ilustrada na Figura 30. Nesta, os rétulos préximos aos arcos

indicam as cores destes.

Figura 30 — Reduc¢do do Problema FluxoKDiv para o DFColCustoK.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O (s,t)-fluxo = em N pode ser decomposto em k (s,t)-fluxos caminhos se e
somente se *’ em N puder ser decomposto em (s, t)-fluxos caminhos a um custo %'

Seja x'...2" uma decomposicio de = em (s,t)-fluxos caminhos. Todo fluxo
caminho em A/ € um fluxo caminho de custo 1 em N’. Os caminhos sz;t, para 2 < i < ¢, sdo
monocromaticos e, portanto, os fluxos caminhos ao longo deles possuem custo 1, cada. Assim,
2’ admite uma decomposicio em ¢ fluxos caminhos, z!,... 2% ... 297! monocromaticos e

o custo total desta é k + ¢ — 1.
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Agora, considere uma decomposicdo de =’ em 7 (s, t)-fluxos caminhos a um custo
total de k + ¢ — 1. Note que, em N, os caminhos sz;t, para 2 < i < ¢, s3o arco-disjuntos e
monocromaticos. Logo, eles contribuem com um custo ¢ — 1 para o custo total da solugdo. Os
outros fluxos caminhos, também monocromaticos, possuem um custo total £k = — (¢ — 1).
Como estes também s3o fluxos caminhos em N, eles correspondem a uma decomposicio de

x em k fluxos caminhos. O

4.3.3 Redes com pelo menos trés cores

Para redes com trés cores, mesmo com um (s, t)-fluxo uniforme, mostramos com
o Teorema 4.10 que o problema DFColCustoMin permanece NP-Dificil. Fazemos isso com
uma redugdo a partir do Problema Weak 2-Linkage (descrito a seguir), que segundo Fortune,
Hopcroft e Wyllie (1980) é NP-Completo.

{ Problema: Weak 2-Linkage ‘
Entrada:  Um digrafo D = (V, A) e 4 vértices uy, us, v1 e vy € V.

Pergunta: Ha 2 caminhos arco-disjuntos, um de u; a v; e outro de uy a vy, em D7

Teorema 4.10. O DFColCustoK é N'P-Completo mesmo quando o fluxo é uniforme e ha

apenas trés cores distintas nos arcos da rede.

Demonstracdo. Como ja foi visto no Teorema 4.4, o DFColCustoK pertence a classe N'P.
Serd mostrada uma reducdo polinomial do Weak 2-Linkage para o DFColCustoK. Dada
uma instancia (D = (V, A), uq, ug, v1,v2), com uy, us, v1,vy € V, do Weak 2-Linkage, sera
construida uma rede ' = (D, u = \), com 3 cores, e um (s, t)-fluxo A-uniforme z, instancia
do DFColCustoK. Sejam n = |V| e m = |A|. Note que n > 4 e m > 2. Caso contrario,
teriamos uma instancia ndo do problema Weak 2-Linkage.

Inicialmente, serd construido o multidigrafo colorido D¢ = (V' A’ ¢), com ¢ :
A" — {1,2,3}, sobre o qual a rede NV sera definida, da seguinte maneira:

o V' =V U{s,t, s1,S82,t1,ta};

e Os arcos em A’ serdo adicionados em etapas, descritas a seguir:

— Todo arco de A passa a ser também um arco em A’, com a cor 3;

— Adicionam-se 4 arcos - de s para u;, de s para us, de vy para t, e de v, para t. Cada
arco desses, com extremidade u; ou v;, tem cor i, para i € {1,2};

— Adicionam-se m — 2 arcos de cor 1 de s para s;; m — 2 arcos de cor 3, de s; para sy
e de t; para ty; e m — 2 arcos de cor 2, de t, para t;

— Adicionam-se d};(u;) — 1 arcos de cor 2 de sq para u;, e dp(v;) — 1 arcos de cor 1 de
v; para ty, para i € {1,2};

— Para todo v € V' \ {uy,us}, adicionam-se d};(v) arcos de cor 2 de s, para v;

— Para todo v € V' \ {v, 12}, adicionam-se dp,(v) arcos de cor 1 de v para t;;
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Para completar a definicdo de N, fazemos u(a) = x(a) = ), para todo a € A
Observe que b,(v) = 0 para todo v € V'\ {s,t}, e que b,(s) = —b,(t) = m- A\, que & o valor
do (s,t)-fluxo . Este pode ser decomposto em m fluxos caminhos, cada um destes com valor
A. O multidigrafo D¢ obtido possui n + 6 vértices e 6(m — 2) + m +4 = Tm — 8 arcos. A
construcdo, ilustrada na Figura 31, é portanto polinomial no tamanho da entrada.

Observe que, para cada arco uv de A, existe um caminho com trés cores de s a u
oude v atem D Assim, o custo de qualquer decomposi¢do do (s, t)-fluxo = em m (s,t)-
fluxos caminhos & no maximo 3m. Sera mostrado que D possui dois caminhos arco-disjuntos,
um de u; a v; e um de uy a vy, se e somente se o (s,t)-fluxo 2 admitir uma decomposi¢do
em m (s,t)-fluxos caminhos com custo 3m — 2.

Assuma que D possui os dois caminhos arco-disjuntos. Esses também s3o cami-
nhos em D°. Adicionando os arcos de s a u; e de v; a t, ambos com a cor i, para i € {1,2},
temos dois fluxos caminhos bicromaticos. Os outros m — 2 fluxos caminhos possuem trés
cores. Logo, o custo dessa decomposigdo é 3(m —2) +2-2 = 3m — 2.

Agora, assuma que o (s,t)-fluxo x pode ser decomposto em m fluxos caminhos,
zl, ..., 2™, com custo 3m — 2. Como z é A-uniforme, m é minimo e os fluxos caminhos
da decomposicio sdo arco-disjuntos dois a dois. Cada fluxo caminho possui de duas a trés
cores. Como ha no maximo dois fluxos caminhos com duas cores, ha pelo menos m — 2 fluxos
caminhos com trés cores. Na verdade, ha exatamente m — 2 fluxos caminhos com 3 cores.
Caso contrario, o custo desta seria 3(m — 2+ k) +2(2—k) =3m — 2+ k > 3m — 2, para
k € {1,2}. Os arcos de cor 3 ou estdo em A, ou sdo de s; para s, ou de t; para to. Estes
dois altimos tipos devem estar necessariamente em fluxos caminhos com trés cores. Os fluxos
caminhos com duas cores possuem a cor 3 e uma segunda cor (ou 1 ou 2). Nestes, os Gnicos
arcos com cor diferente de 3 sdo o primeiro, de s para u;, e o altimo, de v; para ¢, com
i € {1,2}. Removendo estes arcos inicial e final, obtemos dois caminhos, de u; para v; e de

Uy para vq, que sdo arco-disjuntos em D. ]

Figura 31 — Exemplo de reducdo do Weak 2-Linkage para o DFColCustoK.

u2 v2

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A Figura 31 traz um exemplo da redugdo apesentada no Teorema 4.10. Em (a)
temos uma entrada do Weak 2-Linkage; e em (b), uma entrada para o DFColCustoK, em
que todos os arcos possuem capacidade e fluxo iguais a A. Os rétulos nos arcos indicam
a cor destes. O fluxo pode ser decomposto em m = 7 fluxos caminhos arco disjuntos (2
bicromaticos e 5 tricromaticos), com custo 19.

O resultado do Teorema 4.10 pode ser generalizado para o caso em que ha mais de
um valor de fluxo no conjunto de arcos da rede. Para isso, basta adicionar a rede da reducio

um arco com cor 3 de s a ¢ para cada novo valor de fluxo. Dai, temos:
Corolario 4.11. DFColCustoK é N'P-Completo para redes com trés cores.

De acordo com Bang-Jensen, Havet e Maia (2015), o problema Weak 2-Linkage
é N'P-Completo mesmo em digrafos de grau no maximo 3. A rede da reducio proposta no
Teorema 4.10 pode ser modificada de maneira que, com excecdo de s e de ¢, todo vértice
tenha grau no maximo 6. Para isso, basta tomar como base uma instancia do Weak 2-Linkage
em que todo vértice tem grau no maximo 3 e transformar cada multicaminho ss1s, e t1tot em
m — 2 multicaminhos do tipo ss' s} e m — 2 multicaminhos do tipo tit5t, com 1 < i < m —2.
Com excecdo de s e de t, cada vértice desses caminhos tem grau 2 e cada vértice do digrafo

original tera seu grau dobrado. Dai, temos o seguinte resultado:

Corolario 4.12. O Problema DFColCustoK é N'P-Completo, mesmo quando restrito a

redes com 3 cores em que, com excecdo de s e t, todo vértice tem grau no maximo 6.

Segundo Fortune, Hopcroft e Wyllie (1980), o Problema Weak 2-Linkage pode
ser resolvido em tempo polinomial em DAGs. Decidimos analisar também o problema
DFColCustoK para DAGs com 3 cores. Tomemos como exemplo a rede da Figura 32,
Nesta, o rétulo de cada arco representa a sua cor. Observe que cada (s,t)-fluxo caminho
possui pelo menos duas cores. Dependendo de como o primeiro caminho é selecionado, o
caminho restante podera ter 2 ou 3 cores, conforme decomposicdes I e II. Selecionando
parte da primeira decomposicdo, que é 6tima, considerando os trechos dos fluxos caminhos
a partir do vértice ¢, note que n3o se obtém uma decomposicdo 6tima para a rede da area
destacada, pois ha dois caminhos com duas cores, cada; ao passo que a solucdo étima para

esse trecho consiste em um caminho monocromatico e um bicromatico.

Figura 32 — Exemplo de rede sobre um DAG com 3 cores e fluxo uniforme.

Decomposigdo | Decomposicio Il
Caminho  Custo Caminho  Custo
sacdf gt 2 sbeefgt 2
sbee fht 2 sacdf ht 3

Total 4 Total 5

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Como pode ser observado no exemplo anterior, mesmo em redes aciclicas com 3
cores e fluxo uniforme, o problema ndo possui a propriedade da subestrutura 6tima, em que
parte da solugdo 6tima é solucdo étima para parte do problema. De acordo com Cormen et al.
(2022), essa propriedade é caracteristica de problemas que podem ser solucionados de forma
eficiente por algoritmos gulosos ou de programacio dindmica.

Mostramos que o DFColCustoK & N'P-Completo, mesmo para fluxos uniformes,
em DAGs com pelo menos 5 cores. Isso foi feito com uma reducdo a partir do Problema
I-em-3SAT (apresentado a seguir), que segundo Schaefer (1978) é N'P-Completo.

Problema: 1-em-3SAT

Entrada:  Uma férmula ¢ na 3FNC, com m clausulas e n variaveis.

Pergunta: Existe uma atribuicdo de valores verdade as variaveis de o, de modo que cada

clausula possua apenas um literal verdadeiro?

Teorema 4.13. O DFColCustoK é N'P-Completo, mesmo com uma rede N sobre um

digrafo aciclico arco-colorido D com 5 ou mais cores e um (s, t)-fluxo uniforme z.

Demonstracdo. Note que o problema pertence a classe NP, pois dada uma colegdo de (s, t)-
fluxos caminhos z!, ..., z", & possivel verificar em tempo polinomial se isso &€ uma decompo-
sicdo de x e se a soma das quantidades de cores dos caminhos € no maximo k. Serd mostrada
uma reducdo polinomial para esse problema, a partir do 1-em-3SAT. Dada uma instancia
© deste, uma férmula booleana com m clausulas e n variaveis, sera construida uma rede
N = (D, u=\), com n+ 2 cores, e um (s,t)-fluxo A-uniforme .

Inicialmente, criam-se dois vértices especiais s e ¢, e um vértice v; para cada
variavel v;, com 1 < ¢ < n, com dois arcos de s para ele, um de cor 1 e um de cor 2. Para
cada clausula C; em ¢, com 1 < j < m, cria-se uma estrutura de clausulas com vértices cj,
c§- e trés arcos do primeiro para o segundo, um de cor 1 e dois de cor 2.

Agora é preciso construir os caminhos de s a t. Para cada variavel v;, serdo
construidos 2 desses caminhos. Se o literal v; estiver em alguma clausula, seja Cj, ..., Cy,
com 1 < j < k < m, a sequéncia de clausulas que possuem o literal v;. Adicionar um arco
do vértice v; para o ¢;. Se j < k, adicionar um arco de ¢ para ¢, para j < z < k.
Em seguida, adicionar um arco de ¢}, para t. Se n3o houver nenhuma clausula com o literal
v;, criar um arco de v; para t. Proceder de forma analoga para o literal 7;. Todos os arcos
mencionados aqui possuem a cor i + 2. Como a instancia do 1-em-3S AT possui pelo menos
3 variaveis, o numero de cores da rede aqui construida é pelo menos 5.

Pela construcdo descrita, ilustrada na Figura 33; além de s e ¢, s3o criados n
vértices, um para cada variavel, e 2m vértices, 2 para cada clausula. Para cada variavel
sdo criados 4 arcos, e para cada clausula sdo criados 6 arcos. Assim, a rede obtida possui
exatamente n + 2m + 2 vértices e 4n + 6m arcos. A construcio é, portanto, polinomial no

tamanho da entrada .
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Por fim, define-se u(a) = x(a) = A, para todo arco a da rede. Dessa forma, o
(s,t)-fluxo x, de valor 2nA, é A-uniforme. Ele pode ser decomposto em 2n fluxos caminhos
de s a t de valor A, cada. Uma vez que os fluxos caminhos s3o arco-disjuntos, o nimero 2n
é minimo. Cada caminho possui pelo menos duas cores (a cor 1 ou 2 saindo de s para um
vértice v; e a cor i + 2 saindo deste). Assim, o custo qualquer decomposicdo de 2 em fluxos
caminhos é pelo menos 4n. Serd mostrado que a férmula ¢ no 1-em-3S AT é satisfativel se
e somente se x puder ser decomposto em fluxos caminhos a um custo 4n.

Observe que o namero de fluxos caminhos de valor \ que passam pela estrutura
correspondente a uma clausula é exatamente 3. Destes, um passa pelo arco de cor 1 e cada
um dos outros dois passa por um arco de cor 2.

Considere uma atribuicdo de valores as variaveis de ¢, de modo que apenas um
literal por clausula seja igual a 1 e os demais iguais a 0. Para cada variavel v; de ¢ devem
ser tomados dois (s, t)-fluxos caminhos, ambos com as cores i + 2 e uma segunda cor (1 para
um caminho e 2 para o outro). Para cada variavel v;, pelo menos um de seus literais (v; ou
7;) deve estar em alguma clausula de . Consequentemente, pelo menos um dos (s, ¢)-fluxos
caminhos que passam por v; deve passar por pelo menos uma das estruturas de clausula. A
seguir, sera descrito como deve ser tomado cada um desses fluxos caminhos.

Se v; = 0 (resp. v; = 1), o primeiro (s,t)-fluxo caminho, com as cores 1 e i + 2,
deve passar pelas estruturas correspondentes as clausulas que possuem o literal 7; (resp. v;),
caso haja alguma. Caso contrério, ele deve passar pelo arco de v; a t. O segundo (s, t)-fluxo
caminho, com as cores 2 e i + 2, deve passar pelas estruturas correspondentes as clausulas
que possuem o literal v; (resp. 7;), caso haja alguma. Caso contrario, ele deve passar pelo
arco de v; a t.

Considere agora que o (s,t)-fluxo = admite uma decomposi¢do em (s, t)-fluxos
caminhos com custo igual a 4n. Como o menor nimero de fluxos caminhos de uma decompo-
sicdo de x é 2n e o custo de cada um desses é pelo menos 2, ha exatamente 2n (s, ¢)-fluxos
caminhos, cada um com 2 cores. Note que cada (s,t)-fluxo caminho inicia com duas cores
(ou 1 ou 2) de s para um vértice v; e a cor i + 2 a partir deste, com 1 < i < n. Logo, se
um (s,t)-fluxo caminho tem as cores 1 e 2, entdo ele tem pelo menos trés cores. Para cada
vértice v;, ha pelo menos um e no maximo dois arcos dele para uma estrutura de clausula.
Selecione (arbitrariamente, caso haja mais de uma opgdo) um (s,t)-fluxo caminho que tem
um arco de v; para ¢, com 1 < j < m. Se a clausula C; possui o literal v; e o (s,t)-fluxo
caminho selecionado tem a cor 1 (resp. 2), atribua 1 (resp. 0) a variavel v; em . De forma
analoga, se a clausula C; possui o literal 7; e o (s, t)-fluxo caminho selecionado tem a cor 1
(resp. 2), atribua 0 (resp. 1) a variavel v; em . Como cada estrutura de clausula tem apenas
um arco de cor 1, apenas um literal da clausula correspondente em ¢ tera valor 1, condicdo

para que a férmula ¢ seja satisfeita no problema 1-em-3SAT. ]

A Figura 33 traz um exemplo de reduc¢do do 1-em-3S AT para o DFCosCustokK,

com a rede obtida a partir de uma férmula ¢. Nesta, o rétulo em cada arco indica a sua cor.
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Os (s,t)-fluxos caminhos destacados sdo os que passam por cada vértice v;, com 1 < i < n,
e em seguida por um vértice de clausula (no exemplo, o vértice c}). A partir desses caminhos,
pela reducdo do Teorema 4.13, é obtida a atribuicdo de valores que torna ¢ satisfativel no
1-em-3SAT. Observe que os caminhos que passam pelos vértice v; e v, tém a cor 2 e os
literais v; e vy estdo em (). Deve-se atribuir o valor 0 a essas duas variaveis. O caminho
que passa por v3 tem a cor 1 e o literal v3 estd em (. Portanto, deve-se atribuir o valor 1 a

variavel vs.

Figura 33 — Exemplo de Reduc¢do do 1-em-3S AT para o DFColCustoK.

p=(v1 VvaVuz)A(v1 Vo3V 13)

Cq Ca

Variaveis Clausulas

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pela reducdo proposta no Teorema 4.13, observa-se que, com excec¢do dos vértices

s e t, todos os demais vértices possuem grau 4 ou 6. Dai, temos:

Corolario 4.14. O DFColCustoK é N'P-Completo, mesmo restrito a redes aciclicas com

5 cores ou mais em que, com excecdo de s e t, todo vértice tem grau 4 ou 6.

Para um (s, t)-fluxo  A-uniforme em uma rede arco-colorida aciclica, se a fun¢do
de colorac3o ¢ for injetiva, o custo minimo da decomposicdo & m. Isso porque a decomposicdo
que minimiza o custo é feita em |x|/A fluxos caminhos arco-disjuntos. Nesse caso, cada arco
da rede aparece em apenas um fluxo caminho da decomposicio.

Fica em aberto o problema DFColCustoK para fluxos uniformes em redes aciclicas
com 3 e com 4 cores. O Quadro 1 traz um resumo dos resultados vistos para o problema
DFColCustoK neste capitulo, fazendo a relacdo entre quantidade de cores e a quantidade
de valores distintos de fluxo nos arcos da rede. Com excecdo do Lema 3.9 e dos Teoremas 3.10

e 3.11, de Hartman et al. (2012), os demais resultados sdo nossos.



Quadro 1 — Resultados de complexidade para o problema DFColCustoK.

Valores
1 2 >3
Cores

. P P NPC
Lema 3.9 Teoremas 3.10 e 4.6 Teorema 3.11

) P P ** NPC
Teorema 4.7 Teorema 4.8 Teorema 4.9

>3 NPC NPC NPC
— Teorema 4.10 Corolario 4.11 Teorema 4.9
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* Permanece em aberto para redes com ciclos e dois valores quaisquer
** Apenas se cada cor estd associada a um valor de fluxo e o menor valor divide o maior

Fonte: Elaborado pelo autor
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5 FLUXOS RAMIFICADOS ARCO-DISJUNTOS

Neste capitulo, serdo apresentados os conceitos de ramificacdes e fluxos ramifi-
cados e os resultados fundamentais para o nosso estudo sobre a caracterizacdo de redes que

admitem fluxos s-ramificados arco-disjuntos.

5.1 Ramificagoes

Uma s-ramificacdo em um digrafo D é uma s-arborescéncia (uma arborescéncia
enraizada em s) geradora de D, ou seja, &€ um subgrafo de D em que todo vértice v € V'\ s
tem grau de entrada igual a 1 e o vértice s tem grau de entrada 0. Em outras palavras, se ha
exatamente um caminho direcionado de s para cada um dos outros vértices de D.

Ha muitos estudos referentes a ramificagdes (por exemplo, em Bang-Jensen e Gutin
(2008, Cap. 9)), dada a relevancia desse tema, tanto do ponto de vista tedrico como pratico,
por conta das diversas aplicagdes relacionadas. Um resultado classico de Edmonds (1973)

caracteriza os digrafos que contém k s-ramificacdes arco-disjuntas.

Teorema 5.1 (Edmonds (1973)). Um digrafo D = (V, A) possui k s-ramificacbes arco-
disjuntas se e somente se d,(X) > k para todo X C V(D) \ {s}, com X # 0.

Uma outra demonstracdo para esse mesmo resultado, apresentada por Lovasz
(1976), mostra um algoritmo polinomial para encontrar tais ramificacdes, se elas existirem.
Uma versdo mais forte desse resultado, permitindo que cada ramificacdo tenha uma raiz
possivelmente diferente, pode ser vista em Schrijver (2003, Cap. 53). Entre as aplicagBes para
o Teorema de Edmonds, destacamos que ele pode ser usado para provar o Teorema de Menger
(1927), para caracterizar a conectividade em arcos em Shiloach (1979) e para caracterizar
cobertura por ramificagdo em Frank (1979). Em Campos et al. (2020), foi estudado o problema

de encontrar ramificac@es disjuntas no contexto de grafos temporais.

5.2 Fluxos s-ramificados

Sejaumarede N = (D, = 0,u) com um vértice especial s. Um fluxo s-ramificado

nesta € um fluxo z tal que:

bw(v):{n_l ,S€ V=35 (5.1)

—1 , caso contrario

Esse tipo de fluxo é atil para modelar situacdes em que se deseja enviar uma
unidade de um dado produto, a partir de um ponto, para cada um dos outros pontos da
rede. Cada ponto recebe uma certa quantidade do produto em questdo, retém uma unidade

e repassa a quantidade excedente, caso haja, adiante.



67

Na Figura 34 temos trés exemplos de fluxos s-ramificados em uma rede N em que
todos os arcos possuem capacidade 4. Cada arco esta associado a um rétulo que indica o valor
de fluxo nele. Os arcos destacados representam o digrafo suporte de cada fluxo. Observe que
os fluxos x1 e w9 sdo arco-disjuntos. Além disso, o digrafo suporte de cada um desses fluxos

é uma s-ramificacdo. Isso n3o é observado para o fluxo 3.

Figura 34 — Exemplos de fluxos s-ramificados em uma rede ' = (D, u = 4).

x1 Z2 x3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Um fluxo em uma rede pode ser definido em termos do seu vetor de balanco e o
objetivo de um problema de fluxo pode ser visto como sendo encontrar um fluxo x cujo vetor
de balanco respeite um dado conjunto de propriedades. Por exemplo, a versio de decisdo do

Problema de Fluxo Maximo pode ser vista como:

Problema: Fluxo Maximo ‘
Entrada: Uma rede N' = (D,u,b), com s,t € V(D), b(s) = —b(t) = k e b(v) =0
para todo vértice em V' \ {s,t}, e um inteiro positivo k.

Pergunta: A admite um fluxo z de valor k tal que b, = b?

Como ja foi visto, esse problema pode ser resolvido em tempo polinomial. Portanto,
pelo Lema 5.2, com uma reducio simples para o problema de fluxo maximo, o problema de
decidir se uma rede admite um fluxo com um dado vetor de balanco prescrito pode ser resolvido

em tempo polinomial.

Lema 5.2 (Adaptado de Bang-Jensen e Gutin (2008)). Considere uma rede N' = (D, u) e
um vetor de balanco prescrito b. Sejam M =3 -, b(v) e N' = (D', u') uma rede definida

como segue:
e V(D) =V(D)U{s,t'};
e A(D"Y=AD)U{su:ueV(D),b(u) >0} U{vt': veV(D),b(v) <0};

e u'(a) =u(a),Va € A(D), u'(s'u) = b(u) se b(u) >0, e (vt') = —b(v) se b(v) < 0.

Ento, N admite um fluxo x com vetor de balanco b se e somente se N" admite um (s', t)-fluxo
x' de valor M.
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Um exemplo da construcdo apresentada no Lema 5.2 pode ser observado na Fi-
gura 35. Ela traz, em (a), uma rede N e um fluxo x (considere que o vetor de balango de x
é o vetor de balanco prescrito da rede) em que a soma dos balan¢os positivos é igual a 15; e
em (b) uma rede A, obtida a partir de /', e um (s, ¢)-fluxo de valor 15. Em ambas as redes,
cada arco esta associado a um rétulo (w;;, z;;), que indica a sua capacidade e o seu valor de

fluxo e os arcos destacados correspondem aos que possuem fluxo positivo.

Figura 35 — Exemplo de rede A\ e sua equivalente A" com fonte e sumidouro Gnicos.

(+3) a (5.5) c(-3) a (5,5) c

(1.2) (11)
(34) (34)
(+6) d f (-4)
(0.1) (0.4)
(27) (0.2)
(+6) & (6.6) h (-8) g (6.6) h
(a) fluxo z em N/ (b) (s,t)-fluxo =’ em N’

Fonte: Adaptada de Bang-Jensen e Gutin (2008, p. 133)

A possibilidade de considerar a coexisténcia de fluxos respeitando algumas propri-
edades em uma rede da ainda mais poder de modelagem a essa ferramenta. Em Bang-Jensen
e Bessy (2014), o problema de encontrar fluxos arco-disjuntos foi introduzido e estudado. Eles
mostraram que esse problema generaliza problemas NP-Completos bem conhecidos como
o problema WEAK-2-LINKAGE e problemas de PARTICAO. Entre outros resultados, eles

mostraram que os seguintes problemas sio NP-Completos:

e decidir se uma rede N’ = (D, u = 1) admite dois fluxos arco-disjuntos;
e decidir se uma rede N = (D, u,b), em que todo arco tem capacidade 1 ou 2 e
pelo menos um arco tem capacidade 2, admite dois fluxos arco-disjuntos com um

vetor de balanco b.

Pelo Lema 5.2, encontrar um fluxo s-ramificado em uma rede A/ € um problema
facil, pois é possivel reduzir esse problema para o de encontrar um (s, t)-fluxo de valor n — 1.
Em Bang-Jensen e Bessy (2014), foi mostrado que é possivel encontrar, em tempo polinomial,

k fluxos s-ramificados arco-disjuntos em uma rede N' = (D, u = 1).

Teorema 5.3 (Bang-Jensen e Bessy (2014)). Dados uma rede N = (D,u = 1,b) e um
inteiro k. N admite k fluxos arco-disjuntos, cada um com vetor de balanco b, se e somente
se N admite um fluxo = com vetor de balanco b, = kb. E possivel decidir a existéncia desses

fluxos em tempo polinomial.
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Em Bang-Jensen e Bessy (2014), os autores forneceram, com o Teorema 5.4, uma
caracterizaco de redes que admitem k fluxos s-ramificados arco-disjuntos, como uma extensio

da caracterizagdo de Edmonds (1973) para s-ramifica¢des.

Teorema 5.4 (Bang-Jensen e Bessy (2014)). Uma rede N = (D,u =n—1), coms € V (D),
admite k fluxos s-ramificados arco-disjuntos se e somente se existem k (s,v)-caminhos arco-
disjuntos em D, para todo v € V(D) \ {s}. Além disso, existe um algoritmo polinomial para

construir tais fluxos, caso eles existam.

Pelo Teorema 5.4, uma rede N' = (D,u = n — 1) admite k fluxos s-ramificados
arco-disjuntos se e somente se o digrafo D contém k s-ramificacdes arco-disjuntas.

Agora, discutimos como a tratabilidade desse problema, de um modo geral, de-
pende da escolha da funcio de capacidade.

Em Bang-Jensen e Bessy (2014), foi mostrado que o problema de decidir se uma
rede admite k fluxos s-ramificados arco-disjuntos é NP-Completo se todo arco tem capacidade
no maximo 2. Em Bang-Jensen, Haved e Yeo (2016), esse resultado foi estendido para redes
com capacidade no maximo ¢, para todo ¢ > 2 fixo. Para a maioria das escolhas de grandes
capacidades, o problema permanece dificil.

Segundo Bang-Jensen e Bessy (2014), a menos que a Hipdtese Tempo Exponencial
(ver Apéndice A) falhe, ndo existe algoritmo polinomial para o problema de encontrar & fluxos
s-ramificados arco-disjuntos em uma rede V' = (D,u = \), para n/2 < XA < n — (logn)'*e,
e > 0, mesmo se D for aciclico. Em Costa et al. (2019), os autores adaptaram esse ltimo
resultado para mostrar que o mesmo vale para (logn)'™ < X\ < n/2. De acordo com Bang-
Jensen e Bessy (2014), o problema pode ser resolvido em tempo polinomial quando A = n—¢,
para valores fixos de k& e de ¢ > 1. Eles mostraram que o problema é XP para k e ¢ fixos,
quando o objetivo é encontrar k fluxos s-ramificados arco-disjuntos. Isso foi melhorado para
um algoritmo FPT em Bessy et al. (2021).

Em suma, os resultados apresentados no paragrafo anterior dizem grosso modo
que o problema de decidir se uma dada rede NV = (D,u = n — ¢) admite k fluxos s-
ramificados arco-disjuntos pode ser resolvido em tempo polinomial para valores fixos de ¢ > 1
e é improvavel que tais algoritmos existam para a maioria das outras escolhas de u. Assim,
qualquer caracterizac3o de redes que admitam tais fluxos deve ser dificil de verificar. A seguir,
estendemos uma propriedade proposta em Costa et al. (2019).

Seja um digrafo D = (V, A), com s € V, e dois inteiros ndo negativos k e A.
Dizemos que D, e também uma rede N' = (D,u = )), & (k, \, s)-suficiente se, para todo
X CV(D)\ {s}, com X # (), vale a desigualdade:

do(X) >k - ['ﬁﬂ (5.2)

N3o é dificil ver o relacionamento entre essa propriedade e a do enunciado do

Teorema 5.1. Se A = n—1, entdo todo arco de D tem capacidade suficiente para enviar tantas
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unidades de fluxo quantas forem necessarias para alcancar todo conjunto X C V(D) \ {s}.
Nesse caso, as capacidades ndo sdo um problema e a desigualdade (5.2) diz que d,(X) > k,
como no Teorema 5.1, uma vez que |X| < n — 1. Para outras escolhas de \, note que
todo fluxo s-ramificado em N deve alcangar um conjunto de vértices X com pelo menos | X|
unidades. Assim, cada fluxo deve usar pelo menos [|X|/A] arcos para cobrir X. Em Costa et
al. (2019), foi mostrado que a condicdo da Conjectura 5.6 & necessaria para a existéncia de k

fluxos s-ramificados arco-disjuntos em uma rede N

Proposicdo 5.5 (Costa et al. (2019)). Seja N = (D,u = \) uma rede e s € V(D). Se N

admite k fluxos s-ramificados arco-disjuntos, entdo D é (k, \, s)-suficiente.
Em Costa et al. (2019), os autores apresentaram a seguinte conjectura:

Conjectura 5.6 (Costa et al. (2019)). Seja N = (D,u = \) uma rede com n vértices e
um vértice especial s. Entdo, para todo 1 < A\ < n — 1, N admite k fluxos s-ramificados

arco-disjuntos se e somente se N' é (k, \, s)-suficiente.

Como visto na Segdo 2.2, um digrafo D = (V, A) € um multicaminho se D é um
caminho quando ignoramos seus arcos mdltiplos (com mesma cabega e mesma cauda). Em
Costa et al. (2019), os autores mostraram que a Conjectura 5.6 é valida para qualquer valor

de )\, se o digrafo D sobre o qual a rede esta definida for um multicaminho.

Teorema 5.7 (Costa et al. (2019)). Seja N' = (D, u
em que D = (V, A) é um multicaminho. Entdo, paral < A\ < n — 1, N admite k fluxos

A) um rede (k, \, s)-suficiente,

s-ramificados arco-disjuntos.

Demonstracdo. Considere uma ordenagdo dos elementos de V' = (v, vo, ..., v,), com s = vy,
de modo que todo arco de A seja de v; para v;41, com 1 < i < n. Vamos mostrar como

¥ em N. Com excecdo de v, todo vértice de

construir os k fluxos s-ramificados z', ... z
D possui exatamente um vizinho de saida. Logo, para todo 2 <7 < n — 1, v; deve receber
n — i+ 1 unidades de fluxo de v;_; e deve enviar n — i unidades para v;_.

Seja 11(v;,v;11) a quantidade de arcos de v; para v;;1. Observe que, para todo
1 < i < mn, temos u(vy,v;r1) > k[(n —i)/\]. Desse modo, para 1 < i < n, separamos
[(n —4)/\] arcos distintos de v; a v, para cada fluxo 27, com 1 < j < k, enviamos A
unidades de fluxo em |[(n — 1)/\| desses arcos e, se for o caso, enviamos (n — 1) mod A

unidades pelo arco sobressalente. H

No préximo capitulo, sera apresentada a nossa contribuicdo em relacdo a esse

assunto, com um estudo mais detalhado sobre a Conjectura 5.6.
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6 FLUXOS RAMIFICADOS ARCO-DISJUNTOS EM REDES (k,A\,s)-
SUFICIENTES

Neste capitulo, apresentamos os nossos resultados referentes a Conjectura 5.6. Nés
mostramos nas Secdes 6.1 e 6.2 que redes N = (D, u) que sdo (k, A, s)-suficientes podem
ou ndo admitir k£ fluxos s-ramificados arco-disjuntos. Na Secdo 6.3 mostramos que é dificil

decidir se uma rede (k, A, s)-suficiente admite tais fluxos.

6.1 Casos Negativos

Em Carvalho et al. (2020), mostramos um contraexemplo para a Conjectura 5.6,

ilustrado na rede da Figura 36, considerando k = \ = 2.

Figura 36 — Contraexemplo para a Conjectura 5.6, para k = \ = 2.

f e
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Teorema 6.1 (Carvalho et al. (2020)). Considere a rede N' = (D, u = 2) da Figura 36. Ela

é (2,2, s)-suficiente, no entanto ndo admite 2 fluxos s-ramificados arco-disjuntos.

Demonstracgo. Inicialmente, vamos mostrar que N é (2,2, s)-suficiente, ou seja, para todo
X C V(D) \ {s}, dp(X) > 2[|X]|/2]. Nesse caso, d(X) < |X|+ 1. Observe que
dj,(v) > 1, Vv € V(D), Nj(s) = {a,b,c,d,e} e dy(s) = 0. Denotamos por e(s, X)
o nimero de arcos de s para X. Para X = V(D) \ {s}, temos d,(X) = 6 > 2[|z|/2].

Considere que X C V(D) \ {s}. Devemos examinar trés casos:

(i). Se f ¢ X, entdo, como d5(f) =1ee(s,X) > |X]|, temos d(X) > |X]| + 1.

(ii). Se f € X e e € X, entdo, como ha dois arcos de s para e e {a,b,c,d} \ X # 0,
temos d,(X) > | X| + 1.

(iii). Se f € X e e ¢ X, entdo, como ha dois arcos de e para f, temos d,(X) >
e(s, X)+2>|X|-1+2=|X|+1.
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Agora, mostraremos que N ndo admite dois fluxos s-ramificados arco-disjuntos x;
e Ty. Por contradicdo, assuma que N admite tais fluxos. Uma vez que ha somente dois arcos
entrando em a, um deles deve ser usado pelo fluxo x; e o outro pelo fluxo 5. Isso também
vale para os vértices b, c e f. Sem perda de generalidade, assuma que o arco fa é usado por
x1, € que o arco sa é usado por xo. Se x1(fa) = 1, entdo, o fluxo x; deve usar os arcos sb
e sc. Consequentemente, ou x5 (b) = 0 ou x; (¢) = 0, o que é uma contradi¢do, pois cada
fluxo deve alcancar todos os vértices em V(D) \ {s}. Logo, concluimos que z(fa) = 2. Isso
implica que z7 (f) = 27 (f) + 1 = 3. Como cada arco tem capacidade 2, os dois arcos de ¢
para f devem ser usados por x1, o que é uma contradicdo com o fato de que cada fluxo deve

usar um dos arcos que entra em f. O

A partir da rede da Figura 36, nés mostramos em Carvalho et al. (2023b) como
construir uma familia de redes (k, A, s)-suficientes, para qualquer constante A > 2 e qualquer

inteiro par k > 2, que n3o admitem k fluxos s-ramificados arco-disjuntos.

Teorema 6.2 (Carvalho et al. (2023b)). Para toda constante A > 2 e para todo inteiro par
k > 2, existe uma rede N' = (D,u = \) que é (k, \, s)-suficiente e ndo admite k fluxos

s-ramificados arco-disjuntos.

Demonstracdo. Dados um inteiro par £ > 2 e uma constante A\ > 2, iniciamos a construcdo
da rede N/ adicionando os vértices s,a,b,c e d, com um arco de s para cada um dos outros
vértices, e arcos ab, ac, bd e cd. Em seguida, subdividimos os arcos bd e cd \ — 2 vezes e seja
B (resp. C') a unido de {b} (resp. {c}) e o conjunto de vértices obtidos pela subdivisdo do
arco bd (resp. cd) (note que se A = 2, nada muda nesse passo, pois B = {b} e C' = {c}), e
em seguida dobre os arcos entre os vértices de B (resp. C). Seja P um (e, f)-caminho com
A vértices. Triplicamos os primeiros A\ — 2 arcos de P e duplicamos o altimo (com cabega f).
Feito isso, adicione P a D juntamente com os arcos de, fa e dois arcos paralelos de s para e.
Para completar a construgdo, substitua cada arco por k/2 cépias do préprio e defina u = A.
A rede, que tem 3\ + 1 vértices, esta ilustrada na Figura 37.

Figura 37 — Contraexemplo para k > 2 par e uma constante A\ > 2.

f e
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Fonte: Carvalho et al. (2023b)
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Aqui, dizemos que um conjunto X C V(D) \ {s} & bom se d,(X) > k[|X|/A].
Para mostrar que D é (k, A, s)-suficiente, vamos considerar o caso quando k = 2, pois para
valores maiores de k& nés multiplicamos o grau de entrada de cada subconjunto de V(D) \ {s}
por k/2. Observe que, com exce¢do de s, todo vértice de D tem grau de entrada pelo menos
2 e que, para todo X C V(D) \ {s}, cada vértice de {a, b, c,d,e} N X soma pelo menos uma
unidade do seu grau de entrada (o vértice e soma pelo menos duas).

Seja X C V(D) \ {s}. Se D[X] tem um ciclo, entdo d,(X) > 5, uma vez que
X contém necessariamente a,d,V(P) e B ou C, e |X| > 2\ + 1, o que significa que deve
haver pelo menos um arco extra entrando em X para que ele seja um conjunto bom. Para
verificar a existéncia desse arco extra, assuma, sem perda de generalidade, que B C X (o
caso em que C' C X & simétrico) e tome o (z, d)-caminho mais longo em D[X], para z € C.
Se tal caminho n3o existe, entdo ha pelo um arco saindo do conjunto C' para d que n3o foi
contado antes. Caso contrario, se o caminho existe, ent3o ou z = ¢ ou os dois arcos de Y para
z entram em X, onde y é o vizinho de entrada de z. Pela escolha do vértice z, garantimos
que y nao esta em X.

Agora, considere que D[X] é aciclico. Note que cada fonte em D[X] contribui com
pelo menos duas unidades de fluxo no grau de entrada de X. Uma vez que cada componente
de D[X] tem pelo menos uma fonte, entdo todo conjunto X com cardinalidade no maximo
A € bom. Similarmente, o mesmo vale quando A < |X| < 2\ (o grau de entrada de X deve
ser pelo menos 4) se D[X| tem mais de uma componente ou apenas uma componente com
alguns vértices do tipo fonte. Nesse caso, suponha que D[X] tem somente uma componente

W com uma anica fonte w. Devemos considerar 5 possibilidades:

(i). w € B. Nesse caso, {d,e} C X, umavez que |[X|>A+1e|B|=X—1,o0que
significa que d,(X) > 5.
i). w € C. Situagdo analoga a anterior.
(iii). w = a. Nesse caso, |{b,c,d} N X| > 2. Logo, d,(X) > 4.
). w =d. Nesse caso, e € X e, portanto, d,,(X) > 5.
). w € V(P). Com excegdo de f, todo vértice de P tem grau de entrada 3 e,
como a deve estar em X, temos que d,(X) > 4. Quando w = f, além de q,

X deve conter pelo menos um vértice de {b, c}, e com isso temos novamente que
dB(X) > 4.

Quando 2\ + 1 < |X| < 3\, o grau de entrada de X deve ser pelo menos 6.
Iniciamos com o caso em que D[X] tem apenas uma componente. Se w uma fonte em D[X],

entdo devemos considerar novamente 5 possibilidades:

(i). w € B. Nesse caso, como |B U {d}| = A, ou ha um vértice em C' que também
é fonte em D[X] ou a € X. Em ambos os casos, d,e € X pois |BUC| < 2\
Assim, d,(X) > 6.
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(ii). w € C. Situagdo analoga a anterior.

(iii). w = a. Como |{a,d} UBUC| = 2), se a é uma fonte, entdo ha um caminho
em D[X] que inicia em a, passa por B ou por C', em seguida por d e termina em
algum vértice de P. O grau de entrada de a e de e contribui com duas unidades,
cada, para o grau de entrada de X. O grau de entrada de d contribui com pelo
menos uma unidade. Como {b,c} N X # (), temos que d,(X) > 6.

(iv). w = d. Nesse caso, temos que {a,b,c,d,e} C X. Logo, d(X) > 6.

(v). w € V(P). Aqui, no sentido de evitar ciclos, sabemos que se w = f, entdo w
contribui com duas unidades para o grau de entrada de X e {a,b,¢,d} C X; e

se w # f, entdo w contribui com trés unidades para o grau de entrada de X e
{a,b,c} C X. Assim, d(X) > 6.

Se D[X] possui mais de duas componentes, sabemos que d,(X) > 6. Se D[X]
tem duas componentes Y, Z, entdo uma delas, digamos Y, tem pelo menos A + 1 vértices e,
portanto, como nos casos anteriores, d,,(Y) > 4. Logo, d,(X) > 6.

Note que se ha k fluxos s-ramificados arco-disjuntos z', z2, ..., 2" em A, como
dp(B) = dp(C) = k, cada um desses k arcos deve ser usado por um fluxo diferente e levar
pelo menos A — 1 unidades de fluxo, ou seja, uma unidade de fluxo para cada vértice de B
e de C. Agora, observe que k/2 dos arcos que entram em B vém de a e 0 mesmo acontece
com os que entram em C'. Portanto, a deve receber \ unidades de fluxo em cada um dos &
que entram nele, para que possa enviar a quantidade apropriada de fluxo para B e para C.
Assuma, sem perda de generalidade, que k/2 cépias do arco sa estdo sendo usadas pelos fluxos
ot 22, 2% e que k /2 cépias do arco fa sdo destinadas aos fluxos gL k242 gk
Como o grau de entrada de f também é igual a k, ele pode receber no maximo A unidades de

2

fluxo de cada z', 22, ..., 2. Dai, ele pode enviar no maximo A — 1 unidades de qualquer um

desses fluxos para a. Portanto, N ndo admite os k fluxos s-ramificados arco-disjuntos. O

Em Carvalho et al. (2023b) mostramos que, para toda constante inteira ¢ > 2,
é possivel construir uma rede A/ que &€ (2,n — ¢, s)-suficiente e, no entanto, ndo admite 2
fluxos s-ramificados arco-disjuntos (Teorema 6.3). Assim, o melhor que se pode esperar é que
toda rede (2,n — 2, s)-suficiente admita tais fluxos. Na Secdo 6.2, serd mostrado (conforme

Teorema 6.10) que isso é verdade para redes em geral.

Teorema 6.3 (Carvalho et al. (2023b)). Para toda constante inteira ¢ > 2, existe uma rede

N que é (2,n — ¢, s)-suficiente e ndo admite 2 fluxos s-ramificados arco-disjuntos.

Neste trabalho, generalizamos o resultado anterior para quaisquer constantes k& > 3

e ¢ > 2, o que pode ser visto com o Teorema 6.4.

Teorema 6.4. Para quaisquer constantes inteiras ¢ > 2 e k > 3, existe uma rede N' que é

(k,n — ¢, s)-suficiente e ndo admite k fluxos s-ramificados arco-disjuntos.
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Demonstragdo. Dados dois inteiros k > 3 e ¢ > 2, iniciamos com a constru¢do da rede
N = (D, u) definindo o digrafo D = (V, A) da seguinte maneira:

V ={s,u1, Uz, ... U, ..., Up U1, Vo Vet

adicionamos k arcos paralelos de s a uy, e de u; a u;_1, para £ > i > 1,

adicionamos [k/2] arcos de s para v;, com 1 <i <g¢;

adicionamos | k/2] arcos de u; para v;, com 1 < i <ec.

Para completar a definicdo de N, definimos u(a) = n — ¢, para todo a € A.
Considere os conjuntos Y = {uy,...,u} e Z = {vy,...,v.}. Note que |Y| =n —c—1,
|Z| =cedy(v) =k, VveV(D)\{s}. Essa construgdo esta ilustrada na Figura 38.

Figura 38 — Contraexemplo para k >3, c>2eA=n—c.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vamos mostrar que N é (k,n — ¢, s)-suficiente. Para qualquer conjunto n3o vazio
X CV(D)\{s}, sejay=|XNY|ez=|XnNZ| Devemos considerar dois casos:

(i). Se |X| < n — ¢, entdo devemos mostrar que d,(X) > k. Se y > 0, entdo ha k
arcos entrando em X NY, e temos d;(X) = k+ 2z - [k/2] > k. Caso contrario,
temos que z > 0 e, novamente, d5(X) = z([k/2] + |k/2|) =z -k > k.

(ii). Se |X| > n — ¢, entdo devemos mostrar que d,(X) > 2k. Nesse caso, y > 0 e
z > 2, pois |[Y|=n—c—1. Logo, dp(X) =k + 2z - [k/2] > 2k.

Agora, vamos mostrar que N n3o admite k fluxos s-ramificados arco-disjuntos.
Note que s3o necessarios k - ¢ arcos com fluxo positivo chegando a Z, pois cada um dos &
fluxos deve alcancar cada um dos ¢ vértices em Z. Assuma que ha essa quantidade de arcos
com fluxo positivo. Observe que cada fluxo pode usar no maximo um arco de Y para Z, pelo
tamanho de Y e pela capacidade dos arcos. Assim, ha no maximo k arcos com fluxo positivo
de Y para Z. Veja também que ha no maximo ¢ - [k/2] arcos com fluxo positivo de s para
Z. Como k > 3 e c > 2, o total de arcos com fluxo positivo é ¢ - [k/2] +k < k- ¢, uma

contradicdo com o nimero minimo de arcos necessarios. ]
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6.2 Casos Positivos

Em Costa et al. (2019), os autores mostraram que uma rede N' = (D,u =
A), em que D & um multicaminho (k, A, s)-suficiente, admite k fluxos s-ramificados arco-
disjuntos. Nesta se¢do, nés mostramos outros resultados positivos considerando redes (k, A, s)-
suficientes. Destacamos que as provas construtivas destes resultados podem naturalmente ser
adaptadas para obter algoritmos de tempo polinomial para encontrar os fluxos desejados.

Como foi visto ao final da Secdo 2.2, um digrafo D = (V, A) & uma multiarbo-
rescéncia se D é uma arborescéncia quando ignoramos seus arcos mdltiplos. Para ¢ > 1,
denotamos por D, a classe de multispindles, isto €, a classe de digrafos com um vértice fonte
s, um sumidouro ¢, e £ multicaminhos de s a t internamente disjuntos em vértices P, ..., P,
cada um deles com p; > 1 vértices internos, para 1 < i < /, respectivamente. A Figura 39

traz exemplos de multiarborescéncia, em (a), e de multispindle, em (b).

Figura 39 — Exemplos de multiarborescéncia e multispindle.

° ® ® .
(a) (b)

Fonte: Carvalho et al. (2023b)

O primeiro caso positivo foi mostrado por Costa et al. (2019), quando a rede é
definida sobre um multicaminho. A seguir, apresentamos uma generalizacdo desse resultado,
referente a redes definidas sobre multiarborescéncias. O Lema 6.5 é atil para demonstrar este

resultado.

Lema 6.5 (Carvalho et al. (2023b)). Considere um digrafo D qualquer que seja (k, \, s)-
suficiente e um subconjunto W ngo vazio de V(D) \{s} tal modo que N}, (V(D)\W) = {w},
w e W. O digrafo D|W] é (k, A\, w)-suficiente.

Demonstragdo. Como w & o Gnico vértice de W que tem vizinhos de entrada em V(D) \ W,
temos que dy(v) = djp(v) para todo v € W'\ {w}. Logo, para todo X € W\ {w}, temos
que dpy(X) = dp(X). O
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Teorema 6.6 (Carvalho et al. (2023b)). Seja N = (D,u = \) uma rede (k, \, s)-suficiente

em que D é uma multiarborescéncia. Entdo, N admite k fluxos s-ramificados arco-disjuntos.

Demonstracdo. Por inducdo na altura A da multiarborescéncia com raiz s, vamos construir k
fluxos s-ramificados arco-disjuntos z', ... 2" em N.

O caso base € h = 1. Nesse caso, o digrafo D é uma estrela e, uma vez que ele
é (k, A\, s)-suficiente, ha pelo menos k arcos de s para cada um dos outros vértices. Assim,
usamos um arco para cada fluxo 27, para 1 < j < k.

Suponha que o resultado vale para multiarborescéncias de altura h < ¢. Assuma
que D tenha altura igual a ¢, e seja N/ (s) = {r1,72,...,7,}. Seja B,, o subgrafo de D que é
uma multiarborescéncia com raiz r;, para 1 <i < p. Note que, pelo Lema 6.5, B, é (k, A, s)-
suficiente e tem altura h; < ¢ — 1. Pela hipétese da indugdo, B,, tem k fluxos r;-ramificados
arco-disjuntos z,...,z}. Como, dy(r;) > k[|B,,|/\], nés podemos usar [|B,,|/\] desses
arcos para enviar a quantidade adequada de fluxo de s para r; em cada fluxo 27 para completar

os k fluxos s-ramificados arco-disjuntos. O

O resultado a seguir trata de outro caso positivo, quando a rede é definida sobre

um multispindle.

Teorema 6.7 (Carvalho et al. (2023b)). Seja N' = (D,u = \) uma rede (k, \, s)-suficiente

em que D é um multispindle. Entdo, N admite k fluxos s-ramificados arco-disjuntos.

Demonstracdo. Por definicdo, D é composto de multicaminhos Py, P, ..., P, e V(FP;) N
V(P;) = {s,t} para todo 1 < i < j < {. Denotamos os p; vértices internos de P, por
vl vb ..., v}, ], nessa ordem, para i € {1,...,(}. Para cada j € {1,...,p;}, nos defini-

mos 7 > 0 de‘ quo que d;(vé) = k[j/X]+r}. Note que dj,(v}) > k[j/A]. Caso contrario,
o conjunto {v},vj_y,..., v} seria uma contradicdo com o fato de D ser (k, ), s)-suficiente,
uma vez que os Unicos arcos entrando nele sdo aqueles com cabeca a U; Considerando ape-

nas os vértices com indice multiplo de A, ou seja, os vértices 1);-)\, para todo 1 < j < |pi/A],

definimos:
k’, if P < )\,
) =47
min{ri, | 1 < j < [pi/A]}, caso contrério.
Para todo i € {1,...,¢}, considere ¢; o namero de arcos de v} para t, m; =

min{r(P,),e;}, e k' = Zle m;. Sem perda de generalidade, assuma que Py, P, ..., P, sdo
os caminhos nos quais 7(P;) < ¢;, parai € {1,...,¢}. Entdo, ¥’ =3¢  r(P;) + Zfqu e;.
Agora, para todo i € {1,...,q}, escolhemos um j; € [[pi/\]] que satisfaz dj,(vj,) =
kji +r(P;) e definimos X; = {v}.\,v(;,\)_1,---,v1}. Seja X = J_, X; U {t}. Temos que:

L L

dp(X) = ZdB(Xi)+ Z € :iji+ZT(Pi)+ Z €; Zk‘eri*k,- (6.1)

i=q+1 i=q+1
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Como D é (k, A, s)-suficiente e | X;| = ;A

dp(X) >k [’%W = R AL Lﬂ _ngZM (6.2)

Combinando as equagdes (6.1) e (6.2), concluimos que k' > k. Para finalmente

construir os k fluxos ramificados arco-disjuntos, precisamos do seguinte resultado:

Proposicdo 6.8. A rede N; = (P;,u = \) admite k fluxos arco-disjuntos x}, . .., x}, tais que
Ty, ..., x,, sdo fluxos ramificados na rede N e x,, ., ..., x; sdo fluxos ramificados na rede

NA(E).

demonstracdo da Proposicdo 6.8. Nés mostramos como construir os fluxos x%, ab, ..., xk.
Paratodo j € {1,...,p;}, o vértice v;- deve receber j+1 unidades de fluxo nos primeiros m; flu-
xos e j unidades de fluxo nos k—m; fluxos restantes. Uma vez que dE)(v;) =dp, (v;) > k[j/M],
nés podemos usar um grupo distinto de [j/\] arcos para enviar j unidades de fluxo em cada
um desses k fluxos, e precisamos argumentar como enviar a unidade extra para os fluxos
xi,...,,, . Se j for um miltiplo de \, entdo ha pelo menos outros r(P;) arcos extras en-
trando em U; e, como m; < r(P;), eles podem ser usados para enviar unidades extras de
fluxo (note que, se 7(P;) = 0, entdo m; = 0 e ndo ha necessidade de unidade extra). Caso
contrario, j ndo é miltiplo de A e, quando enviamos j unidades de fluxo por [j/\] arcos, ha
um arco que nio serd usado em sua capacidade maxima e entdo podemos utiliza-lo para enviar
a unidade extra de fluxo. Aplicando esse método iterativamente de v} para v}, chegamos a v
com 2 unidades nos fluxos %, .. a:jn Agora, podemos enviar a unidade extra de cada fluxo

para t, pois m; < e;. O

Para todo i € {1,...,¢}, nés calculamos os fluxos z},z%, ..., z} como descrito
na Proposicdo 6.8. Observe que &’ € o nimero de fluxos que alcancam t. Se k' = k, entdo
nés podemos renomear esses k fluxos de tal forma que cada z; = Ule a:; seja um fluxo
s-ramificado em A. Por fim, se k¥’ > k, nés tomamos um fluxo que alcanca t e o modificamos
de modo que ele n3o alcance mais ¢, e repetimos esse processo até que haja somente & fluxos

que alcancam t. 0

E importante destacar que as provas para multiarborescéncias (Teorema 6.6) e
multispindles (Teorema 6.7), juntamente com a Proposi¢do 5.5, além de darem uma completa
caracterizacdo dos digrafos nessas classes cujas redes definidas sobre eles admitem & fluxos
ramificados arco-disjuntos, elas levam a algoritmos de tempo polinomial para encontrar tais
fluxos, uma vez que, nesses casos, é possivel verificar em tempo polinomial se a rede é (k, A, s)-
suficiente. Os algoritmos funcionam para todo valor de A\, mesmo aqueles para os quais
encontrar os k fluxos ramificados arco-disjuntos é em geral dificil.

Com o resultado a seguir, mostramos que a Conjectura 5.6 vale para os casos em
que k=1ou A=1.
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Teorema 6.9 (Carvalho et al. (2023b)). Seja D um digrafo (k, A, s)-suficiente. Se A =1 or

k =1, entdo a rede N' = (D,u = \) admite k fluxos s-ramificados arco-disjuntos.

Demonstragdo. Iniciamos mostrando um resultado que é comum a ambos os casos. Seja b o
seguinte vetor de balanco: b(s) = k(n—1) e b(v) = —k, paratodov € V(D)\ {s}, onde n =
|V(D)]. Seja N a rede obtida a partir de N e de b, como descrito no Lema 5.2, e seja (5, 5)
um (s',t')-corte minimo em N”. Mostramos que u(S,S) = k(n — 1) que, pelo Teorema 2.2,
implica que existe um (s',t")-fluxo de valor k(n — 1) em N’. Note que, pela construcdo de
N 4/ (s's) = k(n—1), u'(vt") = k para todo vértice v € D\ {s} e v'(a) = \ para todo arco
a € A(D). E facil ver que u(S, S) < k(n — 1), pois u({s'}, V(D) \ {s'}) = k(n —1). Logo,

devemos assumir que s € S e definimos X = S\ {#'}. Dai temos:
u(S,S) = u(S, X) +u(S, {t'}) = Mdp(X) + k(n — | X| —1). (6.3)

Caso A = 1. Como D é (k, 1, s)-suficiente, d,(X) > k| X]| e, pela equagdo (6.3),
temos que u(S,S) > k|X|+ k(n — |X| —1) = k(n — 1). Pelo Lema 5.2, a rede N admite
um fluxo com vetor de balanco b. O resultado segue do Teorema 5.3, segundo o qual N/
admite k fluxos s-ramificados arco-disjuntos se e somente se A/ admite um fluxo x com vetor
de balanco b.

Caso k = 1. Como D é (1, A, s)-suficiente, entdo d,(X) > (]X|/)), e portanto
A5 (X) > | X|. Substituindo isso na equagdo (6.3), obtemos u(S,S) > |X|+n—|X|—1=
n — 1. Assim, u(S,S) = k(n — 1). Similarmente ao caso anterior, concluimos pelo Lema 5.2
que N admite um fluxo  com vetor de balanco b. Como k = 1, temos que x & um fluxo

ramificado e o resultado segue. ]

Com o Teorema 6.10 a seguir, mostramos que redes (2, n — 2, s)-suficientes admi-
tem 2 fluxos s-ramificados arco-disjuntos. Este &€ um resultado melhorado do que foi mostrado
por Bang-Jensen e Bessy (2014) para k = 2, segundo o qual a caracterizacdo de Edmonds de
digrafos contendo 2 s-ramificacdes arco-disjuntas garante a existéncia de 2 fluxos s-ramificados

arco-disjuntos.

Teorema 6.10 (Carvalho et al. (2023b)). Seja N = (D,u =n — 2) uma rede (2,n — 2, s)-

suficiente. Entdo, N' admite 2 fluxos s-ramificados arco-disjuntos.

Demonstracdo. Como N = (D,u) & uma rede (2,n — 2, s)-suficiente, entdo, para todo
X C V(D) \ {s}, temos d(X) > 2. Note que, para X = V(D) \ {s}, temos d,(X) > 4.
Pelo Teorema 5.1 (Teorema de Edmonds), D tem duas s-ramificagdes arco-disjuntas, digamos
B! e B%. Vamos colorir com a cor i os arcos de B, para i € {1,2}, e com a cor 3 os arcos de
A(D)\ (A(B")UA(B?)). Observe que todo vértice em V(D) \ {s} & a cabeca de exatamente
um arco de B' e de B?. A ideia é construir dois fluxos s-ramificados x' e 2%, usando arcos
de B! e de B?, respectivamente. Isso sera possivel, a menos que seja necessario enviar n — 1
unidades de fluxo por um anico arco, que deve ter cauda s. Nesse caso particular, mostramos

como modificar as ramificacdes para evitar esse problema.
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Sejam N}, (s) = {r{,...,r;} e B},..., B; as sub-ramificacdes maximais de B" \
{s} com raizes r},...7;, respectivamente. Se ¢ > 1, entdo podemos construir um fluxo

1

ramificado ' em B! enviando |B;| unidades de fluxo pelo arco sr;, para 1 < i < £. Isso é

possivel, pois © = n — 2. Procedemos de forma analoga para o fluxo z* em B2

Uem B' e ha um arco sv de cor 3,

Se s tem apenas um vizinho de saida r
construimos o fluxo #* usando os arcos de A(B*) U {sv}. Para isso, devemos considerar dois
casos: se v # r', seja uv € A(B') e seja B; o subgrafo conexo maximal de B; \ {u} (que
é uma arborescéncia) com raiz v. Entdo, enviamos |B;| unidades de fluxo pelo arco sv e
n — 1 — | B}| unidades de fluxo pelo arco sr'. Caso contrario, v = r' e temos dois arcos de s
para v. Entdo, podemos enviar 1 unidade de fluxo por um desses arcos e n — 2 unidades de
fluxo pelo outro. Em ambos os casos, para os arcos de cor 1 restantes, é necessario apenas
ajustar a quantidade adequada de fluxo. O mesmo vale para B2

Assuma que todo arco em A(D) com cauda s tem cor 1 ou 2, e, sem perda de
generalidade, suponha que apenas um destes, seja sr', tem a cor 1. Para X = V(D) \ {s},
temos que d(X) > 2[(n—1)/(n—2)] = 4. Logo, ha pelo menos 3 arcos com a cor 2 de s

! aparece em apenas um BZ. Tomemos um

para X. Uma vez que B? é uma s-ramificacdo, r
17 de modo que B # B}. Com excecdo de sr7, ndo ha arcos de cor 2 com apenas uma das
extremidades em V(B?). Seja E o conjunto de arcos de cor 1 entrando em V(B?) juntamente
com todos os arcos de cor 1 entre vértices de V(B?). Atribuimos a cor 4 aos arcos em F,
e a cor 1 aos arcos em A(B?) U {srf-}. Feito isso, um vértice w # s é cabega de apenas
um arco de cor 1 e outro de cor 4, se ele esta em V(B?). Caso contrario, ele é cabega de
apenas um arco de cor 1 e um de cor 2. Assim, os arcos de cor 1 formardo uma s-ramificaco
B'. Em particular, ha dois arcos de cor 1 saindo de s em Bj e é possivel construir um fluxo
s-ramificado ' como descrito anteriormente.

Agora, atribuimos a cor 2 aos arcos de E/. Novamente, temos a garantia de que
todo vértice em BJ tem exatamente um arco de cor 2 chegando a ele (os arcos que estavam
com a cor 4) e, uma vez que os arcos de cor 2 que no estdo em A(BJ) U {sr)} permanecem
inalterados, o novo conjunto de todos os arcos com cor 2 formam uma s-ramificagdo B),. Mais
uma vez, temos pelo menos dois arcos saindo de s em Bj, e, portanto, também podemos

construir um fluxo s-ramificado 2. O

De acordo com Bang-Jensen e Bessy (2014), é possivel decidir em tempo polino-
mial se uma rede N' = (D,u = n — 2) admite 2 fluxos arco-disjuntos. Com o Teorema 6.10
completamos a prova de que uma rede é (2, — 2, s)-suficiente se e somente se ela admite 2
fluxos s-ramificados arco-disjuntos. Logo, & possivel decidir em tempo polinomial se uma rede
é (2,n — 2, s)-suficiente.

Por fim, para escolhas particulares de d;(X) e de A, mostramos que uma simples
condicdo mais forte do que a apresentada na Proposicdo 5.5 garante a existéncia dos & fluxos

s-ramificados arco-disjuntos em uma dada rede.
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Teorema 6.11 (Carvalho et al. (2023b)). Seja N' = (D,u = \) uma rede, com A\ > 2, e p
um inteiro tal que pA > n — 1. Se d;(X) > pk para todo X C V(D) \ {s}, com X # 0,

entdo N admite k fluxos s-ramificados arco-disjuntos.

Demonstracdo. Pelo Teorema 5.1, ha pk fluxos s-ramificados arco-disjuntos By, ..., By in
D. Parai € {1,...,k}, seja D; o digrafo com V(D;) = V(D) e A(D;) = A(B(i—1)p+1) U
-+ U A(Bjp), e considere a rede N; = (D;, u).

Agora, para cada conjunto ndo vazio X C V(D) \ {s}, nés concluimos que
dp (X) > p, uma vez que cada B;, com i € {1,...,pk}, deve alcangar X pelo menos
uma vez. Além disso, pela nossa escolha de p, temos que toda rede N is (1, ), s)-suficiente.
Assim, pelo Teorema 6.9, temos que cada N; admite um fluxo s-ramificado z;. Por fim,
como todo arco de D aparece em no maximo um digrafo D;, nés concluimos que os fluxos

¥ s30 arco-disjuntos dois a dois. O resultado segue do fato de que cada

s-ramificados z!, ..., z
um desses fluxos pode ser usado para construir um fluxo s-ramificado em A/, copiando arcos

e seus respectivos valores de fluxo usados por cada fluxo #7, com j € {1,... k}. O

6.3 Complexidade

Acreditamos que nem sempre é facil, computacionalmente falando, verificar se
uma rede é (k, A, s)-suficiente. Além disso, ainda que a rede possua essa propriedade, é dificil
decidir se os fluxos desejados existem, mesmo se a rede for definida em um digrafo obtido pela
adicdo de um multicaminho ao sumidouro de um multisplindle, como pode ser observado na

demonstracdo do resultado a seguir.

Teorema 6.12 (Carvalho et al. (2023b)). Dados dois inteiros k e X, é N'P-Completo decidir
se uma rede (k, \, s)-suficiente N' = (D, u = \) admite k fluxos s-ramificados arco-disjuntos.

Demonstracdo. Vamos mostrar uma reducdo do problema 3-Particdo para o problema em
questdo. Dado um conjunto S = {ay,...,ag}, com Zf’il v(a;) = kX e N4 <v(a;) < A\/2,

!, construimos uma rede N' = (D,u = \) que é

uma instancia do problema 3-Particdo
(k, A, s)-suficiente de modo que N admite k fluxos s-ramificados arco-disjuntos z', - - - , 2" se
e somente se é possivel particionar o conjunto S em k subconjuntos com 3 elementos, cada,
de modo que a soma dos valores dos elementos de cada conjunto seja igual a \.

Iniciamos adicionando um vértice s, um multicaminho Py com vértices v?, - - - | v}

e k arcos paralelos entre vértices consecutivos. Em seguida, para 1 < ¢ < 3k, adicionamos:

e um multicaminho P; com vértices vy, - - ,v5_,(,,) € k arcos paralelos entre vértices

consecutivos;

e um arco de v}_, para vy;

e [ arcos paralelos de s para v].

1 Problema definido na pagina 36
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Finalmente, definimos capacidade u, = A para todo arco a da rede. Essa constru-

¢3o esta ilustrada na Figura 40.

Figura 40 — Rede construida a partir de uma instancia do 3-Partic3o.

Fonte: Carvalho et al. (2023b)

O namero de vértices da rede N = (D, u) € T+ A -+ (A—v(a;)) = 1+ A +3kA—
S v(a;) = 14+ A+3kA—kX = (2k+1)A+ 1. Note ainda que, com excecdo de v, que tem
grau de entrada igual a 3k, todo vértice em V(D) \ {s} tem grau de entrada igual a k. Assim,
o namero de arcos da rede & [(2k + 1)\ — 1]k + 3k = (2kA+ X — 1)k + 3k = 20E* + k(A +2).
A construcdo é, portanto, polinomial no tamanho da entrada.

Primeiro, vamos verificar se a rede N' = (D, u) definida acima é (k, A, s)-suficiente.
Por contradigdo, assuma que existe X C V(D) \ {s} tal que d5(X) < k[|X|/A]. Note que
X # V(D) \{s}, pois [V(D) \ {s}| = (2k + D)X e d,(V(D) \ {s}) = k(3k).

Como dj(v) = k, para todo v € V(D) \ {s,v}}, e d;(v)) = 3k, dp(X) > k.
Portanto X n&o esta contido em um P;, com 0 < ¢ < 3k, uma vez que, nesse caso, | X| < A
e entdo [|X|/A] = 1. Note ainda que X # V(P), pois d(v)) = 3k. Agora, considere
I'={i|1<i<3kV(P)nX # (0}. Observe que d,(X) > k|I|. Consideremos os

seguintes casos:

(i) Se V(Py)) N X =0, entdo |X| < A|I| e [|X]|/A] < |I|]. Consequentemente, d(X) >
k|I| > k[|X]|/A], uma contradigdo com a escolha de X.
(i) Se X NV(Py) # 0, entdo | X| < AI|+ A= A(]I| +1). Tomemos o menor indice j de

modo que v? € X. Devemos considerar duas possibilidades:

(ii.1) j > 1. Nesse caso, ha k arcos de v?_l a U? que entram em X. Uma vez que
7] > 0e|X| < A(|I|+1), temos que d,(X) > k|I|+k = E(|I|+1) > k[|X|/A],
uma contradigdo.

i. = 1. Nesse caso, v; € X e dj, > . Devemos considerar trés casos:

(i.2) j=1. N Ye X edy(X)>k|Il. D id é

(ii.2.1) Se ha pelo menos k diferentes valores de i para os quais v§_, ¢ X, entdo
cada um desses vértices contribuem com k unidades para o grau de entrada

de X e, novamente, temos d,(X) > k|I| + k, uma contradi¢do.
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(ii.2.2) Se ha somente 1 < < k valores de i para os quais v} _,, ) ¢ X, entdo,
para completar o argumento, é necessario estimar mais preusamente a
cardinalidade de X. Lembre que A\/4 < w(a;) < A/2. Assim, |X| <
M| — % +A= )\(M +1). Observe que o nimero de arcos entrando em
XisklI|+1= 3ku| +k|]| +1. Como |I| > 2k, temos que km %2 >k, se
k > 2 (que assumimos ser verdade, pela definicdo do 3—Part|g:§o). Logo,
dp(X) > # + k= k(A (3‘1‘ +1)/A), que é uma contradi¢o.

(ii.2.3) Sevy_, € X, para 1 <i < 3k, entdo d(X) = dp(V \ {s}) = k(3k), e

temos novamente uma contradic3o.
Como obtivemos uma contradi¢do em cada caso, a rede é (k, A, s)-suficiente.

Assuma que é possivel particionar o conjunto S em k subconjuntos 51, ..., .Sy tais
que Zajesiv(aj) =\, 1 <4 < k. No sentido de construir os k fluxos s-ramificados arco-
disjuntos z!, ..., 2" na rede NV, cada uma das k cépias de um arco miltiplo deve ser usado
por um fluxo diferente. Paracada 1 <i < kel < j < 3k, seja a o arco de s para v{ que
sera utilizado pelo fluxo 2. Se a; ¢ S;, sdo enviadas A\ — v(a;) unidades de fluxo pelo arco a.
Caso contrario, sdo enviadas A unidades de fluxo pelo arco a. Uma vez que ¢ v(a;) = A,
os arcos com cauda vi_v(aj), para a; € S;, sdo usados para enviar a quantidade de fluxo
necessaria para completar o fluxo z* ao longo de P.

Assuma agora que ha k fluxos s-ramificados arco-disjuntos 2, ..., z* na rede \V.
Nés afirmamos que x”(vﬂ_v(ai)v?) < v(a;), paratodo 1 < r <k, 1 <i < 3k. Como os
fluxos z*, ..., 2" sdo arco-disjuntos, ha apenas um fluxo z' que é positivo no arco vf\fv(ai)v?.
Se ' (v}_y(a,)01) > v(a;), entdo, como [V (P;)| = A — v(a;), o vértice v; deve receber mais
do que A unidades de fluxo em z*, ou seja, ' usa pelo menos dois arcos de s para vi. lsso
é uma contradicio com o fato de que ha somente k arcos de s para v}, e cada um deles
deve ser usado por exatamente um fluxo. Cada fluxo z* deve alcangar o vértice v com A
unidades de fluxo. Uma vez que \/4 < v(a;) < A\/2, cada fluxo 2" deve usar trés arcos do tipo
vi_v(aj)v(l), e os elementos a; formam um subconjunto S,. Assim, Sy, ..., Sk é uma solugdo

para a instancia S do problema 3-Particdo. H

Observe que, pela demonstracdo do Teorema 6.12, as redes construidas a partir
de instancias negativas do problema 3-Particdo também s3o redes (k, A, s)-suficientes que ndo

admitem £k fluxos s-ramificados arco-disjuntos.
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7 CONCLUSAO

Esta tese abordou dois tipos de problemas relacionados a decomposicio de fluxos
em redes. O primeiro foi o de fluxos divisiveis, uma variacdo dos problemas classicos de fluxos
em que o produto enviado de uma origem a um destino pode passar por multiplos caminhos. O
objetivo do problema é encontrar uma decomposicdo de custo minimo de fluxos em redes arco-
coloridas, em que o custo é dado pela soma do custo dos caminhos e o custo de cada caminho
€ o nimero de cores distintas deste. O segundo problema é referente a caracterizacdo de redes
que admitem k fluxos s-ramificados arco-disjuntos. Estudamos uma condicdo semelhante a
de Edmonds (para s-ramificacdes), adaptada para fluxos s-ramificados, que chamamos de
(k, A, s)-suficiéncia.

Esses dois problemas centrais da tese sdo variantes do problema de decomposi-
cdo de fluxos em redes. A primeira classe de problemas, em grafos coloridos, foi proposta
originalmente nesta tese, motivados pelas aplicacdes e pelo desafio de lidar com problemas
que sdo faceis de resolver em redes monocromaticas e dificeis em redes coloridas. Esta tese
revelou mais alguns casos como esses. A segunda classe de problemas, de decomposicdo em
ramificacdes, nos permitiu a possibilidade de ver aplicacdes e limitacdes da caracterizacio de
Edmonds, com estudos para a elaboracio de requisitos adicionais para a garantia de existéncia

de fluxos s-ramificados arco-disjuntos em redes.

7.1 Resultados obtidos

Em relacdo ao problema de decomposicio de fluxos em redes arco-coloridas, divi-
dimos o nosso estudo considerando o nimero de cores distintas nos arcos da rede.

Para redes monocromaticas, o problema consiste em minimizar o namero de cami-
nhos da decomposicdo. Segundo Hartman et al. (2012), isso é resolvido em tempo polinomial
quando ha apenas dois valores distintos de fluxo nos arcos da rede e o menor valor divide o
maior, e & N'P-Dificil para redes com trés valores distintos de fluxo. N6s mostramos que em
redes aciclicas com dois valores quaisquer de fluxo o problema pode ser resolvido em tempo
polinomial.

Para redes com duas cores, mostramos o problema pode ser resolvido em tempo
polinomial quando o fluxo é A-uniforme ou quando cada cor estd associada a um valor de
fluxo e o menor valor divide o maior. Diferentemente da versdo monocromatica, o problema
permanece em aberto para o caso geral em que ha dois valores de fluxo.

Para redes com trés cores, provamos que o problema & NP-Dificil mesmo quando
o fluxo & uniforme e o grau de cada vértice da rede, com excecdo da fonte e do sumidouro, é
no maximo 6. Quando o problema é restrito a redes aciclicas com pelo menos 5 cores e fluxos

uniformes, ele permanece N 'P-Dificil.



85

Em relacdo a segunda parte, referente aos fluxos s-ramificados arco-disjuntos,
mostramos que em alguns casos a propriedade de (k, A, s)-suficiéncia garante a existéncia de
tais fluxos. Em outros casos, uma condicdo mais forte é necessaria. Ainda assim, os casos
para os quais a propriedade funciona sdo interessantes, entre outras razdes, pois resultam em
algoritmos de tempo polinomial para encontrar tais fluxos. Mostramos também que o problema
de decidir se uma rede N (k, A, s)-suficiente admite k fluxos s-ramificados arco-disjuntos é

NP-Completo.

7.2 Préximas etapas

Sobre o problema de decomposicdo de fluxos em redes arco-coloridas, devemos se-
guir investigando o problema para as situacdes que relacionam quantidades de cores e quanti-
dade de valores de fluxo nos arcos, correspondentes aos casos em aberto indicados no Quadro 1
(pagina 65). S3o elas:

a) a rede possui exatamente duas cores, sendo que cada cor estd associada a um

valor de fluxo e o menor valor n3o divide o maior;

b) a rede possui exatamente duas cores e dois valores de fluxo, mas ndo ha asso-

ciacdo entre cor e valor de fluxo;

c) fluxos uniformes em redes aciclicas com trés ou quatro cores.

Uma outra direcdo da pesquisa é trabalhar na busca de um algoritmo aproximativo,
com um bom fator de aproximac3o, para o problema em quest3o.
Devemos também investigar trés variagcdes do problema de decomposicdo de um

‘. em que cada 2’ & envi-

fluxo  em uma rede arco-colorida em fluxos caminhos z',...
ado ao longo de um caminho P;, originalmente formuladas nesta tese, cujos objetivos sdo
respectivamente:
‘
a) minimizar Z Z span(j, P;);

=1 j € cores(P;)

Na primeira abordagem, o custo de um caminho é dado pela soma do span de
cada cor deste. Considere, por exemplo, um sistema de transporte multimodal. Encontrar
um fluxo caminho com poucas cores corresponde a fazer uma rota usando poucos tipos de
meios de transporte. Adicionalmente, pode n3o ser interessante ficar alternando entre meios
de transporte a todo instante. O span de cada cor, no caminho, corresponde a quantidade
de vezes que serad necessario pegar o meio de transporte correspondente a esta ao longo do

caminho.
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Na segunda abordagem, buscamos obter uma decomposicdo em que os nimeros
de cores dos caminhos sejam préximos. Pensando nas cores como fatores de risco, os caminhos
tém, em geral, aproximadamente a mesma quantidade de riscos. Por exemplo, no problema
original, proposto nesta tese, podemos ter duas decomposicdes de um fluxo em dois fluxos
caminhos com um custo 10, uma em que os custos dos caminhos sdo 1 e 9 e outra em que
esses custos sdo 4 e 6. Nesse caso, a segunda decomposi¢cdo tem um custo menor, pois
42+6*=52<1*4+9% =82

Na altima abordagem, levamos em conta tanto um aspecto quantitativo (o valor)
quanto um qualitativo (as cores) de cada fluxo caminho. Estamos interessados em uma
decomposicdo que passe grandes valores de fluxo por caminhos com poucas cores. Pensando
novamente nas cores como fatores de risco, estamos interessados em encontrar rotas mais
seguras para enviar grandes quantidades de uma mercadoria.

Em relacdo aos fluxos s-ramificados arco-disjuntos, embora uma condicdo necessa-
ria tenha sido apresentada por Costa et al. (2019) e esta tese tenha apresentado uma condi¢do
suficiente (Teorema 6.11), o problema de encontrar uma condigdo simultaneamente necessaria
e suficiente para a existéncia de tais fluxos permanece em aberto. Além dessa, algumas ques-
tdes de complexidade ainda estdo em aberto, tais como decidir se uma rede N = (D, u = \)
é (k, A\, s)-suficiente e encontrar uma possivel dicotomia em DAG's entre os casos faceis e os
dificeis. Em outras palavras, seria interessante saber se hd uma classe de digrafos aciclicos H,
de modo que toda rede construida sobre um digrafo D € H contenha k fluxos s-ramificados

arco-disjuntos, mas o mesmo n3o possa ser observado para digrafos D ¢ H.
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APENDICE A - COMPLEXIDADE DE ALGORITMOS

A Complexidade de Algoritmos pode ser vista sob dois aspectos - espaco e tempo.
A Complexidade de Espaco esta relacionada a quantidade de memdria que é utilizada por
um algoritmo, ao receber uma entrada de tamanho n. Ja a Complexidade de Tempo é uma
medida do nimero de instru¢des executados pelo algoritmo para uma entrada de tamanho
n. Esse nimero de instrucdes &€ normalmente representado por uma funcio de complexidade

f(n), que depende do tamanho e da natureza da entrada.

Notacido Assintética

Dadas duas fungdes f(n) e g(n), diz-se que g(n) é um limite superior para f(n),
denotado por f(n) = O(g(n)), se existem constantes positivas ¢ e ng tais que 0 < f(n) <
)

)
¢-g(n), para todo n > ng. De forma analoga, diz-se que g(n) é um limite inferior para f(n

denotado por f(n) = Q(g(n)), se existem constantes positivas ¢ e ng tais que 0 < ¢- g(n) <

f(n). Se f(n) =0(g(n)) e f(n) =Qg(n)), entdo f(n) = O(g(n)). Nesse caso, g(n) é um
limite restrito para f(n). A Figura A.1 traz exemplos de limites superior e inferior em notagdo

assintética.
Figura A.1 — Notacdo Assintética.
t t
c-g(n) f(n)
F(n) c-g(n)
- " 5 "
(a) f(n) = O(g(n)) (b) f(n) = (g(n))

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os limites assintéticos definidos pelas notagdes O e €2 podem n&o ser “justos’. Por
exemplo, o limite 3n = O(n) & justo, mas 3n = O(n*) ndo o &. O mesmo acontece com os
limites inferiores 3n = Q(n) e 3n = Q(1). Nesse sentido, utilizam-se as notagdes o e w para
definir limites superior e inferior, respectivamente, que tém folga. Diz-se que f(n) = o(g(n))
se existe uma constante positiva ng tal que 0 < f(n) < ¢- g(n), para todo ¢ > 0. A notagdo
w é definida de forma anéaloga.

Um algoritmo é dito de tempo polinomial se o seu tempo de execucdo estd em

O(n"), para algum inteiro positivo k e para uma entrada de tamanho n.
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Problemas de Decisdao e de Otimizacio

Segundo Cormen et al. (2022), Problemas de Otimizacdo so aqueles para os quais
ha um valor associado a cada solucdo viavel, e se deseja saber qual o melhor valor. Problemas
de Decisdo sido aqueles para os quais a resposta é apenas “sim” ou “ndo". Por exemplo: Dados
um grafo G = (V, E) ponderado e dois vértices a,b € V. Se for perguntado qual o menor
caminho de a até b, trata-se de um problema de otimizag3o. Se, por outro lado, for perguntado
se existe um caminho de a até b cujo tamanho é no maximo x, trata-se de um problema de
decisdo.

Ha uma relacdo entre os problemas de otimizacdo e os de decisdo, pois & sempre
possivel converter um problema do primeiro tipo em um do segundo, impondo um limite no
valor a ser otimizado. Assim, é possivel verificar a dificuldade de um problema de otimizac3o,
baseado na complexidade do problema de decisdo associado. Isto porque o problema de
decisdo & visto como, de certo modo, “mais facil”’, ou pelo menos ndo “mais dificil” do que o

de otimizac3o.

Classes de Complexidade de Problemas de Decisdo

De acordo com Cormen et al. (2022, p. 1043), os problemas de decisio sdo
agrupados em classes. A Classe P consiste dos problemas que podem ser solucionados em
tempo polinomial. A Classe NP consiste daqueles que podem ser “verificaveis” em tempo
polinomial, ou seja, para uma dada instancia cuja resposta é “sim” e um certificado de uma
solucdo, & possivel verificar em tempo polinomial se ele esta correto. Informalmente, um
problema esta na classe N'PC, e ele & dito NP-Completo, se ele é tio dificil de resolver quanto
qualquer outro problema em N'P. Estes sdo problemas para os quais ndo se conhecem ainda
algoritmos que os resolva em tempo polinomial, nem ha sequer prova de que tais algoritmos
possam existir. Esta &€ uma das razdes pelas quais a maioria dos pesquisadores acredita que
P # N'P. Essas classes estdo ilustradas na Figura A.2.

Figura A.2 — Classes de complexidade para problemas de decisio.

NP

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Segundo Garey e Johnson (1979, p. 95), um algoritmo pseudo-polinomial é aquele
que soluciona um problema II, para cada instancia I, e tem sua funcdo de complexidade
limitada superiormente por uma funcdo polinomial do tamanho e do maior valor de I. Estes
valores sdo denotados, respectivamente, por tamanho(I) e max(I). Segundo os autores,
IT € um problema numérico se ndo existe uma funcdo polinomial p sobre os inteiros tal que
max(l) < p-tamanho(I), para toda instdncia I de II. Uma consequéncia imediata dessa
definic3o é que se II n3o & um problema numérico e é N"P-Completo, entdo II n3o pode ser
resolvido por um algoritmo de tempo polinomial a menos que P = N'P.

Sejam II um problema numérico e II, um subproblema de II restrito as instancias
I que satisfazem a desigualdade max(I) < p - tamanho(I), para algum polinémio p sobre os
inteiros. Se II pode ser resolvido por algum algoritmo pseudo-polinomial, entdo II,, é resolvido
em tempo polinomial. Se I, & A"P-Completo, entdo II é fortemente AP-Completo. Pode-
se dizer entdo que um problema fortemente NP-Completo &€ aquele que permanece N P-
Completo mesmo quando o maior valor numérico de qualquer de suas instancias é limitado
superiormente por um polindmio no tamanho destas. Todo problema nio numérico N'P-

Completo & fortemente N'P-Completo.

Reducio Polinomial e NP-Completude

A nocdo de mostrar o qudo dificil ou facil € um problema com base em outro
também se aplica quando ambos os problemas sdo de decisdo. Esse artificio é utilizado
para mostrar resultados de N'P-Completude. De maneira intuitiva, um problema A pode ser
reduzido a um outro problema B se qualquer instancia de A puder ser transformada em uma
de B, e a soluc3o para este prové uma solucio para aquele.

Dados dois problemas de decisdo A e B. Diz-se que A se reduz polinomialmente a
B (denotado por A <p B) se ha uma fungdo polinomial f que transforma toda instancia /4
do problema A em uma instancia Ip do problema B, e a resposta para I, em A & “sim” se,
e somente se, a resposta para Iz em B é “sim”. Esse processo esta ilustrado na Figura A.3.
Basicamente, uma reducdo de A para B apresenta um método de solucionar A usando um

algoritmo para B. lIsso significa que B é pelo menos t3o dificil quanto A.

Figura A.3 — Esquema de Redugdo Polinomial de A para B.

Algoritmo para A

Iz ( Sim ——— Sim

Algoritmo para B

7
-

N3o

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Formalmente, um problema A estd em N'PC se A € N'P e, para qualquer pro-
blema B € NP, B <p A. Assim, para provar que um dado problema X, que estad em NP, é
NP-Completo, é suficiente mostrar uma reducdo polinomial de um problema NP-Completo
Y para X. Nesse caso, todos os problemas em NP se reduzem a X via Y.

O conceito original de problemas NP-Completos foi introduzido independente-
mente por Cook (1971), que mostrou que o Problema da Satisfatibilidade de Circuitos é
NP-Completo, e por Levin (1973). Em Karp (1972), foram mostrados, via redugdes, 21
problemas NP-Completos. Garey e Johnson (1979), uma grande referéncia nesse assunto,
traz um levantamento detalhado da teoria e uma vasta lista de problemas N/P-Completos.

Uma férmula booleana esta na Forma Normal Conjuntiva (FNC) se ela for consti-
tuida de clausulas conectadas por “e” (conjun¢do), e cada clausula é formada por literais (uma
variavel ou a sua nega¢io) conectados por “ou” (disjuncdo). Além disso, ndo é permitido, em
uma mesma clausula, a ocorréncia de uma variavel (literal positivo) e da sua negacdo (/iteral

negativo). O problema da satisfatibilidade de uma férmula booleana é formulado como segue:

{ Problema: SAT ‘

Entrada:  Uma férmula booleana ¢ na FNC, com n varidveis e m clausulas.

Pergunta: Existe uma atribuicdo de valores verdade as variaveis de ¢ que a tornam

verdadeira?

Uma férmula booleana estd na dEENC), se estd na FFNC e se cada uma de suas
clausulas é formada por exatamente d literais. Assim, o problema dSAT corresponde ao
SAT, restrito a férmulas booleanas na dF'NC. O problema 3SAT, assim como o SAT, é
muito utilizado em resultados de N"P-Completude. Ele estd no conjunto de problemas N P-
Completos de Karp (1972). O problema 2S AT, por sua vez, pertence a classe P. Schaefer
(1978) considera uma classe infinita de problemas de satisfatibilidade que contém esses dois
problemas particulares como casos especiais, e mostra que cada membro desta classe ou esta
em P ou em N'PC, considerando P # N'P. Esse resultado & conhecido como o Teorema da

Dicotomia de Schaefer.

Hipétese Tempo Exponencial (ETH)

Uma quest3o aberta é se, para resolver o problema kSAT, com k > 3, é reque-
rido tempo exponencial, ou seja, 2°", para algum ¢ positivo. A Hipétese Tempo Exponencial
(ETH), do inglés Exponential-Time Hypothesis), formulada por Impagliazzo e Paturi (1999),
afirma que o problema 35S AT n3o pode ser resolvido em um tempo subexponencial, ou seja,
existe um namero positivo s3 tal que todos os algoritmos que resolvem o 3S AT tém complexi-
dade ©2(2%*"). De uma maneira geral, para k > 3, os autores definem s, = inf{0 : existe um
algoritmo de complexidade 2°™ para resolver o kSAT}. Eles mostraram que a complexidade
do kS AT cresce juntamente com o k. A validade da ET H implica P # NP.



95

Algoritmos Aproximativos

Muitos problemas de otimizac3o interessantes sio N P-Dificeis. Portanto, a me-
nos que P = NP, n3o ha algoritmos polinomiais para encontrar solucdes 6timas para tais
problemas. Uma abordagem que pode ser utilizada nesses casos é buscar por algoritmos que
retornem solucdes que se aproximem da solucdo 6tima. Sdo os chamados algoritmos aproxi-
mativos.

De acordo com Williamson e Shmoys (2011), um algoritmo «-aproximativo para
um problema de otimizacdo é aquele que, para todas as instancias do problema, produz em
tempo polinomial uma solucdo cujo valor é limitado por um fator o do valor de uma solugio
6tima. Se o < 1, o problema é de maximizacdo; e se & > 1, o problema é de minimizag3o.
Assim, por exemplo, um algoritmo (1/2)—aproximativo para um problema de maximizagio é
um algoritmo polinomial que sempre retorna uma solugcdo cujo valor é pelo menos metade do

valor étimo.
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APENDICE B - ALGORITMOS DE FLUXO MAXIMO

O Meétodo de Ford-Fulkerson

A prova do Teorema 2.2 (Teorema do Fluxo Maximo e Corte Minimo, de Ford e
Fulkerson (1956)) sugere um método simples para encontrar um (s, t)-fluxo maximo em uma

rede com os limites inferiores iguais a zero. Este processo esta representado no Algoritmo 2.

Algoritmo 2: GenericAugmentingPath(V\, s, t)

1 inicio

2 <+ 0;

3 Inicializar N'(x) ; // Definir fluxo ( para todo arco da rede
4 enquanto Existir um caminho aumentante faca

5 Identicar um caminho aumentante P;

6 Aumentar 6(P) unidades de fluxo ao longo de P;

7 x x4+ 0(P);

8 fim

9 retorna z;

10 fim

Inicia-se com um fluxo = = 0, que é viavel, pois [;; < 0 = z;; < u;; para todo
arco ij. De forma iterativa, busca-se um caminho aumentante P. Se tal caminho existir,
entdo aumenta-se o fluxo, enviando 0(P) unidades de fluxo ao longo de P. Caso contrario, o

processo termina. Uma consequéncia do Teorema 2.2 é o resultado a seguir:

Teorema B.1 (Teorema da integralidade do fluxo maximo). Seja N' = (D,l = 0,u) uma
rede com fonte s e sumidouro t. Se as capacidades de todos os arcos s3o inteiras, entdo existe

um (s, t)-fluxo maximo inteiro em N .

Demonstracdo. Segue do Método de Ford-Fulkerson. Inicia-se com um fluxo = = 0 e sempre
aumenta o fluxo adicionando-se um valor §(P) inteiro. Dai, o novo (s,t)-fluxo é também
inteiro. Como as capacidades sdo inteiras, em um namero finito de passos serd obtido um

fluxo maximo. O resultado segue por inducdo no niamero de aumentacdes. H

Cormen et al. (2022), Bang-Jensen e Gutin (2008) se referem a esse processo como
Método de Ford-Fulkerson, uma vez que ele ndo define como o caminho aumentante deve ser
identificado a cada iteracdo, e por haver diferentes implementacdes e com complexidades

distintas para isso. Algumas dessas serdo vistas a seguir.

Algoritmo de marcacao

O Algoritmo de Marcacdo (do inglés, The Labeling Algorithm), descrito em Ahuja,
Magnanti e Orlin (1993), é uma implementagdo especial para o Método de Ford-Fulkerson. Ele

identifica caminhos aumentantes em N (z), buscando por vértices ainda n3o alcancados por
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um caminho direcionado a partir do vértice fonte na rede residual. A cada passo, o algoritmo
particiona o conjunto de vértices da rede em dois grupos: marcados (alcangados a partir de s
até entdo) e njo marcados.

Inicia-se marcando o vértice s. Depois, seleciona-se um vértice marcado ainda n3o
examinado e verifica-se a sua lista de adjacéncias na rede residual para marcar mais vértices.
Se t for marcado, envia-se a maior quantidade de fluxo possivel no caminho de s a t. As
marcagdes dos vértices sdo apagadas e o processo é repetido. Se todos vértices marcados sdo
examinados e ¢ ndo for marcado, entdo n3o ha mais caminhos aumentantes e o algoritmo tera
encontrado o valor do fluxo maximo e um corte (S,.S) minimo, em que S & o conjunto de
vértices marcados na altima iterac3o.

De acordo com Ahuja, Magnanti e Orlin (1993), entre as desvantagens desse
algoritmo, ele n3o define critérios para escolher melhor os caminhos aumentantes a cada
iteracdo, caso haja mais de um. Além disso, ele apaga as informac¢des (marcagdes) geradas
ao se mover de uma iteracdo para a outra para gera-las novamente, quando muitas dessas
informacdes geradas na iteracdo anterior sdo validas para a atual.

Se as capacidades dos arcos forem inteiras, pelo Teorema B.1, o algoritmo sempre
encontra um fluxo maximo z* em tempo O(m/|z*|). E um dos algoritmos mais simples de
implementar para o problema em questdo. No entanto, ele é pseudo-polinomial, pois o seu
tempo de execucio depende também do valor do fluxo maximo. Ele é rapido para valores
pequenos de capacidade, mas pouco atrativo para capacidades grandes. Nesse caso, se todos
os arcos possuem uma capacidade grande U, |z*| é limitado a O(nU).

A Figura B.1 traz uma rede possivelmente ruim para esse algoritmo. Os valores
nos arcos representam suas capacidades, e M é um inteiro grande. Se forem selecionados os
caminhos aumentantes sabe ft e sdebct, respectivamente, nas iteracdes impares e pares, um

fluxo maximo é encontrado apés 2M iteraces.
Figura B.1 — Instancia ruim para o Algoritmo de Ford-Fulkerson.

a M M C

b
®

@
d M e M f

Fonte: Bang-Jensen e Gutin (2008, p. 144)
Se as capacidades forem nameros racionais, é possivel escrevé-los com um mesmo

denominador comum d; multiplicar as capacidades dos arcos por esse valor e proceder da

mesma forma como é feito para capacidades inteiras.
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Se as capacidades dos arcos forem nimeros irracionais, o processo pode continuar
de forma indefinida e convergir para um valor estritamente menor que o 6timo. Papadimitriou
e Steiglitz (1982, p. 126) trazem um exemplo de rede, descrito por Ford e Fulkerson (1956,
p. 36), para o qual o algoritmo converge para um valor que é um quarto do valor 6timo. Os

valores a;, usados para algumas capacidades, satisfazem a diferenca:

Api2 = Up — Apy1- (Bl)

As condicdes iniciais sdo: ag = 1 e a3 = 0 = (/5 —1)/2 < 1. Por inducio, é
possivel verificar que a; = ¢*, parai =0, 1,---. Ford e Fulkerson (1956) observaram que, em
certas topologias de rede, sequéncias de caminhos aumentantes podem ser usados para simular
a sequéncia ag, a;, as, - - -, 0 que pode ser visto na rede A/ da Figura B.2. A rede possui quatro
arcos especiais e; = x;1;, com 1 < i < 4, cujas capacidades sdo, respectivamente, ag, a1, as
e ay. A capacidade dos demais arcos € S = 1/(1 — o). Na rede, uma aresta entre vértices uv
representa os arcos uv e vu. A figura traz também dois caminhos aumentantes, P; e P,, que
podem ser identificados em certas configuracdes da rede residual de N, a medida que o fluxo

vai sendo definido.

Figura B.2 — Exemplo de rede para a qual o Método de Ford-Fulkerson pode falhar.

1

Y2

Y3

Ya

Py Py

Fonte: Adaptada de Papadimitriou e Steiglitz (1982, p. 127)

As aumentac¢des s3o feitas da seguinte forma:

e Passo 0: Escolher o caminho aumentante sx1y:t, de capacidade residual aq. Isso faz com

que as capacidades residuais de e; a e4 sejam, respectivamente, 0, a1, as, as.



99

e Passo n (n > 1): Como base para indugdo, seja (e}, e, €5, €,) uma ordenacdo dos arcos

especiais, com capacidades (0, a,,, Gpi1, Gpi1)-

(a). Escolher o caminho aumentante P;, fazendo com que as capacidades residuais dos
arcos ¢ a €} sejam (0, apy2,0,a,11).
(b). Escolher o caminho aumentante P, fazendo com que as capacidades residuais dos

/ / H
arcos €] a ey sejam (a,42,0, Gpio, Apit).

O passo 0 introduz apenas uma aumentagdo de fluxo de valor ag, pelo caminho
destacado. Cada passo n, paran > 1, é constituido de duas aumentacdes, uma de valor a,, ;1
e outra de valor a, 5. Dessa forma, pela Equagdo (B.1), cada um desses passos aumenta o
fluxo em a,, unidades. Além disso, cada passo n finaliza com capacidades residuais apropriadas
para iniciar o passo n + 1. Assim, apesar do valor do fluxo maximo na rede em quest3o ser

45, o valor total do fluxo obtido ira convergir para:
ap+ (ag +a3) + (ag+ay)+---=ap+a;+ay+---=1/(1—0)=5.

Usando uma ideia semelhante a de Ford e Fulkerson (1956), Zwick (1995) apresen-
tou as menores redes para as quais o Método de Ford-Fulkerson também falha. Uma delas é a
rede NV ilustrada na Figura B.3. Ela possui trés arcos especiais, e;, €5 e e3, cujas capacidades
sdo, respectivamente, a1 = 0, ay = 0 e agp = 1. Todos os demais arcos possuem capacidade
M > 4. O fluxo maximo nessa rede é claramente 2M +1, que pode ser arbitrariamente grande.
Os arcos destacados representam o primeiro caminho aumentante que deve ser utilizado para

enviar o fluxo.

Figura B.3 — Uma das menores redes em que o Método de Ford-Fulkerson pode falhar.

v1

es V1 U1
P1 P2 T
V2 @ V2
V2 s [ N7 s t
% v .\ v3
s e3 t vy V4 @

V4

M
Fonte: Adaptada de Zwick (1995, p. 167)

Segundo o autor, uma propriedade importante da rede N; é a possibilidade de
identificar em determinadas configuracdes da sua rede residual, os caminhos aumentantes P,

P, e P3, como sera descrito logo mais. P, possui um arco de retorno, vyovs. P, possui um
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arco de retorno, vy, que serd usado para transferir fluxo de ey para e3. P3 possui um arco
de retorno, v4vs3, que sera usado para transferir fluxo de e; para es.

Apods passar o fluxo utilizando o caminho P = swsust, 0 arco e fica saturado e
as capacidades residuais de e;, e e e3 passam a ser (aj,as,0). Aqui, e; a ez representam
os arcos no sentido contrario, dependendo do caminho que sera feito por eles. Suponha que,
para algum n > 1, as capacidades residuais desses arcos especiais sejam (a,, a,.1,0), e que
a capacidade residual de todos os demais arcos seja pelo menos 1. Note que isso é valido,
considerando n = 1 depois de enviar fluxo por P. Claramente, o gargalo em qualquer caminho
aumentante da rede que inclui pelo menos um arco especial na sua direc3o original € um desses
arcos especiais incluidos. Agora tomemos, nesta ordem, os caminhos aumentantes Py, P, P;

e P;. As capacidades residuais de e1, €5 € e3 sdo:
Py Py Py Py
<an; An+1, 0> ? <an+27 07 an+1> ? <an+27 an+17 0> ? <07 An+3, an+2> ? <an+27 An+3, 0>

Para verificar isso, note que o arco critico de P, é ey, também com capacidade
residual a, 1. O arco critico de P, é e3, com capacidade residual a, 1. O arco critico de
P, passa a ser e;, com capacidade residual a, 5. Por fim, o arco critico de P3 é e3, que
também possui capacidade residual a,, 5. O fluxo na rede é entdo aumentado, como resultado
dessas quatro aumentac¢des, por 2(a,+1 + ani2) = 2a,. Isso gera uma sequéncia infinita de
aumentacdes cujo valor ndo converge para o maximo, que é 2M + 1, mas para um valor

constante que é dado pela expressdo a seguir:

0 2
1+2) an:1+2.(02+a3+~~):1+2~<1” ):3. (B.2)
— 0
n=2

O valor do fluxo, em qualquer instante, € no maximo 3. Assim, como M > 4, a
capacidade residual de cada arco n3o especial da rede é pelo menos 1, completando a condic3o
para que a sequéncia de aumentacdes apresentada possa ser sempre aplicada.

Uma vez que a computacdo numérica é sempre realizada em niameros com preciso

finita; do ponto de vista pratico, nimeros irracionais ndo sdo um problema.

Outros algoritmos baseados em caminhos aumentantes

Como foi visto, o Método de Ford-Fulkerson pode realizar um namero grande de
aumentacdes, mesmo para redes com capacidades inteiras. Para contornar esse problema,
diversos algoritmos, também baseados em caminhos aumentantes, foram propostos. Nesse
tipo de algoritmo, ressalta-se que a regra de conservacio do fluxo é respeitada.

Uma rede em camadas € uma rede N' = (D,l = 0,u), com D = (V, A), um

vértice fonte s e um sumidouro ¢, e com as seguintes propriedades:

(a) Ha uma particdo V = VU V3 U--- UV, UV, de modo que Vy = {s}, Viy1 = {t}
(cada V;, com 0 < i < k, corresponde a uma camada) e
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(b) todo arco de A tem cauda em V; e cabega em V., para algum ¢ =0,1,... k.

Nesse tipo de rede, cada camada i é constituida dos vértices que estdo a uma
distancia i da fonte s. Um exemplo de rede em camadas estd representado na Figura B.4.
Nesta, observe que o conjunto de vértices foi particionado em 5 subconjuntos, V; a V. Os

valores préximos aos arcos representam suas capacidades.

Figura B.4 — Exemplo de rede em camadas.

|
1
1
1
1
t
|
|
|

x3 4 Y3 6 z3

Fonte: Adaptada de Bang-Jensen e Gutin (2008, p. 147)

Dinic (1970) propds um algoritmo que usa caminhos aumentantes mais curtos
(aqueles que possuem o menor nimero de arcos). Ele observou que, a cada iteragdo, pode
haver mais de um desses caminhos. Assim, o objetivo uni-los para enviar o fluxo. O algoritmo
trabalha com rede em camadas. No inicio de cada uma de suas fases, o algoritmo constroi
uma rede residual V,, em relacio ao fluxo = corrente, e executa uma busca em largura nesta,
a partir de s. Se t ndo for alcangado, entdo o fluxo x € maximo e o processo termina. Caso
contrario, constréi-se uma rede em camadas L,. Quando t é alcancado a uma distancia k de
s, ele & colocado na camada k e os vértices n3o alcancados a partir de s sdo descartados. S3o
mantidos em L, apenas os arcos que vdo de uma camada para a proxima. O seu tempo de
execucdo & O(n*m).

Em Edmonds e Karp (1972), os autores mostraram trés variagdes para o Método de
Ford-Fulkerson. Na primeira delas, assim como no Algoritmo de Dinic, o caminho aumentante
escolhido a cada iteracdo & o mais curto. Isso é obtido usando-se uma busca em largura
(BFS). O algoritmo realiza O(mn) aumentagdes e, uma vez que cada caminho aumentante é
encontrado em tempo O(m), o fluxo maximo é obtido em tempo O(m?n).

A segunda abordagem adotada por Edmonds e Karp (1972) busca reduzir o namero
de aumentacdes, selecionando, a cada iteracdo, um caminho aumentante com capacidade re-
sidual maxima. Eles mostraram que, quando as capacidades e o fluxo inicial s3o inteiros, o
nimero maximo de aumentacdes é limitado por O(n?log(nu)), onde 1 é a média das capa-
cidades dos arcos. Queyranne (1980) mostrou que esse algoritmo pode rodar indefinidamente

e, além disso, que n3o existe para ele um limite inferior independente dos valores de capaci-
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dade. Ele também apresentou uma classe de redes com capacidades inteiras para as quais o
algoritmo requer 2(mlog(mu)) aumentagdes.

O Algoritmo 3, que esta em Williamson (2019), é uma pequena modificagdo do
Algoritmo 2. Segundo o autor, se as capacidades forem inteiras, ele encontra um fluxo maximo
em O(mlog(mU)) iteragdes, onde U & a maior capacidade da rede (esse parametro sera
utilizado em outras analises mais a frente). Observe que, se m = O(U), esse nimero de

iteragdes € O(mlogU).

Algoritmo 3: MaxCapacity(N, s,t)

1 inicio

2 z 0

3 Inicializar N'(x) ; // Definir fluxo ( para todo arco da rede

4 enquanto Existir um caminho aumentante faca

5 Identicar um caminho aumentante P de capacidade residual méxima;
6 Aumentar 0(P) unidades de fluxo ao longo de P;

7 x4+ x+0(P);

8 fim

9 retorna z;

10 fim

Trata-se também de um algoritmo genérico, por n3o especificar como o caminho
aumentante de capacidade residual maxima é identificado. Para isso, o autor sugere ordenar os
arcos pela capacidade residual, em ordem decrescente. Isso é feito em tempo O(mlogm). Em
seguida, seleciona-se um arco de cada vez (na ordem estabelecida) até que exista um caminho
de s a t. Este € um caminho de capacidade residual maxima, cujo tempo para encontra-lo
é O(m?). De acordo com Kaibel e Peinhardt (2006), é possivel encontrar esse caminho em
tempo O(m + nlogn), modificando-se o Algoritmo de Dijkstra.

Outra abordagem proposta por Edmonds e Karp (1972) é utilizar caminhos au-
mentantes com capacidade residual grande, ndo necessariamente a maior. Trata-se de um
algoritmo de escalonamento de capacidades (Capacity Scaling Algorithm). O processo esta
descrito no Algoritmo 4, que estd em Ahuja, Magnanti e Orlin (1993, p. 211).

O Algoritmo utiliza um parametro A, e N (z,A) é a rede A-residual em relacio
a um fluxo z, cuja capacidade residual dos arcos é pelo menos A. Assim, N'(z,1) = N (x), e
N (x,A) & um subdigrafo de AV (x). Isso esta ilustrado na Figura B.5.

Os autores se referem a uma fase durante a qual A permanece constante como
uma A-fase. Em cada fase, uma aumentacdo carrega pelo menos A unidades de fluxo. Inicia-
se com A = 2182V ¢ esse valor é reduzido 4 metade, ao final de cada A-fase, até A = 1.
Logo, ele realiza O(log U) fases.

Sejam z* um fluxo maximo, 2’ o fluxo obtido ao final de uma A-fase e S o conjunto
de vértices alcancaveis a partir de s em N (z’, A). Como ndo ha mais caminhos aumentantes
em N(2, A), essa rede possui um (s, t)-corte minimo (S, S). Observe que u(S,S) < mA.
Consequentemente, |z*| — |2'| < mA. Apés cada fase, a capacidade residual de cada arco é

pelo menos A /2. Assim, podem ser realizadas no maximo 2m aumenta¢des. Na altima fase,
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Algoritmo 4: CapacityScaling(V, s, t)

1 inicio

2 z <+ 0;

3 Inicializar N'(x) ; // Definir fluxo ( para todo arco da rede
4 A ¢ 2llos2UJ.

5 enquanto (A > 1) faca

6 Atualizar N (z, A);

7 enquanto Existir um caminho aumentante em N (x,A) faca

8 Identificar um caminho aumentante P;

9 Aumentar 6(P) unidades de fluxo ao longo de P;

10 x x4+ 0(P);
11 fim

12 A+ AJ2;

13 fim

14 retorna z;

15 fim

Figura B.5 — Rede A-Residual.

a 11 b
10 13
s 8 9 t
12 8
10
¢ d
N(z,8)

Fonte: Elaborada pelo autor.

N(x,A) = N(z), e o processo termina com um fluxo maximo. O namero de aumentagdes
necessarias para isso € O(mlogU). Como cada caminho aumentante é encontrado em tempo

O(m), o tempo do algoritmo & O(m?logU).

Algoritmos baseados em pré-fluxo

Como a atualizacdo do fluxo é feita arco a arco; nos algoritmos baseados em
caminhos aumentantes, o tempo de atualizacio do fluxo é proporcional ao tamanho do caminho
identificado a cada iteracdo. No exemplo da Figura B.6, devem ser identificados 5 caminhos,
cada um destes com tamanho &+ 2, demandando portanto 5k + 10 atualizacdes. Esse nimero
de atualizacdes seria reduzido se fosse possivel enviar de uma s6 vez 5 unidades de fluxo no
caminho de s a xj, e em seguida enviar 1 unidade de fluxo em cada um dos 5 caminhos de
xp a t, reduzindo o nimero de atualiza¢bes para k + 10.

Na segunda abordagem, utiliza-se a noc3o de pré-fluxo. Segundo Ahuja, Magnanti
e Orlin (1993), trata-se de algoritmos mais gerais, poderosos e flexiveis que os de caminho

aumentante. S3o flexiveis, pois ndo garantem a conservacdo de fluxo em estagios interme-
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diarios. lIsso se da pelo fato desse tipo de algoritmo permitir que o fluxo de entrada exceda
o de saida nos vértices intermediarios. Ao final, o excesso de fluxo &€ enviado em direcdo ao

sumidouro; e, quando isso n3o for possivel, em direcdo a fonte.

Figura B.6 — Rede ruim para algoritmos baseados em caminhos aumentantes.

5@ @ @

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considerando o exemplo da Figura B.6, o algoritmo envia M unidades de fluxo de
s a x1, deixando este com um excesso de igual a M. Sucessivamente, o excesso de fluxo é
empurrado em direcdo a x,. A medida que o fluxo passa nos arcos z;x; 1, para 1 < i < k,
observe que x; fica balanceado e x;,; fica com um excesso de fluxo igual a M. Quando o
fluxo chega a x, este pode enviar apenas 5 unidades em direc3o a ¢, e fica com excesso igual
a M — 5. Como n3o é possivel enviar mais fluxo a ¢, o excesso de x;, é enviado de volta a s,
pelos arcos w1 a x18.

Formalmente, um pré-fluxo x em uma dada rede N/ é um fluxo que respeita as
restricbes de capacidade dos arcos, mas permite que o balango em vértices intermediarios seja
negativo, ou seja, estes podem reter fluxo. Nesse contexto, define-se o excesso de fluxo em
um vértice v em relagdo a & como e, (v) = —b,(v). Um vértice v é dito ativo em relagdo a
um pré-fluxo z, se e, (v) > 0.

Ao contrario dos algoritmos baseados em caminho aumentante, que sempre man-
tém a viabilidade da solucio, os algoritmos baseados em pré-fluxo buscam alcancar a viabilidade
da solucdo 6tima. Nesses, a presenca de um vértice ativo indica que a soluc3o é inviavel. Por
isso, a operacdo basica deles é selecionar um vértice desse tipo e tentar remover o seu excesso
de fluxo, empurrando-o para os seus vizinhos.

O primeiro algoritmo desse grupo foi proposto por Karzanov (1974), utilizando
redes em camadas. Ele envia o maximo de fluxo possivel da fonte s aos seus adjacentes, que
estdo na camada 1. O algoritmo trabalha basicamente com duas fases - fase de avanco e fase
de balanco. Na primeira, cada vértice intermediario considera apenas os arcos que partem dele
para a préxima camada, e satura-os (com exce¢do, possivelmente, do dltimo arco examinado),
propagando o pré-fluxo em direcdo ao sumidouro ¢. Na segunda, ele considera a camada mais
alta contendo vértices ativos e, para cada um destes, o fluxo é reduzido até que o seu excesso
seja igual a 0. O algoritmo itera as fases de avang¢o e de balanco até balancear todos os

vértices intermediarios, e isso & feito em tempo O(n?).
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Segundo Ahuja, Magnanti e Orlin (1993), em alguns casos, para determinagdo
do fluxo maximo, é conveniente utilizar rétulos de distancia nos vértices na rede residual. A
distancia pode ser vista como uma fun¢do d : V' — N. Diz-se que uma funcio de distancia é

valida com respeito a um fluxo x se ela satisfaz as condices:

d(t) = 0;

a(0) (B.3)

IN

(4) + 1, para todo arco ij em N,

Se os rétulos de distancia sdo validos, d(v) é um limite inferior para o tamanho do
caminho direcionado mais curto de v a ¢ na rede residual. Esses sdo ditos rétulos de distancia
exatos se, para cada vértice v da rede, d(v) corresponde ao tamanho do menor caminho
direcionado de v a t na rede residual. E possivel determina-los, para todos os vértices, em
tempo O(m), realizando uma busca em largura (BFS) a partir do vértice ¢.

Diz-se que ij é um arco admissivel se d(i) = d(j) + 1. Caso contrario, ele é dito
inadmissivel. Um caminho admissivel & composto somente de arcos admissiveis. Um caminho
desse tipo é um caminho aumentante mais curto.

A Figura B.7 traz exemplos de redes com rétulos de distdncia validos. Nesta,
os valores préximos aos arcos representam a capacidade residual destes, e os valores entre
parénteses representam os rétulos de distancia dos vértices. Os rétulos em (a) sdo validos, e

em (b) s3o exatos. Nesta tltima, sabt é um exemplo de caminho admissivel.

Figura B.7 — Rétulos de distancia validos e exatos.

b (0)
(a) (b)
Fonte: Adaptada de Ahuja, Magnanti e Orlin (1993, p. 210)

Goldberg e Tarjan (1988) propuseram uma classe de algoritmos chamada de push-
relabel, usando o conceito de rétulos de distancia. Na operacdo push, sdo examinados vértices
intermediarios ativos e o excesso de fluxo é empurrado (operacdo push) deles para os seus
vizinhos, através de arcos admissiveis. Se um vértice ativo ndo possuir arcos desse tipo, entdo
o seu rétulo de distancia é incrementado (operagdo relabel), no sentido de gerar novos arcos
admissiveis para ele. O processo termina quando ndo ha mais vértices ativos. Os passos gerais

estdo no Algoritmo 5.
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Algoritmo 5: PushRelabel(N, s, )

1 inicio
2 x <+ 0;
3 Tuy < 0, para todo uv € A;
4 Tgy ¢ Ugy, para todo su € A;
5 Calcular os rétulos de distincia exata d(v), para todov € V;
6 d(s) < n;
7 enquanto A rede possuir um vértice ativo faca
8 Selecionar um vértice ativo u;
9 se Existir um arco admissivel uv entao
10 0 + min{e(u), ryy};
11 Enviar 6 unidades de fluxo de u para v; // Push
12 senao
13 | d(u) < min{d(v) +1:uv € A ery, > 0}; // Relabel
14 fim
15 fim
16 retorna z;
17 fim

A intuic3o por traz dos algoritmos push-relabel é que, por exemplo, em uma rede
de fluidos, os vértices podem ser vistos como reservatérios e os arcos como tubulacBes que os
conectam e permitem o escoamento de fluido entre estes. Para que isso aconteca, é necessario
que o reservatério origem esteja em um ponto mais elevado que o destino. Ocasionalmente,
o fluxo pode ficar preso localmente em algum reservatério que ndo estd conectado a outros
reservatdrios abaixo dele. Nesse momento, o reservatério é elevado, e novamente o fluido
pode escoar em direcdo ao sumidouro.

Na fase de pré-processamento, o fluxo inicial é definido como 0 para todos os arcos
da rede, s3o calculados os rétulos de distancia, e é enviado o maximo possivel de fluxo da fonte
s aos seus adjacentes, e o rétulo de distancia de s é inicializado com n. Enquanto houver um
vértice ativo, o algoritmo seleciona um desses vértices e verifica se ha algum arco admissivel
partindo dele, de modo que a operacdo push possa ser realizada. A acdo de empurrar §
unidades de fluxo ao longo de um arco uv reduz a capacidade residual deste e o excesso em u
em 0 unidades, e aumenta a capacidade residual no arco vu e o excesso em v na mesma medida.
Diz-se gue um envio de fluxo em um arco ww é saturante, se § = Two, € N30 saturante, caso
contrario. A operacdo de relabel busca criar pelo menos um arco admissivel, para viabilizar
novos envios. Caso ndo seja possivel enviar mais fluxo ao sumidouro, as operacées de relabel
fardo o excesso de fluxo retornar a fonte.

O tempo de execucdo do Algoritmo 5 é limitado pelo niamero de envios de fluxo
ndo saturantes, que, segundo Ahuja, Magnanti e Orlin (1993), é no maximo O(n”m). Esse
limite &€ comparavel ao do Algoritmo de Dinic. No entanto, os autores enfatizam que os
algoritmos baseados em pré-fluxo possuem caracteristicas como a flexibilidade e o potencial
para melhorias. Estas se d3o, por exemplo, ao se definir regras para a selecdo dos vértices

ativos. Trés abordagens, nesse sentido, estdo descritas a seguir:
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a) Goldberg e Tarjan (1988) propuseram uma abordagem que utiliza uma fila para
armazenar o conjunto de vértices ativos. O vértice inicial é selecionado para
realizar as operacées de envio de fluxo, e todos os novos vértices ativos sdo

enfileirados. O tempo de execugdo desse algoritmo & O(n?).

b) Cheriyan e Mehlhorn (1999) propuseram um algoritmo que seleciona o vértice

ativo que possui o rétulo de distdncia de maior valor. O tempo de execucio
desse algoritmo & O(n*/m).

c) Ahuja, Magnanti e Orlin (1993) propuseram uma abordagem usando o conceito
de escalonamento de excessos. Nesta, o fluxo é enviado de um vértice com
excesso suficientemente grande para um com excesso suficientemente pequeno.

O tempo de execucdo desse algoritmo & O(mn + n?logU).

Cerulli, Gentili e lossa (2008) traz a analise de uma potencial desvantagem dos
algoritmos de pré-fluxo - o efeito ping pong. lsso ocorre quando unidades de fluxo sdo trocadas
iterativamente entre dois vértices u e v ao longo de uma sequéncia de operacdes push-relabel.
Para contornar o problema, os autores propuseram um algoritmo que combina as abordagens
de pré-fluxo e de caminho aumentante, para garantir que, iniciando em um vértice u, em vez de
enviar fluxo usando um arco uv com d(u) = d(v)+1, usa-se um arco uw com d(u) > d(w)+k,

para um dado inteiro k constante.

Algoritmos mais rapidos

Como visto na Se¢do 2.3.1 (Teorema 2.1 - Decomposi¢do de Fluxos), um fluxo =
em uma rede A pode ser decomposto em até n + m caminhos e ciclos e em tempo O(mn).
Uma pergunta que durante muito tempo ficou em aberto buscava saber se seria possivel
encontrar um fluxo maximo em uma rede nesse mesmo tempo. Essa pergunta foi respondida
de forma positiva por Orlin (2013). O melhor algoritmo até entdo, para o problema do
fluxo maximo era o proposto por King, Rao e Tarjan (1992), com tempo de execugdo em
O(mnlog,, /105, 1). Orlin mostrou que o problema pode ser resolvido em tempo O(mn +
m3/%og? n). Quando m = O(n%/19)7¢) esse tempo de execucdo & O(mn). Segundo o
autor, pelo fato do algoritmo proposto por King, Rao e Tarjan (1992) resolver o problema do
fluxo maximo em tempo O(mn) para m > n'**, as melhorias aplicadas por ele estabelecem
que o problema pode ser resolvido em tempo O(mn) para todo m e n. O autor mostrou ainda

que, se m = O(n), o seu algoritmo resolve o problema em tempo O(n?/logn).
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