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Resumo

Nesta tese, aborda-se o problema de classificacao de dagestga contaminados com pa-
drbes atipicos. Tais padrbes, genericamente chamadasles sdo onipresentes em conjunto
de dados multivariados reais, porém sua deteag&wri (i.e antes de treinar um classificador)
é uma tarefa de dificil realizagdo. Como consequéncia, boedagem reativa, em que se
desconfia da presenca detlierssomente apés um classificador previamente treinado apresen
tar baixo desempenho, é a mais comum. Véarias estratégiapendtao ser levadas a cabo
a fim de melhorar o desempenho do classificador, dentre etlathesum classificador mais
poderoso computacionalmente ou promover uma limpeza dissdaliminando aqueles pa-
drbes dificeis de categorizar corretamente. Qualquer gjaeasestratégia adotada, a presenca
deoutlierssempre ira requerer maior atencéo e cuidado durante o @ugetim classificador
de padrbes. Tendo estas dificuldades em mente, nesta tesevistados conceitos e técni-
cas provenientes da teoria de regressao robusta, em fardqueles relacionados a estimacao
M, adaptando-os ao projeto de classificadores de padroezespe lidar automaticamente
comoutliers Esta adaptacao leva a proposicao de versdes robustassddatsificadores de
padrbes amplamente utilizados na literatura, a saber,ssifitmdor linear dos minimos qua-
drados least squares classifiet SC) e a maquina de aprendizado extremxtréme learning
machine ELM). Através de uma ampla gama de experimentos computaisiousando dados
sintéticos e reais, mostra-se que as versdes robustasdssgichdores supracitados apresentam
desempenho consistentemente superior aos das versdgaaisrig

Palavras-chave Classificacédo de padréesjtliers minimos quadrados ordinario, regressao
robusta, estimacabt, maquina de aprendizado extremo.



Abstract

This thesis addresses the problem of data classificatiom wWieyy are contaminated with
atypical patterns. These patterns, generally callgtiers, are omnipresent in real-world multi-
variate data sets, but theirpriori detection (i.e. before training the classifier) is a difficakk
to perform. As a result, the most common approach is theiveaghe, in which one suspects
of the presence of outliers in the data only after a previptrsined classifier has achieved a
low performance. Several strategies can then be carrietbanmprove the performance of the
classifier, such as to choose a more computationally poha&ssifier and/or to remove the de-
tectedoutliersfrom data, eliminating those patterns which are difficult&degorize properly.
Whatever the strategy adopted, the presence of outliekalwidys require more attention and
care during the design of a pattern classifier. Bearing t#Beulties in mind, this thesis revi-
sits concepts and techniques from the theory of robust segme, in particular those related to
M-estimation, adapting them to the design of pattern classiWwhich are able to automatically
handle outliers. This adaptation leads to the proposallmisbversions of two pattern classi-
fiers widely used in the literature, namely, least squarassdier (LSC) and extreme learning
machine (ELM). Through a comprehensive set of computer raxjgats using synthetic and
real-world data, it is shown that the proposed robust diassiconsistently outperform their
original versions.

Key words: Pattern classifiers, outliers, ordinary least squardsistregressiorn-estimation,
extreme learning machine.
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1 Introducao

A teoria da estimacaeé uma ramo da Estatistica e do Processamento de Sinais auaemid

o problema de determinar valores de parametros a partirdesdampiricos que possuem uma
componente estocastica (SCHONHOFF; GIORDANO, 2006). ®asénte, os parametros a
serem determinados ocorrem em dois tipos de situacdesaf@netros de uma funcéo densi-
dade de probabilidade ou funcéo linear ou ndo-linear geaéeig. polinbmio, hiperplano, etc.)
gue modela os dados a fim de agrupa-los ou categoriza-lo®) codficientes de uma funcao
genérica, linear ou nao-linear, que € ajustada aos dadadqmar previsées numéricas sobre
uma variavel especifica, chamada variavel resposta. A parsiguacao trata de problemas de
classificacdo de padrdes, enquanto a segunda trata demeotideregressao.

Independentemente do tipo de problema a ser tratado,fctag8o ou regresséo, os verda-
deiros valores dos parametros do modelo probabilisticcadun;do matematica geradora dos
dados observados sdo desconhecidos. edtimadoré um método, técnica ou procedimento
cujo o objetivo é prover valores aproximados para os parasasando os dados observados.

A meta geral da teoria da estimacgao para um dado problemestgnmrtanto, em desen-
volver um estimador adequado ao modelo escolhido, qued®jareferéncia, facil de imple-
mentar em software e/ou hardware.

E também desejavel que um estimador, ao tomar os dados reediom entrada, produza
uma estimativa dos parametros com a acuracia desejadajapos@arametros estimados de-
vem estar 0 mais proximo possivel dos parametros verdad&ro outras palavras, o estimador
deve exibimtimalidade que refere-se a capacidade do estimador em prover os reelalores
possiveis segundo um certo critério de avaliacao.

Tais critérios usualmente envolvem alguma medida de erre@ envalor observado e o
valor predito de uma variavel de interesse (por exemplo riawel resposta de um problema
de regressao). Por exemplo, o famoso estimador dos mininazkapos ordinarios (MQO),
proposto inicialmente por Legendre (1805) e posteriorsyemtas de maneira independente,
por Gauss (1809), é 6timo pois prové estimativas que mimimia soma dos quadrados dos
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erros entre as saidas observadas e as saidas preditas ptadarfancédo de regresséo.

Contudo, estimadores 6timos e, por extenséo, estimatiaa®para os parametros, nem
sempre sdo possiveis de obter. Isto ocorre, por exempladques condicbes que garantem
a otimalidade do estimador ndo sdo satisfeitas. Neste oasstimador deixa de ser 6timo.
No caso de estimadores baseados no critério MQO, supfessesqerros estdo normalmente
distribuidos, s&o néo-correlacionados e possuem medigenariancia constante.

Em muitas aplicagfes praticas, contudo, as condi¢cdes nhalatade do estimador MQO
nao sao observadas, principalmente a de que os erros estédbudilos segundo uma distri-
buicdo normal. Outra situagdo na qual a otimalidade do asdmMQO n&o esta garantida é
guando amostras discrepantest{iers) estao presentes nos dados.

Segundo Barnett & Lewis (1994), uoutlier € uma observa¢édo (ou um conjunto de ob-
servac0es) que aparenta ser inconsistente com o restaotajgoto de dados. Estes autores
enfatizam que a frase “aparenta ser inconsistente” € ¢np@fa o processo de caracterizacéo
de amostras discrepantes, uma vez que remete a idéia de quaetbrmatematico ou proba-
bilistico subjacente aos dados seria diferente caso as@sttas discrepantes ndo estivessem
presentes.

Modelos diferentes geralmente implicam em valores diteepara os parametros a serem
estimados, pois os valores dos erros tendem a ser bem mpayeeamostras discrepantes do
gue para amostras “normais”. Isto posto, uma questao imnperemerge aqui. Como proceder
se ha uma suspeita da presencauliersnos dados?

Se for possivel visualizar os dados, o que normalmente@qaando o modelo é unidimen-
sional (seja na entrada, seja na saida), pode-se fazer gpeg#o visual e buscar diretamente
pelas observacdes que produzem os maiores erros, eliroizandm seguida Este proce-
dimento de limpeza dos dadasposteriorifoi em si discutido pelo préprio Legendre (1805)
quando da proposicao do critério MQO:

If among these errors are some which appear too large to beissilote, then
those observations which produced these errors will becteps as coming from
too faulty experiments, and the unknowns will be determiryagieans of the other
observations, which will then give much smaller errors.

Outra opcao é utilizar estimadores que tenham capaciddiadde forma automatica com
outliers, diminuindo sua influéncia no resultado final da estimacapat@metros do modelo.

lpara sistemas com multiplas saidas pode-se tentar fazeénspegdo de cada saida individualmente.
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Esta classe de estimadores sdo chamadasstimadores robustos compéem uma area da
Estatistica conhecida conistatistica RobusttRONCHETTI, 2006; MARONNA et al., 2006)
ou Regressao Robus(ROUSSEEUW; LEROY, 1987), no contexto de problemas de ssgie

Contudo, ndo hé concordancia geral sobre qual procediraéntar quando se suspeita que
outliersestao presentes nos dados, pois alguns autores argumarggoodg haver informacéo
importante nosutliers descartada a opcéo de que eles tenham sido gerados p@resssiros
de medicdo. Pode-se também optar por uma abordagem hibrjgiamcaso, em que mesmo
usando estimadores robustos, resultam erros que se deslasademais, justificando ai uma
limpeza dos dados.

Qualquer que seja a opgéao escolhida para lidar oatfiers, estes séo onipresentes em
dados estatisticos, conforme observa Barnett & Lewis (L9Rdside ai, portanto, o interesse
desta tese na analise de dados contendeers. Em particular, nesta tese aborda-se o problema
de classificagéo de padrdes couatliers Neste sentido, sdo apresentadas a seguir as motivagoes
por tras das propostas a serem apresentadas nesta tese.

1.0.1 Motivacéo

A pesquisa em Estatistica tem um longo historico de congites relevantes no contexto de
analise de regresséao na presencautkersnos dados (ANDREWS, 1974; HILL; HOLLAND,
1977; BRANHAM, 1982; STEVENS, 1984; BAI; WU, 1997; CHATTERHE; MACHLER,
1997). Uma destas contribuicdes é conhecida cBstonacao-MBAI; WU, 1997), cujo prin-
cipal objetivo € desenvolver estimadores de parametroa@osejam tao sensiveis a presenca
deoutlierscomo o é o estimador MQO. Na verdade, o estimador MQO é um eatouar de
estimadomM, conforme sera discutido mais adiante nesta tese.

Ao contrario do que ocorre com a area de regressao robustguerha diversas contri-
buicbes ao problema de regressdo na presencgattiers o0 mesmo néo se verifica nas areas
de Aprendizado de Maquinas e Reconhecimento de PadrOesy&rdie seja um topico que
eventualmente é abordado na literatura especializadd BRTGALLEGOS, 1997; STANIMI-
ROVA; WALCZAK, 2008; KIM; GHAHRAMANI, 2008; NETO; BARRETO,2009; GLAVIN;
MADDEN, 2010; SMITH; MARTINEZ, 2011; FAWZYA et al., 2013).

Assim como em problemas de regresséo, a abordagem mais cemudhassificacdo de
Padrbes envolve justamente realizar uma lim@epasterioridos dados a fim de eliminaut-
liers. Mais especificamente, treina-se primeiro um ou mais d¢leadbres sobre um conjunto
de dados e, baseando-se nos desempenhos dos classifiteelnegos, tenta-se entender por
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que os resultados foram aquém do esperado. Uma hipoteseeataela é a de que a causa dos
maus resultados € a presencadtiers Tal hipétese pode ser comprovada se os desempenhos
dos classificadores melhorar caso os supasitgerssejam removidos do conjunto original.

Contudo, apesar dos trabalhos supracitados envolversiifidacdo supervisionada na pre-
senca deutlierse da importancia do tema para as areas de Aprendizado demadqRecon-
hecimento de Padrdes, ndo existe até o presente momentcainoago geral para o projeto de
classificadores robustos, tal como a estimad¢ao€ para a teoria de regressao robusta.

Esta observacéo, confirmada através da realizacao de &xexsao bibliografica, serviu
de motivacao principal para o desenvolvimento das idéiasearsdiscutidas nesta tese. Diante
deste fato, o objetivo geral da tese, bem como seus objatiassespecificos, sdo apresentados

a seqguir.

1.1 Objetivos Geral e Especificos

O problema pricipal tratado nesta tese é o problema de fitagsio de padrées na presenca
de outliers Como conseqiiéncia, 0 objetivo maior a ser perseguido \eneoproposicéo de
uma nova abordagem ao problema de classificacdo de padb@@dagem esta baseada em
conceitos oriundos da teoria de regressao robusta, emyartino arcabouco da estimadslo-

Em outras palavras, deseja-se utilizar técnicas da arezgdessao robusta em outra area,
classificacdo de padrdes, a fim de projetar classificadorgadi®es robustos autliers A
principal hipétese de trabalho é a de que o0 uso de estimallbiesim arcabouco adequado
para o projeto de tais classificadores robustos.

Com o intuito de testar esta hipétese, serdo propostasséeenmobustas de classifica-
dores de padrdes lineares e ndo-lineares. Em particutdg sdilizados classificadores que
originalmente adotam o critério MQO para estimacdo de petr@s, tais como o classifica-
dor LS (east-squares(DUDA et al., 2006; WEBB, 2002) e a rede ELNEXtreme Learning
Maching (HUANG et al., 2006).

Em face do objetivo geral e da hip6tese de trabalho supdasifavarios objetivos especi-
ficos serdo trabalhados ao longo do desenvolvimento dadestl modo a permitir que o
objetivo geral seja alcancado. Tais objetivos especifi@odistados a seguir.

1. Desenvolver e avaliar uma extensao robusta do classfitalusando estimadorés-

2. Desenvolver e avaliar uma extensao robusta do classifieddvl usando estimadored-
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3. Desenvolver e avaliar uma extenséao robusta do classifi€doM treinado com o algo-
ritmo BIP (batch intrinsic plasticity (NEUMANN; STEIL, 2013) usando estimadoris-

4. Otimizar os parametros da versao robusta do classifi¢alddrusando otimizacao por
enxame de particulapdrticle swarm optimizatioKENNEDY; EBERHART, 1995).

1.2 Producéo Cientifica

A seguir é fornecida uma lista com os trabalhos publicadodexnrréncia do desenvolvi-
mento das propostas a serem apresentadas nesta tese.

e BARROS, A. L. B. P. & BARRETO, G. A. - Extreme Learning Machine Robusta para
Reconhecimento de Faces. In: Brazilian Conference orlijgat Systems, Curitiba-PR,
Proceedings of the 1st Brazilian Conference on IntelligirgteméBRACIS/ENIA2012),

p. 1-13, 2012.

e BARROS, A. L. B. P.& BARRETO, G. A. - Improving the Classification Performance
of Optimal Linear Associative Memory in the Presence of @l Proceedings of the In-
ternational Work Conference on Atrtificial Neural Networksl3 (IWANN'2013), Puerto
de la Cruz, Tenerife, Espanha, LNCS 7902, pp. 622-632, 2013.

e BARROS, A. L. B. P. & BARRETO, G. A. - Building a Robust Extreme Learning
Machine for Classification in the Presence of Outlid?spceedings of the Internatio-
nal Conference on Hybrid Artificial Intelligence System&2MHAIS2013), Salamanca,
Espanha.

e BARROS, A. L. B. P.& BARRETO, G. A. - Maquina de Aprendizado Extremo Robusta
para Classificacdo com Oultliers. In: Brazilian Congress omg@utational Intelligence,
aceito para publicacéo nésais do 11. Congresso Brasileiro de Inteligéncia Computa-
cional (CBIC’2013), Porto de Galinhas, Pernambuco, Brasil.

e BARROS, A. L. B. P. & BARRETO, G. A. - A Robust Extreme Learning Machine for
Face Recognition. Artigo selecionado entre os melhoreveote BRACIS/ENIA2012
para submissdo de versao estendida para o perifatiemational Journal of Natural
Computing ReseardhJNCR).

e BARROS, A. L. B. P.& BARRETO, G. A. - On the Design of Robust Linear and Non-
linear Classifiers Based dvi-Estimation. Artigo submetido ao periéditaternational
Journal of Pattern Recognition and Artificial Intelligeni@PRAI).
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1.3 Estrutura da Tese

1.3.1 Metodologia de Organizagao

Essa tese é subdividida em capitulos, os quais sédo orgarmidadforma a serem 0 mais
auto-contidos possivel em termos de contetdo. Esta oagitizpermite discutir mais espe-
cificamente a fundamentacéo teorica sobre anéalise de ségrdigear, tanto padrao quanto
robusta, além de discutir as propostas de classificadobestas lineares, baseados no clas-
sificador OLAM, e n&o-lineares, baseados no classificadiM Elextensdes. Ao final de cada
capitulo, é apresentado um breve resumo relacionado aatasgiordado.

A forma como a tese esta organizada permite que o leitoesgado em uma determinada
estratégia se restrinja a um determinado capitulo de s#ereOs detalhes contidos em cada
capitulo sdo descritos de forma resumida na subsecao a. segui

1.3.2 Organizacéo Geral do Restante do Projeto

O restante deste trabalho estad organizado em sete capitidodescrevem os diversos
conceitos relacionados a analise de regressao robusta. ré@ tomentario sobre cada um
deles é feito a seguir.

No Capitulo 2 sdo apresentados os fundamentos do problemnegmrsséao linear, simples
e multipla. Neste capitulo sdo apresentados também osmemdas da teoria de estimacéo de
parametros, um ponto crucial em regressao linear, sendatidie em detalhes o estimador dos
minimos quadrados ordinario (MQO). A implementacdo em aatlo estimador MQO e um
exemplo numérico séo apresentados ao final do capitulo.

No Capitulo 3 tem-se por obijetivo inicial apresentar o cdoate outlier e discutir a in-
fluéncia desses pontos em problemas de anélise de regrEss&eguida, € discutida a funda-
mentacao tedrica sobre regressao robusta e estinlhhgdoe € apresentada como um arcabouco
tedrico geral que produz estimadores alternativos ao mé&edninimos quadrados ordinérios
para problemas de regresséo linear. A implementacédo enaldd métodos de estimacéo
robusta e exemplos numeéricos sédo apresentados ao longpitidaa

O Capitulo 4 apresenta a proposta de um classificador linbasto, o qual tem como base
0 modelo de memoria associativa linear otir@gp{imal Linear Associative MemagrpLAM).
O Capitulo discute os fundamentos do modelo OLAM e mostrasgaeversdo padrao utiliza
o método de minimos quadrados para estimar a matriz de p&uonsseguida, discute-se o
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desenvolvimento de um classificador robusto baseado naXiedM, a partir da utilizacdo de
estimadoredd. A implementacdo em Matlab dos classificadores OLAM origeeobusto,
bem como exemplos numeéricos discutindo os desempenhes aésssificadores na presenca
deoutliers séo apresentados ao longo do capitulo.

No Capitulo 5 discute-se a proposta de um classificadorinéarlrobusto. O método tem
como bases a rede neural ELEXtreme Learning Machine ateoria de regressao robusta, dis-
cutida no Capitulo 3. Inicialmente, o Capitulo discute eslamentos de uma rede neural ELM.
Esta utiliza originalmente o método dos minimos quadrao@aseado no calculo da pseudoin-
versa, para estimar a matriz de pesos que conecta 0s nesio@nitos aos neurdnios de saida.
Neste capitulo sdo tambéem discutidos os fundamentos de todonkecente de estimacao de
parametros da rede ELM, o método BPBafch Intrinsic Plasticity. Por fim, € proposto o de-
senvolvimento de uma rede ELM Robusta, que também utilizmasdoM. A implementacao
em Matlab dos classificadores ELM original e robusto, bemaeremplos numéricos discu-
tindo os desempenhos destes classificadores na preseagtieles sdo apresentados ao final
do capitulo.

Uma série abrangente de experimentos computacionais\&fokea cabo do Capitulo 6 a
fim de avaliar com mais profundidade o classificador OLAM sibuna presenca aeitliers Ja
0s experimentos computacionais visando uma melhor adalidg desempenho do classificador
ELM robusto sédo apresentados nos Capitulos 7 e 8. Em partica Capitulo 8 sdo apresen-
tados os resultados referentes ao uso de uma técnica méséihalbbaseada em inteligéncia de
enxame para a otimizacao dos parametros do classificadorr&hbsto.

No Capitulo 9 sao feitas as consideracdes finais, comest@a@dmalise dos resultados ob-
tidos nesta tese. Sao analisadas as contribuicées preplosta como s&o sugeridos trabalhos
futuros relacionados com o tema abordado.



2 Fundamentos de Regressao Linear

Dada a importancia do tema para a apresentacdo das profgestawolvidas nesta tese,
neste capitulo sdo apresentados conceitos basicos sotmglenpa de regressao linear simples
e multipla, bemo como sobre o problema de estimacéo de pacaatravés do metodo dos
minimos quadrados.

2.1 O Problema de Regressao Linear

Em muitos problemas praticos, ha duas ou mais variaveis measégque parecem estar
intrisicamente relacionadas, sendo necessario analisaiueeza matematica dessa relagao de
maneira mais formal a fim de entender melhor o problema. Assndé regressao € umatécnica
estatistica cujo objetivo principal reside justamenterwastigacao das relacdes entre duas ou
mais variaveis e na consequente modelagem matematica bleqma A analise de regressao
pode ser usada, por exemplo, na constru¢cdo de um modelo greses o0 resultado de uma
variavel como funcdo de uma ou mais variaveis. Esse modale, pntdo, ser usado para
predizer o resultado de uma variavel em funcéo da outra (SIBltEl., 2006).

Na descricdo que se segue, assume-se que exista uma Urdeelvdependente, ou de
respostay € R, relacionada conp variaveis independentes, e@gressorasxy, Xo, ..., Xp, Xj €
R. A variavel de respostg € uma variavel aleatoria, enquanto que as variaveis reyesss
X1,X%2,- -+ ,Xp S40 medidas com erro desprezivel e sdo frequentement®ledas pelo expe-
rimentador (usuario). Isto posto, a relacdo egteasp variaveis regressoras € comumente
escrita da seguinte forma:

y = f(Xe,%,....%p|B) +¢, (2.1)
= f(xB)+e, (2.2)

em quef (-|-) € denominada de funcao de regress&o RP é o vetor de variaveis regressoras,
B € RP é o vetor de parametros da funcao regressoeagdenota o erro (ruido) aleatério, de
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média zero e variancia?, presente na medic&o gieAssume-se também qgeé uma variavel
aleatdria independente, ou seja, amostras sBo independentes entre si.

Note que o modelo descrito na Equacéo (2.1) € um modelo tediica vez que, em geral,
nem a fungéo de regressép|-), nem a componente aleatéeasdo conhecidas. A escolha da
forma funcional da equacgé&o de regres§&g é feita com base em informagagriori, fruto de
conhecimento prévio acerca do problema; ou entéo, atra/égmerimentacdo com diferentes
formas funcionais. A escolha da forma funcional mais adeég@waum dado problema é feita
(ou pelo menos deveria ser) através de rigoroso processwtieeados resultados das predicdes
para cada forma funcional escolhida.

Qualquer que seja a forma funcional da equacéo de regresséo,vetor de parametr@s
deve ser estimado. Para isso, faz-se necessario medir yamtmden valores dey e de suas
variaveis regressorgs, Xo, . . ., Xp

(yi7Xi17)(i27"'7Xip>7 i:]-v"'7n7 (23)
ou, em forma condensada, faz-se necessario col@ares entrada-saidg, xj),i =1,...n.

A estimativa do vetof3 é simbolizada com¢, sendo ela utilizada na seguinte equacao
para predizer novos valores da variavel de resposta:

gy = f(xa,%,....%|B), (2.4)
(xIB), (2.5)

[l
—h)

em quef(-|-) denota uma aproximagéo da funcéo de regressdo do modetmtedr

A analise de regressao € dita linear quando se assume gaea@orelatematica entre as va-
riaveis de interesse € uma funcéo linear de seus paramiste caso, 0 modelo de regressao
tedrico passa a ser chamado modeloedgessao linear multiplasendo escrito como

y = Bo+PBxe+BXe+-+ BpXp+ € (2.6)
= B'x+e (2.7)

em que o vetor de parametrBs= RP*1 contémp+ 1 componentesj, j =0,1,---,p, chama-
das genericamente de coeficientes de regressdo. Como éénekq a primeira componente do
vetorx € RPT! ¢ igual a 1, sendo as restantes as proprias variaveis regsss, xo, . . . ;Xp}-

Os modelos de regressao linear multipla sdo usados, em ganmad funcdes aproximado-
ras, e a equacgao de regressao é ajustada ao conjunto dergeada saiday;,x;),i =1,...,n.
Lembrando que a verdadeira relagdo funcional epteex;,xo,---,Xp € geralmente descon-
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hecida, mas em muitos casos praticos o0 modelo de regress@n Hpresenta-se como uma
aproximacao adequada (HINES et al., 2006). Nestes casqsagd de predicao passa entao
a ser escrita como

N A s A ~ A AT

y=E[YIX,B] = Bo+ Brxa+BoXo+ ...+ BpXp =B X, (2.8)
em queE[y\x,ﬁ] denota o valor esperado da variavel de resppstandicionado ao vetor de
variaveis regressorase a estimativa do vetor de parémetfﬂsA Equacao (2.8) define um
hiperplano no espage-dimensional das variaveis regressotas

Além de sua simplicidade, uma vantagem do modelo lineadeash interpretacao direta
que pode ser dada ao paramgBio como representando a mudanca esperada na resposta
por unidade de mudanga eqquando todas as demais variaveis independegtieg j) séo
mantidas constantes, ou sefy},= 3—)};. Isto permite identificar diretamente quais variaveis
regressoras sao mais relevantes para a variavel de saiditoade outra forma, quais variaveis
regressoras influenciam mais a variavel de resposta.

Quando o problema de regresséo lienar envolve apenas ugw\vaniavel regressora,
tem-se uma regressao linear simples. Neste caso, a relat@mética entre uma Gnica variavel
de entradx e uma variavel de saideé definida por uma reta, ou seja,

y=Po+Pixi+E¢, (2.9)

em quef € o intercepto 81, a inclinacdo da reta. Consequentemente, a equacdo degwedi
para o problema de regressao linear simples é dada por

Y= Bo+ B, (2.10)

em quefp e B1 sao, respectivamente, as estimativas do intercepto e dicieag angular da
reta de regresséo.

Como o modelo de regressao linear multipla € mais geral qeeregitessao simples, todo
o desenvolvimento tedrico que se segue serd feito com batefoemulacdo do problema de
regressao.

2.2 Estimador de Minimos Quadrados Ordinarios

Como ja mencionado na secao anterior, os dados a serem psad@stimar o vetor de pa-
rametrog3 consistem d& observagdes do par entrada-saigaxi), i = 1,...,n. Em palavras,
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ai-ésima observacéo inclui uma resposta esgalaro vetor de variaveis regressoras corres-
pondentex; = [Xi1 X2 ‘- xip]T, em quex; denota a-ésima observacao daésima variavel
regressora.

Assim, para o modelo de regressao linear multipla, a vdriégposta € uma funcéo linear
das variaveis regressoras:

y = B'xi+s, (2.11)
= o+ BrXi1+ BoXiz+ -+ BpXip + & (2.12)

em queg; corresponde &ésima observacao do erro aleatorio. Para a formulacaoceggegsie,
assume-se que as seguintes suposi¢oes sao verdadeiras:

1. Existem (muito) mais observagdes que incognitasriie. p).
2. O erro ou ruido no model@) tem média 0 e variancia?.

3. As observagoegs; } sdo ndo-correlacionadas.

Em forma expandida, o modelo de regressao mostrado na Eg{zatd) corresponde a um
sistema de equacdes conequacgdes @+ 1 incognitas, ou seja

y1 = Bo+BiXua+ BoXiz+---+ BpXip + &1
Y2 = Po+BiXer+ BoXoz+ -+ BpXep + &2

: D (2.13)
Yn = PBo+ BiXm + BoXnz+ -+ + BpXnp+ &n

O sistema de equacdes mostrado na Equacéo (2.13) pode rier escnotacao matricial
como

y=XB+e, (2.14)

em que os vetoreg € R" e £ € R", assim como a matriz de regresséa R" x RP, s&o
definidos como

Y1 1 X1 X2 - Xpp
1 X1 X e X
y—| % e X=| 7 2 , (2.15)
L Yn Jdnx1 L 1 X1 X2 o0 Xnp 4 nx(p+1)
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com o vetor de parametrgse RP e o vetor aleatéri@ € R" sendo definidos por

Bo &
&
B = B_l e e=| | . (2.16)
| Bp | (p+1)x1 L & Jnea

Usar a técnica de minimos quadrados para encontrar es@®gtara os coeficientes de
regressag;, j = 1,...,n, corresponde a minimizar a seguinte fungao-custo:

n n p 2
I(Br. Bz, Bp) = Zf?: Zl <yi —Bo— Binj) : (2.17)
e & =1

Dessa forma, minimizar a fungéo-cusk@, B2, ..., Bp) equivale a fazer com que a soma
dos quadrados dos desvigentre os valores observadosyle o hiperplano de regressao seja
minima. Em forma vetorial, a fungéo-cusk@i, B, ..., Bp) pode ser escrita como

IB) = el = eTe = (y = XB)"(y —XB), (2.18)
em que|| - || denota a norma euclidiana de um vetor.

A forma vetorial permite também adicionar uma outra intetggdo ao problema de mi-
nimizar a fungéo-custd(f): minimizar esta fungéo-custo corresponde a encontrar wha e
mativa do vetor de parametr@sque produza o vetor de erros aleatérios com menor norma
quadratica.

As expressOes para calculo das estimativag,dgenotadas comfi, podem ser obtidas a
partir da minizagcéo da funcéo-custo dos erros quadrati@derma escalar (Equacgéo 2.17) ou
na forma vetorial (Equacéo 2.18). Ambos os casos sao apaeesm seguir.

2.2.1 Equacgdes Normais dos Minimos Quadrados (Forma Esca)a

A fung@oJ(By, B, - . ., Bp) deve ser minimizada individualmente em relagéo a cada um dos
parametrogBo, B1,-- -, Bp, OU seja, parametro a parametro. Para isso, a derivadalpdeci
J(B1, B2, ..., Bp) deve ser tomada em relagcdo a cada paranfgtrg = 1,...,p e igualada a

Zero, ou seja

A i W
B 22 <Yi —Po— ;BJ‘XU') =0 (2.19)
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d2J .
dBJ ZZ\XIJ <Y| BO_ z B]Xu) =0, 1=12...,p (2.20)

Resolvendo as Equacdes (2.19) e (2.20), obtemos um sisteatpdcdes conhecido como
equacdes normais de minimos quadrgds sua forma escalar:

nﬁO‘f‘Bl_ixil‘f‘Bz_ixiZ‘f'""f’ép_ixip = _iYi, (2.21)

nﬁoi&ﬁ B iiﬁﬁ Ba iimxiz 4o +Bpiixilxip — iimyi, (2.22)

n

nBOI;Xm—FBl le|px|1+[32|;x|px|2+ +sz ip = ZX|pY| (2.23)

Note que existenp+ 1 equacdes normais, uma para cada coeficiente de regressaa |
sistema acima é quadrado. A solucdo das equacdes normdig @® estimativas de minimos
quadrados dos coeficientes de regre:ﬁ?)éﬁl, e ,[3p (HINES et al., 2006).

2.2.2 Equagbes Normais dos Minimos Quadrados (Forma Vetat)

Para o caso vetorial, a fun¢éo-cusdt@) mostrada na Equacao (2.18) precisa primeiro ser
decomposta da seguinte forma:

JB) = =(y—XB)T(y—XB), (2.24)
= yly-B'XTy—y"™XB+B"XTXB, (2.25)
= y'y-28"XTy+B"XTXB, (2.26)

em que se fez uso do fato de o terrﬁ5XTy ser um escalar e, portanto, seu transposto
BTXTyT = yTXp resulta no mesmo escalar.

Portanto, para minimizar o funciond|f ), deve-se tomar a sua derivada parcial em relacéo
ao vetor de parametrgse iguala-la ao vetor nuld € RP*1, ou seja

g—é = 2XTy+2XTXB =0, (2.27)

que, simplificando, resulta em
XTXB =XTy, (2.28)

que corresponde a versao vetorial das equa¢des normaidmiosas quadrados mostradas nas
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Equacdes (2.21) a (2.23).

Para encontrar a solucéo das equacdes normais, multygliambos os lados da Equacéo
2.28 pela inversa d¥'X. Assim, a estimativa de minimos quadrados ordinarios (MQ®)
vetor de parametrg8 é dada por

B=(XTX)"XTy, (2.29)

que também é conhecida como solucao pelo método da pseeszie Moore-Penrose (GO-
LUB; VAN LOAN, 1996).

O modelo de predigéo linear baseado na estimativa MQO do getparametros é dado
por
§=XB, (2.30)

em quey € R" é o vetor de predi¢bes da variavel resposta. O vetor de eergueatlicdo €
entdo dado poe=y — ¥, sendo que a sua norma quadratica € a menor pogsiifelsegundo
o critério dos minimos quadrados.

Na notacao escalar, a equacéo de predicao é dada por
N T
Vi =B xi=PBo+ ) BiXj, (2.31)

parai=1,2,...,n, e o erro correspondente é dado got y; —Vi. A soma dos erros quadraticos
(SEQ), 5" , €, que nada mais é do que a norma quadrjt@g, é comumente usada como
critério de avaliacédo da qualidade da regressao.

2.3 Estimador de Minimos Quadrados Regularizado

Muitas vezes, a matriX" X é singular (i.e. ndo é de posto completo) ou muito proxima da
singularidade. Neste caso, tem-se que

det(XTX) ~0, (2.32)

fato este que pode comprometer toda a validade do processtetincia da regresséo linear
multipla, pois é fonte de instabilidades numéricas durantdélculo da estimativa MQO do
vetor de parametros mostrada na Equacéao (2.29). Isto ageraémente quando as variaveis
de entrada sdo intercorrelacionadas. Quando essa imt#ag@io € grande, dizemos que existe
multicolinearidadeou seja, as linhas da matZ X néo sio linearmente independentes.
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A fim de evitar problemas numéricos, faz-se necessaricartikstratégias que permitam
estimar de modo confiavel. Para este fim, um dos métodos mais conkermuétodo de re-
gularizagédo de ThikonofHOERL; KENNARD, 1970). Utilizando regularizacao de Thilay,

0 estimador de minimos quadrados@ié dado por

B=X"X+AD)"XTy. (2.33)

em que

e 0< A <1 éuma constante de valor bem pequeno, e

e | € uma matriz identidade de dimensgo+1) x (p+1).

A regressao que utiliza esse tipo de regularizacdo é chadedegressdo de cumeeira
(ridge regressiohe a funcao-custo associada € dada por

IB) = llel*+A 1B, (2.34)

que permite interpretar a Equacgéo (2.33) como aquela quiiprama estimativa do vetor de
parémetrog@ gue tenta satisfazer dois critérios de otimalidade:

e Um que procura minimizar a norma do erro quadratico, ou $ej&,

e E um outro que procura minimizar a norma do vetor de paramatiosejal| 8|2,

tal que a importancia do segundo critério frente ao primeiregulada pelo valor de.

2.4 Regressao Linear no Matlab

A verséo vetorial da solugdo dos minimos quadrados (Equ@¢2®)), assim como a sua
versao regularizada mostrada na Equacéo (2.33), sdo deiapenas pela notacdo matema-
tica compacta, mas principalmente porque sua implememtgéambientes de computacéo
cientifica, tais como Matl&d®, Octave e Scilab, é possivel sem maior esfor¢o de programaca

Como estes ambientes sdo amplamente utilizados em Engeeh@iéncias, existem di-
versos comandos e fungdes que geram, em principio, os messwtdos numericos para
um dado problema de regresséo linear simples ou multiplantudo, alguns comandos sao
mais eficientes, seja porque consomem menos tempo, sejaepsdiqQ menos susceptiveis a
erros numéricos. Isto posto, vale a pena fazer alguns camamisobre este tema e sugerir
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formas eficientes de implementacédo das equacdes de estidmparametros pelo método dos
minimos quadrados, ordinario ou regularizado.

Assumindo que o vetor de observacdes da variavel de respestamatriz de variaveis
regresssoraX sao denotadas compoe X no Matlab, entdo a Equacéo (2.29) pode ser imple-
mentada da forma que se |&, ou seja,

» B = inv(X’*X)*X’y;

em queB denota a estimativa MQO do vetor de parameffo€ontudo, esta forma de se estimar
B ndo € a mais recomendada para problemas de maior escalaagaaddes:i) Possui elevado
custo computacional, @) é muito susceptivel a erros numericos.

Para problemas maiores recomenda-se usar o opdradarinvertida(\), ou seja
» B = X\y;
Os célculos realizados pelo uso do operdsiora invertida(\) baseiam-se em grande parte

no método de ortogonalizacdo conhecido como fatoracédo QR.

Uma segunda maneira de estimar o v@ta@r através do comanddny:
» B = pinv(X)*y;

Embora a obtencédo da solugéo via comapilov seja computacionalmente mais custosa
gue a obtida pelo uso do operadmarra invertidg visto que é baseada na técnica conhecida
como SVD 6ingular value decompositiprela é preferivel em problemas em que a matriz de
variaveis regressoras possui deficiéncia de posto (i.e. tem posto incompleto).

Por fim, uma terceira maneira de se estimar o vBtao Matlab € por meio do comando
REGRESS:

» B = regress(y,X);

Para a versao regularizada do estimador MQO, também é pbesﬁmar[? através da
escrita direta da Equacéo (2.33) no prompt do Matlab:

»1 =0.01;
> I=ones(size(X’*X));

» B = inv(X’*X + 1*D)*X’y;
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Porém, pelas mesmas razdes apontadas anteriormenteeretase também usar o opera-
dorbarra invertida(\). Neste caso, a sequéncia de comandos passa ser a seguinte:

» 1 =0.01;

» I=eye(size(X’*X));
» A=X’*X + 1x%I;

» r=X"*y;

» B = A\r;

Um exemplo de aplicacdo dos comandos acima em um problehseraapresentado logo
a seguir. Este exemplo, além de ser util do ponto de vistdidig&era retomado no préximo
capitulo, quando abordaremos o problema de regressadaobus

2.4.1 Exemplo Numérico: Regressao Linear Simples

A titulo de ilustracdo, vamos aplicar os conceitos de ragiedinear apresentados neste
capitulo ao conjunto de dados mostrado na Tabela 2.1. Bsjiento esta disponivel em Freed-
man et al. (2007) e envolve duas variaveis: uma € variaveessgrax € R (consumo per
capita de cigarros em um dado pais em 1930), enquanto aelagdposty € R corresponde
ao numero de mortes (por milhdo de pessoas) por cancer dé@ukguele pais em 1950.

Pais Cigarro per capita| Mortes por milh&o de pessoas

Australia

480

180

Canada

500

150

Dinamarca

380

170

Finlandia

1100

350

Gra Bretanha

1100

460

230
490
250
300
510

60
240
90
110
250

Islandia
Holanda
Noruega
Suécia
0 Suica

Tabela 2.1: Consumo per capita de cigarros em varios paises em 1930xaasi@morte por cancer de
pulm&o em 1950.

Como o conjunto de dados envolve apenas um variavel regeeSgmwssivel visualizar os
pares(x,yi),i =1,...,10 em um diagrama de dispers&odtterplo}, marcando um circulo em
cada coordenada, conforme ilustrado na Figura 2.1.

Pode-se perceber pelo diagrama de dispersao que ha umadenidéear nos dados, ou
seja, ha uma tendéncia de os pontos se organizarem ao longoadesta hipotética. Esta reta
€, na verdade, a reta de regressao, cujos parametros padesitséados facilmente usando os
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Figura 2.1: Diagrama de dispersédo para o conjunto de dados da Tabela 2.1.

comandos do Matlab discutidos na se¢éo anterior. Pargosdemos usar a seguinte seqiéncia
de comandos:

» x=[480; 500; 380; 1100; 1100; 230; 490; 250; 300; 510];
» y=[180; 150; 170; 350; 460; 60; 240; 90; 110; 250];

» n=length(x);

» X=[ones(n,1) x];

» B=X\y

B=

9.1393

0.3687

Assim, tem-se quéo =9,14 eBl = 0,37, com a equacéao da reta de regressdo sendo dada
pory; = 9,144 0,37x. O gréafico da reta de regressédo superposta aos pontos dmtcodgl
dados é mostrado na Figura 2.2.

No préoximo capitulo, este mesmo conjunto de dados, adidmda mais um par de pontos
(Xi,Yi) relativo ao consumo de cigarros nos Estados Unidos, sedé psaa introduzir conceitos
de regressao robusta, ou seja, ha presenca de pontos dideefutliers).

2.5 Resumo do Capitulo

Esse capitulo apresentou os conceitos fundamentais s@ooblema de regressao linear,
principalmente o de regresséao linear multipla. A analiseedgesséo trata da modelagem e
investigacao das relacdes entre duas ou mais variaveigjauda relacao entre uma variavel
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Figura 2.2: Grafico da reta de regressao ajustada aos dados da Tabela 2.1.

resposta (ou de saida), e uma ou mais variaveis regressutepdndentes). A regressao linear
simples se da quando existe apenas uma variavel regressodafinida por uma reta, enquanto
gue a regressao linear multipla envolve mais de uma vani@getssora, sendo definida por um
plano.

Para estimar os parametros do modelo de regresséo linemeamdo neste capitulo foi
utilizado o método dos minimos quadrados ordinario, bemocama variante regularizada
deste método. Além disso, foram apresentadas e discuifdesndes meios para se implemen-
tar o método dos minimos quadrados, ordinario e regularjzamh ambientes de computacao
cientifica, tais como MatldD e Octave, tendo em vista questdes relacionadas a problemas d
natureza numeérica.

Por fim, um conjunto de dados real foi utilizado com o promdd ilustrar os conceitos
introduzidos neste capitulo, principalmente para mosfua;, gracas a formulacéo vetorial do
estimador dos minimos quadrados, a implementacéo destelongd Matlab € bem simples e
direta.

No proximo capitulo este mesmo conjunto de dados, adicedadnais um par de pontos
(X, Vi) relativo ao consumo de cigarros nos Estados Unidos, sedé psaa introduzir conceitos
de regressao robusta, ou seja, na presenca de pontos dideefutliers).
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3 Fundamentos de Regressao Robusta

Esse capitulo apresenta, primeiramente, o conceito detenuliscrepanteoutlier) e dis-
cute a influéncia desses pontos em problemas de analise @ss&g. Como ilustracdo, €
apresentado um exemplo numérico com o objetivo de enfatieéito da presenca de outliers
no processo de estimacgao dos parametros da reta de regresséo

Em seguida, € introduzido o conceitomegressao linear robusteomo um arcabouco teo-
rico para o projeto de estimadores de parametros para nsodeleegresséo que sejam menos
sensiveis autliers Em poucas palavras, sera apresentada uma técnica degéstiatirnativa
ao método MQO em problemas de regresséo linear. A base @sségrrobusta é a estimagéo-
M, conceito introduzido por Huber (1964), e que também éduoateo capitulo com bastante
detalhe.

3.0.1 Outliers: Conceituacéo

Para uma determinada massa de dados, usualmente € possoetier algum modelo es-
tatistico que explique a geracédo de seus dados e, a patir mheslelo, novas observacoes
podem ser avaliadas como oriundas ou ndo da mesma dislitbdas dados que geraram o
modelo. Aquelas observacfes que nao puderem ser satmfatote explicadas pelo modelo

muitas vezes sao consideradasliers

Ben-Gal (2005) apresenta um resumo de algumas definicdmgltersobtidas de diversos

autores, como as que se seguem.
1. Uma observacédo que desvia tanto das outras observag@ekvanta suspeitas de ter
sido gerada por um mecanismo diferente (Hawkins).

2. Uma observacédo que parece desviar claramente dos owgrbros da amostra na qual
ela ocorre (BARNETT; LEWIS, 1994).

3. Uma observacdo em um conjunto de dados que parece sesisteote com o restante
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daquele conjunto de dados (JOHNSON; GEISSER, 1983).

Mesmo com todas essas definicdes, ndo existe, no entantajefmgdo matematica ri-
gida do que constitui umutlier, e determinar se uma observacédo é ou ndo um desses pon-
tos €, em Ultima analise, um exercicio subjetivo. Diversdsras propuseram ao longo dos
anos varias definicbes para esse termo, sem que se tenhaiaiadefinicdo universalmente
aceita (HODGE; AUSTIN, 2004). Grosso modo, pode-se resasiidéias comuns a todas elas
na seguinte definicéo:

Um outlier € uma observacéo (escalar ou vetorial) que difere marcaddene
dos outros membros da amostra a que ela pertence, tal conwashmpelo modelo
escolhido para representar esta amostra.

Coloquialmente, pode-se dizer qaetlierssdopontos fora da curvapois n&o partilham
da mesma distribuicdo de probabilidades que a maioria daasoobservacdes, ou seja, sao
observacdes diferentes das usuais.

Segundo Stevens (1984), € comum distinguir dois tiposudkers a saber: i outliers
na variavel resposta (saida), o que pode ser um indicatiVallde@s no modelo. Este é o tipo
deoutlier que as pessoas em geral tem em mente quando falamtldersem problemas de
regressao.ii) Pontos de alavancagenmue samutliersnas variaveis regressoras (entradas) e
que também podem afetar o modelo de regressado, mas que m&sargmmente implicam na
producao deutliersna variavel resposta.

E importante mencionar que nem todos os pontos de alavanctg@o influéncia nos
valores dos coeficientes de regressdo. Uma dada obsena@igisgr unoutlier, ou um ponto
de alavancagem, ou ambos. Se uma observacéo é ao mesmo teropdier e um ponto de
alavancagem, entdo é costume chama-lpaeo de influéncia(influential poin}.

Vérias métricas podem ser usadas para caracterizar um pomtoutlier. Em Stevens
(1984), sédo analisadas duas dessas métricas, o residumigado §tandardized residuglr;,
e o residuo studentizadstgdentized residuglr ;.

O residuo padronizadg, € calculado através da seguinte expressao:

8

= ——7——
01— hj

(3.1)

em queg =Y; —V; € o valor do residuo brut@; € uma estimativa do desvio padrao dos residuos
ehii é oi-ésimo elemento diagona principal da mattiapéuH = X(XTX)~1XT, com a matriz



3 Fundamentos de Regressdo Robusta 22

X sendo definida como na Equacéo (2.15). A matrirecebe esta denominacao pelo fato de
ela literalmente “por um chapéu” (acento circunflexo usaata gimbolizar uma estimativa) em
y, jaquey = XB = X(XTX)"1XTy = Hy (VIEIRA; DAL BELLO, 2006).

Os valores dé;; também podem ser calculados diretamente por meio da segximtessao:
i =X (XTX) 7, (3.2)
em quex] corresponde &ésima linha da matriX.

O valor deh;; fornece uma medida relativa do quantoésima observacaqg € umoutlier
no espacgo das variaveis regressoras. Estes valores emmesdrentre O e 1, e quantp é
grande (i.e. préximo de 1), a variancia pariaésimo residuo & proxima de zero, pde(e) =
62(1— h;). Isto significa ques; ~ ¥;; ou seja, uma observacdo pode se ajustar bem ao modelo
linear e, ainda assim, ser um ponto de influéncia. Tal diagdsinaliza, portanto, observacoes
que devem ser examinadas com cuidado (STEVENS, 1984).

E importante ressaltar que assume-se pasena distribuicio normal, com média zero. Se
0 modelo estiver correto, entdo 99%rgeleve estar contido dentro de trés desvios padroes da
média. Desta forma, qualquer residuo brjtque produzir um residuo padronizado com valor
absoluto maior que trés (i.&;| > 3) pode ser considerado uontlier.

Por sua vez, o residuo studentizado é calculado da segointa:f

6
6_iv1I—h;’

sendo que_; é o desvio padrao dos residuos coirésimo caso removido. Uma relacdo entre

r-= (3.3)

os residuos; er_; € mostrada a seguir:
06 o

T 6.0V/1i-h 0

r_i ri. (3.4)

Pela Equacéo (3.4), € possivel notar que o residuo studeatiende a ser mais sensivel na
deteccao deutlierse, portanto, preferivel na maioria das aplicagdes. Pardr sedma dada
observacao é um ponto de influéncia, outras medidas fazem®esssarias como, por exemplo,
a distancia de Cook (STEVENS, 1984), porém este topico estadb escopo desta tese e nédo
sera aprofundado.

Em relacdo a ocorréncia, a presencadtiersnos dados tem causas variadas, tais como:

e Erros de medida durante a coleta dos dados;

e Erros de impresséo ou gravacao dos dados;
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Falhas no sistema (e.g. elétricas ou mecanicas);

Comportamento inesperado do sistema (comportamentauiientd);

Mudanga do ponto de operacao do sistema (e.g. sistema ta@ieesrio);

Flutuacdes estatisticas inerentes ao conjunto de dados.

Dados sintéticos (i.e. artificialmente gerados), gerados grande controle do experi-
mentador, ndo apresentam erros visiveis, grosseiros,loresaquivocados. Dados reais, no
entanto, normalmente contém tais erros, 0s quais geransentnostram comoutliers Um
outlier é definido, portanto, como uma observacao que é separadgutkeseforma do resto dos
dados, sendo referenciado como uma observacéo extremgaptesnota, distante, longinqua.
Eles se desviam do padréo de dados do conjunto, e podem leggeaificacao incorreta do
modelo, estimacgéo enviesada de parametros e resultadoseios.

No entanto, apesar dautliers serem muitas vezes considerados erro ou ruido, eles po-
dem também conter informagdes importantes (BEN-GAL, 20@9yuns sdo genuinamente
informativos e podem ser as observacdes mais important@sdstra. Assim, alguns autores
consideram que néo é suficiente examinar os dados e remowetliess e, em relacao a isso,
existem varios aspectos a considerar (RIPLEY, 2004):

1. Usuéarios, mesmo estatisticos experientes, nem senmgrerexm os dados;

2. A dificil decisdo de manter ou rejeitar uma observacaoréapee tempo. Pode-se fazer
melhor diminuindo o peso de observacdes dubias do queamjieitas, apesar de se poder
guerer rejeitar observacoes erradas;

3. Pode ser dificil, ou mesmo impossivel, localiaatliersem dados multivariados ou alta-

mente estruturados;

4. Rejeitaroutliersafeta a teoria da distribuicdo. Em particular, varianceas subestima-

das a partir dos dados "limpos".

Um fato importante, portanto, a ser considerado em relag@macao deutliers € que
corre-se 0 risco de remover esses pontos do conjunto de siadaesmente porque eles pare-
cem nao se ajustar ao restante dos pontos. Dessa formasearnésco de escolher dados com
base apenas no desejo de melhorar os resultados, excladde due estejam em desacordo
com uma determinada hipotese levantada. Nesse caso, aa@megutliers poderia levar a
obtencdo de um resultado enviesado, em vez de a um resuéietheiramente significativo.
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Figura 3.1: Diagrama de dispersédo para o conjunto de dados da Tabela 3.1.

Apos a definicdo deutlierse a discusséo sobre a conveniéncia de sua remogao ou nao, a
seguir é apresentado um exemplo numérico cujo objetivo éat@®mo a presenca deitliers
pode influenciar no processo de obtencédo do modelo de ragrixssar.

3.0.2 Exemplo Numérico:Outliers na Regresséao Linear Simples

A titulo de ilustracdo vamos aplicar os conceitos de regesisear apresentados neste
capitulo ao conjunto de dados mostrado na Tabela 2.1 adoedoi par entrada-saida;,y;)
relativo aos dados dos Estados Unidos. O conjunto competn,informacao de 11 paises,
esta mostrado na Tabela 3.1.

Pais Cigarro per capita| Mortes por milhdo de pessods
1 Austrélia 480 180
2 Canada 500 150
3 Dinamarca 380 170
4 Finlandia 1100 350
5 Gra Bretanha 1100 460
6 Islandia 230 60
7 Holanda 490 240
8 Noruega 250 90
9 Suécia 300 110
10 Suica 510 250
11 Estados Unidos| 1300 200

Tabela 3.1: Consumo per capita de cigarros em varios paises em 1930xaasi@morte por cancer de
pulm&o em 1950 com dados dos Estados Unidos.

O diagrama de disperséo dos papesyi), i = 1,...,11 esta ilustrado na Figura 3.1, com o
ponto relativo aos Estados Unidos em destaque.

Pode-se perceber pelo diagrama de dispersdo que a hipéthaeat uma tendéncia linear
nos dados fica comprometida, ou seja, ndo esta tao claro mgisedha uma tendéncia de os
pontos se organizarem ao longo de uma reta hipotética. Masgim, podemos usar a mesma
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sequéncia de comandos do Matlab/Octave que foi usada ngpbexenmmeérico discutido no
Capitulo 2, tomando o cuidado para incluir o par entraddas@di300, 200) dos Estados Unidos,
a fim de verificar o efeito da presenca do novo ponto. Assimpsem

» x=[480; 500; 380; 1100; 1100; 230; 490; 250; 300; 510; 1300];
» y=[180; 150; 170; 350; 460; 60; 240; 90; 110; 250; 200];

» n=length(x);

» X=[ones(n,1) x];

» B=X\y

B =

67.5609

0.2284

E facil notar que os parametros da reta de regressao forasideoavelmente alterados. As
equacoes das retas de regress@moou semos dados dos Estados Unidos estdo mostradas na
Tabela 3.2.

Dados Parametro By | Parametro 31 | Reta de Regressao
(intercepto) (inclinacao)
Sem EUA 9,14 0,37 Vi = 9,14+ 0,37x;
Com EUA 67,56 0,23 Vi = 67,56+ 0,23x;

Tabela 3.2: Resultado da estimacao dos parametros da reta de regresad@s plados da Tabela 3.1 com
e sem a informacéo dos Estados Unidos (EUA).

Os gréficos das duas retas de regressao resultantes, cona@stuisao do par130Q 200),
estdo mostrados na Figura 3.2. Fica claro que as retas @ésségrpara os dois casos levariam
a conclusdes diferentes, caso fossem usadas para prevaresande mortes (por milhdo de
pessoas) para um certo pais que ja estava contemplado ra 3abeO resultado seria ainda
mais tendencioso (ou viesado, no jargao estatistico) pasapque ndo estao contemplados na
referida tabela, mas para os quais se deseja fazer um revisa

Na proxima secédo sera introduzido um arcabouco teéricdhiezntio como regressao ro-
busta, desenvolvido com o intuito de lidar com problemagdeassao na presencaaidliers.
Este arcabouco é particularmente Gtil em problemas des&@penultipla, pois a visualizacao
dos dados em diagramas de dispersao néo € possivel ou baltiilt
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Figura 3.2: Grafico das retas de regressao ajustadas aos dados da Tabsdan2e sem a informacéo
dos Estados Unidos (EUA).

3.1 Estatistica Robusta: Um Breve Apanhado Historico

O arcabouco tedrico de estatistica robusta tem como um deob@tivos propor alternati-
vas ao método de estimacao MQ ordinario, devido as ressrid@gte em relacdo ao tratamento
de dados do mundo real.

A primeira questao tratada pela estatistica robusta € apdsigdo de que 0s erros derivam
de uma distribuicdo normal. No caso de normalidade, o0 mé&Qaoproduz os estimadores
mais eficientes (RAO; TOUTENBURG, 1999), mas algumas vezegproblemas reais, néo é
possivel fazer tal suposicdo. Em casos nos quais esta s@apasio se aplica, os resultados do
estimador MQ podem ser afetados, estando inclusive, segumdrews (1974), muito longe do
estimador 6timo para erros com distribuicdo n&o-normai edon caudas longas.

Apesar de a média ser um estimador 6timo (segundo o crité@pdd parametro de locali-
zacao da distribuicdo normal, ela pode ser apenas subo@smaopara distribuicdes proximas
a normal, sendo assim necessaria a utilizacdo de métodagsaume obter estimadores de alta
eficiéncia em situacBes ndo-ideais (ou aproximadas) pagtadmde estimacao assumido (RI-
PLEY, 2004). Um exemplo desse tipo de método sdo os metodestaléstica robusta.

A suposicao feita pelo método MQ, de que os erros séo norméddestribuidos, € uma su-
posicdo amplamente usada em modelagem. No entanto, meudiéaendentes de um mesmo
experimento, tomadas separadamente, geralmente difenesaies valores. Isto ocorre porque
0 erro entre elas é aleatério, e ndo pode (ou € muito difigitdeprecisamente caracterizado.
Para os valores observados, portanto, como definir a mesitionagiva do valor verdadeiro
desconhecido?
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Segundo Hampel (2001), essa questéo ja havia sido cord@deraGauss, que ao perceber
gue precisava da distribuicdo de erro para respondé-lartew o problema ao perguntar qual
seria a distribuicdo de erro que fazia com que uma regrangendd aceita, a média aritmética,
fosse considerada uma boa regra de estimacao do valor eexad meédia. Isso foi o que
levou Gauss a assumir a distribuicdo normal como a disg@oudeal para os erros observados
em suas medidas.

As distribuicbes de erros reais, no entanto, geralmentesé@mormais. Podem ser bem
préoximas, mas tendem a possuir caudas mais longas. Além, @saiss tratou observacoes
de igual acuracia, mas os dados reais tém acuracia diferbhtios problemas séo resolvi-
dos atraves do “dogma da normalidade”, considerando queasassumem uma distribuicao
normal, mas o teorema do limite central, sendo um teoremiteliapenas sugere normalidade
aproximada sob condicdes bem especificas em situacdes reais

A crenca (implicita ou explicita) de que, sob normalidade®@mada, o estimador MQ
ainda seria aproximadamente 6timo, foi rechacada por Takeymostrou que ja sob pequenos
desvios da normalidade, o desvio médio era melhor que oapadrédo, apesar de sua perda
de eficiéncia de 12% sob normalidade estrita (HAMPEL, 2001).

Para Andrews (1974), métodos de regressao sao resisteraiedogo resultado ndo é gran-
demente alterado no caso de modificacdo em uma pequena @i@gd@ados. Além disso, tais
métodos sdo robustos em eficiéncia quando sua eficiénctéstissacontinua alta para condi-
¢Oes mais realisticas que casos idealizados de distrésiigdrmais com erros de variancias
constante (i.e. homocedasticas).

Ateoria de estatistica robusta lida com desvios a partingesicbes no modelo e preocupa-
se com a construcao de procedimentos estatisticos cosfearaioavelmente eficientes em uma
vizinhanca do modelo (RONCHETTI, 2006). Essa teoria podeisé, portanto, como uma
teoria estatistica lidando com modelos paramétricos apewos, sendo uma ponte entre a
abordagem paramétrica e a abordagem ndo-paramétrica. Brupramisso razoavel entre a
rigidez de um modelo paramétrico rigoroso e as potenciicuttiades de interpretacdo de uma
analise ndo-paramétrica.

Segundo Ronchetti (2006), algumas das principais comgbbs da estatistica robusta para
a estatistica moderna séo listadas abaixo:

e Modelos sdo apenas aproximacoes da realidadEsta € uma sentenca padréao em cién-
cia, mas a estatistica robusta ajudou a reforcar e quantfss® ponto. Iniciando com
Tukey (1960), foi demonstrada a perda dramatica de efi@&eprocedimentos 6timos
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na presenca de pequenos desvios a partir do modelo estocassumido. Isso abriu
a porta para procurar alternativas melhores e para m@tiplaamentas de analise de
dados.

e Mudltiplas variaveis e solucdes para um problema de andliseeddados Este ponto
foi apresentado por Tukey (1964) em seu artigo pioneiroesolfuturo da analise de da-
dos. Estatistica robusta contribuiu para desenvolvera tique multiplas variaveis séo
necessarias para analisar dados reais, e que problensgadam ter multiplas solucdes.

e A abordagem minimax. Esta abordagem, emprestada da teoria dos jogos, foi a solu-
cao elegante de Huber (1964) para o problema de robustéz coisio um jogo entre a
Natureza, que escolhe uma distribuicdo dos dados em unmhaima do modelo, e o
estatistico, que escolhe um estimador em uma dada classédd®sa variancia assinto-
tica do estimador em uma dada distribuigcdo. Algumas vepasg@s minimax podem
ser pessimistas, mas revelou-se que esse nao era o casdoagsiimador resultante,
estimador de Huber, se tornou o bloco de construcdo basiqoaguer procedimento
robusto.

e EstimacdoM. Estimacaddvl (HUBER, 1964) representa um arcabouco tedrico abran-
gente que cobre uma classe muito flexivel de estimadoreseqnexercendo um papel
importante no desenvolvimento da estatistica robusta @mstraicdo de procedimentos
de estimacéao robustos.

Dada a importancia do tépico Estimagsiopara o desenvolvimento das idéias presentes
nesta tese, esta classe de estimadores sera descrita edetakies na proxima secao.

3.2 Fundamentos de EstimacadA

Huber (1964) introduziu a seguinte questao:

O gue acontece se a distribuicdo dos dados desvia um poudstritaui;do normal
assumida?

Nesta situacdo, a média amostral pode ter um desempentstratamente ruim, pois
mesmo pequenos desvios podem explodir sua variancia. Teikeyros propuseram Varios
substitutos robustos para a média, como média trundedaried mea)y média winsorizada
(Winsorized meanetc., e exploraram seu desempenho para algumas violde desmalidade.
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Huber, no entanto, queria definir uma teoria geral de esimagbusta. Sua questéo era saber
se era possivel obter mais robustez minimizando uma outg@éudos erros, em vez da soma
de seus quadrados. Esta motivacdo o levou a se concentrastiemadores que podiam ser
definidos por um critério de minimizag&o da seguinte forma:

T =Ta(X1, .., %) minimiza Y p(x —T), (3.5)

em queT é uma estimativa dg calculada a partir dos dados observadpg-¢ € uma fungéo
nao-constante. Esta classe de estimadores abrange etnlpafiUBER, 1964):

(i) a média amostral, quandp(e) = €),
(i) a mediana amostrap(e) = |g|),

(iii) todos os estimadores de méxima verossimilhafp@) = —logf(e)), em quef(-) € a
densidade de probabilidade ele

Esses estimadores sao conhecidos como estimalfhres-queM significa 'do tipo Maxima
Verossimilhanca’. Huber (1964) introduziu o conceito denegcdoM como um processo para
estimar os parametros de um estimallorDe forma resumida, o que ele sugeriu para obter
mais estimativas robustas dos parametros foi minimizaraura funcéo dos erros em vez da
soma de seus quadrados.

3.2.1 EstimacaoM em Regressao

A introducéo sobre estimac@d-feita no inicio desta secdo tomou como base a estimativa
de parametros de uma distribuicdo, tais como média e med\esia tese, porém, a principal
utilidade do arcabouco tedrico provido pela estimagbié-na estimacdo dos parametros de
modelos de regressao linear multipla.

Da mesma forma que a média amostral, por ser uma estimativdavi@édia real da distri-
buicdo dos dados, as estimativas MQ dos parametros de umaowtedegresséao linear podem
ter seus valores fortemente influenciados quando a digt@ibdos erros ndo é normal, em parti-
cular quando tal distribuicéo tem caudas pesadas. Emliigtdies deste tipo, valores extremos
(i.e. outliers) tém probabilidade alta de ocorrer.

Uma abordagem muito comum consiste em perscrutar os daddsisea de outliers, a
fim de elimina-los. Outra abordagem, denominaetressao robustaconsiste em empregar
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um critério para ajuste do modelo de regresséo aos dadosiqueeja tdo vulneravel quanto o
critério MQ para dados que desviam da suposicao de norrdalida

Para isso, vamos considerar o modelo de regresséao lineéiplaihostrado na Equa-
cao (2.6), repetido aqui para maior clareza de exposicao:

yi = B'xi+e, (3.6)
= o+ BiXi1 + BoXiz + - - + BpXip + &, (3.7)

sendo que o modelo ajustado é representado por
~ S o p p
Vi = Bxi =PBo+ ) Bjxij, (3.8)
j=1

parai =1,2,...,n, e 0 erro correspondente é dado got y; —y;. Baseado na teoria de Huber,
um estimadoM geral minimiza a seguinte fungdo objetivo (FOX, 2002):

_ip(a) = _ip(yi ~B"x) (3.9)

em que o papel da funcx(-) € computar a contribuicdo de cada residuo a fungéo objgtivo,
€ o valor observado da variavel de respost&, o vetor de variaveis regressorag é o vetor
de parametros estimados.

Atitulo de ilustracéo, o estimador MQ é um caso particulastanadomM, em quep(g) =
qz. A funcéop deve, em geral, ter as seguintes propriedades (FOX, 199£%5;(LIMA, 2010):

1. Ser ndo-negativan(g) > 0.
2. Passar pela origerp:(0) = 0.
3. Serparp(e) =p(—8).

4. Ser monotonicamente crescenigs) > p(e), para |&|> |e/]).

Sejay = p’ a derivada dep em relacdo &. Diferenciando-sg em relacdo ao vetqu,
tem-se

n
AT
X Xi)x =0, (3.10)
i=
em quel € RP é o vetor nulo.

Em seguida, definimos a fungcéo de ponderacéo cefgo = @, e denotamow; =w(e).
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Assim, as equacdes de estimacao dos parametros sao dadas por

ilWi (yi — f?Txi)xiT =0, (3.11)

de onde se conclui que solucionar estas equacdes correspsotlicionar um problema de
minimos quadrados ponderado, minimizad{B) = €' We = 5, w?e’.

E importante ressaltar, porém, que os pesos dependem ithsae6sto €, dos erros estima-
dos), os residuos, por sua vez, dependem dos parametroadss, e 0s parametros estimados
dependem dos pesos. Como consequéncia, ndo ha uma férohdddepara estimacao dos pa-
rémetrosﬁj, j=0,...,p, como no caso do estimador MQ. Neste caso, recorre-se a undonét
iterativo de estimacao chamaieratively reweighted least-squar@&LS) (FOX, 1997), cujos
passos sao descritos a seguir.

Algoritmo IRLS (Regressao Robusta)

Passo 1- Prover uma estimativa inicieﬂB(O) usando o método MQ, tal como descrito na
Eq. (2.29).

Passo 2 A cada iteracao, calcular os residuos a partir das iteragdes antergfes 1), bem
como 0s pesos correspondentgd — 1) = w[e (t —1)].

Passo 3 Obter uma nova estimativa de minimos quadrados pondepadag (t):
B(t) = [XTW(t— 1)X]"XTW(t—1)y, (3.12)

em queW (t — 1) = diag{wi(t — 1)} & a matrizn x n de pesos da iteragdo atual.

Repetir 0s Passos 2 e 3 até a convergéncia do fBetor

3.2.2 Funcgodes Objetivo para Regressédo Robusta

Uma das vantagens de se trabalhar com estimadbrdsve-se ao fato de a escolha da
funcdop ser flexivel, sendo que cada escolha leva a diferentes esties incluindo ai o
estimador MQ ordinario (MQO) se fizermpse ) = €. As fungdes objetivod(-)) e pesow(-))
de nove estimadorddg- comuns, a saber, Andrews, Bisquare, Cauchy, Fair, Hubejistio,
MQO, Talwar e Welsch, sao apresentadas nas Tabelas 3.3respdctivamente, enquanto que
seus graficos sao apresentados nas Figuras 3.3 e 3.4.
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Nome Funcéo Objetivo (o)
K[1-codR)], |gl<m
Andrews { K2, |%‘ > 7T
K2 a)2]° g
Ki1—-(1—(& 7] <1
Bisquare 62{ [ (&) ] - el =
3 8]>1
Cauchy K log(1+($)?)
Fair kz[\a\ |09(12%)]
1 o<1
Huber 2 i<
{ Ka|—3k% |§[>1
Logistic k“log[cosH{)]
MQO
€ |a
Talwar 2’ (=1
5, 13 >1
2
Welsch K1—exp(—(2)?)]

Tabela 3.3: Fun¢Bes Objetivod) para diversos estimadorés-comumente encontrados na literatura.

Analisando algumas funcdes peso da Tabela 3.4, fica clarorgaelas causas da ineficién-
cia do estimador MQO reside no fato de a sua funcao pesoiag®os iguais a cada erro. Isto
faz com que os erros causados patliers, tenham a mesma importancia que erros causados

por outras amostras. Por outro lado, os pesos em Huber caamdaje| > k, e 0S pesos em
Bisquare caem assim quese afasta de 0, e séo 0 paea> k (FOX, 1997). Assim, como

outliersproduzem erros maiores que outras amostras, estimadobes el8isquare reduzem a

influéncia desses pontos.

Como pode ser notado no paragrafo anterior, para cada dstifiaz-se necessario escolher
um limiark. Valores pequenos deproduzem mais resisténciaatliers, mas ao custo de menor
eficiéncia quando os erros sdo normalmente distribuido® IEBEsar é geralmente escolhido
para dar eficiéncia razoavelmente alta no caso de erros emiz distribuidos; em particular,

k = 1,3450 para a funcédo Huberle= 4,6850 para a fungcéo Bisquare, em qaeé o desvio

padrédo dos erros, os quais produzem 95% de eficiéncia quanelvas sao normais, e ainda

oferece protecéo contrtliers(FOX, 1997).

Na prética, € preciso estimar o desvio padrdo dos erros paras valores dk sugeridos

no paragrafo anterior para as funcdes Huber e Bisquare.lidsnte, uma medida robusta de
dispersao € empregada no lugar do desvio padrao dos reskrosxemplo, uma abordagem

comum é fazer

MAR

9= 06745

(3.13)

em queMARé a mediana dos valores absolutos dos residuos (FOX, 19¢fnstante 0,6745
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Nome Funcéo PesoW)
Andrews (B Isin(g), [§l<m
0 13| >m
1—(8)2 2 -1
Bisquare [ —(?)} . 18] <
5 2>1
1
Cauchy i
Fair lle\
1+"F
Huber 1, |3I<1
u LIk
e Ixl>1
Logistic (%) Ttank( %)
MQO T
1, [f1<1
Talwar { 0 ‘%| <t
Welsch eXp(_(%)Z)

Tabela 3.4: Fungfes Pesad) de diversos estimadords-:

torna a estimativa ndo viesada para a distribuicdo norneaéx&temp+ 1 colunas na matriz
de variaveis regressors os menorep + 1 desvios absolutos sédo excluidos ao se calcular a
mediana.

3.2.3 Regressao Robusta no Matlab

A fim de implementar técnicas de regressao robusta nesséhtoapode-se utilizar a funcao
ROBUSTFIT do Matlab, que contempla os nove estimaddveapresentados nas Tabelas 3.3 e
3.4. Valoregdefaultpara o limiar resultam em estimativas do vetor de paramegtresconforme
citado anteriormente, sdo aproximadamente 95% tdo eksi@statisticamente quanto as esti-
mativas usuais de minimos quadrados, desde que a respdsaitea distribuicdo normal sem
outliers Quando o valor do limiar diminui, diminuem os valores dosgsaatribuidos a residuos
de valor elevado (causados pmrtliers). Quando o valor do limiar aumenta, aumentam-se 0s
valores dos pesos atribuidos a residuos de valor elevado.

As funcdes peso presentes no comaRBUSTFIT do Matlab e os valoredefaultde seus
respectivos limiares sdo mostrados na Tabela 3.5. Negtkatabparametro é definido como

S (Ut (3.14)
k-0-v/(1—hy)

em quee (t — 1) é o residuo da iteragdo anterior do algoritmo IRk®, o limiar, h; € o valor
de alavancagenigverage valugpara ai-ésima observacag resultante do ajuste pelo método
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(a) Andrews (b) Bisquare (c) Cauchy
G Fungéo Of Fungao Objetivo - Logistic
(d) Fair (e) Huber (f) Logistic
(9) MQO (h) Talwar (i) Welsch

Figura 3.3: Gréfico das fun¢des objetivo mostradas na Tabela 3.3.

MQO, e é uma estimativa robusta do desvio padrao calculada comqueggo (3.13).

3.2.4 Exemplo Numérico: Regresséo Linear Robusta

Nesta secao retomamos o exemplo apresentado no comecaal@isido, no qual discuti-
mos a influéncia da presencaaldliersno processo de estimacao dos parametros de um modelo
de regresséo linear simples. Aqui vamos incluir resultatiosstimacdo usando o arcabouco
de regressao robusta discutidos na Sec¢ao 3.2.1. Parasssemos o comankDBUSTFIT do
Matlab.

Isto posto, vamos avaliar o estimador robusto para os cagoe som a presenca datlier
(dados dos EUA). Assim, a sequéncia de comandos € dada por

» x=[480; 500; 380; 1100; 1100; 230; 490; 250; 300; 510; 1300];
» y=[180; 150; 170; 350; 460; 60; 240; 90; 110; 250; 200];
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€) Ar:jrews (b) Bisquare (c) Cauchy
(d) Fair (e) Huber (f) Logistic
(9) MQO (h) Talwar (i) Welsch

Figura 3.4: Gréfico das fun¢bes peso mostradas na Tabela 3.4.

» Bs=robustfit(x(1:10),y(1:10)) % Usando dados SEM outlier
Bs =

6.9545

0.3737

» Bc=robustfit(x,y) % Usando dados COM outlier
Bc =

7.7198

0.3717

A funcéo objetivo Bisquare € usada comefaultpara o comand®0BUSTFIT, cujo valor
defaultdo limiar é 4,685, conforme mostrado na Tabela 3.5. Obviameérpossivel especificar
uma outra fungdo objetivo dentre as nove listadas na Tali&lassim como um valor diferentes
para o limiar. Por exemplo, usando a fungéo Andrews kein35, o comando passa a ser

» Bc=robustfit(x,y,’andrews’,1.35) 7 Usando dados COM outlier
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Nome Funcéo Peso Limiar default
1 | |
Andrews | { i S, fnil < 1,339
0, ri| > m
. (1-r?)?, Jrij<1
Bisquare { 0. nil>1 4,685
T
Cauchy ) 2,385
: T
Fair (]-JF—J‘_rID 1,400
Huber max LRl 1,345
Logistic % 1,205
MQO ausente ausente
1, |ri|<1
Talwar { 0, |r|>1 2,795
Welsch exp(—(r?)) 2,985

Tabela 3.5: Valores default do limiar e funcdes para cada estimadlbrimplementadas no comando
ROBUSTFIT do Matlab.

Bc =
7.7241
0.3717

As retas de regressao e seus parametros estimados pelaosBtQO e estimacabt
usando os dados sem e contlier estdo compilados na Tabela 3.6.

Dados Método Parametro 3y | Parametro B; | Reta de Regressao
(intercepto) (inclinagao)
1. Sem EUA MQO 9,14 0,37 Vi = 9,14+ 0,37x
2. Sem EUA | EstimadorM 6,95 0,37 Vi = 6,95+ 0,37x;
3. Com EUA MQO 67,56 0,23 Vi = 67,56+ 0,23
4. Com EUA | EstimadorM 7,72 0,37 Vi = 7,72+ 0,37x;

Tabela 3.6: Resultado da estimacédo dos parametros da reta de regresa@s plados da Tabela 3.1 sem
e com a informacao dos EUA.

Os gréficos das duas retas de regressao para o casouskéen estdo mostrados na Fi-
gura 3.5, enquanto para o caso coutlier as duas retas estdo mostradas na Figura 3.6.

Uma rapida inspec¢éo das Figuras 3.5 e 3.6 é suficiente pagarcoprincipal concluséo de
que a reta cujos parametros foram estimados pelo métodstmpraticamente ndo “sente” a
presenca doutlier, ndo tendo suainclinacao alterada. Ja a reta estimada paddoiMQO tem
sua inclinacao fortemente modificada, sendo “atraida” petber. No cenario senoutlier as
retas praticamente se superpdem, confirmando o fato de tjmaésresM tendem a preservar
95% da eficiéncia do estimador quando os erros sdo normais.

Para finalizar, foram coletadas para este experimentaapdes sobre os pesos atribuidos
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bela 3.1 conouitlier.

por cada um dos métodos de estimacao para os pogigs na analise de regresséo sem e com
outlier. Os valores numéricos dos pesos atribuidos aos erros gexatdm mostrados na Tabela
3.7 e foram gerados, no caso do estimadorsando a funcéo objetivo Bisquare com o valor

default k =4,685).

E possivel perceber nesta tabela qoetier exerce uma grande influéncia no MQO, devido
ao seu residuo (distancia vertical do poyta retay;) ser muito alto, enquanto que a influéncia

dele no método robusto é nula.
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Pais Sem Outlier _ Com Outlier _
Peso (MQO)| Peso (Estimaddai) | Peso (MQO)| Peso (Estimadok)
Islandia 0,2 0,97 0,19 0,98
Noruega 0,19 1 0,18 1
Suécia 0,16 1 0,16 1
Dinamarca 0,13 0,99 0,13 0,99
Australia 0,1 1 0,1 1
Canada 0,1 0,96 0,098 0,96
Holanda 0,1 0,95 0,1 0,95
Suica 0,1 0,94 0,097 0,95
Finlandia 0,46 0,84 0,26 0,9
Gréa-Bretanha 0,46 0,94 0,26 0,95
Estados Unidos| ausente ausente 0,43 0

Tabela 3.7: Influéncia (peso) do residuo na analise de regressdo alizelos métodos MQO e
estimacaadM, para o conjunto de dados da Tabela 3.1, sem eadgtier.

3.3 Resumo do Capitulo

Esse capitulo apresentou os fundamentos de estatistigstaiplgue sdo métodos menos
susceptiveis a presencaalgtliers. Os conceitos de estatistica robusta, aplicados ao prablem
de regresséo linear, conduzem a classe de estimadorexcmseomoestimadores-MTais
estimadores conferem mais robustez ao problema de estrdagdarametros do modelo de
regressao a partir da minimizacédo de uma outra funcao dus gue ndo a soma dos quadrados
dos erros, consequentemente, atribuem pesos difererstesras gerados em um problema de
regressao linear.

O método MQO utiliza a soma dos quadrados dos residuos erégsp@asta observada e a
resposta estimada pelo modelo ajsutado, de forma tal qoe tiderros tém o mesmo peso na
soma, contribuindo igualmente para o resultado final. Estede funcédo objetivo, no entanto,
nao é eficiente na presencaaidliers os quais sdo pontos que estao distantes dos outros pontos
do conjunto e, consequentemente, produzem erros maia@isserfos provocados poutliers
exercem uma grande influéncia na estimacéo dos parametirmisda a reta de regresséo e
enviesando os resultados.

Uma observagédo que é substancialmente diferente de owd@sgausar, portanto, uma
grande diferenca nos resultados da analise de regresdttiers ocorrem muito frequente-
mente em dados reais, e eles muitas vezes passam desajerpels os dados séo processa-
dos automaticamente, sem uma inspecéo cuidadosa (BLATDOS)2A anélise desses pontos,
no entanto, merece uma atencao particular, pois a incindeduima reta de regresséo linear
simples é mais influenciada pelas observag@eagie tém o maior valof{x; — x||, em quex
denota o vetor médio das observagdes (TONG, 2010).

No método MQO, portanto, mesmo quando se aplica a condi¢éordealidade dos erros,
seu comportamento fica comprometido na presengautliers Seoutlierssao gerados a partir
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de algum tipo de erro durante o processo de medicao, e nagtsgioles de alguma distribuicdo
estatistica como as outras amostras, isso € um problema; (RAOTENBURG, 1999). Uma
reacdo comum a esse 'perigo’ € a rejeicdo desses pontostaraboprincipio, eles ndo devam
ser descartados, podendo ser reservados para tratampatacke Dessa forma, é importante
ter uma solucéo que considesatliers e que, em vez de descarta-los, os trate apenas como
pontosfora da curva ou seja, como uma observagao que ndo segue o mesmo paddidreas
amostras. Essa solucéo é o arcabouco estatistico de égtitaparametros conhecido como
regressao robustaia estimadore$A.

No proximo capitulo vamos utilizar os conceitos de regmess@iusta e estimadords-
para introduzir a primeira contribuicado desta tese. Lamagdar uma nova utilizacéo e, quica,
uma nova visdo aos conceitos de regressao robusta, porémaigiaplicados a problemas de
regressao, mais sim a problemas de clasificacdo de padr&esultado é o desenvolvimento
de um classificador linear robusto.
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4 Proposta de um Classificador Linear
Robusto

Esse capitulo introduz inicialmente o classificador lindas minimos quadradoegst-
squares classifiel.SC), que € um dos classificadores de padrdes mais comuteraaira (DUDA
et al., 2006; WEBB, 2002). No campo de redes neurais artgjataclassificador LSC possui
a mesma estrutura e formulagdo matematica da regra de aageach da rede OLAM@pti-
mal Linear Associative Memayyproposta por Kohonen & Ruohonen (1973), de modo que a
denominacao classificador OLAM sera adotada de agora enedian

Em seguida, analisaremos o desempenho do classificador GloAlNmM problema de clas-
sificacd@o binaria sintético, a fim de ilustrar a influéncieoddiersno aprendizado do classifi-
cador OLAM e, consequentemente, no posicionamento daeelaasao entre as classes.

Por fim, estabeleceremos conexdo entre os conceitos desagmobusta, principalmente
com relacao a estimador&-e classificacdo de padrdes, como o intuito de adapta-la®ped@
de uma versao robusta do classificador OLAM. Um exemplo nigméervird como prova de
conceito das idéias propostas.

4.1 Memoria Associativa Linear Otima

Aprender é a forma de adquirirmos conhecimento sobre o mamdosso redor, e é atraves
desse processo de aquisicao de conhecimento que o amloerttama conscientes de nossas
respostas comportamentais. A aprendizagem nos permitzanar e reter conhecimento; ela
constroi nossas memaorias (PRASAD et al., 2010).

Memodria e aprendizagem estéo intimamente ligadas. Quandwadréo particular de ati-
vidade é aprendido, ele € armazenado no cérebro, de ondeddesgr recuperado mais tarde,
guando necessario. Aprendizagem codifica informacdo. Wtarsa aprende um padréo, se
o sistema codifica 0 padrdo na sua estrutura. A estruturastin®a muda quando o sistema
aprende a informacao. Assim, a aprendizagem envolve mad&ssa mudanca pode ser re-



4.1 Memodria Associativa Linear Otima 41

presentada na memoaria para comportamento futuro (PRASAD, €010).

Uma memoria associativa linedrijear Associative MemoyyLAM) é um algoritmo de
aprendizado treinado para mapear entradas desejadagdandesejadas (EICHMANN; KAS-
PARIS, 1989), através de um operador matricial.

Uma memodria associativa € um modelo inspirado na forma canogcérebro humano
armazena e recorda informacdes por associacdo (MESQUOIR)2 Estes modelos sao pro-
jetados para armazenar um conjunto finito de associagégsy,) : 4 = 1,--- ,N}, em que
Xy € X eyy € y sao, respectivamente, os padrées de entrada e saida a ssommad@os. Os
conjuntosy e y englobam todos os possiveis itens memorizados. Em termtesyragcos,
uma memdaria associativa corresponde a uma aplicacao (apeamentold : x — y tal que
Q(xy) =y paratodau =1,--- ,N.

Os primeiros algoritmos de memarias associativas linefarasn introduzidos em 1972,
de forma independente, por Anderson (1972), Kohonen (18723kano (1972). Do ponto
de vista matematico, as LAMs podem ser vistas como 0os mod&assimples de memdrias
associativas, supondo que os conjuntos de todos os padrésdrdda e saida sejgm=R" e
y=RM e que a aplicaca@ : x — y, que descreve a memoria, seja linear.

Existem na literatura basicamente duas estratégias paraniiear a matriM, sédo elas (MES-
QUITA, 2012): armazenamento por correlacdo e armazenanpamtprojecdo. O armazena-
mento por correlacdo € baseado no postulado de Hebb (194@igl@ode ser descrito nos
seguintes termos (BARRETO, 1998):

“Quando um axonio da célula A esta préximo o suficiente pacéauma célula

B e, repetida ou persistentemente, influenciar no seu dispyum processo de
crescimento ou mudancga metabdlica acontece em uma ou amb@sias, tal que
a eficiéncia de A em ser uma das células que dispara B é auraéntad

No contexto de redes neurais artificiais, o postulado de H®mlzba regra de atualizacao
de conexdes conhecida comegra de aprendizado de HebMatematicamente, a versdo mais
simples desta regra € escrita como

Wij (t+1) = wij (t) +nYi - Xj, (4.1)

em quew;j € 0 peso sinaptico que conectg-asima entrada aveésimo neurdniot € o ins-
tante atualy) > 0 define o passo de aprendizagefeé ativacdo da-esimo neurdnio &; € a
intensidade da-ésima entrada da rede.
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A regra de aprendizagem de Hebb na construgéo da matriz de gesconexdo de uma
memoria associativa, portanto, leva a uma capacidade deénzesignificativamente baixa.
Vérias modificacOes e variacdes sdo propostas para maxianizgpacidade de memaria, como
€ 0 caso do armazenamento por projecao (PRASAD et al., 2@L.8)mazenamento por pro-
jecao, proposto inicialmente por Kohonen & Ruohonen (19(&83) como objetivo determinar
o melhor modelo LAM no sentido dos minimos quadrados, sentfbeehamado de Memoria
Associativa Linear OtimaQptimal Linear Associative Memar@LAM).

O modelo OLAM é um paradigma computacional bem conhecidoetdnia associativa.
Como tal, a informag&o no modelo OLAM é armazenada de forstalaliida em um operador
matricial, de modo que um vetgy, armazenado pode ser recuperado através da especificagao
de toda ou de uma parte do padréo de entrkgad@® modelo OLAM tem a propriedade de dis-
ponibilizar recuperacao rapida da informacédo, com desehtptolerante a distor¢des (ruido)
no padrdo de entradg,.

Contudo, o interesse no modelo OLAM para esta tese ndo € conmoadelo de memoria
associativa, mas sim, como classificador de padrdes. Nestexto, pode-se entender o pro-
cesso de classificagdo como um processo de associacdo deloipadiado de entradg, com
um vetor-codigoy,,, vetor este que carrega uma representacdo numerica, chateadtulo
(label), da classe a qual pertence o padrao de entrada.

Vale ressaltar aqui que, do ponto de vista teorico, o claasifir OLAM é equivalente ao
classificador de minimos quadrados (DUDA et al., 2006; WEBB?2), e tem sido usado tanto
como um classificador isolado (BARRETO; FROTA, 2013; EICHNM, KASPARIS, 1989;
KOHONEN; OJA, 1976), quanto como um bloco de construcao dedalgens de classificacao
nao-linear multicamadas, tais como funcdes de base r&bGIO; GIROSI, 1990), maquina
de aprendizado extremo (ELM) (HUANG et al., 2011), e redeesthte (ESN) (EMMERICH
etal., 2010).

Uma descricdo detalhada do modelo OLAM ja no contexto desifieacido de padrdes é
conduzida a seguir.

4.2 OLAM em Classificacao de Padrdes

. N . - ’ . ~
Assumindo queN pares de dado#@(x,l,d,l)}u:1 estejam disponiveis para construcédo e
avaliagdo do modelo, ondg, € RP*1 é o p-ésimo padréo de entradad, € R¥ é o rétulo da
classe alvo correspondente, cndenotando o nimero de classes. Para os rotulos, assumimos

1A primeira componente de, € igual a 1 para poder incluirltiascom parametro a ser estimado.
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um esquema de codificagéo 14deou seja, para cada vetor de rotuths a componente cujo
indice corresponde a classe do padxgoé definida como “+1”, enquanto as outrds- 1
componentes séo definidas como “-1".

Entéo, primeiramente deve-se selecionar aleatorianhar(té; < N) pares de dados a partir
do conjunto de dados disponivel e os organizar ao longo dasadas matrizeld e X, como
segue:

X=[xi|xz] - |xn] € D=ldq|dz| - [dn] (4.2)

em que dinfX) = (p+1) x N; e dim(D) = mx N;. O objetivo € usar as matriz&se D para
obter o seguinte mapeamento linear:

D =BX (modobatch), 4.3)
gue pode também ser escrito em mapeamentos individuaigalo ti
dy = Bxuy (modo padrao-a-padriio (4.4)

parau =1,...,N;. Para ambos os modos de operacao, a dimenséo da haétkz< (p+1).

A solucéo de minimos quadrados ordinarios (MQO) do sistémead na Equacéo (4.3) €
dada pela inversa generalizada Moore-Penrose, ou seja

B=DXT (xxT) ", (4.5)

em que o simboloX) indica uma estimativa do operador maf8izA solu¢do de norma-minima
para Equacao (4.3) é dada pela versao regularizada da Bq4dash

B=DXT (XXT+ A1), (4.6)

em quel é a matriz identidade de dimens@o+ 1) x (p+1) e A € um parametro de regulari-
zagdao positivo muito pequeno.

E importante notar que o vetor de parémeprsz RPL i=1,...,m pode ser calculado
individualmente por meio da seguinte equacao:

B, = (xxT) 'xD], (4.7)

em que o vetoD; corresponde &ésima linha da matrib. O vetor estimadcﬁi deve ser
interpretado como sendo o vetor de pesos (incluintéae do i-ésimo neurbnio de saida do
classificador OLAM.

E importante ressaltar também as diferencas entre a Eqi4d@de a Equacio (2.29) do
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modelo de regresséo linear maltipla, a despeito da simdde entre as férmulas. Uma dife-
renca entre elas diz respeito ao tipo de variavel de said&EgNacao (2.29), as variaveis de
resposta sao variaveis continuas, enquanto na Equacice@lvariaveis de saida séo discretas
(i.e. pertencem ao conjun{e-1,+1}), pois a tarefa é de classifica¢éo.

Outra diferenca entre as equagfes esta no uso do inpela Equacao (4.7) para indi-
car que € o vetor de parametros ajustaveis-@simo neurdnio. Isto é necessario porque em
classificacdo o problema é formulado como MIMO, ou seja, ctendo multiplas entradas e
multiplas saidas, mesmo para problemas de classificacdnabin

Predicdo da Classe para um Padrao Desconheciddma vez de posse da matriz de pesos
B estimada, o®l, = N — N; pares de dados restantes séo usados para validar o modsta De
forma, para o modo de recuperacgéo padrao-a-padrao, a sastiessificador OLAM é dada por

Yu = BXy, (4.8)
parau = 1,..., Ny, enquanto para o modmatch tem-se

Y = BX. (4.9)

O indice da classe preditg para op-ésimo padrdo de entrada de teste € entdo dado pela
seguinte regra de decisao:
. AT
Iy =arg_max{yiu} =arg_max {B; Xu}, (4.10)

AT, x

em queyi, = B; Xy é ai-eésima componente do vetyy; calculado como na Equacéo (4.8), com
AT L : A

o vetorf; sendo a-ésima linha da matrig.

4.3 O Classificador OLAM no Matlab

As Equacdes (4.5) e (4.6) usadas, respectivamente, pemaeatmatriz de pesos do classi-
ficador OLAM e de sua versao regularizada, podem ser factempeplementadas no ambiente
Matlab. De fato, os comandos a serem mostrados a seguir &z egs naturais dos comandos
usados no Capitulo 2.

Assumindo que os vetores de atributgs 1 = 1,...,N;, usados no treinamento do clas-
sificador OLAM estejam dispostos ao longo das colunas daizr¥atr que os rétulos corres-
pondentes estejam dispostos ao longo das colunas da mano a Equacao (4.5) pode ser
implementada da forma que se I&, ou seja,
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» B = D*X’*inv(X*X’);

em queB denota a estimativa MQO da matriz de pefoContudo, esta forma de se estimar
B nao é recomendada por ter elevado custo computacional epomsto susceptivel a erros
numéricos. Neste caso, recomenda-se usar o opdradar(/), ou seja

» B = D/X;
Uma outra maneira de estimar a mafi2 através do comanddny:
» B = D*pinv(X);

Para a versao regularizada do classificador OLAM, tambéns&i el estimaﬁ através da
escrita direta da Equacéo (4.6) no prompt do Matlab:

» 1 =0.01;
> I=ones(size (X*X’));

» B = D¥X’*inv(X*X’ + 1xI);

Porém, pelas mesmas razdes apontadas anteriormente eret®se o uso do operador
barra (/). Neste caso, a sequéncia de comandos passa ser a seguinte:

» 1 =0.01;

» I=eye(size(X*X’));
> A=XxX’ + 1x%I;

» R=DxX’;

» B = R/A;

Um exemplo de aplicagdo dos comandos acima em um probleniasi#icacéo de dados
sintéticos € mostrado na proxima secao. O objetivo do exjgetio computacional € avaliar o
efeito da presenca aritliersno posicionamento da reta de decisdo entre classes parsso cla
ficador OLAM.

4.4 Exemplo Numérico: Classificador OLAM

Nesta secdo vamos avaliar o desempenho do classificador epnolalema sintético de
classificacéo binaria projetado com o objetivo de mostraflaéncia deoutliersna definicéo
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da reta de decisao entre duas classes linearmente sepaf@eiperimento envolve uma base
de dados sintéticos bidimensionais consistinddNde 120 amostras (69 da classe +1, 51 da
classe -1) maidloyt = 5 outliersda classe +1, que esta disponivel publicamente na infernet
Assim, para este problema, temyse- 2 atributos de entradake = 2 neurdnios de saida, um
para cada classe. Nao foi utilizadmspara este experimento.

Nesse experimento o classificador OLAM é treinado duas vedasprimeira vez, ele é
treinado com o conjunto de dados limpo, ou seja, livreodtdiers Na segunda vez, o clas-
sificador OLAM ¢ treinado conNoy: outliers adicionados ao conjunto original de dados. E
importante mencionar que todas as amostras de dados s&s psad treinar os classificadores,
ja que o objetivo é visualizar a posicao final da reta de decesééo, calcular taxas de erro do
classificador.

No Matlab, assumindo que os vetores de atributos estaosigspao longo das colunas da
matrizX, enquanto os rétulos correspondentes estdo dispostosa@m d@as colunas da matriz
D, a estimativa MQO da matriz de peg®dpara os dados seautliersé computada como

» B = D/X

B =

0.0872 0.0087
-0.0872 -0.0087

Ja para os dados cooutliers tem-se a seguinte estimativa:

» Bout = D/X
Bout =

0.0748 0.0226
-0.0748 -0.0226

Na Tabela 4.1 estdo mostradas as fungdes discriminanitasadat da classe +§(X1,X2)),
da classe -1y,(x1,X2)) € reta de decisdg{ = y¥» = 0) resultante para o problema de classifica-
céo binario sintético, sem e cooutliers

Dados Funcéo Discriminante da Classe +1| Funcé&o Discriminante da Classe -1| Reta de Deciséo
1. Semoutliers y1(X1,%2) = 0,087 + 0.0087%; yo(X1,%2) = —0,0872; — 0.008%; | X2 = —10,023«
2. Comoutliers y1(X1,%2) = 00,0748 + 0.0226¢ y2(x1,X2) = —0,0748¢ — 0.0226¢, Xo = —3,310x

Tabela 4.1: Resultado da aplicacao do classificador OLAM ao problemdadssificacdo binario sinté-
tico sem e conoutliers

2yww.deti.ufc.br/~guilherme/Codes/datasetl.dat
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Analisando a Tabela 4.1, percebe-se facilmente como anagdop da reta de deciséo do
classificador OLAM foi bastante alterada com inclusdo denapeboutliers mudando de
—10,023 para—3,310. Os respectivos graficos das retas de deciséo para agsses&m e
comoutliersestdo mostrados na Figura 4.1. Esta figura s6 faz deixar maaisque a inclusao
deoutliersmudou significativamente a inclinacdo da reta de decisadadsiicador OLAM.

A principal concluséo deste experimento € que, conformeradp, o classificador OLAM
€ bastante sensivel a presencadtitiersnos dados. Este fato serve de motivacao para o desen-
volvimento de uma versao robusta desse classificador.

4.5 Classificador OLAM Robusto

Estudos prévios avaliaram empirica e/ou teoricamentewsteb do modelo OLAM a pa-
drées de entrada com ruido (CHERKASSKY et al., 1991; STILBENQ, 1987, 1985) em
problemas de memdria associativa. A principal conclus@ntapla por esses trabalhos é que
guando vetores de entrada sao degradados (através de cundodielo se torna extremamente
sensivel (i.e. instavel) e seu erro de associacao se t@oatiavelmente grande. Alguns autores
tém tratado essa limitagcdo do modelo OLAM incluindo mecaonisnao-lineares no modelo de
memoria associativa (HUNT et al., 1993) ou levando em cemaigho, diretamente no desen-
volvimento do sistema, as propriedades do ruido (BAEK; GM&).

Contudo, conforme j& mencionado na Secao 4.1, o interessedelo OLAM para esta
tese ndo é como um modelo de memdria associativa, mas sim, dassificador de padrdes.
Isto posto, € interessante observar que em muitos probléengassificacdo do mundo real, os
proprios rotulos atribuidos aos vetores de dados séo msddsxistem tipicamente dois tipos
de ruido nos rotulos (KIM; GHAHRAMANI, 2008):

1. Ruido proximo as fronteiras das classes geralmenteesuatevido a dificuldade de ro-
tular, de forma consistente, dados ambiguos.

2. Ruido longe das fronteiras das classes podem ocorretalawrros grosseiros na rotula-
céo ou a erros grosseiros na medicao dos atributos de entrada

Independentemente do tipo detlier que possa estar presente em um dado conjunto de
dados de classificacaoutliers sdo considerados, em geral, indesejaveis e sua remocédo do
conjunto de dados é feita sempre que possivel (HAMPEL, 20Q@bntudo, identificaout-
liers é, por si s6, uma tarefa ardua, que exige muito cuidado e iexpaiacao por parte do
usuario (BEN-GAL, 2005), principalmente quando o problentke classificacdo multiclasses.
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Uma das técnicas mais comum para se eliminar supostbsrsconsiste em calcular a distan-
cia de Mahalanobis de cada exemplo de uma classe ao cerdedbi@spectiva classe (NETO;
BARRETO, 2009). Se a distancia for maior que certo limiarxengplo € considerado um
outlier.

Matematicamente, considera-se oque RP! é umoutlier dak-ésima class&k=1,...,K,
se a seguinte condicao for satisfeita:

VX ) TCA X~ ) > WL (4.11)

em quey, e Cy sdo, respectivamente, o vetor medio e a matriz de covasidiakieésima classe,
0< y<1éuma constante arbitraride o valor critico da distribuicdo Chi-quadrado cpm 1
graus de liberdade e nivel de significangiaPode-se, por exemplo, varigaté que uma certa
porcentagem dos dados ki#&sima classe (e.g. 95%) esteja dentro do limite dadgipor

Vale mencionar que nem semnétlierssédo entes indesejaveis. De fato, alguns autores (SINGH;
MARKOU, 2004; AUGUSTEIJN; FOLKERT, 2002; VASCONCELOS et,al995) até suge-
rem a inclusdo de exemplos negativos cooutliers conhecidosou outliers falsos durante
0 processo de constru¢cdo do modelo dos dados. Este tipattier € construido, ou artifi-
cialmente ou mudando o rotulo de alguns exemplos negata@sgositivo, passando estes a
integrar o conjunto de dados positivos que sera usado pasirem o modelo estatistico dos
dados.

A fim de permitir que o classificador OLAM trateitliersde forma automatica e eficiente,
propomos nesta tese o uso de estimadbtetescritos no Capitulo 3, por ser um arcabouco lar-
gamente usado para lidar camtliersem problemas de regressao linear multipla. Esta é a prin-
cipal contribuicdo desta tese, pois apesar do fato de eftiesM gozarem de ampla utilizacao
em problemas de regressao (HORATA et al., 2012; LI et al.22Gla aplicacdo a problemas
de classificacdo supervisionada de padrdes é inédita. Ndaa® ao longo do desenvolvi-
mento desta tese, ndo foi encontrado um Unico artigo queioasge o uso de estimachb-

e classificadores de padrdes, neurais ou estatisticos. dimm, até onde se conseguiu averi-
guar, essa parece ser também a primeira vez que o desempenitdlo OLAM como um
classificador esta sendo avaliado sob a presenogattiers

Isto posto, considerando as fortes limitagcdes do método M@@stimar adequadamente
a matriz3 em cenarios coroutliers, nesta tese propomos o desenvolvimento de um classifi-
cador OLAM robusto, doravante denominado classificador R@IRobust OLAM classifigr
utilizando idéias oriundas da teoria de regressao robustaléia geral € bem simples, po-
rém, de grande impacto no desempenho do classificador OLAdltamto que no classificador
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OLAM descrito na Secéo 4.2, a matfiz¢ estimada através do método MQO usando a Equacéao
(4.5) ou a Equacéo (4.6), no classificador ROLAM, a mgirgera estimada através do uso de
estimadoredd. Os detalhes sdo apresentados a seguir.

4.5.1 EstimacadoM para Classificacao de Padroes Usando a Rede OLAM

Conforme ja discutido no Capitulo 3, a principal razédo do mhesempenho do MQO em
cenarios conoutliers é que este critério atribui a mesma importancia a todas asteasale
erro; ou seja, todos os erros contribuem da mesma forma paolugo final. Uma aborda-
gem comum para lidar comutliers consiste em identifica-los e remové-los dos dados, para
em seguida tentar o ajuste por minimos quadrados. A abarddgenteresse para esta tese,
conhecida comeegressao robustacontudo, usa métodos de estimacédo capazes de lidar auto-
maticamente com conjuntos de dados que possudiiers

Nesta secao iremos revisitar o conceito de estimadtamtroduzido por Huber (HUBER,
1964), a fim de adapta-lo a problemas de classificacdo degsmadi@ste capitulo trataremos de
classificadores lineares, cujas fronteiras de decisdo edelos lineares (i.e. hiperplanos). Em
particular, vamos desenvolver uma versao robusta do fitagkir OLAM. No préximo capitulo
faremos 0 mesmo para uma categoria de classificadoressigwrticamadas baseados na rede
ELM (Extreme Learning MachindHUANG et al., 2006).

Com base na teoria de Huber, um estimadageral, aplicado acésimo neurdnio de saida
do classificador OLAM, deve minimizar a seguinte funcao tlape

Ny Ny N
IB) =3 plew =73 piy—yiw) =5 pldiu—Bxy), (4.12)
p=1 p=1 p=1

em que a fungép(-) calcula a contribuicéo de cada egp = diy, — Yy para a fungéo objetivo,
di, € o valor alvo da-ésimo neurdnio de saida parg@simo vetox,, 4 = 1,...,Ng, comN;
sendo o numero de padrdes de treinamento. O y&téro vetor de pesos deesimo neurdnio
de saida, = 1,...,K, em queK é o numero de classes.

Sejay = p'(-) a derivada da funcdo(-) em relacéo ao resid,. Diferenciando a fun¢éo
p(-) em relagdo ao vetor de pesos estiméplctemos

Ny R
> W Bl X)Xt =0, (4.13)
“:

em que0 € um vetor nulo de dimensdo+ 1. Entéo, definindo a fungdo pesde,) =
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Y(eyu)/ay, e fazendoviy, =w(ey,), as equacBes de estimagéo sdo dadas por
n AT -
Z Wi (Yip — Bi X)X, = 0. (4.14)
u=1

Portanto, resolver as equacgdes de estimacéao correspoalieiasar um problema de mi-
nimos quadrados ponderado, minimizangjpas, € .

E importante lembrar que os pesos dependem dos residuosjéeisos estimados), 0os
residuos dependem dos coeficientes estimados, e os cdeBogstimados dependem dos pe-
sos. Logo, teremos que adaptar o algoritmo IRLS (FOX, 198%¢ito no Capitulo 3, a um
problema de classificacao.

Isto posto, 0s passos do algoritmo IRLS, no contexto degne@émto do classificador OLAM
usando a Equacéo (4.7) como referéncia, séo descritos ia segu

Algoritmo IRLS para Treinamento do Classificador OLAM

Passo 1 Prover uma estimativa inici@i(O) usando a solu¢do MQO em Equacgéo (4.7).

Passo 2 Em cada iteragép calcular os residuos a partir das iteragoes antergrds- 1), u =
1,...,N;, associados comiegsimo neurdnio de saida, e entdo calcular os pesos concesmes

Wip(t—1) = wley (t—1)].

Passo 3 Obter uma nova estimativa de minimos quadrados pondepzaag; (t):

Bi(t) = [XW;(t—1)XT] " Xw;(t—1)D] (4.15)

em queW;(t — 1) = diag{wi, (t —1)} € uma matriz de pesd$ x N;. Repetir Passos 2 e 3 até
a convergéncia do vetor de coeficientes estimﬁ;l@.

Vérias funcgdes objetivgs(e ;) e de peswi, = w(e,) podem ser usadas, tais como aquelas
mostradas nas Tabelas (3.3) e (3.4). Apenas a titulo deaidast, a funcédo de peso de Huber é
dada por
CHE selgy| >k

1,

w(eiy) = (4.16)

caso contrario.

em que o parametioé uma constante (limiar) positive € é operador valor absoluto. Valores
peguenos d& conferem mais robustezaitliers mas a um custo de menor eficiéncia quando
os erros sao normalmente distribuidos. Em particklar1.3456 para a funcao Huber, em que
6 é uma estimativa robusta do desvio padrédo dos &rros

3uma abordagem comum é fazee= MAR /0.6745, em qulARé mediana dos valores absolutos dos residuos.
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Em suma, a ideia basica da abordagem proposta é muito singpllestituir a estimacao
MQO da matriz de peS(fé descrita na Equacéo (4.5), por uma estimacéo que combing o us
do arcabouco tedrico da estimadéoe o algoritmo IRLS. A partir de agora, nos referiremos
a abordagem proposta como classifica@AM Robustoou pela sigla ROLAM (do inglés
Robust OLANL

4.6 Classificador ROLAM no Matlab

O modo mais facil e rapido de se implementar o classificaddrAADNno Matlab é usando
o comanddROBUSTFIT Para problemas de classificacéo binéaria, basta orgarszetares de
atributos de treinamento ao longo das colunas da miatias respectivos rotulos ao longo das
colunas da matrip.

Note que em classificacdo binaria a mabrizduz-se a um vetor-linha no qual cada com-
ponente assume o valor +1, para uma das classes (geralrhamada delasse positivg e
-1, para padrdes da outra classe (chamadda$se negativa Um exemplo hipotético é dado
abaixo para um problema de classificacdo binaria.

Suponha que temos apenas 8 padrbes de treinamento, cada padrdimenséao 3 (i.e.
possui 3 atributos), sendo que 4 padrbes séao da classepesitida classe negativa. Assim, a
sequéncia de comandos permite estimar o vetor de pesosaongirénio de saida:

» X

rand(3,8) ;

1111 -1-1-1-17;
» B=robustfit(X’,D)

B =

.9306

3.1752

-1.0708

-3.6318

» D

o

em que foi usada a funcéo objetigdefault(i.e. Bisquare). Note que o comanB®OBUSTFIT
adiciona automaticamente uma linha de 1's & matrpor isso, o vetoB tem 4 componentes.

E importante ressaltar que o comarR@BUSTFITfoi desenvolvido para estimar para-
metros de modelos MISOnulti-input/single-outpyt ou mais especificamente para problemas
com multiplas entradas e uma Unica saida. Caso o problemiastgficacdo seja formulado
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como um problema MIMO (i.e. multiclasses), entdo o comaR@BUSTFIThao funcionara

Este problema, porém, pode ser contornado se calcularmetsiode pesos de cada neurd-
nio separadamente. A solugdo, neste caso, € dada pelatsespgiiéncia de comandos:

rand(3,8);

» X
D 111 -1 -1-1-1;-14 -1 -1 -11111]

>
D =

1111-1-1-1-1
-1-1-1-11111

» Bl=robustfit(X’,D(1,:))
Bl =

1.1729

-0.3077

-1.8530

-0.6803

» B2=robustfit(X’,D(2,:))
B2 =

-1.1729

0.3077

1.8530

0.6803

Usaremos esta segunda abordagem no exemplo numérico asetodea proxima secao.

Para finalizar, € muito util mencionar que o comaRGBUSTFIT mostra um mensagem
automatica de erro se o numero de padrdes de treinanmy)tio¢ menor ou igual a dimenséo
do vetor de entrada,; ou seja, o comando acusa erroNe< dim(xy) + 1. Um exemplo
hipotético no Matlab é dado a seguir, em que temos apenasrdgsade treinamento (2 da
classe +1, 2 da classe -1), cada padrao de dimenséao 3.

» X

rand(3,4) ;
[11-1-17;
» B=robustfit(X’,D)

» D

7?77 Error using ==> statrobustfit at 21

4Até problemas de classificacdo binaria costumam ser fortoslaomo problemas MIMO. Para isso, basta

) , € o rétula da classe -1 corr(ol) .

definir o rétulo da classe +1 corr(o1 1

1
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Not enough points to perform robust estimation.

Error in ==> robustfit at 106

[varargout:] = statrobustfit(X,y,wfun,tune,wasnan,doconst);

Embora tais situacfes sejam raras em problemas regress@&ec@hecimento de padrdes
é muito comum se ter poucos padrdes de alta dimensionalidadecaso, por exemplo, de
certas aplicacbes em Processamento de Imagens (RAMALHMBEOS, 2006) e Bioin-
formatica (BOULESTEIX, 2004). Nestas situacdes, uma jpidgkhde consiste em localizar
e comentar a linha de controle de dimensdes diretamentegunovarobustfit.m Este proce-
dimento serd usado nesta tese, principalmente na avatiacélassificador ndo-linear robusto
gue sera introduzido no proximo capitulo.

4.7 Exemplo Numérico: Classificador ROLAM

Nesta secao, os desempenhos dos dois classificadores, OBXNAM, sdo agora com-
parados entre si no mesmo problema da Secéo 4.4. Para estédimao objetivdisquarefoi
usada para implementar o classificador ROLAM e a constanmegdéarizacdo necessaria a im-
plementacao do classificador OLAM usando o estimador dosmogquadrados regularizado
foi definida emA = 102. O limiar utilizado foi o default da funcZR0OBUSTFIT do Matlab para
a funcao objetivBisquare(i.e k=4,685).

Para avaliar as posicdes finais das retas de deciséo dacdasses OLAM e ROLAM na
presenca deutliers foram adicionadobly; = 5 outliersao conjunto de dados, os quais foram
rotulados como pertencentes a clagse Osoutliers foram posicionados propositadamente
longe da fronteira da classe encontrada para o casoosdiars mais especificamente, na
regido de decisdo da classé.

Os resultados para o treinamento seuatliers sdo apresentados na Figura 4.2a, na qual,
como esperado, as retas de decisdo de ambos os classificadim@dem. Os resultados para
o treinamento conoutliers sdo apresentados na Fig. 4.2b, sendo que dessa vez, a reta de d
cisdo do classificador OLAM moveu-se em direcdo@afiers, enquanto que a reta de decisao
do classificador ROLAM parmaneceu praticamente na mesmedapsconfirmando entdo a
robustez da abordagem propostaudliers
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4.8 Resumo do Capitulo

Neste capitulo foi introduzido um classificador linear stiolbaseado na rede OLANDp-
timal Linear Associative Memoyyque € uma arquitetura de rede neural originalmente ptopos
como modelo linear de memdria associativa. Quando utdizeda classificador de padrdes, a
rede OLAM reduz-se ao classificador linear dos minimos iy (east-squares classifier
LSC) (DUDA et al., 2006; WEBB, 2002).

A matriz de pesos do classificador OLAM é estimada por meio dtodo dos minimos
guadrados ordinario (MQO), cuja implementacao requer alasoatriz pseudoinversa, ou in-
versa generalizada de Moore-Penrose (GOLUB; VAN LOAN, }9B8se método, no entanto,
apresenta desvantagens quando os dados a serem analisaslesneoutliers A solucéo do
método de minimos quadrados € bastante influenciadayibers o que torna o posiciona-
mento do hiperplano de decisdo muito sensivel a tais arsaiferepantes.

Isto posto, a principal contribuicdo deste capitulo a prieséese, envolve justamente a
proposta de um classificador OLAM robustouatliers, usando como base os conceitos de re-
gressao robusta apresentados no Capitulo 3, principadroatd estimadoresgt. A ideia basica
da abordagem proposta é muito simples, pois parte do p@stsuge substituir a estimacao
MQO da matriz de pescfs descrita na Equacéo (4.5), por uma estimacéo que combin@ o us
do arcabouco de estimac8be o algoritmo IRLS. Ao novo classificador, deu-se 0 nome de
classificadoOLAM RobustdROLAM, do inglésRobust OLANL

Um experimento numérico que serviu como prova de concegtificou que, na presenca
deoutliers a reta de decisao gerada pelo classificador OLAM move-saregéd ao®utliers
enquanto que a reta definida pelo classificador ROLAM, peeggna mesma posi¢cao, com-
provando a maior robustez do método propostutiersem relacdo ao classificador OLAM.
Mais resutlados experimentais com o classificador OLAMaapesentados no Capitulo 6.

No préoximo capitulo sera apresentada a segunda propostatdss, a saber, uma verséo
robusta de um classificador ndo-linear de padrdes baseadmararquitetura neural recente.
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Figura 4.1: Retas de decisédo do classificador OLAM padrao para (a) Canflendados serautliers,
(b) Conjunto de dados cooutliers
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5 Proposta de um Classificador
Nao-Linear Robusto

Neste capitulo é apresentada a segunda proposta destagaber, uma arquitetura neural
para classificacdo nao-linear, robustauliers O método tem como base uma rede neural mul-
ticamadas, conhecida como rede ELIEk{reme Learning Machinee a teoria de estimadores-
M, discutida no Capitulo 3.

Antes da apresentacao da proposta seréo apresentadodasméntos da rede neural ELM,
que usa o critério de minimos quadrados ordinarios (MQQg patimar a matriz de pesos de
saida, bem como um algoritmo recente de treinamento da tddeddnhecido como Plastici-
dade Intrinsecdiftrinsic Plasticity, IP), que sera utilizado mais adiante para comparacdo com
0 método proposto.

Ao longo do capitulo sé&o apresentados exemplos de simutagé@ios objetivos sdo avaliar,
como prova de conceito, a robustez dos classificadoresimearés descritos neste capitulo
a presenca deutliers no conjunto de dados, verificando o efeito que amostrasegiaotes
exercem sobre a posi¢ao da curva de decisao dos classi@saztolvidos.

5.1 Rede ELM: Fundamentos

Nos ultimos anos, se tem visto um crescente interesse em lasee ale redes neurais
supervisionadas, com uma unica camada oculta, chaMadaina de Aprendizado Extremo
ou simplesmente rede ELM, proposta por Huang et al. (200&yeNe ELM, 0s pesos entre as
camadas de entrada e oculta sédo escolhidos aleatoriare@#@esos entre as camadas oculta
e de saida, sdo determinados analiticamente.

Arede ELM € umarede que apresenta rapida velocidade dedipaeo e facilidade de im-
plementacdo (HUANG et al., 2011) e, devido principalmenssa, varios autores tém aplicado
arede ELM (e as mais sofisticadas variantes dela) a uma apla dge problemas complexos
de classificacdo de padrdes e regressdao (NEUMANN; STEIL3;2BDRATA et al., 2012;
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MOHAMMED et al., 2011; ZONG; HUANG, 2011; MICHE et al., 2012010; LIU; WANG,
2010; DENG et al., 2009).

Mais especificamente, a rede ELM é uma réabalforwardcom uma Unica camada oculta,
gue oferece menor necessidade de intervencédo humana, se pfere ao ajuste de seus para-
metros (pesos e limiares), quando comparada a feddforwardmais tradicionais, tais como
as redes MLPRerceptron multicamadag RBF fFuncdes de Base Radjal

Assumindo qué\ pares de dadogx, d,l)}i’)‘:1 estejam disponiveis para construir e avaliar
o modelo, em que, € RPT1 é o u-ésimo padréo de entrada d, € RX é o rétulo da classe
alvo correspondente, coki denotando o nimero de classes. Para os rétulos, assumimos um
esquema de codificacéo 1-He-ou seja, para cada vetor de rotuliys, a componente cujo
indice corresponde a classe do padxgoé definida como “+1”, enquanto as outrds- 1
componentes sdo definidas como “-1".

Selecionemos aleatoriamente, entd,(N; < N) pares de dados a partir do conjunto de
dados disponivel e os organizemos em colunas das mdriges como segue:

X=[X|X2| - |xny] € D=[dg]dz] - |dny]. (5.1)

em que dingX) = (p+1) x Np e dim(D) = K x Nj.
Para uma rede comp+ 1 unidades de entradg,neurdénios ocultos & saidas, a-ésima

saida, para pi-ésimo padréo de entradg, € dada por

Yiu :BiThu; (5.2)

em queB; € RY,i=1,...,K, é o vetor peso conectando 0s neurbnios ocultdsésimo neu-
ronio de saida, &, € RY é o vetor de saidas dos neurdnios ocultos para um dado paeiréo d
entradax(t) € RP. O vetorh(t) propriamente dito é definido como

hy = [f(MIxy+b1) F(MIxy+bg) - f(mxu+Dbg)]T, (5.3)

em queby, | =1,...,q, é o limiar pias) do |-ésimo neurdnio ocultan, € RP1 é o vetor de
pesos dd-ésimo neurdnio oculto &(-) € uma fungéo de ativagéo sigmoidal ou de base radial.
Usualmente, os vetores de paspsao aleatoriamente amostrados a partir de uma distribuicéo
uniforme ou normal.

SejaH = [h(1) h(2) --- h(N7)] uma matrizg x N; cujasN; colunas sé@o os vetores de

!Primeira componente de, € igual a 1 para possibilitar a inclus&o do bias.
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saida da camada oculig € RY, u =1,...,N;, em queN; é o nimero de padrbes de entrada
disponiveis para treinamento. Similarmente, §eja[d(1) d(2) --- d(Nz1)] uma matrizZK x Nz
cuja p-ésima coluna € o vetor alvo (desejadp) < RK associado com o padréo de entrada
Xy, 4 =1,...,N;. Finalmente, sej@ uma matrizK x g, cujai-ésima linha é o vetor de pesos
BiT € RY, associado apésimo neurdnio de saida= 1,...,K.

Assim, essas trés matrizes estao relacionadas pelo seguapeamento linear:
D=p(H, (5.4)

em que as matrizeB e H sdo conhecidas, enquanto a matriz de pgsosio. A solucao
baseada no critério MQO do sistema linear da Eq. (5.4) é deldaipversa generalizada de
Moore-Penrose (GOLUB; VAN LOAN, 1996) como

B=DHT (HHT) " (5.5)

A expressao mostrada na Eq. (5.5) pode ser dividid&emquacdes de estimacgao indivi-
duais, uma para cada neurdnio de sajda seja

Bi=(HHT) "HD], i=1..K (5.6)

em queD; representa aésima linha da matrip.

Em varios problemas do mundo real, é sabido que a mdHiZ (q x g) pode tornar-se sin-
gular, impossibilitando o uso da Eq. (5.5). Na verdade, uraimHH T quase singular (ainda
inversivel) ja € também um problema, pois pode levar a l@$osdt numericamente instaveis.
Para evitar ambos os problemas, uma abordagem comum eousdeedo método de regressao
de cumeeirar{dge regressiojy definido para lidar com problemas mal-condicionados. ® us
desse método, também conhecido como regularizacéo denbikhieva a seguinte estimativa
da matriz3:

B=DHT (HHT A1), (5.7)

em queA > 0 é a constante de regularizacdbéa matriz identidade de dimens@gs g. De
modo semelhante, a versao regularizada da Equacéo (5.6aé¢pda

Bi:(HHT—i—)\l)*lHDiT, i=1,....K. (5.8)
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5.1.1 Plasticidade Intrinseca

Usualmente, os desenvolvimentos teoricos e aplicacbe®delos de redes neurais em re-
gresséo e classificacdo de padrdes tentam explorar a jpladécsinaptica, ou seja, a adaptacao
dos enlaces (sinapses) entre as camadas, atraves da adausipesos entre as camadas oculta
e de entrada, ou camadas oculta e de saida. Os problemasgogse tém o foco em encon-
trar melhores formar de calcular e ajustar esses pesos,daogdca ou nenhuma importancia
a adaptacéao dos parametros da funcéo de ativacdo do neprépiamente dita.

De acordo com Li (2011), teorias contemporaneas de apigeiiz e memoaria tratam quase
que exclusivamente da plasticidade sinaptica. Tais epoatulam que a memdéria é armaze-
nada nos pesos sinapticos e aprendizagem € o processordeedtes pesos. Por outro lado,
existe um mecanismo, chamado Plasticidade Intringetran§ic Plasticity) (CUDMORE; DE-
SAl, 2008), que trata de alteracdes no neurdnio propriagrditd, que pode ter grande influén-
cia na aprendizagem e memoria.

Segundo Cudmore & Desai (2008), a plasticidade intrinsezan®@dificacdo persistente
das propriedades elétricas de um neurdnio por atividad@hew sinaptica. Tal plasticidade é
mediada por mudancas no nivel de expresséao ou propriediafisichs dos canais de ions da
membrana celular, e podem afetar processos téo diversoggirdegracao sinaptica, propaga-
céo sublimiar de sinais, geracao de potenciais de acaoprefragacéo de potenciais de acéo e
meta-plasticidade (TRIESCH, 2005).

Ainda segundo Cudmore & Desai (2008), a funcéo da plastieid@rinseca em animais €
desconhecida em sua totalidade, mas ha evidéncias expéimgue a atribuem varios papeéis
distintos: como parte do engrama de memaria em si, comoaegrd da plasticidade sinaptica
subjacente ao aprendizado e a memdria, e como uma compalaeegulacdo homeostatica.

Assim, é importante enfatizar que a plasticidade intriagetiferente da plasticidade sinap-
tica. Esta envolve mudancas na sinapse entre dois neugmiosz de mudancas nas proprie-
dades elétricas dentro de um unico neurénio.

Matematicamente falando, a plasticidade intrinseca ésigtiade pensada do ponto de
vista do neurdnio através de sua funcéo de ativd¢goe seus parametros. Modelos tedrico-
computacionais de plasticidade intrinseca tentam fazarquee a distribuicdo da saida de um
neurdnio oculto siga uma distribuicdo aproximadamentemrapcial (TRIESCH, 2005). Dis-
tribuicbes exponenciais sdo usadas porque tais distoiesitem sido observadas em neurdnios
do cortex visual e, considerando um nivel fixo de custo méitalhy@sse tipo de funcao permite
a transmissédo da quantidade méxima de informacéo pelome{BADDELEY et al., 2005).
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Neumann & Steil (2013) propdem um método chamBatch Intrinsic Plasticity(BIP)
para treinar redes ELM seguindo os conceitos de plastieidadnseca. Tal como o método
proposto por Triesch (2005), o0 método BIP também tenta aleteas distribuicdes de saida
para os neurbnios ocultos. A diferenca entre ambos € que aléasstimacéo dos vetores de
pesosm;, | =1,...,q, no BIP, trabalha em moduoatch ou seja, os padrbes sdo apresentados
todos de uma vez e os vetoms sdo determinados de uma so vez.

Um ponto importante a ser considerado ao usar ELM é a indeigio aleatdria dos pesos
de entrada. Dependendo desses valores iniciais, ELM podeayar uma boa generalizagéo
ou nao pois, de acordo com Neumann & Steil (2013), essa liz@i@o aleatoria pode levar
ao problema de neurdnios saturados ou quase lineares. Ala@nsso pode ser evitado en-
contrando funcdes de ativacao que estejam em um regimefalpisto é, que maximizem a
transmissao de informacoes, tal como as fungdes expomencia

Tanto para o método iterativo inicialmente proposto poedeh (2005) quanto para o mé-
todo BIP de Neumann & Steil (2013), a forma de obter a disigdou desejada, no caso a
distribuicdo exponencial, € através do ajuste dos parémds funcdo de ativagéo ti@simo
neurdnio oculto, mais especificamente, de sua inclinagdce(de seu limiab,. A saida da
funcéo de ativacdo para cada neurdnio oculto deve obedewedistribuicdo exponencial. No
método BIP, esse processo de associacdo é feito todo de wmnenverez de um por um, tal
como no método de Triesch (2005).

Grosso modo, o método BIP é entédo projetado da seguinte fodmaproblema de re-
gressao linear € formulado e valores-alvos sao obtidogia gadistribuicdo de saida desejada
gue, no caso deste trabalho, foi a distribuicdo exponenCitla um desses valores-alvo deve
corresponder a um dos neurénios ocultos. Dessa forma, aneadadnio oculto esta associado
um valor de saida derivado de uma funcé&o exponencial. Osegalativacbes geradas pelos
neurdnios ocultos e valores-alvo, sdo entdo dispostos éemoascendente, e 0 objetivo € en-
contrar o par, inclinacae, e biasbj, para a funcéo de ativacdo ti@simo neurdnio oculto,

a partir da relacéo entre a pseudoinversa das ativacoesngaofinversa dos valores-alvo. O
método € ndo-supervisionado, pois apenas os padroes ddasdo usados para o treinamento,
enquanto que os valores-alvos sédo obtidos a partir da fuhg&aida desejada. O pseudoco-
digo do algoritmo BIP é mostrado a seguir, para o qual se assjuie 0s vetores de pesos dos
neurdnios ocultos da rede ELMy, | = 1,...,q, foram iniciados aleatoriamente.
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entrada: X =[x1 X2 -+ Xn,|T;

inicio

para cada neurdnio ocultéaca

calcular as ativagoes(t) = mx(t), t =1,...,Ny;

agrupa-las no vetay = [5(1) §(2) --- 5(No)]";

obter os valores-alva$=[d; dy - - le]T a partir da distribuicao desejadg.s
ordenar os vetores-alvols— sortd) e as ativagdes < sort(s );
construird(s) = (57, (1...1)T);

calcular pseudoinversa = (a,b)T = ®(s) t.f~1(d);

fim
retornarV = [vy Vo -+ VglT;
incorporar as inclinacdes e limiares evhna rede ELM;

fim
Algorithm 1: Algoritmo Batch Intrinsic Plasticity

5.2 O Classificador ELM no Matlab

As Equacdes (4.5) e (4.6) usadas, respectivamente, paraeatmatriz de pesos do clas-
sificador ELM e de sua verséao regularizada, podem ser faciemmplementadas no ambiente
Matlab. De fato, os comandos a serem mostrados a seguir s eas naturais dos comandos
usados no Capitulo 4.

Primeiramente, vamos assumir que o niumero de neurbnicdes@sta definido eme que
a dimensao dos vetores de atributgsesta definida enp. Além disso, vamos considerar que
os vetores de atributog,, 4 = 1,...,Ny, usados no treinamento do classificador ELM estao
dispostos ao longo das colunas da matrezque os rotulos correspondentes estejam dispostos
ao longo das colunas da matbiz

Assim, a seqUéncia de comandos que leva a determinacdo da kha a estimacao da
matriz de pesos de saiffavia Equacéo (5.5) € apresentada abaixo:

0.1*rand(q,p+1);
Mx*X;

1./(1+exp(-U));
DxH’*inv(H*H’) ;

»

>

>

o = aa =
1l

»

em queB denota a estimativa MQO da matriz de pefosComo ja mencionado em capitulos
anteriores, esta forma de se estirfiardo € recomendada por ter elevado custo computacional
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e por ser muito susceptivel a erros numéricos. Neste casonenda-se usar o operadiarra
(/), ou seja

» B = D/H;
Uma outra maneira de estimar a mafi2 através do comanddny:
» B = D*pinv(H);

Para a verséao regularizada do classificador ELM, tambémsévmbsestimatfi através da
escrita direta da Equacao (5.7) no prompt do Matlab:

» 1 =0.01;
» I=ones(size(H*xH’));

> B = DxH’*xinv(H*H’> + 1x*I);

Porém, pelas mesmas razdes apontadas anteriormente eret®se o uso do operador
barra (/). Neste caso, seqiéncia de comandos passa ser a seguinte:

» 1 =0.01;

» I=eye(size(H*H’));
» A=HxH’ + 1x%I;

» R=DxX’;

» B = R/A;

5.3 Classificador ELM Robusto

Como mostrado no exemplo anterior, no que diz respeito stebula ELM aoutliersem
problemas de classificacdo, ndo ha ainda uma abordagengabtajbaseada em um arcabougo
teorico solido, tal como a de estimadoids-Tendo isso em mente, assim como foi feito para o
classificador linear no Capitulo 4, propde-se aqui o usotite@doresM para calcular a matriz
de pesos de saida da rede ELM, em vez da abordagem classid@@a

Nos ultimos anos, tem-se observado um interesse cresaedesanvolvimento de arquite-
turas de redes neurais que sejam robustagleers incluindo propostas para o projeto de redes
RBF (LEE et al., 2009, 1999), redes de ecos de estado (LI,e2G12; BOCCATO, 2013) e
até mesmo redes ELM (HORATA et al., 2012). Contudo, os tradsaénvolvendo a rede ELM
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mencionados anteriormente ndo abordam pontos importegiéesonados ao desempenho do
modelo na presenca detliersnos dados, com o trabalho de Horata et al. (2012) sendo a Unica
excegao encontrada.

Vale ressaltar que todos os trabalhos anteriores, semé@xdesta vez, abordaram a questao
da robustez autlierspara problemas de regresséo, tais como aproximacao defampcadicao
de séries temporais. No entanto, em muitos problemas dafidasdo de padrées do mundo
real, os dados e os rotulos providos para as amostras de simosidosos. Mesmo assim, ao
longo da pesquisa bibliografica realizada para o desemeehtio desta tese ndo foi encontrado
um unico artigo sequer que avaliasse a robustez de modetege®neurais, especialmente as
redes baseadas em ELM, em problemas de classificacdo depadrpresenca aeitliers.

Existem tipicamente dois tipos de ruido em rotulos (KIM; GHRAMANI, 2008). Ruido
proximo as fronteiras das classes, que muitas vezes ocpoegue ¢ dificil rotular de forma
consistente pontos de dados ambiguos. Erros de rotulagge tas fronteiras das classes, que
podem ocorrer por causa de enganos na rotulacao ou err@eeigossna medicao dos atributos
de entrada.

Os métodos MQRMinimos quadrados regularizaple BIP para treinamento da rede ELM
introduzem melhorias em relacdo ao metodo de estimacaadm@ms® critério MQO; porém,
nenhum destes métodos trata da questao da robustez enoralegdjunto de dados coout-
liers para classificacdo de padrbes. Isto posto, propde-se regstalo estender a aplicacao
de estimacadA para classificadores néo-lineares baseados na rede ELMagam fuso dos
critérios de estimacao MQO ou MQR no codmputo da matriz degpga@amada de saifia

5.3.1 EstimacaoM para Classificacéo de Padr6es Usando a Rede ELM

A formulacao tedrica apresentada a seguir € muito similarésantada no Capitulo 4 para
o classificador linear robusto. A diferenca esta no fato deagupadroes de entrada da camada
de saida séo formados pelos vetdngs i = 1,...,N;, organizados ao longo das colunas da
matrizH € R x RNt e tal queg denota o nimero de neurdnios ocultos.

Assim, um estimadol aplicado ad-ésimo neurénio de saida do classificador ELM deve
minimizar a seguinte funcao objetivo:

N

N
J(Bi) = Z (&p) = Z p(diy —Yip) = Z p(diy — B| hy), (5.9)

u=1

em que a fungép(-) calcula a contribuicdo de cada egp = di, — Yiy para a fungéo objetivo,
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di,, € o valor alvo da-ésimo neurdnio de saida pargeésimo vetoh,, 4 =1,...,Ni, comN;
sendo o numero de padrdes de treinamento. O y&téro vetor de pesos de2simo neurdnio
de saida, = 1,...,K, em queK é o numero de classes.

Sejay = p'(-) a derivada da funcdo(-) em relacéo ao resid,. Diferenciando a fun¢éo
p(-) em relagcéo ao vetor de pesos estimépldemos

Ny
AT T
> Wi —Bi hyhy =0, (5.10)
u=1

em quel € um vetor-linha nulo de dimensdot 1. Entéo, definindo a fungéo pewage,) =
Y(eyu)/ay, e fazendoviy, =w(ey,), as equacBes de estimagéo sdo dadas por

n
~T
Z Wip (Yig — Bi hu>hL =0. (5.11)
u=1

Portanto, resolver as equacgdes de estimacéao correspoalieiasar um problema de mi-
nimos quadrados ponderado, m|n|m|zarﬂp/vi2“<-:~,2“.

E importante lembrar, mais uma vez, que os pesos dependemesidsos (ou seja, er-
ros estimados), os residuos dependem dos coeficienteméstine os coeficientes estimados
dependem dos pesos. Logo, teremos que utilizar o algori®h& (FOX, 1997) descrito no
Capitulo 4 para estimar a matriz de pesos da camada de saitissificador ELM.

Os passos do algoritmo IRLS, no contexto de treinamentoaksificador ELM usando a
Equacéo (5.6) como referéncia, sao descritos a seguir.

Algoritmo IRLS para Treinamento do Classificador ELM

Passo 1 Prover uma estimativa inici@i(O) usando a solu¢do MQO em Equacgéo (5.6).

Passo 2 Em cada iteragép calcular os residuos a partir das iteragoes antergrds- 1), u =
1,...,N;, associados comiegsimo neurdnio de saida, e entdo calcular os pesos concesmes
Wiy (t — 1) = ey (t — 1)].

Passo 3 Obter uma nova estimativa de minimos quadrados pondepzaag; (t):
Bi(t) = [HWi(t— 1)HT] "HW;(t—1)D], (5.12)

em queW;(t — 1) = diag{wi, (t —1)} € uma matriz de pesd$ x N;. Repetir Passos 2 e 3 até
a convergéncia do vetor de coeficientes estimﬁ;l@.

Vérias fungdes objetivgs(e, ) e de pesavi, = w(e,) podem ser usadas para implementar
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a matriz de ponderacdb';, tais como aquelas mostradas nas Tabelas (3.3) e (3.4).

Para concluir, a ideia basica da abordagem proposta ngstalogé muito simples: sub-
stituir o algoritmo de estimacdo MQO da matriz de pqé(ohescrito na Equacéo (5.6), por um
gue combine o uso do arcabouco teorico da estimdt@a algoritmo IRLS. A partir de agora,
nos referiremos a segunda abordagem proposta como cladsifitl. M Robustomu pela sigla
ROB-ELM (do inglésRobust ELN.

5.4 Classificador ROB-ELM no Matlab

O modo mais féacil e rapido de se implementar o classificaddB-EOM no Matlab é
usando o comand@OBUSTFIT assim como foi feito para o classificador ROLAM. Para pro-
blemas de classificagédo binaria, basta organizar os veterasibutos de treinamento ao longo
das colunas da matrize os respectivos rétulos ao longo das colunas da niatriz

Suponha que tenhamos apeis= 8 padrbes de treinamento, e que cada padréo tenha
dimensaq = 3 (i.e. possui 3 atributos), sendo que 4 padrdes sdo da plass®a e 4 da classe
negativa. A matriz de pesd4, da entrada para os neurdnios ocultos, € iniciada aleatenie
entre 0 e 0,1. Vamos assumir também que ha quatro neurbnitteo@.e. q=4) e que a
funcao sigmaide logistica é usada como funcéo de ativaciiaelardnios ocultos.

Assim, os comandos no Matlab para gerar as mathkedH sao os seguintes:

» p=3; q=4; N1=8;

» X = rand(p+1,N1);

» M = 0.1*rand(q,p+1);
» U = MxX;

> H=1./1+exp(-U));

O exemplo hipotético a ser dado a seguir assume que ha deénieside saida, cada um
representando uma funcéo discriminante para o problemiasigfecacdo binaria de interesse.

1 -1
Assim, o rétulo da classe +1 é definido coréo 1) , @ 0 rotulo da classe -1 con'<) L ) A

solucédo, neste caso, € dada pela seguinte seqiiéncia dedosmnan
»b=[1111-1-1-1-1;-1-1-1-11111]

1111-1-1-1-1
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-1-1-1-11111

» Bl=robustfit(H’,D(1,:))
Bl =

47,2367

151.1743

-189.2802

4.8841

-62.3828

» B2=robustfit(H’,D(2,:))
-47.2367

-151.1743

189.2802

-4.8841

62.3828

Para finalizar, embora tenha sido mencionado no capitukrianté muito Gtil mencio-
nar novamente no contexto da implementacdo do classifid@@&-ELM, que o comando
ROBUSTFIT mostra um mensagem automatica de erro se o nimero de padrfrendmento
(Np) for menor ou igual a dimenséo do vetgr; ou seja, 0 comando acusa erraNse< g+ 1.

Esta situacdo é possivel de ocorrer principalmente ducarggperimentos para determinar
0 numero 6timo de neurdnios ocultos da rede ELM para um déetado problema, em que
valores elevados dg podem ser testados. Nestes casos, a solu¢cado encontradsic@am
localizar e comentar a linha de controle de dimensfes diezite no arquivoobustfit.m

5.5 Exemplo Numérico: Classificador ROB-ELM

Com o intuito de mostrar a influéncia detliersno posicionamento final da curva de de-
cisdo entre duas classes de dados nédo-linearmente separd&raremos a seguir um experi-
mento como prova de conceito.

Para tal, foi criado um conjunto de dados sintéticos, bidsmaais, consistindo dé= 120
amostras maibly,: outliers Os classificadores ELM e ROB-ELM séo treinados duas vezas. N
primeira vez, eles séo treinados com uma base de dadoswgéers Na segunda vez, eles
s&o treinados com asutliers sendo adicionados ao conjunto de dados original. E impiertan
mencionar que todas as amostras de dados sdo usadas pemadseclassificadores, ja que
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0 objetivo é visualizar o posicionamento final da curva dasd@eg; e ndo, calcular taxas de
reconhecimento.

Para esse experimento, a funcao objefivmlrewsfoi usada para implementar o classifi-
cador ROB-ELM, e a constante de regularizacdo, necessémpl@mentacdo do classificador
ELM padréo, foi definida coma = 10~2. Trés neurdnios ocultos com funcdes de ativacéo tan-
gente hiperbdlica foram usados para ambos os classifiadBoe uma questao de justica, 0s
classificadores ELM e ROB-ELM usaram 0os mesmos pesos entaresdas entrada e oculta,
que foram aleatoriamente amostrados a partir de uma distéilo uniforme entré—0.1, +0.1).

O valordefaultdo limiar do errdk para a fungéo objetivAndrewdoi utilizado (i.e.k = 1, 339).

A fim de avaliar as curvas de deciséo finais dos classificadiirbse ROB-ELM na pre-
senca deutliers adicionamos$\y,; = 10 outliersao conjunto de dados e os rotulamos como
pertencentes a classel. Osoutliersforam colocados propositadamente longe da fronteira das
classes encontrada para o caso livr@diiers mais especificamente, na regido de decisdo da
classe-1.

Os resultados para o treinamento semtliers s&o mostrados na Fig. 5.1a, na qual, como
esperado, as curvas de decisdo de ambos os classificadomgares. Os resultados para
o treinamento conoutliers sdo mostrados em Fig. 5.1b, em que dessa vez a curva de deciséo
do classificador ELM padrédo moveu (pendeu) em direcdcoatigrs enquanto que a curva
de decisédo do classificador ROB-ELM permaneceu inalteragalando, portanto, uma maior
robustez autliersda abordagem proposta.

5.6 Resumo do Capitulo

Arede ELM é umarede neural feedforward, com uma Gnica camadt, em que 0S pesos
das entradas para os neurdnios ocultos sao escolhidosreleante e os pesos dos neurdnios
ocultos para a saida sédo analiticamente determinados. eAHlell oferece vantagens signifi-
cativas, tais como velocidade rapida de aprendizageniidizde de implementacdo, e menos
interveniéncia humana quando comparada a SLFNs maisitradis, tais como as redes MLP
e RBF.

O método dos minimos quadrados, baseado no célculo da peeerda, € o0 método ori-
ginal utilizado na ELM para calcular a relacéo linear ens@eurdnios da camada oculta e os
neurdnios de saida. Esse método, no entanto, tem algumastigens, tal como a possibili-
dade da presenca de matrizes singulares no calculo da iseerda, e da auséncia de robustez
na presenca deutliers
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Com o intuito de comparar nosso método proposto com outtassdes ELM, que buscam
trazer melhorias a ELM em relacdo ao método tradicional dogmos quadrados, foi apresen-
tado nesse capitulo o método ELM BIP. Esse método, no entatbnua utilizando o artificio
de inversdo de matrizes para calcular a matriz de g@ésé¢m disso, ele também néo trata da
robustez autliers

Para contornar tais problemas, foi proposto o desenvohvionge uma rede ELM Robusta
(ROB-ELM), que tem como base o método de regresséo robustasgtimadores, discutidos
no Capitulo 3. Como prova de conceito da nossa propostagefmiido um experimento que
compara as curvas de decisdo de dois métodos de regresddopéelrdo e ELM Robusta),
com e sem a presenca detliers
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Atributo X2
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(a) Conjunto de dados seoutliers.
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(b) Conjunto de dados cooutliers.

Figura 5.1: Curvas de decisao dos classificadores ELM e ROB-ELM. (a)@wajde dados seoutliers

. (b) Conjunto de dados conutliers.
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6 Classificador Linear Robusto:
Resultados Experimentais

O objetivo deste capitulo é analisar, avaliar e validar p@sta de um classificador RO-
LAM, proposto no Capitulo 4.

Inicialmente, sdo apresentadas as bases de dados uslimaglexperimentos, especificando
as principais caracteristicas de cada uma.

Em seguida, séao definidas trés formas de adicdmutersa um conjunto de dados.

S&o apresentadas também novas provas de conceito, quesomnhm as provas apresen-
tadas no Capitulo 4, pois agora, as superficies de decis@eBaidas pelos dois classificadores
lineares, OLAM e ROLAM, considerando a presenca de difesepércentuais deutliers

Como forma de comparacdo de desempenho entre os classiisadbAM e ROLAM,
foram realizados testes com as bases de dados Iris e Colueard: Para essa Ultima, sendo
apresentados testes para quatro diferentes cenariogagkatdicdo deutliers

Ao final do capitulo sdo apresentados dois experimentos, apiases de dados Pima
Indians Diabetes e Wisconsin Diagnostic Breast Cancer,acomuito de avaliar a flexibilidade
do classificador ROLAM, mostrando que, além de disponduilidiversas funcdes robustas,
disponibiliza também, para cada fungcédo, um parametro degeak) que, com uma simples
alteracdo em seu valor, permite melhorias na taxa de acerto.

6.1 Bases de Dados

As bases de dados utilizadas nos testes sao as seguingesCdhiuna Vertebral, Pima
Indians Diabetes e Wisconsin Diagnostic Breast Canceradaths estdo publicamente dis-
poniveis para download a partir do repositorio UCI Machiearning (FRANK; ASUNCION,
2010).
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6.1.1 Iris

A base de dados Iris contém 150 padrdes divididos em tréseda¥irginica, Versicolor e
Setosa, cada uma contendo 50 pontos. Cada padréo é readespot quatro atributos, sendo
eles: comprimento da sépala, largura da sépala, compnuenpétala e largura da pétala.
Todas as medidas séo definidas em centimetros.

O problema abordado nesta base de dados é de classificadéia.biDessa forma, séo
utilizadas nos testes apenas duas classes dessa base sle \daginica, com rétulo—1, e
Versicolor, com rotulet1. A terceira classe, Setosa, € utilizada para gartierspara a classe
Virginica, como sera apresentado na Sec¢ao 6.2.

6.1.2 Coluna Vertebral

A base de dados Coluna Vertebral é relativa a pacientes gegsampam, ou ndo, um de dois
tipos de patologias da coluna vertebral, hérnia de discaparalilolistese. Ela € composta por
310 individuos e possui trés classes, uma classe relasyasmtentes que nao apresentam qual-
quer patologia, classe Normal, com 100 individuos, e dusssek que representam pacientes
gue possuem uma das duas patologias analisadas, classe #edisco, com 60 individuos,

e classe Espondilolistese, com 150 individuos. Cada ithgavé representado por 6 atributos
biomecanicos: angulo de incidéncia pélvica, angulo dedegpglvica, declive sacral, angulo de
lordose, raio pélvico e grau de deslizamento.

Com o mesmo objetivo de tratar a classificacao desta baselde damo uma classificacao
binaria, nos testes séo utilizadas apenas as classes Noomat6tulo+1, e Espondilolistese,
com rotulo—1.

6.1.3 Pima Indians Diabetes

A base de dados Pima Indians Diabetes € composta por 768pgadgila um com 8 atri-
butos. Os dados estéo divididos em duas classes: Posiivio268 individuos, que representa
0s pacientes que tém diabetes, e Negativo, com 500 indiwjdue representa 0os pacientes
gue ndo tém a doenca. A classe Positivo é representada pdlm+d e a classe Negativo é
representada pelo rotulel.
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6.1.4 Wisconsin Diagnostic Breast Cancer (WDBC)

A base de dados WDBC representa pacientes que apresentar@p.ocancer de mama.
Os dados estéo dividios em duas classes: Benigno e Malignlas8e Benigno é representada
pelo rétulo—1, e conta com 357 pacientes que ndo apresentam a doencasseaMhligno, re-
presentada pelo rotulel, € composta por 212 pacientes que apresentam a doengaepeld
um total de 569 individuos. Cada padrao da classe é repagiegmor 30 atributos.

A Tabela 6.1 resume as principais caracteristicas apegspara cada base de dados,
considerando problemas de classificagéo binaria.

BD Classet1 Classe-1 Qtd. Padrdes Classel | Qtd. Padrdes Classel | Qtd. Atributos
Iris Versicolor Virginica 50 50 4
Coluna Normal Espondilolistese 100 150 6
Diabetes | Positivo Negativo 268 500 8
WDBC Maligno Benigno 212 357 30

Tabela 6.1: Caracteristicas das bases de dados utilizadas nos tdatssfigacéo binaria).

6.2 Adicao deOutliers

Encontrar dados reais contendotliersndo € uma tarefa trivial. Pelos menos até onde
sabemos, ndo existem bases de dados caracterizadasanx@itie como bases que contenham
padrbes consideradositliers. Com o0 objetivo de superar essa dificuldade, séo propossés ne
capitulo trés formas de adicionar pontosoddliersa bases de dados.

Os problemas aqui tratados sao problemas de classificagaoahinos quais podem ser
definidas duas regides de classificagcdo, uma relativa aas datulados como -1 e a outra
contendo dados rotulados como +1. No problema de classibic&;definida uma superficie
de decisé@o que separa essas duas regides. Neste traballvons@eradosutliers pontos
localizados na regido oposta a regido referente a sua cassgem. Por exemplo, sdo consi-
deradosoutliersda classe -1, pontos localizados, fisicamente, na regiataglsect1, mas que
sao rotulados como pertencentes a classe -1. O contrargisa paraoutliersda classe +1,
gue possuem rotulo dessa classe, mas que séo inseridodino gearegido referente a classe
-1. Os trés métodos de adicaoalgliersdesenvolvidos neste trabalho sao variacdes desta ideia.

O primeiro método utiliza dados artificiais. Foi criado ummjcmto de dados de forma
gue pudessem ser colocados em um plano bidimensional edesedistintas, apresentando-
se como dados linearmente separaveis. Em seguida, foramddsfpontos que, possuindo o
rotulo +1, séo inseridos, no plano bidimensional, na red@d® dados rotulados como -1. A
representacao desse método pode ser visualizada na Figjura 6
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Figura 6.1: Primeiro método de adicao deitliers

O segundo método trata da insercaooddliers nos dados da base lIris. Das trés classes

existentes nesta base de dados, apenas Virginica (rotuld e Versicolor (rétulo = +1) séo

consideradas classes, enquanto que os dados do conjuvga §ee, considerando apenas duas
regides, fisicamente aparecem na regido da classe Versgf@boadicionados ao conjunto "Vir-
ginca + \ersicolor", como sendautliers da classe Virginica, ou seja, utilizando o rétulo da

classe Virginica, -1. Os dados do conjunto Setosa a serardos commutliersséo selecio-
nados, de forma aleatoria, dentre os 50 pontos deste conjAnepresentacéo deste método

pode ser visualizada na Figura 6.2.
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Figura 6.2: Segundo método de adi¢ao alatliers

Por fim, o ultimo método de adicdo datliersdefinidos neste trabalho é o que sera utilizado
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nos experimentos envolvendo as bases de dados Colunardérteima Indians Diabetes e
Wisconsin Diagnostic Breast Cancer.

Osoutliers neste caso, ndo sao propriamente novos pontos adicioaadosjunto inicial,
como nos dois casos anteriores, mas sim, sdo pontos de undaataslasses que passam a
ser rotulados como sendo da outra classe. Por exemplo, daddasse +1 que tém seus ro-
tulos alterados para -1, ou vice versa, dados da classeda sews rétulos alterados para +1.
Essa forma de geragéo datlierstem como base a metodologia introduzida por Kim e Ghah-
ramani (KIM; GHAHRAMANI, 2008). A representacao desse naét@ode ser visualizada na
Figura 6.3.
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Figura 6.3: Terceiro método de adi¢do detliers

Nos dois capitulos anteriores, foram apresentadas pra&vasriteito para mostrar a in-
fluéncia dosoutliersem um classificador linear e em um classificador néo-lineanbjétivo
era mostrar o desempenho de classificadores robustos emigias em cada um dos casos.
Neste Capitulo, apresentamos uma prova de conceito quenesaar nao soé a influéncia dos
outliers mas como se dé essa influéncia na presenca de diferentestpais deutliers

6.3 Mais Provas de Conceito

Como provas de conceito relativas a adicdo de diferentesipierais deutliersaos dados,
primeiramente é apresentado um caso com dados artificieis seguida, um caso com dados
reais. S&o0 analisados dois classificadores lineares, o O ANROLAM. Em ambos os casos,
0 ROLAM é executado com a fungéo robusta Huber e o parametagudee k) recebe o valor
defaultdefinido para esta funcao, igual a 1,345.
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6.3.1 Conjunto de Dados Artificiais

Para este experimento, foi criado um conjunto de dadostisimsécom duas classes, re-
presentadas pelos rotulasl e —1. Ao longo do experimento, pontos de dados considerados
outliersséo adicionados, aos poucos, em diferentes percentuaienpamto original senout-
liers.

O objetivo do experimento € mostrar como a presenca de diesr@ercentuais de pontos
consideradosutliersinfluenciam na definicdo, ou melhor, no posicionamento enacéo da
reta de deciséo, que faz a separacéo entre os dados dasadsas da superficie de deciséo.

A Figura 6.4 apresenta as superficies de decisdo para os dawho5%, 10%, 15% e 20%
deoutliersdefinidas para os classificadores OLAM e ROLAM.

E facil ver a influéncia dosutliersnos gréaficos. Esse pontos agem como se "puxassem"a
reta na sua direcdo, exercendo uma clara influéncia sobr@ata o classificador OLAM, no
entanto, essa influéncia é perceptivelmente maior que palassificador ROLAM. Ja com
5% deoutliers a reta sofre uma inclinacdo bem maior no OLAM que no ROLAMMCib%
de outliers, a inclinacao da reta definida pelo OLAM ja faz com que os démtalizados na
regido de fronteira sejam classificados de forma erraddpsgosicionados na regiao oposta a
sua regido original, caracteristica dos dados de sua cl@stassificador robusto, por outro
lado, se mostra muito mais indiferente as perturbacéeslaeEelo®utliers

ApoOs a apresentacdo da prova de conceito utilizando dadigs$icds, sdo apresentados, a
partir de agora, resultados de experimentos realizadosledws reais.

6.4 Conjunto de Dados Reais

O experimento relativo a prova de conceito utilizando dadas faz uso da base de dados
Iris. S&o apresentados aqui os resultados dos experinaatdassificacado para os dados com
e semoutliers

A Figura 6.5 apresenta as superficies de decisédo definidaslpssificadores OLAM e
ROLAM. Com o objetivo de possibilitar a visualizac&do bidms@nal dos dados, foram utiliza-
dos na construcao dos graficos apenas dois dos quatro egribiados anteriormente, tamanho
da pétala e largura da pétala.

Acompanhando a sequéncia de graficos, é possivel perceakeragdes ocorridas na su-
perficie de decisdo a medida que m#liers sdo adicionados. E, mais uma vez, é possivel
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comprovar que o classificador OLAM € mais sensivel a presdogautliers enquanto que

o classificador ROLAM se apresenta mais resistente, safrerahor influéncia destes pontos.
Com o aumento da quantidade alatliers, no entanto, até mesmo o classificador robusto vai
perdendo eficiéncia gradativamente.

ApOs a apresentacdo das provas de conceito, a partir desiEgoapresentados experimen-
tos de classificacdo de dados com as base de dados Iris, G@&dehral, Pima Indians Dia-
betes e Wisconsin Diagnostic Breast Cancer. Em todos osimeos sao utilizados cinco
classificadores lineares, o OLAM e quatro tipos de ROLAM, clerdo com a fungao robusta
implementada (Bisquare, Fair, Huber e Logistic). Comoltado, s&o apresentadas as taxas de
acerto e os desvios padrdes obtidos obtidos em cada expérime

6.5 Resultados

6.6 Base de dados: Iris

A Tabela 6.2 apresenta os resultados de classificacdo dadbatsdos Iris, com e sem
outliers utilizando os classficadores OLAM e ROLAM. Estes valoresaspondem aos gra-
ficos apresentados na Figura 6.5. Os valores mostram ques%odeoutliers o ROLAM ja
comeca a ter uma pequena vantagem frente ao OLAM, ficandovastagem mais evidente
nos resultados para 10% datliers chegando a diferenca a ficar em torno de 8%, se compa-
rarmos o0 OLAM com o ROLAM-Bisquare. Além disso, o desvio @adapresentado pelos
classificadores robustos € menor.

OLAM ROLAM (Bisq.) | ROLAM (Fair) | ROLAM (Huber) | ROLAM (Log.)
0% | 93.05:4.76 93.35:4.55 93.25t5.52 94.20:4.75 93.55:4.68
5% | 91.75:552 94.05:4.36 93.35t5.13 93.10:5.31 93.50£5.29
10% | 85.60:9.03 93.4055.02 92.05t5.73 93.1055.49 93.3055.23
15% | 76.25:9.93 | 77.20:10.28 81.7058.36 76.30:10.36 79.65:9.85
20% | 66.60-11.78 | 69.10:11.00 | 70.20:£11.28 67.00:10.96 68.95:9.33

Tabela 6.2: Resultados de classificacao dos classificadores OLAM e ROpaMd a base de dados lris.

6.7 Base de dados: Coluna Vertebral

Os classificadores OLAM foram avaliados também em relacdasa de dados Coluna
Vertebral. Com o objetivo de tornar o experimento um casdatesiticacdo binaria, sdo consi-
derados aqui apenas os dados relativos as classes dostgmciermais, representados pelo
rotulo+1, e os dados dos pacientes com espondilolistese, readssigelo rotule-1.
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Osoutlierspara esta base de dados sdo adicionados de acordo com o Béfmdsentado
na Secao 6.2. Os rétulos definidos sao: +1, para a classe Nerrfiapara a classe Espondilo-
listese. Assim, a alterac&o de rotulos se da da seguintafaten+1 para -1, ao considerar um
ponto da classe Normal como sendo da classe Espondilelstegessa formautlier da classe
Normal; e de -1 para +1, no caso contrario, ao considerar untopa classe Espondilolistese
como sendo da classe Normal e, dessa fooutier da classe Espondilolistese.

6.7.1 Cenarios de Treinamento

Os experimentos com a base de dados Coluna Vertebral fovaiiddis em quatro cenarios.
A definicdo dos cenérios contempla as duas formas de geragauligrsdescritas nessa secao
(dados da classe Normal rotulados como da classe Espastgida, e vice versa). Além disso,
séo consideradas também nos cenarios, duas formas dbuigsta de outliers. Na primeira
delas, ooutlierspodem ser qualquer um dos pontos do conjunto total de dadosegunda
forma, osoutliersséo escolhidos como sendo pontos da classe que tera sewltarhdo e que
estejam mais distantes da regido de fronteira. O objetistadmalise € observar se a definicao
deoutlierscomo pontos mais afastados da fronteira aumenta a influéaesses pontos sobre a
superficie de decisao.

Considerando a combinacao de duas formas de geragdotlters e duas formas de dis-
tribuicdo deoutliers € possivel definir quatro cenarios de testes, 0s quais saeempados
graficamente a seguir. Com o0 objetivo de possibilitar a Vigagéo bidimensional dos dados,
foram utilizados na construcéo dos gréaficos apenas doisaleaibutos da base de dados
Coluna Vertebral, angulo de incidéncia pélvica e raio mélviNos graficos contenduutliers
é considerada a presenca de um percentual de 10% desses ponto

6.7.2 Cenariol

Neste cenario, apresentado na Figura 6.@ubkerssao pontos da classe Normal rotulados
como da classe Espondilolistese, e encontram-se afastadegiéo de fronteira.

6.7.3 Cenario 2

Nestecenariq apresentado na Figura 6.7 ,@glierssdo pontos da classe Normal rotulados
como da classe Espondilolistese, e podem ser quaisquesmatliasse Normal, independente
de seu posicionamento.
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Figura 6.7: Cenario 2 para experimentos com a base de dados Colunam@uskéers. (b) com 10%

de outliers.

6.7.4 Cenario3

Neste cenario, apresentado na Figura 6.&utkerssao pontos da classe Espondilolistese

rotulados como da classe Normal, e encontram-se afastadegi@o de fronteira.
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Figura 6.8: Cenario 3 para experimentos com a base de dados Colunam@usiéers. (b) com 10%
de outliers.

6.7.5 Cenario4

Neste cenario, apresentado na Figura 6.@uterssao pontos da classe Espondilolistese
rotulados como da classe Normal, e podem ser quaisquersdatolasse Espondilolistese,

independente de seu posicionamento.
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(a) Cenario 4 (sem outliers). (b) Cenario 4 (com 10% de outliers).

Figura 6.9: Cenario 4 para experimentos com a base de dados Colunam@usiéers. (b) com 10%
de outliers.

A seguir sado apresentados os resultados dos testes pama @ebdasdos Coluna Vertebral,
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considerando os classificadores lineares OLAM e ROLAM.

6.7.6 Resultados

Os resultados sdo avaliados para diferentes percentuaistlces (0%, 5%, 10%, 15% e
20%) e sdo analisados para cada um dos quatro cenarios defamteriormente.

Por motivo de clareza e legibilidade, os gréaficos apresestath todas as se¢cdes mos-
tram apenas duas linhas, uma correspondendo ao OLAM e, & aotROLAM com melhor
desempenho naquele teste especifico.

Cenario 1

A Tabela 6.3 apresenta os resultados para o testes exexzutad@nario 1 e os graficos
correspondentes as taxas de acerto e desvios padrbes s@erdgpdos na Figura 6.10. Em
todos os testes neste cenario, 0 ROLAM se mostrou superoLad/l, ficando essa diferencga
bastante visivel no caso com 10%adgliers chegando tal diferenca a ser de até 10% na taxa de
acerto, caso em que o desvio padrao também é consideratelmenor, caindo pela metade.

Nos gréficos da Figura 6.10, o OLAM apresenta sempre uma ta&aatto menor e maior
desvio padrao para os casos com 0%, 5%, 10% e 2084ttiers

OLAM ROLAM (Bisq.) | ROLAM (Fair) | ROLAM (Huber) | ROLAM (Log.)
0% | 90.48:4.37 | 92.88:3.58 92.60:3.23 92.04:3.49 91.96£3.97
5% | 92.20c4.01 | 94.98:2.93 93.70:3.52 94545331 94345314
10% | 79.92:8.64 | 89.94:4.62 84.00:8.81 87.9456.12 88.7656.03
15% | 64.10:8.39 | 68.12:9.58 63.20:8.49 67.10£8.14 64.1859.44
20% | 59.22:6.80 | 60.08:6.75 59.88:6.62 60.9456.56 59.3455.96

Tabela 6.3: Resultados para a base de dados Coluna Vertebral no cen@idliérs pontos da classe
Normal rotulados como da classe Espondilolistese; pogaiento dos outliers: afastados
da fronteira).

Cenério 2

A Tabela 6.4 apresenta os resultados para o testes exexutad@nario 2 e os graficos
correspondentes as taxas de acerto e desvios padrbes s@erdpdos na Figura 6.11. Em
praticamente todos os testes, 0 ROLAM se mostrou supeaoa ¢°>caso com 10% dwmitliers
nos dados, chega-se a uma diferenca de 5% na taxa de acemouencdesvio padrédo menor.

Os gréficos da Figura 6.11 apresentam taxas de acerto maidesvio padrdo geralmente
menores para 0 ROLAM, ficando os valores de desvio padracmuiiximos para os dois
classificadores nos casos com 15% e 20%.dbers



6.7 Base de dados: Coluna Vertebral 84
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Figura 6.10: Coluna Vertebral - Cenario 1. (a) Taxa de Acerto. (b) DeswdrRo.

Cenério 3

A Tabela 6.5 apresenta os resultados para o testes exexzutad@nario 3 e os graficos
correspondentes as taxas de acerto e desvios padrdes sgenagdos na Figura 6.12. Neste
cenario, o0 ROLAM obteve taxas de acerto 9% maior para o cass/deeoutliers e 8%
maior para o caso com 10% aeitliers ambos os casos com desvios padrdoes menores. A
superioridade do ROLAM pode ser vista na Figura 6.12.
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OLAM ROLAM (Bisq.) | ROLAM (Fair) | ROLAM (Huber) | ROLAM (Log.)
0% | 89.74-4.46 | 91.84:3.88 91.60£3.60 91.96:3.47 92.12:3.82
50 | 92.00t4.00 | 93.40:3.43 92.20£3.61 93.26£3.30 92.84:3.39
10% | 86.86t5.59 | 91.20:3.95 90.28L4.22 90.4855.07 90.14:4.85
15% | 74.36:t9.63 | 78.20:9.75 69.0059.98 74.12512.57 70.96£11.60
20% | 61.48:6.69 | 59.26:6.47 61.6256.70 50.54:6.64 59.5256.37

Tabela 6.4: Resultados para a base de dados Coluna Vertebral no cen@idli@rs pontos da classe
Normal rotulados como da classe Espondilolistese; pomon@nto dosutliers qualquer
lugar).
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(b) Desvio Padrao.

Figura 6.11: Coluna Vertebral - Cenario 2. (a) Taxa de Acerto. (b) Deswdrio.

Cenério 4

A Tabela 6.6 apresenta os resultados para o testes exexzutad@nario 4 e os graficos
correspondentes as taxas de acerto e desvios padrdes egenagios na Figura 6.13. Neste
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OLAM ROLAM (Bisq.) | ROLAM (Fair) | ROLAM (Huber) | ROLAM (Log.)
0% | 90.70E4.05 | 91.98:3.54 91545358 91.58:3.61 91.76£3.58
5% | 85345518 | 94.32:2.95 89.16:4.43 90.14:4.29 90.10:4.25
10% | 79.80£6.12 | 87.92:5.21 82.36:5.47 84.2655.88 84.6255.35
15% | 72.06:6.89 | 75.76:6.48 72.30:6.69 74.6055.89 73.36L7.15
20% | 63.66:7.79 | 67.00:6.11 63.5257.16 64.4256.77 64.14-7.53

Tabela 6.5: Resultados para a base de dados Coluna Vertebral no cen@uidli8rs pontos da classe
Espondilolistese rotulados como da classe Normal; posoento dosutliers afastados
da fronteira).
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(b) Desvio Padrao.

Figura 6.12: Coluna Vertebral - Cenario 3. (a) Taxa de Acerto. (b) DeswdrRo.

cenario, as diferencas entre as taxas de acerto dos daffickdores ficou em torno de 3%
em favor do ROLAM no caso com 5% dmitliers e diferenca de 5%, também em favor do
ROLAM, no caso com 10% deutliers

Mais uma vez, os graficos (Figura 6.13) sao claros em relagdoethor desempenho do
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ROLAM.
OLAM ROLAM (Bisq.) | ROLAM (Fair) | ROLAM (Huber) | ROLAM (Log.)
0% | 90.10c4.23 | 92.46E3.57 91.96:3.56 92.06:3.48 92.463.36
5% | 89.045505 | 92.04:3.88 91.38:3.81 91.4454.16 90.94:3.63
10% | 86.44:4.80 | 91.62:3.83 89.22:3.62 89.8654.21 89.7854.14
15% | 81.2655.79 | 87.06:4.67 84.7655.61 86.30£4.72 85.5254.81
20% | 74.96:7.40 | 79.48L6.54 76.32L6.70 78.2256.51 77.18:6.31

Tabela 6.6: Resultados para a base de dados Coluna no cenario 4 (oytliet®s da classe espondilo-
listese rotulados como da classe normal; posicionamerstouttiers: qualquer lugar).
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Figura 6.13: Coluna Vertebral - Cenario 4. (a) Taxa de Acerto. (b) Deswdrio.

Um fato interessante de ser observado é que, 0s cenarioggpquais as diferencas entre o
OLAM e o ROLAM foram relativamente melhores, foram naquelede os pontos deutliers
se localizaram mais afastados da fronteira (cenarios 1lst8)se deu devido a maior complexi-
dade gerada por estes pontos na tarefa de definicdo da sigpeefideciséo, pois quanto mais
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afastados da fronteira de decisdo, maiores os residucdogepar eles e, consequentemente,
maior a influéncia exercida por eles no método de minimosrqdad, que atribui 0 mesmo
peso para todos os pontos, compromentendo, assim, 0 métadd.O

Em relacao ao desempenho das funcdes robustas, é imporéateue a funcdo Bisquare
apresentou um melhor resultado geral para a classificagdasgade dados Coluna Vertebral.

6.8 Pima Indians Diabetes

No Capitulo 3, ao serem apresentadas as funcfes robusteenton-se que cada uma das
funcdes possui um parametro de ajusle € que esse parametro exerce uma influéncia sobre
0s pesos que asutlierstém na tarefa de classificacdo, mais especificamente, nolac&los
residuos da funcgéo erro.

Na funcaorobustfitdo Matlab, utilizada na implementacéao dos testes, cada@aéurapusta
possui um valor padrdo para o parameirae todos os experimentos apresentados até aqui
utilizaram tais valores padrdoes. Para a base de dados Bsalmet entanto, foram realizados
testes considerando valoreskidiferentes dos valores padrdes. Para tanto, foi realizada u
busca em grade onde os valorekdariaram de 01 a 10, com incrementos def)

A Tabela 6.7 apresenta, para cada funcao robusta e deteiorpeacentual deutliers os
resultados de classificacdo usando dois valoré&sapadrao e o 6timo, considerado 6timo aqui
o valor que gerou melhor resultado dentre todos para cadeesascifico.

Neste experimento, foram consideradodlierspontos da classe Negativo, que passaram a
ser rotulados como Positivos. ©Ostliersforam definidos como pontos afastados da regido de
fronteira entre as duas classes. Foram destacados na Ta@edaos casos com diferencas nas
taxas de acerto maiores ou iguais a 3%.

O objetivo do experimento é analisar a flexibilidade do meétaibusto que, além de dis-
ponibilizar véarias fungdes robustas, em vez de apenas ura fuim¢do, como a de célculo
de minimos quadrados do método padrao, ele também disjimibm parametro de ajuste
gue, dependendo do valor que assume, possibilita aumdgtocativos na taxa de acerto.
Na Tabela 6.7, em quase todos 0s casos € possivel percebéxantie acerto maior para as
situacOes onde néo € utilizadk@adrao. Para alguns casos, a diferenca na taxas de acertos €
significativa, como por exemplo, para o caso com 10%utbers onde ja € possivel perceber
uma diferenca de 3% na taxa obtida pela funcdo Talwar utidiaa valorkpadrao= 2,795 e
o valorkotimo=1,5.
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Com 20% deoutliers chega-se a diferencas em torno de 6% em favérd@iono, nos casos
das funcdes Bisquare e Welsch, e a diferencas em torno deab#ém em favor d& 6timo,
para funcdes como Andrews e Talwar.

Estes séo resultados importantes, considerando-se qtexacab do valor de apenas um
unico parametro pode gerar diferencas expressivas nas daxacerto dos classificadores ro-
bustos, tornando-os mais flexiveis do ponto de vista delpibdades de configuragéo.

0% 5% 10% 20%

OLAM 77.42£2.90 | 77.21-3.00 | 73.45:2.92 | 66.89+3.42
ROLAM (Andrews)
k_padréo (1.339) 77.173.25 | 77.36:3.32 | 74.75:3.07 | 67.64:3.61
77.68:3.06 | 77.74:2.76 | 75.773.22 | 72.7H3.74
k_otimo (6) (2.5) (0.5) (0.5)

ROLAM (Bisquare)
k_padréo (4.685) 77.85:3.04 | 76.7H3.09 | 74.712.73 | 67.60+4.58
77.38:£2.70 | 77.7H2.92 | 76.25£3.49 | 73.274-3.68
k_otimo 9) (7.5) (3) (1.5)

ROLAM (Cauchy)
k_padréo (2.385) 77.28£2.95 | 77.16£3.56 | 74.19+3.46 | 68.05-3.79
78.00£3.09 | 77.55:3.06 | 75.90£3.35 | 71.84+3.24
k_o6timo (5.5) (3.5) 1) (0.5)

ROLAM (Fair)
k_padréo (1.400) 76.98t3.05 | 77.0A:3.36 | 74.08t3.35 | 67.73:3.42
77.59:2.80 | 77.68:3.08 | 75.64+3.01 | 70.87:-3.47
k_oétimo 9) (0.1) (0.5) 0.1)

ROLAM (Huber)
k_padréo (1.345) 76.99+3.14 | 76.73:2.81 | 74.86+2.97 | 67.18:4.12
77.54t3.05 | 77.66+:2.96 | 75.972.75 | 70.95:3.17
k_oétimo (7.5) (0.5) (0.5) (0.1)

ROLAM (Logistic)
k_padréo (1.205) 76.95:3.28 | 77.49:3.25 | 74.64+3.15 | 67.45:3.79
77.513.01 | 77.35£3.46 | 75.94+2.62 | 71.05-3.62

k_6timo ) 6) (0.5) 0.1)

ROLAM (MQO)

K_padrao (1) 76.68:3.01 | 77.16:2.85 | 74.53:3.26 | 66.8653.81
78.1052.83 | 77.6852.87 | 7455320 | 67.81L4.16

k_6timo @) ) (9.5) (2.5)

ROLAM (Talwar)
k_padréo (2.795) 75.86+2.76 | 76.70:3.12 | 73.60:3.24 | 67.29+3.82
78.012.87 | 77.75:3.20 | 76.62£3.22 | 72.62:3.75
k_o6timo (3.5) ) (1.5) 1)

ROLAM (Welsch)
k_padréo (2.985) 77.473.19 | 77.4A3.13 | 74.50£3.55 | 67.5H-3.93
77.36£3.14 | 77.92:3.00 | 76.70£2.99 | 73.08:3.41
k_o6timo 9) 4 (1.5) 1)

Tabela 6.7: Desempenho do ROLAM para diferentes valore& ¢BD: Diabetes)

6.9 Base de dados: WDBC

Assim com para a base de dados Diabetes, os testes para & lokstod WDBC também
foram realizados considerando valorekdagferentes dos padronizados. Foi realizada também
uma busca em grade, variando os valorek de intervalo entre A a 10, com incrementos de
0,5.
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A Tabela 6.8 apresenta, para cada funcéo robusta e deteorpeacentual deutliers os
resultados de classificacdo usandopadrao e & 6timo, considerado 6timo por ter gerado o
melhor resultado dentre todos para cada caso especifiammktastacados na Tabela todos os
casos com diferencas nas taxas de acerto maiores ou igLbais a 3

Os outliers foram definidos como pontos da classe Benigno, que passasamratula-
dos como Maligno. Osutliersforam considerados como pontos mais afastados da regido de
fronteira entre as duas classes.

Para a base de dados WDBC, as diferencas encontradas maasadd acerto considerando
diferentes valores deé ainda maior.

No caso da funcéo Bisquare com 10%oadiers, considerando apenas a alteracdo do valor
dek, por exemplo, a taxa de acerto pdpadrao= 4,685 é de 8%9%, enquanto que para
kotimo= 3, o valor da taxa é de 9RL%, levando a uma diferenca de 8%, sendo o desvio
padrdo também menor.

Diferencas em torno de 6% em favor H@timo podem ser vistas nos casos das funcées
Talwar com 10% deutlierse Bisquare com 20% dautliers

6.10 Resumo do Capitulo

Neste capitulo foram apresentados uma gama abrangentaittades experimentais reali-
zados com os dois tipos de classificadores lineares dissutigista tese, o classificador OLAM
e sua versao robusta ROLAM.

Dando continuidade a prova de conceito apresentada nax@egitoram apresentadas aqui
novas provas de conceito para comparar a definicdo das isigede decisdo geradas pelos
dois classificadores, na presencga de diferentes percemeadutliers, confirmando a maior
propensao do classificador OLAM de ser afetado peldkers

Os classificadores foram avaliados também em relacdo amgderbo na tarefa de classi-
ficacdo de diferentes bases de dados. Neste caso, forasadoalas taxas de acerto e desvios
padrdes obtidos por cada classificador. Na maioria dos iexpetos, € possivel constatar a
superioridade do classificador robusto em relacéo ao fizskir padrdo, mesmo em casos de
aumento do percentual detlierspresente nos dados.

Para o ROLAM, foi avaliado também o desempenho deste clzsbifi em relacao a constante
de ajust&k definida para cada fungao robusta, o que possibilitou vepartancia desta constante
para o desempenho do classificador, e a propria flexibilidedem classificador robusto. Al-
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0% 5% 10% 20%

OLAM 95.39+1.87 | 92.47-2.51 | 85.76+3.31 | 74.58+4.45
ROLAM (Andrews)
k_padréo (1.339) 94.33t1.96 | 95.24+1.83 | 86.50£3.27 | 75.02:3.86
95.89£1.80 | 95.4Gt2.00 | 89.75£5.09 | 80.46+4.04
k_o6timo (3.5) (1.5) 1) (0.5)

ROLAM (Bisquare)
k_padréo (4.685) 94.78:1.96 | 95.14-1.88 | 85.69+3.38 | 75.29+4.15
95.5741.77 | 95.311.85 | 93.612.78 | 81.44+:4.79
k_o6timo (9.5) (4.5) (3) (1.5)

ROLAM (Cauchy)
k_padréo (2.385) 94.89+1.69 | 93.59+2.66 | 86.12£3.51 | 75.47-3.93
95.82+1.91 | 94.09+2.23 | 90.72£2.72 | 77.53t4.14
k_o6timo (8.5) 2) (0.5) (0.1)

ROLAM (Fair)
k_padrao (1.400) 94.80t1.94 | 92.55+2.43 | 85.88£3.19 | 75.96+3.80
95.61+1.69 | 93.40t2.11 | 87.172.65 | 76.03:3.89
k_o6timo 9) 0.1) 0.1) (4.5)

ROLAM (Huber)
k_padréo (1.345) 94.072.00 | 93.94:2.27 | 86.213.07 | 74.61H3.57
95.8741.78 | 93.7HH2.33 | 87.913.04 | 76.613.61
k_o6timo (7.5) (1.5) 0.1) (0.5)

ROLAM (Logistic)
k_padréo (1.205) 94.68t2.12 | 92.9A-2.43 | 86.23t3.14 | 75.79+:4.10
95.86+1.60 | 93.29+2.55 | 86.46+3.39 | 76.16+3.90

k_6timo (6.5) 1) (1.5) @)

ROLAM (MQO)

K_padrao (1) 9557:1.03 | 91.29:2.50 | 85.16E3.16 | 75.5454.10
0587152 | 91.80:2.13 | 86.313.17 | 76.09:4.21

k_6timo (2.5) ) (1.5) (1)

ROLAM (Talwar)
k_padréo (2.795) 95.54+1.86 | 95.02£2.15 | 85.82£3.31 | 74.76+3.77
95.99+1.80 | 95.44:1.90 | 92.19£2.79 | 78.75:3.69
k_o6timo (5) (2.5) (1.5) 1)

ROLAM (Welsch)
k_padré&o (2.985) 94.61£1.93 | 94.89t1.98 | 85.63t3.25 | 74.9A3.87
95.70£1.72 | 94.94:1.89 | 91.813.05 | 80.45:4.62
k_o6timo (8) (2.5) (1.5) 1)

Tabela 6.8: Desempenho do ROLAM para diferentes valore& D: WDBC)
terando apenas o valor #tede uma funcéo robusta, € possivel obter taxas de acertoasaior
acompanhadas de menores desvios padroes.

No proximo capitulo sera apresentada a primeira parte dokados experimentais realiza-
dos visando comparar o classificador ELM com sua versao tapbuslassificador ROB-ELM.
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7 Classificador Nao Linear Robusto:
Resultados Experimentais (Parte 1)

O objetivo deste capitulo € analisar, avaliar e validar p@sta de dois classificadores nao
lineares robustos, ROB-ELM e ROB-ELM-BIP.

Primeiramente s&o discutidas as bases de dados utilizagd@xperimentos e o cenario no
qual os testes foram realizados.

Em seguida, sdo apresentados 0s experimentos executados dois classificadores para
a classificacdo de dados na presenca de diferentes peiset®aatliers

7.1 Bases de Dados

As bases de dados utilizadas nos testes aqui apresentaddéssansin Diagnostic Breast
Cancer (apresentada no Capitulo 6) e lonosphere. Ambasmgidcamente disponiveis para
download a partir do repositério UCI Machine Learning (FR&§MSUNCION, 2010).

7.1.1 lonosphere

A base de dados lonosphere possui informacdes sobre dag&dide retorno de radar a
partir da lonosfera. Dois valores séo possiveis: Bom, andige o retorno do radar mostra
evidéncia de algum tipo de estrutura na lonosfera, e Ruiicargue o retorno ndo mostra evi-
déncia alguma, pois seu sinal passa através da lonosferaleSaidas, portanto, duas classes:
Bom, com 225 padrdes e rotwel, e Ruim, com 126 padrdes e rotuld. Todos os padrbes
possuem 34 atributos.

A Tabela 7.1 resume as principais caracteristicas de cagedeadados, considerando pro-
blemas de classificacao binaria.



7.2 Cenérios 93

BD Classet+1l | Classe-1 | Qtd. Padrdes Classel | Qtd. Padrdes Classel | Qtd. Atributos
WDBC Maligno Benigno 212 357 30
lonosphere Ruim Bom 126 225 34

Tabela 7.1: Caracteristicas das bases de dados utilizadas nos tdatssfigacéo binaria).

7.2 Cenarios

No Capitulo 6, foram apresentados quatro tipos de cenagitssties, considerando quatro
combinagdes em relacdo ao posicionamentmddgers(afastados da fronteira ou dispostos em
qualquer lugar do espaco) e a classe a ter seu rétulo altgradse -1 ou classe +1). Nos testes
realizados neste capitulo com os classificadores naaisi.ed adicionado mais um parametro
a composicao destes cenarios, relativo ao posicionamestpahtos de teste.

Na abordagem utilizada, os pontos de teste podem ser deiploss pontos que estdo
dispostos em qualquer lugar do espaco e pontos que estadmpsda fronteira de decisao.
Tradicionalmente, os dados séo inicialmente separaddsymi@ aleatoria, entre treinamento
e teste. Isso faz com que o0s pontos de teste possam ser quaigaes pontos do conjunto
de dados, independente de seu posicionamento no espagjappaiem estar dispostos em
qualquer lugar.

Pontos que encontram-se proximos a fronteira de decisdentamto, sdo os primeiros
a serem afetados quando a superficie de decisao se destoexemplo, por influéncia de
outliers Se selecionarmos os pontos de teste nessa regido, maikegarsp torna a tarefa de
classificacdo, pois o proprio cenario favorece a diminugi@daxa de acerto. Devido a isso,
essa foi a nossa opc¢ao na escolha do posicionamento dos plertteste.

Os experimentos realizados neste capitulo considerartarpoy o seguinte cenario: 0s
outliersencontram-se dispostos em qualquer lugar, a classe a tests&ualterado € a classe
-1 (classe Benigno, para a base WDBC e classe Bom, para admaspéhere), e os pontos de
teste encontram-se na fronteira de decisao.

7.3 Classificacéo de Bases de Dados

Nesta secdo € analisado o desempenho de dois tipos de ctaksifis ndo lineares ro-
bustos, ROB-ELM e ROB-ELM-BIP, que tém como base os classifices ELM e ELM-BIP,
respectivamente.
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7.3.1 Classificador ELM Robusto

Nos experimentos realizados com o classificador ROB-ELNMjgiramente € analisada a

base de dados Wisconsin Diagnostic Breast Cancer (WDBQheeguida, a base de dados
lonosphere.

Wisconsin Diagnostic Breast Cancer

Nesta se¢do sao apresentados os resultados dos tesislmsapara a base de dados Wis-
consin Diagnostic Breast Cancer, considerando a adicad«qel6% e 20% deutliers nos

dados originais. Os resultados para cada percentual séseapados nas Tabelas 7.3.1, 7.4 e
7.3.1, respectivamente.

Com o intuito de facilitar a comparacéao, a Tabela 7.2 aptasaitialmente os resultados

da classificacdo desta base de dados, através dos classdx@&d M e ROB-ELM, em um
ambiente seroutliers.

[ 9 | ELM(A =0.01) | ROB-ELM (Bisquare) | ROB-ELM (Fair) | ROB-ELM (Huber) | ROB-ELM (Logistic) |

10 54.98+:12.94 54.86:12.61 55.18+13.13 55.19+13.08 56.69:11.82
15 56.52+13.27 57.82£11.95 54.9A410.93 55.22+11.97 55.54+12.35
20 56.96+10.05 56.53+11.46 57.11410.67 54.25+11.29 58.68+9.42
25 59.25+9.42 56.82£9.41 57.38:9.19 56.46+9.07 55.39+10.61
30 59.97A7.52 58.0G+8.83 57.71+8.89 58.29+8.67 55.75+9.01
35 59.73t7.81 58.32£7.65 58.40+8.12 56.63:6.98 58.89t6.91
40 58.69+6.32 59.20+7.50 58.10+6.83 58.01-6.58 57.45+7.02
45 58.8A-7.37 58.76+6.82 58.00+5.74 59.20+6.19 58.28+6.19
50 58.89t5.60 59.46+6.33 57.94+6.19 58.30+6.22 58.45+5.20
100 61.1H-3.71 59.48+3.42 58.72+2.92 58.59+3.18 57.76+3.45

Tabela 7.2: Comparacao de desempenho entre os classificadores ELM eR®IB-BD: WDBC (sem
outliers).

Pela Tabela 7.2, percebe-se que ndo ha uma grande difereane® resultados de ELM
e ROB-ELM em um ambiente seoutliers o que ja era esperado, pois nestas condi¢des, 0s
classificadores comportam-se de forma semelhante, coneoggoadomprovado na Figura 7.1,
que apresenta uma leve vantagem para o ELM. E importanteredempbrar, no entanto, que
os graficos consideram apenas uma das fun¢des robustas.

Pela Tabela 7.3.1, percebe-se também que ndo ha uma gréaemgh no desempenho
entre as situacdes setlierse com 5% deutliers

O desafio na classificacédo camtliersaumenta a medida que aumenta o percentual destes
pontos nos dados. No cenario com 5%aigliers, ndo existem grandes diferencas entre 0s
dois classificadores. Com 10% detliers ja € possivel ver uma diferenca em torno de 5% no
uso da funcéo Bisquare com 30 neurdnios ocultos. No caso 68t 2o entanto, é possivel
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Figura 7.1: WDBC - Nout = 0%. (a) Taxa de Acerto. (b) Desvio Padrao.

[ g | ELM(A =001) | ROB-ELM (Bisquare) | ROB-ELM (Fair) | ROB-ELM (Huber) | ROB-ELM (Logistic) |

10 56.39+12.66 56.25+11.61 53.02£12.76 53.35+11.45 52.3113.53
15 56.74+10.87 56.62+10.54 55.20£11.31 56.56+10.97 55.29+12.28
20 55.82+:11.69 57.10+10.93 53.96+10.03 55.05+11.04 56.04-10.23
25 58.08+:10.09 58.11-9.33 55.19+10.48 56.25+9.59 55.01-10.00
30 58.85+8.29 59.08+9.15 57.79:9.10 58.92+-8.68 56.90+8.60
35 59.30t7.50 57.54+-7.86 57.20+7.58 57.63t+8.01 56.31-7.19
40 58.48+7.18 59.49+-8.24 58.45t6.66 58.04+6.53 56.75+7.92
45 59.61-6.74 59.72+6.19 57.69+5.98 57.98t6.17 57.13t6.16
50 57.73+8.08 59.56+5.94 58.18+5.27 57.53£5.55 57.84+5.97
100 60.74+5.03 59.26+3.27 58.00£2.90 57.93£2.85 57.74£3.23

Tabela 7.3: Comparacao de desempenho entre os classificadores ELM eBRE®IB- BD: WDBC
(Pout = 5%)-

observar as diferencas maiores nas taxas de acerto ents atadsificadores, chegando a uma
diferenca de 7% em favor do classificador robusto, tambémactimcédo Bisquare, mas agora



7.3 Classificacdo de Bases de Dados 96

WDBC - Nout = 5%
701

ELM
ELM-ROB (Bisq.)

68 -

66 -

64

62

Taxa de Acerto

(a) Taxa de Acerto.

WDBC - Nout = 5%
151

ELM
ELM-ROB (Bisq.)

10

Desvio Padréo

(b) Desvio Padrao.

Figura 7.2: WDBC - Nout = 5%. (a) Taxa de Acerto. (b) Desvio Padrao.

[ g | ELM(A =001) | ROB-ELM (Bisquare) | ROB-ELM (Fair) | ROB-ELM (Huber) | ROB-ELM (Logistic) |

10 53.75:13.39 53.89+11.62 52.3A11.95 54.9611.80 53.81+11.62
15 54.3G+11.08 56.75:10.15 54.3611.02 54.46:11.97 54.99+11.96
20 54.66+11.52 56.12+-11.06 53.70+9.94 54.15+10.69 54.7911.55
25 56.40+9.61 56.32+9.52 55.01-9.27 54.179.74 56.68+8.28
30 54.69+9.60 59.20t7.67 54.08+8.70 56.75:8.75 57.50+7.89
35 55.43+:9.01 57.12+:8.13 57.25+7.88 56.47#-7.83 57.80+7.91
40 56.04+8.30 59.14-6.78 56.74+7.25 56.55+6.43 57.517.91
45 59.02+6.53 58.63+7.20 57.53t5.85 56.53+7.02 57.616.61
50 58.05:7.04 59.73t5.71 56.49+5.67 57.28+7.37 57.31+6.25
100 57.93t5.58 58.81+4.03 57.64+3.92 57.82+:3.95 57.313.67

Tabela 7.4: Comparacao de desempenho entre os classificadores ELM eBRE®IB- BD: WDBC
(Pout — 10%)

com 40 neurdnios ocultos. As Figuras 7.2, 7.3 e 7.4 mostrafitgmente estas diferencas.

Em todos os casos em que hd aumento da taxa de acerto, é ppssieber também a
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Figura 7.3: WDBC - Nout = 10%. (a) Taxa de Acerto. (b) Desvio Padrao.

[ g | ELM(A =001) | ROB-ELM (Bisquare) | ROB-ELM (Fair) | ROB-ELM (Huber) | ROB-ELM (Logistic) |
10 51.68+10.07 51.54+11.96 52.32+10.61 49.73+10.34 54.18+10.21
15 52.8A410.34 52.60+10.67 51.32+9.71 52.59+9.69 50.43+8.97
20 51.04+8.53 53.32£10.06 51.26£9.01 52.29+9.16 52.83t9.87
25 49.98+10.20 53.319.69 50.39+8.86 51.16£9.27 52.8749.54
30 52.48t8.65 55.978.24 51.14+8.26 51.82£9.19 51.41+8.38
35 50.23t8.31 55.12£8.01 51.73t7.20 53.75£9.32 50.9747.87
40 50.66+£8.00 57.43t6.73 50.61£8.50 53.52t7.84 52.35£8.45
45 52.85+7.43 56.84+7.13 51.75£7.40 53.617.07 53.83t7.67
50 52.95+7.69 58.18+6.35 52.36+6.67 54.44+7.36 55.09+7.46
100 53.96+7.15 56.95+3.87 52.43t7.74 52.50+7.06 53.85+7.28

Tabela 7.5: Comparacao de desempenho entre os classificadores ELM eBRE®IB- BD: WDBC

(Pout = 20%)-

diminuicdo do desvio padréo.
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Figura 7.4: WDBC - Nout = 20%. (a) Taxa de Acerto. (b) Desvio Padrao.

7.3.2 lonosphere

S&o apresentados agora os resultados dos testes reapasalasase de dados lonosphere,
considerando a adicéo de 5%, 10% e 20%udtiers aos dados originais. Os resultados para
cada percentual sédo apresentados nas Tabelas 7.7, 7.8respé&tivamente. A Tabela 7.6
apresenta inicialmente os resultados para um ambientasfaiacao semutliers

Um fato interessante que pode ser observado na Tabela 7b&i¥oodesempenho do clas-
sificador ROB-ELM baseado na fungao robusta Bisquare, eapdelaos outros classificadores
ROB-ELM e em relagéo ao préprio ELM. Suas taxas de acertoptamto, tornam-se melhores
no ambiente com 5% dautliers ou seja, em um ambiente mais complexo, 0 ROB-ELM com
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[ g | ELM(A =001) | ROB-ELM (Bisquare) | ROB-ELM (Fair) | ROB-ELM (Huber) | ROB-ELM (Logistic) |
10 70.93+5.15 64.03+7.43 71.8H5.34 71.13t5.61 71.26+5.92
15 73.39£3.14 69.69+6.54 74.073.87 73.39£4.02 73.90t4.12
20 74.313.24 69.14+6.36 75.113.04 75.19£3.48 75.00£3.49
25 74.59+2.82 69.30£6.31 76.03t2.12 75.8#2.51 75.50£2.65
30 75.012.69 69.59+5.78 76.60£1.82 76.471.88 76.30£1.99
35 75.74:1.73 69.76+5.30 76.44+1.12 76.19+0.95 76.34£1.04
40 75.84+1.72 70.34+5.39 76.4H1.48 76.4H1.43 76.84+1.45
45 75.74+1.59 70.9A-5.48 76.76+1.49 76.641.63 76.61+1.59
50 75.8H41.35 70.89+5.88 76.70+2.06 76.80+1.68 76.5H2.15
100 75.94+0.90 68.80+5.86 76.14+4.03 75.93+4.69 76.36+4.13

Tabela 7.6: Comparacao de desempenho entre os classificadores ELM eER®IB-BD: lonosphere

(semoutliers).

fungéo Bisquare aumenta o seu poder de classificagdo.
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(b) Desvio Padrao.

Figura 7.5: lonosphere - Nout = 0%. (a) Taxa de Acerto. (b) Desvio Padréo.

Na base de dados lonosphere, € possivel perceber, em ralaggée WDBC, uma maior
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[ g | ELM(A =001) | ROB-ELM (Bisquare) | ROB-ELM (Fair) | ROB-ELM (Huber) | ROB-ELM (Logistic) |

10 70.94+4.95 69.7H6.72 72.214+4.66 72.30t4.27 72.23:4.05
15 70.644.53 70.76+5.54 73.413.34 73.113.40 73.56+3.75
20 70.93:3.90 72.29+5.87 74.00+3.49 74.0A43.39 74.44+:3.40
25 71.24+:3.33 72.89+4.86 73.94+:2.94 74.513.35 74.41-2.87
30 71.90+3.16 72.06:4.54 75.50+2.56 75.812.19 75.30+2.41
35 71.813.01 73.90+3.49 76.36+1.75 76.13+1.51 76.271.62
40 72.73:2.53 73.83.35 76.20+2.10 76.69:1.96 76.60+2.03
45 73.34£2.25 73.46£4.05 76.69:1.83 76.83+1.86 76.93:1.89
50 73.2H2.33 73.71+4.36 77.214+2.02 76.80+2.07 76.76:2.18
100 73.9H2.03 71.49£5.42 77.03:3.68 76.46+4.32 77.03:4.17

Tabela 7.7: Comparacao de desempenho entre os classificadores ELM eER®IB-BD: lonosphere
(Pout = 5%)-

diferenca nas taxas de acerto obtidas pelo ELM, ao compararsibuacdo semutlierse com
5% deoutliers No ELM, a reducéo da taxa de acerto no caso sattiersem relacdo ao caso
com 5% deoutliers chega a 4% com 35 neurdnios ocultos. Ja no caso do ROB-ELdvsana
percebe esta queda no desempenho. Pelo contrario, em aligoss o desempenho do ROB-
ELM chega a melhorar visivelmente no ambiente com 5%utéers como por exemplo, no
caso com 35 neurdnios ocultos e fungao robusta Bisquare,ataka de acerto do ROB-ELM
chega a ser 4% maior no ambiente com 5%udtiersem relacdo ao ambiente semtliers

[ g | ELM(A =001) | ROB-ELM (Bisquare) | ROB-ELM (Fair) | ROB-ELM (Huber) | ROB-ELM (Logistic) |

10 67.03:5.12 69.77H4.80 71.06:4.52 70.5A4.77 70.444.03
15 66.39:5.35 70.61+4.94 70.73:4.79 68.79:5.03 70.63:4.73
20 65.545.71 72.04:4.77 70.86+4.06 70.56+4.76 70.90+3.98
25 65.93t4.50 73.3H4.25 72.03:3.19 71.64+3.81 71.49+4.08
30 65.83+:4.07 72.1H3.69 73.1A43.09 72.40+3.48 73.04+3.08
35 66.51-3.82 73.46+3.26 73.892.79 73.1AH2.71 73.814-2.68
40 67.1H2.78 74.56+3.01 74.86+2.94 75.0A42.78 74.60+2.90
45 66.96+3.00 75.23:3.73 75.23+3.22 74.62.95 75.63+2.72
50 67.2H2.57 75.33:3.66 75.6A2.79 75.66+3.14 75.9H2.74
100 68.81+2.37 72.99£6.02 77.0A4.41 76.90t4.19 77.01+4.50

Tabela 7.8: Comparacao de desempenho entre os classificadores ELM eER®IB-BD: lonosphere
(Pout — 10%)

[ g | ELM(A =001) | ROB-ELM (Bisquare) | ROB-ELM (Fair) | ROB-ELM (Huber) | ROB-ELM (Logistic) |

10 50.03£5.19 50.93£5.22 55.16+6.95 50.51+5.82 53.20+6.93
15 50.074+4.49 51.43t5.53 55.20+4.86 50.79t4.64 53.844.99
20 48.63+:3.63 52.39:4.99 55.99+6.00 50.51+4.33 54.74+5.05
25 49.83+4.32 52.31-4.25 56.46+5.64 50.90t+4.41 54.11-4.49
30 49.49+3.35 53.214-3.47 56.93+4.38 51.26+4.00 55.26+3.94
35 49.90+3.22 54.76+4.39 58.7H-4.90 52.84+4.37 56.69+4.62
40 49.24+2.79 57.53t5.80 61.11-6.28 56.3A5.44 59.03+6.09
45 49.93+3.03 58.41-6.83 62.76+6.92 58.69+6.73 61.04+5.87
50 50.16+3.02 61.93:6.68 64.51-7.83 60.76+7.40 63.6146.82
100 51.43t3.18 68.94+7.89 69.914+6.97 67.03:9.39 68.39+7.67

Tabela 7.9: Comparacao de desempenho entre os classificadores ELM eER®IB-BD: lonosphere
(Pout = 20%)-

Com a base de dados lonosphere, o classificador robusteataesna diferenca em torno
de 8% na taxa de acerto ja no cenario com 10%utéers, podendo essa diferenca ser obser-
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Figura 7.6: lonosphere - Nout = 5%. (a) Taxa de Acerto. (b) Desvio Padréo.

vada para diferentes funcdes robustas e quantidades dmiesucultos. Com 20% drutliers,

a diferenca na taxa de acerto chega a quase 19% para 100inswéumtos. Observa-se neste
experimento que o aumento da quantidade de neurdnios sdaitorece o desempenho do
classificador ROB-ELM, ou seja, neste caso, este € um reaunsais que pode ser utilizado
pelo classificador, enquanto que o classificador ELM, na raestmacao, ndo conseguiu tirar
proveito desta possibilidade.

Mais uma vez, as diferencas entre os classificadores ELM e ROB podem ser vistas
graficamente, nas Figuras 7.5, 7.6, 7.7 e 7.8.
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Figura 7.7: lonosphere - Nout = 10%. (a) Taxa de Acerto. (b) Desvio Padréo

7.3.3 Classificador ELM-BIP Robusto

Além da analise de um classificador robusto baseado no ELNB{R(M), foi analisado
também neste trabalho, o desempenho de um classificad@todimseado em uma extenséo
do ELM, o ELM-BIP, definido como ROB-ELM-BIP.

Se o0 ELM-BIP é uma opcao elegante e recente de melhoria do BEIR®B-ELM-BIP vai
além, se tornando uma opcéao de aperfeicoamento desta rethorelacdo ao ELM original.

Nesta secéo € avaliado o desempenho do classificador ROBEERMonsiderando a base
de dados lonosphere. Os resultados apresentados consmerasos de adicdo de 5%, 10% e
20% deoutliersaos dados originais. Os resultados para cada percentuapsggentados nas
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Figura 7.8: lonosphere - Nout = 20%. (a) Taxa de Acerto. (b) Desvio Padréo

Tabelas 7.3.3, 7.3.3 e 7.3.3, respectivamente.

Com o intuito de facilitar a comparacao, a Tabela 7.10 aptaseicialmente os resultados
da classificacao desta base de dados, através dos classég &l M-BIP e ROB-ELM-BIP,
em um ambiente seoutliers

Assim como aconteceu entre ROB-ELM e ELM para a base de dadosphere semut-
liers (Tabela 7.6), o ROB-ELM-BIP com funcao Bisquare também sgrta um desempenho
pior para o caso sermutliers em relacdo ao ELM-BIP. Aqui no caso, no entanto, as outras
fungdes robustas também oferecem taxas de acerto meneras o ELM-BIP.

Como era de se esperar devido aos resultados anterionesEe€M e ROB-ELM, a partir
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[ q | ELM-BIP(A = 0.01) [ ROB-ELM-BIP(Bisq.) | ROB-ELM-BIP(Fair) | ROB-ELM-BIP(Huber) | ROB-ELM-BIP(Log.) |

10 72.29:5.06 67.0G:7.95 64.10+8.19 66.14+7.75 64.0G:8.54
15 73.14+-4.05 68.38+7.55 70.43t5.91 63.81-8.00 69.29+6.79
20 74.05£3.10 69.6A47.10 72.43t6.28 70.29t7.16 71.52:4.79
25 73.8H3.21 70.14+:5.99 69.48+7.23 68.90+7.02 69.43+6.78
30 74.52+2.46 70.71-6.94 67.90+6.25 69.10+5.98 67.62:6.13
35 75.29+1.64 70.95+6.27 69.715.62 69.81H-5.74 69.6A4-5.65
40 76.1G:2.15 69.86+5.27 70.38:5.45 71.48£5.42 71.62£5.14
45 76.05:1.39 71.05£5.68 70.38:5.47 70.9G£6.27 70.81£5.18
50 76.05:1.17 70.9G£5.84 72.19+5.92 69.9G£5.94 70.29£6.59
100 75.9G:0.97 69.05£6.19 69.6 A5.77 70.9G:6.84 68.33:6.71

Tabela 7.10:Comparacdo de desempenho entre os classificadores ELM-R®BeELM-BIP - BD:
lonosphere (serautliers).
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(a) Taxa de Acerto.

lonosphere - Nout = 0%
15

ELM-BIP
ELM-BIP-ROB (Fair)

10

Desvio Padréo

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

(b) Desvio Padréo.

Figura 7.9: lonosphere - Nout = 0%. (a) Taxa de Acerto. (b) Desvio Padréo.

do momento queutlierssédo adicionados aos dados, com 5% e 10%, por exemplo, camédes
penho do classificador ELM-BIP e melhora o desempenho dsifitzslor ROB-ELM-BIP.
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[ q | ELM-BIP(A = 0.01) [ ROB-ELM-BIP(Bisq.) | ROB-ELM-BIP(Fair) | ROB-ELM-BIP(Huber) | ROB-ELM-BIP(Log.) |

10 71.5H3.70 69.575.48 69.90+6.89 69.81+6.54 68.43t7.12
15 70.71-3.82 71.48:5.79 71.43t6.04 70.5A5.76 71.48:4.41
20 70.95+4.03 72.48+5.22 71.33t5.47 71.86+5.72 71.52+:5.90
25 71.62+:3.02 71.86+6.05 72.52+5.72 73.10+4.88 72.48+3.50
30 71.00+3.03 71.14-4.97 72.05+5.08 70.95t5.26 72.33:4.94
35 72.14+-3.37 74.52+3.12 74.48+2.18 73.38+3.47 74.5H2.87
40 73.24:2.43 73.1Gt4.69 71.76:4.89 73.713.39 73.9G£3.48
45 73.19£2.24 73.0G:4.40 74.33:3.47 73.38:4.68 74.14+3.51
50 73.14+2.20 74.05:4.02 72.86+5.33 73.52£4.51 73.9G+4.88
100 74.0G:£1.89 72.33:5.39 72.29+6.60 70.86+6.45 70.81£5.41

Tabela 7.11:Comparacdo de desempenho entre os classificadores ELM-R®BeELM-BIP - BD:
lonosphere R,y = 5%).
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(a) Taxa de Acerto.
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(b) Desvio Padréo.

Figura 7.10: lonosphere - Nout = 5%. (a) Taxa de Acerto. (b) Desvio Padréo.

Mais uma vez, a diferenca entre os classificadores fica mgligeVa medida que aumenta
a quantidade deutliers como pode ser comprovado também pelas Figuras 7.9, 71Dg7.
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[ q | ELM-BIP(A = 0.01) [ ROB-ELM-BIP(Bisq.) | ROB-ELM-BIP(Fair) | ROB-ELM-BIP(Huber) | ROB-ELM-BIP(Log.) |

10 67.9G+5.86 71.24+3.89 69.95+-4.88 71.29£4.72 69.48t4.57
15 65.19+4.69 71.71-3.80 69.33t5.04 71.95£5.19 70.00t5.37
20 65.81-5.00 71.10:4.71 73.19+4.19 71.52+5.60 72.29:4.22
25 63.76:4.29 72.95-4.49 72.19+4.12 73.43:4.46 71.86+3.90
30 66.00+3.92 73.48+3.15 71.52+3.56 73.43:4.10 72.7H-3.64
35 66.19+3.21 73.19t2.95 73.38+2.72 73.76+3.22 72.81-1.86
40 66.1G:3.25 73.81+4.46 74.29+3.83 74.05£3.32 74.86:2.99
45 67.48t2.67 75.0G£3.37 74.76:4.23 75.52+3.33 74.712.63
50 66.81+2.92 75.14+4.15 74.52+:3.54 75.62+3.86 75.52+3.04
100 68.62+2.45 73.0G£5.83 74.38:6.43 73.62+5.66 72.90£6.23

Tabela 7.12:Comparacdo de desempenho entre os classificadores ELM-R®BeELM-BIP - BD:
lonosphere Ry = 10%).
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Figura 7.11: lonosphere - Nout = 10%. (a) Taxa de Acerto. (b) Desvio Padréao

7.12. Com 5% deultliers, as taxas de acerto séo praticamente similares. Com 1@¥tlikrs
a diferenca entre as taxas de acerto chega a 10% no caso @a fubpista Huber com 25
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[ q | ELM-BIP (A = 0.01) | ROB-ELM-BIP (Bisquare) | ROB-ELM-BIP (Fair) | ROB-ELM-BIP (Huber) | ROB-ELM-BIP (Logistic) |
10 49.8155.50 52.71:5.83 49.33:5.86 51.43t5.64 51.86:5.31
15 51.38£5.38 50.95:4.92 51.76L4.57 49.5255.27 52.6755.11
20 51.5253.79 52.4305.17 51.62:4.05 52.14:4.79 52.19r3.95
25 50.67:3.98 51.38:3.51 50.4853.57 51.00:4.17 52.1955.50
30 48.95:4.04 52.90:3.96 53.4353.82 52.19:3.53 52.00:3.43
35 49.1952.59 55.57:5.67 55.38L4.76 54.6714.14 55.4305.71
40 50.1453.17 57.10:6.61 58.57:6.28 57.10:6.39 56.57:5.68
15 50.52£2.53 59.09:6.12 59.6257.93 57.76:7.32 62.38:8.48
50 49.76:2.38 61.04:7.34 60.1056.25 60.05:6.07 60.81:9.58
100 51.2952.55 69.86:9.40 71.4357.80 68.95:7.29 69.19:6.90

Tabela 7.13:Comparacdo de desempenho entre os classificadores ELM-R®BeELM-BIP - BD:
lonosphere R,y = 20%).
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(b) Desvio Padréo.

Figura 7.12: lonosphere - Nout = 20%. (a) Taxa de Acerto. (b) Desvio Padréao

neurdnios ocultos. Com 20% aeitliers esta diferenca chega a 20% com a funcao Fair e 100

neurdnios ocultos.
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7.4 Resumo do Capitulo

Neste capitulo, inicialmente foram apresentadas as ba&sdadbs utilizadas nos experi-
mentos e o0 cenario de testes utilizado. Foram entdo apaelesnbs resultados para os ex-
perimentos realizados com classificadores nédo linearadpsmostrada a superioridade dos
classificadores robustos, ROB-ELM e ROB-ELM-BIP, em retagés classificadores ELM e
ELM-BIP, respectivamente.

Foi possivel perceber que, em algumas situacdes, mesmoragmequeno percentual de
outliers, os classificadores robustos ja se mostram superiores,ssaseperioridade se torna
ainda mais visivel a medida que aumenta o percentualitiersnos dados.

No proximo capitulo sera apresentada a segunda parte disdes experimentais reali-
zados com os classificadores ELM e ROB-ELM. O objetivo destpsrimentos € utilizar uma
metaheuristica de otimizacdo baseada em inteligéncia>@demenpara determinar parametros
otimos para os classificadores supracitados.
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8 Classificador Nao Linear Robusto:
Resultados - Parte 2

Neste capitulo, o classificador néo linear robusto, ROB-E&Mnalisado sob o ponto de
vista do método Otimizag&o por Enxame de Particltagicle Swarm OptimizatigiPSO) (KEN-
NEDY; EBERHART, 1995). O objetivo é utilizar a metaheudatiPSO na busca da melhor
configuracéo para o classificador ROB-ELM em cenarios cosepiga deutliers no caso de
bases de dados, ou de presenca de ruido em bases de imagens.

Em relacdo as bases de dados, sdo analisadas as basesdondSpluna Vertebral e Wis-
consin Diagnostic Breast Cancer, ja discutidas nos cagituteriores. O PSO, neste caso, €
utilizado para buscar os melhores parametros de configud&lassificador robusto na pre-
senca de 5% e 10% deitliersnestas bases.

Em relacdo as imagens, sdo apresentadas duas bases desidafpes, YALE A e SUS-
SEX, e a forma como as imagens sao preparadas para seremnggies ao classificador, in-
cluindo o método de reducao de dimensionalidade aplicadorena de adicéo de ruido a estas
imagens. Por fim, sdo apresentados os resultados do PSOagforalselecao dos parametros
do classificador ROB-ELM.

Em primeiro lugar, é discutido o método PSO, apresentandorfgyuracées do mesmo
para os experimentos realizados neste trabalho.

8.1 Otimizacao por Enxame de Particulas

A metaheuristica PSO é inspirada no comportamento socidbeoaganizacéo de revoadas
de passaros e cardumes de peixes. O comportamento soniansteado pela troca de infor-
macao entre os elementos da populagéo, gera exploracamel@res solugcdes, enquanto que
a aprendizagem individual corresponde ao componente @stigacéo. Tais caracteristicas
fornecem uma combinac&o balanceada de busca local e gkaabmlgoritmo (BRATTON;
KENNEDY, 2007; PEDERSEN; CHIPPERFIELD, 2010).



8.1 Otimizag&o por Enxame de Particulas 110

Sejamx; € RY ev; € RY, respectivamente, o vetor posicéo e o vetor velocidadeésamo
elemento em um enxame de particudadimensionais, ondeé = N+ 1 € o numero de variaveis
do problema. Sejam tambéme RY epl, € RY, respectivamente, os vetores de melhor posicéo
individual histérica da-ésima particula e a melhor posicéao histéricakesima vizinhanca.
Esses vetores sao definidos como segue:

Xi = [X1X2 Xd
Vi = [VizVig,,Vid)',
P =[PPz, Pid
ply = [plct, Plcz,, Pla] -

O algoritmo PSO é implementado de acordo com os seguintesgpara um total derso
geragoes:

Passo 1Sejam=1 e faca

Xi(0) = Xmin+ (Xmax— Xmin)U,
Vi(0) = (Xmax—Xmin)U —xi(0),
pi(0) = 0
pl(0) = 0,

ondeU é um vetor aleatorid-dimensional cujos componentes sao uniformemente distri-
buidos no interval¢0, 1], 0 € um vetor nulal-dimensional &max € Xmin S&0, respectiva-
mente, 0s valores maximo e minimo permitidos para as vasi@deeuma solucao.

Passo 2Avalie todas as particulas do enxame. O vetorecebe a posi¢ao atual de&sima
particula, bem como o valor da funcgéo fitness correspondé&gg. 4 0 conjunto de
todas as particulas dentro kl#sima vizinhanga. Entdo, o vefal e seu valor de fithess
recebem a melhor posi¢éo e o melhor valor de funcéo fithessedenparticulas emvy.

Passo 3Sejamx;(m) e vi(m), respectivamente, a posi¢céo e a velocidadeé&sma particula
na iteragcaam. Entdo, execute as seguintes equacdes de atualizacéo:

vilm+1) = x{vi(m)+coya[p;(m) —xi(m)] + (8.1)
+C2Y2[pl (M) —xi(M)]},
xi(m+1) = xi(m)+vi(m+1), (8.2)
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ondex é o fator de constricda; e ¢, sdo constantes positivas chamadas coeficientes
de aceleracdo, enquang e y» sao variaveis aleatérias independentes uniformemente
distribuidas no intervalf®, 1].

Passo 4Avalie todas as particulas do enxame.
Passo 5Para d-ésima particula, sé(x;(m+1)) > f(p;(m)), entéop;(m) < xi(m+1).

Passo 6Calculepy_(m) = argmaxf(p;(m))),vi € k. Sef(py, (M) > f(pl(m)), entdo
Pl (M) = Par(M).

Passo 7Selecione aleatoriamente uma fragéo das vizinhancasizeregbasso de busca local
baseado em SA nas solu¢@eg para cada valor selecionadokle

Passo 8Sejam= m+ 1. Sem > Lpsg, pare e apresente o melhay, de todas as vizinhangas
como a melhor solugéo encontrada. Caso contrario, va paaasoi3.

As configuracdes definidas na implementacédo do PSO para&séhio sdo apresentadas
a seqguir.

8.1.1 Configuragdes do PSO

Para o tamanho do enxame, foi adotada a quantidade de Sufssiue, segundo Bratton
& Kennedy (2007), obteve bom desempenho em varios problanmasados. A dimenséo do
espaco de busca é um parametro que varia de problema patanpaglpois esta associada a
quantidade variaveis envolvidas no problema a ser otimizateste trabalho, a dimenséao do
espaco foi definida com tamanho igual a 3, no caso do claskfiddOB-ELM, e igual a 1,
para o caso classificador ELM. A particula para o ELM-ROB foifada pela funcdo robusta,
seu parametro de configuracdo, (e a quantidade de neurdnios ocultos do classificador. No
caso do classificador ELM, o Unico parametro variavel foi angdade de neurénios ocultos.
A particula neste caso foi formada apenas por este parametro

Para os fatores de aprendizaftb (cognitivo) e¢ 2 (social), foram utilizados valores iguais
a 2,05, como sugeridos também em (BRATTON; KENNEDY, 2000m@ condicao de parada
para o algoritmo, foi definida uma quantidade maxima degfes, neste caso 500 iteracées ou
10% do maximo de iteracdes sem que haja melhoria da solucéo.

A funcao objetivo foi definida com base na média da taxa de@eeno desvio padrao
do conjunto de resultados de trinta execucdes da rede nétst funcao foi modelada para
encontrar solugdes que impliguem em uma maior taxa de guaraco classificador, através da
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maximizacdo da média da taxa de acerto da rede, e em soligtaesis, através da minimiza-
¢do do desvio padréo da série de execucdes. Além da médiseswo gadréo, foi considerada
uma terceira variavel, a quantidade de neurdnios ocultst \E&riavel foi inserida para atuar
como critério de desempate no caso de duas configuracoesafaem valores semelhantes
para a média e o desvio padrdo. Desta forma, dentre as catiiggs empatadas, sera consi-
derada melhor, a que possuir a menor quantidade de neudinittgs, contribuindo para uma
menor complexidade do classificador.

O problema a ser otimizado poderia ser interpretado comtiohjdtivo, por tratar-se da
maximizacdo da média e da minimizacéo do desvio padrao eatdidade de neurénios ocul-
tos. Porém, foi utilizada uma formulagdo monoobijetivo. tllésrmulacdo, a abordagem mul-
tiobjetivo foi substituida por uma Unica funcéo, onde a médsubtraida pelo desvio padréo e
por 1% da quantidade de neurdnios ocultos, como mostra a&g&a3.

fitness= media— (desviopadrae- (0.01xq)) (8.3)
em queq é a quantidade de neurdnios ocultos.

Nas proximas sec¢des sao apresentados os testes realiaadas bases de dados e as bases
de imagens.

8.2 Classificacéo de Bases de Dados

Um dos pontos fortes dos métodos robustos propostos nestaagossibilidade de escolha
de mais de uma funcgéo robusta na busca da solucdo do probéenmegrésséao linear. Além
disso, cada funcao ainda oferece a possibilidade de defidegc&@m parametro de configuracao
(k) responsavel por orientar a sua execucdo em relacdo acs ¢gesada ponto no conjunto
de dados. Desta forma, o conjunto de parametros configsrémeiuma ROB-ELM contém
trés valores, sendo eles, quantidade de neurdnios oclutasio robusta &, o que torna sua
configuracdo bem mais flexivel que a de uma ELM padréo, onde pedvariada apenas a
guantidade de neurénios ocultos.

Para comprovar esta questéao, foram realizados testes aeaessELM e ROB-ELM utili-
zando o método PSO. Para tal experimento foi utilizada astissdados lonosphere com 5% e
10% deoutliers. Os resultados podem ser vistos na Tabela 8.1.

Um primeiro ponto a considerar nesta analise € a quantidackssaria de neurdnios ocul-
tos na definicdo dos classificadores. No caso do ELM, ocoreeexplosao da quantidade de
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neurénios ocultos. O que se percebe é que o ELM sofre umanestgno seu desempenho
ao atingir uma taxa de acerto por volta de 74%, para o caso dédesfitliers e 69%, para o
caso de 10% deutliers Estas taxas, no entanto, ja sdo obtidas com uma quantiéatieCd
neurdnios ocultos (resultados apresentados nas Tab8las/77 do capitulo anterior). Assim,
na tentativa de melhorar a taxa de desempenho e contandopassihilidade de ajustar apenas
a quantidade de neurdnios ocultos, o PSO termina por exgstdi quantidade na tentativa de
um ganho minimo da taxa resultante.

Além da diferenca significativa da quantidade de neurérefisida para cada classificador,
as taxas de acerto alcancadas pelo ROB-ELM s&o maiores gleeEdsM, sendo a diferenga
de 5% no caso com 5% dawmitlierse de 7% no caso com 10% datliers.

E possivel perceber também que, com o aumento da quantidamgliérs ou seja, com
o0 aumento da complexidade dos dados a serem classificados;&ofrobusta escolhida pelo
PSO para a rede ROB-ELM ¢é diferente da funcdo MQO ou é a fundg@0 Rbm parametr&
bem maior que 1, o que faz com que esta funcéo trabalhe cormaalelpesos adicionados aos
padrbes, descaracterizando o método padrao dos minimdsagoa. Esta observacao pode ser
confirmada na Tabela 8.1.

Tabela 8.1: Comparacao de desempenho, com base em configuracbes dod@8&@,qgassificacdo da
base lonosphere pelos classificadores ELM e ROB-ELM.

[ Método | g [ FuncdoRobustd k [ Taxade acerto] Desvio padrao|
P_out=5%
ELM 1845 - - 74.40 1.43
ROB-ELM 85 MQO 5.21 79.17 2.51
P_out = 10%
ELM 1423 — — 69.71 1.75
ROB-ELM 34 Logistic 0.1 77.28 1.12

Para a situacéo com 5% datliers onde é escolhida a funcdo MQO, o valorkdede 5,21.
Com 10% deoutliers, a propria funcao robusta passa a ser diferente, sendoddeéirfuncao
Logistic.

Para comprovar a reducao da quantidade de neurdnios ooeltessarias ao ROB-ELM
em relacdo ao ELM, mais uma comparacéao foi realizada entiassificadores. Desta vez, foi
utilizado um outro cenario, cooutliersafastados da fronteira e pontos de testes espalhados em
qualquer lugar. Os resultados podem ser vistos na Tabel&B& da reducdo da quantidade
de neurbnios ocultos, comprova-se também, um aumento aaltaacerto e um decréscimo
(exceto em no ultimo caso) no desvio padréo, em favor do ROR-E

Um outro experimento, agora ndo mais para comparar osfaasigires, foi realizado ape-
nas para analisar a escolha da funcéo robusta no casos déicdado das bases de dados
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Tabela 8.2: Comparacdo de desempenho, com base em configuragbes do@&@,qgtassificacdo da
base Coluna Vertebral e lonosphere pelos classificadorbseEROB-ELM.

| BD | Método | g [ Fungdo Robustd k [ Taxade acerto] Desvio padréo]
N_out =5%
Coluna ELM 15 - - 94.44 2.71
ROB-ELM | 10 Welsch 2.41 95.32 2.72
lonosphere ELM 72 - - 87.71 2.88
ROB-ELM | 30 Fair 8.77 87.57 2.71
N_out = 10%
Coluna ELM 13 — - 91.40 3.59
ROB-ELM | 10 Andrews 0.87 94.56 2.99
lonosphere ELM 95 - - 78.97 3.85
ROB-ELM | 75 Andrews 3.04 81.51 3.98

Coluna Vertebral e Wisconsin Diagnostic Breast Cancer asgnca deutliers.

A Tabela 8.3 apresenta os resultados. Para a base Coluedrébrcom 5% deutliers
é escolhida a funcdo MQO, mas com valorkdigual a 6,64, bem maior que 1, e para todos
0S outros casos, a funcéo robusta escolhida pelo PSO éndédeta MQO, sendo definidas as
funcdes Andrews e Welsch.

Tabela 8.3: Andlise das fun¢Bes robustas selecionadas pelo PSO passiich¢cdo das bases Coluna
Vertebral e WDBC através do ROB-ELM.

[ BD g [ Funcdo Robustd k [ Taxade acerto] Desvio padréao|
P_out=5%
Coluna | 16 MQO 6.64 83.96 3.09
WDBC | 128 Welsch 2.52 59.66 2.38
P_out = 10%
Coluna | 17 Welsch 10 82.88 4.27
WDBC | 175 Andrews 1.23 59.75 2.40

Além de testes com bases de dados, foram realizados tam&t@si¢cem bases de imagens,
gue sao discutidos a seguir.

8.3 Classificacao de Bases de Imagens

Esta secao trata da tarefa de classificacao, utilizando ¢l ROB de dois bancos de ima-
gens de faces. S&o apresentadas as imagens, o método @@meld¢mensionalidade aplicado
aelas, a preparacao das imagens antes da apresentac&sidicatbor e, por fim, sdo discutidos
os resultados dos testes do classificador com base no PSO.

8.4 Bases de Imagens

Para os experimentos com imagens, foram selecionadas dses the imagens de faces
bastante conhecidas na literatura: YALE A e SUSSEX. As edsdicas destas bases séo apre-
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sentadas a sequir.

8.4.1 YALEA

O banco de imagens YALE A (BELLHUMER et al., 1997) contém 1&agens em escala
de cinza, de tamanho 243 320 pixels, no formato GIF. As imagens estédo divididas etfire
individuos, cada um contendo igualmente 11 imagens. Cadadas onze imagens de cada
individuo corresponde a diferentes expressdes faci@@seza, sonoléncia, surpresa, piscar de
olhos e alegria; e de diferentes configuracdes: iluminacédl, expressdo normal sem oculos,
expressao normal com oOculos, iluminacgéo lateral a esqueudainacao lateral a direita. A
Figura 8.1 apresenta os 15 individuos do banco de imagensigquea 8.2 apresenta as 11
variacdes de um mesmo individuo.

o 9@
g e e
aQo 08

Figura 8.1: Individuos que comp&em o banco de imagens YALE A.

Figura 8.2: Amostra das 11 variagdes faciais presentes no banco densageE A.
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8.4.2 SUSSEX

O banco de imagens SUSSEX foi organizado por Howell (Sepert®97). Esse banco
contém 100 imagens em escala de cinza, de tamanhg 38% pixels, no formato Sun Standard
Rasterfile. As imagens estéao divididas entre 10 individoada um contendo igualmente 10
imagens. Cada uma das dez imagens corresponde a uma pasica@mera que varia dé @
90° com um passo de T@ntre as imagens. Para cada individuo existe uma vistafrdasua
face, além das variacdes de pose. O incremento angular g@dagose € de 1@m relagdo a
posicao frontal. A Figura 8.3 apresenta os 10 individuosateb de imagens e a Figura 8.4
apresenta as 10 variacdes de um mesmo individuo.

Figura 8.3: Individuos que compdem o banco de imagens SUSSEX.

Figura 8.4: Amostra das 10 variagdes faciais presentes no banco dens\&g¢SSEX.

A Tabela 8.4 resume as principais caracteristicas apegpara cada banco de imagens.

A manipulag&o de imagens introduz alguns desafios que nadens@ntrados na manipu-
lacdo de dados. Um deles é a necessidade de tratamento deamda guantidade de infor-
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BD Qtd. Individuos | Qtd. Imagens/Indiv. Cor Tamanho (pixels) Formato
YALE A 15 11 Escala de cinza 243 x 320 GIF
SUSSEX 10 10 Escala de cinza 384 x 287 Sun Standard Rasterfile

Tabela 8.4: Caracteristicas dos bancos de imagens utilizados nos.teste

macoes. Para tanto, muitas vezes, sdo aplicadas as imagedomde reducdo de dimen-
sionalidade. O método utilizado neste trabalho foi o deragém de Matrizes Nao-negativas
(Non-negative Matrix Factorization, NMF).

8.5 Reducao de Dimensionalidade

Métodos de reducéo de dimensionalidade tém duas vantageogpais. Primeiro, redu-
zem o tamanho da informacéo, caracteristica importante lplar com imagens. Segundo,
possibilitam a projecéo da informacao em um outro espafgredite do espaco de entrada. No
Novo espaco projetado, existe a possibilidade de sereintegradas caracteriticas importantes
para a diferenciacdo dos padrdes, realizando, portanta forma de analise das caracteristi-
cas dos dados. A seguir é discutido o método de reducado desionalidade utilizado neste
trabalho, o NMF.

8.5.1 Fatoracéo de Matrizes Nao-Negativas

Fatoracdo em Matrizes N&o-Negativai-Negative Matrix FactorizatigriNMF), € um
método para aprender partes de faces e caracteristicantemmale textos. Seu propédsito €
diferente de outros métodos que representam a informactwrde holistica (LEE; SEUNG,
1999), como por exemplo, Analise de Componentes Pringigass usaigenfaceg€omo ima-
gens base, as quais representam faces inteiras.

Um propriedade importante de NMF é o0 uso de restricOes de egatividade. Isso faz
com gue nao seja possivel usar valores negativos paraeafaea informacao e usar combi-
nacOes subtrativas da informacdo. Apenas combinacO@gaadBio permitidas, o que leva a
uma representacao baseada em partes da informacao seada.ttmagens base em NMF cor-
respondem a caracteristicas localizadas, tais como dibos, nariz, e assim por diante. Essa
€ uma forma interessante de representar faces, pois eleolida noc¢ao intuitiva de que uma
face é composta de partes.

NMF usa fatoracdo baseada em matriz para representar asrnsagna para as imagens
base e uma para os coeficientes da combinacéo linear. Adatoéada form& ~WH (LEE;
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SEUNG, 1999), onde
r
a=1

A matrizV é uma matriza x mque contémmimagens de faces compixels ndo negativos
em cada uma. Ascolunas d&V representam as imagens base, maslunas déd representam
codificacoes de imagens base. Cada codificacédo represeatanagem enV. Geralmente,

r é escolhido tal quén+m)r < n-m. Dessa forma, o produtd/H representa uma verséo
comprimida da matriz originAf (LEE; SEUNG, 2000).

NMF trabalha apenas com operacdes de adicdo. Por possugdes de ndo negatividade,
ele n&o permite elementos negativos nas matrizes falére$d, ou seja, todos os elementos
devem ser iguais ou maiores que zero. Isso leva a imagengjbas®ntém informac¢ao n&o-
global, tal como tipos diferentes de olhos, bocas e sobifzece A imagem final é composta
por uma combinacéo linear dessas partes. Uma boa aproximag@&ntanto, pode ser obtida
apenas se os vetores base descobrirem a estrutura latemtados (LEE; SEUNG, 2000).

A técnica NMF pode ser implementada por diferentes algostm_ee & Seung (2000)
propdem duas formas de atuali¥sire H. Em cada iteracdo do algoritmo, os novos valores de
W ouH sao encontrados através da multiplicacédo do valor atualgom fator que depende da
qualidade da aproximacao 8.4. Um dos algoritmos usa o gdadiadistancia Euclidiana entre
duas matrizes ndo negativas como uma funcéo custo queftpeatjualidade da aproximacao.
Portanto, o problema é minimiz& — W H)? em relaco & e H, sujeito as restricdes/; H >
0.

A distancia Euclidiana é ndo-crescente sob as seguintesrag atualizacdo (LEE; SEUNG,
2000).

(WTV)ay
H H .
B A WTW H) (8:5)
(VH)ia
W, < W .
la < Ia(WHHT)|a (8.6)

NMF é usada neste trabalho para pré-processar imagensede dcompondo-as em fa-
tores e representando as imagens originais por uma cordbifiagar destes fatores antes de
apresenta-las ao classificador.
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8.6 Preparacao das Imagens

O objetivo dos experimentos realizados com imagens é o tiarsa@&scolha, pelo PSO, de
parametros para o classificador ROB-ELM, em situa¢cOes aitesggens nao apresentam qual-
quer pertubacao e em situacdes onde as mesmas imagensrecatiggdo de ruido, tornando
a tarefa de classificacdo mais complexa.

Inicialmente, o tamanho das imagens foi reduzido para 50 pixels. Em seguida, o ruido
foi adicionado as imagens através do comaingisoisedo Matlab, sendo escolhido o tipo de
ruido Sal e Pimenta. O comando recebe um parametro de ebtrquia define a densidade do
ruido, ou seja, aproximadamente, a quantidade de pixdbksdake pela adicdo do ruido € igual
a D x quantidadetotaldepixelsdaimager® valordefaultde D é igual a 0,05, assim, foram
definidas para os testes, imagens com nivel densidade @eguad a 0,05.

Apos a adicao de ruido, e antes do processo de classificamg@gpnente dito, as imagens
passaram pela fase de pré-processamento de reducao dsidimaéidade. O método escolhido
para tanto foi o NMF com a definicdo de 50 fatores. Acreditgtse este formato foi o que
forneceu melhor representacdo das imagens no espaco dedow@m termos de extracdo de
informacéo de variabilidade e, consequentemente, demaigéio significativa para o processo
de classificacéo.

A Figura 8.5 apresenta umaimagem sem ruido da base YALE Aid#eda mesmaimagem
com ruido Sal e Pimenta adicionado. Os resultados dos @stegsta base encontram-se na
Tabela 8.5. Da mesma forma, a Figura 8.6 apresenta uma insggemuido da base SUSSEX,
seguida da mesma imagem com ruido Sal e Pimenta adicionadesdlitados dos testes para
esta base encontram-se na Tabela 8.6.

Como discutido anteriormente, o objetivo deste experimerd analisar o comportamento
do classificador ROB-ELM ao analisar dados na presenca de.r@ PSO deveria, portanto,
definir, para cada situacéo (imagens sem e com ruido), quallnfuncao robusta, o melhor
parametro de configurac&alesta funcéo, e a melhor quantidade de neurénios ocultasipar
classificador ROB-ELM.

A concluséo interessante a qual foi possivel chegar, foi quée nos dados sem ruido,
para as duas bases de imagens, a funcao robusta definid&g@foiRa funcdo MQO, que tem
como base o método dos minimos quadrados, comportandde®deexatamente igual a esse
método quand& = 1. Nos dados com ruido, no entanto, a funcdo robusta defimidadincdo
Fair. Desta forma, a perturbacéo do ruido nos dados fez cera funcédo MQO néo fosse mais
a ideal para a classificacao das imagens ruidosas.
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(a) Face sem ruido.

(b) Face com ruido Sal e Pimenta (parametro=0.5).

Figura 8.5: Face da base de dados YALE A. (a) Face sem ruido. (b) Face ddm $al e Pimenta
(pardmetro=0.5).

Tabela 8.5: Comparacao da fungéo robusta escolhida pelo PSO na clagaiida base de faces YALE
A com e sem ruido.

[ Dados | g | Funcdorobust k | Taxade acerto] Desvio padrdo]
Sem ruido | 35 MQO 0.69 98.88% 1.48
Com ruido | 52 Fair 3.12 95.35% 3.15

Tabela 8.6: Comparacao da funcdo robusta escolhida pelo PSO na claggdicla base de faces SUS-
SEX com e sem ruido.
[ Dados | g [ Funcdorobustg k [ Taxade acerto] Desvio padréo]

Sem ruido | 46 MQO 0.16 98.5% 2.67
Com ruido | 51 Fair 0.26 89.83% 4.25
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(a) Face sem ruido.

(b) Face com ruido Sal e Pimenta (parametro=0.5).

Figura 8.6: Face da base de dados SUSSEX. (a) Face sem ruido. (b) FaceliconBal e Pimenta
(pardmetro=0.5).

8.7 Resumo do Capitulo

O capitulo apresentou formas de utilizar a metaheurist para analisar a configuragcéo
do classificador ROB-ELM. Para tanto, foram utilizadas bakedados e base de imagens de
faces. Em alguns casos, através de resultados obtidos®@lddl feita também a comparacao
entre o desempenho do ELM e do ROB-ELM.

Com os experimentos realizados, foi possivel perceberagume,0 aumento da complexi-
dade nos dados a serem classificados, seja por adicéotlters as bases de dados, ou por
adicao de ruido as imagens, a tendéncia do PSO é escolheung#frobusta diferente da
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funcdo MQO. Este resultado € uma confirmacao interessasiidé@las apresentadas nesta tese,

de que o arcabouco de estimadoké® de fato Gtil no projeto de classificacdo de padrdes ro-
bustos abutliers
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O Conclusao

Esta tese apresenta uma revisao sobre regressao lineada almuestédo da estimacéao de
parametros neste tipo de problema. E discutido o conceitombstras discrepantesutliers) e
a influéncia destes pontos em problemas de andlise de i@gress

Minimos quadrados ordinario (MQO) € um método de estimagipalametros funda-
mentado no célculo da pseudoinversa (ou inversa geneatalte Moore-Penrose). Este € um
método comumente usado no projeto de classificadores. Matenele possui diversas re-
stricdes, sendo uma das principais, sua sensibilidadesanya deutliersnos dados. Como
uma alternativa ao MQO, introduzimos neste trabalho umbarego tedrico, conhecido como
estimacdo-M, que tem como base os estimadibres-

O conceito de estimac¢ao-M (onde M significa 'do tipo Maximaodgsimilhancga’) foi in-
troduzido por Huber (1964), como um processo de esitmac@ardenetros, e sugere que esta
estimacao tenha como base a minimizacdo de uma outra fungams, em vez da soma de
seus quadrados.

Em problemas de regressao, o método MQO trata da mesma fodosds padroes de um
determinado conjunto de dados. Os estimadores-M, por tadm atribuem pesos diferentes
aos padrdes, dependendo do residuo gerado por cada umne, dissinuem a influéncia de
pontos com residuos muito grandes, como € o0 caso das amdisiteepantes, ooutliers
Desta forma, os estimadores-M se mostram muito mais efssgerd tratamento de dados que
contenham tais amostras.

O uso do arcabouco de estimacdo-M para problemas de regjaégsaonhecido. Este tra-
balho, no entanto, propds a aplicacao deste arcabouco ipabde classificacdo. Sao apre-
sentadas propostas de classificadores robustos, atraués de estimadores-M, tanto lineares
quanto ndo-lineares, juntamente com experimentacdesaiidam o uso da técnica robusta e
comprovam sua eficiéncia na classificacdo de conjuntos aes deyolvendoutliers

O uso de otimizacéo por enxame de particubast{cle swarm optimizatiorpara otimizar
os parametros do classificador ELM robusto, foi um recursaia para comprovar a eficiéncia



9.1 Resumo das Contribuicdes da Tese 124

deste classificador, principalmente em casos de claséifica@is complexos, envolvendo a
presenca deutliersem bases de dados ou de ruido em bases de imagens.

Através dos experimentos realizados foi possivel constatarelacéo a problemas de clas-
sificacao de padrdes envolvenalatliers a superioridade dos classificadores robustos em com-
paracdo com os classificadores padrbes baseados no MQOsbldea&lassificadores ELM,
foi mostrado também que, neste tipo de problema, um claasificsLM robusto, em compara-
¢édo com um classificador ELM padréo, requer uma menor quatdide neurdnios ocultos na
definicdo de sua arquitetura.

9.1 Resumo das ContribuicOes da Tese

As principais constriubigdes desta tese séo listadas & segu

Proposta de Estimacao-M para Classificagdo Robusta Os estimadores-M séo bastante uti-
lizados em problemas de regressao. No entanto, sua apliagg@blemas de classifica-
céo supervisionada de padrdes € umaideia nova. Esta teéepportanto, a combinagao
entre 0 uso de estimagdo-M e classificadores de padréesjsieurestatisticos. Foram
avaliados neste trabalho modelos de redes neurais em prablde classificacdo de pa-
drbes na presenca deatliers. Até onde foi possivel investigar, esta € a primeira vez que
o desempenho de classificadores OLAM e ELM esta sendo awadi@nl a presenca de
outliers, analisando a robustez destes modelos em problemas décdgée de padrbes
na presenca destes pontos considerados discrepantes.

Discusséo Pratica dos Conceitos E discutida a aplicacdo pratica, de forma didatica, dos
conceitos abordados através da apresentacdo de codigafisesde implementacoes
em ambientes de computacgéo cientifica, tais como Matlabav@ct

Proposta do Classificador OLAM Robusto - E proposto um classificador OLAMDptimal
Linear Associative Memoyyobusto, denominado OLAM Robusto (ROLAM, do inglés
Robust OLAN), que tem como base 0s conceitos de regressao linear rphtistaes
da aplicacdo dos estimadores-M, com o intuito de definir wasticador linear menos
sensivel autliers A idéia basica desta proposta € substituir o método de acdionda
matriz de pesos da camada de saida de uma rede neural, bas®4Q®, por um meétodo
baseado no uso de estimacéo-M.

Proposta do Classificador ELM Robusto - E proposto um classificador ELNEktreme Lear-
ning Machiné robusto, denominado ELM Robusto (ROB-ELM, do ingR&sbust ELN.
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Este € um classificador ndo-linear que, como o classificadear robusto, tem como
base os conceitos de regresséo linear robusta, atravésdickcap dos estimadores-M.
O método MQO é substituido pela proposta do arcabouco deasto-M e este classi-
ficador mostra uma maior robusteoatliers quando comparado ao classificador ELM

padrao.

Proposta do Classificador ELM-BIP Robusto -E proposto um classificador ELM-BIFEX-
treme Learning Machin®atch Intrinsic Plasticity robusto, denominado ELM-BIP Ro-
busto (ROB-ELM-BIP, do ingléfRobust ELM-BIP. O método BIP é uma proposta de
melhoria de treinamento para uma rede ELM, e a adicdo deteshagste classificador é
uma evolucao desta melhoria, levando ao projeto de um fitaskir do tipo ELM ainda

mais poderoso.

Aplicacéo do PSO a Classificadores RobustosE proposta uma forma de avaliar o classifi-
cador ELM robusto e demonstrar sua flexibilidade atravésstdoda metaheuristica de
otimizacao por enxame de particulas. Esta flexibilidadeasend decorréncia dos recur-
sos oferecidos pelos estimadores-M, como diversas furati)eBvo bem como diversos
valores para seus parametros de configuracdo. Em compamagéo ELM padrdo, o
classificador ELM robusto apresenta uma maior capacidade delequar a problemas
de classificacdo mais complexos, tais como 0s que envalwliersem bases de dados
e ruido em bases de imagens. Além disso, um fato significatigoe o classificador
ELM robusto requer uma menor quantidade de neurénios aguitbconstrucao de sua
arquitetura, que o classificador padrao.

9.2 Propostas para Trabalhos Futuros

Esta tese possui desdobramentos que podem ser investigadosima continuacéo do tra-
balho de pesquisa aqui apresentado. Sao listados a seguirad potenciais linhas de pesquisa
gue podem ser desenvolvidas com o objetivo de colocar encgpigta continuidade:

e Testar os classificadores propostos em problemas de dagéi multiclasses.

e Estender a abordagem proposta nesta tese para problentassifecacao espaco-temporal
via redes de estados de ecos, tais como classificacdo de l@socaadiacas a partir do
sinal de eletrocardiograma e reconhecimento da fala.

e Avaliar a abordagem proposta nesta tese em problemas ded@etde novidades, a fim
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de desenvolver métricas que possam identificar um outlierocoma amostra util ou
descartavel.
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