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RESUMO

Este estudo propde a discussao sobre Equagdes Algébricas, objetivando realizar um estudo
sobre as demonstragdes das formulas, abordando desde aspectos historicos até os diversos
métodos de resolucdo de problemas, neste caso, os métodos trabalhados foram o Algébrico, o
Geométrico e o Computacional. Esta pesquisa se baseou num estudo bibliografico sobre as
dificuldades de realizar as demonstracoes das formulas trabalhadas nos conteudos de
matematica, bem como nas demonstra¢des propriamente ditas, aliadas a diversos exemplos
resolvidos. A andlise do material bibliografico permitiu distribuir este estudo através do
Método Algébrico de resolucio de problemas, em que se discutiu a demonstragdo e aplicacao
das formulas resolutivas das equacdes polinomiais de 1°, 2°, 3° e 4° graus, e ainda citando a
impossibilidade da existéncia de féormulas para equagdes de grau n > 4. No estudo sobre o
Método Geométrico, percebeu-se como a geometria esta eficientemente presente na resolucao
de problemas e que as solugdes sdo possiveis apenas através de régua e compasso, neste
topico foram abordados métodos para resolucdo de equagdes polinomiais de 1° e 2° graus.
Sobre o Método Computacional, foi enfatizado o estudo sobre os métodos iterativos de
resolugdo, que sdo processos de aproximagdes sucessivas, para o calculo de zeros da funcao,
neste item foram discutidos os métodos de Newton, bisse¢ao, secante, cordas e ponto fixo, de
modo que ao final do topico foram comparados os métodos sob os aspectos de garantia e
agilidade de convergéncia e esfor¢go computacional. Os resultados conseguidos indicaram a
importancia do tema de resolucdo de problemas com énfase nas demonstragdes das formulas,
e que a contextualizacdo historica pode contribuir para desmitificar o processo de criacao e

humanizagdo da matematica.

Palavras-chave: Equagdes Algébricas, Métodos de Resolucao, Ensino de Matematica.



ABSTRACT

This study proposes a discussion of Algebraic Equations, aiming to conduct a study on the
statements of the formulas, addressing the historic aspects to the various methods of problem
solving, in this case, the methods were worked Algebraic, Geometric and Computational. This
research was based on a literature study of the difficulties of performing demonstrations of
formulas worked in the contents of mathematics as well as in the statements themselves,
together with many worked examples. The analysis of the bibliographic material allowed to
distribute this study by the method Algebraic problem-solving, in which they discussed the
demonstration and application of resolving formulas of polynomial equations of 1st, 2nd, 3rd
and 4th grades, and even citing the impossibility of the existence of formulas equations above
4 degree. In the study of the geometric method, we noticed how this geometry efficiently
present in solving problems and those solutions are possible only by ruler and compass, this
topic was discussed methods for solving equations of Ist and 2nd grade. About
Computational Method, the study on the iterative resolution methods that are processes of
successive approximations for the calculation of zeros of the function, this item was discussed
methods of Newton, bisection, secant, and ropes fixed point was emphasized in so that at the
end of the topic the methods under warranty and agility aspects of convergence and
computational effort were compared. The achieved results show the importance of the topic of
problem solving with emphasis on the statements of the formulas, and the historical context

can help to demystify the process of creating and humanization of mathematics.

Keywords: Algebraic Equations, Resolution Methods, Teaching of Mathematics.
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1 INTRODUCAO

A educacdo escolar, no que se refere a Matematica, enfrenta uma série de
obstaculos, tais como memorizagdo exaustiva de formulas e teoremas, falta de aplicagdes
praticas de alguns dos topicos abordados e dificuldades na dedugdo de férmulas e
compreensdo da teoria relacionada as mesmas. Desta forma, os estudantes de matematica
desde os primeiros anos na educacdo bésica no ensino fundamental ou no ensino médio, e por
fim no ensino superior, sdo levados a praticar a resolugdo de problemas por meio de formulas
diversas, de modo que estas resolugdes sdo apenas numéricas, inexistindo o incentivo a
deducdo algébrica e a contextualizagdo histdrica sobre o processo de criacdo (descoberta)
destas formulas e/ou teoremas. Esta pratica de deduzir e generalizar o pensamento matematico
ocorre, com maior €nfase, no ensino superior, principalmente em cursos de bacharelado em
Matematica, de modo que nestes cursos hd a necessidade de provar e conjecturar os temas
estudados. Esta acdo contribui diretamente para o desenvolvimento constante da Matematica e
auxilia na evolugado de outras areas do conhecimento.

Os cursos de licenciatura em Matematica, responsaveis pela formacao de inicial
docente, lidam cotidianamente com a missdao de contribuir para o desenvolvimento da
Matematica e com a preparagdo pedagodgica dos seus estudantes para o pleno exercicio da
docéncia. Estes estudantes, quando concluem o curso e vao exercer a profissdao de professor ,
percebem que ndo existem acdes permanentes que fomente a deducdo e o desenvolvimento do
pensamento l6gico-matematico na escola.

Ao longo de pouco mais de uma década de experiéncia profissional docente, pude
observar que alguns dos livros de matematica destinados a educagdo basica, especialmente no
ensino médio, ndo trazem todas as demonstracoes das formulas utilizadas. Analisando as
colegdes de livros para o ensino médio dos autores Luis Roberto Dante (2004, Editora Atica),
Katia Stocco Smole (2005, Editora Saraiva), José Ruy Giovanni (2005, Editora FTD), Manoel
Paiva (2005, Editora Moderna), Carlos Alberto Marcondes (2003, Editora Atica) e Claudio
Xavier da Silva (2005, Editora FTD), pude perceber que alguns topicos sdo mais facilmente
trabalhados por estes autores e que, nestes casos, as demonstracdes sao devidamente
explicitadas ao estudante; mas varios outros topicos ndo trazem as devidas demonstragdes
e/ou o fazem de forma muito timida e simploria, evitando a conjectura e a evolucdo dos
raciocinios dedutivo e indutivo no estudante. Deste modo, resta ao estudante apenas o habito

de decorar e exercitar a resolucdo de problemas e, sendo assim, algumas das competéncias e
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habilidades que devem ser desenvolvidas em matematica ndo sdo cumpridas, revelando
fragilidades na sistematica do ensino de matematica.

Dentre as competéncias e habilidades a serem desenvolvidas em matematica,
pode-se citar a identificacdo e interpretacdo de problemas, a discussdo de ideias, a relagdo
entre a historia da matematica ¢ a evolucdo da humanidade, a distingdo ¢ o uso entre
raciocinios dedutivo e indutivo, ou ainda, fazer e/ou validar conjecturas, bem como formular
hipoteses e prever resultados.

Com o intuito de auxiliar os licenciandos em matematica a conhecerem
demonstragdes de formulas para solucdo de equacdes algébricas, aliada a contextualizagdo
historica, estimular o desenvolvimento desta pratica, e ainda utilizar os métodos algébrico,
geométrico e computacional para resolucdo de problemas, sob a perspectiva de tornar o
estudo sobre provas e demonstragdes mais consistente e atrativo, € que se propos este trabalho
tendo por objetivo geral realizar um estudo sobre demonstragdes de formulas e apresentacao
dos métodos algébrico, geométrico e computacional para resolugdo de equagdes e problemas
algébricos, evidenciando os aspectos dedutivo e indutivo a partir do levantamento historico.
Para conseguir éxito nesta ac¢do, procurou-se de forma especifica realizar uma revisdo de
literatura que envolvesse demonstracdes de formulas e apresentagdo de métodos para solugdo
de equagdes algébricas; analisar as resolugcdes dos problemas propostos no intuito de
encontrar dificuldades de compreensdo; apresentar os métodos algébrico, geométrico e
computacional para o desenvolvimento de solu¢des de problemas evidenciando seu aspecto
historico; e, ao fim, elaborar uma apostila que contenha demonstragdes e métodos de solugao
a fim de colaborar no desenvolvimento desta tematica junto aos licenciandos em matematica.

A partir desta agdo, espera-se que o estudante desperte em si maior apreco por este
tema e, com isso, seja estimulado a desenvolver e/ou verificar variadas formas de resolucao
de situagdes-problema no seu estudo cotidiano sobre matematica. Enfim, estima-se divulgar
os processos de conjectura e formalizagdo do pensamento matematico, a partir dos quais se
espera que o estudante consiga um acréscimo no desenvolvimento de todas as faculdades
inerentes ao saber matematico, ao passo que se estimula o raciocinio l6gico-matematico e
contribui para o desenvolvimento do processo de ensino e aprendizagem.

A compreensao de questdes sobre os mais diversos temas se inicia com a pesquisa
e através deste instrumento o pesquisador formula hipoteses visando dar suporte a conjectura
de teses, que contribuem para o progresso do conhecimento. Entende-se que o objetivo da
pesquisa ¢ discutir a realidade educacional a partir dos dados obtidos. Estes dados sdo obtidos

através de documentos diversos, tais como livros, artigos cientificos, revistas especializadas,
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periodicos e/ou internet, usados como fonte de referéncia, nos quais se realizaram estudos
analiticos. O caminho seguido almejando o pleno desenvolvimento deste trabalho se deu
através de uma pesquisa bibliografica de cunho exploratorio, visando a fundamentagao sobre
a tematica abordada, a partir do qual foi possivel identificar e estabelecer relagdes historicas
com o conhecimento ja produzido, no sentido de analisar as demonstragdes existentes e
apresentar as mais diversas abordagens para o desenvolvimento de solug¢des de problemas.

Este trabalho de dissertacdo esta estruturado em quatro topicos. No primeiro,
apresenta-se 0 embasamento tedrico sobre os estudos de provas e demonstragdes, vista aqui
como prética de experimentacdo em matematica, bem como uma fundamentagdo tedrica
acerca do uso de histéria da matematica, vista aqui como recurso pedagdgico de
contextualizacdo e humanizacdo do processo logico matematico, ambos de extrema
importancia no cotidiano do estudante. No segundo tdpico é apresentado o método algébrico
de resolucdo de equagdes, descrevendo desde as demonstracfes de equacdes do 1° grau até as
de equacbes do 4° grau e o cenario histérico em que se ocorreram estes estudos. No terceiro
topico, abordamos o método geométrico atraves do método de Descartes para resolucao de
equacOes quadraticas e do método de Cardano para resolucdo de equacdes cubicas e, por fim,
no quarto topico é desenvolvido o método computacional abordando os métodos de Newton,
da secante, da bissec¢cdo, das cordas e do ponto fixo, realizando, ao fim, um estudo
comparativo entre estes métodos.

O proposito maior desta dissertacdo, e da apostila contidas nos CD
correspondentes, € servir de subsidio para estudos futuros sobre equacfes algébricas e seus
métodos de resolucdo, visando proporcionar um maior desenvolvimento nos habitos de
conjecturar, provar e demonstrar aos licenciandos em matematica, fornecendo-lhes material
qgue pode ser utilizado para solidificar ainda mais a sua educagdo superior, 0 que pode

propiciar uma pratica docente diferenciada.
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2 EMBASAMENTO TEORICO

2.1 A Matematica enquanto ciéncia

No Brasil a educagdo escolar foi dividida em Educac¢do Basica (composta por
educacdo infantil, ensino fundamental e ensino médio) e Educagdao Superior devido a Lei de
Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (LDB — Lei 9.394/96). Segundo BRASIL (2002), o
conhecimento proposto a Educacdo Basica foi escalonado em trés grandes areas do
conhecimento, a saber: Linguagens, Cdodigos e suas Tecnologias; Ciéncias Humanas e suas
Tecnologias, e Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias. Como parte integrante
desta area do conhecimento a matematica ¢ vista como linguagem que une as mais diversas
ciéncias, “contudo, a Matematica no Ensino Médio ndo possui o carater apenas formativo ou
instrumental, mas também deve ser vista como ciéncia, com suas caracteristicas estruturais e
especificas.” (BRASIL, 2002, p. 252).

A partir dessa visao sobre o ensino de matematica, destacando-a como Ciéncia, foi
que nos ultimos anos houve um aumento exponencial no nimero de estudos em Educagao
Matematica sobre provas e demonstragdes, de tal forma que estes estudos apareceram como
objeto de muitas discussdes em varios programas de pds-graduacdo em Matematica ¢ em
Educacdo Matematica. De acordo com Nagafuchi e Batista (2012, p. 2) “um dos possiveis
motivos da explosdo de pesquisas sobre provas e demonstracdes foi a inclusdo das
demonstragdes no curriculo da educagdo bésica em paises como Estados Unidos, Canada e
Inglaterra™. Este fato ja tinha sido percebido por Pietropaolo (2005) quando afirmou que este
grande niimero de pesquisas realizadas se deu devido a inclusdo deste tema nos curriculos da
educacdo basica, apesar de a maior parte destes estudos ainda ndo ocorrer no Brasil.

Uma vez assumida a condigdo de ciéncia surge na matematica a ideia de
laboratorio de praticas. Neste contexto educacional as ideias de conjectura e formulagdo de
hipdteses aparecem como parte integrante essencial do processo de experimentagdo da
matematica. De acordo com Lorenzato (2006) ¢ na experimentagdo que o estudante se
envolve com o tema estudado, favorecendo inclusive a socializagdo, além de levar o discente
a reflexdo, provocando o raciocinio e a construgdo do conhecimento através de novas
proposi¢des. Portanto, as demonstragoes de formulas para solucdo de equagdes algébricas,
bem como os diferentes métodos de resolucio de problemas, podem e devem ser considerados
fatores preponderantes para a disseminagdo do conhecimento matematico.

Devido ao tratamento cientifico dado a matematica, ¢ importante que haja uma
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abordagem sobre a Histéria de Matematica aliado aos conceitos de prova e demonstragdo. A
partir dessa associagdo de ideias, além de conseguir conjecturar em matematica, os estudantes
tanto na educagdo basica quanto na educagdo superior, podem realizar uma contextualizagao

histérica, que vai facilitar e desmistificar o seu processo criativo.

2.2 Equacdées Algébricas

Este estudo trata da resolugdo de equagdes algébricas a partir das abordagens
algébrica, geométrica e computacional. Deste modo, faz-se necessario definir os tipos de
equacdes que existem, a saber: equagdes algébricas e equagdes transcendentes. Sendo assim,
de acordo com Garbi (2010b), temos que:

a) equacgdes algébricas sdo aquelas em que as incOgnitas sdo submetidas apenas as
operagdes algébricas mais elementares, tais como adi¢do, subtracado,
multiplicagdo, divisdo, potenciagdo inteira e radiciagao;

b) equagdes transcendentes sdo aquelas em que as solugdes ndo podem ser
expressas através de funcgdes elementares.

A partir destas defini¢cdes, percebe-se que as equagdes algébricas sdo aquelas que
sdo resolvidas com o uso de fungdes polinomiais, enquanto que as equagdes transcendentes se
utilizam de métodos computacionais. Do mesmo modo mostramos que os numeros reais
também seguem esta organizagdo, de acordo com Garbi (2010b, p. 194) podemos “[...]
classificar os nimeros reais em duas categorias: os algébricos (que sdo as raizes de equagdes
polinomiais de coeficientes inteiros) e os transcendentes, que nao o sdo (o nome transcendente
vem do fato de que eles transcendem as operagdes da Algebra)”.

O significado pratico de resolver uma equagdo algébrica €, na verdade, calcular
sua(s) raiz(es) ou zero(s) da fun¢do, ou seja, determinar para quais valores a equacao se torna

nula. As equagdes algébricas podem ser representadas por polindmios da forma,
P(x) = agx™ + a;x" 1 + a,x" 2 + ..+ ap_1X + a,.
Segundo Contador (2008b), deve-se a Gauss' a descoberta do Teorema

Fundamental da Algebra, chamado inicialmente de Uma nova demonstracdo do teorema de

que toda equagdo algébrica racional inteira em uma variavel pode ser decomposta em fatores

! Carl Friedrich Gauss, matematico alemdo (1777 - 1855)
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reais de primeiro ou segunda graus, indicando que toda equagdo polinomial P(x) = 0, de

grau n (n = 1), possui n raizes complexas.

2.3 Estudos sobre provas e demonstragoes

O desejo de obter a verdade e, com isso, validar os resultados matematicos se
tornou o anseio de muitos matematicos ao longo da historia. Provas e demonstragdes nao
eram divulgadas ao publico em geral, apenas alguns especialistas se preocupavam com essa
tematica. De acordo com Pietropaolo (2005) nos ultimos anos, houve um acréscimo na
preocupacao de tornar tais provas mais claras e mais abrangentes a todos os niveis de ensino.
Para Silva e Sales (2009) estas provas e demonstragdes sdo de extrema importancia no
processo educacional, entretanto o seu desenvolvimento passa por dificuldades, tais como a
falta de maturidade dos educandos e a caréncia desta tematica nos livros didaticos. Apesar dos
empecilhos que porventura existam no desenvolvimento das provas ¢ demonstragdes em sala

de aula, este ato educacional deve ocorrer constantemente,

Uma vez que a Matematica ndo ¢ uma ciéncia experimental, tal como a Fisica ¢ a
Quimica, porque, ao contrario do que ocorre com estas disciplinas, a Matematica
esta entremeada de fatores abstratos que podem ser compreendidos por meio de suas
provas e argumentagdes teodricas. Deste modo ¢ importante que provas e
argumentagdes figurem no curriculo escolar (MENDES, L.J., 2007, p. 18).

A compreensdo do raciocinio 16gico matematico segue algumas etapas, que siao a
explicagdo, a prova e demonstragdo. Em seus estudos Almouloud (2007, p. 2) destaca que
“usualmente, consideramos a demonstracio como um procedimento de validagdo que
caracteriza a matematica e a distingue das ciéncias experimentais [...]”, corroborando
Balacheff (1988) quando “[...] releva a importancia da demonstragdo como Unico meio de

legitimar uma hipotese matematica”. Desta forma, afirma-se que,

A explicagdo situa-se no nivel do sujeito locutor com a finalidade de comunicar ao
outro o carater de verdade de um enunciado matematico. A explicagdo, reconhecida
como convincente por uma comunidade adquire um estatuto social, constituindo-se
uma prova para esta comunidade, seja a proposicdo verdadeira ou ndo
(ALMOULOUD, 2007, p. 3).

E como a ideia de “prova” permeia todo e qualquer estudo sobre matematica, faz-
se necessario a sua defini¢do. Segundo Balacheff (1982) existem dois tipos de provas, sdo
elas:

a) prova pragmatica: experiéncia empirica que leva o estudante a aceitar algumas
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afirmagoes;
prova intelectual: experiéncia com dedugdes e com o formalismo adequado,

sendo aceita por toda a comunidade académica.

Outra definicao de prova ¢ apontada por Garbi ao citar que:

Prova ¢ uma afirmacdo referente a um ou mais entes matematicos ¢ o processo pelo
qual, partindo exclusivamente de defini¢des, conceitos primitivos e postulados,
evidencia-se a veracidade da afirmag@o por meio de uma sequéncia de conclusdes
(inferéncias) logicas validas (GARBI, 2010a, p. 33).

Em outros estudos sobre provas e demonstragdes, Balacheff (1988) aponta para

uma classificagdo composta por quatro formas de validagdo do pensamento matematico, sao

elas:

a)

b)

d)

empirismo ingénuo: aponta a verdade de uma proposi¢do apoOs andlise de
alguns casos, sendo que estes casos podem ser validados sem muito rigor, e por
isso, € considerado o inicio do processo de generalizacao;

experimento crucial: ¢ a validagdo feita através de um tnico exemplo,
normalmente um experimento novo, alheio ao conhecimento do estudante, mas
ainda sem conseguir generalizar;

exemplo genérico: ocorre quando se estudam varios exemplos, aos quais apds
haver a manipulagdo devida, percebe-se que existem propriedades semelhantes
entre estes exemplos, € que estas propriedades encerram uma generalidade;
exemplo genérico: ocorre quando se estudam varios exemplos, aos quais apos
haver a manipulagao devida, percebe-se que existem propriedades semelhantes
entre estes exemplos, € que estas propriedades encerram uma generalidade;
experimento mental: ocorre quando o estudante ja consegue generalizar e passa
a argumentar em linguagem natural, sendo este estudo baseado em casos

especificos.

De acordo com Almouloud (2007) existe um consenso entre os educadores

matematicos,

e at¢é mesmo entre os proprios matematicos, estabelecendo que as

demonstragdes sejam a parte mais importante da matematica, pois estas estabelecem a

validade de uma afirmacdo matematica; mais que isso, pode apresentar novos métodos,

ferramentas e estratégias para aplicabilidades em matemadtica. Fossa (2009, p. 48) ainda

destaca que “demonstrar ndo ¢ um ato mecanico e sim um ato criativo”. Deste modo, entende-

se que,
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A demonstragdo € teorica e restrita a uma comunidade em particular, que tenha uma
linguagem em comum, partindo de axiomas (postulados) e teoremas tem por fim
uma Unica verdade sem deixar espago para duvidas a respeito de sua validagdo.
Enquanto a argumentag@o nao fica limitada a um campo do saber. A demonstragdo
visa uma comunidade especial que se interessa pelo estudo da matematica (SILVA E
SALES, 2009, p. 2).

2.4 O recurso da Historia da Matematica

Nos ultimos anos a comunidade matemadtica vem consolidando a tematica de
Historia da Matematica como uma das tendéncias em Educacdo Matematica. Mendes, 1. A.
(2012, p. 466) afirma que “no que diz respeito ao movimento cientifico/académico da Historia
da Matematica no Brasil podemos admitir que esse campo de pesquisa € bastante recente,
tendo se estruturado a partir de 1995”. Mendes, 1. A. (Ibid., p. 469) aponta ainda que os
trabalhos desenvolvidos se concentram em trés grandes dareas, sendo elas: Histéria e
Epistemologia da Matemadtica, Historia da Educacdo Matematica e Historia no Ensino de
Matematica.

Em seus estudos, Santos, Souza e Nunes (2011, p. 3) corroboram estas
informacdes e identificam que existe “[...] uma escassez de livros didaticos que usam a
historia da matematica como recurso metodologico de ensino”. E que o uso da historia da
matematica, como instrumento pedagdgico para auxiliar o processo de ensino e aprendizagem
em matematica, apresenta dificuldades para uso cotidiano pelos professores, pois 0s mesmos
relatam que nao houve muito empenho em sua formagdo ou as experiéncias com relagdao a
esta tendéncia de ensino foram insuficientes. Apesar destas dificuldades, deve-se usar do
recurso da contextualizacdo historica para auxiliar no processo de ensino e aprendizagem,
estando prevista como competéncia e habilidade nos PCN’s (BRASIL, 2002, p. 259) ao
orientar que devemos “relacionar etapas da historia da Matematica com a evolugdo da
humanidade”.

Percebe-se que a matematica chega aos estudantes de forma fragmentada, como
um contetido pronto e acabado, ao qual ndo cabe discussdo sobre os métodos que levaram a
construgdo dos seus teoremas € nem ao contexto historico em que tais descobertas e estudos
ocorreram. Deste modo os conhecimentos matemdticos aparecem descontextualizados e,
aparentemente, sem fun¢do de contribuir para o desenvolvimento da humanidade. Sendo

assim, a matematica, enquanto disciplina,
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[...] aparece descontextualizada e isolada das outras disciplinas, como se seus
contetidos fossem um mundo & parte, sem relagdo com os demais saberes que
envolvem a escola e a propria vida dos estudantes. Entende-se que os conhecimentos
matematicos ndo surgiram sistematizados com algoritmos prontos que podem ser
aplicados em situacdes com ou sem significado real, mas s@o constru¢cdes humanas
originadas na necessidade de resolver uma situag@o concreta (LOPES E FERREIRA,
2012, p. 2).

Uma solucdo possivel para este desconexo entre a matemdtica e as outras
disciplinas se da através do uso adequado de topicos de Historia da Matematica. Entretanto €
preciso fazer ponderagdes quanto ao seu uso, pois o uso indevido ou mal planejado pode
atrapalhar o desenvolvimento do raciocinio do estudante, ao passo que nao se aprende os
conteudos de matematicos a que se propde estudar. Lopes e Ferreira (2012, p. 4) apontam que
“um equivoco frequente ocorre ao utilizar-se a Historia da Matematica apenas como
ilustracdo, presa a fatos isolados, nomes famosos e datas”.

Entretanto, de acordo com Santos, Souza e Nunes (2011, p. 10), “a
contextualizagdo historica, ao fornecer as ideias primeiras de determinados assuntos,
potencializa o aluno a ter uma visdo ampla de tais assuntos, favorecendo a apreensdo dos
conceitos especificos relacionados ao contexto historico apresentado”. Os beneficios
educacionais do uso de Historia da Matematica no cotidiano escolar sdo varios, dentre estes,
Lopes e Ferreira (2012) destacam: a percep¢ao (do ponto de vista discente) de que a
Matematica ¢ uma ciéncia desenvolvida pela humanidade e, por isso, passivel de erros; uma
ciéncia que se desenvolve a partir de problemas concretos; a construgao da criticidade sobre
os temas abordados. Corroborando com este pensamento, alguns objetivos do uso da Historia

da Matematica sdo indicados como sendo:

a) propiciar ao aluno o conhecimento da historia dos conceitos matematicos;

b) propiciar ao aluno a percep¢do de que o conhecimento matematico ¢ fruto do
trabalho de varias geracdes de pensadores;

c) fazer com que o aluno estabelega relagdes entre a origem de um conceito
matematico e o contexto sociocultural onde isto se deu. (Nobre, 2012, p. 511)

O uso cotidiano de Historia da Matematica em sala de aula vem propiciar
reflexdes junto aos estudantes sobre o desenvolvimento dessa ciéncia (a Matematica), que
pode lhes estimular a investigar o conhecimento matematico, ao passo que consegue fornecer
a contextualizacdo necessaria para compreender diferentes épocas do desenvolvimento
cientifico. Deste modo, pode-se afirmar que o recurso pedagdgico de topicos de histéria em

aulas de matematica, vem trazer beneficios aos estudantes.
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3 O METODO ALGEBRICO DE RESOLUCAO

Neste topico sera trabalhado o método algébrico de resolugao de equagdes de 1°,
2°, 3° e 4° graus aliado a sua contextualizagdo historica, enfatizando a demonstracao das
formulas resolutivas e aplicando o referido método para resolugdo de alguns problemas. Este
método consiste, basicamente, na utilizacdo e/ou devida manipulacdo de formulas

matematicas, com vistas a encontrar as raizes das equacdes supracitadas.
3.1 Equacdo de 1° grau

A problematica acerca da resolucdo das equacdes de 1° grau foi resolvida a partir
das proposigoes de Euclides® em sua obra célebre: Os Elementos. Nesta obra, precisamente no
Livro I, Euclides propde seus axiomas®, dentre eles:

a) entidades iguais a uma terceira sdo iguais entre si;

b) se a iguais somam-se ou subtraem-se iguais, os resultados permanecem iguais;

C) iguais multiplicados ou divididos por iguais continuam iguais.

Representando algebricamente estes axiomas tem-se:

a) Sea=beb=centdoa=c;

b) Seca=bentdoatc=b+coua—c=b-—c;
b
C) Sea=bent€10a.c=b.cou% = (com ¢ #0).

A partir deste raciocinio, resolucdes de equagdes de 1° grau se tornaram

elementares. A equacao genérica de uma equacao do 1° grau ¢ dada por:
ax + b =c (@ # 0) (D

Equagdes como esta podem ser resolvidas seguindo os axiomas de Euclides, de

modo que,
ax + b =c(a# 0)
ax + b-b =c-b
ax = c-b

> Euclides de Alexandria, matematico da qual ndo se conhece sua nacionalidade, nem sua data de nascimento,

estima-se que sua morte ocorreu por volta de 300 a.C.
Axioma € uma proposi¢do aceita sem demonstragao.
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X = (2)

De acordo com Contador (2008a), os axiomas de Euclides ndao sé possibilitaram
esta resolucdo, como também permitiram aos matematicos futuros a base para a resolucao de

toda e qualquer forma de equacdo, independentemente de seu grau de complexidade.

3.1.1 Resolucio de equacao de 1° grau

Exemplo 1 — Determinar a raiz da equacdo 3x +2 = 8.

Solu¢ao: sendo a=3,b =2, c =8 e usando a féormula (2), temos:

c—b
X =

a
_8—2
X =73
_6
X =3
X = 2

Exemplo 2 — Determinar um niimero que somado com sua metade ¢ igual a 15.

Soluc¢io: equacionando o problema temos:

X
X+ E=15
2x+x =30
3x =30
30
X=3
x=10

3.2 Equacio de 2° grau

Os primeiros relatos sobre problemas cuja solugdo depende do uso de equagdes de

2° grau estdo associados aos babildnios*. De acordo com Contador (2008a, p. 80), “fontes

Civilizagdes antigas que viveram na Mesopotamia, entre elas: sumérios, acadianos, caldeus, dentre outras.
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babildnicas antigas revelam a presenca de equagdes do segundo grau e tudo indica que sua
origem esteja relacionada com a vontade dos babilonios em querer saber qual a relagdo entre o

perimetro e a area de um retangulo”. Deste modo, supondo um retangulo de lados x e y, tem-

se:
"-;.-r
X

Em que o semiperimetro ¢ dado por: p=x +y (3) e a area é dada porq=x . V.

Tomandoy = % e substituindo na equagao (3), tem-se:
q
+ — =

X+ =P
x? + q = px
x2 —px+q=0 (4)

A partir de situagdes-problema semelhantes a descrita acima se iniciaram estudos
em matematica que culminaram em equacdes de 2° grau, que eram resolvidas pelos
babilonios. Entretanto, a formula da resolugdo de equagdes de 2° grau esta ligada a Bhaskara®,
apesar de ndo ter sido criacdo sua pois, de acordo com Garbi (2010b), o proprio Bhaskara
teria relatado, por meados do século XII, que a descoberta se devia a Sridhara®. Porém,
segundo Contador (2008a), muitas pessoas produziram quase que simultaneamente a solugao
para estas equacgoes, seja de modo algébrico, como Bhaskara ou Sridhara, ou entdo através do
modo geométrico com o uso das cOnicas, como Brahmagupta7 ou Omar Khayyams, de modo
que nao se pode atribuir a um tnico homem esta descoberta.

O modo algébrico para resolver equacdes de 2° grau propde isolar a incdgnita da
equacdo, uma vez feito isso, pode-se proceder segundo as proposi¢des de Euclides. Desta
forma, seja a equagao quadratica genérica:

ax? + bx + ¢ = 0(a # 0) (5)

Bhaskara, matematico hindu (1114 — 1185).
Sridhara, matematico hindu (870 — 930).
Brahmagupta, matematico hindu (598 - 665)
Omar Khayyam, matematico hindu (1048 — 1123).

©® N o o
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Portanto,

Utilizando-se dos axiomas de Euclides, soma-se aos dois membros da equagdo a

~ b2 . .
expressao —;, com vistas formar um quadrado perfeito, segue que:
4a?

LT I
X A T4z T T3 a2
( N b)2 < N b?
T2 T T3l a
( N b)z B b? — 4ac
T2 T e
( N b) B b2 — 4ac
X 2a)  ~ 432

b b2 — 4ac
X = —— _—

2a 432

b  Vb%—4ac
X ==

2a 2a

—b + Vb2 — 4ac

X = > (6)

A partir da formula (6), podem-se determinar as raizes da equagdo quadratica.
Com isso, algumas aplicagdes que envolvem equagdes quadraticas puderam ser resolvidas,
por exemplo, o célculo de areas; e problemas que discorrem sobre soma e produto de dois
numeros, etc.

Além disso, a expressio b’ — 4ac recebeu o nome de discriminante, denotado pela
letra grega A (delta), e possui a funcdo de determinar a quantidade de raizes da equagdo
quadratica. Apesar do avanco nestes estudos, ainda existia o caso em que b* — 4ac < 0 que nio

possuia solu¢do, pois a época de Bhaskara ndo havia formas de descobrir raizes quadradas de
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numeros negativos. Este problema so seria solucionado por Bombelli®, no século XVI, através
de seus estudos sobre nimeros complexos.

Um problema que envolve as equagdes de 2° grau remete ao calculo de dois
numeros dos quais se conhece sua soma e seu produto. Denotando os dois numeros por X € v,

a soma de ambos por S e seu produto por P, obtém-se:

{X +y =S (7
x.y =P (8)
De (7), tem-se que y = S — x, e substituindo (7) em (8), obtém-se,
x.S—x) =P
xS — x? =P
x2 —=Sx+P =0 (9)
Utilizando a equacdo de Bhaskara na equagao (9), conclui-se que,
S + VvS? — 4P
X = (10)
2
E com isso, calcula-se o valor de y a partir de (7) e (8), como sendo,
y =S-x
_ S + VS? — 4P
Y = 2
S ¥ VS% — 4P
X = (11)

3.2.1 Resolu¢io de equacio de 2° grau

Exemplo 1 — Determinar as raizes da equagio x” — 3x + 2 = 0.

Solu¢io: sendo a=1,b=-3, ¢ =2 e usando a formula (6), temos:

% Rafael Bombelli, matematico italiano (1526 — 1572)



—b + Vb2 — 4ac

2a
L T £ VR4
2(1)
3 ++/9-8
X =
2
3441
X =7
3+1
X =
3-1
X1 2
2
Xl —2
X1 =1
341
X2 = 2
4
XZ ZE
Xz =2

Exemplo 2 — Determinar as raizes da equagio 2x” — 16x + 32 =0.

Solu¢io: sendo a=2,b=-16, ¢ =32 e usando a féormula (6), temos:

—b + Vb? — 4ac
X = 2a

—(=16) + /(=16)2 — 4(2)(32)
T 2(2)

16 + /256 — 256
X = 4

16 +0
T

16 £ 0
X =Ty

16
vy



26

Exemplo 3 — Um grupo de estudantes deseja juntar o montante de R$ 360,00 para
determinada atividade escolar. Este montante serd dividido em partes entre os estudantes.
Entretanto, apos fazer a divisao das cotas, 4 estudantes desistiram de colaborar e com isso, 0
valor de cada cota sofreu um acréscimo de R$ 15,00. Determine a quantidade de estudantes
do inicio da atividade escolar.

Solucio: temos que a quantidade de estudantes ¢ dada por x e cada cota inicial ¢ dada por
360/x. Deste modo, com a desisténcia de 4 estudantes, a nova cota ¢ dada por 360/(x — 4).

Uma vez que a diferenca entre cotas ¢ de R$ 15,00, temos:

360 360

x—4 x 15

360x — 360(x —4) = 15x(x — 4)
x(x—4)

360x — 360x + 1440 = 15x% — 60x
15x% — 60x — 1440 =0
X2 —4x—96 = 0

Que recai numa equagdo de 2° graucoma= 1, b=-4 e c =-96, sendo assim:

B —b + Vb2 —4ac
X = 2a
N GO V(=4)% — 4(1)(-96)
2(1)
_ 4 + V16 + 384
X = 2
_ 4+ 400
X =T
_4£20
X =7
Xl = 12
Xz = —8

Deste modo, fica determinado que a quantidade de estudantes que iniciaram a atividade

escolar era de 12 pessoas.
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3.3 Equacgao de 3° grau

Assim como ocorreu com as equacdes do 2° grau, os babilonios reconheciam e
resolviam equacdes de 3° grau. Segundo Contador (2008a, p. 83), “equagdes cubicas do tipo
x3 = a, eram resolvidas com o auxilio de tabelas de cubos e raizes cubicas. As equacdes do
tipo x> + x? = a, também eram resolvidas referenciando-se tabelas”. Mas a comunidade
matematica precisou aguardar até o séc. XIII para conhecer a formula que fornece as raizes da
equacdo de 3° grau. Segundo Garbi (2010b), o precursor deste episodio foi Fibonacci'®, que
ainda muito jovem viajou para o norte da Africa (tendo contato direto com a matematica
arabe), além de Egito, Grécia, Franca e Constantinopla (hoje, Turquia), com isso obtendo
conhecimento sobre varios sistemas de numeracao, com o qual adquiriu grande habilidade na
resolugdo de problemas.

Fibonacci recebeu do imperador da Itdlia, Frederico II em 1225, o desafio de

resolver com apenas régua e compasso (ou seja, segundo as leis euclidianas) a seguinte

equagao:
x3 4+ 2x% + 10x — 20 = 0 (12)

De acordo com Contador (2008b), Fibonacci provou que ndo seria possivel
resolver tal equacdo seguindo apenas os ensinamentos de Euclides e ainda conseguiu uma
aproximacao bastante razoavel para o problema, calculando x = 1,3688081075.

As equagdes do 3° grau, segundo Lima (1991), s@o aqueles da forma
ax> + bx* + cx +d = 0,(a#0) (13)

Portanto, equivalente a

; , b, ¢ d
X+ =-x*+-x+-=0
a a a

. ~ . 3,
Considerando apenas as equacdes em que o coeficiente do termo x” ¢ 1 e tomando

a . . .
X = y- 3, com vistas a eliminar o termo de 2° grau, tem-se:

01 eonardo de Pisa ou Leonardo Fibonacci (filho de Bonacci) matematico italiano (1175 — 1250)
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X4+ ax’ +bx+c=0
3 2

G- oY erl-reo

3 2+a12 Zj13+ : 2 +a3+b S
ymam Ty 27 T T3 Y T g T T o=
>+ (b a + 2’ _ab +c)]=0
y 3)Y T\ 27 T3 YT
Que ¢ equivalente as equagdes cubicas da forma
y’+py+q=0 (14)

Somente no século XVI foi que surgiram os protagonistas aptos a resolver
equacdes do 3° grau. Segundo Garbi (2010b), por volta de 1510, Del Ferro®* conseguiu um
método geral para resolver equacdes cubicas da forma (14). Mas ndo conseguiu publicar tal
descoberta devido a sua morte. Coube a um de seus discipulos, Antonio Maria Fiorlz, fazer o
anuncio de tal feito matematico. Fior se utilizou de um costume da época entre os
matematicos: a proposi¢do de desafios publicos. Como era um matematico sem muita
expressdo no cendrio mundial, Fior decidiu desafiar Tartaglia13 que ja tinha um nome
respeitado entre os matematicos.

O desafio era composto de uma série de situagdes-problema, dentre os quais Fior,
logicamente, s6 iria propor aqueles que envolvessem equacdes de 3° grau, para poder usar a
descoberta de seu falecido mestre. Porém, Tartaglia conseguiu resolver todos os problemas
propostos por Fior, que saiu do desafio humilhado e ridicularizado, por ndo ter a habilidade
necessaria para resolver os problemas propostos por Tartaglia, dentre os quais, equagdes do 3°

grau do tipo:
x> +px2+q=0 (15)

Segundo Tartaglia, citado por Garbi (2010b, p. 33), “mobilizei todo o entusiasmo,

a aplicacdo e a arte de que fui capaz, objetivando encontrar uma regra para a solucao daquelas

1 Scipione del Ferro, matematico italiano (1465 — 1526)
12 Antonio Maria Fior, matematico italiano
3 Nicol6 Fontana (Tartaglia), matematico italiano (1500 — 1557)
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equacdes, o que consegui a 10 de fevereiro de 1535”.
De acordo com Garbi (/bid, p. 39), a resolugdo algébrica proposta por Tartaglia

consiste numa divisao do problema em duas etapas. Supondo x = u + v, tem-se que,

x3 = (u+ v)3

x3 = u® + 3u?v + 3uv? + V3
x3 = u® 4+ v¥+ 3uv(u + v)
x3 = u® + v3+ 3uvx)

x3 —3uvx) — (W +v¥)=0 (16)

Uma vez que se deseja resolver a equagdo (14), basta fazer a comparacdo com a

equagao (16) de modo que:

p =- 3uv

p3 =- 27udv3
3
b 3.3

- = 17
57 = UV (17)

q=—@®+ v%
—q = (u3 + V3) (18)

Tem-se entdo a soma e o produto de dois numeros, o que recai numa equacao de

2° grau, dada por:

p3
2 __:0
w +qw 07

Utilizando-se da equacao de Bhaskara, obtém-se:

ST R () S 4 (19)

AL ORIt 2
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A partir de (19) e (20) e lembrando que x =u + v, tem-se que,

e - 2

N N
De acordo com Lima (1991), a expressdo definida por D = (E) + (5) ¢

determinante para se calcular o numero de raizes, pois se D > 0 tem-se que uma raiz ¢ real e
as outras duas sdo complexas conjugadas; se D = 0 tem que as trés raizes sdo reais mas ocorre
uma repeti¢do; e, se D < 0 entdo as trés raizes sdo reais e distintas, entretanto, neste ultimo
caso, ao se utilizar a formula de Tartaglia recai-se noutra equacgdo cubica, sendo este caso

chamado de irredutivel.
3.3.1 Resolucao de equacio de 3° grau
Exemplo 1 — Determinar as raizes da equagio x> — 9x> + 23x — 15 = 0.

Solucéo: sendo a =1, b =-9, ¢ = 23, d = 15, fazendo x = y + m e reduzindo a equagdo

inicial para outra de forma y3 + py +q =0, temos:

b
m= -3
m= -2
3(1)
9
m=§
=3

= 3am? + 2bm + c
3()(3)?% + 2(=9)(3) + 23
= 27 — 54 + 23

= -4

= am® + bm? + cm + d

= (DB)* + (=9(3)* + (23)(3) + (=15)
= 27 — 81 + 69- 15

=0

-Q.Q.Q.Q'B’CS’CS’CSE



Deste modo a equagdo fica reduzida a:

y> —4y =0
y(y? —4) =0
yp =0
y2 — 4 =0
y? =4
y =+V4
y==x2
y2 = —2
y3 = 2

Uma vez que X = y + m, determinamos as raizes da equagao:
x1=0+3=>x, =3
X2:—2+3:>X2:1

X3:2+3$X3:5

Resolvendo pela formula de Tartaglia e lembrando que x =y + m, temos:
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Uma vez que (X, x,, X;) € a solugdo da equagdo X’ — 9x* + 23x — 15 = 0, esta pode ser
reescrita em fungéo de suas raizes, e usando o fato de que x, = 3 segue que:

(x = x)x — x)(x — x3) =0

X3 — (X1 + X2+ x3)x% + (X1X; + X1X3 — XpX3)X — (X1XzX3) = 0

x3 — (3 4 x5+ x3)x% + (3%, + 3%3 — X3%3)X — (B3xpx3) = 0

Logo,

23

3X2 + 3X3 — X3X3
3X2X3 = 15

{3 + X5 + X3 = 9
Segue que,

{Xz‘l‘ X3 = 6
X2X3 = 5

Que resulta em uma equagéo de 2° grau em X, (ou x,) da forma (X2)2 — 6x, + 5=0, que pode
ser resolvida pela formula de Bhaskara, nos fornecendo as outras duas raizes, que sdo:
Xy = 1

X3:5

Exemplo 2 — Determinar as raizes da equagio x> — 6x —9 =0.
Solugdo: neste caso a equagio ja se encontra na forma x> + px + q = 0, de modo que p = -6,

q =-9, resolvendo pela férmula de Tartaglia, temos:

=D [ (=0 (] =9 [ [T
X = _T+ﬂTl+[Tl * ‘T‘ﬂzl+[3l
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X:

X =

X =
_316+32
= 172 2
x = V8 + 31
x=24+1
X1=3

Uma vez que (Xl, X, X3) ¢ a solucdo da equacao X —6x—9= 0, esta pode ser reescrita em
fung@o de suas raizes, e usando o fato de que x, =3, segue que:

(x — x)x — %)X —x3) =0

x3 — (X + X+ X3)x% + (XX, + X;X3 — XX3)X — (X1Xp%3) = 0

x3 — (3 4+ x5+ x3)x% + (Bx, + 3%x3 — X3%3)X — (Bxpx3) = 0

Logo,

3 + X5 + X3 = 0

3X2 + 3X3 — XpX3 = -6
3X2X3 =9

Segue que,
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{X2+ X3 = -3
X2X3:3

~ 0 2 _
Que resulta em uma equagdo de 2° grau em x, (ou x;) da forma (x,)” + 3x, + 3 = 0, que pode

ser resolvida pela formula de Bhaskara, nos fornecendo as outras duas raizes, que sio:

-3+ -3

Xy = 2
-3 -+v-3
X3 = 2
3.4 Equacao de 4° grau

A descoberta do modo de resolugdo de equacdes de 4° grau seguiu 0s mesmos
moldes da equagdo de 3° grau, ou seja, através de um desafio proposto entre os matematicos.
A historia nos remete ao século XVI, aproximadamente em 1545, quando Cardano™* recebeu

de Zuanne de Tonini da Coi® a missio de resolver a equagio abaixo:

x* + 6x%2 — 60x + 36 = 0 (22)
De acordo com Contador (2008b), Cardano realizou vérias tentativas para resolver

tal equagdo sem, no entanto, obter éxito. O jovem FerrarilG, servo de Cardano, recebia atencao

especial do mestre por possuir uma inteligéncia excepcional, e coube a Ferrari a missdo de

desvendar os segredos da resolu¢do de equacdes de 4° grau. Estas equacdes sdo do tipo
ax* + bx®* + x* + dx + e = 0,(a #0) (23)

Uma vez que o problema proposto a Cardano era de uma equacao incompleta do

4° grau, com b = 0, faz-se necessario transformar a equagdo completa em outra do tipo:

yv* +py? +qu+r =0 (24)

" Gerolano Cardano, matematico italiano (1501 — 1576)

® Zuanne Tonini da Coi, matematico da qual ndo se conhece sua nacionalidade, nem sua data de morte, estima-
se o seu nascimento por volta de 1500

16 Ludovico (Luigi) Ferrari, matematico italiano (1522 — 1560)
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Escolhendo adequadamente x =y + m, tem-se que:
ay + m)* +bly+md +c(y+m?+dly+m)+e=0

a(y* + 4y®m + 6y’m? + 4ym® + m*) + b(y® + 3y?m + 3ym? + m3) + ..
v+ cy* + 2ym + m?) + d(y + m) + e = 0

ay* + 4ay®m + 6ay’m? + 4aym® + am* + by® + 3by’m + 3bym? + bm3® + ...
ot cy? +2cym+ cm? +dy +dm + e =0

ay* + (4am + b)y® + (6am? + 3bm + c)y? + (4am® + 3bm? + 2cm + d)y + ..
. + (@am* + bm®* + cm? + dm +e) = 0 (25)

Com efeito, fazendo 4am + b = 0, com vistas a anular o termo y3, temos que
b . . < N
m = —-. Desta forma, a partir de (24) com (25) obtém-se a correlagdo entre as equagdes

completas do 4° grau e incompletas do tipo (24). De modo que:

p = 6am? + 3bm + c (26)
q = 4am® + 3bm? + 2cm + d (27)
r = am* + bm3 + cm? + dm + e (28)

Segundo Ferrari, citado por Contador (2008b, p. 46), “[...] Se eu conseguir
trabalhar esta equagdo de modo a formar nos dois lados da igualdade um quadrado perfeito,
me bastaria extrair a raiz quadrada e o problema estaria resolvido”. De posse deste raciocinio,

Ferrari trabalhou na equagao (24) obtendo o seguinte resultado:

y'+py* +qy+r =0

y*+py?+r=—qy
y* + py* + uy’+ r = uy®* — qy
vP+ (p+wy?+ @ +v) =uy? —qy+v (29)

Para que os dois lados da equagdo (29) sejam quadrados perfeitos € necessario que

os seus discriminantes sejam iguais a zero, sendo assim:
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p+w?—-—4.1.r+v)=0
p> + 2pu + u? —4r — 4v =0 (30)

(—q)? — 4uv = 0

q
= — 31
V= (31)
Substituindo o valor de v da equagdo (31) na equagdo (30), obtém-se:
q
2 42 2 _4r —4|l—) =0
p° + Z2pu + u r <4u>

p?u + 2pu® + u® — 4ru — g> = 0
u® + 2pu® + p?u —4ru — g2 =0
ud + 2pu? + (p2 —4)u — g2 = 0 (32)

Obtém-se em (32) uma equacao do 3° grau que pode ser solucionada através do
método de Tartaglia. Apds calcular as trés raizes desta equacdo restam extrair as raizes

quadradas de (29) obtendo a solugdo para equagdes de 4° grau, conforme a equagdo abaixo:

\/y4 + (p+wy? + +v) = i\/uy2 —qy + vV (33)

A partir deste raciocinio, apesar de complexo e trabalhoso, Ferrari conseguiu um
método algébrico para extrair as raizes de equacdes e 4° grau, quer estas equagdes fossem

completas ou incompletas.
3.4.1 Resolucao de equacio de 4° grau

Exemplo 1 — Determinar as raizes da equagio x* — 15x”> — 10x + 24 = 0.

Solucdo: reconhecendo que a equagdo acima ja se encontra na forma x* + px*> +qgx +r=0¢
utilizando o método de Ferrari, temos:

X+ pPp+twxl+T+v) =ux? —gx+v

x*+ (=15 +wWx?2+ 24 +v) = ux? — (—10)x + v

x¥* = (15 —wx? + 24 +v) = ux? + 10x + v
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Fazendo A = 0 em ambos os lados da equagdo, para se conseguir quadrados perfeitos, temos:

{(15 W2 - 4(1)24 +v) = 0
(10)? — 4(W)(v) = 0

{225—30u+u2—96—4v=0
100 — 4uv = 0

Uma vez que 100 — 4uv = 0, tem-se que 4v = %, segue que:

100

225—30u+u2—96—T=0
100
u2—30u+129—T=0

u® — 30u? + 129u — 100 = 0

Esta equagdo possui raizes u, = 1, u, = 4, u, = 25 substituindo estas raizes em

x* — (15 — u)x* + (24 + v) = ux’ + 10x + v obtemos os quadrados perfeitos desejados. Deste
modo:

a) Seu, = 1 entdo v = 25, dai,

x* — (15 — Dx? + (24 + 25) = 1x* + 10x + 25

x* — 14x% + 49 = x* + 10x + 25

x? —7)? = (x + 5)*

x? —7) = +/(x + 5)2

x* =7 = +(x + 5)

x2 —x—12 =0

X = —

X2=4

~ 5 ,
b) Seu =4 entiov = ZT, dai,



25 25
x* — (15 — 4)x? +(24+T) =4x2+10x+T

121 25
X4—11X2+T=4X2+10X+T

XZ—E=+<2X+E)

2 2

x2 —2x —8=0

X1 = —2

Xy =4

Ou

XZ—E=—(2X+E)
2 2

x24+2x -3 =0

X3 = —3

x4 =1

¢) Seu, =25entdov =1, dai,

x* — (15 — 25)x% + (24 + 1) = 25x% + 10x + 1
x* + 10x* + 25 = 25x% + 10x + 1

(x* + 5)% = (5x + 1)

(x> + 5) = +/(5x + 1)?

x2 +5=+05x+ 1)

x? — 5x + 4=0

X, =1

X2=4

Ou
x? +5=—05x+ 1)
x2 +5x 4+ 6=0

38
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De modo que as raizes da equacdo sdo (-3, -2, 1, 4).
3.5 Equacgao de grau n > 4

Ap6s as descobertas das formulas resolutivas das equagdes de 3° e 4° graus, restou
a comunidade académica discutir a existéncia ou inexisténcia de formulas algébricas para
solucio de equagdes de grau maior ou igual a 5. O matematico Evariste Galois*’, mostrou que
existem polindmios de grau 5 e de qualquer grau maior que 5 cujas raizes ndo podem ser
encontradas usando radiciacdo e as operacdes aritméticas, mostrando com isto que ¢
impossivel encontrar formulas algébricas com as quais possamos resolver todas as equagoes

de grau 5 ou de qualquer grau maior ou igual a 5.

Inspirado pela prova de Abel®® da insolubilidade por radicais da equacgdo quintica,
Galois descobriu que uma equacdo algébrica irredutivel € resoluvel por radicais se e
sO se seu grupo — isto €, o grupo simétrico sobre suas raizes — ¢ resoluvel. [...]
Lagrange™ ja tinha mostrado que a ordem de um subgrupo deve ser um fator da
ordem do grupo; mas Galois foi mais fundo e achou relagdes entre a fatorabilidade
do grupo de uma equag@o e resolubilidade da equagdo (Boyer, 2010, p. 366)

" Evariste Galois, matematico francés (1811 — 1832)
'8 Niels Henrik Abel, matematico noruegués (1802 — 1829)
19 Joseph Louis Lagrange, matematico italiano (1736 — 1813)
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4 O METODO GEOMETRICO DE RESOLUCAO

Neste topico sera realizada uma discussao sobre a resolugdo de equacdes
algébricas através do método geométrico, ou seja, formas de resolver as equagdes algébricas
com o auxilio do estudo geométrico, como assim o fizeram Descartes”® para a equacio
quadratica e Cardano para a equagdo cubica. Ao longo do texto existe a contextualiza¢do
histérica, enfatizando a demonstragao dos referidos métodos e como aplica-los na resolugao
de alguns problemas. Utilizou-se do software livre GeoGebra® para se realizar todas as

construcdes geométricas necessarias a resolugcdo dos problemas pertinentes.
4.1 Método para resolucio da equacio de 1° grau

As equacdes de 1° grau, do tipo ax = b = 0, cuja solug¢do algébrica ¢ orientada
pelas proposi¢des de Euclides, também possui uma abordagem geométrica para o calculo das
suas raizes. Este método de resolucdo faz referéncia a semelhanga de tridngulos, utilizando o
teorema de Tales®* sobre proporcionalidade de segmentos paralelos cortados por transversais.

Esta construcdo geométrica se inicia com dois segmentos de reta, partindo da
origem, um de comprimento b (segmento OB) e outro com comprimento a (segmento OA).
Em seguida deve-se tracar um novo segmento de reta (AB), denotado por r, unindo os
extremos de OB e OA. No segmento OA, marca-se um ponto C, de comprimento igual a 1
unidade, e sobre este ponto deve-se tracar um novo segmento de reta, denotado por s, que €
paralelo segmento AB. O segmento s faz intersec¢io com OB no ponto D, de comprimento X,
que ¢ a solu¢do da equagdo desejada. Percebendo que os triangulos AAOB e ACOD sao

semelhantes, pode-se determinar a raiz de uma equacdo de 1° grau a partir da Figura 1 abaixo:

2% René Descartes, matematico francés (1596 — 1650)
?! Tales de Mileto, matematico grego (640 — 550 a.C)
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Figura 1 — Semelhanga de tridngulos para resolug¢ao de equacdes de 1° grau

o

' Yw
alll o

Fonte: Formatag@o propria com o uso do software GeoGebra

Utilizando o teorema de Tales sobre proporcionalidade, temos que:

e
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Ocorre que a raiz x calculada por este método ¢ determinada através do segmento
0D, de modo que os segmentos OA e OB sdo dados em médulo. Sem perca de generalidade,
podemos perceber que, se a <0 ou b < 0 temos que a raiz ¢ um niimero negativo, enquanto

que se a <0 e b <0 temos que a raiz € positiva.

4.1.1 Resoluc¢ao de equacio de 1° grau

Exemplo 1 — Determinar as raizes da equacao 3x — 6 = 0 através do método de semelhanga de
triangulos.
Solucio: montando os tridngulos a partir dos coeficientes da equacdo dada, a = 3, b = 6,

temos:



Figura 2 — Resolugdo da equacdo 3x — 6 = 0 pelo método de semelhanga de triangulos.
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Fonte: Formatacao propria com o uso do software GeoGebra

De onde se conclui que a raiz de equacgdo € igual a 2, pois

I Y
I

N Wl

4.2 Método de Descartes para resolucio da equacao de 2° grau

René Descartes foi um estudioso de matematica que contribuiu de forma muito

significativa no desenvolvimento de geometria analitica, aliando o estudo de algebra ao

estudo de geometria. De acordo com Contador (2008b), Descartes considerava falho o método

de ensino de matematica, pois 0 mesmo deveria aliar os estudos sobre algebra e geometria,

esta consideracdo se justificava através do Teorema de Pitdgoras, pois este relacionava uma

equagao algébrica com uma figura geométrica.

Descartes produziu varios trabalhos, dentre eles o Discurso do Método para o

bem conduzir a propria razdo e buscar a verdade na Ciéncia, que estava subdividido em trés

livros que tratavam sobre Otica, meteoros e geometria analitica. Neste estudo, que no futuro

foi denominado geométrica analitica,



43

[...] Descartes, considerava a base da nova Geometria, apresentava a aplicagdo de
seu novo método da analise; introduz a no¢ao de coordenadas espaciais; estabelece o
conceito de fun¢do com duas variaveis; demonstra que cada curva corresponde a
uma funcdo e apresenta o processo para obtenc¢do de raizes quadradas e cubicas.
Descartes resolvia equacdes quadraticas, ndo de forma algébrica, mas assim como os
gregos, de forma geométrica (CONTADOR, 2008b, p. 177-178).

O método de Descartes para resolucdo de equagdes quadraticas, do tipo x* £ bx —
¢ = 0 sugere a construcao de um triangulo retangulo e de uma circunferéncia de raio igual ao
cateto menor do triangulo, através desta constru¢do geométrica € possivel se determinar as
raizes da equacdo. Sendo assim, pode-se montar uma circunferéncia e um tridngulo retangulo

como na Figura 3 abaixo:

Figura 3 — Circunferéncia de Descartes para resolucio de equagdes quadraticas

Fonte: Formatacdo propria com o uso do software GeoGebra, baseada em KILHIAN, 2012

Conforme foi abordado, este método resolve equagdes quadraticas do tipo x* + bx

—c¢ =0, logo temos dois casos a considerar:

: . . A . b A
a) se b for negativo: seja a circunferéncia de centro C e raio S €0 triangulo

A b . b
retangulo ABC, no qual o cateto menor mede S¢a hipotenusa mede X+,

conforme Figura 4 abaixo.
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Figura 4 — Circunferéncia de Descartes para resolucio de equagdes quadraticas

Fonte: Formatacdo propria com o uso do software GeoGebra, baseada em KILHIAN, 2012

Ocorre que a raiz positiva calculada por este método ¢ determinada através do
segmento BD, enquanto que a raiz negativa é dada pelo segmento BE (dada em méddulo), pois
a época de Descartes, ndo se admitia a existéncia de raiz negativa, uma vez que ndo faz

sentido um segmento de reta com comprimento negativo. Sendo o segmento BD = x, temos

que BD =BE + EC+ CD, logox =y + g + g, logo se pode expressar o segmento BC = x — E,
de posse destas informacdes e utilizando o teorema de Pitagoras, tem-se que:
(BC)? = (AC)* + (AB)?
b\? by 2

(-3) = 3) +(®

22 b + b _ b +
X KXo+ =t

b?  b?

2 _ _— — = =
x“—b.x + 2 2 c=0
x2—bx —c=0 (34)

. . . A . b A
b) se b for positivo: seja a circunferéncia de centro C e raio S ¢o triangulo
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A b . b
retangulo ABC, no qual o cateto menor mede S ¢a hipotenusa mede x +2

conforme Figura 5 abaixo.

Figura 5 — Circunferéncia de Descartes para resolucao de equagdes quadraticas

Fonte: Formatacdo propria com o uso do software GeoGebra, baseada em KILHIAN, 2012

Ocorre que a raiz positiva calculada por este método ¢ determinada através do

segmento BE, enquanto que a raiz negativa é dada pelo segmento BD (dada em modulo).

= b ... "y
Sendo o segmento BC = x + ¢ utilizando o teorema de Pitdgoras, tem-se que:

(BO)? =

(x+3)

242 b
X .X.2

x2 +b.x

x% + bx

(AC)? + (AB)?

- () + 0

—c=0 (35)
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4.2.1 Resoluc¢iao de equacio de 2° grau pelo método de Descartes

Exemplo 1 — Determinar as raizes da equacio x* — 6x — 16 = 0 através do método de
Descartes.
Solucio: montando a circunferéncia de Descartes a partir dos coeficientes da equagdo dada, a

=1,b=-6¢c=-16, temos:

Figura 6 — Resolugdo da equacio x* — 6x — 16 = 0 pelo método de Descartes

A AB =4 B

Fonte: Formatagdo propria com o uso do software GeoGebra

De onde se conclui que as raizes de equacao sao dadas pelos segmentos DC = 8 e

C = 2, de forma que as raizes sdo x,= 8 € x,= 2.

Exemplo 2 — Determinar as raizes da equagio x> + 8x — 9 = 0 através do método de
Descartes.
Solucdo: montando a circunferéncia de Descartes a partir dos coeficientes da equagdo dada, a

=1,b=8¢c=-9, temos:
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Figura 7 — Resolugdo da equacio x* + 8x — 9 = 0 pelo método de Descartes

A AB =3 B

Fonte: Formatacao propria com o uso do software GeoGebra

De onde se conclui que as raizes de equagio sdo dadas pelos segmentos DC = 9 e

EC = 1, de forma que as raizes sdo x =-9 e x,= I.

4.3 Método das semicircunferéncias tangentes para resolu¢ao da equacao de 2° grau

As equagdes quadraticas, do tipo x* + bx + ¢ = 0, também podem ser resolvidas se
utilizando de duas semicircunferéncias tangentes entre si. Logo temos dois casos a considerar:
a) se ¢ for positivo: implica que as raizes procuradas possuem o mesmo sinal,
logo |x1| + |x5| = |b| e |x4].|X2] = c. Sobre uma reta, subdivida em segmentos
de comprimentos ¢, 1 e |b| devem ser determinados os pontos F, G, H ¢ I,
conforme Figura 8 abaixo, de modo que os segmentos FH e HI sdo os didmetros

das duas semicircunferéncias propostas:
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Figura 8 — Semicircunferéncias tangentes para resolucao de equagdes quadraticas

L
L ]
-

F ¢ c ' H |b]

Fonte: Formatag@o propria com o uso do software GeoGebra, baseada em TUNALA, 1988.

Sobre o ponto G, traga-se um segmento de reta perpendicular, aqui denotado por s,
que faz intersec¢do com a semicircunferéncia de didmetro (c + 1), gerando o ponto J. A partir
de J traga-se um segmento de reta, paralelo a reta r e denotado por t, que intersectard a
semicircunferéncia de diametro |b|, marcando o ponto L. Sobre L, passa um segmento u,

perpendicular a r e paralelo a s, marcando o ponto M sobre a reta r, conforme Figura 9 abaixo.

Figura 9 — Semicircunferéncias tangentes para resolugao de equagdes quadraticas, caso ¢ > 0

|B

Fonte: Formatagao propria com o uso do software GeoGebra, baseada em TUNALA, 1988.
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Utilizando as relagdes métricas no tridngulo retdngulo na circunferéncia de

diametro (c + 1), percebe-se que:

(G))? = FG.GH
G2 =c1
G] =+

Uma vez que G] = ML e (ML)? = HM. MI, conclui-se que HM.MI = ¢ ¢ HM +
MI = |b|. Com isso, consegue-se determinar dois segmentos cuja soma ¢ igual a |b| e cujo
produto ¢ igual a ¢, logo os segmentos HM e MI sdo as raizes procuradas. Vale salientar que se

b < 0 entdo as raizes sio HM e MI, enquanto que se b > 0 entdo as raizes sio —HM e —MI.

b) Se ¢ for negativo, implica que as raizes procuradas possuem sinais contrarios,
logo |x;1] — |x2| = |b] e [x4].|x2] = c. O procedimento geométrico ¢ bastante
semelhante ao caso inicial, em que ¢ > 0, a diferenca estd no segmento ML que é
obtido através do translado do segmento GJ até a ponto de intersec¢do das

semicircunferéncias, conforme Figura 10 abaixo.

Figura 10 — Semicircunferéncias tangentes para resolugcdo de equagdes quadraticas, caso ¢ <0

Fonte: Formatagdo propria com o uso do software GeoGebra, baseada em TUNALA, 1988.

Na Figura 10, acima, percebe-se que os segmentos GJ e HL sdo congruentes, logo



GJ = HL. Percebe-se também que AFJH ¢ retAngulo e neste caso, tem-se que (GJ)? = FG. GH,

logo G] =+/c, que implica que HL=+/c. Sendo HM=MN=PM, LM=LP+PM e

percebendo que o0 AHLM ¢ retangulo, conclui-se que (HL)? = LP.LN, de fato:

(LM)? = (HL)? + (HM)?

(LM)? = (HL)? + (HM)?

(LP + PM)? = (HL)? + (PM)?

(LP)? + 2(LP.PM) + (PM)? = (HL)? + (PM)?
(LP)? + 2(LP.PM) = (HL)?

LP[LP + 2PM] = (HL)?

LP.LN = (AL)2

Com isso, LM.MN = c e LN — LP = |b|, ou seja, consegue-se determinar dois
segmentos cuja diferenca é igual a |b| e cujo produto é igual a c, logo os segmentos LP e LN
sdo as raizes procuradas. Vale salientar que se b < 0 entfio as raizes sio LN e —LP, enquanto

que se b > 0 entfo as raizes s3o —LN e LP.

4.3.1 Resolucio de equacdes de 2° grau pelo método das semicircunferéncias tangentes

Exemplo 1 — Determinar as raizes da equagdo x° — 5x + 6 = 0 através do método das
semicircunferéncias tangentes.

Solucio: neste exemplo, percebe-se que ¢ > 0, logo se procede a resolugdo montando as
semicircunferéncias tangentes a partir dos coeficientes da equagdo dada,a=1,b=-5ec =06,

temos:
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Figura 11 — Resoluc¢do da equagdo x> — 5x + 6 = 0 pelo método das semicircunferéncias

tangentes

HM =2 Ml = 3

Fonte: Formatacao propria com o uso do software GeoGebra

De onde se conclui que as raizes sdo dadas pelos segmentos HM = 2 e MI = 3,

logo as raizes sdo x; = 2 ex, = 3.

Exemplo 2 — Determinar as raizes da equagdo x° + 3x — 4 = 0 através do método das
semicircunferéncias tangentes.

Solucio: neste exemplo, percebe-se que ¢ < 0, logo se procede a resolugdo montando as
semicircunferéncias tangentes a partir dos coeficientes da equagdo dada,a=1,b=3 ec=-4,

temos:
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Figura 12 — Resolucdo da equacdo x* + 3x — 4 = 0 pelo método das semicircunferéncias

tangentes

Fonte: formatagao propria

De onde se conclui que as raizes sdo dadas pelos segmentos LP = 1 e LN = 4,

logo as raizes sdo x; = —1 e x, = 4.

4.4 Método de Cardano para resoluciao da equacio de 3° grau

Girolamo Cardano também publicou a formula para resolucdo de equacdes de 3°
grau. De acordo com Contador (2008b), quando Tartaglia venceu o desafio contra Fior, o que
lhe trouxe fama, isso fez com que Cardano se aproximasse dele a fim de publicar a recém-
descoberta em seu livro Prdtica Arithmeticae Generalis. Mas com a recusa de Tartaglia veio a
intriga entre os dois, que sé seria amenizada anos mais tarde. Porém ao obter a equagdo
resolutiva, Cardano a publicou sem o consentimento de Tartaglia, o que resultou em novas
intrigas. Cardano viria a publicar em seu livro célebre Ars Magna a solugdo geométrica para

uma equacao cubica especifica do tipo,

x3 + px = q (34)

A solugdo envolve a construgdo de um cubo de aresta AC que denotaremos por t, e

outro cubo de aresta BC que denotaremos por n, conforme a Figura 13 abaixo.
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Figura 13 — Cubo de Cardano para resolucao de equagdes cubicas

I-n n

n

o ————————
.

Fonte: Contador, 2008, p. 35
a) o cubo de aresta n possui volume n’;
b) o cubo de aresta t — n possui volume (t — n)*;

¢) o volume do poliedro acima do cubo de aresta n é dado por n” . (t — n);

d) o poliedro a esquerda do cubo de lado n, assim como o de aresta DE = t- n, ao fundo,

possuem volumes dado port.n. (t—n);

e) o volume do poliedro abaixo do cubo de aresta (t —n) é dado porn . (t— n)°.

Percebendo que o cubo de aresta t, ¢ igual a soma de todos os so6lidos internos a
ele, pode-se determinar que o volume t* é igual & soma de todos os volumes de seus sélidos

internos. Sendo assim,
t3 = n® + (t — n)® + 2tn(t — n) + n?(t — n) + n(t — n)? (35)

Com o propoésito de montar a partir desta equacao (35), outra equacao semelhante

a (34) segue que,
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t3 —n3= (t — n)® + [2tn(t — n) + n?(t — n) + n(t — n)?]

t3 —n®= (t — n)® + (t — n)[2tn + n? + n(t — n)]

t3 —n3= (t —n)® + (t — n)[2tn + n? + tn — n?]

t3 —n®= (t — n)® + 3tn(t — n) (36)

Com efeito, fazendo t — n = x e consequentemente (t — n)° = x> resultando em

£ —n’=x’ + 3tnx, pode-se comparar com a equacao (34) o que fornece
p = 3tn (37)
q=t3 —nd (38)

Uma vez que n = % , de acordo com a equacgdo (37), e depois substituindo em

(38) obtém-se,

~o7e A
ol o
3
t—qtP =5 =0
t)? = q(t®) - Py (39)
27

. . ~ .7 3 :
Ou seja, recai-se em uma equagdo de 2° grau na variavel t°, que pode ser resolvida

através do método de Bhaskara, o que resulta em,

43
qt o + 5

t? =

2

q 1 4p3
3=_+_ 2 —_
v=5T3 ]9t 57
q q? p3
tt=-+ |[—+ =
R Y,
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w

e
N

o
w

(40)

(o d
I
NI
H
ol

+
N
~

Da equacdo (38) se conclui que n® = t* — g, e substituindo (40) em (38) segue que,

3 2 3
qQ |¢* p
3 _ — i -
n 2+ 4+27/
q q? p3
3:_+ X r _
" =o x|yt a
q q* p?
3=__+ 1 r
n Y,
3 2 3
qQ |¢® p
N D 41
n Y, (41

De posse das equacdes (40) e (41) e da relagdo x =t — n obtém-se a seguinte

equagao resolutiva:

p 3

q2 3
+ |—+ = - |-
— 4 7

ge]

+

+

N2

q?
4

N2

(42)

N

2

~

Surge entdo a resolucdo para equagdes cubicas proposta por Cardano. Porém as
equacdes clbicas sdo aquelas do tipo ax’ + bx* + cx + d = 0 e o que foi resolvido foram casos
especiais de equagdes incompletas do tipo x> + px> + g = 0 ou x° + px = q. Mas & possivel
transformar uma equagdo completa em uma incompleta através de uma simples troca de

variaveis. Seja ax® + bx” + cx + d =0 e x = y + m, segue que,

aly + m)? +by+miP+cy+m+d=0
a(y®> + 3y’m + 3ym? + m3®) + b(y?> + 2ym + m?) + c(y + m) +d =0
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ay® + 3ay’m + 3aym? + am® + by? + 2bym + bm? + cy + cm + d = 0
ay® + (b + 3am)y? + (3am? + 2bm + ¢)y + (am® + bm? + cm + d) = 0(43)

Com efeito, fazendo b + 3am = 0 ou 3am” + 2bm + ¢ = 0 na equagio (43) obtém-
se as equagoOes incompletas desejadas. E deste modo, Cardano conseguiu uma explicagao
geométrica para a resolucdo das equagdes cubicas e, com isso, demonstrou a férmula de

resolucgao.
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5 0 METODO COMPUTACIONAL DE RESOLUCAO

Neste topico sera abordada a resolucao de equagdes algébricas através do método
computacional. Humes et al (1984) afirma que este método de resolugao ¢ muito util para
calcular os zeros de fungdes por utilizar processos numéricos iterativos, que sdo processos de

aproximagdes sucessivas X, X,, X, ... X da solu¢@o desejada. Corroborado com Ruggiero ¢

3
Lopes (1996, p. 37) quando afirmam que “um método iterativo consiste em uma sequéncia de
instrugdes que sdo executadas passo a passo, algumas das quais sdo repetidas em ciclos”.

Este trabalho esta subdividido em método de Newton, método da secante, metodo
da bisseccao ou da dicotomia, método das cordas ou da posicao falsa, e método do ponto fixo
ou iteracdo linear, de modo que, ao fim do capitulo, se possa realizar uma comparagdo entre
estes métodos de resolu¢do. Ao longo do trabalho se fez a contextualizagdo historica,
enfatizando a demonstragdo das formulas pertinentes e aplicando os referidos métodos para
resolugdo de alguns problemas. Estes métodos consistem, basicamente, na tentativa de
localizar as raizes de equagdes polinomiais através de aproximagdes sucessivas, forma esta

que ¢ utilizada por calculadoras e computadores.

5.1 O Método de Newton?

Isaac Newton foi um estudioso de matematica e de fisica que desenvolveu
inimeras teorias nestas duas grandes areas académicas de concentragdo do conhecimento. De
acordo com Garbi (2010b), Newton adquiriu notabilidade no meio cientifico-académico
devido haver desenvolvido estudos em Matematica (pura e aplicada), Sistematizac¢do das Leis
da Dinamica, Concepcio da Lei da Gravitagdo Universal, Optica (incluindo a Teoria das
Cores) e criagdo e fabrica¢do de diversos instrumentos cientificos, dentre estes, telescopios e
lentes.

Segundo Contador (2008b), no que concerne aos estudos especificos em
matematica, Newton se destacou por estudos em calculo de areas por expansdao binomial,
criacdo do Calculo Diferencial e Integral, Teorema Binomial, estudo para calculo do nimero
7 %% ¢ método para calcular as raizes de equacdes algébricas.

Segundo Leithold (1994, p. 277), “consideremos a equagdo f(x) = 0, onde f ¢ uma

fungdo derivavel. O método de Newton fornece um processo para aproximar uma raiz dessa

22 Isaac Newton, matematico inglés (1642 — 1727).
2 Newton determinou o valor de Tt = 3,141592688, com sete casas decimais corretas.
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equacdo ou, equivalentemente, um zero de f, isto €, um numero r tal que f(r) = 0”. Analisando
geometricamente a Figura 14 abaixo, percebe-se a aproximagdo da raiz desejada, ao passo que

se enfatiza o uso do conceito de reta tangente, culminando no estudo sobre derivadas.

Figura 14 — Aproximacao da raiz de uma fungao f(x) pelo método de Newton.

v = f(x)

(x1. f(x,)) 4

(x5, f(x3))

v
¥

Fonte: LEITHOLD, 1994, p. 278

Dada uma fun¢do y = f(x) e um ponto x, pertencente ao dominio de f(x), pode-se
tracar a reta tangente ao ponto (x,, f(x,)), pertencente ao grafico de f(x), determinando assim o

ponto x, ainda no dominio de f(x). Repetindo este processo, determina-se o valor de x,, X, X,
de modo que estes valores se aproximam cada vez mais do nimero r, que ¢ uma raiz de
f(x) com a aproximacdo decimal desejada.

A equacdo da reta T, ¢ calculada utilizando a derivada da func¢ao f, culminando na

férmula:

, ) - f(xq) o
f'(x;) = lim ———, quando o limite existir. (44)
X > Xq X — X1

Ou seja, y — f(x,) = ’(x )(x — x,). Uma vez que a reta tangente T intercepta o

eixo das abscissas no ponto x,, pode-se fazer x = x, ¢ y = 0 na equagéo (44), resultando em:
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y — f(x1) = Fx)E — xq)
0 — f(x1) = F(x)(x2 — x4)

_ _ f(x1)

X, = Xq TXQ'fI(Xl) =0 (45)

Utilizando-se do mesmo raciocinio para reta tangente T, que intercepta o eixo das

abscissas no ponto X, ¢ assim sucessivamente, obtém-se a formula criada por Newton:

f(%n)

Xn+1 = Xp — o)’ f'(xy) # O, n=123.. (46)

A escolha adequada da primeira aproximacao de X, ou seja, a escolha adequada de

X, ¢ muito importante. Deve-se escolher um namero x, que esteja no intervalo aberto (a, b) de

modo este x, esteja proximo da raiz desejada, este fato pode ser observado atraves do grafico

da funcio f. Outra possibilidade é utilizar o Teorema de Bolzano®, que indica que:

Dados uma equagdo algébrica em sua forma candnica P(x) = 0 e dois numeros
reaisaeb (a < b), se P(a) e P(b) tiverem o mesmo sinal, o nimero de raizes reais
da equacgdo (eventualmente repetidas) dentro do intervalo (a,b) seré par; se P(a) e
P(b) tiverem sinais opostos, o nimero de raizes reais da equacdo (eventualmente
repetidas) dentro do intervalo (a, b) sera impar (GARBI, 2010b, p. 123).

De acordo com Massarani (1967, p. 20), “o método de Newton ¢ o método mais
empregado na solucdo de equagdes algébricas e transcendentes por aliar a simplicidade de sua
execu¢do uma boa velocidade de convergéncia”.

A convergéncia do método de Newton ocorre quando se verifica que, na funcao

)

P definida no intervalo [a, b], existe um intervalo I contido em [a, b] e

px) =x—
centrado em algum r, de forma que as duas condic¢des abaixo sdo satisfeitas, a saber:
a) @(x)e @'(x) sio continuas em I;
b) l[o'(x)| < 1,vx €L

f(x)
f'(x)°

Para mostrar que @(x)e ¢'(x) sdo continuas em I, temos que @(x) = x —

derivando esta equagao obtemos:

24 Bernhard Bolzano, matematico checo (1781 — 1848).
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f(x)
o) =x— %

0 =1— f(x).f'(x) - f(zx).f”(x)
(F())
, (F(0)” — 0. (0]
o) =1~
(F)*
, (F(0)"  f(0.1"(0)]
P'x)=1- s — -
() (F®)
, (F)°  f(0.F'()
P =1- =+ ;
f®)" ()
P =1-1+ M
(Fe)
oo )0
N {C)E (47)

Uma vez que f’(x) ¢ continua em [a, b], pode-se obter um intervalo I — [a, b] de
modo que f’(x) # 0, Vx € L. Deste modo tem-se que f(x), f’(x) e £’(x) sdo continuas no
intervalo I e f’(x) # 0. Com isso @(x) e ¢’(x) s@o continuas no intervalo I.

Deste modo tem-se que ¢@’(x) ¢ continua em I com ¢’(r) = 0. Com isto, pode-se
determinar um novo intervalo I, T de modo que lo'(x)] < 1,Vx € I, e que r seja o centro
deste intervalo L.

Entdo, desde que ¢(x) e 9’(x) sejam continuas em I e [@'(x)| < 1,Vx € I, tem-

f(xp)
fr(xpn)

se que [ = 1,. Logo, a sequéncia gerada por X 11 = Xy — converge para a raiz r, desde

quer € L.
Segundo Ruggiero e Lopes (1996), “em geral, afirma-se que o método de Newton

converge desde que X, seja escolhido suficientemente proximo da raiz r”.
5.1.1 Resolucao de equacdes pelo método de Newton
Exemplo 1 — Use o método de Newton para encontrar a raiz real da equagdo x° —2x —2 =0

com cinco casas decimais de aproximagao.

Solucdo: a raiz real da equagdo x> — 2x — 2 = 0 & igual ao zero real da funcdo f(x) = x’ — 2x —
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2, sendo sua fungio derivada igual a £’(x) = 3x* — 2. Percebendo ainda que f(1) = -3 ¢ f(2) =
2, conclui-se que pelo menos uma raiz real se encontra entre 1 e 2, através do Teorema de
Bolzano, que indica que dados dois numeros a € b (com a < b), se f(a) e f(b) tiverem sinais

opostos, o numero de raizes neste intervalo sera impar. Com base neste teorema, tomando x, =

1,5, temos:

Tabela 1 — Resolugio da equagdo x* — 2x — 2 = 0 pelo método de Newton

n X, f(x,) f(x0) % e = s
1 1,50000 -1,62500 4,75000 -0,34211 1,84211
2 1,84211 0,56674 8,18011 0,06928 1,77283
3 1,77283 0,02621 7,42878 0,00353 1,76930
4 1,76930 0,00006 7,39127 0,00001 1,76929
5 1,76929 -0,00002 7,39116 0,00000 1,76929

Em que se conclui que x = 1,76929 ¢ uma aproximacdo da raiz da equacdo x> — 2x — 2 = 0.

Exemplo 2 — Use o método de Newton para determinar a raiz ctibica de 10 com cinco casas
decimais de aproximagao.

Solugiio: determinar a raiz cibica de 10 significa encontrar a raiz da equagdo x> — 10 =0 o
que implica na raiz da fungio f(x) = x* — 10. Deste modo, tem-se que a funcio derivada é
igual a £’(x) = 3x%, e que pelo menos uma raiz se encontra entre 2 e 3, pois f(2) = -2 ¢ f(3) =
17, através do Teorema de Bolzano, que indica que dados dois nimeros a e b (com a <b), se
f(a) e f(b) tiverem sinais opostos, o numero de raizes neste intervalo serd impar. Com base

neste teorema, tomando X, = 2,5, temos:

Tabela 2 — Resolugdo da equacdo x” — 10 = 0 pelo método de Newton

f(x f(x
n X fxn) F (n) % Xn+1 = Xn— f,((;:)
1 2,50000 5,62500 18,75000 0,30000 2,20000
2 2,20000 0,64800 14,52000 0,04463 2,15537
3 2,15537 0,01306 13,93688 0,00094 2,15444
4 2,15444 0,00001 13,92477 0,00000 2,15443
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5 2,15443 0,00000 13,92477 0,00000 2,15443

Em que se conclui que x = 2,15443 é uma aproximacdo da raiz da equacdo x> — 10 = 0, logo

V10 = 2,15443, com cinco casas decimais de aproximacao.

Exemplo 3 — Use o método de Newton para determinar a raiz da equagdo x° + 2x* + 10x — 20
=0, com dez casas decimais de aproximagao.

Solucdo: a equacdo x° + 2x* + 10x — 20 = 0 possui raiz igual & da funcio f(x) = x* + 2x* + 10x
— 20, logo sua funcdo derivada serd dada por ’(x) = 3x* + 4x + 10. Percebendo ainda que (1)
=—7 e f(2) = 6, concluimos que pelo menos uma raiz real se encontra entre 1 e 2, através do
Teorema de Bolzano, que indica que dados dois numeros a ¢ b (com a < b), se f(a) e f(b)
tiverem sinais opostos, o nimero de raizes neste intervalo serd impar. Com base neste

teorema, tomando X, = 1,5, temos:

Tabela 3 — Resolucdo da equacdo x* + 2x* + 10x — 20 = 0 pelo método de Newton

nl () F (xn) e IR
1 | 1,5000000000 | 2,8750000000 | 22,7500000000 | 0,1263736264 1,3736263736
2| 1,3736263736 | 0,1017886835 | 21,1550537375 | 0,0048115540 1,3688148196
31 1,3688148196 | 0,0001415934 | 21,0962213098 | 0,0000067118 1,3688081078
41 1,3688081078 | 0,0000000003 | 21,0961393396 | 0,0000000000 1,3688081078
51 1,3688081078 | 0,0000000000 | 21,0961393394 | 0,0000000000 1,3688081078

Em que se conclui que x = 1,3688081078 ¢ uma aproximagio da raiz da equagio x’ + 2x* +

10x — 20 = 0, com dez casas decimais de aproximagao.
5.2 O Método da Secante

O método da secante, diferentemente do método de Newton, sugere a resolucao de
equagoes algébricas sem necessitar do célculo da derivada primeira da fungdo dada e de seu
valor numérico a cada iteragdo. De acordo com Ruggiero e Lopes (1996), este método

substitui a funcdo derivada f’(x) pelo quociente de diferencas:
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f(xn) — f(Xp-1)
Xn — Xp-1

flxn) =

de modo que (x, — X,_1) # 0, e ressaltando que X, e X,_; sdo aproximagdes sucessivas.
Uma interpretacao geométrica deste método € dada pela Figura 15 abaixo, em que
se percebe o uso de retas secantes ao grafico da fungdo dada até que se consiga determinar

uma aproximacgao da raiz da fungio.

Figura 15 — Aproximacao da raiz de uma func¢ao f(x) pelo método das secantes.

£(x) /

=

i
oy

?-""5:

Fonte: formatagao propria, baseada em RUGGIERO E LOPES, 1996, p. 75.

Deste modo, substituindo a funcdo derivada de f pelo quociente de diferencas

f'(x,) = fn) = M) equagdo abaixo, obtemos:

Xn — Xp-1
f(xn)
Xn+1 = Xpn — fI(X )
n
L fGw
ntt " f(xn) — f(Xn-1)
Xn — Xp-1
f(xn)
Xn+1 = Xp — : (Xn - Xn—l)

f(Xn) - f(Xn—l) .
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Xp. [f(xn) — f(xp-1)] — fxp) . Xn — Xp-1)

a1 f(n) — f(Xn_1)
_ Xn f(Xn) = X fXn-1) — Xn f(Xn) + Xpq - f(xp)
1T fGn) — f(Xn_1)
_ Xp-—1 f(Xn) — Xp-f(Xn-1)
T T ) — k) @9

Deve-se observar que se faz necessario a escolha adequada de x_e x_, de modo
que f(x ) e f(x ) tenham sinais contrarios, isto de acordo com o Teorema de Bolzano, que

indica que existe pelo menos uma raiz real neste intervalo.

Ruggiero e Lopes (1996) destacam que o método da secante ¢ uma aproximagao
para o método de Newton e que as condi¢des de convergéncia sdo praticamente as mesmas,
ou seja, deve-se ter que f(x)e f'(x) sdo continuas num dado intervalo I e que |f'(x)| < 1,Vx €

[. Vale ressaltar que f(x,) — f(x,-1) # 0 e que se f(x ) = f(x_,) entdo o método pode

divergir na aproximacao da raiz desejada.
5.2.1 Resolucao de equacoes pelo método da secante

Exemplo 1 — Use o método de secante para determinar uma raiz da equagdo 10x* — 64x> —
52x” + 64x + 42 = 0, com trés casas decimais de aproximacio.

Solucdo: a equacio 10x* — 64x” — 52x” + 64x + 42 = 0 possui raiz igual a da funcdo f(x) =
10x* — 64x® — 52x* + 64x + 42. Percebendo ainda que f(0) = 42 e f(2) = -390, e que pelo
menos uma raiz real se encontra entre 0 e 2, através do Teorema de Bolzano, que indica que
dados dois nimeros a e b (com a <b), se f(a) e f(b) tiverem sinais opostos, o numero de raizes

neste intervalo sera impar. Com base neste teorema, temos:

Tabela 4 — Resolucdo da equagao 10x* — 64x% — 52x* + 64x + 42 =0 pelo método da secante

Xp—1 - f(Xp) — Xp. f(Xp—
| Xng o | fGaen) | ) | Xngn = T f(f(n;)_ f(;n_i)“ 2
1 | 0,00000 | 2,00000 | 42,00000 | -390,00000 0,19444
2 | 0,19444 | 2,00000 | 52,02218 | -390,00000 0,40694
3 | 0,40694 | 2,00000 |55,39425 | -390,00000 0,60507
4 | 0,60507 | 2,00000 | 48,84953 | -390,00000 0,76035
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5 | 0,76035 | 2,00000 | 35,80900 | -390,00000 0,86460
6 | 0,86460 | 2,00000 | 22,68690 | -390,00000 0,92701
7 1 092701 | 2,00000 | 13,04277 | -390,00000 0,96174
8 | 096174 | 2,00000 | 7,07854 | -390,00000 0,98025
9 | 098025 | 2,00000 | 3,72129 | -390,00000 0,98988
10 | 0,98988 | 2,00000 | 1,92355 | -390,00000 0,99484
1T | 0,99484 | 2,00000 | 0,98560 | -390,00000 0,99737
12 | 0,99737 | 2,00000 | 0,50273 | -390,00000 0,99867
13 | 0,99867 | 2,00000 | 0,25584 | -390,00000 0,99932
14 | 0,99932 | 2,00000 | 0,13005 | -390,00000 0,99966

Em que se conclui que x = 0,999 ¢ uma aproximacio da raiz da equacdo 10x* — 64x> — 52x* +

64x +42 =0, com trés casas decimais de aproximacao.

Exemplo 2 — Use o método de secante para determinar uma raiz cubica de 9, com cinco casas

decimais de aproximagao.

~ . . L, . . . .- ~ 3
Solucio: determinar a raiz ctbica de 9 significa encontrar a raiz positiva da equagdo x° — 9 =

0 implicando na raiz da fungdo f(x) = x> — 9. Uma vez que f(2) = -1 ¢ f(3) = 18, e que pelo

menos uma raiz real se encontra entre 2 e 3, através do Teorema de Bolzano, que indica que

dados dois nimeros a e b (com a <b), se f(a) e f(b) tiverem sinais opostos, o nimero de raizes

neste intervalo serd impar. Com base neste teorema, temos:

Tabela 5 — Resolugdo da equacio x” — 9 = 0 pelo método da secante

Xn-1 -f(Xn) - Xn-f(Xn—l)

e | % | M) | )| xes = S
1 | 2,00000 | 3,00000 | -1,00000 | 18,00000 2,05263
2 | 2,05263 | 3,00000 | -0,35165 18,00000 2,07079
3 | 2,07079 | 3,00000 | -0,12016 | 18,00000 2,07695
4 | 2,07695 | 3,00000 | -0,04065 18,00000 2,07903
5 | 2,07903 | 3,00000 | -0,01371 | 18,00000 2,07973
6 | 2,07973 | 3,00000 | -0,00462 | 18,00000 2,07996
7 1 2,07996 | 3,00000 | -0,00155 18,00000 2,08004
8 | 2,08004 | 3,00000 | -0,00052 | 18,00000 2,08007




66

9 | 2,08007 | 3,00000 | -0,00018 | 18,00000 2,08008

10 | 2,08008 | 3,00000 | -0,00006 | 18,00000 2,08008

Em que se conclui que x = 2,08008 uma aproximacao da raiz ctibica de 9, com cinco casas

decimais de aproximacao.

Exemplo 3 — Use o método de secante para determinar uma raiz da equagio x° — x> —x — 1 =
0, com quatro casas decimais de aproximagao.

2 o x-1.

Solucdo: a equacdo x° — x> — x — 1 = 0 possui raiz igual a da funcdo f(x) = x> — x
Percebendo ainda que f(1) = -2 e f(2) = 1, e que pelo menos uma raiz real se encontra entre 1
e 2, através do Teorema de Bolzano, que indica que dados dois nimeros a € b (com a <b), se
f(a) e f(b) tiverem sinais opostos, o niimero de raizes neste intervalo serd impar. Com base

neste teorema, temos:

Tabela 6 — Resolugdo da equagio x”° — x* — x — 1 = 0 pelo método da secante

Xn—1 -f(Xp) — Xp. f(Xp-
| Xn o | fGaen) | ) | Xngq = o f(in;)_ f(;n_i)“ 2
1 | 1,00000 | 2,00000 | -2,00000 1,00000 1,66667
2 | 1,66667 | 2,00000 | -0,81481 1,00000 1,81633
3 | 1,81633 | 2,00000 | -0,12323 1,00000 1,83648
4 | 1,83648 | 2,00000 | -0,01533 1,00000 1,83895
5 | 1,83895 | 2,00000 | -0,00186 1,00000 1,83925
6 | 1,83925 | 2,00000 | -0,00022 1,00000 1,83928
7 | 1,83928 | 2,00000 | -0,00003 1,00000 1,83929
8 | 1,83929 | 2,00000 | 0,00000 1,00000 1,83929

Em que se conclui que x = 1,8392 é uma aproximagio da raiz da equagio x’ — x> —x — 1 =0,

com quatro casas decimais de aproximacao.

5.3 O Método da Bissec¢ao

O método da bisseccdo, também conhecido por método da dicotomia, sugere a
determinagdo de raizes de equacdes algébricas através de iteragdes sucessivas. Este processo
consiste na divisdo ao meio do intervalo [a, b] até que se obtenha a aproximacao desejada da

raiz da equagdo, ressaltando que o intervalo [a, b] ¢ validado pelo Teorema de Bolzano. Outra
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caracteristica deste método de resolugcdo ¢ a aproximacao da raiz com o erro € desejado,
conforme indica Ruggiero e Lopes (1996) ao mencionar que o objetivo deste método ¢ reduzir
a amplitude do intervalo que contém a raiz até se atingir a precisao requerida: (b — a) <g,
usando para isto a sucessiva divisao de [a, b] ao meio.

De acordo com Humes et al (1984), ao se dividir o intervalo [a, b] em [a, (a +
b)/2] e [(a + b)/2, b] deve-se determinar qual destes intervalos contém a raiz desejada, para tal

se usa o fato de que se f(x ) . f(a) <0, entdo os novos extremos do intervalo serdo dados por
[a, x ]; caso f(x ) . f(a) > 0, entdo os extremos serdo dados por [x , b]. A partir dessas

orientagdes, pode-se definir a raiz x e o erro €,, como sendo:

a+b
e)
b—a
.-

Humes et al (1984) ainda destaca que o método da bisseccdo converge, em suas

iteragdes sucessivas, para o resultado desejado x com precisdo €, mas que essa convergéncia
pode ser prejudicada por erros de arredondamento. Segundo Ruggiero ¢ Lopes (1996),
realizando o estudo da convergéncia, o método da bissec¢do pode gerar trés sequéncias,
sendo:
a) ndo decrescente e limitada superiormente por b, de modo que existe r € R tal
que lim,_,,a, =13
b) ndo crescente e limitada inferiormente por a,, de modo que existe s € R tal que
lim,_o by, =s;

an+b

C) por construgdo x, = > =, em que a <x <b_, Vn, de modo que a amplitude

n de cada intervalo ¢ a metade da amplitude do intervalo anterior.

Sendo assim,
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E como a_eb_sdo convergentes, tem-se que:

lim b, — lima, =0= lim b, = lim a,
n—oo n—-oo n—-oo n—oo

Com isso, tem-se que r = s, segue que o limite destas duas sequéncias ¢ dado por
L =r =s. E para se provar que L ¢ a raiz da fungdo, basta provar que f(L) = 0. Uma vez que

f(a ). f(b ) <0, segue que:

lim f(a,).f(b,) <0
n—.oo

lim f(a,). lim f(b,) < 0
n—oo n—oo

(i an) -t ) =
f(r).f(s) <0

f(L).f(L) <0

0 < [f(L)]? <0

f(L) =0

Com isso, percebe-se que este método gera uma sequéncia convergente quando a
funcdo for continua em [a, b] com f(a) . f(b) <O0.

Uma interpretacao geométrica deste método € dada pela Figura 16 abaixo, em que
se percebe a divisdo ao meio do intervalo [a, b], de forma constante, até que se consiga uma

aproximagao da raiz da fungao.



Figura 16 — Aproximagao da raiz de uma fungao f(x) pelo método da bissecgao.
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=) A

Fonte: formatagao propria, baseada em RUGGIERO E LOPES, 1996, p. 41.

5.3.1 Resoluc¢ao de equacoes pelo método da bisseccao

Exemplo 1 — Use o método da bisseccdo para encontrar um valor aproximado da raiz

quadrada de 5, com erro menor ou igual a 0,01.

Solugio: determinar a raiz quadrada de 5 significa encontrar a raiz positiva da equagio x* — 5

= 0 implicando na raiz da fungio f(x) = x* — 5. Uma vez que f(2) = —1 ¢ f(3) = 4, entio existe

pelo menos uma raiz real entre 2 e 3, pois o Teorema de Bolzano indica que dados dois

nimeros a e b (com a < b), se f(a) e f(b) tiverem sinais opostos, o nimero de raizes neste

intervalo serd impar. Com base neste teorema, temos:

Tabela 7 — Resolugdo da equagao x*—5=0 pelo método da bisseccao

a+b b—a Sinal de
n a b Xn = €Enh = | |
2 2 f(xn) - f(2)
1| 2,000000 3,000000 2,500000 0,500000 -
21 2,000000 2,500000 2,250000 0,250000 -
3 2,000000 2,250000 2,125000 0,125000 +
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41 2,125000 2,250000 2,187500 0,062500 +
51 2,187500 2,250000 2,218750 0,031250 +
6| 2,218750 2,250000 2,234375 0,015625 +
7| 2,234375 2,250000 2,242188 0,007813

Com isso, determina-se que uma aproximagao para /5 = 2,242188 com erro € <0,01.

Exemplo 2 — Use o método da bisseccio para encontrar uma raiz da equagdo x> — 9x + 3 =0,
com erro menor ou igual a 0,01.

Soluciio: observando que da equacdo x° — 9x + 3 = Ose determina o zero da fungdo f(x) = x° —
9x + 3, sendo que a raiz se encontra no intervalo [2, 3], pois f(2) = -7 e f(3) = 3, entdo existe
pelo menos uma raiz real entre 2 ¢ 3, pois o Teorema de Bolzano indica que dados dois
numeros a ¢ b (com a < b), se f(a) e f(b) tiverem sinais opostos, o nimero de raizes neste

intervalo serd impar. Com base neste teorema, temos:

Tabela 8 — Resolugao da equagao X —9x+3=0 pelo método da bisseccao

a+b b—a Sinal de
n a b Xy, = €n = | |
2 2 f(xy) .f(a)

1| 2,000000 3,000000 2,500000 0,500000 +

21 2,500000 3,000000 2,750000 0,250000 +

3 2,750000 3,000000 2,875000 0,125000 -

41 2,750000 2,875000 2,812500 0,062500 +

51 2,812500 2,875000 2,843750 0,031250 -

6| 2,812500 2,843750 2,828125 0,015625 -

71 2,812500 2,828125 2,820313 0,007813

Logo, uma aproximagio da raiz da equagio x> — 9x + 3 = 0 é dada por x = 2,820313 com erro

e <0,01.

Exemplo 3 — Use 0 método da bissec¢do para encontrar uma raiz da equagdo x* + 6x° — 60x +
36 =0, com erro menor ou igual a 0,001.
Soluciio: observando que da equacio x* + 6x* — 60x + 36 = 0 se determina a raiz da fungdo

f(x) = x* + 6x° — 60x + 36, sendo que esta raiz se encontra no intervalo [0, 1], pois f(0) = 36 e
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f(1) = —17, entdo existe pelo menos uma raiz real entre 0 e 1, pois o Teorema de Bolzano
indica que dados dois nimeros a ¢ b (com a < b), se f(a) e f(b) tiverem sinais opostos, 0

numero de raizes neste intervalo sera impar. Com base neste teorema, temos:

Tabela 9 — Resolugio da equagdo x* + 6x* — 60x + 36 = 0 pelo método da bisseccio

a+b b—a Sinal de
n a b Xy = €n = ’ ‘
2 2 f(xy) .f(a)

1 | 0,000000 1,000000 0,500000 0,500000 +

2 | 0,500000 1,000000 0,750000 0,250000 -

3 | 0,500000 0,750000 0,625000 0,125000 +

4 | 0,625000 0,750000 0,687500 0,062500 -

5| 0,625000 0,687500 0,656250 0,031250 -

6 | 0,625000 0,656250 0,640625 0,015625 +

7 | 0,640625 0,656250 0,648438 0,007813 -

8 | 0,640625 0,648438 0,644532 0,003906 -

9 | 0,640625 0,644532 0,642579 0,001954 +

10 | 0,642579 0,644532 0,643556 0,000976

Logo, uma aproximagio da raiz da equagio x* + 6x* — 60x + 36 = 0 ¢ dada por x = 0,643556

com erro € < 0,001.
5.4 O Método das Cordas

O método das cordas, ou método da posicao falsa, sugere a determinacao de raizes
de equacgdes algébricas através de interagdes sucessivas. De acordo com Barroso et al (1987),
este método pode ser utilizado em fungdes que tenham a derivada segunda com sinal

constante no intervalo [a, b], de modo que f(a) . f(b) <0, e exista apenas um numero x € [a,

b] de forma que f(x ) = 0. Este processo consiste na divisdo do intervalo [a, b] em partes

)

) até que se localize a raiz da equagdo, conforme Figura 17 abaixo.

proporcionais a razao —
E valido ressaltar ainda que o niimero x € o ponto de intersecgdo do eixo x com a reta que
passa por (a, f(a)) e (b, f(b)).

Segundo Ruggiero e Lopes (1996), o estudo de convergéncia da sequéncia gerada
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pelo método da posicdo falsa segue o mesmo raciocinio utilizado para demonstrar a
convergéncia no método da bissecgdo, ressaltando que quando a funcdo f é derivavel duas

vezes em [a, b] entdo o sinal de f”’(x) ndo muda neste intervalo.

Figura 17 — Aproximagao da raiz de uma fungao f(x) pelo método das cordas.

£i(x) 4

e

R

Fonte: formatagao propria, baseada em RUGGIERO E LOPES, 1996, p. 49.

De acordo com a Figura 17 acima, pode-se determinar a raiz da fung¢ao através de

aproximagdes sucessivas por partes proporcionais, de modo que:

f(b) — f(xo) _ f(x1) — f(x0)

b — xq X1 — X
f(b) — f(xo) _ 0 — f(x))

b—%x, X —Xp
X1—Xo _ Xo— Db
—f(x0) ~ f(x0) — f(b)

_ f(xo)

TR Ty ey %0 TP
X; = X o) (X0 — b) (51)

© " f(xo) — f(b)’
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Utilizando o processo de indugdo matematica na equagdo (51), pode-se concluir

que:

f(xn-1) (
f(n_1) — f(©) "1

-0 (52)

Xn = Xp-1 —

De acordo com Barroso ef al (1987), na equagdo (52) acima, tem-se n = 1,2, 3, ...,
¢ ¢ ponto extremo do intervalo [a, b], de modo que f(c) . £’(c) > 0. Ao ser aplicar a equagao

(51) sucessivas vezes, tem-se que a aproximagdo X se aproxima cada vez mais da raiz

desejada do que a aplicagdo anterior X .
Seja & uma aproximacgao da raiz desejada e supondo & = lim,_,,, X,,_1, com a < d
< b e sabendo que “se f(x) ¢ continua em [a, b] com f(a) . f(b) < 0 entdo o método da posi¢ao

falsa gera uma sequéncia convergente” (Ruggiero e Lopes, 1996, p. 51), temos que:

< = x _ f(Xn - 1) (x — 9
T G- — @
. . f(Xn - 1)
r{l_l;gjxl’l :I!ll_l;l(;lo X1'1—1 - f(X lr)l _1 f(c)'(Xn—l - C)
no
. . . f(xn-1)
Iim x, = lim x,_, — r{grgof(xn_l)_ f(c)-(xn_1 - (53)

Lembrando que 6 = lim,,_,,, X,,_1, por hipotese, temos:

f(6)

N OO
()
OFO) -0)=6-35

()
-t~ 97°
f(6)
f(8) — f(c)

f(8) = 0

0

Uma vez que f(x) = 0 tem somente uma raiz em [a, b], pode-se concluir que esta

raiz ¢ §. Determina-se ainda a precisdo do calculo através da margem de erro desejada, sendo
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dadapore=x —x ..

5.4.1 Resoluc¢ao de equacoes pelo método das cordas

Exemplo 1 — Use o método das cordas para determinar uma raiz da equagdo 2x°> + x> —2 =0,
com erro menor ou igual a 0,00001.

Soluciio: observando que da equagio 2x° + x* — 2 = 0 se determina a raiz da fungo f(x) = 2x°
+ x? — 2, sendo que esta raiz se encontra no intervalo [0, 1], pois f(0) = —2 e f(1) = 1, de
acordo com o Teorema de Bolzano. Além disso, dada f(x) = 2x” + x> — 2 tem-se que f”(x) =

12x + 2, e com isso, uma escolha adequada ¢ ¢ = 1, pois f(1) . £’(1) > 0 Deste modo, temos:

Tabela 10 — Resolugdo da equacio 2x° + x> — 2 = 0 pelo método das cordas

n Xn -1 Xn = Xn-1 —f(c)f(_xnfz):j_l)-(c—xn—ﬂ € = Xp — Xpn-1
1 0,00000 0,66667

2 0,66667 0,83019 0,16352

3 0,83019 0,85442 0,02423

4 0,85442 0,85762 0,00320

5 0,85762 0,85803 0,00042

6 0,85803 0,85809 0,00005

7 0,85809 0,85809 0,00001

Logo, uma raiz da equagio 2x> + x> — 2 = 0 ¢ dada por x = 0,85809 com erro € < 0,00001.

Exemplo 2 — Use o método das cordas para determinar uma raiz da equagdo x” — 9x + 3 =0,
com erro menor ou igual a 0,001.

Soluciio: observando que da equacio x” — 9x + 3 = 0 se determina a raiz da fungdo f(x) = x> —
Ox + 3, sendo que esta raiz se encontra no intervalo [1, 3], pois f(1) = =5 e f(3) = 3, de acordo
com o Teorema de Bolzano. Além disso, dada f(x) = x> — 9x + 3 tem-se que f”’(x) = 6x, e com

isso, uma escolha adequada ¢ ¢ = 3, pois f(3) . £”’(3) > 0. Deste modo, temos:

Tabela 11 — Resolugdo da equagdo x> — 9x + 3 = 0 pelo método das cordas

f(xn 1)
f(0) = f(xn_1)

n Xn -1 Xn = Xpn-1 ~ (¢ — Xp-1) € = Xn — Xp-1
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1 1,00000 2,25000

2 2,25000 2,74603 0,49603
3 2,74603 2,80987 0,06384
4 2,80987 2,81623 0,00636
5 2,81623 2,81685 0,00062

Logo, uma raiz da equacio x” — 9x + 3 = 0 ¢ dada por x = 2,81685 com erro € < 0,001.

Exemplo 3 — Use o método das cordas para determinar uma raiz quintupla de 13, com erro
menor ou igual a 0,0001.

Soluciio: observando que calcular a raiz quintupla de 13, equivale a resolugio da equagio x° —
13 = 0, ou determinar a raiz da funcdo f(x) = x° — 13, sendo que esta raiz se encontra no
intervalo [1, 2], pois f(1) = —12 e f(2) = 19, de acordo com o Teorema de Bolzano. Além
disso, dada f(x) = x” — 13 tem-se que f”’(x) = 20x’, com isso, uma escolha adequada é ¢ = 2,

pois f(2) . £°(2) > 0. Deste modo, temos:

Tabela 12 — Resolugdo da equagio x” — 13 = 0 pelo método das cordas

f(xn -
n Xn -1 Xn = Xp-1 — Gn 1) (€ = Xp-1) € = Xp — Xn-1
f(c) — f(xn-1)
1 1,500000 1,610755 0,110755
2 1,610755 1,650440 0,039685
3 1,650440 1,663780 0,013340
4 1,663780 1,668162 0,004382
5 1,668162 1,669590 0,001428
6 1,669590 1,670054 0,000464
7 1,670054 1,670205 0,000151

Logo, uma raiz quintupla de 13, ou seja, a raiz da equagdo x> — 13 = 0 é dada por x =

1,670205 com erro € < 0,0001.

5.5 O Método do Ponto Fixo

O método do ponto fixo, também denotado por método da iteragdo linear, indica o

calculo da raiz da funcdo f(x) em um intervalo [a, b] através da transformagdo sucessiva da
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equacdo f(x) = 0 em uma equagdo equivalente x = ¢(X), a partir de artificios algébricos,
usando-se uma aproximagao inicial x € [a, b]. Segundo Ruggiero e Lopes (1996), Com isso,

transforma-se o problema do célculo da raiz de f(x) em se determinar um ponto fixo de @(x),
de modo que esta funcdo @(x) sera chamada de funcdo de iteragdo para a equagdo inicial
f(x) = 0. A fim de obter ¢(x) a partir de f(x), deve-se proceder segundo a forma geral
e(x) = x+ A(x)f(x) com a condigdo de que com o ponto fixo de @(x), aqui denotado como

X, se tenha A(X) # 0. Com isso, tem-se que f(X) = 0 & @(X) = X, de fato:

(=) Seja X tal que f(X) = 0
e(x) = x + AXI(x)
¢® =X+ A®® = ¢®) =%

(&) Sep(X) =X

Px) = x+ AXI(x)
P =x+ARI(X)
X=X+ ARXIX)
AR =0=>fx)=0

Um empecilho ou dificuldade deste método de resolugdo esta na escolha adequada
de @(x), conseguida através da devida manipulacdo algébrica de f(x), pois uma escolha
inadequada pode levar a fung¢do que ndo convirja para a raiz desejada. Com isso, faz-se
necessaria a determinagdo de conceitos de convergéncia para a raiz desejada a partir de f(x), a

saber:

Seja X uma raiz de uma funcéo f, isolada num intervalo I = [a, b] e seja @(x) uma
fungdo de iteragdo para f(x) = 0. Se

a) @ e @' sdo fungdes continuas em I;

b) l®I<M<1Vx €l;

C) xo €1

Entdo a sequéncia {x, } gerada pelo processo iterativo Xj,; = @(Xy) converge para X
(Ruggiero e Lopes, 1996, p. 58)

Uma vez que X ¢ raiz da fungdo f(x), temos que f(X) = 0 © X = @(X). Deste

modo, Xy1 = @(Xg) = X1 — X = @(xi) — @(X).

Sendo @(x) uma funcdo continua e diferenciavel no intervalo I, pode-se afirmar,
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através do Teorema do Valor Médio®™ do Calculo Diferencial, que se X € I, entdo existe um

numero cy entre Xy € X, de modo que:

@)k —%) = o(x) — 90X

@' () (xx —X) = @(x1) — @(X) = X4 — X
@'(c) (X — X) = Xpq1 — X

" (c1) (i — D) = [xpeqq — X

lo" () Ixk — X| = X1 — X

9" ()] Xk = X| = [x)41 — X < [x — X (54)
<1

Com isso, percebe-se que a distancia entre Xy, € X € menor que a distancia entre
Xk € X. Como o intervalo I esta centrado em X, se Xy € I entdo xy44 € L.

Vamos mostrar, agora, que o limite limy_,, X converge para X. Tem-se que:

X1 — X = @(x) — @(X)

Ix; = X| = |@(x0) — @) = |¢'(co)lIxo — X| < M|xo —X|

X, — X| = |@(x1) — @X)| = |@'(cy)||x; — X| < M|x; — X| < M?|x( — X]|
Ix3 —X| = |@(x2) — @) = |@'(c)]Ix, — X| < M[x, — %] < M3|x( — |
Por indugao, temos que:

X — X = [@(i-1) — @@ = |9 (i) 1Xi1 — X S Mxiq — X S M[x =X (55)

Com isso temos que 0 < limy_,q|xx — X| <limy_, Mklx0 —X|, e como 0 <M <

1, temos que:
llim |xk =X =0= llim Xg = X (56)

Graficamente, tem-se que a raiz X de f(x) ¢ a abscissa do ponto de intersec¢do da

reta y = x com a fung¢@o de iteracdo @(x).

% Seja f(x) uma fungio real definida e continua em [a, b], derivavel em (a, b). Entdo existe ¢ € (a, b) de modo
que f(b) — f(a) =1(c) . (b—a)
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Figura 18 — Aproximagao da raiz de uma fungao f(x) pelo método do ponto fixo.
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Fonte: formatagao propria, baseada em RUGGIERO E LOPES, 1996, p. 54.
5.5.1 Resolu¢io de equacdes pelo método do ponto fixo

Exemplo 1 — Use o método do ponto fixo para determinar uma raiz da equagio x° —x — 1 =0,
com erro menor ou igual a 0,001.
Solugio: observando que da equagio x° —x — 1 =0 se determina a raiz da fungdo f(x) = x> — x

— 1, e destacando dentre as possiveis fun¢des de iteracio @(x), as fungdes ¢, (x) = x3 — 1,

@,(x) =Vx+1e@3(x) = (Xz_%)z, e ainda percebendo que uma raiz de f(x) se encontra no

intervalo [1, 2] de acordo com o Teorema de Bolzano, pois f(1) = —1 e f(2) = 5, vé-se que a

fungdo de iteracdo adequada é a fungdo @,(x), pois tomando x, = 1,5 tem-se que

0
lp’,(1,5)] = 0,18096 ... < 1, que é um dos critérios de convergéncia, ja havendo percebido

que tanto @, (x) quanto ¢',(x) sdo continuas em [1, 2]. Deste modo, temos:

Tabela 13 — Resolugdo da equacio x> — x — 1 = 0 pelo método do ponto fixo

n Xn-1 (P(Xn—l) = Xn f(Xp-1) € = Xy — Xp-1
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1 1,50000 1,35721 0,87500

2 1,35721 1,33086 0,14279 -0,14279
3 1,33086 1,32588 0,02635 -0,02635
4 1,32588 1,32494 0,00498 -0,00498
5 1,32494 1,32476 0,00094 -0,00094

Logo, uma raiz da equagio x* — x — 1 = 0 é dada por X = 1,32494 com erro € < 0,001.

Exemplo 2 — Use o método do ponto fixo para determinar a raiz quintupla de 25, com erro
menor ou igual a 0,0001.

Solucio: observando que através da raiz quintupla de 25 se determina a raiz da fungao f(x) =

. . . . N 25
x° — 25, e destacando dentre as possiveis fun¢des de iteragio @(x), as fungdes @4 (x) = =

e,(x) ==+ \/é e p3(x) = i/é, e ainda percebendo que uma raiz de f(x) se encontra no

intervalo [1, 2] de acordo com o Teorema de Bolzano, pois f(1) = —24 ¢ f(2) = 7, vé-se que a

fungdo de iteracdo adequada ¢ a fungdo @3(x), pois tomando x, = 1,5 tem-se que

0
lp'5(1,5)] = 0,99175 ... < 1, que é um dos critérios de convergéncia, ja havendo percebido

que tanto @5 (x) quanto ¢';(x) sdo continuas em [1, 2]. Deste modo, temos:

Tabela 14 — Resolugdo da equagio x° — 25 = 0 pelo método do ponto fixo

n Xn-1 ®(Xn-1) = Xy f(xn-1) € = Xp — Xp-1
1 1,500000 2,231443 -17,406300

2 2,231443 1,712338 30,325980 0,731443
3 1,712340 2,042931 -10,278660 -0,519110
4 2,042930 1,816119 10,585130 0,330590
5 1,816120 1,964342 -5,243000 -0,226810
6 1,964340 1,864240 4,247320 0,148220
7 1,864240 1,930392 -2,483060 -0,100100
8 1,930392 1,886035 1,805698 0,066151
9 1,886035 1,915491 -1,135710 -0,044360
10 1,915491 1,895803 0,787008 0,029456
11 1,895803 1,908906 -0,511280 -0,019690
12 1,908906 1,900161 0,346771 0,013103
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13 1,900161 1,905986 -0,228540 -0,008750
14 1,905986 1,902101 0,153531 0,005826
15 1,902101 1,904690 -0,101830 -0,003890
16 1,904690 1,902963 0,068120 0,002590
17 1,902963 1,904114 -0,045310 -0,001730
18 1,904114 1,903347 0,030253 0,001151
19 1,903347 1,903859 -0,020150 -0,000770
20 1,903859 1,903518 0,013441 0,000512
21 1,903518 1,903745 -0,008960 -0,000340
22 1,903745 1,903593 0,005973 0,000227
23 1,903593 1,903694 -0,003980 -0,000150
24 1,903694 1,903627 0,002654 0,000101
25 1,903627 1,903672 -0,001770 -0,000067

Logo, a raiz quintupla de 25 ¢ dada por X = 1,903627 com erro € < 0,0001.

Exemplo 3 — Use o método do ponto fixo para determinar uma raiz da equagio —x* —x + 7 =
0, com erro menor ou igual a 0,00001.
Solucdo: observando que da equagdo —x* — x + 7 = 0 se determina a raiz da funcio f(x) = —x*

— x + 7, e destacando dentre as possiveis fung¢des de iteragdo @(x), as fungdes @, (x) =

7 —x* @y(x) = +V7 —x, @3(x) = % e () = 3’%, ¢ ainda percebendo que uma raiz

de f(x) se encontra no intervalo [-2, —1] de acordo com o Teorema de Bolzano, pois f(-2) =—7
e f(-1) = 7, vé-se que a fungdo de iteracdo adequada ¢ a fungdo @, (x), pois tomando x, = —1,5
tem-se que |cp’4(—1,5)| = 0,32626...< 1, que é um dos critérios de convergéncia, ja
havendo percebido que tanto ,(x) quanto ¢',(x) sdo continuas em [-2, —1]. Deste modo,

temos:

Tabela 15 — Resolugdo da equacio —x* — x + 7 = 0 pelo método do ponto fixo

n Xn-1 P(Xn_1) =Xy f(xn-1) € = Xp — Xp-1
1 -1,500000 -1,782827 3,437500

2 -1,782827 -1,701538 -1,319860 0,081289

3 -1,701538 -1,722866 0,319168 -0,021328
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4 -1,722866 -1,717128 -0,087740 0,005738
5 -1,717128 -1,718661 0,023314 -0,001534
6 -1,718661 -1,718251 -0,006252 0,000411
7 -1,718251 -1,718360 0,001672 -0,000110
8 -1,718360 -1,718331 -0,000448 0,000029
9 -1,718331 -1,718339 0,000120 -0,000008
10 -1,718339 -1,718337 -0,000032 0,000002

Logo, uma raiz da equagdo —x* — x + 7 = 0 é dada por X = —1,718339 com erro € < 0,00001.

5.6 Comparacio entre os Métodos de Resoluciao

Apbs a abordagem sobre os diferentes métodos de resolucdo de equacdes
algébricas, que foram trabalhados neste capitulo, um questionamento surge naturalmente: qual
o método mais eficaz? Entretanto a resposta a este questionamento ndo € exata, posto que a
pergunta possui varias faces. A eficacia de cada método depende de qual aspecto esta sendo
avaliado. De acordo com Ruggiero ¢ Lopes (1996) e Barroso et a/ (1987), alguns dos critérios
para se realizar o estudo comparativo sdo: garantias de convergéncia, rapidez de convergéncia
e esforco computacional. Entende-se que o esfor¢o computacional ¢ calculado através de
quantidade de iteragdes realizadas e sobre o grau de complexidade dessas iteragdes.

De acordo com as consideragdes acima e o desejo de detectar qual método se
mostra mais rapido e objetivo na resolucdo de equagdes algébricas, propde-se a solucao
simultanea de alguns problemas a partir dos métodos anteriormente descritos, a fim de se

conseguir elementos que nos permitam uma conclusao sobre a referida comparagao.

5.6.1 Resolucio de equacdes — uma comparac¢io simultinea com todos os métodos

Exemplo 1 — Calcule a raiz quarta de 5, com aproximacao de cinco casas decimais, atraveés
dos métodos de Newton, secante, bissec¢do, cordas e ponto fixo a fim de evidenciar a eficacia
de resolucao.

Solugio: observando que calcular a raiz quarta de 5, equivale a resolugdo da equagio x* — 5 =
0, ou da raiz da fungao f(x) = x* - 5, sendo que esta raiz se encontra no intervalo [1, 2], pois

f(1)=—4 e f(2) = 11, de acordo com o Teorema de Bolzano. Deste modo, temos:



Tabela 16 — Resolugdo da equacio x* — 5 = 0, comparagdo simultidnea entre os métodos
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Newton Secante Bisseccao Cordas Ponto Fixo
n Xn f,(X_n) Xn+1 Xn-1 Xn Xn+1 a b Xn Xn -1 Xn Xn-1 Xn
f'(xn)

1 | 1,50000 | 0,00463 | 1,49537 | 1,00000 | 2,00000 | 1,26667 | 1,00000 | 2,00000 | 1,50000 | 1,00000 | 1,49231 | 1,500000 | 1,493802
2 | 1,49537 | 0,00002 | 1,49535 ] 1,26667 | 2,00000 | 1,39916 | 1,00000 | 1,50000 | 1,25000 | 1,49231 | 1,49533 | 1,493802 | 1,495865
3 ] 1,49535 | 0,00000 | 1,49535 | 1,39916 | 2,00000 | 1,45682 | 1,25000 | 1,50000 | 1,37500 | 1,49533 | 1,49535 | 1,495865 | 1,495177
4 1,45682 | 2,00000 | 1,48024 | 1,37500 | 1,50000 | 1,43750 | 1,49535 | 1,49535 | 1,495177 | 1,495406
5 1,48024 | 2,00000 | 1,48948 | 1,43750 | 1,50000 | 1,46875 1,495406 | 1,495330
6 1,48948 | 2,00000 | 1,49308 | 1,46875 | 1,50000 | 1,48438 1,495330 | 1,495355
7 1,49308 | 2,00000 | 1,49447 | 1,48438 | 1,50000 | 1,49219 1,495355 | 1,495347
8 1,49447 | 2,00000 | 1,49501 | 1,49219 | 1,50000 | 1,49609 1,495347 | 1,495349
9 1,49501 | 2,00000 | 1,49522 | 1,49219 | 1,49609 | 1,49414 1,495349 | 1,495349
10 1,49522 | 2,00000 | 1,49530 | 1,49414 | 1,49609 | 1,49512

11 1,49530 | 2,00000 | 1,49533 | 1,49512 | 1,49609 | 1,49561

12 1,49533 | 2,00000 | 1,49534 | 1,49512 | 1,49561 | 1,49536

13 1,49534 | 2,00000 | 1,49535 | 1,49512 | 1,49536 | 1,49524

14 1,49535 | 2,00000 | 1,49535 | 1,49524 | 1,49536 | 1,49530

15 1,49530 | 1,49536 | 1,49533

16 1,49533 | 1,49536 | 1,49535

17 1,49535 | 1,49536 | 1,49535
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A partir da Tabela 16 acima, pode-se fazer um quadro resumo acerca dos

resultados obtidos, como sendo:

Tabela 17 — Resolucao da equagao x*—5=0, sintese da comparagao entre os métodos

Newton Secante Bisseccao Cordas Ponto Fixo
Dados _ x(0)=1e
iniciais x=15 x(1)=2 L1,2] L1, 2] L1, 2]
Solugdo 1,49535 1,49535 1,49535 1,49535 1,49535
encontrada
Numero 3 14 17 4 9
1teracoes

Exemplo 2 — Encontre uma solugdo para a equagao X +x —5x—4= 0, com aproximacao de
cinco casas decimais, através dos métodos de Newton, secante, bissec¢do, cordas e ponto fixo
a fim de evidenciar a eficacia de resolucao.

2 _5x — 4 = 0, equivale a

Solugao: observando que encontrar uma solucao de X + X
determinar uma raiz da funcdo f(x) = x® + x> — 5x — 4, sendo que esta raiz se encontra no
intervalo [2, 3], pois f(2) =2 e f(3) = 16, de acordo com o Teorema de Bolzano. Deste modo,

temos:



Tabela 18 — Resolugdo da equacio x> + x* — 5x — 4 = 0, comparagdo simultdnea entre os métodos
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Newton Secante Bisseccao Cordas Ponto Fixo
n Xn f,(X_n) Xn+1 Xn-1 Xn Xn+1 a b Xn Xn -1 Xn Xn-1 Xn
f'(xn)

1 | 2,50000 | 0,28667 | 2,21333 | 2,00000 | 3,00000 | 2,10526 | 2,00000 | 3,00000 | 2,50000 | 2,00000 | 2,13559 | 2,50000 | 1,88571
2 ]2,21333 | 0,04779 | 2,16554 | 2,10526 | 2,00000 | 2,17024 | 2,00000 | 2,50000 | 2,25000 | 2,13559 | 2,15949 | 1,88571 | 2,46775
3 ]2,16554 | 0,00129 | 2,16425 | 2,17024 | 2,00000 | 2,16366 | 2,00000 | 2,25000 | 2,12500 | 2,15949 | 2,16347 | 2,46775 | 1,90928
4 | 2,16425 | 0,00000 | 2,16425 | 2,16366 | 2,00000 | 2,16431 | 2,12500 | 2,25000 | 2,18750 | 2,16347 | 2,16412 | 1,90928 | 2,43875
5 2,16431 | 2,00000 | 2,16424 | 2,12500 | 2,18750 | 2,15625 | 2,16412 | 2,16423 | 2,43875 | 1,93098
6 2,16424 | 2,00000 | 2,16425 | 2,15625 | 2,18750 | 2,17188 | 2,16423 | 2,16424 | 1,93098 | 2,41266
7 2,16425 | 2,00000 | 2,16425 | 2,15625 | 2,17188 | 2,16407 | 2,16424 | 2,16425 | 2,41266 | 1,95094
8 2,16407 | 2,17188 | 2,16797 | 2,16425 | 2,16425 | 1,95094 | 2,38916
9 2,16407 | 2,16797 | 2,16602 2,38916 | 1,96928
10 2,16407 | 2,16602 | 2,16505 1,96928 | 2,36798
11 2,16407 | 2,16505 | 2,16456 2,36798 | 1,98612
12 2,16407 | 2,16456 | 2,16432 1,98612 | 2,34886
13 2,16407 | 2,16432 | 2,16419 2,34886 | 2,00156
14 2,16419 | 2,16432 | 2,16425 2,00156 | 2,33160
15 2,16419 | 2,16425 | 2,16422 2,33160 | 2,01572
16 2,16422 | 2,16425 | 2,16424 2,01572 | 2,31600
17 2,16424 | 2,16425 | 2,16424 2,31600 | 2,02868
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A partir da Tabela 18 acima, pode-se fazer um quadro resumo acerca dos

resultados obtidos, como sendo:

Tabela 19 — Resoluc¢dao da equacao x* + x> — 5x — 4 = 0, sintese da comparagdo entre os

métodos

Newton Secante Bisseccao Cordas Ponto Fixo
Dados _ x(0)=2¢
iniciais X=2,5 x(1)=3 [2,3] 2, 3] 2, 3]
Solugdo 2.16425 2.16425 2.16424 2.16425 2.16425
encontrada
Numero 4 7 17 8 225
1teragoes

Exemplo 3 — Encontre uma solugdo para a equagio 2x° — 8x — 7 = 0, com aproximacio de

cinco casas decimais, através dos métodos de Newton, secante, bissec¢ao, cordas e ponto fixo

a fim de evidenciar a eficacia de resolugao.

Soluciio: observando que encontrar uma solugdo de 2x* — 8x — 7 = 0, equivale a determinar

uma raiz da fungao f(x) = 2x* — 8x — 7, sendo que esta raiz se encontra no intervalo [-1, 0],

pois f(—=1) =3 e f(0) = -7, de acordo com o Teorema de Bolzano. Deste modo, temos:



Tabela 20 — Resolugdo da equacio 2x”* — 8x — 7 = 0, comparagdo simultdnea entre os métodos
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Newton Secante Bisseccao Cordas Ponto Fixo
n Xn f,(X_n) Xn+1 Xn-1 Xn Xn+1 a b Xn Xn-1 Xn Xn -1 Xn
f'(xn)

1 | -0,50000 | 0,25000 | -0,75000 | -1,00000 | 0,00000 | -0,70000 } -1,00000 | 0,00000 | -0,50000 | -1,00000 | -0,72727 } -0,50000 | -0,81250
2 | -0,75000 | -0,01136 | -0,73864 | -0,70000 | 0,00000 | -0,74468 | -1,00000 | -0,50000 | -0,75000 | -0,72727 | -0,73913 | -0,81250 | -0,70996
3 | -0,73864 | -0,00002 | -0,73861 | -0,74468 | 0,00000 | -0,73767 | -0,50000 | -0,75000 | -0,62500 | -0,73913 | -0,73859 | -0,70996 | -0,74899
4 | -0,73861 | 0,00000 | -0,73861 | -0,73767 | 0,00000 | -0,73876 | -0,62500 | -0,75000 | -0,68750 | -0,73859 | -0,73861 | -0,74899 | -0,73475
5 -0,73876 | 0,00000 | -0,73859 | -0,68750 | -0,75000 | -0,71875 | -0,73861 | -0,73861 | -0,73475 | -0,74003
6 -0,73859 | 0,00000 | -0,73862 | -0,71875 | -0,75000 | -0,73438 -0,74003 | -0,73809
7 -0,73862 | 0,00000 | -0,73861 | -0,73438 | -0,75000 | -0,74219 -0,73809 | -0,73881
8 -0,73861 | 0,00000 | -0,73861 | -0,73438 | -0,74219 | -0,73829 -0,73881 | -0,73854
9 -0,73829 | -0,74219 | -0,74024 -0,73854 | -0,73864
10 -0,73829 | -0,74024 | -0,73927 -0,73864 | -0,73860
11 -0,73829 | -0,73927 | -0,73878 -0,73860 | -0,73862
12 -0,73829 | -0,73878 | -0,73854 -0,73862 | -0,73861
13 -0,73854 | -0,73878 | -0,73866

14 -0,73854 | -0,73866 | -0,73860

15 -0,73860 | -0,73866 | -0,73863

16 -0,73860 | -0,73863 | -0,73862

17 -0,73860 | -0,73862 | -0,73861
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A partir da Tabela 20 acima, pode-se fazer um quadro resumo acerca dos

resultados obtidos, como sendo:

Tabela 21 — Resolucao da equagao 2x* — 8x — 7 =0, sintese da comparagao entre os métodos

Newton Secante Bisseccao Cordas Ponto Fixo
Dados _ x(0)=-1e ) i i
iniciais =05 x(1)=0 -1, 0] -1, 0] -1, 0]
Solugdo -0,73861 -0,73861 -0,73861 -0,73861 -0,73861
encontrada
Numero 4 8 17 5 12
1teracoes

Analisando as tabelas nos exemplos propostos acima, pode-se evidenciar que o

método de Newton se mostrou muito eficiente para a determinacdo da raiz desejada,

possuindo boa agilidade na convergéncia. O método da secante, por ndo exigir o

conhecimento sobre funcao derivada, se mostra inicialmente mais pratico que o método de

Newton, possuindo boa rapidez de convergéncia. Quanto ao método da bissec¢do, pode-se

perceber que possui uma convergéncia lenta, e por isso, alto numero de iteracdes, sendo o

método menos eficaz, apesar de possuir os calculos mais simplificados entre todos os métodos

utilizados. Ja o método das cordas se mostrou com boa capacidade de convergéncia, bastante

proximo ao método de Newton, entretanto tem como empecilhos o conhecimento do estudo

de sinal da fun¢do derivada segunda e a escolha adequada do ponto fixo ¢ para que haja boa

convergencia.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho de dissertacao teve por finalidade realizar um estudo sobre os
diferentes métodos de resolugcdo de equacdes algébricas, envolvendo as estruturas algébrica,
geométrica e computacional. Concomitantemente houve um estudo com énfase na Historia da
Matematica a fim de contextualizar as situagdes diversas nas quais tais métodos de resolugao
foram criados ou descobertos. As demonstracdoes das mais diversas formulas utilizadas ao
longo do trabalho, visando estimular esta pratica junto aos estudantes dos cursos de
Licenciatura em Matematica, servem de subsidio para fomentar as discussdes acerca deste
tema em Educacdo Matemdatica e com isso, contribuir para a constante evolucdo da
Matematica. Deste modo, houve o cuidado de se elaborar este trabalho com uma linguagem
matematica acessivel a varios niveis de ensino de matematica sem, no entanto, perder a
generalidade e o rigor necessarios ao bom desenvolvimento pertinentes a evolucdo dos
estudos matematicos.

Durante toda a pesquisa bibliografica, realizada em livros, artigos cientificos,
dissertacdes de mestrado e teses de doutorado pertinentes ao tema deste trabalho, pode-se
constatar que timidamente se constréi a ampliagdo do pensamento humanizado sobre a
matematica. Dentre os diversos pilares que servem de base a Educagdo Matematica, pode-se
perceber a demonstragdo das formulas e a contextualizacdo historica de fatos ligados a
matematica podem propiciar aos futuros professores o diferencial para que contribuam ao real
aprendizado e a utiliza¢do cotidiana da matematica pelos estudantes, quer na Educacdo Basica
ou no Ensino Superior. E isto se deve ao fato de que quando se conhece e se discute a
demonstracdo das formulas, se propicia ao estudante a compreensdo da necessidade dos
estudos em matematica estarem continuamente em ascensdo; enquanto que quando se
contextualiza historicamente os fatos matematicos, se oferece ao estudante a oportunidade de
perceber que a matematica € uma ciéncia exata, porém criada pelo homem e por isso ¢ falivel,
e que os diferentes topicos matematicos trabalhados ao longo da sua vida escolar tiverem uma
necessidade real que serviu de estimulo, ou seja, que sempre hd uma aplicacdo pratica em
matematica.

Na abordagem sobre os métodos de resolugdo, além de evidenciar a demonstragao
das formulas e a insercdo historica dos fatos, procurou-se trabalhar com problemas e/ou
exercicios que pudessem justificar e exemplificar a utilizagdo cotidiana das abordagens
algébrica, geométrica e computacional. Na abordagem algébrica se buscou refletir sobre como

as formulas resolutivas para calculo de equacdes de 1°, 2°, 3° e 4° graus foram criadas,
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trabalhando a demonstracdo de tais estruturas algébricas. A abordagem geométrica teve por
énfase a correlacdo entre algebra e geometria, vislumbrando alguns métodos ou justificativas
geométricas para a resolucdo das equagdes algébricas. Enquanto que, nos métodos
computacionais, pode-se perceber que as mais variadas formas de resolugdo de um mesmo
problema, utilizando-se de diferentes artificios matematicos, culminam na juncdo de algebra e
de geometria sobre a Otica da ldgica computacional em que se utilizam métodos de iteracao,
ou seja, de aproximacgdes sucessivas; realizando ao fim uma comparagao entre estes métodos
a fim de discutir qual o mais eficaz e sob qual perspectiva esta eficacia e eficiéncia se
aproxima dos resultados desejados.

Finalmente, vale salientar que a proposta final desta dissertagdo ¢ servir de
subsidio para estudos futuros sobre demonstracdes de equagdes algébricas, e por isso mesmo,
este trabalho ndo se encontra acabado, considero apenas como uma reflexdo sobre este tema
que ainda deve ser trabalhado, num futuro proximo, a fim de se conseguir elementos que
permitam um estudo mais aprofundado do tema e, com isso, uma contribui¢do significativa a
comunidade que lida com o Ensino de Matemdtica. Mas, mesmo assim, ndo deseja esgotar os
estudos sobre o tema, e sim, juntamente com outros trabalhos, servir de substrato para o

desenvolvimento docente e académico da Educagdo Matematica.
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