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RESUMO

O Problema de Otimizagao de Portf6lio Financeiro envolve determinar a proporcao ideal e a
melhor alocacio de recursos em ativos financeiros, objetivando maximizar os lucros e minimizar
os riscos. Ao longo dos anos, o modelo cldssico para esse problema, introduzido por Markowitz
(1952) foi aprimorado com diferentes adi¢cdes de restricdes que buscaram tornd-lo mais alinhado
a realidade do investidor, como, por exemplo, as restri¢des de cardinalidade da carteira, de piso e
teto do investimento para cada ativo, e de orcamento. Dessa forma, a complexidade do problema
aumenta quando trata-se de encontrar solu¢des exatas, o que sugere o uso de procedimentos
metaheuristicos, que se destacam por sua capacidade para encontrar boas solucdes com a
flexibilidade de se adaptar para diferentes modelos do problema. Nesse contexto, o presente
trabalho investiga o desempenho e compara duas meteheuristicas quando aplicadas ao Problema
de Otimizac¢ado de Portf6lio Financeiro, o Enxame de Particulas (PSO) e o Algoritmo Genético
(GA), sendo ultimo aperfeicoado com um procedimento de reparagdo inspirado na literatura.
Para a execucdo dos experimentos, foram utilizadas instancias cldssicas e as métricas fronteira
eficiente, média da distdancia euclidiana, erro médio de retorno, erro médio da varidancia e tempo
de execucdo. Apbs 75 casos de andlises, verificou-se que o Algoritmo Genético demonstrou um

melhor desempenho.

Palavras-chave: problema de otimizagdo de portfélio; algoritmos genéticos; algoritmos de

enxame de particulas.



ABSTRACT

The Financial Portfolio Optimization Problem involves determining the optimal proportion and
the best allocation of resources in financial assets, aiming to maximize profits and minimize
risks. Over the years, the classical model for this problem, introduced by Markowitz (1952),
has been improved with different additions of restrictions that sought to make it more aligned
with the investor’s reality, such as, for example, the cardinality restrictions of the portfolio,
the floor and ceiling of the investment for each asset and the budget. Thus, the complexity
of the problem increases when it comes to finding exact solutions, which suggests the use
of metaheuristic procedures, which stand out for their ability to find approximate and flexible
solutions to adapt to different models of the problem. In this context, the present work investigates
the performance and compares two metaheuristics when applied to the Portfolio Optimization
Problem, the Particle Swarm (PSO) and the Genetic Algorithm (GA), the latter being improved
with a component procedure inspired by the literature. To perform the experiments, classical
instances and the metrics of efficient frontier, mean Euclidean distance, mean return error, mean
variance error and execution time were used. After 75 cases of analysis, it was found that the

Genetic Algorithm demonstrated better performance.

Keywords: portfolio optimization problem; genetic algorithms; particle swarm algorithms.
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1 INTRODUCAO

Investimentos financeiros sdo inerentes ao mundo capitalista, nos quais individuos,
empresas ou paises realizam aquisi¢des visando obter lucro ao longo do tempo. Esses investimen-
tos tornam-se possiveis através de ativos financeiros, isto €, recursos com valor econdmico como
acoes, titulos, moedas, e derivativos, que trazem a expectativa de proporcionar um beneficio
futuro. A combinacdo desses ativos financeiros € chamada de Carteira de Investimentos ou
Portfélio Financeiro (Mansini R. e Speranza (2015)). Dessa forma, por ter uma caracteris-
tica combinatdria, na drea da Otimizacdo Computacional, este é definido como um problema,
denominado Otimizacao de Portfélio.

O Problema de Otimizac¢do de Portfélio Financeiro tem por objetivo determinar a
melhor forma de alocar ativos financeiros na carteira de investimento, decidindo quais sao os
escolhidos e a proporc¢ao de capital aplicado em cada um de acordo com um valor disponivel,
buscando, dessa forma, maximizar o lucro e diminuir o risco. O lucro € o retorno que o investidor
espera e se caracteriza por ser o saldo positivo obtido ap6s descontar o investimento inicial. O
risco, por sua vez, representa a incerteza desse investimento, e portanto, o equilibrio entre esses
dois parametros deve ser avaliado, buscando evitar um lucro menor do que o esperado ou até
mesmo negativo, resultando em prejuizo (Mansini R. e Speranza (2015)).

Outro conceito importante e que busca diminuir o risco do investidor, € o de diversi-
ficacdo. Para compreendé-lo € preciso entender que alocar todo o or¢camento disponivel em um
Unico ativo pode ser uma escolha de alto risco, assim como investir em um conjunto de ativos
que sao influencidveis por fatores econdomicos parecidos. Isso acontece pois, em geral, hd uma
correlacdo ndo nula entre o desempenho de pares de ativos ( Mansini R. e Speranza (2015)).
Observa-se, entio, que € importante escolher diferentes tipos de ativos para compor a carteira,
pois essa diversificacdo garante um grau de certeza maior, portanto, um menor risco.

Nesse contexto, um dos primeiros estudos na drea de Otimizagdo de Portfélio
Financeiro foi feito por Markowitz (1952) que revolucionou a area de estudo e introduziu
o conceito de diversificacao discutido acima, incentivando assim, outros trabalhos na édrea e
mudando a forma de visualizar o problema. Markowitz (1952) propds um modelo denominado
média-variancia (MV) com o objetivo de maximizar o retorno, medido pela média estatistica de
valor esperado, e minimizar o risco da carteira de investimento, mensurado através da variincia
do retorno ( Sharpe (1964)). Segundo alguns estudiosos, a variancia utilizada por Markowitz

(1952) nao seria ideal, pois levava em consideracdo os valores acima e abaixo da média.
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Dessa forma, surgiram outros modelos utilizando diferentes formas de dimensionar
o risco. Tendo como base os desvios negativos, algumas dessas métricas sdo: Valor em Risco
Condicional (Conditional Value-at-Risk - CVaR) que corresponde a medida de risco estimada
pela média ponderada das perdas desde o pior resultado até o ponto de corte do valor em risco
(Value-at-Risk-VaR), tendo como principal exemplo o modelo proposto por Rockafellar et al.
(2000), e Roman et al. (2007), entre outros; Momento Parcial Inferior (Lower Partial Moment -
LPM), que esté relacionada a distribuicdo de probabilidade dos retornos, presente em trabalhos
como Estrada (2007); Desvio Médio Absoluto (Mean Absolute Deviation - MAD) presente em
trabalhos de Konno e Yamazaki (1991) e Speranza (1996).

Buscando tornar o problema mais proximo da realidade do investidor, modelos com
novas restricdes foram abordados, como cardinalidade da carteira, limites inferiores e superiores
de investimento para cada ativo, de lote minimo de transacdo, pré-selecdo de ativos, entre outras.
Porém, € importante observar que a presenca de restricoes adicionais pode tornar o problema
computacionalmente mais complexo (Chang et al. (2000)).

Considerando o cendrio das pesquisas na drea, essa adicdo de restri¢cdes revela que
métodos exatos tornam-se dificeis de serem utilizados. Desse modo, procedimentos heuristicos e
metaheuristicos sdo boas estratégias a serem utilizadas, dada suas caracteristicas ja conhecidas,
por serem executados em tempo polinomial razodvel e conseguirem encontrar boas solucdes
(Chang et al. (2000), Crama e Schyns (2003), Schaerf (2002)). Além disso, apesar da evolugao
de técnicas como Machine Learning (ML), Inteligéncia Artificial (IA) e Redes Neurais que
trouxeram ganhos significativos para o Problema de Otimizagdo de Portfdlio, sendo utilizados
para revolver modelos complexos, metaheuristicas ainda sdo utilizados em conjunto com essas
técnicas (Thakkar e Chaudhari (2021), Kim e Shin (2007), Versace et al. (2004)).

Nesta perspectiva, a presente pesquisa apresenta os resultados obtidos com o de-
senvolvimento, aplicacdo e comparacao de desempenho de duas metaheuristicas baseadas em
abordagens cléssicas: o Enxame de Particulas e o Algoritmo Genético(do inglés Particle Swarm
Optimization - PSO e Genetic Algorithm - GA), respectivamente. O ultimo € enriquecido com

um procedimento de reparagdo inspirado no trabalho de Jalota e Thakur (2018).

1.1 Objetivo Geral

Avaliar e comparar os desempenhos das metaheuristicas Enxame de Particulas (PSO)

e Algoritmo Genético (GA) na resolugdo do Problema de Portifélio Financeiro, por meio das
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métricas fronteira eficiente, média da distancia euclidiana, erro médio de retorno, erro médio da

varidncia e tempo de execugdo.

1.1.1 Objetivos Especificos

* Analisar o comportamento individual das metaheuristicas PSO e GA com base na fronteira
eficiente;

* Avaliar os desempenhos dos algoritmos PSO e GA em relagcdo as métricas: média da
distdancia euclidiana, erro médio de retorno, erro médio da varidncia e tempo de execugdo
dos experimentos;

* Comparar os melhores desempenhos das metaheuristicas PSO e GA considerando a

fronteira eficiente.

1.2 Estrutura do Trabalho

O presente trabalho € composto por sete capitulos:

* Capitulo 1 - Introducdo: Apresenta o contexto da pesquisa e os objetivos a serem alcanga-
dos.

 Capitulo 2 - Fundamentacdo Tedrica: Trata os elementos essenciais para a compreensao
da pesquisa.

* Capitulo 3 - Problema de Otimizacao de Portfélio: Este capitulo discute a defini¢dao do
problema de Portfélio Financeiro.

» Capitulo 4 - Trabalhos Relacionados: Apresenta dois trabalhos que inspiraram a aplicacao
de procedimentos, varidveis relevantes e as métricas utilizadas na fase de andlise da
pesquisa.

» Capitulo 5 - Abordagens Utilizadas: Neste capitulo, sdo descritas as metaheuristicas
Genetic Algorithm (GA) e Particle Swarm Optimization (PSO), implementadas para a
resolucao do problema.

* Capitulo 6 - Experimentos e Resultados: Apresenta os resultados e discussdes dos 75 casos
de testes realizados nesta pesquisa, considerando as instancias, o cendrio dos experimentos
e as métricas utilizadas.

* Capitulo 7 - Conclusdo: Apresenta a sintese e as contribuicdes da pesquisa e sugere alguns

trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

O termo Otimizacao Computacional (OC) refere-se a utilizacdo de técnicas mate-
maticas com o objetivo de encontrar a melhor solu¢do dado um conjunto de candidatos que por
vezes podem ser condicionados a restrigdes. Conforme Gamarra e Guerrero (2015), a otimizacao
procura encontrar os melhores valores disponiveis que satisfacam uma fungao objetivo de acordo
com um dominio definido ou um conjunto de restricdes. Desta forma, para melhor compreensao
do presente trabalho, este capitulo ird se aprofundar no conceito de Problemas de Otimizacao,

além de apresentar Solucdes e Abordagens para Problemas de Otimizagao Computacional.

2.1 Problemas de Otimizacao Computacional

Os problemas de otimizagdo se dividem em algumas categorias. H4 os de dominio
continuo, chamados de problemas de otimizacao continua, em que geralmente se procura por
um conjunto de ndmeros reais ou uma funcio. Existem outros com dominio discreto, chamados
de problemas de otimizacdo combinatdria ou discreta, nos quais se busca por um objeto dentro
de um conjunto finito ou, possivelmente, um conjunto infinito contavel. Ainda no contexto
dos dominios, hd os que contemplam a combinacdo dos dominios continuos e discretos. Os
problemas de otimiza¢gdo também podem ser categorizados pelo seu objetivo: quando Unico,
chamado de monoobjetivo; ou quando sio dois ou mais, chamado de multiobjetivo.

A formalizacdo de um problema de otimizag¢do se dd por meio de um modelo,

denominado modelo padrdo ou forma padrao:

Minimizarf (x) (2.1
Sujeito as restricoes:
gi(x) <0, j=12,....m (2.2)

hj(x)=0, j=12,...,r (2.3)

Em que f(x), g(x) e h(x) sdo fungdes escalares do vetor real x = [x1,xp,...,x,] ERe
os seus elementos chamamos de varidveis. f(x) € a funcdo objetivo, g;(x) denota as restricoes de
desigualdade e /;(x), as de igualdade. Desta maneira, os pontos que respeitam todas as restri¢des

sdo chamados de pontos vidveis.
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A definicdo de uma instancia de uma problema de otimizacdo é dada por um par
(X,c), em que X é um dominio de pontos vidveis; ¢ é a fung¢do de custo, um mapeamento
c:X — R!, onde R! significa que é um conjunto de pontos escalares. Desta forma, para um
problema de minimizagdo busca-se encontrar uma instancia em que x € X tal que c¢(x) < ¢(y)
e para um problema de maximizacao isso ocorre nos momentos em que c(x) > ¢(y), para todo

y € X (Papadimitriou e Steiglitz (1998)).

2.2 Solucoes

Dado um ponto vidvel x € X de um determinado problema, chamamos de vizinhanca
de x os pontos que estio préximos e para isso uma funcdo N : X — 2% relaciona todo x € X com
seu conjunto de vizinhos N(x) C X, ou seja N(x) é a vizinhanca de x. Segundo Papadimitriou
e Steiglitz (1998), em muitos problemas de otimizacdo combinatdria, a escolha de N pode
depender da estrutura de X. Desse modo, dada uma instancia de um problema de otimizagdo e
uma vizinhanga N, uma solugdo vidvel € dita um 6timo local se para problemas de minimizagao
c(x) <c(g), Vg € N(x) e para de maximizagdo c(x) > ¢(g), Vg € N(x).

Na Figura 1 os 6timos locais estdo representados com a cor azul, considerando
um problema de maximizacao e pode-se perceber que na vizinhanca desses pontos eles sao os
melhores. Chama-se x de 6timo local estrito se ¢(x) < ¢(g), Vg € N(x) ou c(x) > c(g), Vg € N(x)
para problemas de minimiza¢do e maximizagao, respectivamente. Se o espaco de busca possuir
varios 6timos locais, o menor deles (ou maior, caso o problema seja de maximizacao) serd o
otimo global, isto €, o melhor valor que satisfaca a fungdo objetivo, desde que essa nao seja
ilimitada. Na Figura 1 estd sendo considerado um problema de maximizagdo e o 6timo global é
0 ponto mais alto representado pela cor vermelho, logo nio existe outro ponto no grafico maior,

ou seja, que possua uma fun¢ao de custo maior que a desse ponto.



15

Figura 1 — Otimo global e 6timos locais, dado uma funcio
de maximizagao

@ Otimo local
@ Otimo global

Fonte: Préprio autor

Tendo os elementos para a formaliza¢do de solu¢des de um Problema de Otimizagdo
apresentados, na préxima se¢do serdo abordadas algumas técnicas empregadas para o encontro

de tais solucoes.

2.3 Abordagens para Problemas de Otimizacao Computacional

Algoritmos que resolvem problemas de otimizagdo computacional possuem diferen-
tes abordagens para chegar em uma solug¢do, seja procurando como resultado a solugdo 6tima
ou alguma suficientemente proxima. Nesta se¢cdo serdo abordados os conceitos de Abordagem

Exata, Heuristicas e Metaheuristicas.

2.3.1 Abordagem Exata

Na abordagem exata, os algoritmos buscam, dentro das restri¢des definidas, a melhor
configuracio possivel para determinado problema, isto €, buscam o 6timo global. Diferentes
métodos com diferentes técnicas, utilizam essa abordagem, como: Programacao Inteira, Linear e
Dinamica. A seguir, serd apresentado um pouco sobre cada uma delas.

Programac¢do Dinamica consiste em dividir o problema principal em subproblemas
de mesma natureza, de tal forma que as solu¢gdes desses subproblemas compdem a solucao
do problema maior. Para problemas de menor escala e que possuem um ndmero pequeno de

subconjuntos, com uso deste procedimento pode-se alcancar maior eficiéncia devido ao menor
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consumo de memoria e ao tempo computacional (Cormen et al. (2009)). Algoritmos podem ser
desenvolvidos usando programacao dindmica para diversos problemas, a exemplo do segmento
de soma maxima e o do caixeiro viajante com métrica triangular (Woeginger (2003)).

A Programacao Linear modela um problema através de expressdes obrigatoriamente
lineares. A popularidade desse tipo de problema decorre da fase de formulagcdo da andlise,
pois uma boa quantidade de restri¢cdes e objetivos sdo naturalmente lineares, além disso, essa
formulacgdo € relativamente facil de definir quando comparada a outros tipos de modelagem.
Para definir o funcionamento da programacao linear de forma mais simples, um mecanismo
€ a utilizacdo da forma geométrica para visualizar-se a relacdo desse tipo de problema com
poliedros convexos. Poliedro € descrito como o conjunto x : Ax < b em que X e b sdo vetores
e A é uma matriz ou geometricamente, significa uma forma multidimensional com faces de
diferentes dimensdes. Por ser convexo, significa que para cada dois pontos pertencentes desse
poliedro, um segmento de reta entre eles também pertence a0 mesmo. Quando o conjunto de
solugdes vidveis € um poliedro fechado, uma das solu¢des 6timas € necessariamente um vértice
(vetor que estd na extremidade), e portanto satisfaz a fung@o objetivo e todas as restricdes. Um
procedimento bastante eficiente utilizado para resolver tais problemas é o Método Simplex, que
basicamente caminha pelos vértices do poliedro, buscando a solu¢do 6tima para o problema
(Luenberger et al. (1984)).

A Programacao Inteira € um ramo da Programacio Linear que modela problemas
lineares e suas varidveis sdo obrigatoriamente inteiras, o que em geral torna-os muito mais
dificeis de se resolver dado o elevado custo computacional. Um método muito conhecido € o de
Branch and Bound, no qual ha um particionamento do espaco de solu¢des original, onde cada
subespaco corresponde a um subproblema derivado do problema inicial. Cada subespaco € criado
adicionando novas restri¢des que criam limites superiores e inferiores. Esse passo, geralmente
envolve resolver a versdo relaxada (versao mais simples, podendo ter menos restri¢cdes) do
problema e os limites ignoram a restricdo de integralidade das varidveis. Ao resolver ou eliminar

todos os subproblemas, a solucdo 6tima € encontrada (Wolsey e Nemhauser (2014)).

2.3.2 Abordagem Heuristica

Utilizar métodos exatos pode ndo ser a melhor forma de resolver determinados
problemas, pois dada sua natureza combinatdria, no pior caso, todas as solugdes precisam ser

analisadas. Para conjuntos maiores, o cendrio se torna mais desafiador, podendo demandar muito
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tempo e um alto custo computacional. Porém, esses problemas podem ser resolvidos em um
tempo razoavel e menor custo computacional utilizando métodos heuristicos, onde a solucao
encontrada pode ndo necessariamente ser a 6tima, mas uma suficientemente proxima da 6tima e
boa para o problema em questdao. Como a qualidade da solugdo estd inerente ao seu custo e ao
problema, muitas vezes torna-se mais interessante a utilizacdo de uma abordagem heuristica.

Os procedimentos heuristicos podem ser divididos em construtivos e de busca local.
As heuristicas construtivas, de acordo com Silver et al. (1980), t€m por caracteristica construir a
solucdo elemento por elemento a partir de uma solug@o vazia. A forma que esses elementos sdo
escolhidos e adicionados depende do problema considerado. Além disso, Blum e Roli (2008)
afirmam que esses sdo métodos rapidos e que finalizam sua atividade quando a solugdo esta
completa (ocorre quando encontramos todos os valores do conjunto soluc@o) ou um critério de
parada € satisfeito. Uma conhecida classe de heuristicas construtivas sdo os algoritmos gulosos
que escolhem o “melhor” elemento para ser adicionado a solucdo, sendo a defini¢ao de “melhor”
ou “pior” dada de acordo com a fun¢do objetivo.

Os métodos de busca local ou refinamento caracterizam-se pela busca no espacgo de
solu¢des em que, a partir de uma solugdo inicial que pode ser obtida aleatoriamente ou através
de uma heuristica construtiva, procura-se em sua vizinhanca outras solu¢des promissoras. Uma
solu¢do vizinha desse valor inicial, por exemplo, pode ser aquela obtida apds alguma modificagdo
na solugdo local, por isso este procedimento € conhecido como busca local. Ou seja, a cada
iteracdo a solucdo é refinada, buscando a melhor soluc@o. De acordo com Hertz e Widmer (2003)
esse processo pode ser visto como um caminho em um grafo direcionado G = (S,A), onde S é o
conjunto de solugdes e haverd um arco (s,s’) em A que é o conjunto de arestas se, e somente
se, s’ estiver na vizinhanca de s. Além disso, € importante ressaltar que é preciso determinar a
definicao de vizinhanga que serd adotado no problema em questao.

Os procedimentos heuristicas embora eficientes estdo relacionados a problemas
especificos, logo, muitas vezes podem ser particulares e acabam se tornando ineficientes se
aplicados a uma classe mais ampla de problemas. Com o avango das pesquisas, surgiram as
metaheuristicas que apresentam abordagem mais generalista, como serd explicada na se¢do a

seguir.
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2.3.3 Metaheuristicas

O conceito de Metaheuristica surgiu nos anos 1970, combinando métodos heuristicos
bésicos em frameworks de alto nivel (Blum e Roli (2008)). Assim como as heuristicas, as
metaheuristicas ndo encontram necessariamente a solu¢ao 6tima, mas sim alguma suficientemente
boa em um custo computacional razodvel. Para a sua elaboracdo, normalmente, sdo faceis de
serem implementadas em comparagdo a outras técnicas cldssicas (Blum e Roli (2008)). Desta
forma, podemos caracterizar metaheuristicas como estratégias que orientam o processo de busca
e que seu objetivo € explorar de forma eficiente o espago de busca para encontrar solucdes. As
heuristicas e metaheuristicas possuem objetivos semelhantes, no entanto, as metaheuristicas
apresentam abordagem generalista, ndo precisando conhecer detalhes do problema para iniciar a
busca por uma solug¢do, isto €, sdo facilmente adaptaveis.

Quanto a sua aplicacdo, alguns problemas de otimizagao que podem ser resolvidos
com algoritmos exatos tornam-se complexas com restricdes adicionais, tornando complexo
ou até mesmo intratdvel a tarefa de continuar utilizando essa mesma abordagem, como ¢é
o caso do problema trabalhado nesta pesquisa e que sera apresentado no Capitulo 3. Para
estes casos, as metaheuristicas ganharam espaco, tornando mais f4cil encontrar boas solucdes.
Alguns procedimentos conhecidos por seus desempenhos sdo: Busca Local Iterada, Simulated
Annealling, Busca Tabu e os algoritmos de Computacdo Natural, sendo esse tltimo um campo
de estudo reservado aos algoritmos que s@o inspirados na natureza. A seguir, serdo apresentados

alguns procedimentos que sdo utilizados nesta pesquisa.

2.3.3.1 Algoritmo Genético - GA

Algoritmos evolutivos baseiam-se na teoria da evolucdo em que considera que os
seres vivos evoluiram de espécies simples Darwin et al. (1859). De acordo com o principio da
selec@o natural proposta pela teoria, as espécies que sobrevivem e produzem mais descendentes
sdo aquelas que estdo mais adaptadas com o ambiente. Essa familia de algoritmos, incorporam
diferentes abordagens, tais como Algoritmos Genéticos (do inglés, Genetic Algorithm - GA),
Programacdo Evolutiva, Estratégias Evolutivas e Programacao Genética (Reeves e Rowe (2002),
Katoch et al. (2021)).

Dentre os procedimentos citados, o0 GA € o mais conhecido e amplamente utilizado

para problema abordado nesse trabalho. Criado em 1975 por John Holland, o procedimento
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inicia seu funcionamento com uma populagcdo que normalmente € criada randomicamente Reeves
e Rowe (2002). Alguns individuos dessa populagao serdo selecionados para serem os pais da
proxima geracdo, porém, para serem escolhidos, é necessario uma forma de avaliagc@o ou critério
de escolha. Para isso, s@o atribuidos a eles um valor de adaptacdo obtido por meio da funcdo
fitness. Com base nessa funcdo, os pais sao selecionados e € feita a reproducdo genética, ou de
maneira simples, uma “mistura” dos valores dos pais; esse mecanismo é denominado crossover.

Na Figura 2 € considerado como objetivo do problema encontrar um conjunto de
cores variadas. O exemplo seleciona dois individuos da geragdo anterior e faz o crossover, ou

seja, a "mistura"das cores para obter uma nova, no caso, ciano e amarelo resulta na cor verde.

Figura 2 — Exemplo de crossover

Selecao 2 Crossover

@)

®

Fonte: Préprio autor

Os individuos também podem sofrer muta¢cdes durante o processo reprodutivo,
caracteristicas que nao sdo herdadas dos pais sdo adquiridas de outras formas. Por exemplo, um
algoritmo que soma um valor x em alguns individuos. O processo de mutacio € importante pois
ajuda o algoritmo a escapar de 6timos locais. Segundo Linden (2008) auxilia na obtencao de
uma maior variedade genética e assim como na natureza € aplicado com uma frequéncia menor
do que o crossover. No exemplo da Figura 3, ainda considerando o mesmo problema da Figura 2,
o processo de mutacdo € caracterizado como o acréscimo de um tom no individuo, tornando-o

mais escuro, ou seja, ndo esta relacionado aos pais, dessa forma, temos um verde escuro.

Figura 3 — Exemplo de mutagdo

Mutacao
@ i O

Fonte: Préprio autor

Aliados a operacdes de crossover e mutacdo, algumas técnicas sao utilizadas. Uma
das mais populares, € o elitismo que guarda os melhores da geracao anterior para a proxima,

buscando evitar a perca de informacdes importantes presentes nesses individuos e que podem, por
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ventura, serem perdidas durante os processos anteriores (Bento e Kagan (2008)). Outra técnica é
a alocacdo de fitness relativa, que visa promover a diversidade por meio do compartilhamento do
valor de fitness entre os individuos, dessa forma, tende a evitar que solugdes similares dominem
0 processo evolutivo Sareni e Krahenbuhl (1998).

Para o aprimoramento da operagdo de selecdo, uma técnica muito utilizada € a de
ranking, que tem como objetivo evitar que individuos com valores fitness excepcionalmente
altos dominem o processo evolutivo. Para isso, ao invés de utilizar diretamente a fitness, € feita
uma classificacdo relacionando esses valores com posi¢cdes em um rank. Dessa forma, como a
diferenca se torna menor quando considera as posi¢des, os individuos com valores excepcionais
diminuem as chances de dominarem sempre. Além disso, a implementa¢do desse rank pode ser
feita de diversas formas, usando, por exemplo, fungdes lineares ou exponenciais.

Ap0s os passos de selecdo, reproducao e variagdo genética, € obtido uma geracao
composta por novos individuos que sao mais adaptados do que a geracdo anterior. Dessa
forma, fazendo uso dessas operagdes e técnicas citadas anteriormente, o algoritmo genético
itera conforme uma condicao estabelecida (geralmente um nimero maximo de iteragdes), até

encontrar a melhor solucao possivel. No pseudocddigo 1 € apresentado esse modelo béasico do

GA.

Algoritmo 1 : GA

1: Inicializar a populagdo

2: enquanto Condi¢do ndo for satisfeita faca

3 Avaliar fitness

4:  Selecionar os cromossomos que irdo passar pelos operadores
5. Aplicar crossover

6:  Aplicar mutacdo

7. Atualizar populacdo

8: fim enquanto

9: retorna Melhor individuo encontrado

Fonte: Proprio autor.

2.3.3.2 Algoritmos de Enxame de Particulas - PSO

Na década de 90, cientistas de areas da computagdo e zoologia estudavam o com-
portamento psicoldgico e social de determinadas espécies. Eles perceberam as interacdes que
bandos de aves e cardumes de peixes realizam nas suas atividades cotidianas e que possuem

uma forma de consciéncia coletiva, onde cada integrante aprende com os outros do grupo a
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melhor direcdo a ser seguida. O algoritmo de Otimiza¢do de Enxame de Particulas ou do inglés
Farticle Swarm Optimization (PSO) é uma metaheuristica que simula o comportamento social,
inclusive da sociedade humana, buscando modelar a exploragdo de um espaco relacionado a
algum problema por uma populacdo de individuos (Kennedy (1997))

No PSO cada individuo € tratado como particula sem volume em um espago de
busca D-dimensional (Shi e Eberhart (1999)) e funciona da seguinte forma: cada particula é
caracterizada por sua posi¢ao e um vetor de mudanga de posicao, chamada velocidade. Dada uma
populacgdo inicial, o algoritmo atualiza, a cada iteracdo, a velocidade de cada particula, baseando-
se na velocidade das outras. O comportamento de uma particula depende do comportamento
de seus vizinhos. Portanto, para calcular essa posicdo e velocidade definidas como p e v,
respectivamente, utiliza-se a Equacdo (2.4). Em que para um conjunto P de particulas, tem-se a

posi¢do de k na iteragdo i (py ;), sabendo que k € P.

Vkit1 = Vi, + 1 xrand() * (pbesty — py ;i) + c2 x rand() * (gbest — py ;) (2.4)

Dk,i+1 = Pk,i t+ Vk,i+1 (2.5)

Pontua-se que, pbest; é a melhor posicdo explorada pela particula, gbest é a melhor
posicdo explorada entre todas as particulas, os valores de rand() correspondem uma fungéo
aleatéria dentro do intervalo [0, 1] e que, ¢ e ¢, sdo duas constantes de aceleragio referentes ao
melhor individual e global, respectivamente.

Dessa forma, é possivel verificar a ilustragdo para o comportamento do PSO na
Figura 4, que representa a influéncia do gBest ao determinar a nova posi¢ao de uma particula k.
A circunferéncia de cor preta representa a particula k que terd a posi¢do modificada; a de cor
azul representa o gBest, e a de cor vermelha representa o pBest. A direcdo que a particula tende
a seguir, sem a influéncia do gBest, é representada pela seta laranja. Finalmente, a circunferéncia

laranja indica a nova posi¢do da particula considerando a influéncia global.
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Figura 4 — PSO
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Fonte: Préprio Autor

Um elemento que compde o PSO e possui relevancia € a topologia. Topologia
corresponde a um subconjunto de particulas com as quais uma particula ird trocar informacoes.
Como no PSO o comportamento de uma particula depende das outras particulas, percebe-se
que a escolha da topologia influéncia na performance do algoritmo. A versdo bésica do PSO
utiliza uma topologia global (ou totalmente conectada) como estrutura, permitindo que todas
as particulas se comuniquem entre si, 0 que nem sempre € interessante. Observa-se que, se
existir uma fun¢d@o com muitos maximos e/ou minimos, uma particula pode ficar “presa” em
algum deles e influenciar que outras particulas também sigam o seu comportamento, fazendo
o algoritmo ter uma convergéncia prematura. Por outro lado, se uma topologia local permitir
que as particulas apenas compartilhem informa¢des com um subconjunto € possivel evitar que
essa convergéncia prematura aconteca, ndo anulando a possibilidade que ocorra, porém de forma
mais lenta. A Figura 5 apresenta alguns exemplos de topologias. Outro elemento neste aspecto
da topologia é o nimero de vizinhos que uma particula possui, este fator caracteriza o grau dela
e o nimero médio de particulas vizinhas corresponde ao grau médio da topologia, representando

o grau de socializa¢do do enxame, como definido em Yin et al. (2015).
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Figura 5 — Topologia totalmente conectada; topologia em
anel; topologia em estrela

&

O pseudocddigo 2 ilustra o funcionamento do PSO, utilizando os conceitos e férmulas

Fonte: Yin et al. (2015)

discutidos anteriormente. Na linha 1, ocorre a inicializa¢cdo, momento em que a populagao é
criada e as particulas recebem posicoes aleatorias. Os valores de pbest sdo definidos por essas
posicdes iniciais, e o melhor valor entre elas € o gbest. Da linha 2 a linha 16, o laco de repeti¢ao
executa as atualizagdes de pbest, gbest, e da velocidade, utilizando o cdlculo 2.4. Ao final do

processo a posi¢do € atualizada com base na formula 2.5.

Algoritmo 2 : PSO

1: Inicialize a populacdo de particulas
2: enquanto condicao ndo for satisfeita faca
3:  Calcular fitness
4:  para cada particula faca
5 se o valor for melhor que pbest entao
6: Atualizar pbest
7
8
9

fim se
se o valor for melhor que gbest entao
Atualizar gbest
10: fim se
11:  fim para
12:  para cada particula faca
13: Atualizar velocidade
14: Atualizar posicao
15:  fim para
16: fim enquanto
17: retorna gBest como a melhor solucdo encontrada

Fonte: Proprio autor.

Conhecido os conceitos dos principais elementos que fundamentam a presente

pesquisa, no proximo capitulo serd apresentada a definicdo do problema abordado neste trabalho.
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3 PROBLEMA DE OTIMIZACAO DE PORTFOLIO

A forma de analisar o problema de otimizacao de portfélio teve uma grande mudanga
com Harry Markowitz que introduziu a chamada teoria do portf6lio através do seu trabalho
intitulado Portfolio Selection em 1952 (Markowitz (1952)) lhe rendendo o prémio Nobel da
economia em 1990. Markowitz traz a ideia do investidor como um ser racional com o intuito
de maximizar os lucros, possuindo aversao ao risco. Ele prop6s um modelo denominado de
média variancia (MV) que pode ser descrito como uma fun¢do quadrética que minimiza o risco
da carteira. Apds seus trabalhos o assunto € visto como um problema de otimizagdo em que ha
dois objetivos: o retorno esperado que deve ser maximizado; e o risco da carteira que deve ser
minimizado (Sharpe (1964), Markowitz (1952)).

A seguir apresenta-se o modelo MV proposto por Markowitz (1952).

f(x) = max Zl lix; 3.1

g(x) = minzn‘1 Zn:lxixjcij (3.2)
i=1j=

.t ixi =1 (3.3)

Xi zl—o (3.4)

Nesse modelo, 7 € o numero de ativos que estdo sendo considerados, x; é o percentual
de capital investido em um ativo i, 0;; € a covariincia entre os ativos i € j, [; € o retorno médio
do ativo i. A funcao objetivo (3.1) representa o retorno da carteira e deve ser maximizado, ja a
(3.2) € o risco da certeira utilizando variancia e deve ser minimizada. As restricdes (3.3) e (3.4)
representam que o investimento nos ativos ndo deve ultrapassar 100% do montante total tanto na

carteira, quanto individualmente.

3.1 Otimizacao de Portfolio com Restricoes

A abordagem proposta por Markowitz, apesar de mudar a forma de ver o problema
se baseia em um mercado simplista, isto €, ndo € algo realista, pois na pratica outros critérios
devem ser consideradas, como alocacdo de recursos, cardinalidade e custos de transacdao. No
entanto, essas restricoes, podem tornar o problema mais complexo. Para o modelo cléssico, a

adicao de restricdes de cardinalidade eleva sua complexidade, tornando-se NP-Dificil, como
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provado por Moral-Escudero et al. (2006) sendo um problema quadrético inteiro misto. Além
disso, para métodos exatos podem se tornar invidveis como observado por Mishra (2012).
Chang et al. (2000) adiciona restricdes de cardinalidade, orcamento e de limite
inferior e superior para a propor¢do de investimento de cada ativo. Chang et al. (2000) mostra
que essas inclusdes tornam o problema mais complexo devido a descontinuidade da fronteira

eficiente causada pelas restri¢cdes. O seu modelo € apresentado a seguir.

n o n n
min A Z Z Wiw;Oj; | — (1 —A) ZW,‘,LL,' (3.5)
i=1j=1 i=1
n
st Y wi=1, (3.6)
=1
ln
zi=K, 3.7
i=1
&7 < Wi < 8[Zi7 = 17 N7 (38)
z€0,1], i=1,..N. (3.9)

Onde, K € o numero de ativos desejados no portfélio e N € o total de ativos. Para
i=1,...,N temos que w; é a propor¢do de dinheiro investido no ativo i, & e 0; representam
respectivamente a propor¢do minima e maxima de dinheiro investido em i e z; € uma varidvel de
decisdo, se z =1 o ativo pertence ao portfélio, caso seja z; = 0 ele ndo pertence.

A restri¢ao (3.6) representa a restri¢do orcamentdria também presente no modelo
MV (3.3). A nova restri¢do (3.7) € a de cardinalidade e significa que hd um nimero desejados
de ativos presentes no portfélio. Ja a restricdo (3.8) representa o piso e teto de proporcado de
investimento de um ativo. As duas dltimas restri¢des tornam o modelo mais realista, ja que
representam questionamentos reais quando investidores montam uma carteira de investimento.

Problemas de otimizagdo de portfélio, utilizando o modelo de restri¢des discutido
neste capitulo, podem ser abordados por meio de diversas metaheuristicas. No préximo capitulo,
exploraremos trabalhos que aplicam esse modelo, servindo como base para o desenvolvimento

dos métodos propostos nesta pesquisa.
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4 TRABALHOS RELACIONADOS

Apb6s o trabalho de Markowitz, o problema de Otimizacao de Portfélio foi tratado
por meio de diversas abordagens. Alteracdes em seu modelo, além da aplicacdo de diferentes
solugdes técnicas, impulsionaram os estudos relacionados ao problema. Na literatura, GA e PSO
evidenciaram performances exitosas, como em trabalhos de Jalota (2016) e Yin et al. (2015).
Esses autores propuseram e estudaram algoritmos modificados, buscando uma maior qualidade
das solucdes, como apresentado nas secdes a seguir.

Ambos os trabalhos utilizam o mesmo modelo (3.5 - 3.9) e bases de dados classicas,
aspectos fundamentais para esta pesquisa. O estudo de Jalota (2016) oferece uma perspectiva mais
robusta sobre o uso de algoritmos genéticos, contribuindo diretamente para o desenvolvimento
do GA implementado. Por outro lado, Yin et al. (2015) apresenta uma andlise detalhada dos

resultados, que serve de base para a abordagem adotada neste trabalho.

4.1 Genetic algorithm designed for solving portfolio optimization problems subjected to

cardinality constraint

Jalota e Thakur (2018) em seu trabalho propdem um algoritmo genético para resolver
o0 modelo proposto por Chang et al. (2000) adicionando uma nova restri¢ao de no short selling
(sem venda a descoberto) que significa que o investidor s6 pode vender ativos que ele possui.
Essa restri¢do € incluida no modelo como w; > 0. Porém, como os autores utilizam os valores
de 0.1 e 1 para o limites inferiores e superiores, conclui-se que na pratica, o modelo se iguala
ao proposto por Chang et al. (2000). No algoritmo genético proposto, os autores utilizam um
método de reparo de Chang et al. (2000) garantindo que a cadeia de individuos sempre seja vidvel,
respeitando as restri¢des de or¢camento, cardinalidade e restri¢des de limite inferior/superior.

Dada a natureza do algoritmo genético, as operacdes de crossover € mutagao podem
desrespeitar algumas restri¢cdes. Para corrigir esses elementos, € utilizado um mecanismo de
reparacdo que consiste na geracdo de um novo vetor que respeita as restricoes do modelo. Além
dos operadores, o algoritmo € modificado de forma que consegue resolver o problema sem
desrespeitar as restrigoes.

Em seus experimentos, os autores utilizaram uma base de dados cléssica, apresentada
inicialmente por Chang et al. (2000). Esses dados sdo os precos semanais dos indices de alguns

paises, sao eles: HangSeng (Hong Kong), Dax 100 (Alemanha), FTSE 100 (Reino Unido), S&P
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(Estados Unidos) e Nikkei 225 (Japao) no periodo de marco de 1992 até setembro de 1997.
Para analisar a perfomance da solu¢do implementada, os autores tracaram a fronteira
eficiente, que corresponde a uma curva tracada nos eixos X e Y, em que X é oretornoe oY o
risco. Além disso, também foi utilizado como parametro de comparagdo o menor erro percentual
médio, onde a solugdo de Jalota (2016) também teve seus resultados comparados com outros
algoritmos de diferentes abordagens, como PSO, Simulating Annealing(SA), Busca Tabu(TS) e
outro GA. Conforme o indice considerado, a solu¢io proposta pelos autores destacava-se como
superior em relacdo aos outros algoritmos comparados ou figurava entre as melhores. Ou seja,

no geral, apresentou um bom comportamento ao considerar o erro percentual médio.

4.2 A Novel Particle Swarm Optimization for Portfolio Optimization Based on Random

Population Topology Strategies

Yin et al. (2015) adota um modelo generalizado do modelo de Média-Variancia
(MV) padrao, incorporando restricdes de cardinalidade e limites, semelhante ao proposto por
Chang et al. (2000). Além disso, utiliza as mesmas instancias cldssicas que Jalota (2016) para a
andlise dos resultados.

Neste estudo, os autores propdem diferentes abordagens para o PSO, utilizando
quatro algoritmos distintos, mas inter-relacionados, para topologia. Esses algoritmos combinam
abordagens aleatdrias com dinamicas. Embora o PSO consiga lidar com as restricdes do
problema, os autores ndo detalham as abordagens ou técnicas especificas utilizadas para isso.

Yin et al. (2015) oferece uma anélise abrangente dos resultados, empregando diversos
parametros para comparagdo com outros algoritmos, além de aplicar diferentes algoritmos de
topologia. Os parametros considerados incluem a distdncia euclidiana média, a varidncia do
erro de retorno, o erro médio de retorno (conforme definido em Cura (2009)) e o tempo de
execucdo.

Adicionalmente, foi realizada uma andlise gréfica detalhada utilizando a fronteira
eficiente como referéncia. Além da andlise individual de cada indice, o autor faz comparagdes
com a fronteira padrao e com as de outros algoritmos. Com base nos resultados apresentados, 0s
autores concluem que as estratégias adotadas podem ser métodos promissores e significativos
para a melhoria dos algoritmos PSO, e que os algoritmos apresentados sdo solugdes eficazes

para o Problema de Otimiza¢do de Portf6lio Financeiro com restri¢do de cardinalidade.
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4.3 Sintese dos Trabalhos Correlatos

Os trabalhos apresentados nas sec¢des anteriores desempenharam papel essencial
para o desenvolvimento desta pesquisa, fornecendo uma base fundamental para compreensao do
problema de Otimizacdo de Portfélio. Tendo isso em vista, o intuito ndo € trazer uma base com-
parativa com os resultados desses trabalhos, mas auxiliar na identificacdo de varidveis relevantes,
métricas e procedimentos adotados. Em particular, foram uma inspira¢do, principalmente para
o desenvolvimento de métodos como o de reparagdo e as abordagens adotadas na andlise dos

resultados.
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S ABORDAGENS UTILIZADAS: GENETIC ALGORITHM(GA) E PARTICLE
SWARM OPTIMIZATION(PSO)

Como visto no capitulo 2, o GA e o PSO, s@o metaheusristicas inspiradas nos
principios da sele¢do natural, dado suas caracteristicas e versatilidade, na literatura € evidenciada
performances exitosas quando aplicadas ao Problema de Otimizacdo de Portf6lio. No entanto,
para serem empregadas € necessdria atencao as restricdes do problema e aos ajustes de suas
operacdes. O presente trabalho implementou dois algoritmos modificados, como mostrado a

seguir, para o modelo de restri¢des (3.5) - (3.9).

5.1 Genetic Algorithm(GA)

Os procedimentos adotados no GA sdo realizados de forma iterativa e sequencial,
com um nimero maximo de execucgdes definido (maxlteracoes). A sequéncia segue-se em ordem
de:

1. Selecionar individuos para se reproduzirem,

2. Realizar operagdes de crossover e mutagao,

3. E substituir a populagdo por a nova gerada, podendo usar algumas abordagens como
elitismo.

No presente trabalho, o GA (Algoritmo 7) foi implementado seguindo esse processo,
com modificagdes para que os operadores de crossover e mutacdo respeitassem as restri¢des
de cardinalidade e aos limites inferiores e superiores. Além disso, para garantir a viabilidade
completa das solugdes, foi utilizado, inspirando-se no trabalho de Jalota e Thakur (2018), uma
abordagem de reparacdo. As func¢des utilizadas serdo explicadas e seus algoritmos apresentados
a seguir.

Na etapa de selecao o objetivo € selecionar os individuos com melhores aptiddes,
nesse trabalho, foi implementado a selecao por roleta. Conforme Holland (1992), a selecdo
por roleta corresponde a selecionar os individuos com base em suas probabilidades que sdo
proporcionais ao seu valor de aptiddo. Como o préprio nome revela, o algoritmo pode-se
relacionar com uma roleta dividida em partes, onde as maiores partes sao destinadas aqueles
individuos com maior probabilidade de serem escolhidos e as menores representam aqueles com
menor probabilidade de escolha (Shukla et al. (2015)).

Para realizar a selecdo, o algoritmo recebe dois parametros, fitness e tamPop, que

representam a matriz com as aptidoes de todos os individuos e o tamanho da populagdo, respec-
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tivamente. O cdlculo da selecdo estd representado nas linhas 1 e 2, com fitness = (fitness —
fitness.min())/( fitness.max() — fitness.min() +171°) +0.2 e prob = fitness/ fitness.soma(),
sendo a tinica diferenca da sele¢io padrio, a soma de 1710 ¢ 0.2. Esses valores estdo presentes
no célculo para garantir que mesmo os piores individuos, com baixas aptidoes, possam ser
escolhidos pois eles podem ter valores muito préximos de zero. A escolha de um individuo
"ruim"pode ser justificada para contribuir com a diversidade genética e exploragcdo do espacgo de

busca. O pseudocddigo correspondente esta representado em Algoritimo 3.

Algoritmo 3 : Funcao de Selecdo Por Roleta

Entrada: fitness, tamPop
1: fitness = (fitness — fitness.min())/(fitness.max() — fitness.min() +1719) +0.2
2: prob = fitness/ fitness.somal()
3: selecionadosIndex = selecionar(tamPop, prob)
4: retorna X (selecionadosIndex)

Fonte: Proprio autor.

A etapa de crossover € realizada apds a selecdo, como mostrado anteriormente na
secdo 2.3.2 esta possui como objetivo combinar dois individuos, denominados de pais afim de
produzir novos individuos denominados filhos com maior variedade genética.

Existem varias formas de implementar esta etapa, nesse trabalho, foi utilizado uma
variacdo de um crossover uniforme com crossover de um ponto. O primeiro se caracteriza por
selecionar os genes dos pais, de forma independente, com base em uma probabilidade, no caso,
de 50% e o segundo € a forma tradicional do crossover mostrada na sec¢do 2.3.2.

O algoritmo 5, apresentado a seguir, recebe X e ramPop que representam a populacao
e tamanho da populacio e gera dois arrays filhos a partir de dois arrays de pais, sendo o primeiro

filho obtido da escolha aleatdria de indices dos pais e o segundo dos indices restantes.
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Algoritmo 4 : Funcdo de Crossover

Entrada: X, tamPop
1: parai=0emtamPop faca
20 pail =X(i)

33 pai2=X(i+1)

4:  Escolhe aleatoriamente 5 indices de pail

5:  Escolhe aleatoriamente 5 indices de pai2

6:  Atribui os elementos escolhidos anterioremente para filhol
7. Atribui os elementos ndo escolhidos dos pais para filho2

8 i=i+?2

9: fim para

10: retorna Array de filhos

Fonte: Proprio autor.

Responséavel por introduzir variedade genética, a fase de mutacdo permite maior
exploragdo do algoritmo, modificando algumas partes de um individuo. O algoritmo de mutag¢ao
implementado, utiliza uma abordagem conhecida ao utilizar valores reais, a de incremento
e decremento de genes, porém modificado para ndo alterar o limite superior estabelecido.
No pseudocdodigo abaixo, € mostrado os passos dessa mutacdo, onde recebe como entrada
0s ja conhecidos X e tamPop e os novos elementos, tamDim que representa a dimensao do
cromossomo e probMutacao que como o nome revela, é a probabilidade dessa mutag@o ocorrer.
Esse valor de probMutacao, assim como o rand estd no intervalo de 0 e 1, portanto, a comparacao
entre eles na linha 3 € vélida.

Um conceito fundamental relacionado ao uso das probabilidades no algoritmo € a
distribui¢do uniforme, que se aplica tanto a funcdo rand na linha 3 (com intervalo entre O e
1) quanto a linha 5 (onde o intervalo € definido por limitelnferior e elementoRandomico). Se
caracteriza por ser uma distribuicao de probabilidade onde todos os resultados dentro do intervalo
considerado, possuem a mesma chance de ocorrer, isto €, ndo possui um viés ou tendéncia a
qualquer valor em especifico. Por esses fatores, tende a ser muito utilizado em algoritmos
genéticos.

Como temos a restri¢ao de cardinalidade a ser considerada, a mutagdo nao pode
ocorrer em qualquer elemento, por isso, j precisa ser diferente de zero e 0 mesmo ocorre para
elementRandomico. Ja para a escolha do valor a ser incrementado e decrementado, representado
por delta, é feita de forma randomica e uniforme, considerando a restri¢ao de limite inferior
e o valor do outro gene randdmico escolhido. Caso a soma respeite o limite superior, o valor

de delta permanece o inicialmente escolhido, caso contrério, ele € modificado, passando a ser
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resultado de limiteSuperior — delta. Pontua-se que alterar o valor de delta € necessério para
garantir que a mudanca ocorra, porém, assegurando o limite superior e a relagdo com o valor

randomico de delta escolhido inicialmente. Esse processo estd descrito entre as linhas 4 e 13.

Algoritmo 5 : Funcdo de Mutacao

Entrada: X, probMutacao, tamPop, tamDim
1: parai=0emtamPop faca
2:  para j =0emtamDim faca

3: se rand (0, 1) < probMutacao e j # 0 entao
4: Escolhe outro elemento, elementoRandomico, de forma randdmica
5: delta = rand(limitelnferior, elementoRandomico)
6: se X[i][j] + delta < limiteSuperior entdo
7: Adiciona delta em X [i][ /]
8: Remove delta de X[i][elementoRandomico)
9: fim se
10: se X [i][j] + delta > limiteSuperior entdo
11: Modifica delta para ser limiteSuperior — delta
12: Adiciona delta em X[i][]
13: Remove delta de X[i][elementoRandomico)
14: fim se
15: fim se
16:  fim para
17: fim para

18: retorna X com valores modificados

Fonte: Proprio autor.

Percebe-se que apds a realizacdo dos operadores, as restricdes sdo desrespeitadas.
O crossover, com seu processo natural dos pais, resulta em filhos que infringem a restri¢ao
de orcamento. A mutagdo, por outro lado, garante somente que os limites superiores sejam
respeitados. Visando reparar esses individuos, é usada uma fun¢do de reparacdo (Algoritmo 6)
que verifica essas restricdes e realiza ajustes quando necessario. Esses ajustes consistem em
acrescentar um valor aos ativos que nao respeitam a restricao de limite inferior. Esse o valor
acrescido € tirado de um outro ativo, desde que a restricao continue sendo respeitada (linha 3).

Para garantir a restricdo de orcamento, a normalizacdo € utilizada (linha 7).
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Algoritmo 6 : Funcdo de reparacdo
Entrada: X
: parai =0em X faca
se i < limitelnferior entao
X = repararLimitesInferiores(X)
fim se
: fim para
se) ! X # 1 entdo
X = normalizar(X)
: fim se

AN o ey

Pontua-se que o procedimento de reparacao, possui a funcionalidade de normalizacio,
como disposto no pseudo-codigo. Isso ocorre porque, embora os procedimentos de crossover e
mutagdo tenham apresentado, de forma geral, bons comportamentos na garantia da manutengao
dos limites estabelecidos, por vezes suas operagdes aleatdrias podem desrespeitar as restri¢oes
impostas. Dessa forma, o procedimento de Jalota e Thakur (2018) contribuiu para inspirar a
elaboracdo do procedimento apresentado, que embora simples, possui funcionalidade importante.

Dados a apresentacdo de todos os elementos principais, o pseudocddigo 7 mostra
o funcionamento geral do algoritmo genético, seguindo os passos tradicionais, com adi¢do da
funcdo de reparagdo e elitismo. Sendo esse ultimo, uma técnica com intuito de preservar os
melhores da geracdo. Ha diferentes formas de aplicar o elitismo, nesse trabalho, foi adotado um
elitismo simples com elementos de uma abordagem competitiva, onde "pais'"e a nova populagcao
(formada apo6s aplicar selecdo, crossover e mutagdo) se juntam e aqueles com melhores aptidoes

sdo selecionados. Podemos ver o elitismo ocorrendo nas linhas 3, 9 e 10.

Algoritmo 7 : Algoritmo Genético

Entrada: maxlteracoes
1: X = inicializar(X)
2: para i =0 em maxilteracoes faca
Selecionar individuos
pais = X
Fazer operacao de Crossover
Usar Funcao de Reparacado
Fazer operacao de Mutacdo
Usar Funcdo de Reparacio
Preservar o melhor usando elitismo, comparando o novo X com pais
10: X = melhores(X)
11:  Guarda o melhor da geracao
12: fim para
13: retorna O melhor de todas as geracdes

A A
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5.2 Particle Swarm Optimization(PSO)

O algoritmo PSO, como mencionado na Subsecao 2.3.3.2, € inspirado no comporta-
mento de enxames de particulas. Neste processo, as particulas se movem pelo espaco de busca
de maneira colaborativa. No algoritmo, esse processo ocorre de forma iterativa, onde em cada
iteracdo, cada particula atualiza sua posicao (logo, muda de local no espaco) com base na sua
melhor solugdo encontrada até o0 momento, chamada de pbest e na melhor solugdo entre todas
as particulas (solug@o global), chamada de gbest. Dessa forma, todas as particulas se atualizam
a cada iteracdo, buscando se aproximar das solugdes 6timas. No presente trabalho, o PSO
implementado (Algoritmo 8) também pode ser chamado por WPSO, pois € adicionado ao PSO
um parametro de peso de inércia w no calculo da velocidade de uma particula, na perspectiva de
balancear a busca global e local (Shi e Eberhart (1999)). Dessa forma, a Equacdo do PSO, se

torna:

Via = wi*Vig +c1 xrand () x (piq — Xiq) + c2 x rand () x (pga — Xia) (5.1)

O Algoritmo 9 apresenta a fun¢do de atualizacao da posicao utilizada no PSO com
peso de inércia w. As varidveis mostradas fazem parte da formula padrao do algoritmo, onde,
para cada elemento i, v; € a velocidade da particula, x; é sua posi¢cdo, pBest € a melhor posi¢ao
anterior da particula e gBest é a melhor posi¢do conhecida de todas as particulas. O valor de
rand () é uma funcdo aleatéria entre [0, 1], e ¢ e ¢ sdo duas constantes de aceleracdo referentes
ao melhor valor individual e global, respectivamente. Essa funcdo de atualiza¢do possui a
adaptacdo necessdria para lidar com a restri¢ao de cardinalidade, pois o cédlculo € aplicado apenas
aos elementos ja escolhidos. Para as outras restricdes, o processo de reparacido (Algoritmo
6), apresentado no algoritmo genético, também ¢ utilizado. Esse uso torna-se possivel pois
apesar das diferencas entre as abordagens do GA e PSO, o individuo possui a mesma estrutura e
precisam respeitar, obviamente, as mesmas restri¢des.

O Algoritmo 8 mostra o funcionamento geral do WPSO implementado. Na linha
1, temos a atualizacdo da posi¢do das particulas, que foi detalhada no paragrafo anterior. Nas
linhas 5, 6 € 7, temos os passos de atualizacdo de pbest e gbest que serdo guardados para serem
utilizados na atualizacdo da posicdo. Voltando para a linha 4, temos a funcio de reparacdo que
ajusta todos os individuos a fim de fazé-los respeitar todas as restri¢des. Por fim, o retorno do

algoritmo serd o ultimo gbest encontrado no espaco de busca que representa a melhor solucao.
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Algoritmo 9 : Atualizacio da posi¢ao
Entrada: X

Algoritmo 8 : PSO com peso de inércia w

1: In1c1a‘llze a populagdo de particulas I: parai—0emX faca
2: parai =0 em maxlteracoes faca . . ~
] 2:  sei# (0entao

3:  Avaliar o valor de fitness em X ) . . 1.

 Acual b q oul 3 Atualize a velocidade v][i]:
4: Atual}zar pbest para cada particula 4 v[i] = w-v[i] + cl - rand() -
: tuafizar gbest (pBest[i] — x[i]) + ¢2 - rand() -
6:  atualizarPosicao(X) (gBest — x[i))
7. Usar Funcao de Reparagdo 5 Atualize a posigio x[i]:

. fim para . . . ’
8 . 6: x[i] = x[i] 4+ v[i]
9: retorna gBest como a melhor solucio 7 fim se

encontrada
8: fim para

Entendido o funcionamento dos algoritmos implementados nesse trabalho, a seguir,
no Capitulo 6, serdo apresentados os parametros adotados para a realizacao dos experimentos
computacionais, as discussoes sobre os resultados com uma anélise detalhada de cada um deles

e as evidéncias colhidas.
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6 EXPERIMENTOS E RESULTADOS

Este capitulo apresenta os resultados computacionais obtidos dos experimentos
realizados na presente pesquisa. Nele € detalhado o processo de anélise e comparagdo dos com-
portamentos computacionais pela combinacao de trés fatores: instancias, tamanho da populacio

e quantidade de iteracdes dos algoritmos.

6.1 Dados Experimentais - Instincias

As entradas para as heuristicas na drea da Otimiza¢do Computacional sdo denomi-
nadas por instdncias, e as utilizadas nesta pesquisa correspondem aos indices das bolsas de
diferentes paises: Hong Kong, Alemanha, Reino Unido, Estados Unidos e Japao. As informagdes
consideram os precos semanais do periodo de margo de 1992 a setembro de 1997.

A justificativa para o uso dessas instancias se deve a representatividade para a drea e
a solidez para a verificacdo de desempenho dos algoritmos. Os trabalhos correlatos de Jalota e
Thakur (2018), Yin et al. (2015) e Chang et al. (2000), citados no Capitulo 4, utilizam em seus

experimentos estes mesmos dados.

6.2 Métricas

As métricas utilizadas nesse processo de andlise foram a fronteira de eficiéncia,
média da distdncia euclidiana, erro médio de retorno, erro médio da varidncia e tempo de
execucdo dos experimentos. Todas as métricas, com excecdo da fronteira de eficiéncia, foram
incluidas no processo de execugdo do algoritmo, ou seja, sdo calculadas durante os experimentos.

Justifica-se o uso da fronteira eficiente devido a caracteriza¢do dada por Markowitz
como o conjunto de carteiras que possuem o maior retorno dado um nivel de risco. Essa fronteira
é representada através de uma curva, onde o eixo X representa o risco € o Y o retorno. Sendo
comumente utilizada em pesquisas na drea em que abordam o Problema de Portf6lio por permitir
o comportamento do valor obtido na fun¢do objetivo, como visto no Capitulo 4.

As demais métricas possuem seus usos justificados devido a diferentes aspectos. O
erro médio do retorno é a média das diferencas entre os retornos reais e os retornos esperados. O
erro médio da varidncia possibilita avaliar quanto a variancia prevista difere da variancia real
dos retornos, métrica essa que esta relacionada ao risco. A distancia euclidiana permite calcular

a distancia entre os pontos da fronteira eficiente padrdo com os da fronteira eficiente obtidas. O
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tempo, medido em segundos, representa o tempo de execugao de cada metaheuristica para cada

instancia.

6.3 Cenario

Os experimentos computacionais foram executados em uma maquina pessoal com
processador Intel Core 15-8265U de 0.5 GHz e 4 ntcleos de processamento, 8 GB de memodria
RAM com frequéncia de 2400 MT/s e sistema operacional Linux Mint. Os algoritmos foram
desenvolvidos em linguagem Python® versao 3.7.6.

A carga de execug¢do dos experimentos correspondeu a uma sequéncia Unica, € o
tamanho da populagdo e a quantidade de itera¢des foram estabelecidos empiricamente, escolhidos
apos alguns pré-testes. Foram definidos os valores de 50, 80 e 100 para a populagdo, e a
quantidade de iteracdes, em 100, 500 e 1000. As instancias mencionadas na secdo 6.1 foram as
Hang Seng de Hong Kong, DAX 100 da Alemanha, FTSE 100 do Reino Unido, S&P 100 dos
EUA e Nikkei 225 do Japao.

Alguns parametros sao importantes de serem destacados. Para o algoritmo PSO a
topologia adotada foi a global e a a aceleracdao com que os individuos realizavam a trajetdria,
foi definida como 0, 5; e os pesos, estabelecidos como 0, 8. Para o GA o processo de selecao
foi determinado por meio da selecdo por roleta e a probabilidade do processo de mutagdo foi
definida como 0,2. Ressalta-se que em vista dos trabalhos de Yin et al. (2015) e Cura (2009)
niao mencionarem estes valores, a presente pesquisa realizou estas escolhas por meio de anélise

empirica.

6.4 Resultados e Discussoes

Os desempenhos foram analisados considerando a variagdo dos pardmetros e uti-
lizando as métricas apresentadas na Secao 6.2, em trés etapas: a primeira andlise apresenta o
comportamento individual de cada metaheuristica por meio da fronteira eficiente; a segunda
andlise parte da verificacdo dos desempenhos dos algoritmos frente as métricas média da dis-
tancia euclidiana, erro médio de retorno, erro médio da varidncia e tempo de execuc¢do dos
experimentos; a terceira e ultima etapa de andlise corresponde a comparagcao dos melhores
desempenhos obtidos das duas metaheuristicas por meio da fronteira eficiente.

Ao analisar o desempenho individual da estratégia PSO (Figura 6) percebe-se que,
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no geral, os testes em que os pardmetros da populacdo foi estabelecido como 100 e o nimero de
iteracdes como 1000, o algoritmo apresentou as melhores performances com maior proximidade
a fonteira eficiente padrdo, revelando assim, maior capacidade de sair de 6timos locais ao
comparar com os demais comportamentos. Apesar dos testes realizados com as instancias DAX
100 (Figura 7(c)) e FTSE 100 (Figura 7(d)), em que o algoritmo obteve uma solucao nao tao
boa. Cabe destacar que para a instancia Hang Seng (Figura 7(a)), o desempenho do PSO mostra

equivaléncia em todos os pardmetros utilizados.

Figura 6 — Desempenho do PSO com variagdo dos parametros do tamanho da populagdo e da
quantidade de iteracoes.
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Ainda na perspectiva da analise individual, utilizando o mesmo conjunto de pardme-
tros, foi analisado o desempenho do algoritmo GA (Figura 7). Observa-se que, semelhante aos
testes do PSO, o comportamento do GA obteve melhor desempenho quando utilizado com os
parametros de 100 individuos na populag¢do e 1000 execucdes. Contudo, diferentemente do PSO,

para as demais variacdes de parametros, o GA apresentou boa performance.

Figura 7 — Desempenho do GA com variagdo dos parametros do tamanho da populagdo e da
quantidade de iteracoes.
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A segunda fase da andlise compreendeu na observaciao do desempenho do GA e do

PSO com a variac¢do dos parametros do tamanho da populacio, em 50, 80 e 100, e da quantidade
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de iteracdes, em 100, 500 e 1000, resultando em 60 casos comparativos. Considerando os valores
de tempo de execugdo, percebe-se que o GA possui indices mais elevados no consumo de tempo;
dos 15 casos comparativos, em 11 o PSO obteve melhor desempenho. Em relagdo a métrica de
distancia euclidiana, o GA obteve melhor desenvoltura em todos os casos de comparacgdo para
todas as instincias. Quanto as demais métricas, erro médio do retorno e erro médio da varidncia,

os desempenhos foram equivalentes: o GA obteve 7 e 8 ganhos, respectivamente, enquanto o

PSO obteve 8 e 7.

Tabela 1 — Desempenho do GA e do PSO por meio das métricas de erro médio do retorno, erro
médio da variancia, distancia euclidiana e tempo.
Instancias Métricas Hang Seng | DAX 100 | FTSE 100 SP 100 Nikkei
Distancia Euclidiana 0.000110 0.000248 | 0.0000691 | 0.000103 0.000199
GA_p50_it100 Erro médio de retorno 45.083 95.702 29.050 50.109 841.776
Erro médio da varidncia 122.938 709.601 247.421 221.539 841.776
Tempo(s) 286.599 1374.9 30716.1 32050.97 8449.06
Distancia Euclidiana 0.000080 | 0.000172 | 0.000048 | 0.000083 0.000056
GA_p80_it500 Erro médio de retorno 32.6245 94.9938 20.8628 41.3317 56.2702
Erro médio da variancia 87.7273 419.699 171.302 176.9161 221.109
Tempo(s) 2389.9 10812.42 11175.40 14840.9 64590.7
Distancia Euclidiana 0.000080 0.000166 | 0.0000421 | 0.000083 0.0000426
GA_pl100_it1000|  Erro médio de retorno 0.630366 1.818650 | 0.356857 1.007747 | -20.024100
Erro médio da variancia 1.686624 7.795563 2.829000 2.97404 3.12332
Tempo(s) 6716.76 27114.60 | 31973.79 | 33190.32 162577.6
Distancia Euclidiana 0.00017 0.00048 0.00019 0.00035 0.00034
PSO_p50_it100 Erro médio de retorno 62.6494 195.606 66.5584 163.118 299.797
Erro médio da variancia 332.764 1522.37 891.541 970.924 1319.39
Tempo(s) 167.882 637.026 641.284 755.875 3833.53
Distancia Euclidiana 0.000154 0.000449 0.000172 0.0003390 0.000327
PSO_p80_it500 Erro médio de retorno 55.8564 165.925 62.2187 152.449 51.2473
Erro médio da variancia 263.812 1336.24 774.095 946.766 1107.89
Tempo(s) 1490.51 5380.41 5850.32 6270.16 25945.9
Distancia Euclidiana 0.00016 0.00040 0.00016 0.00033 0.00030
PSO_p100_it1000)  Erro médio de retorno 1.56595 3.51747 1.20040 2.83368 3.69956
Erro médio da variancia 4.99898 22.2750 14.2308 18.1501 19.2928
Tempo(s) 3742.33 13301.9 14278.6 17210.7 67639.4

Observando que os algoritmos obtiveram os melhores desempenhos quando utiliza-
dos os pardmetros de populagdo igual a 100 e o nimero de itera¢des igual a 1000, e que o GA
obteve melhor aproximacdo da fronteira eficiente padrdo. Buscou-se na terceira fase de anélise
verificar suas comparagdes com os mesmos parametros através da fronteira de eficiéncia. Ao
analisar a Figura 8, percebe-se um melhor desempenho do GA que se aproxima da fronteira
eficiente padrdo. Destaca-se, porém, a instancia Nikkei (Figura 9(e)), que possui 0 maior nimero
de dados, percebe-se uma dificuldade do GA de sair de 6timos locais, apresentando assim uma

performance inferior quando comparado aos seus resultados nas outras instancias. Contudo,
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apesar de ser uma solu¢do ndao muito distante da fronteira eficiente padriao, ainda se mantém

melhor que o PSO.

Figura 8 — Comparacdo da curva de eficiéncia do PSO e do GA com 100 individuos em 1000

iteracdes.
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A equivaléncia, por vezes, € uma caracteristica evidenciada entre os desempenhos
das meta-heuristicas na drea da Otimizacao Computacional, dependendo da natureza dos proce-
dimentos e do problema tratado, conforme foi comprovado nas andlises realizadas na primeira e
segunda etapa desta se¢do. Contudo, foi importante observar a importancia das etapas dois e trés

em que a anédlise do desempenho das estratégias metaheuristicas por meio da fronteira eficiente
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demonstrou algo ja apontado pela distdncia euclidiana: a verificagdo de um comportamento

superior do GA em relagdo ao PSO.
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7 CONCLUSAO

O presente trabalho teve como objetivo verificar o desempenho individual e compara-
tivo das metaheuristicas classicas Particle Swarm Optimization(PSO) e Genetic Algorithm(GA)
na resolucdo do Problema de Otimizagdo de Portfélio, possuindo como variacao para a carga
de avaliacdo o tamanho da populagdo, o nimero de iteracdes dos algoritmos e as instancias
utilizadas.

A justificativa para a escolha do uso de metaheuristicas em detrimento as demais
técnicas existentes na drea da Otimizagao Computacional, ocorreu devido a natureza do problema
trabalhado. Sobre as metaheuristicas abordadas o PSO pertence a uma classe de metaheuris-
tica baseada no comportamento de grupo, inspirada na evolucio biolégica da natureza. Ja a
metaheuristica GA pertence a uma classe inspirada no processo da evolu¢do natural, baseada nos
principios de selec@o natural e genética.

Para a conducdo dos experimentos foram utilizadas instancias e métricas consolida-
das na literatura do Problema, que geraram 75 casos de testes. Em que 60 casos foram advindos
da comparacao das metaheuristicas quanto as métricas de média da distancia euclidiana, erro
médio de retorno, erro médio da varidncia e tempo de execugdo dos experimentos, quando
analisados os tamanho da populacdo (em 50, 80 e 100 individuos) € o nimero de iteracdes
(100, 500 e 1000), e 15 casos advindos da comparacdo das metaheurdsticas quanto a métrica da
fronteira de eficiéncia, quando analisados os comportamentos de cada algoritmo a variacdo do
tamanho da populag@o (em 50, 80 e 100 individuos) e o nimero de iteracdes (100, 500 e 1000).

Os resultados computacionais revelaram que o melhor desempenho individual dos
algoritmos foi obtido ao utilizar um niimero de populacao igual a 100 individuos, executando
1000 iteragdes. Ao comparar o desempenho das metaheuristicas frente a todas as métricas
foi constatado um desempenho promissor do algoritmo GA, que possuiu melhor desempenho
comparado ao PSO.

Desta forma, conclui-se que as contribui¢des advindas desta pesquisa favorecem a
literatura através da andlise da performance de um algoritmo inspirado nos principios da sele¢dao
natural e de adaptacdo genética utilizando parametros e procedimentos ja existentes na literatura.

Buscando tornar os algoritmos mais complexos para analisar a perfomance do
PSO, em trabalhos futuros, pode-se implementar novas formas de lidar com as restricdes em
substituicdo as que foram implementadas nesse trabalho. Para o PSO, podem ser utilizadas

também topologias dinamicas para analisar o impacto no resultado. Além disso, cabe-se analisar
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a perfomance de outros algortimos, tais como Tabu Search, Binary Genetic Algorithm e Artificial

Bee Colony que podem proporcionar estudos interessantes para a area.
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