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"O importante € ndo parar de questionar; a curi-
osidade tem sua prépria razdo de existir"

(Einstein, 1955)



RESUMO

Desde a década de 1980, foi possivel crescer/sintetizar estruturas e dispositivos em que as
dimensoes sdo realmente menores do que os comprimentos caracteristicos de interesse. Os
fendmenos fisicos observados em tais sistemas exibem efeitos quanticos devido ao confinamento
de portadores, ao contrdrio daqueles materiais na versio bulk, que podem ser descritos por meio
de abordagens semi-cldssicas. No contexto das propriedades de transporte, os materiais bulk
sdo bem descritos pela equagdo de transporte de Boltzmann ou aproximacao similar a equacao
cinética, enquanto em dispositivos quanticos um tratamento tedrico requer o uso combinado de
diferentes técnicas e aproximacodes, tais como: o formalismo de transmissao, como a Férmula
de Landauer, sondas de Biittiker e método da matriz de espalhamento ou transferéncia, bem
como o formalismo da func¢io de Green. O primeiro € usualmente considerado nas situagdes em
que dissipagdes sdo ignoradas e o comprimento da regido a ser simulado é consideravelmente
menor que os comprimentos de dissipagdo caracteristicos, tais como o livre caminho médio ou
comprimento de relaxagdo de fase, isto é, como nos casos de transporte balistico. Por outro
lado, o dltimo € um método mais conveniente para calcular as propriedades fisicas de amostras
conectadas a eletrodos, em especial para sistemas com quebra de coeréncia de fase, tratando
de forma mais rigorosa processos fisicos que se tornam importantes no transporte quantico,
tais como espalhamento devido impurezas e defeitos estruturais. Tendo em vista o grande
interesse prético para o desenvolvimento de novas tecnologias e aliado ao fato de novos materiais
lamelares se mostrarem bastante promissores no design de dispositivos em nanoescala, nesse
trabalho investigamos as propriedades de transporte em materiais semicondutores bidimensionais
(2D) isotrépicos e anisotropicos na presenca de uma superrede gerada por uma sequéncia de
barreiras de potenciais com perfis retangular e linear. As assinaturas de transporte anisotropico
no que diz respeito ao nimero de barreiras de potenciais, bem como a altura e largura das
barreiras e sua orientagdo no cristal sdo analisadas. Para tal, primeiramente apresentamos 0s
conceitos e propriedades fisicas bédsicas relativas ao método da matriz de transferéncia, utilizando
Hamiltonianos dentro da aproximacao da massa efetiva, e o formalismo da fun¢ao de Green no
equilibrio aliado a técnica da equagdo do movimento. Em adic¢ao, discutimos (i) o célculo da
transmissao através de um potencial quantico com perfil arbitrario via matriz de transferéncia; e
(i1) o calculo da densidade de estados e do coeficiente de transmissao, via o método recursivo da
funcdo de Green no equilibrio, em redes discretas 1D e 2D de elétrons ndo-interagentes descritos

por Hamiltonianos fight-binding, exemplificando com os casos da rede de poucos (1, 2 e 3) sitios,



cadeias lineares finita e infinita, e redes 2D (quadrada, grafeno e fosforeno).

Palavras-chave: Transporte eletronico; Semicondutores anisotrépicos bidimensionais; Método

da matriz transferéncia; Formalismo da Funcdo de Green no equilibrio.



ABSTRACT

Since the 1980s, it has been possible to grow/synthesize structures and devices where the dimen-
sions are actually smaller than the characteristic lengths of interest. The physical phenomena
observed in such systems exhibit quantum effects due to the confinement of carriers, unlike
those materials in the bulk version, which can be described using semi-classical approaches.
In the transport properties context, bulk materials are well described by Boltzmann transport
equation or similar kinetic equation approximation, whereas in quantum devices a theoretical
treatment requires the combined use of different techniques and approximations, such as: the
transmission formalism, like the Landauer formula, Biittiker probes, and scattering or transfer
matrix method, as well as as well as the Green function formalism. The first is usually considered
in situations where dissipations are ignored and the length of the region being simulated is
considerably smaller than the characteristic dissipation lengths, such as the mean free path or
phase relaxation length, that is, as in the cases of ballistic transport. On the other hand, the
latter is a more convenient method to calculate the physical properties of samples connected
to electrodes, especially for systems with broken phase coherence, dealing more rigorously
with physical processes that become important in quantum transport, such as scattering due to
impurities and structural defects. In view of the great practical interest for the development
of new technologies and combined with the fact that new lamellar materials prove to be quite
promising in the design of nanoscale devices, in this work we investigate the transport properties
in isotropic and anisotropic two-dimensional (2D) semiconductor materials in the presence of a
superlattice generated by a sequence of potential barriers with rectangular and linear profiles. The
anisotropic transport signatures with respect to the number of potential barriers, as well as the
height and width of the barriers and their orientation in the crystal are analyzed. To do so, we first
present the concepts and basic physical properties related to the transfer matrix method, using
Hamiltonians within the effective mass approximation, and the formalism of the equilibrium
Green’s function combined with the equation of motion technique. In addition, we discuss (i) the
calculation of the transmission through an arbitrarily profiled quantum potential via the transfer
matrix method; and (i1) the calculation of the density of states and the transmission coefficient,
via the recursive method of the equilibrium Green’s function, in 1D and 2D discrete lattices of
non-interacting electrons described by tight-binding Hamiltonians, exemplifying with the cases
of few-sites lattice (1, 2 and 3), finite and infinite linear chains, and 2D lattices (square, graphene

and phosphorene).



Keywords: Electronic transport; Two-dimensional anisotropic semiconductors; Transfer matrix

method; Equilibrium Green’s function formalism.
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1 INTRODUCAO
1.1 Uma breve historia sobre semicondutores

As diversas ferramentas produzidas pela humanidade influenciaram em seu desen-
volvimento e capacidade de sobrevivéncia em meio ao mundo. Podemos observar estes eventos
na criacao da roda, materiais de caga, ferramentas agricolas, etc. O mesmo acontece com 0
desenvolvimento dos materiais semicondutores que melhoraram significativamente a capacidade
de comunicacio, processamento de dados, na robotiza¢ao da producdo de tecnologias e alimentos.
A utilizagdo deste termo foi introduzida por Alessandro Volta em 1782 (Busch, 1989),(Volta,
1782), o qual utilizou a expressao “materiais de natureza semicondutora” para descrever alguns
materiais durante seus experimentos com uma pilha, que foi uma de suas invengdes. Ele verificou
a velocidade com que varios materiais se descarregavam ao serem colocados em contato com
um eletrOmetro e determinou que: os isolantes ndo se descarregam, enquanto os metais se
descarregam mais rapidamente que os semicondutores (Volta, 1782). Os primeiros estudos sobre
eletricidade se deram muito antes de Alexander Volta, 600 a.c., mas somente de 1666 a 1736
que ocorreram os primeiros experimentos voltados ao estudo da condugao elétrica, realizados
por Stephen Gray. Mais especificamente em 1729, foi observado que seria possivel transferir
carga de um bastdo de vidro para uma bolinha de marfim suspensa por um barbante, mas isso
nao ocorreria se trocasse o barbante por um metal (Gray, 1731).

Os primeiros documentos formais de estudos sobre os semicondutores vieram a ser
publicados por Michael Faraday em 1833 (Faraday; Davy, 1833, 1821). Faraday se baseou nos
estudos de Humphry Davy sobre a influéncia da temperatura em diversos metais, tais como
cobre (Cu), aluminio (Ag), platina (Pt) e varios outros. Davy concluiu que a condutividade é
inversamente proporcional a temperatura do material. Posteriormente, Faraday ampliou esse
estudo e verificou que alguns materiais tinham comportamento diferente dos observados por
Davy, em especial o sulfeto de prata (Ag,S) e sulfeto de cobre (Cu;S). No caso de Ag,S,
foi observado que a condutividade era baixa para baixas temperaturas € muito grande para
temperaturas acima de 172°C. Esses estudos vieram a ser os primeiros documentos formais
sobre os semicondutores, entretanto foram mais baseados em andlises qualitativas. Os primeiros
estudos quantitativos foram realizados por Johan Hittorf em 1851 (Busch, 1989)(Hittorf, 1851),
o qual fez experimentos com Ag;S e CuyS e comparou a resistividade com o comprimento

de platina e cobre, cujos resultados obtidos sdo apresentados por G. Busch (Busch, 1989) que
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resumiu todos os resultados de Hittorf (Hittorf, 1851), mostrando que a resistividade apresenta
uma proporcionalidade com a exponencial de 1000/7, sendo essa a relagdo que caracteriza um
semicondutor.

A histéria dos semicondutores é marcada pelo estudo de duas propriedades muito
importantes, que sdo conhecidas por retificacdo e efeito fotovoltaico. A conducao e retificacao
em semicondutores foram observadas primeiramente por Karl Ferdinand Braun em 1874, que
estudava o fluxo de corrente em diferentes sulfetos e fios metélicos que os conectavam (Braun,
1874)(Sarkar e Mailloux, 2006). O primeiro dispositivo criado utilizando os semicondutores
ficou conhecido como “cat’s whiskers”, o que foi futuramente utilizado por Hertz para mostrar
a existéncia de ondas de rddio, entretanto a primeira patente desse dispositivo foi somente
publicada em 1901 por Jagadish Chandra Bose.

O efeito fotovoltaico foi observado por Alexandre Edmond Beequerel em 1839,
ao estudar as jungdes de semicondutores. Em seu experimento foram utilizados eletrodos de
cloreto de prata recobertos por platina em uma solucdo aquosa eletrolitica de dcido nitrico, onde
foi observado que ao iluminar um dos eletrodos, a for¢a eletromotriz foi intensificada entre
os eletrodos (L e S, 1992)(Lukasiak e Jakubowski, 2010). Posteriormente, Willoughby Smith
descobriu a fotocondutividade em sélidos, em 1873, ao fazer experimentos com selénio (Se).
Ele notou que a resistividade diminufa drasticamente quando uma luz incidia sobre este material
(Orton, 2004). William Grylls Adams e Richard Evans Day foram os primeiros a descobrir o
efeito fotovoltaico em um material s6lido nos anos de 1876. Eles notaram que a presenca de luz
pode mudar a dire¢do da corrente fluindo através do selénio conectado a uma bateria. A primeira

célula solar funcional foi construida por Charles Fritts em 1883.

1.2 Evolucio historica da teoria dos sélidos

O estudo sobre os semicondutores de forma mais quantitativa, veio com o desenvol-
vimento da mecanica quantica ao estudar os materiais s6lidos. O primeiro trabalho voltado para
esta drea foi realizado por Maximillian Strutt, o qual resolveu a equagdo de Schrédinger para
um potencial periédico e obteve a equagdo diferencial de Mathieu ja descoberta em 1873 por
Floquet. Em sua visdo, estes resultados poderiam ser usados para entender melhor os condutores
metélicos e particularmente a supercondutividade (Strutt, 1928). Posteriormente, esse estudo
foi continuado por Felix Bloch em 1928, o qual apresentou as conhecidas fun¢des de Bloch e

desenvolveu a teoria dos elétrons em uma rede (L e S, 1992)(Bloch, 1928). Dois anos depois,
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Kronig e Penney desenvolveram um modelo simples para o potencial periddico (Lukasiak e

Jakubowski, 2010)(Kronig e Penney, 1931).

Figura 1 — Diagrama de bandas de energia para metais (2 esquerda), isolantes (a0 meio) e semi-
condutores (a direita) definido por A. Wilson (L e S, 1992)(Lukasiak e Jakubowski,
2010). A regido com auséncia de energias permitidas € intitulada como band gap (do
inglés, lacuna de banda).
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Fonte: (L e S, 1992)(Lukasiak e Jakubowski, 2010)

Em 1931 Alan Wilson desenvolveu um dos trabalhos-chave sobre a teoria dos sélidos.
Na Fig. 1 podemos observar como Wilson representou o primeiro diagrama de bandas, diferenci-
ando os metais (2 esquerda), isolantes (a0 meio) e semicondutores (a direita). Em seu trabalho,
ele estabeleceu uma diferenca entre os semicondutores como intrinsecos e extrinsecos, usando a
ideia de doadores e aceitadores (L e S, 1992)(Lukasiak e Jakubowski, 2010). No mesmo ano
desta publicacdo, Heisenberg apresentou o conceito de buracos, como sendo 0s espagos vazios
nas bandas de energia que agem como elétrons positivos (Lukasiak e Jakubowski, 2010). Alguns
anos depois, em 1938, Walter Schottky e Neville F. Mott desenvolveram independentemente
modelos da barreira de potencial e do fluxo de corrente via uma jun¢do metal-semicondutor. Um
ano depois, Schottky melhorou seu modelo, incluindo a presenca de carga espacial. Também
em 1938, Boris Davydov apresentou uma teoria de um retificador de 6xido de cobre incluindo
a presenca de uma jun¢do p-n no 6xido, excesso de portadores e recombinacdo. Ele também
entendeu a importancia dos estados de superficie (Lukasiak e Jakubowski, 2010)(Lojek, 2007).

Em 1942, Hans Bethe desenvolveu a teoria da emissao termionica (Lojek, 2007).

1.3 O surgimento das nanoestruturas bidimensionais

As nanoestruturas sao extremamente importantes para o estudo de transporte ele-

tronico e apresenta uma gigantesca variedade de aplicacdes na sociedade. No passado muitos
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cientistas estudaram materiais com escalas nanométricas, tal como Richard Adolf Zgismondy,
que estudou vdrias estruturas com escalas de 10~° m e Irving Langmuir, introduziu o termo “mo-
nolayer”, para caracterizar uma camada de um material com largura de uma molécula (Gugliotti,
2001). O conceito de nanotecnologia veio a ganhar forma, historicamente em 1959, durante
uma palestra de Richard Feyman, na qual apresentou a ideia de manipularmos dtomos ou peque-
nas moléculas ao ponto de gerar pequenas estruturas, cujas dimensodes fossem extremamente
pequenas (Costa et al., 2016). Essa discussdo deu inicio aos avancos tecnoldgicos na dire¢do da
nanociéncia, os quais um dos objetivos principais € estudar formas de manipulacdo de dtomos
em escalas microscépicas. Entretanto o termo “nanotecnologia’” s6 veio a ser utilizado alguns
anos depois por Norio Taniguchi, que apresentou grandes contribui¢des na drea, afirmando que
a nanotecnologia consiste no processo de separacdo, consolidacao e deformacdo de 4tomo por
atomo (Taniguchi, 1974)(Biasotto, 2015).

O periodo que veio alavancar o estudo da nanotecnologia foi a década de 80, marcada
pela inven¢@o do microscopico de varredura por tunelamento, desenvolvido por Gerd Binning e
Heinrich Rohrer, dando a ciéncia uma nova técnica para estudar e visualizar as estruturas em
escalas nanométricas (Galembeck et al., 2013)(Binnig e Rohrer, 1982). Em 1985, uma nova
forma alotrépica do carbono, conhecido como fulereno, foi descoberta por Harold W. Kroto,
Robert F. Curl e Richard E. Smalley, os quais vieram a ganhar o prémio Nobel de quimica em
1996 (Kroto et al., 1985). Um dos fulerenos mais conhecidos é o Cgg, consistindo em 60 atomos
de carbono estruturados em uma cipula geodésica composta por 20 hexdgonos e 12 pentdgonos,
com um carbono em cada vértice, agrupando-se de forma semelhante a uma bola de futebol
(ver Fig. 2). Essa estrutura € umas das principais formas do carbono e € mais resistente que o
diamante. Entretanto ela é bastante t6xica para o organismo humano, por este motivo acabou
nao sendo muito utilizado em fins praticos.

Seguindo o curso da histéria, a década de 90 foi marcada pela publicacdo de Sumio
Iijima, que apresentou pela primeira vez a existéncia de nanotubos, que sdo basicamente formados
por uma camada de grafite enrolada de forma que as extremidades sdao conectadas, tendo a forma
de um tubo (ver Fig. 2) (Iijima, 1991). Uma caracteristica importante desses materiais € que
eles podem ser condutores ou semicondutores, dependendo da maneira em que sdo enrolados
em relacdo a estrutura da rede bidimensional da folha de grafite (Ferry e Goodnick, 1999). Isso
reflete diretamente na sua capacidade condutora que € muito maior que um fio de cobre, por
exemplo. Eles possuem também uma alta condugdo térmica, podendo ser utilizados na conversiao

de energia em placas solares (Mor et al., 2006), apresentam uma resisténcia superior a do aco
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Figura 2 — Representag@o de quatro estruturas alétropas do carbono: grafite (a esquerda superior),
diamante (a direita superior), fulereno (a esquerda inferior) e nanotubo de carbono (a
direita inferior).

diamante

fulereno (C,,) fulereno (nanotubo)

Fonte: Elaborada pelo autor

e sdo muito menos densos que este, tendo uso pratico como, por exemplo, na constru¢ao civil
(Yakovlev et al., 2013).

Ap6s os nanotubos, varios outros materiais foram desenvolvidos e influenciaram na
forma como a tecnologia foi evoluindo. Essas nanoestruturas apresentam propriedades ligadas
diretamente a dimensionalidade do sistema. Tais materiais manifestam uma estrutura cujos
elétrons estdao confinados em uma ou mais dimensdes, ficando livres para se moverem em duas
dimensdes ou menos. Quando nos referimos a confinamento, estamos falando do aprisionamento
do elétron em uma regido muito pequena do espago. Por exemplo, um sistema cujas dimensoes
nas direcdes x e y sejam muito pequenas comparadas ao eixo z, pode ser visto como um exemplo
de fios quanticos, por outro lado, as nanofitas sdo estruturas com apenas uma dimensao muito
pequena. Com relacdo as nanoestruturas de confinamento em grafeno, os fisicos Ritter e Lyding
(Ritter e Lyding, 2009) observaram que as estruturas das bordas desses materiais tém uma grande
influéncia em suas propriedades.

E interessante ressaltar que a manipulacio dos materiais volumétricos (do inglés
bulk) em versdes com dimensionalidades reduzidas, tais que uma certa dimensao € muito menor
em comparacdo as demais, permite por sua vez a modificacao e adequacao das propriedades
optoeletronicas e de transporte, por exemplo, para as aplica¢des desejadas. Quando se refere a

um material bidimensional ou unidimensional, associa-se a essa liberdade de mobilidade dos
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Figura 3 — Processo de esfoliagdo mecanica utilizado no grafite para a obten¢ao do grafeno.
Figura adpatada da Ref. (Novoselov, 2011).

|
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|

Fonte:(Khan et al., 2014)(Chen et al., 1996)

portadores de carga. Por exemplo, o grafeno como um material bidimensional que na verdade
possui a espessura de um dtomo, mas mesmo assim considera-se como estrutura bidimensional.
No caso das nanofitas estamos aproximando o material para uma estrutura unidimensional, onde
podemos estudar o comportamento do elétron através da equacdo de Schrodinger unidimensional,
ou seja, reduzimos o estudo de um material tridimensional para um unidimensional.

A ideia de estudar essas nanoestruturas € compactar 0 maximo possivel os equi-
pamentos eletronicos, aumentando o seu desempenho e reduzir os custos de producdo. Estes
materiais vém ganhando uma grande parte do mercado tecnolégico e melhorado o desempenho de
computadores, televisdes e baterias, por apresentarem propriedades bastante tteis de condutores
e serem extremamente finos e maledveis como, por exemplo: o grafeno que pode ser utilizado
para a criagdo de micro antenas, fotodetectores, moduladores Opticos ou organic light-emitting
diode (OLEDs) (Dubey et al., 2016). Podemos citar também o oxido de galio que apresenta
aplicagdes tecnoldgicas voltadas para a eletroluminescéncia como display eletroluminescente
de filme fino, painéis de plasma, lampadas florescentes e muitas outras aplicacdes. Também
temos as nanofitas de ouro que, por sua vez, podem ser utilizadas para detec¢do quimica e
bioldgica, optoeletronica, terapia térmica com foto imagem biomédica, rotulagem de 4cido
desoxirribonucléico (DNA) (Khan et al., 2014)(Chen et al., 1996), dentre outras.

Quando falamos sobre nanoestruturas, atualmente pensa-se logo nos novos materiais
bidimensionais, tais como o grafeno, os dicalcogenetos de metais de transicao, o nitreto de boro
hexagonal, borofeno e o fosforeno. Esses materiais mostram-se muito importantes devido as
suas incriveis propriedades fisicas e at€é mesmo novos fendmenos nao observados nas versoes
bulk dos seus constituintes, apresentando assim um grande potencial em aplicagdes tecnoldgicas.

O grafeno € obtido através do grafite, um material encontrado em abundancia na natureza e é
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uma das formas alotrépicas mais comuns do carbono. A estrutura do grafeno é composta de
carbono conectados em forma de favo de mel, criando uma folha muito fina, com a espessura de
um 4tomo.

O primeiro método utilizado para obtencdo do grafeno é chamado de esfoliacdo
mecanica, o qual foi utilizado pelos cientistas André Geim e Konstantin Novoselov em 2004
(Novoselov et al., 2004). Eles partiram de uma estrutura de grafite pirolitico altamente orientado
(do inglés, HOPG - highly oriented pyrolytic graphite) e utilizaram a esfoliacio mecanica
para separar as camadas de grafeno manualmente, em um processo repetitivo de removagao e
deposicao das camadas em um substrato, como esquematizado na Fig. 3. Dessa forma, eles
obtiveram pela primeira vez uma camada fina de grafeno com espessura de até 10 um (Zarbin e
Oliveira, 2013). Tal feito, apresentou a comunidade cientifica a possibilidade real de manipular
cristais obtendo-os em suas versdes bidimensionais, com espessura de um ou poucos 4tomos.

A forma estrutural do grafeno permite a existéncia de varias propriedades impor-
tantes, tais como altas condutividades elétricas e térmicas. Também é um material com uma
resisténcia de aproximadamente 130 GPa e seu mddulo de Young € de 1 TPa, sendo o mais
alto ja medido (Chen et al., 2010)(Wei e Kivioja, 2013). Devemos também dar énfase a sua
condutividade que é aproximadamente 2.10* S/cm e sua mobilidade eletronica de 2.10° cm?/V.s,
que é muito maior que a do silicio. Ainda podemos mencionar uma das suas propriedades
Opticas, tal como sua alta transparéncia que permite a passagem quase completa de toda a luz
(Wei e Kivioja, 2013), absorvendo apenas 2,3%. Outra propriedade intrigante € que o seu gap de
energia € zero, tal que suas bandas de energia sdo dadas na forma de cones, cujas pontas se tocam
em seis pontos de alta simetria da rede reciproca. Tais portadores de cargas de baixas energias,
nas proximidades dos seis cones, podem ser descritos por uma teoria efetiva, através da equagao
de Dirac-Wely, comportando-se como férmions de Dirac sem massa (Geim e MacDonald, 2007).

Seguindo o curso histérico das obtencdes dos materiais bidimensionais, apds a
primeira obtencdo do grafeno em 2004, comecou aparecer estudos em nitreto de boro hexagonal,
que é um material isolante com gap de energia da ordem de 5 eV e com formato andlogo ao
grafeno, mas constituido por dois elementos quimicos (B - boro e N - nitrogénio), ao contrario
do grafeno, composto apenas por carbono. Intensivos estudos em uma familia de materiais,
rotulados como dicalcogenetos de metais de transi¢ao (com abreviagdo TMD, do inglés transition
metal dichalcogenide), e identificados por MX», onde M indica os metais de transi¢ao e X os
calcogénios, tais como enxofre (S), selénio (Se) e teldrio (Te), ganhou destaque apds a obtengdo

do dissulfeto de molibdénio (MoSe;) em 2010 (Mak et al., 2010), embora os primeiros relatos
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Figura 4 — Representamos no painel (a) a visao superior de uma monocamada de fésforo negro.
No painel (b) apresentamos um bulk formado por trés monocamadas do fésforo negro.

B, L3 L2

Fonte: https://www.interempresas.net/MetalMecanica/Articulos/120800-Fosforeno-el-nuevo-
semiconductor.html,acesso em 01 de Nov. 2024

sobre monocamadas de TMD remontam 30 anos atras (Joensen et al., 1986).

Em 2014, dez anos apds a primeira obtencao do grafeno, foi isolado o fosforeno por
dois grupos de pesquisas distintos, um na China (Li et al., 2014) e outro nos Estados Unidos
(Liu et al., 2014). Essa material lamelar, que € a forma alotrépica mais estdvel do fésforo,
apresenta uma estrutura enrugada interligada por forcas de van der Waals de uma maneira muito
semelhante ao grafite. A mencionada semelhanga com o grafite se deve as fracas ligagdes de
van der Waals entre as camadas que permite que seja possivel utilizar o mesmo método de
exfoliacdo mecanica usado para obter o grafeno. Os dtomos sao organizados de forma que ao
longo da direc@o armchair encontra-se uma superficie corrugada, saindo do plano, formando
duas subcamadas contendo quatro dtomos por célula unitéria, tal que em uma vista superior
apresente estrutura na forma de favo de mel, como ilustrado na Fig. 4. Sua forma enrugada se
deve ao tipo de hibridizagio sp?, e como consequéncia, esse material apresenta uma estrutura
de bandas altamente anisotrdpica, levando a vérias propriedades fisicas serem dependentes da
direcdo cristalografica, tais como: condutividade térmica, condutividade elétrica, e absorcdo
de luz, por exemplo. (Carvalho et al., 2016)(Khandelwal et al., 2017)(Tahir et al., 2020) Vale
ressaltar que o fosforeno € um semicondutor de gap direto, isto €, o minimo da banda de conducao
estd no mesmo ponto do espaco reciproco do maximo da banda de valéncia, com valor de gap de
aproximadamente 2 eV, em que a energia depende quase linearmente com o momento ao longo
da direcdo I' — X (zigzag), e quadraticamente ao longo da direcdo I' — Y (armchair). A presenca
do gap de energia no fosforeno e sua manipulagao através de voltagem externa ou adicao de mais
camadas, apresentando uma diminui¢@o do valor de gap com o aumento do nimero de camadas,

mostram-se propriedades promissoras para sua aplicagcdo em nanoestruturas semicondutoras
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Figura 5 — (a) Estrutura cristalina do fosforeno, indicando os vetores primitivos da rede real,

0.4}

0.2}

y (nm)

0.2F

D44+

0.0}

a; e a3. (b) Primeira zona de Brillouin e os pontos de alta simetria: I', X, ¥, e
S. (c) Relagdo de dispersdo de uma monocamada de fésforo negro ao longo dos
pontos de alta simetrias. Espectro de energia foi obtido utilizando modelo tight-
binding simplificado com apenas dois hoppings, t| € t,, como indicado no painel (a),
e discutido no Capitulo 4.
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Fonte: Elaborado pelo autor

na criacdo de dispositivos eletronicos (Tran et al., 2014)(Castellanos-Gomez et al., 2014). Na

Fig. 5 apresentamos o espectro de energia de uma monocamada de fosforeno, notando o aspecto

anisotrépico das bandas, como mencionado. Tal espectro de energia foi obtido dentro do modelo

tight-binding bastante simplificado com apenas dois hoppings distintos, cuja abordagem sera

utilizada e discutida no estudo de nanofitas de fosforeno no Capitulo 4.

1.4 Gas de elétron bidimensional

Agora iremos discutir sobre os efeitos da redu¢ao da dimensionalidade em sistemas

semicondutores, em especial na formacao de heterojuncdes semicondutoras, que por sua vez é

uma das formas de se obter um sistema de gas de elétrons bidimensional. Para este fim e sem
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Figura 6 — (a) Representacdo esquematica de heterojun¢des semicondutoras na formacao de um
sistema de gds de elétrons bidimensional. A juncdo € formada pelo AlGaAs dopado
do tipo n e pelo GaAs. (b) Alinhamento das bandas de energia (E.: banda de condu-
¢do e E,: banda de valéncia) dos dois semidoncutores que formam a heterojuncao,
ilustrando a posi¢do do nivel de Fermi £y em cada um deles. A direita, representa-se
a distor¢do das bandas de energia com a formacao de potencial do tipo triangular.

(@)

Fonte: Elaborado pelo autor

perda de generalidade, assumimos dois semicondutores, arseneto de gélio e arseneto de gélio e
aluminio (AlGaAs), que possuem gaps de energia diferentes e que formam uma heterojuncao,
como ilustrado na Fig. 6. Na juncdo desses semicondutores, aparecem camadas bidimensionais
de conducdo na direc¢do perpendicular a direcdo de crescimento da heterojuncao (Datta, 1997).
Em adicao, sabe-se que estes materiais sofrem dopagem (AlGaAs do tipo n e GaAs do tipo p)
(Ayling et al., 1994)(Heiblum, 1985) de doadores impuros. Assim, observa-se que os niveis de
Fermi para os largos gaps do AlGaAs sdo muito maiores que os baixos gaps do GaAs. Essa
diferenca dos gaps de energia e devido aos efeitos eletrostdticos em virture do acimulo de
cargas nos semicondutores dopados, faz surgir uma distor¢do nas bandas na interface, que fica
descrito por um potencial no formato triangular, como ilustrado na Fig. 6(b). Este potencial
triangular confinara os elétrons na direcao de crescimento e os portadores de carga possuem
mobilidade eletronica apenas ao longo da direcao paralela ao plano da heteroestrutura. Dentro
da aproximacgdo da massa efetiva, o mencionado problema pode ser tratado como um elétron
livre com uma certa massa efetiva que depende dos semicondutores que formam a heterojungdo
movendo-se no plano em vermelho indicado na Fig. 6(a). Devido ao confinamento na direcao
de crescimento e liberdade nas outras duas dire¢des, nomea-se esse sistema como um gas de

elétron bidimensional (2DEG). A concentragdo de portadores em 2DEG tem um intervalo tipico
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de 2.10'"! /em? 2 2.10'2 /cm? e pode ser esgotada aplicando uma voltagem entre os terminais.
Uma importancia prética dessa estrutura reside em seu uso como transistor de efeito de campo.

Motivado pelo formato do potencial linear nas heterojungdes entre semicondutores
com bandgaps diferentes, iremos apresentar no Capitulo 3 resultados para o transporte eletronico
em semicondutores isotrdpicos e anisotropicos considerando a aplicacdo de um potencial linear,

tipico potencial interfacial entre materiais semicondutores.

1.5 Semicondutores Isotropicos versus Semicondutores Anisotrépicos

Até o momento discutimos sobre os semicondutores em geral, mas ainda nao nos
aprofundamos na diferenca entre um semicondutor isotrépico e um semicondutor anisotrépico,
como € o caso de alguns TMD’s e do fosforeno, respectivamente. A natureza dessa diferenca
€ uma consequéncia direta da estrutura de bandas dos materiais. Para entendermos esse com-
portamento nos semicondutores, vamos primeiramente entender a diferenca entre anisotropia e
isotropia. As propriedades de um sistema podem variar de acordo com a dire¢ao do espago con-
siderado, dando origem a dire¢des privilegiadas. Em contraposi¢do com a isotropia, que indica
a independéncia direcional, essa dependéncia das grandezas fisicas com a orientacdo espacial
€ chamada de anisotropia. A isotropia estd intimamente relacionada com as propriedades de

conservagdo de um sistema fisico. Se dissermos que o espaco € isotropico, estaremos afirmando

Figura 7 — (a) Estrutura de bandas de um semicondutor qualquer, destacando as bandas de
condugdo (vermelho) e valéncia (azul). O fundo da banda de condugao e o topo
da banda de valéncia sdo aproximados por relacdes de dispersdes parabdlicas. (b)
[lustrag@o de estrutura de bandas de um semicondutor anisotrépico, sendo aproximado
via método da massa efetiva por pardbolas com diferentes concavidades ao longo das
diferentes direcdes: uma para a dire¢do x (I'— X, pontilhado azul) e uma para direc@o
y ('Y, pontilhado verde).
(a) E4 ,. b) . : FE4

Banda de coﬁdugéo

| Gap de Energia

“" Banda de valéncia™

Y& —- T —>
Fonte: Elaborado pelo autor
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que a escolha arbitraria do eixo coordenado ndo influencia nas propriedades fisicas do sistema,
portanto a sua lagrangeana torna-se invariante sob rotacdes e consequentemente 0 momento
angular deve ser conservado (MARION e THORNTON, 2004).

Podemos ver o aparecimento da anisotropia em vdrias propriedades, tais como na
propria massa dos elétrons (Chen et al.; Chen et al., 1996, 2010), nas propriedades de transporte
eletronico (Morrison e Myronov; Cheng e He, 2017, 2016) e na estrutura de bandas (Losovyj
et al., 2008). Ainda podemos ressaltar que existem materiais cujas propriedades anisotropicas
e isotrdpicas coexistem, dependendo apenas das propriedades do corpo que estamos tratando,
como por exemplo os quasicristais (Gong et al., 2006). Ainda podemos citar alguns outros
materiais que também apresentam propriedades anisotrépicas, tais como o 6xido de galio e
nanoparticulas de ouro (Au) que apresentam respectivamente anisotropia na sua condutividade
dependendo da direcdo que estamos considerando e a chamada anisotropia magnética, tendo
uma direcao privilegiada para a magnetizacao espontanea (Gong et al.; Shih e Wu, 2006, 2010).

Uma propriedade bastante importante e que nos ajuda a entender a diferenga entre
semicondutores isotropicos e anisotrépicos € o comportamento da sua estrutura de bandas que
pode refletir diretamente no comportamento dos portadores de cargas, assim como sua massa.
Podemos entender esse comportamento estudando o conceito de massa efetiva que consiste
basicamente em aproximar as bandas de energias por uma pardbola, como apresentado na
Fig. 7(a). Isso nos permite determinar o valor da massa efetiva (Rezende, 2004)(Harrison e

Valavanis, 2005), dada por

h2
~ 92E/okY’

m*

(1.1)

que estd relacionada com o inverso da curvatura da banda ajustada pela pardbola.

Da mesma maneira, podemos utilizar a expressao (1.1) para obter as massas efetivas
ao longo das diferentes dire¢Oes para um sistema cuja a estrutura de bandas € anisotrépica, que
apresenta concavidades diferentes nas dire¢des diferentes. Esse € o caso do fosforeno, como
pode ser visto na Fig. 5(c) e ilustrado na Fig. 7(b), em que uma forte anisotropia € observada ao
longo das direcdes armchair e zigzag. Assim, ajustando duas parabolas, uma para cada direcao,
podemos obter as duas massas efetivas, uma para a dire¢do armchair e uma para a zigzag.

Assim, a assinatura do comportamento anisotropico das bandas de energia de um

determinado material resulta em massas efetivas distintas, assim como velocidades de grupo
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dependentes das dire¢des e, consequentemente, espera-se que vdrias outras propriedades fisicas

sejam influencidas pela escolha da direcao cristalografica.

1.6 Escopo da Dissertacao

Em geral, nosso objetivo com este trabalho € aprender diferentes métodos tedricos e
computacionais que possibilite estudar as propriedades de transporte eletronico de sistemas de
baixa dimensionalidade. Para isso iniciaremos o nosso estudo no Capitulo 2, apresentando pri-
meiramente alguns conceitos fundamentais do transporte mesoscopicos, assim como a diferenca
entre os condutores degenerados e ndo degenerado, os modos transversais, a ideia de transporte
balistico, juntamente com as defini¢des dos comprimentos caracteristicos (livre caminho médio
e o comprimento de relaxacdo de fase). Posteriormente obteremos a férmula de Landauer,
especificando o seu escopo e 0 motivo da generalizagdo com a férmula de Biittiker. No final do
capitulo, iremos considerar os casos de dispositivos com dois, trés e quatro terminais.

No Capitulo 3, tratamos do método da matriz de transferéncia. No decorrer do
capitulo, nds apresentamos o conceito da matriz de transferéncia e espalhamento, estabelecendo
uma relag@o entre ambas, além de discutir algumas propriedades que podem ser utilizadas para
reduzir o ndmero de varidveis tratadas durante a solucao de um determinado problema, usando a
conservagdo da densidade de corrente e simetria de conservacdo de reversdo temporal. Mais adi-
ante no capitulo, apresentaremos a interpretacdo fisica dos elementos da matriz de espalhamento,
como a amplitude de transmissdo e reflexdo, algumas propriedades da matriz de transferéncia, e
abordaremos a situa¢do do uso do método para multiplas regides de espalhamento. Em seguida,
mostraremos como obter os estados propagantes e estados ligados, além de apresentar a aplicacdo
do método para o caso de mdltiplas barreiras de potencial idénticas, utilizando a identidade de
Chebyshev. No final do capitulo, utilizaremos o método da matriz transferéncia para estudar
o transporte eletronico para dois diferentes perfis de potenciais em sistemas semicondutores
isotropicos e anisotropicos: barreiras de potenciais quadradas e lineares. Uma abordagem gené-
rica, para uma regiao com um potencial com formato qualquer é considerado, e utilizando essa
abordagem escrevemos um c6digo computacional para obter os coeficientes de transmissao em
funcdo dos parametros do sistemas. Além disso, resolvemos analiticamente o caso da juncao p-n,
com interfaces abruptas e lineares. Os sistemas em estudo sdo investigados com a orientacdo
arbitraria com relacdo a direcdo cristalografica do semicondutor bidimensional.

No Capitulo 4, apresentamos 0 método da fun¢do de Green no equilibrio. Incialmente,
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apresentamos a defini¢do de funcdo de Green, a equagdo de Dyson, juntamente com o método
recursivo. Discutimos alguns exemplos através do método recursivo por decimagdo para os casos
de cadeias lineares com um, dois e trés sitios, e cadeias infinitas e semi-infinitas. Posteriormente,
expandimos o método de decimagdo para os casos de cadeias escadas e redes bidimensionais.
Nessa perspectiva, estendemos as discussdes para uma rede quadrada e para as redes cristalinas
do grafeno e fosforeno, que podem ser vistas como redes de tijolos isotrépico e anisotrépico,
respectivamente. Em ambos os casos de cadeias lineares e redes bidimensionais, apresentaremos
discussdes sobre o célculo de propriedades eletronicas, como densidade de estados, densidades

de estados locais e fungdo espectral, além de propriedades de transporte, como transmissao.
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2 TRANSPORTE ELETRONICO EM SISTEMAS MESOSCOPICOS

Ao longo do presente capitulo, abordaremos conceitos basicos relacionados com
o transporte eletrénico em sistemas mesoscopicos, que serdo a base para o entendimento das

propriedades que serdo calculadas e discutidas nos capitulos seguintes.

2.1 Condutor degenerado e nao degenerado

Aqui abordaremos o conceito de condutores que estdo no limite degenerado e nao
degenerado, com este intuito vamos introduzir a ideia de densidade de estados e determinar o
ndmero total de estados ocupados N7, a partir do qual seremos capazes de determinar a densidade
de elétrons ng. Para isso, primeiramente consideraremos que o espaco seja bidimensional, entdo

para cada energia vamos ter k> = k)zc + k%, como representado na Fig. 8.

Figura 8 — Representacdo dos estados k do sistema, assumindo uma condi¢do periddica.
ky 4
°

v

Fonte: Elaborado pelo autor

Assumindo que o condutor apresenta as condi¢des de contorno periddicas, e tem
dimensdes grandes o suficiente dadas por L, e Ly, temos que os estados apresentam espacamento

com o inverso do comprimento do condutor em suas respectivas direcdes x e y dadas por

2
k= Z”’“, (2.12)
‘X
2
k= 2 (2.1b)
Ly

pe 2 pd pe Ve .
A drea do plano dos estados ocupados por 4%, onde S € a drea do condutor e a drea do circulo na

Fig. 8 é dado por k?, em que o nimero total de estados, para os dois spins, é dado por

nk*  mS
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Observe que foi utilizado a energia do gés de elétron bidimensional, onde Es; =
E.+ €1, sendo E, a energia de conducgdo e € o nivel mais baixo das sub-bandas do gas de

elétrons bidimensional, onde a energia total deve ser dada por

72
E=E;+—K. (2.3)

2m
O segundo termo € obtido, porque os elétrons sdao livres no interior de um gas de elétron
bidimencional.

O nosso objetivo € determinar a densidade de estados por unidade de drea e energia,

tal como

1 d m

onde O € a funcdo degrau. Para continuar, devemos nos lembrar que cada elétron tem uma
probabilidade de ocupar um determinado estado, onde a equacdo que descreve essa distribui¢ao

€ conhecida como fun¢do de Fermi (Datta, 1997)

1
fO(E) = 1+e(E*Ef)/kBT’

(2.5)
onde Ey € a energia de Fermi. Na Fig. 9 podemos observar os limites da Eq. (2.5) na qual para

Figura 9 — Representa¢do da funcdo de Fermi no interior da banda no (a) caso para altas tempe-
raturas (ndo degenerado) e (b) para baixas temperaturas (degenerado).

(a) (b)
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Fonte: Elaborado pelo autor

altas temperaturas temos o limite ndo degenerado, cuja exponencial € muito maior que 1 e a

funcdo de Fermi torna-se aproximadamente
fo(E) = elE-EP/RT. (2.6)

Para baixas temperaturas, a exponencial torna-se muito menor que 1 no limite degenerado, tal

como mostra a Fig. 9b em que a funcdo de Fermi torna-se uma fun¢ao degrau

fo(E) = 6(E;—E). 2.7)
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Sabendo a densidade de estados N e a fun¢do de Fermi, devemos ser capazes de

determinar a densidade de elétrons ng escrita como

ny — / N(E) fo(E)dE. 2.8)
Usando o limite degenerado, tem-se que n; fica

ny = % / O(E —E,)0(E; —E))dE = Ny(E; — E), (2.9)
onde N, = #

2.2 Modos Transversais

Na presente secdo iremos discutir a existéncia de modos transversais, verificando o
comportamento das fungdes transversais, sub-bandas, e a forma de propagacdo das fun¢des de
onda, de maneira tal que possamos entender os estados dos elétrons no interior de um condutor
sujeito a um campo elétrico e/ou magnético.

Na Fig. 10 abaixo observa-se um condutor sujeito a um potencial do tipo transversal,
ou seja, existe um potencial que muda de intensidade quando a particula se movimenta na
direcdo transversal y do condutor, mas ndo possui esse comportamento na dire¢do x, podendo se

movimentar livremente neste sentido.

Figura 10 — Condutor retangular com dire¢éo x uniforme e potencial transversal U (y).

« L | t y
A
W )
y
L v
X

Fonte: Elaborado pelo autor

Estando a particula livre na direcdo x, a funcdo de onda que a descreve deve ser dada

por uma onda plana do tipo ¢/**. Utilizando separagio de varidveis, podemos escrever que a

funcdo de onda para ambas as dire¢des é dada por

1 .
y(x,y) = TLe"%(y), (2.10)
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que € solucao da seguinte equagdo de Schrodinger

(ihV + eA)?

E
st 2m

+UO) | vxy) =Ev(x,y), 2.11)

onde E; € a energia do fundo da sub-banda de energia. Observe que estamos assumindo que existe
um campo magnético na dire¢do z, entrando perpendicularmente no condutor, cujo potencial
vetor é A = Byx, de forma que podemos escrever a equagdo de Schrodinger considerando apenas

a dire¢do transversal

hk+eA)?  p?
gy (kteA)? P

U
2m 2m +HUG)

x)=Ex(©). (2.12)

Aqui discutiremos trés casos na solvucdo da equagdo acima. O primeiro caso é para
U(y) # 0 e B =0. Nesta primeira situa¢do, vamos considerar o tipo de potencial como sendo do
tipo parabdlico

1
Uly) = zmcogyz. (2.13)

Aplicando essas informagdes na equacdo de Schrodinger

2
Eerh—kZJr&lemwozy2 X)) =Ex(y) (2.14)
2m  2m 2 ’

usando py = ihd /dy e organizando os termos, temos que

02 2m(E—E,) kK mPw}

0 que resulta em

2

onde definimos

_2m*w(E—E;) mok?

A 3 e (2.17)
€
&= /"2y (2.18)

A solugdo da Eq. (2.16) possui a forma dos polindmios de Hermite H, (&), dados por

x(y) = e S PH,(E). (2.19)
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O autovalores sdo dados por
2 k2

E(nk) = Es+ ——
(n,k) s+ .

1
+(n+§)h(oo, n=1,273,... (2.20)

Note que esta equagao nos da as sub-bandas de energia do sistema, ou 0s comumente
chamados modos transversais, onde para cada modo existe vdrios estados k possiveis, como

apresentado na Fig. 11. Veja que o espacamento entre duas sub-bandas é hay. E importante

Figura 11 — Relacdo de dispersdo para n niveis de energias para um sistema sujeito a um potencial
transversal parabdlico.

n=1,2,3,4 ... 4EK)
[ \ | | | ] | 1 Ef

Fonte: Elaborado pelo autor

destacar que o confinamento na direcdo z € muito forte e o espacamento das sub-bandas é
muito grande, fazendo com que apenas a primeira sub-banda seja ocupada, diferentemente do

espacamento das sub-bandas na direcdo y que s@o menos espagadas e tem muito mais bandas

ocupadas.
Da definicao de velocidade de grupo, obtém-se que
1dE(n,k) hk
ky=—-—>""+=— 2.21

mostrando que a velocidade de grupo estd na mesma dire¢do do nimero de onda e independe da
sub-banda que estamos considerando.
O segundo caso a ser analisado corresponde a situagdo em que o potencial U(y) =0
e B # 0. A equacgao de Schrodinger fica
hk+eBy)®  p;
( y) L2

E
st 2m 2m

x(y)=Ex, (2.22)
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onde
hik+eBy)* 1
£t BB 23002 | 20) = B2, @.23)
definindo
hk
ek 2.24
k=g (2.24)
€
B
w. =2 (2.25)
m
Fazendo o mesmo procedimento anterior, e definindos
2m*w(E —E
5= 2o - ). (2.26a)
fi
£= /"0, (2.26b)

&=/ v (2.26¢)

onde utilizamos uma mudanga de variavel &7 = & + &; na equac@o de Schrodinger

%% (y)
0&2

cuja solugdo deve ser do tipo

+(A=&F) x() =0, (2.27)

x(y> = e*(§+§k)2/2Hn(€ +£k)7 (2.28)
onde
E(n,k):Es—I—(n—l—%)ha)c, n=1,2,3,... (2.29)

E interessante notar que esta equacdo descreve os niveis de energia independente
do estado k, ou seja, as sub-bandas de energia devem ser dadas como retas paralelas com

espacamento 7i@., e ainda podemos determinar que a velocidade de grupo

_ 10E(nk)

V(nk) = 5 == =0, (2.30)

Podemos entender esse comportamento se associarmos ao modelo classico, onde um
elétron sujeito a um campo magnético se movimenta em um circulo, ou seja, os elétrons estdo se
movimentando, mas ndo estdo se propagando como uma corrente de elétrons, por este motivo a

velocidade de grupo € nula.
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Agora da equacdo obtida da fun¢do de onda, podemos notar que ela depende dire-
tamente do nimero de onda k, ou seja, para cada estado do elétron existe uma fungdo de onda
correspondente. Em geral, estamos dizendo que a funcdo de onda difere ao longo da direcdo y
do nosso condutor.

Para finalizar iremos verificar o caso onde U (y) e B sao diferentes de zero concomi-

tantemente. Isso consiste no caso mais geral possivel

hk+eBy)? p: 1
Eﬁ%JrﬁvLEmw%yz x() =Ex(y). (2.31)

Fazendo algumas manipulagdes

2 232 2 2
p 1 ojo 1 )
c0 0
definindo novamente
2m?w.o(E — E

A= = C(;l(S J —m4(1)(%(1)C2Y%7 (2.33)
e

0
Y (2.34)

mao,
&=/ ke (2.35)

Figura 12 — Relagdo de dispersdo para um sistema sem campo elétrico e com campo magnético
na direc¢do z.

4 E(k)
E
n=3
2
1
B
K

Fonte: Elaborado pelo autor
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2

., ((n
onde fazemos a mudancga de varidvel &7 = & + —%&, encontramos

0

(0
92
TED) L (a- ) a) =0, (.36
&7
cuja solugdo é
2

—(E+%-&)%/2 ?

A =e T %0 TH(E+ &), (2.37)
ch
onde
1 k> o}

E(l’l,k) = ES + (n+ 5) ha)c() + %w—goha)c n= 1,2,3, oo (238)

Essa relacdo de dispersdo € quase a mesma para 0 caso sem campo magnético,
estando diferente somente pelo termo fraciondrio das frequéncias angulares e pela prépria
frequéncia angular ser diferente. Isso tudo faz com que a relagdo de dispersao tenha parabolas

mais abertas e com niveis espacados /., onde a velocidade pode ser dada por

19E(n,k)  hk o?
k)= —-—a = ——2
= T T me,

(2.39)

Podemos notar um comportamento semelhante ao caso com campo magnético igual
a zero, em que somos capazes de afirmar que para k positivo o elétron se propaga para direita e
para k negativo a propagacao € para esquerda. Isto €, somos capazes de diferenciar os estados
dos elétrons pela dire¢do de propagacdo. Quanto a fungdo de onda, temos 0 comportamento
semelhante ao caso do potencial elétrico igual a zero, onde a posi¢do y da particula determina

diferentes fun¢des de onda, devido a dependéncia direta dos estados do elétron.

2.3 Transporte Balistico

Quando falamos de condutores macroscopicos e o transporte de elétrons nesses
condutores, devemos levar em consideragdo a resisténcia causada pela existéncia de espalha-
mentos dentro do condutor, seja devido a impureza, fonons ou até mesmo por outros életrons,
ou seja, essas interagdes funcionam como uma barreira para dificultar a passagem de elétrons
e influencia diretamente na resisténcia do condutor. Agora consideramos que o tamanho do
condutor € menor que a média da distancia entre cada centro espalhador, sendo esta média
conhecida como o livre caminho médio /,,,. De maneira mais exata o livre caminho médio é a
maior distancia que um elétron pode percorrer antes que o0 momento inicial seja completamente

alterado como consequéncia do espalhamento. Os condutores que possuem comprimento menor
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que este livre caminho médio sdo conhecidos como condutores balisticos. Dessa forma os
condutores balisticos permitem a passagem de elétrons sem a existéncia de espalhamentos do
tipo que falamos anteriormente, mas devemos salientar que as bordas do condutor funcionam
como barreiras que permitem os elétrons serem refletidos, mas sem perder seu momento inicial

completamente, como representado na Fig. 13.

Figura 13 — Representacdo do transporte balistico.

L

3

\ | 4
>

w

Fonte: Elaborado pelo autor

Além do livre caminho médio que especifica a condi¢ao de transporte balistico,
existe também um outro comprimento util que estabelece as condi¢des para o transporte difusivo.
Esse comprimento € chamado de comprimento de relaxagdo de fase [y, sendo definido como a
maior distancia percorrida pelo elétron até que sua fase inicial da func¢do de onda seja alterada.
O transporte difusivo ocorre quando o dispositivo tem comprimento maior que o livre caminho
médio e menor que o comprimento de relaxacao de fase.

Ainda € interessante resaltar que o livre caminho médio est4 diretamente ligado a
resisténcia do condutor, uma vez que o seu valor deve diretamente estd associado ao nimero de
centros de espalhadores no dispositivo. Agora uma questdo importante €: Existe resisténcia nos
condutores balisticos? Em geral, para respondermos isso, devemos lembrar que em um condutor

macroscopico, a condutancia € inversamente proporcional ao comprimento do condutor

w
G=0—, (2.40)
L

logo se fizermos o valor de L reduzir indefinidamente, notaremos que a condutividade vai para o
infinito e a resisténcia R = 1/G vai para zero, isso deveria mostrar que quando L fosse menor que
l,, o transporte seria sem resisténcia, mas experimentalmente ¢ mostrado que o comportamento da
condutividade tende para um limite G¢ quando L < [,,. Isso mostra que o método convencional
do estudo de transporte ndo € mais valido para esses dispositivos, o formalismo mais utilizado

para resolver problemas nesse tipo de escala € chamado de formalismo de Landauer.
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Agora uma questao importante que pode ser resolvida € de onde vem essa resisténcia.
Essa resisténcia surge devido aos contatos, que sao bastante diferentes do condutor. Por isso
chamaremos essa resisténcia de resisténcia de contato G 1(Datta, 1997)(Imry, 1986). Em geral
ocorre devido a diferengca de modos transversais entre os contatos € o condutor, uma vez que o
nimero de modos transversais deve ser muito maior nos contatos para que sua condutancia seja
extremamente alta.

Para calcularmos a resisténcia de contato, primeiramente iremos considerar que os
contatos sdo sem reflexdo, ou seja, consideramos que a energia do elétron no condutor ndo
esteja muito perto da parte inferior da banda, um elétron pode sair de um condutor estreito para
um contato amplo com probabilidade insignificante de reflexdo(Datta, 1997)(Szafer e Stone,
1989). Na Fig. 14, estamos vendo os estados do condutor balistico sem reflexdo para cada modo

Figura 14 — Relacdo de dispersdo para o condutor balistico, considerando contatos sem refle-
xao(Datta, 1997).

AN=4 3 2, 1
M

M,

Corrente liquida
de
elétrons

=V

Fonte: Elaborado pelo autor

transversal, em que existe uma relagdo de dispersdo E (N, k) para cada estado e modos tranversais,
onde a energia de corte deve ser ey = E(N,0). Dessa forma se considerarmos uma determinada
energia E, para acharmos o nimero de modos transversais dentro desta energia, devemos saber

quantas energias de corte cabem dentro dessa energia E. Para isso, devemos fazer
M(E) =Y 6(E—ey), (2.41)
N

sendo O(E — €y) uma funcdo degrau que para E > gy vai sempre resultar em um, e E < &y em
Zero.
Se considerarmos um gas de elétrons uniforme, notaremos que a corrente elétrica

deve ser env, sendo n a densidade de elétrons e v a velocidade. Agora no nosso caso, a densidade
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de elétrons para um estado k € dada pelo inverso do comprimento do condutor e a velocidade

considerada deve ser a velocidade de grupo

1 JE
=——. 242
" hok (242
Também devemos entender que f(E) descreve a ocupacdo dos estados k. Entdo

podemos construir a corrente da esquerda para a direita como

e « IE

Trocando a soma em k por uma integral e considerando os dois spins

e

+o0
I=- /8 f(E)dE. (2.44)

Essa integral calcula a corrente para um tnico modo transversal, agora para deixa-la

de uma maneira mais geral devemos fazer

Qe [T

==
h Je

M(E)f(E)dE. (2.45)

Portanto se considerarmos um caso particular em que M € constante sobre um

intervalo de energia ) < E < Uy, entdo

2 _ _
jo2e ) Ge (1 uz)’ (2.46)
h e e
onde
h
Ro=G'l=——, 2.47
¢ 2e2M 247)

sendo /1/2¢? ~ 12,9kQ e sabendo que em um problema real M é muito grande, ento a resisténcia

de contato é muito pequena.

2.4 Formula de Landauer

Na secao anterior estudamos o conceito de condutores balisticos e a existéncia de
uma resisténcia de contato que ndo depende do comprimento do condutor e nem de sua largura,
ou seja, ndo depende das suas dimensdes, mas depende do nimero de modos transversais na
Eq. (2.47). Nosso objetivo agora é estabelecer uma férmula que incorpore de forma geral essas
afirmacdes, através da conhecida férmula de Landauer. Em geral essa férmula nos permite
calcular a condutancia de condutores balisticos com a probabilidade de espalhamento devido aos

elétrons que percorrem os condutores.
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Figura 15 — Representacdo esquemadtica de uma transmissao 7" através de dois Leads conectados
a um condutores em um sistema com temperatura igual a zero.

a)
( Condutor

LEAD1 LEAD2
/ | \ )

Dy

k k

Fonte: Elaborado pelo autor

Na Fig. 15 somos capazes de ver um sistema com os Leads 1 e 2 conectados aos
contatos 1 e 2 de forma que consideramos as correntes de incidéncia, reflexdo e transmissao
entre os Leads para determinar a transmissao. Nosso objetivo € relacionar de forma geral essa
transmissao e a condutancia para achar a féormula de Landauer.

Antes disso devemos entender um importante resultado que ocorre devido a conside-
rarmos os contatos como sendo sem reflexdes. Primeiramente entendemos que ao fazermos esta
afirmacdo, estamos dizendo que os elétrons que fluem do contato direito nunca irdo ser ocupados
pelos estados +k no Lead 1, uma vez que os elétrons que estido saindo do contato esquerdo estao
sendo ocupados pelo estado —k no Lead 1 e posteriormente despejados no contato 1 sem que
ocorra uma quantidade muito relevante de reflexdo ao se chocarem com o contato esquerdo,
impossibilitando que estes elétrons voltem para o Lead 2. Consequentemente o nimero de
elétrons no estado —k no Lead 1 que entram no contato 1 é quase o mesmo, gerando um estado
de equilibrio entre o Lead e o contato. Da mesma forma, os elétrons que surgem do contato
esquerdo irdo povoar os estados +k no Lead 2 e naturalmente serdo despejados no contato 2 sem
reflexdo, fazendo também com que os Leads entrem em equilibrio com o contato direito. Isso
faz com que o nivel de quasi-Fermi do Lead 2 para o estado +k seja sempre ;. O mesmo pode
ser aplicado para os estados —k no Lead 1, tendo seu nivel quasi-Fermi igual a ;.

Devemos ver que até o momento negligenciamos a existéncia de reflexao na passa-
gem de um Lead para o outro, sendo as ondas de saida, mesmo sabendo que parte dos estados —k
e +k irdo ser povoados, ndo necessariamente precisamos conhecer a distribuicdo desses elétrons,

pricisaremos apenas da distribui¢do de energia dos estados de entrada, como veremos mais
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adiante. Devemos ressaltar ainda que os contatos sem reflexdo permitem um fluxo de entrada dos
Lead para os contatos quase que completamente sem reflexdo, permitindo que entrem em um
equilibrio eletroquimico, consequentemente o Lead e o contato acabam sendo confundido com
um unico dispositivo e basicamente podemos negligenciar a existéncia dos contatos e calcular
apenas a transmissiao consequente da interacao entre os Lead.

Para continuarmos nossa discussao e obtermos a férmula de Landauer, primeiramente
devemos considerar a Fig. 15, onde admitimos a regido de transmissao (dispositivo) de uma
forma arbitréria e assumimos que a temperatura € igual a zero. Ainda devemos observar que os
elétrons vém com energia i no Lead 1 e saem para o Lead 2 com U, portanto podemos obter a
corrente de elétrons If’ nesse intervalo de energia, considerando o nimero de modos constantes,
pela Eq. (2.44) é dada por

2e
I = = M( = 1), (2.48)

quando o fluxo de elétrons passa de um Lead para o outro pelo dispositivo central, parte sofre
reflexdo e a outra parte € transmitida com transmissdo T. Dessa forma o fluxo de elétrons

consequénte de IIJr deve ser a parte desta corrente transmitida

2e
I = —MT (i — o), (2.49)

e naturalmente a parte da corrente que foi refletida no Lead 1 tem que ser o fluxo de entrada

menos o transmitido

2e

_ 2e 2e
I = IM(M — ) — WMT(M — ) = ?M(l —T) (U1 — U2). (2.50)

Veja que a corrente liquida que percorre ambos os Leads, igualmente consequente do fluxo de

entrada, deve ser

_ 2e
Izﬁlezge:zMTmrﬁh% (2.51)

de forma que € conveniente definirmos a nossa condutancia por

2
G:fMT (2.52)

Este resultado conhecido como a férmula de Landauer nos permite determinar as
propriedades de transporte de um sistema mesoscopico simplesmente calculando as transmissoes,
resultando na capacidade de condugdo e resisténcia do dispositivo juntamente com a resisténcia

do préprio contato, uma vez que podemos obter os resultados da se¢do anterior, na Eq.(2.47),
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simplesmente considerando que 7 = 1. E ainda interessante perceber que a férmula de Landauer
nos dd um resultado que independe do comprimento e largura do dispositivo, diferente da lei de
Ohm, dependendo apenas da transmissao e do nimero de modos transversais como haviamos
falado anteriormente. Podemos encontrar uma forma de obtermos novamente a relacao da lei de
ohm através da férmula de Landauer, utilizando uma combinag¢do de centros de espalhamento
conectados em série, onde cada centro permite que uma parte da corrente do fluxo de entrada
seja transmitida por uma transmissdo 7" que € diferente para cada espalhamento como estd sendo
representado na Fig. 16(c).

Figura 16 — Sistema com dois centros de espalhamento conectados em série, onde cada es-

palhador tem transmissoes e reflexdes 77 e R, T e R, sucessivamente para seus
respectivos centros de espalhamento.

>

T2

‘,—
R1

T4 T2 > TiT2
¢ R2

Ri —p T1T2R1R2
: |

R1| p etc.

Fonte: Elaborado pelo autor

Veja que a transmissdo resultante para o elétron passar do primeiro centro de espa-
lhamento para o segundo nao é simplesmente o produto das probabilidades de transmissdo para
cada espalhador, por que uma parte da onda que incide no segundo espalhador € transmitida
por T17T;. Naturalmente uma parte € refletida R», e posteriormente serd refletida novemente pelo
primeiro espalhador R{, voltando para o segundo centro de espalhamento com uma segunda
parcela transmitida dada por T1T>R| R, e sendo refletida outra vez, repetindo o ciclo anterior
indefinidamente . A consequéncia disso € que a transmissdo do elétron que passa pelo segundo
centro de espalhamento tem que ser dada pela soma dessas parcelas que foram varias vezes

transmitidas pelo segundo dispositivo

Tiy =Ti T+ T\ ThR Ry + T THR3RS + . ..
(2.53)
=TT (1+RRy+RIR3+...),

note que o comportamento na parte com parénteses ¢ uma progressao geométrica com razao

R1R; sendo obviamente menor que 1 nestas condi¢des, e admitindo que o centro espalhador N é
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muito grande, a férmula da progrecao geométrica deve ser

Sy = , (2.54)
I—g¢
sendo ay = 1 o primeiro termo e ¢ = R R, a razdo, entdo
nmn
Tp=——"—. 2.55
2= TR RS (2.55)
Usando a propriedade de Ry =1 —Tj e R, = 1 — T, podemos calcular
T\T
1—RRy = 122 (2.56a)
Ti»
T\T
h+1hL—-1TT = ﬁ, (2.56b)
Ti
1+T
h+1hL =TT [ i ]2:| , (2.56¢)
Ti
T+ T- 1-T
1+ _,_ "~ (2.56d)
L1, T
1-T» _ Tl(l —Tz) +T2(1 —Tl)
Tz nhn
1-T7 1-1
= . 2.56
. n (2.56¢)

Entdo para cada centro de espalhamento temos um termo adicional dependendo da transmissao
de cada espalhador. Portanto, se expandirmos este resultado para N centros de espalhamento,

considerando que os espalhadores sdo idénticos, ganhamos a relagao

1-T(N) 1-T

) =N——. (2.57)
onde
T
T(N)= TINI—T)’ (2.58)

em que 7 € a transmissao para passar por um centro de espalhamento.

Para continuar a discussdo devemos definir que Ly € da ordem do livre caminho
médio, ou seja, € basicamente a distancia entre dois centros de espalhamento consecutivos. Se
admitirmos que n € a densidade de centros de espalhamento por unidade de comprimento, iremos

definir

T
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Substituindo na Eq. (2.58), obtemos

T(N) = T B T
- —Ty T
T+N(1-T) T+N Lo
1 1
N L
1+ Ly 1+ o
Lo+ L’
onde L = NL.
Usando a equagdo do nimero de modos transversais
krW
M="" (2.61)
T
aplicando na Eq. (2.52)
2
G2 kiW Ly 20 (2.62)
h T L+ L() 77.7(L + L())
calculando a resisténcia, encontramos
n( L L
1ot (L Lo
2 \ocW oW (2.63)

=Gg'+G¢!

em que GEl € a resisténcia real devido a interagdo dos Lead na regido de espalhamento e G ¢
a resisténcia de contato.

Para finalizar, iremos mostrar que o comprimento Ly estd na mesma ordem do livre
caminho médio L,,. Devemos ver que a probabilidade de espalhamento para um unico centro de
espalhamento é 1 — T'. Se considerarmos que 7 ~ 1 em um sistema de N centros espalhadores
entdo (1 —T)N = 1 é a probabilidade de espalhamento para todos os espalhadores. Como o
livre caminho médio € a maior distancia que um elétron percorre antes de ser espalhado, entao

L,~1/(1-T)n=Ly.
2.5 Portenciais Eletroquimicos e a Probe Voltagem

Nas se¢Oes anteriores ja discutimos que os estados —k e +k estdo em equilibrio
com 0s seus respectivos contatos 1 e 2, estando ambos com os potenciais eletroquimicos
e Up. O nosso objetivo é entender o comportamento espacial destes potenciais antes e depois
do espalhamento nas proximidades da regido de espalhamento e nas regides mais distantes,

como estamos representando na Fig. 17. Primeiramente devemos compreender que o nimero
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Figura 17 — Sistema de espalhamento com transmissao T, separado em quatro regides. Lado
direito proximo ao espalhador e longe do espalhador, lado esquerdo proximo do
espalhador e longe do espalhador.

1T Tﬁ
Esquerdo  Esquerdo Direita Direita
(Longe)  (Perto) (Perto) (Longe)

Fonte: Elaborado pelo autor

de elétrons, seja eles nos estados +k ou —k, devem ser conservados, independentemente da
mudanca de estados que eles possam sofrer devido ao espalhamento e consequetemente o nimero
de estados devem ser conservado. Portanto o nimero de estados de incidéncia dos estados +k
tem que ser igual ao nimero de estados +k transmitidos mais os estados —k devido a reflexao

dos estados +k de incidéncia, isto €,
N =Nf +Ng, (2.64)

onde N;; e N}L sdo nimeros de estados +k incidentes e transmitidos, e Ny sdo os estados —k

devido a reflexdo, que podem ser escritos por

Ng = (1—=T)N;

mn?

(2.65a)

Nf =TN;. (2.65b)

Lembrando que ja definimos o numero de estados e densidade de estados nas secoes

anteriores, podemos estabelecer a relagdo entre elas por

!

u

Np = Dr(E)dE, (2.66a)
H2
lJ”

N = / Dr(E)dE, (2.66b)
H2
My

Ni= [ Du(E)dE. (2.66¢)
H2

Veja que definimos os potenciais quimicos i’ e u” que sdo os potenciais para os
Lead 1 e 2 respectivamente em uma regido longe da regido de espalhamento, Fig. 18. Fazemos
isso, pois as regides muito préximas do espalhador apresentam uma distribuicao de energia fora
de equilibrio devido a mudanga repentina nos estados, diferentemente de regides mais distantes
nas quais os elétrons irdo se estabelecer em uma energia mais baixa permitindo uma distribui¢ao

mais equilibrada.
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Figura 18 — Funcao de distribuicdo para os Lead 1 e 2 nas regides mais distantes do espalhador.
(a) (b)

wewes Esquerda (Longe) e Direita (Longe)

—— Esquerda (Perto)

Direita (Perto)

Al A1

f- f+ i

Fonte: Elaborado pelo autor

Sabendo que as funcdes densidade de estados sdo dadas por
m
D(E) = —56(E — 1), (2.67)
h
aplicando nas Egs. (2.66b), (2.66a) e (2.66¢) e depois usando o resultado nas Egs. (2.65b) e

(2.65a), temos que

u=po+(1-T)(u — pa), (2.68a)
u' = +T(w — ). (2.68b)

Note que i’ nos mostra que a distribui¢do de energia no lado esquerdo provém dos
elétrons na regido de energia mais baixa e os elétrons refletidos na regido entre y; e Uy sao

COnSCunHtCS da corrente
fm=6(u'—E), (2.69)

enquanto que (" representa a distribui¢do de energia para os elétrons da regiio mais baixa e da

parte transmitida no intervalo U e L
fr=0("-E). (2.70)

Juntando todas as informacdes que ja obtivemos, somos capazes de normalizar o
nosso potencial eletroquimico, onde estabelecemos um intervalo de potencial igual ao da fun¢do
transmissdo, em que iy = 1 e Uy = 0. De forma que ao usarmos as Egs. (2.68a) e (2.68b) para
,u;mim =Teu, querdo = 1 —T, sendo os potenciais eletroquimicos normalizados para os estados

+k e —k respectivamente, também devemos ter por definicdo que o potencial eletroquimico

+

esquerdo © €OMO Na0 temos elétrons com estados —k no lado direito

de +k no lado esquerdo é i

Kyiroiro = 0, como estd sendo representado na Fig. 19. Podemos notar que a parte superior do
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Figura 19 — Distribuic¢ao do potencial eletroquimico normalizado ao longo do espalhador.

Potencial
eletroquimico
1 normalizado

\ T
/7

-K o
l/ T
0 \
Contato Esquerda  Esquerda Espalhador Direita Direita  Contato
1 (Longe) (Perto) (Perto) (Longe) 2

grafico corresponde ao potencial eletroquimico normalizado para o estado +k e a inferior ao
estado —k, onde podemos usar a diferenca de altura para determinar a queda de voltagem devido

aos estados

eV =(1-T)(t — ). 2.71)

Sabendo dessas informacdes, agora podemos entrar na discussdo sobre voltagem
de prova. Primeiramente devemos entender o conceito de ponte Hall de miltiplos terminais.
A ideia € vermos que a corrente vai passar de um contato para outro, entretanto adicionamos
outros terminais no meio do caminho, servindo como voltagem de prova, ou seja, funciona como

um dispositivo que é capaz de determinar o potencial eletroquimico local, veja Fig. 20. Aqui

Figura 20 — Sistema com quatro terminais para medir a queda de voltagem no espalhador.

Fonte: Elaborado pelo autor

podemos dizer que a queda de voltagem que essas ferramentas devem medir tem que ser dada
pela Eq. (2.71), onde a corrente é conhecida e a resisténcia para o sistema de quatro terminais

deve ser

(Up1 —up2)/e

7 : (2.72)

Ryp =

com os Probes sendo idénticos e up; — Upr = eV, também usando a corrente definida anterior-
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mente

h 1-T

Agora se considerarmos um sistema em que os dispositivo de prova sao diferentes

como mostrado na Fig. 21, Egs. (2.68a) e (2.68b) em que a voltagem de prova P1 apresenta uma

Figura 21 — Sistema com quatro terminais para medir a queda de voltagem no espalhador, onde
os Probes sdo diferentes.

s

Fonte: Elaborado pelo autor

inclinagcdo que permite a entrada de corrente devido ao espalhamento com muito mais facilidade
vindos do lead 2 e a voltagem de prova P2 com a corrente vindo do lead 1, como podemos ver
representado na Fig. 21, sendo que se o dispositivo de prova P1 estiver trocado com o P2 iriamos
ter uma passagem de corrente muito mais dificil. Isso mostra que a configuracdo dos dispositivos
de prova na forma apresentado na Fig. 21 sdo mais adequados para os estados —k e +k para os
dispositivos de prova P1 e P2 respectivamente, cujos potenciais eletroquimicos sdo dados por

Up1 € Upa, fazendo a resisténcia tornar-se

(Mpr—pp2)/e — h p'—p”

I 2e2M T
Chod-or (2.74)
C22M T

Ryp =

Entretanto, um problema muito incoveniente surge na pratica. E muito dificil
controlar perfis de potencial eletroquimicos que acoplamentos dos Probes aos estados +k e —k
(Datta, 1997). Se as sondas ndo apresentarem acoplamentos idénticos, fica muito dificil de prever

o valor medido, estando entre os extremos

h 1

R4p = WT, (2753)
h 1-=-2T

Rip= —— (2.75b)

2¢2M T
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Outro ponto incoveniente na pratica que acaba tornando o método de Landauer muito
dificil de ser aplicado € em relac@o aos efeitos de interferéncia quantica para os dispositivos
de prova com dimensdo préxima ao tamanho de uma relaxacdo de fase, sendo o problema
mesoscopico que estamos tratando. Para compreendermos isso melhor iremos considerar o caso
em que a transmissao € muito proxima de zero. Nesse caso, a probabilidade de reflexdo € muito
grande e, consequentemente, o potencial eletroquimico é quase um no lado esquerdo, sendo
esperado que os probes conseguissem um potencial eletroquimico igual a este valor. Entretanto,
devido as ondas destrutivas que surgem na reflex@o, o probe pode medir qualquer valor entre
zero e um, onde o Uinico momento que a sonda consegue fazer uma medida exata € no momento

em que esses efeitos de interferéncia quantica nio estiverem presentes.

2.6 Formula de Biittiker

2.6.1 Caso degenerado

Nosso objetivo nesta sec¢do € estudar um caso mais geral da féormula de Landauer
que foi desenvolvida por Biittiker para contornar os problemas nas medidas da resisténcia para
0s quatros terminais. Nas secdes da féormula de Landauer, simplesmente consideramos o caso
degenerado para apenas dois terminais, cuja corrente flui do terminal 1 para o 2, ver Fig. 22.
Aqui iremos verificar o caso ndo degenerado em multiplos terminais e depois o caso expecifico
degenerado da férmula de Biittiker para facilitar alguns usos, considerando que ndo existe

diferenca entre a corrente e a voltagem de prova.

Figura 22 — Sistema com espalhador ao considerar o fluxo de corrente de 1 para 2 e 2 para 1.

M, Mo

Fonte: Elaborado pelo autor

Para tornar um pouco mais geral podemos dizer que os Leads apresentam um nimero

de modos M diferentes, e usando a definicdo de corrente deduzida nas se¢des anteriores, obtemos
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L2y
I = o f"M(E)dE. (2.76)
Definindo a parte interna da integral como
" 262
ll = Tfl (E)M] (E), (277)

iy = —[(E)Ma(E). (2.78)

Portanto, o fluxo de corrente que percorre o Lead 2 da esquerda para direita tem que
ser a contribuic¢ao transmitida de leil+ e a parte refletida (1 — 7, )i2’ , sendo que a transmissao

da esquerda para a direita tem que ser diferente da direita para a esquerda
iy =Toif +(1=Tx)i; . (2.79)

Usando a mesma ideia, o fluxo de corrente no lado esquerdo tem que ser a parcela

de corrente (1 —Ty)i] com Toyi;

iy =Diy +(1—T)i; . (2.80)
Definindo
Tpg = M(E)Ty,, (2.81)

sendo p e ¢ o nimero dos terminais, entdo podemos determinar que o fluxo em ambos os Leads

deve ser

i(E)=if —iy =if —iy = Tai{ +(1—T)iy —i;

202 ) (2.82)
=4 (T fi(E)+ T f5 (E)).
Integrando o resultado sobre todas as energias, obtemos
2¢? - I
I=— [ (Tuf(E) = Taf; (E))dE. (2.83)

h

Note ainda que se admitirmos que os potenciais eletroquimicos sdo muito proximos,
vamos ter uma corrente infinitesimal 6/ e uma variagdo da funcdo de distribui¢do o (f;(E) —

f2(E)), de maneira que podemos fazer

S((E) ~ () = 8 — ) P2, 080
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Se fizermos Tj» = 7>, encontramos

262

1= [ Tu(A(E)+ fy (E))E, (2.85)

e utilizando a defini¢do de condutancia, obtemos
G= 61 / T(E —dE (2.86)
(lvll Je
Essa resposta € conhecida como resposta linear. Veja que até o momento estdvamos
considerando apenas o caso para dois terminais, mas podemos simplesmente generalizar o sistema
para multiplos terminais, considerando que as voltagens sdo introduzidos como terminais, onde
naturalmente o fluxo de corrente em cada terminal recebe as parcelas de correntes que vém de

todos os outros terminais, de forma que

2 _ _
ip(E) = We Y (Tpgfp(E) = Typto(E)) (2.87)
q
onde
I, = /ip(E)dE. (2.88)

Se considerarmos que o sistema estd em equilibrio ou que apresenta espalhamento

somente inelédstico, podemos estabelecer a relagao
Y Ty =Y Typ, (2.89)
q q
onde ao definirmos V), = u, /e, obtemos
Ip=Y Gp(Vp— Vo). (2.90)
q

sendo conhecida como a Férmula de Biittiker para o caso degenerado, onde

/ 7o 1) g, 2.91)

No caso para baixas temperaturas podemos ter

Gpg=—T)g (2.92)

Dessa forma, conseguimos estabelecer o formalismo de Landauer-Biittiker que determina a
corrente para multiplos terminais, onde os dispositivos de prova sdo considerados parte do

sistema de multiplos terminais.
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2.6.2 Treés Terminais

Agora iremos determinar a resisténcia para o caso de trés terminais e para quatro
terminais que € exatamente onde a formula de Landauer apresentava problemas. Primeiramente
vamos verificar para trés terminais, onde vamos ter trés correntes na Eq. (2.90)

I = G2Vi = G2Va + G613V — Gi3V3

= (G12+G13)V1 — G2Va — G13V3, (2.93a)
b = G21Vo — G2 Vi + G3Va — G3V3

= —G2V1+ (G21 + G23)Va — G13V3, (2.93b)
I3 =G31V3 = G31Vi +G32V3 — GV,

= —G31Vi — GV + (G31 + G32) Va. (2.93¢)

Colocando na forma matricial,

I Gi12+Gi3 —G12 —Gi3 Vi
L|= —G3) G21 +Go3 —Gi3 Wl (2.94)
I -Gz -Gz G311 +G3 V3

podemos estabelecer que V3 = 0 sem perda de generalidade,

I G2+ Gi3 -G Vi
= : (2.95)

L —G31 (G +Gx3) ) \ V2
Podemos inverter as matrizes, ganhando as voltagens em termo da corrente através da chamada

matriz de resisténcia
Vi Ry R\ (4
= . (2.96)
V2 Ry Ry ) \b
Agora se considerarmos que estamos buscando determinar a voltagem para os trés

Probes, em que consideramos a corrente fluindo de 1 para 3, aplicando uma voltagem entre 2 e 3,

como mostrado na Fig. 23

R3, = [—] =Ry;. (2.97)
bL=0

Agora, para o caso da Fig. 23 estamos considerando a corrente do terminal 2 para o

3 e a voltagem entre os terminais 1 e 3, tal que a resisténcia é

R3p = P} — Ry (2.98)
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Figura 23 — Representacao considerando trés terminais, onde apresentamos duas configuragdes
distintas. O Lado esquerdo € para a resisténcia entre os LEADs 1 e 3, quanto ao lado
direito, € para a resisténcia entre os LEADs 2 e 3.

I

Fonte: Elaborado pelo autor

Os valores Ry> € Ry t€ém que ser determinados através da matriz de resisténcia ao

inverter a matriz da condutancia.
2.6.3 Quatro Terminais

Aqui iremos fazer o mesmo procedimento do caso anterior, onde consideramos mais

duas configuracdes possiveis para o sistema de quatro terminais, como mostrado na Fig. 24, onde

I =G1Vi —Gi2Va +G13Vi — G13V3 + G4V — GaVy

= (G2 +G13+G1a)Vi — G12Va — G13V3 — G14 V4, (2.99a)
b =G Vo — G Vi +Go3Vo — Go3V3 + G Vo — Gy Vs

= —G1Vi+ (G214 Gz + Gog)Vo — G13Va — G4V, (2.99b)
I = G31V3 — G31V1 +G32V3 — G3Va + G34V3 — G34Vy

= —G31V1 — G3Va+ (G31 + G324 G34)Va — G34Vy, (2.99¢)
Iy = G41Va — G41V1 + GaoVa — GaaVa + Ga3Va — G4z V3

= —G41Vi — G2Vo — Ga3V3 + (Ga1 + Gao + G43) Vs (2.99d)
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Na forma matricial fica

I Gin+Gi3+Gu -Gz —Gi3 —Gia Vi

L =Gy G21+ Gz + G —Go3 —Gn V2

I —G3; —G3 G31+ G322+ G —G34 Vi

Iy -Gy -Gy —Gy3 G411 +Gan+Gy3 V4
(2.100)

Considerando que V4 = 0, devemos ter

I G2 +Gi13+ Gy —-Gp2 -Gy3 Vi
L|= -Gy G221 +Go3+Gog —Go3 Wi (2.101)
L —G3y —-G32 G31 +G32+G3g V3

Invertendo a matriz

Vi Ri1 Ri2 Ri3 I
Vo | = Ra Rxn Ro L, (2.102)
V3 R31 Rz Rj33 I

Figura 24 — Quatro terminais representados de duas formas distintas, das quais sdo, (a) resisténcia
entre os leads 1 e 4 e (b) resisténcia entre os leads 2 e 3.

(a)

Fonte: Elaborado pelo autor



obtemos o valor da resisténcia para os quatro terminais,

R = — =
N I I

\% |:V2—V3‘| :Rzlll_RSIIl
L=L=0
No outro caso da Fig. 24, analogamente obtemos,

Vi
Ryp = L = Ri2 —R3;.
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(2.103)

(2.104)
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3 MATRIZ DE TRANSFERENCIAS E SUAS APLICACOES
3.1 Matriz de transferéncia e espalhamento

A matriz de transferéncia consiste em um método que estabelece uma relacio entre
as amplitudes das ondas antes da regido de espalhamento e depois da regido de espalhamento. Po-
dendo ser usado para analisar a propaga¢do de onda da particula quantica, ondas eletromagnéticas,
ondas acusticas, ondas elasticas, dentre outras.

Esta secdo buscard apresentar o método da matriz de transferéncia e de espalhamento.
Na qual primeiramente iremos considerar um potencial unidimensional para encontrar a matriz
de transferéncia M que estabelecera a relacao entre as amplitudes das ondas antes e depois do
potencial. Através desta matriz, introduziremos a matriz de espalhamento S que apresenta a
relacdo entre as amplitudes das ondas de saida (se afastando do potencial) com as de chegada (se
aproximando do potencial), assim mostraremos a relacdo entre as matrizes S € M, apresentando
algumas propriedades baseadas na invariancia de reversdo temporal e conservagdo da corrente.
Posteriormente apresentaremos a transmissao e reflexdo eletronica através do formalismo da

matriz de transferéncia para entdo estender o calculo para N potenciais unidimensionais.
3.1.1 Potencial unidimensional

Agora iremos apresentar um problema simples de espalhamento de um elétron
na presenca de um potencial localizado. Para simplificar, iremos considerar a equacdo de

Schrodinger para o caso unidimensional

h* 92
Y vy =Ey, (3.1

e nds devemos assumir o seguinte potencial

Vo se O0<x<L,
V(x)= (3.2)
0 se x<0 e x>L.

consideramos que a solucdo para a equacao de Schrodinger fora do potencial € conhecida e dada

pela superposi¢ao das ondas planas

VE(x) = vp (x) + v (x), (3.3a)
Wp(x) = yp (x) + v (x), (3.3b)
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Figura 25 — Relagao das ondas de chegada e de saida para um sistema de potencial unidimencio-
nal qualquer.

£ Nl Nt
W

N

W

*'—‘/-\_/‘\,/

M
W W

]

Ondas de saida Cndas de entrada

Fonte: Elaborado pelo autor

onde Y7 e Y, (x) sdo as ondas de chegada e Y e v, (x) as de saida, representadas pela Fig. 25,

em que devemos ter

v (x) =A™ |y (x) = Be ¥, (3.4a)
v (x) =Ce™™ | yp(x) = De ", (3.4b)
sendo q o vetor de onda relacionado pela energia £ = E(q).

Agora podemos usar a relagdo de continuidade da funcdo de onda e desenvolver as

condig¢des de contorno do potencial para esquerda

B 81//E . P
ve(0) =®(0)  — = e (3.52)
e para direita

- 81//1) - 0P
Ve(L) =®(L) —= T, (3.5b)

onde & ¢ a funcdo de onda no interior do potencial.
Uma vez que queremos um caso mais geral, considerando um potencial arbitrario,
iremos apresentar a solucdo da equacdo em termos apenas das amplitudes das ondas fora do

potencial. A ideia € verificar que podemos relacionar as ondas de saida e de entrada pela relagdo

- +
vz (0) g vz (0) 7 (3.6)
v (L) vp (L)
sendo
s= o0 o) 3.7)
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chamado de matriz de espalhamento.

Também podemos relacionar as ondas do lado esquerdo com as do lado direito

(L (0
vy (L) Y vz (0) , (3.8)
vp (L) vz (0)
com
M M
M= 11 12 , (3.9)
My, My,

chamado de matriz de transferéncia.
Podemos estabelecer uma relagdo entre os elementos da matriz de espalhamento com

a matriz de transferéncia. Com esse intuito, podemos explicitar as Egs. (3.6) e (3.8) dados por

v =Suvg + Sy,

(3.10)
v =Sy +Snyp,
e
vy =Muvg +Mpyg, 3.11)
Vp = Mayg +Mayg,
de maneira que podemos escrever
- 1Sy
= —VY, ——VY,. (3.12)
¥p Slsz S12 VE
Aplicando na segunda equacao de Eq. (3.10)
S11S S
vy = (521— < 22) v+ v (3.13)
S12 S12
comparando com a Eq. (3.11) de cima
S118 S
My =822 e Mp=22, (3.14)
S12 S12
relacionando a Eq. (3.11) inferior
T 1
Myy=——, e My=—, (3.15)
21 Sis 22 S1s
portanto
S118» S
M My My _ S21 — '5'1222 S—f; , (3.16)

S 1
Mo Mz TS W
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notando que

deth = 2. (3.17)
S12

Recorrendo a mesma ideia, podemos expressar a matriz de espalhamento em termos

dos elementos da matriz de transferéncia. Para isso devemos usar a Eq. (3.11) para explicitar

_ L My
= — - — 3.18
Vg M Vp My Vg, ( )

substituindo na Eq. (3.11) superior

M12M21) +, M

WZ@WyW v+ (3.19)
22 2

de forma que

S =——= SiHh = —— 3.20
11 Mo e Si Moy (3.20)
Mi,M>, My,
So1r=Mj1—————— e S»p=——>+ 3.21
21 11 Mo 2= 4 (3.21)
portanto
St Si2 — M o
5= - Mﬁflzlezl Zi ' (3-22)
S21 S22 My —=50% .

Devemos ressaltar que a matriz S € composta por 4 parametros complexos € em geral
por 8 pardmetros reais. De forma que ao resolvermos problemas fisicos, seremos capazes de
usar simetrias fisicas para reduzir o nimero de parametros independentes, sendo duas simetrias:

a conservagdo da corrente e a simetria de reversdo temporal que veremos nas se¢des seguintes.

3.1.2 Conservacdo da densidade de corrente

Aqui iremos apresentar os calculos para uma das simetrias mencionadas anterior-
mente, chamada de Conservagao da densidade de corrente, onde verificaremos que ao consi-
derarmos que a densidade de corrente se conserva, poderemos reduzir o nimero de varidveis
independentes que o nosso problema fisico apresenta.

A ideia, como mencionado antes, é considerar que a densidade de corrente que entra

pela regido de espalhamento € igual a densidade de corrente que deixa a regido de espalhamento,
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sem perdas e nem criag¢do de elétrons, considerando o mesmo sistema unidimencional da Fig. 25

portanto € coerente falar que
Jx=0)=jlx=1), (3.23)

sendo j(x) a densidade de corrente em qualquer ponto x, em que definimos mais especificamente

a densidade de corrente por

v )
](X) - 'm |:l[/(X) x -y (X) ox ’ (324)
para uma onda plana do tipo y(x) = Ae't™
. _ ih ikxa(A*e_ikx> * —ikxa(Aeikx)
Jjlx) = - [Ae — 0y —A'e o

_ & ikx g a¥ ,—ikx\ A% —ikx( p -1 ikx

= 5 [Ae (—tkA%e ™) — A"e” "™ (Aike )}

h * *
= - [AAk+A"AK]
m m "’ '

tornando-se independente de x.

Agora podemos expressar a densidade de corrente antes e depois do espalhador como

respectivamente
. . h _
je=jx=0)={lvi >~ vz ], (3.26)
. . h — ’
jp=jlx=0)="{lyy* ~lvpI*],
fazendo entdo jg = jp, obteremos
hq _ hq _
— il = lvg Il = —[lvp I~ lvp ], (3.27)
m m
organizando os termos e escrevendo na forma matricial
L) (Ve c ) [V
(ve* ") L= (v wor) [ ") (3.28)
Yp Yp
pela relacdo das ondas de saida e de entrada, obteremos a matriz S
— +
Ve _s Ve, (3.29)
vy )

e o seu complexo conjugado

<1//E* l//ﬁ) = <w§* 1//5*) s, (3.30)



na qual podemos observar que

St =1,
portanto
ST St S11 Siz B 1 0

sendo / a matriz identidade, podemos portanto observar que

S1*+ 182> =1,
871812+ 83,522 =0,
S12811 + 85,821 =0,

[S12? + S22 = 1.

3.1.2.1 Propriedades da matriz S
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(3.31)

(3.32)

(3.33)

Com o intuito de apresentar ferramentas uteis para o nosso uso futuro, esta secao

ird apresentar duas propriedades interessantes que podemos retirar da forma como definimos

a matriz S e dos resultados obtidos ao considerar a conservacao da densidade de corrente, nos

dando a possibilidade de estabelecer uma relag@o entre os elementos da matriz S.

A primeira propriedade que iremos demonstrar no decorrer desta se¢do é o modulo

de determinante dado por
|detS| = 1.
Para isso vamos definir duas matrizes A e B, tal que

det(AB) = detAdetB.

Neste caso temos as matrizes S e ST que deve adimitir a relagio

sts=1.

Entao,
det(S'S) = det ST detS = 1,
sendo

detS" = 81185, — 812851,

detS = S51152 — S12571.

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38a)
(3.38b)
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Devemos observar que

(detS)* = detS”, (3.39)
portanto
detS" detS = (detS)*detS =1, (3.40)

mostrando assim a relacao desejada
|detS)? = 1. (3.41)

Podemos também demonstrar que ao multiplicarmos a Eq. (3.31) por S~! em ambos

os lados da equagdo pela direita, iremos ter
st=s1, (3.42)

podendo portanto escrever

ST, Sh 1 S -5
1921 o 22 Sl (3.43)
STy S5 e\ =52 Sy
de forma que obtemos
S11
3y = —— 3.44
2= Gas’ (3.44a)
e
S22
1=—. 3.44b
U™ dets (3.44b)
Multiplicando ambos os lados por S1; e substituindo a Eq. (3.44a), obetemos
S11] = [S22], (3.45)
Usando essas informacdes da Eq. (3.33)
|S12| = [S21], (3.46)

e lembrando que o médulo de um niimero complexo € igual ao modulo de seu conjugado, entdao

temos

S12] = 8211, (3.47a)
|S12] = [S21], (3.47b)
ou

|S12] = 18341, (3.47¢)

estabelecendo uma relagdo entre os elementos da matriz de espalhamento, sendo uma premissa

para que sejamos capazes de reduzir os parametros da matriz S.
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3.1.3 Simetria de conservagdo de reversdo temporal e matriz S/M

Agora o intuito desta sec@o € apresentar a segunda condi¢@o de simetria que conside-
raremos nos nossos problemas fisicos futuros. A ideia € a que o sistema fisico apresenta simetria
de reversdo temporal, ou seja, nosso problema possui uma simetria com respeito a invariancia
temporal, a qual nos permitirar reduzir o nimero de parametros na matriz de espalhamento.

Se o sistema possuir simetria de reversao temporal e se Y € uma solucdo da equacgao
de Schrodinger, entdo o seu complexo conjugado ¥* também € solucdo. Neste caso se as fungdes
de onda de saida do potencial sdo ondas planas, €% e e~'%*, com estados que se propagam em
sentidos opostos, temos 0 mesmo sistema fisico anterior, mas agora teremos que a definicdo da
matriz de espalhamento S que relaciona as ondas de entrada com as de saida dada pela Eq. (3.29),

entdo para o caso de reversdao temporal

+% —x
Ve | g YE . (3.48)

vy vy

Figura 26 — Simetria de Reversao temporal.

Para t: Para reversao temporal:
NN IS NP — N\ L, P AY,
* ¥ (w5 (W)
=N — N\ N\ NS N Fl Nt ¥
Y W (W)” (Wa)
Ondas de saida Ondas de entrada |
Fonte: Elaborado pelo autor
Para o caso sem reversdo temporal, nés definimos antes que
— +
Ve _s| Ve, (3.49)
v )
e seu complexo conjugado é
—% +*
Ve ) g [VE ) (3.50)
7% 7%

Substituindo na equacdo de reversdo temporal iremos obter

§§*=1=5"S. (3.51)
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Escrevendo explicitamente pelos elementos da matriz S, entdo temos

S11[%+ 81,821 =1,
871812+ 871,522 = 0,
831811 +822%821 = 0,
S5.S12+ [Snf> = 1.

(3.52)

Anteriormente, fizemos o caso onde o sistema apresenta conservagao da densidade

de corrente, de forma que

871812+ 83,522 =0,

(3.53)
Comparando com as equacdes do caso de reversao temporal
ST1S12 + 87,522 =0,
11912 12922 (3.54)

851511 + 583,821 = 0.
Comparando os dois casos, podemos ver que se o0 sistema possuir ambas simetria

de reversao temporal e conservacdo na densidade de corrente, a matriz S torna-se uma matriz

simetrica, onde
S12 = S71. (3.55)

Agora iremos verificar as implicacdes dos elementos da matriz de transferéncia
devido a simetria de reversao temporal. Para isso iremos usar os mesmos argumentos anteriores

e utilizaremos o caso sem reversao temporal, dado por

+ +
o)l | Ve, (3.56)
Vp Ve
e com reversao temporal
o) _m [ VE ) (3.57)
vy 7
Assim podemos reescrever da Eq. (3.57)
—x% +k —*
Yp _ 6 Yp M Vi
73 73 7
o
— o, | VF . (3.58)

7/
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lembrando que o, € dado por
Oy = . (3.59)

10

Agora fazendo o complexo conjugado da Eq. (3.56)

+% -
Yo e [V (3.60)
1738 758

multiplicando essa equagdo por oy pelos dois lados da igualdade e comparando o resultado com

a Eq. (3.58), obteremos que
oM* = Mo,. (3.61)

Uma vez que 0,0, = 1, admitiremos o resultado

My M>y

M*=oMo, = ) (3.62)
My My

Portanto podemos observar que ao considerarmos um sistema com simetria de

reversdo temporal, iremos poder reduzir o nimero de 8 parametros para 4, isso por que devemos

tirar da equagdo anterior que M, = My, M, = M>1, M5, = My e M3, = M.
3.2 Amplitude de transmissao e reflexao

Nesta parte iremos apresentar um interpretagdo fisica para os elementos da matriz
de espalhamento partindo da sua defini¢do, de forma que iremos apresentar a matriz em termos
das amplitudes de transmissao e reflexdo, posteriormente consideraremos as simetrias fisicas
anteriores e aplicaremos estes resultados para obtermos a matriz de espalhamento e a matriz de
transferéncia para o caso dos parametros reduzidos.

Agora iremos encontrar o significado fisico dos elementos da matriz de espalhamento,
para isso iremos considerar novamente o problema de espalhamento representado na Fig. 27.

Assumiremos que a particula € injetada do lado direito do potencial e nem uma

particula vem do lado esquerdo, portanto
vy =0. (3.63)

Da definicao da matriz S teremos

— +
Vel _g Ve : (3.64)
773 vp
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Figura 27 — Elétrons sendo injetados da direita para a esquerda e a representacao das fungdes de
onda de entrada e saida da regido de espalhamento.

W

«— N\

4
Ondas de saida Direc;éogie injecédo
e
Ondas de entrada WS aitrors
Fonte: Elaborado pelo autor
entdo a onda transmitida y pode ser dada por
v =SuVvi + Sy, =Siyp,. (3.65)

Portanto podemos chamar Sj; = ¢ de amplitude de transmissdao e também para a

onda refletida IVZ)L devemos ter

v = Suvi +Snyy, (3.66)

€ obteremos

v =Snyy,. (3.67)

Dessa forma, o termo S»2 = r € conhecido como amplitude de reflexdo. Agora, do mesmo modo

podemos considerar a propagacao da particula vindo do lado esquerdo, onde podemos obter

v =Suvi + Sy, =Suv;g, (3.682)
Vi = Su v +Sny, =Savg (3.68b)

Desta maneira, temos que a amplitude de reflexdo e transmissao para as particulas

. - . / / -
ejetadas no lado esquerdo sdo dadas respectivamente por S;; =r e Sp; =t . Entdo, finalmente a
matriz de espalhamento pode ser escrita em termos das amplitudes de reflexdo e transmissao

como

NI rot
s= 71 1) = . (3.69)
521 Szz t r
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Da mesma forma, podemos fazer para a matriz de transferéncia ao usarmos

S S S !
s @) (1-f
M= - , : (3.70)
_Su 1 _r 1
S12 S t t

para a amplitude de reflexdo e transmissdo, dada por r = S, e t = S1», repectivamente, podemos
definir o coeficiente de reflex@o e transmissdo como sendo a probabilidade que a particula é

refletida e transmitida
T=1?> e R=|r (3.71)

Pela propriedade simétrica da matriz de espalhamento como consequéncia da conservagao da
densidade de corrente, que fala

[S11] = [S2],

[S12] = [S21],

(3.72)

portanto |r| = || e |t| = I/'|. Agora, se utilizarmos a primeira e a quarta equagdo da (3.33)

devemos obter

24 Su 2 =1, (3.732)

[r? + 1> =1, (3.73b)
de forma que
R+T=1. (3.74)

Isso significa fisicamente que o sistema niao pode ter nem perdas e nem ganhos,
entdo os elétrons podem ser refletidos ou transmitidos através do espalhador, mas deve manter a
conservacao do nimero de carga e consequentemente a reflexdo e transmissao devem obter a
condi¢do de conservacdo mostrada na equagdo anterior.

Agora, se utilizarmos a propriedade S7S = I da conservagio da densidade de corrente,

podemos obter
S11S12+ 851822 =0, (3.75)
entao

r r
-=—|=]. 3.76
; 7 (3.76)
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Portanto, podemos ajustar o elemento M| da matriz de transferéncia por

!

I rr
My=t ——=t+7-=—"7-, (3.77)
t (@) (@)

de forma que a matriz M fica

"Ne—1 —1
M= ) & . (3.78)

Em adicao a isso, no caso em que também consideramos a simetria de reversao temporal, nds
previamente mostramos que S1» = 21, consequentemente devemos ter ¢ = ¢ . Portanto, quando
o sistema tiver ambos conservagdo da densidade de corrente e simetria de reversao temporal,
poderemos expressar a matriz M como

*\—1 —1
M = ) & . (3.79)

3.2.1 Propriedades da matriz de transferéncia

A matriz de transferéncia nos permite investigar as propriedades de uma regiao
de espalhamento através de um experimento de espalhamento, isso significa que podemos
encontrar as propriedades do sistema através das respostas de espalhamento, medindo as ondas
de transmissdo e reflexdo através de um certo potencial.

Todos os elementos da matriz S e M, assim como os coeficientes de reflexdo e
transmissdo 7' e R sdo fungOes de vetor de onda q, que € associado com as ondas planas dos
Leads, e por sua vez a transmissao (¢) e reflexdo () também dependem de g ou equivalentemente
da energia E = E(q). Isso é importante para mencionar que a propriedade de simetria da matriz
de transferéncia é derivada ao assumir que os Leads em ambos os lados do espalhador sdo iguais.
Portanto, em uma perspectiva mais geral, onde os Leads sdo diferentes, algumas das relacdes de
simetrias obtidas podem nao ser satisfeitas.

Podemos encontrar na literatura outras defini¢des de matriz de transferéncia usando
uma relacdo linear entre os coeficientes das ondas de chegada e de saida A, B, C e D, nas fungdes
de ondas Y = Ae®, y; = Be ', y} = Ce'¥ e yii = De™'%*. Nas versdes do método da

matriz de transferéncia, podemos ter

oy , (3.80)
D B
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em vez de
+ +
o o) (3.81)
WD x=I II/E x=0

Note que a regido de espalhamento comeca em x = 0 e termina em x — [/, portanto agora que

podemos usar as equagdes acima para encontrar a relacdo entre 7 e M ao fazermos

+ Celdx elax 0 C el4x 0
ACh - . = . = _ T ., (3.82)
— —igx —igx —igx
Y x=l De x=l 0 ¢ x=I D 0 e x=I[
usando o lado esquerdo da Eq. (3.81) e
+ A eiqx eiqx 0 A
m| Ve =M . =M . , (3.83)
— —igx —gx
Ve x=0 Be x=0 0 e x=0 B
entao
e 0 A e 0 A
. T =M . , (3.84)
0 e ' B 0 e ' B
x=l x=0
e aplicando os valores de x, podemos encontrar
e 0
M = | T. (3.85)
0 e '

E interessante notar que para o caso do potencial V = 0, é ficil de ver que a matriz T
€ a matriz unitaria desde que as ondas de propaga¢do sdo as mesmas e portanto A =C e B = D.
+igl

Um outro ponto interessante € que a matriz M possui o fator de fase e='?", do qual as particulas

vio se moverentre x =0e x = |,

a0
My—o = , . (3.86)
0 e*qu

Esta fase pode ser entendida como uma adicdo de fase sobre uma translagao espacial,
ainda devemos resaltar que as matrizes 7 e M sdo os mesmos em ambos os formalismos, uma

vez que ambos as matrizes diferem apenas por um fator de fase.
3.2.2 Mualtiplas regioes de espalhamento

Agora vamos considerar um experimento mais complicado, no qual a particula é

espalhada por duas regides de espalhamento caracterizadas pelos potenciais Vi(a < x < b) e
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Vo(b < x < ¢). Duas propriedades podem ser usadas para encontrar a transmissao e reflexdo,
primeiramente usando as matrizes de transferéncia de M| (primeiro espalhador) e M>(segundo
espalhador) individualemnete. Segundo, usando a matriz de transferéncia M1, que corresponde
ao potencial V}, definido em todo o intevalo a < x < c.

Para desenvolver a relagdo entre as matrizes de transferéncia, expressaremos as

fun¢des de onda nas trés regides

VE=Vp + Vg, x<a, (3.87a)
yix=b)=y"(b)+y (b), x=b, (3.87b)
VD=V, + Vg, x> c. (3.87¢)

Pela definicao da matriz de transferéncia que conecta as ondas do lado direito com as do lado

esquerdo, podemos ter para o potencial V; que
=M ) (3.88)

e para o potencial V, que

+ =+ b
v (c) Y (b) | (3.89)

¥p (¢) v (b)

de forma que

+ +
Vo) o (VE), (3.90)

vy (¢) Vg (a)

onde podemos definir
M, = MM, (3.91)

no qual consideramos ambas as regides de espalhamento como uma tnica, cuja o potencial serd

regido por Vi;.
3.2.3 Estados propagantes

Agora iremos investigar as condicdes suficientes para que ocorra a existéncia de

solugcdes com estados propagantes. Para fazer isso, consideraremos um sistema com simetria de
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reversdo temporal. Como discutimos anteriormente, para um sistema com simetria de reversao

temporal, temos

My M
M= 11 12 ' (392)
My, My,
Consequentemente
detM =1, (3.93)
e também
Tr(M) =M+ My = M| + M7, (3.94)

sendo este um numero real.

Sendo A; e A, dois autovalores da matriz de transferéncia, entdao sabemos da dlgebra

linear que
TI’{M} =M+ A, (3.95a)
det(M) = M Ay. (3.95b)

Usando as Egs. (3.93) e (3.95b), obtemos

1
A= P (3.96)

Da analise dos estados propagantes, podemos distinguir dois casos, para |A;| = 1 ou para |1,

)

assumindo outros valores. Esta condicao € aplicada apenas em relagdo a um autovalor, desde
que os outros sejam escritos como fungdo de A;.

* Para o primeiro caso, onde [A;| =1
Para esse caso, podemos escrever A = ¢4’ onde q € o vetor de onda e admite um valor real,
i

portanto podemos fazer A, = e~ e também

TriM}y=M+A = e g7 = 2cos(ql), (3.97)
como 0 < |cos(0)| < 1, consequentemente
ITr{M}| < 2. (3.98)

* Para o segundo caso, onde |A;| # 1
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De uma forma semelhante, assumindo A; = ¢4/, mas agora g pertence aos complexos,

entao
I Tr{M}| = |A + Ay = & + e M| = |2cosh(kl)], (3.99)

onde k = ig e sabendo que |cosh 0| > 1, entdo |Tr{M}| >2.

Devemos notar que || = \/m , € para o primeiro caso devemos ter A; = /¢ com
g € R, sendo |A;| = Ve—i4leidl = 1. Agora, para o segundo caso assumimos que A; = ¥ com
k € R. Fisicamente falando, |Tr{M}| < 2 representa a condi¢do suficiente para a existéncia de
solugdes propagantes. Devemos notar que no segundo caso temos uma solucio do tipo A; = X!
que tem a amplitude de onda de transmissdo decressente exponencialmente com o decrescimento

do comprimento da barreira de potencial.
3.2.4 Estados ligados

Nesta secao, encontraremos a expressao analitica baseada no método da matriz de
transferéncia que d4 os estados ligados para um barreira de potencial, na qual iremos estabelecer
uma equagdo transcendental com os elementos da matriz M.

Consideraremos que um pogo de potencial unidimensional V (x) < 0 sempre tem
ao menos um estado ligado, e que estes estados sdo caracterizados por fun¢des que decaem
exponencialmente em ambos os lados do potencial. Agora iremos utilizar o método da matriz
de transferéncia para estimar a energia dos estados ligados. Primeiramente iremos considerar o

esquema da Fig. 27, assim iremos ter
WE(x) = Wi (x) + Y (x) = A+ Be 4, x <0, (3.100a)
wp(x) = v (x) + yp (x) = Ce* - De 4k x> 1, (3.100b)

sendo Y decrescente para x > [ e x < 0. Portanto, com o objetivo de evitar as solu¢des que

tornam as exponenciais muito grandes, relembramos que g € C e para g = ik com k > 0, dai
Wi (x) = Ae™™ 4 Be T, (3.101a)
wp(x) = Ce X + Dk, (3.101b)

Note que A deve ser zero ou equivalentemente ;" = 0 para x < 0 e B deve ser zero ou equiva-

lentemente y,, = 0 para x > [, portanto

WE(x) =Be™ para x <0 e k>0 (3.102a)

vp(x) =Ae ™, para x>Ile k>0 (3.102b)
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Substituindo as Egs. (3.102a) e (3.102b) na defini¢cdo da matriz de transferéncia

T(x=1 S(x=0

Vp ( ) _u VE ( ) ’ (3.103)

Yp (x=1) Y (x=0)
ou equivalentemente
Vi (x=1) =My (x=0)+Mpyg (x=0), (3.104a)
vy (x=1) = Mo yp, (x =0) + Mo yp (x = 0). (3.104b)
Usando as condigdes de l//ér € Y, , encontramos que
M> =0. (3.105)

Portanto, podemos verificar que precisamos satisfazer a seguinte condi¢cdo da equacgdo

My = My (q) = My (ik) =0 para k>0, (3.106)

para que exista estados ligados.

Agora, se dissermos que g = ik com k < 0, devemos obter uma solu¢do com B =0
e C = 0 ou equivalentemente Yy, =0 e l,l/;)r = (0 para x < 0 e x > [, respectivamente, com 0
objetivo de evitar as solu¢des que fazem a exponencial crescer. Portanto, para substituir Y = 0

e ¥ = 0 até a equacio da matriz de transferéncia, ns obtemos

l[/g(x:l):Mlll[/E(XZO)-i-Mlzl//E_(x:O), (3.107a)

vy (x=1) = Moy (x =0) + My, (x = 0), (3.107b)
de forma que
My :Mll(q):Mll(iq):O para k<O. (3.108)

Ambas as solucdes das Egs. (3.108) e 3.106 para k < 0 e k > 0, respectivamente,
podem encontrar os estados ligados ao determinar as raizes das equagdes transcendentais, onde

as raizes sdo k permitidos associados a energia E, sendo E = E(q) = E(ik).

3.3 Identidade de Chebyshev

Nesta secdo, iremos apresentar uma identidade muito importante que pode simplificar

um problema de muiltiplas barreiras ao considerarmos que cada barreira do sistema sdo idénticas,
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Ao fazermos isso, iremos poder afirmar que a particula que passa pela primeira barreira, adimite
uma matriz de transferéncia M igual a matriz de transferéncia M, da particula ao passar pela
barreira dois e que também € igual para todas as outras N barreiras idénticas. Este método é
conhecido como identidade de Chebyshev.

Se entdo considerarmos as barreiras identicas, como falado anteriormente, iremos

obter
Mi=My,=M;=---=My. (3.109)

Portanto a matriz resultante para todo o sistema é

M =MMyMs...My =MV, (3.110)
sendo
N
My M
m¥= |1 TR G.111)
My M

Desta forma a identidade ird nos permitir expressar a Eq. (3.111) em termos dos elementos da
matriz My, sendo conhecida como a identidade de Chebyshen.

A identidade de Chebyshev afirma que a n-ésima poténcia da matriz de transferéncia

My M
m= 7" TR 3.112)
My My

com autovalores A; = ¢/ e A, = ¢! pode ser expressa como
N
My M M 1Uy_1 —Un_ MUy
N — 11 12 _ 11UN-1 N-2 12UN-1 7 (3.113)
My, My M Uy MyUy-—1 —Un-—2

onde Uy = Uy(q) é definido como

_sin[(N + 1)ql]

Uy = 3.114
N sin(gl) ( )

e gl é dado pelo autovalor da matriz de identidade M

Tr{M} = A1 + A, =2cos(ql). (3.115)

Toda a identidade acima é valida quando ¢ € R com |4 = 1| para estados propagantes e |A;| > 1

com g € C.
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Agora vamos provar a identidade de Chebyshev pela inducao matematica, primeira-

mente note que a identidade da Eq. (3.113) € satisfeita para N = 1

i — MUy —U_ M2Uy 7 (3.116)
M> Uy MUy —U-,

pela Eq. 3.114, temos que

_ sin[(0+1)ql] sin[(—1+ 1)g!]

=1 U_| = =0. 3.117
sin(gl) © ! sin(gl) ( )
Portanto, obtemos
M 1Uy—U_ MU, M M
vl — 11Uo 1 1200 _ 11 12 ‘ (3.118)
M> Uy MUy —U_4 My My

Agora assumiremos que a identidade também ¢ valida para N > 1, portanto, mostraremos que é

valido também para N + 1, assim

M M Mi1Uy_1 —Upn_ MioUn_
MV — N — 11 M 11Un—1 —Un—2 12Un—1 | (3.119)
My My M Un—4 My»Un_1 —Un_2

e fazendo o produto matricial, obtém-se que

N M3, +Mpp)Uy—1 =M \Uy—2  Mia[(Myy +Ma)Uy—1 — Uy_2)] ' (3.120)

Moy [(Myy +M3)Un—1 —Un-2] [MiaMp1 +M3,)Un—1 — MapUn—2
Relembrando as seguintes propriedade
TI’{M} =My +Mp :Al—i—)tz:ZCOS(ql), (3.121a)
det(M):M11M22—M12M21 =1, (3.121b)
nés podemos simplificar os elementos da matriz MV, de forma que

(MNTYY = M3+ MUy — My Uy
= [My(My1+Man) — MMy +MioMi |Un—1 — M1 Uy—2

= [2M1100$(6]Z)—1]UN_1 —M11UN_2. (3.122)

Com o intuito de simplificar mais a expressao acima, vamos escrever Uy_, como uma funcio de

Un—1 e Uy, usando a seguinte relagdo trigonométrica

sin(x £y) = sin(x) cos(y) £ cos(x) sin(y), (3.123)
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aplicando
Un(ql) = sin[(N+ 1)ql] _ sin(Ngl) cos(ql? + cos(Ngl) sin(ql)’ (3.124)

sin(gl) sin(gl)
e para Uy_»

sin|(N —1)ql sin(Ngl)cos(gl) — cos(Ngl) sin(g!
sin(gl) sin(gl)

somando Uy + Uy_;, encontramos que

2sin(Ngl )
Uy + Uy_n = 25nWNal)Cos(al) ) o anUn . (3.126)

sin(gl)

Usando a equagdo acima na (M *1)1, nés encontramos
(MN_H)M = [2M11 COS(ql) - I]UN,1 —M11[2COS(QZ>UN71 - UN] = M11UN - UN,Q. (3127)

Para os demais elementos, tem-se que

(MNT1) 1 = Mya[(Myy +Map)Uy 1 — Uy 2] = Mo Uy, (3.128a)
(MY 121 = Moy [(My1 +Mao)Uy—1 — Uy—2] = Moy Uy, (3.128b)
(MY 12 = [M3, + M1oMa1)Un—1 — MUy -2 = MapUy — Uy 1. (3.128¢)

Reescrevendo os resultados obtidos, temos

Mi1Uy — Uy MU,
MV gy = | TN N 12 , (3.129)

M Uy MUy —Un—q

e substituindo N + 1 por N, obtemos

N — M \Uy-1 —Un-2 Mi2Un—1 (3.130)
M>1Un_1 M1 Uy—1 —Un—2 7

sendo a identidade mostrada anteriormente.
3.3.1 Transmissdo através de N barreiras idénticas

Aqui iremos apresentar uma aplicac@o para o método apresentado anteriormente,
onde afirmaremos que o sistema possui N barreiras identicas e a usaremos a forma como
definimos a matriz M com as amplitudes de reflexdo e transmissao, para entdo comparar com
a matriz de N barreiras de potenciais, e posteriormente aplicar e determinar a transmissao

eletronica.
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Baseado na se¢d@o anterior, provamos a lei da multiplicacdo para N barreiras idénticas

podendo ser escrita como

M\ WUy—1 —Un—2 MUy

MmN = , (3.131)

M> Uy My Uy—1 —Un—2

nomeado como a identidade de Chebyshev. Agora vamos encontrar o coeficiente de transmis-
sdo neste caso especial de N barreiras idénticas como fun¢do da amplitude de reflexdo(r) e
transmissao() para potenciais individuais do sistema periddico.

Primeiramente note que o coeficiente de transmissio pode ser escrito como

[
(PP

8

T=t]>= (3.132)

Relembramos que a matriz de transferéncia pode ser escrita em termos da amplitude de transmis-

sdo e reflexdo, na qual

M= / , (3.133)
—t~ 1y i1

sendo

My, = ; (3.134)

Aplicando na Eq. (3.132), temos que

1

rT=———, 3.135

1+ |M12|2 ( )
onde da Eq. 3.131, obtemos
T = ! (3.136)

1+ |Mp2UE '
Substituindo Uy, temos

1

T (3.137)

2 sin?[(N+1)ql] -

I+ |§| sin(gl)

3.3.2 Caso de uma juncdo PN

Nesta parte iremos apresentar o transporte eletronico para uma juncao pn que consiste
em duas regides com potenciais constantes e distintos, em que dividiremos essas regides por (1)

e (2), onde a jungdo ocorre em x = 0.
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Se as regides para x < 0 e x > 0 possuem potenciais constante, entdo a solucdo é

dada por
v =A™ 4+ Ble (3.138a)
Y = Are!™ 4 Bye ¥, (3.138b)

onde podemos definir os nimeros de onda pela equagdo

2mE
k:,/%, (3.139a)

l= @ (3.139b)

se temos potenciais constante, seremos capazes de aplicar as duas condicdes de contorno dadas

por
v1(0) = v2(0), (3.140a)
VoW1 (0) = vy (0), (3.140b)

iremos obter

A1+Bi=Ay+B), (3.141a)

kiA1k+] By = k3 Ay +k; Bs. (3.141b)

Organizando na forma matricial, obtém-se que

1 1 Aq 1 1 A
n I 5 (3.142)
k™ k; By ky kK, B,
de forma que
A 1 kK, —1 1 1 A
lee— | 2 . (3.143)
B, ky =ky \ k5 1)\t &) \B
Ao realizarmos o produto de algumas matrizes podemos determinar a seguinte relacao
ky —ki kg —ky
=[(k% &k (3.144)
B> L2 -1 2 By
by =l ky —ky
Utilizando a equagdo da transmissao obtida nas se¢des anteriores dada por
2
detN
— & (3.145)
N
temos entdo que
ky (k7 — k) — k3 (kT + k)|
ky —k;
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3.4 Potencial linear: Caso isotrépico

Essa secdo estd voltada para determinar a func¢io de onda no interior de um potencial
linear em sistema isotropico unidimensional, onde veremos o aparecimento das equagdes de
Airy e determinaremos a densidade de corrente que utilizaremos para determinar a transmissao
eletronica para uma barreira de potencial linear.

Baseado nesta ideia devemos primeiramente considerar que o potencial € definido

pela seguinte relacdo
V(x) = Fex, (3.147)

de forma que podemos aplicar na equagdo de Schrodinger

n d*¥
——— =+ V)Y =EY¥ 3.148
2m dx? V) ’ ( )
e obter
>y 2mE
onde definimos
2mFe
= PR (3.150)
Fazendo uma mudanca de coordenada do tipo y = lx, temos que
d2
(d_yz_y_g)q!:()7 (3.151)
onde definimos que
2mEI?
€= FOa (3.152)
Mudando de varidvel novamente para z = y + €, obtemos
d2

A solugdo desta equacao diferencial ja € bem conhecida, sendo dada pelas fungdes de Airy:

¥(x) =aA;(x/l —€)+DbBi(x/l —¢€). (3.154)

Note ainda que as equacdes de Airy podem ser dadas em fungdo das equacgdes de Bessel

A = 5 = [0 (8) e 025 0)] (3.1550)
i) =514/3 1/3 1/3 ; :

1 . .
B0 = 33 [ () + 4 (0)] G155
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em que

Hvl _ iei(2/3z2/3—1/2v7r—1/47t7 (3.156a)
nz

H? = %e—i(2/312/3—1/2v7r—1/47r' (3.156b)
z

A (x) = Ai(x), (3.157a)

B (x) = Bi(x), (3.157b)

e também que

1

dx  dx 4°
dB;k 6114;|< 9l ]/2
dx  dx s

A¥ B*
dA; _dB; _ 9 2124, (3.158a)

(3.158b)

Agora que sabemos a funcao de onda no interior de um potencial linear, iremos obter

a densidade de corrente nessa regido, onde devemos utilizar a seguinte equagao

d¥ d¥v*

Pl g 3.15
/= dx dx’ ( 9
de forma que

0i
J(x) = 22712 (aA; + bB:) (a(Ai — B)) + b(Bi — A})). (3.160)

41

Portanto podemos calcular a densidade de corrente através das equacdes de Airy.
3.4.1 Tunelamento

Conhecendo a densidade de corrente obtida na sec@o anterior, seremos capazes de
buscar uma expressao para a transmissao eletronica para uma barreira de poténcial triangular.
Para isso, iremos dividir o sistema em trés regides: antes (1), no interior (2) e depois do potencial

(3). Nas regioes (1) e (3), a fun¢do de onda € dada na seguinte forma

Yq)=4(q ) DY+ Bpye e K, (3.161a)

W) =Ap)e ”‘“>x+B( ST (3.161b)
Usando a primeira condi¢@o de contorno, temos que

¥1(0) = ¥1(0), (3.162)



resultando em
A(l) +B(1) = aAi(O) —i—bBi(O).

Aplicando a segunda condi¢do de contorno

encontramos que

2i(A 1y +B(1)) (A — Bk

= L2 (aAi(0) +bB(0)) a(A(0) — Bi(0)) + b(Bi(0) — Ai(0)).

de forma que

o) fan) [ A Bi(0) a
2k 2) \Byy)  \ai(0)-Bi0) Bi(0)-ai0)) \b)

Reorganizando, obtemos

A(l) _ _i —2k —1 AI(O) Bi(()) a ‘
By M\ =2k 1 ) \A4i(0)—Bi(0) Bi(0)—Ai(0)) \b
Entre a terceira e segunda regido, tem-se que
ya(L) = y3(L),
resultando em
aA;(L) +bB;(L) = Ce™*.
Aplicando a segunda condi¢do de contorno para essas regides, temos que
Jo(L) = J3(L),

obtendo asism

272 (@A(L) + BB(L)) [ (A(L) — Bi(L) + b (Bi(L) — A1) = 2iC?,

de forma que

i—;zl /2a(Ai(L) — Bi(L)) + b (Bi(L) — Ai(L))] = 2ikCe "L,

89

(3.163)

(3.164)

(3.165)

(3.166)

(3.167)

(3.168)

(3.169)

(3.170)

(3.171)

(3.172)
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Portanto
Ai(L Bi(L a e o\ (C
< () = , (3.173)
Ai(L)—B;(L) Bi(L)—A;L)] \b e”* o) \0o
Bi(L)—A;(L) —Bi(L L0\ [C
a) _ L (Bl —AlL) =Bi(L)) (e , (3.174)
b) D\Bir)—A(L) Ar) | \e* 0) \o0
onde
D=B}(L)—A?(L). (3.175)
Agora, substituindo a Eq. (3.174) na Eq. (3.167), tem-se que
Ar\ 1 [—2k —1 Ai(0) B;(0)
B 4Dk \ 2k 1 | \4i(0)=Bi(0) Bi(0)—A;(0)
Bi(L)—Ai(L) —Bi(L kL 0\ [C
i(L) i(L) i(L) e' ’ (3.176)
Bi(L)—A;(L) AiL) e o) \o
onde o coeficiente de transmissao associado ao tunelamento € dada por
T = ’tlll_z
= [ (2KAi(0) +A4;(0) — Bi(0)) ((Bi(L) — Ai(L)) € — By(L)e ) +
(2KBi(0) + B(0) — 4i(0)) ((Bi(L) — Ai(L)) € + Ay(L)e ™) | 2
= [2k4:(0) ((Bi(L) — Ai(L)) € — Bi(L)e ™) +
2kB;(0) (Bi(L) — A;(L)) e*F 4+ A;(L)e~ |2
2
= |3z [Bi(D)B(0) —AF(0)A(L)] " (3.177)

3.5 Potencial linear: Caso Anisotropico

Nesse momento consideraremos o Hamiltoniano H de um elétron no espago bidi-

mensional anisotrépico sujeito a um potencial V(r), tal que

P2 P2
H=-"*4+ Y vy 3.178
2m, + 2m, V), ( )

onde m, e my sdo as massas das particulas nas dire¢Oes x € y.
Devo dizer que a partir deste momento iremos estudar um potencial do tipo V (x,y)

¢ uma barreira de potencial que t€m sua orientagdo escrita arbitrariamente no plano xy. Agora
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se realizarmos uma rotacao no sistema de eixos com um angulo ¢, na qual definimos norvos
. / / . . . .
eixos x' e y' para o sistema rotacionado como mostrado na Fig. 28 , seremos capazes de reduzir
o problema bidimensional para um problema unidimensional. Em um sistema rotacionado
Figura 28 — Visualiza¢do geométrica do espectro de energia para uma energia fixa, mostrando

o sistema rotacionado e o sistema sem rotacdo, juntamente com as dire¢des da
velocidade de grupo e vetor de onda.

Fonte: Elaborado pelo autor

podemos escrever os momentos na dire¢des x’ € y como

Px = pycosa — psina, (3.179a)
Py = p,sina+ pycosa, (3.179b)
resulta em
2 2
_Px By PPr gy (3.180)
20 20y

onde definimos as novas massas efetivas nas dire¢des x’ € y' como

1 2o sin’o
- se sma (3.181a)
1 . 2 2

1 sin oc+cos a’ (3.181b)
Hy 1y my

1 1 1

— = (— — —) sin & cos . (3.181¢)
u my Ny

Substituindo os momentos p, = ih% € py = ih(% na Eq. (3.180) na equacdo de
Schrédinger, temos que

2 32 2 32 2 32
ia_ll/:_h_aw_h_aw_FL_aw+Vw_
ot 21 x> 21, dy?  u dxdy

(3.182)
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E interessante ressaltar ainda que, diferentemente do caso isotrépico, a velocidade
de grupo v, do elétron ndo € paralela ao vetor de onda k, ver Fig. 28. Para demonstrar isso, basta

lembrar que a velocidade de grupo € definida como

1
Vo= ViH. (3.183)

Usando a defini¢do do Hamiltoniano para o caso anisotropico rotacionado, temos que

ko ky ko ko
v, =h i+l)f+ (l+i) } . (3.184)
¢ Kux u woow)?

Note que V depende apenas da varidvel espacial xg, logo a dependéncia da funcao

de onda em yy deve ser dada pelas autofungdes do operador p,/. Portanto, podemos escrever
y(x',y) = p()e e, (3.185)

com @ = E /h. Substituindo a Eq. (3.185) na Eq. (3.182), obtemos que

— + =k

d*o  2iwe do  (2Ep. K 2vp,
_ —0. 1
et g ¢=0 (3.186)

Note que até o momento ainda ndo tinhamos falado sobre o tipo de potencial que
estavamos tratando, entdo o Hamiltoniano da Eq. (3.180) e o da Eq. (3.186) sdo equagdes para
um potencial V (x) rotacionado com um angulo qualquer. Agora se considerarmos uma regiao

de potencial do tipo linear, dado por V = Fex, podemos definir a seguinte varidvel

_2Ep, k>2;.ux 2V

7= , 3.187
2 0 2 ( )
com diferencidvel dado por
2Fe
dz = — hz“ * dx. (3.188)
Aplicando na Eq. (3.186), obtemos
929 + ad.¢ + Bzo =0, (3.189)
onde
Aiu2F2e2
S L, (3.190a)
wh
AF262 2
p=2 ¢t (3.190b)

h4
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Para resolver a nova equacao deferencial dada pela Eq. (3.189), iremos considerar

que a funcdo de onda pode ser escrita como
o =v(2)w(z). (3.191)

Analisando a primeira e segunda derivada da Eq. (3.191), temos

ﬁ dw dv

3 3.192
dz dz i dz dz" ( 2)
d?¢  d’w dvdw d*>v  dvdw
bl S 3.192b
a2 " VaE Tdidz Ta2 T ma (31920)
e aplicando na Eq. (3.189), temos que

d’>w dvdw d*>v  dvdw dw dv

— —+— 0. 3.193
R e A A <d +dw>+ﬁsz (3.193)
Reorganizando os termos, obtemos que
e (22 ) D (L gl 0 (3.194)
—sW w — w | v=0. .

dz dz dz \dz2 " Taz Pt
Rescrevendo-a da seguinte forma:

dw
2——|—ch 0, (3.195)

dz
temos que a solucdo € dada por
w = e 2/ 0dx _ gax (3.196)
Aplicando-a na Eq. (3.194), temos
d*v 1,
— — —— =0. 3.197
e (ﬁz 1 ) v ( )

Definindo uma nova varidvel 1, dada por
1,

:BZ—ZOC , (3.198)
com diferenciando dado por
an = Baz, (3.199)

e substituindo-os na Eq. (3.197), obtém-se que

dpv— 1y =0. (3.200)



94

Note que se
n=p"3, (3.201)
obtém-se que
v —Iv=0. (3.202)

Essa equacdo diferencial ordindria possui solugdes bastante conhecidas, dadas pelas

equacgoes de Airy na forma

1

1 1
O(x) = e 2% |aAi (B> (B2 — ;a)) + bBi(B* (B2~ a?) | - (3.203)
3.5.1 Caso de uma barreira de potencial linear anisotrépico

Nesta secdo iremos estudar o caso de uma barreira de potencial linear, conhecida
também como barreira triangular. Para entendermos melhor o problema iremos admitir trés
regides, sendo: antes do potencial (1), no ingterior do potencial (2) e depois do potencial (3).

Usando a condi¢do de continuidade nas regides (1) e (2), dadas por

va(x1) = wi(x1), (3.204a)
VeV (x1) = vy (x1), (3.204b)

obtemos desta ultima que

dya .\ _dvi
E(xl)— Ir (x1)- (3.205)

Dessa forma podemos construir a matriz

va(x1) _ i (x1) _ (3.206)
%(Xl) %(xl)
Explicitando as funcdes de onda, encontra-se que
e~ 201 [a2A;(E(x1)) +baBi(E(x1))]
e 10 |ay (Joi(§ (v) + G ) + b2 (JoBE (k1)) + PEE () )|
_ eiijlal 1 etkixip, | (3.207)

. + _ oy —
kfe*i¥iay +keixp,
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de forma que podemos fazer

eik?xl eikfxl aj g
= e_j X1
kif'eierl kl—eikl_xl bl

AE () Bi(E(x1)) a
o , (3.208)
(Joi ) + (&) (SaBiE() + B &) ) \bo
onde
a B e,%axl k;eikfxl _eikfxl 3.909
by - D —kfreiklml etk x o
Ai(&(x1)) Bi(&(x1)) a;
. (3.210)
" ((%aAi<é<x1>>+%<é<x1>>) (%aBi<é<x1>>+%<5<xl>>)> (b)

Agora, iremos usar as mesmas condicdes de contorno das Eqgs. (3.204a) e (3.205) para x = x»,

ou seja, as condi¢des para as regides (2) e (3). Neste caso devemos obter a matriz

BECe) e -k @B (G ()
P (E(2))) €5 — kf MR (E (x3))
95 (x2)) e"ksxw%eikﬂz&(é(xz)))

%))+ G (E (1)) ) €2 kg e A (E (x2)) )

(3.211)

Substituindo as matrizes e resolvendo o produto, o coeficiente de transmissdo € encontrado como

T ‘ (ky Ai(E (1)) — wi) (w2 — k3 Bi( & (x2))) + (ky Bi(E(x1)) — w2) (wa — ki Ai(E (x2))) |
waAi(€(x2)) —w3Bi(&(x2))) (ki — k") ’
(3.212)
onde
wy = %aA,-(é(xl)) + ‘Z‘C" (E(x1)), (3.213a)
wa = SOB(E () + (), (3.213b)
Wy = %aA,(g(xz)) + ‘ii"(z;(m)), (3213¢)
s = 3aBi(& (x2)) + (& (). (213)
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3.5.2 Estados Ligados

Nesta secdo estudaremos os estados ligados considerando a identidade de Chebysheyv,

onde partiremos da matriz de transferéncia convencional e definiremos a origem como x; = 0,

tal que:
o ([ k) BEO) + R EO)] (e~ Jon) A1) + G 0)]
(k= 3@) A(E(0) + (€ (0))| [ (S ket la>)Al<¢<Z>>+ng<s<z>>}
(o= k) BiE(0) + F(0)] [ (ke = 3) ) BED) + P& > a1
(k=) Ai(E(0)) + (& 0)] [ (4 —k+ekTa)) BUE W) + (&)
onde usamos a seguinte relacdo
ed 0
M= | (3.215)
0 el
Para n barreiras, temos que
M — Mi1Up—1 = Up— Mi2Up— N, (3.216)
MUy MnUy—1 — Uy
onde
_ sin(n+1)gl (3.217)

singl

Sabemos que para calcular os estados ligados para uma barreira, devemos tomar
Mo (k = ik) = 0. (3.218)

Considerando as n barreiras idénticas, M5, = 0 que corresponde

(v —3) 4o+ 29| J](J-keta) migl, .+ 28] ]
- W. (3.219)

3.5.3 Multiplas barreiras de potencial linear

Nesta secdo iremos apresentar o caso anisotrépico para o potencial linear e calcular a
tranmissao eletronica através de multiplas barreiras lineares. Usando os resultados para a fung¢do
de onda encontrados na sec¢do anterior, temos que

1

0(x) =e 2% [arA;(E(x)) +baBi(E(x))]. (3.220)



Definindo

com

1
_a2>7

E(x) = B (B2

temos entdao que

dG? dH?
l+b2

dy B ;
(x) e dx dx

dx

Na primeira regido, temos
=a|G} + b H
Vi =a1G; +b01H;,

em que podemos definir

it
Gll :elk x7
c
Hl — elk_X’

ou seja, de maneira geral podemos escrever

;= a;G+b;H],

de forma que

J J
vi |\ _ (G H )[4
dy; | 4G/ dG! |
o (%) o @) \bi
ou
/ 1 1
Wj(x) Af Bj 2

dy; T\ i ai A 1 p)
d—x’(x) EOCAi—{-W EOCBi—F— 0
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(3.221)

(3.222)

(3.223)

(3.224)

(3.225)

(3.226)

(3.227)

(3.228)

(3.229)

(3.230)

(3.231)
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em que definiremos as matrizes M; e S; tal como

(x a;
Vit ) g, (@ : (3.232)
(%) bj

onde

Al(E(X B! (E(x
s omew) o sEw ) 5253)
70A; (8 (x) + 7+ (8(x) 0B (S(x)) + 7 (S (x))
e
1% Q)
M;= ) (3.234)
O ezax

Aplicando as condi¢des de contorno

Vi(xj-1) = wi-1(xj-1), (3.235)

e

VoW = VeWj_1. (3.236)

onde

i\ Xi— i—1\Xj—
;/V,JA( e v :( =) (3.237)
v (xj-1) —d (xj-1)

de forma que

a ai_1
=N 7. (3.238)
b; bj

Definimos

Nj=S;'M;'S; M;_y, (3.239)

de forma que
aj aq

=N ) (3.240)
b; by

onde

N=N;N;_1...Ns, (3.241)

e a transmissdo € dada por

2
r_ |de@) (3.242)
Nao
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Figura 29 — (a) Esquema de um tipico experimento de espalhamento. As ondas \pzr e Yy
sdo espalhadas pela amostra, caracterizada pelo potencial U (x), enquanto que as
ondas ¥; e ‘I’;{ consistem nas ondas refletidas e transmitidas, respectivamente,
através da amostra. (b) Ilustragdo de como um potencial unidimensional pode ser
aproximado por uma sequéncia de barreiras a ser considerado no método da matriz
de transferéncia.

(a)
\/_\LP/L' \/_\W»
ol | O

Fonte: Elaborado pelo autor

3.6 Barreira de potencial qualquer

Nesta secdo iremos aplicar o método da matriz de transferéncia para uma regido de
potencial qualquer como esta sendo apresentado na Fig. 29. A ideia considete basicamente em
estabelecer uma relacdo entre as amplitudes das ondas antes da regido de espalhamento e depois
da regido de espalhamento (??MARKOS; SOUKOULIS, 2008). Tal método pode ser usado para
analisar a propagacdo de ondas de particulas quanticas, ondas eletromagnéticas, ondas acusticas,
ondas eldsticas, dentre outras. A ideia consiste em aproximar um potencial continuo suave por
uma sequéncia de barreiras quadradas, de forma que a aproximacao serd tdo melhor quanto mais
estreitas forem as barreiras. A Fig. 29(b) ilustra tal discretizagcdo espacial e aproximagao das
pequenas regides e potenciais quadrados com alturas fixas em cada pequena regido. Observe que
aregido delimitada por x; e x| possui o potencial constante e igual a U; = V(x;), ou seja, temos
multiplas barreiras de potenciais que juntos formam o potencial da Fig. 29. Ainda devo resaltar
que iremos considerar uma sistema anisotropico com eixos arbitrariamente orientados, onde
consideraremos uma rotacao de eixos com angulo o, em que podemos obter a fun¢dao de onda
para uma barreira de potencial rotacionado utilizando a Eq. (3.186). Note que ao considerarmos
um potencial constante, a solu¢do da equacdo diferencial ordindria na Eq. (3.186) € dada por

. /
e*v* onde podemos obter

21,2
ho, W nks
— k4 —ky+—L =E-V. (3.243)
2ue T 2u 2,
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Resolvendo a equacdo de segundo grau

k= =B+y, (3.244)
definindo
B= —&ky/, (3.245a)
u
2(E — Vo) e (u% ux) 2
_ (B B2 3.245b
Y \/ - 2w )k ( )

Agora utilizando esse resultado e escrevendo uma fun¢do de onda geral para cada

regido do potencial da Fig. 29, iremos obter
Pi(x) = Ajeik’j‘lx +Bjeik’1‘2x — P (Aje" + Bje~ ). (3.246)

Dessa forma, devemos derivar a funcdo de onda para obter

do; ; ;
L= i(By+ 7)€ (B — e (3247
X
Perceba que podemos agrupar as Egs. (3.246) e (3.247) e obter o seguinte sistema
matricial
@;j(x) Aj
=Gj(x)M;(x) ) (3.248)
d .
) Bj
onde
eiﬁx eiﬁx P 0
Gj(x) = , e Mx)= . (3.249)
i (B +1v;) i (B +)) 0 e
Se estabelecermos agora a condigdo de continuidade de ¢ e ¢" em x = x;_;, obtemos
que
j(xj-1) Qj-1(xj-1)
= ) (3.250)
do; de;_
P @j-) (o)

Assim, somos capazes de relacionar os coeficientes das fungdes de onda das duas regides, tal
como
Aj Ay
=N; , (3.251)
B; B i
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onde a matriz N; € dada por

Nj=M; " (x;-1)G; (xj-1)Gj1 (xj-1)Mj 1 (xj 1) (3.252)

Repetindo tal procedimento para as vdrias regides, podemos entio obter a seguinte relacdo entre

os coeficientes de entrada e saida das fungdes de onda incidente e transmitidas:
AN A Ay
=N = NyNy—_1...N» . (3.253)
By B B,
Assim podemos afirmar que dado uma rede de barreiras de potencial iremos ser

capazes de associar os coeficientes da fun¢cdo de onda antes da primeira barreira com o da

n-ésima. Desenvolvendo ainda cada termo da matriz de transferéncia, iremos obter as seguintes

relagdes:
o By
L _ e P 3.254
G] ()ijl) = 2—’}/] 5 ( . a)
(Bi+v) i
e X1 0
M (xj) = : (3.254b)
0 i1
’ (Yj i )e—i(’}’j—)/j—l)xjfl (}’j — %1 )e—i(?fi+?’jfl)xjfl
e—l Xj—1
Nie . (3.254¢)
J 2)/]

(v; _')/jil)ei(ijijl)xjfl ('yj_|_'yj71>ei(7j*7jfl)xj71

Em geral, podemos ver que esse método € capaz de reduzir o problema a um solugdo
de uma Unica equagdo matricial, mas em compensa¢do devemos trabalhar com um produtério
de matrizes que, em muitos casos, s6 pode ser calculado numericamente. E interesante ainda
notar que o potencial pode ter qualquer formato, sendo os resultados mais precisos quanto menor
for a largura dos potencais menores discretizados U;. Isso significa que podemos fazer esse
método para barreiras quadradas espacadas, para barreiras triangulares ou qualquer outra forma
que desejarmos, também podemos utilizar esse método para estudar as propriedades eletronicas

de vdrios materiais como o grafeno ou fosforeno, calculando sua condutancia, transmissao ou

reflexdo (ZHAN et al., 2013; L1 et al., 2009).
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3.7 Resultados e Discussoes

Nesta secdo iremos discutir sobre os resultados obtidos a partir do Capitulo 3, utili-
zando o método da matriz de transferéncia para um sistema anisotropico de multiplas barreiras
de potenciais, nas quais consideraremos os vdrias direcdes cristalogréficas para analisarmos o
papel da anisotropia no transporte eletronico.

Através da Fig. 30 podemos observar alguns dos resultados obtidos neste capitulo
para uma barreira de potencial para diferentes incidéncias k;. Note nos painel da esquerda que
temos as curvas de contorno que nos apresenta os valore de transmissao para angulos « diferentes,
na qual podemos retirar uma linha horizontal do grafico e ver que a transmissdo eletronica possui
diferentes valores de transmissdo dependendo da dire¢cdo do angulo de incidéncia que esta
associado com k; para dire¢des fixas de o, onde ao aumentarmos os valores de @ veremos que
isso reflete diretamente no nimero de picos de transmissao, consequéncia da anisotropia do
sistema que possui massas distintas para diferentes direcdes cristalograficas. Ainda podemos
observar que a transmissao eletronica muda o nimero de picos de transmissdo para diferentes
retas verticais tomadas dos painéis da esquerda, devido aos niveis de energia permitidos do
potencial.

Agora ao analisarmos a Fig. 31 podemos observar alguns dos resultados obtidos para
uma barreira de potencial com incidéncia normal k, = 0. No painel (b) estd sendo apresentado
um gréfico de curvas de nivel de energia da transmissao para diferentes direcdes cristalogréficas,
€ possivel observar, tomando-se uma linha vertical, ou seja, considerando um angulo fixo, que
iremos obter picos de transmissdo cada vez mais espagcados ao tornarmos o valor de energia cada
vez maior, isso estd associado aos niveis de energia permitidos no poco de potencial. Podemos
observar melhor este comportamento ao analisarmos o painel (c), na qual € apresentado quatro
plotes de transmissdo eletronica em fungdo da energia para quatro angulos fixos, onde podemos
ver exatamente esse comportamento dos picos de transmissdo cada vez mais espagados e ao
comparar com o0s varios angulos para uma mesma faixa de energia (0,1 eV a 0,2 eV), podemos
notar para o = 0° iremos ter cinco picos, para & = 30° teremos trés picos, para ¢&¢ = 60°
teremos dois picos e para o = 90° iremos ter também dois picos um pouco mais espagados.
Portanto podemos observar uma variacdo no nimero de picos de energia como consequéncia da
anisotropia na massa para as direcOes diferentes, tendo direcoes.

Podemos também verificar as transmissoes dos resultados anteriores, considerando

diferentes larguras para o potencial, como estd sendo apresentado na Fig. 32. Na qual € mostrado
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Figura 30 — Resultados para a transmissao eletronica considerando diferentes direcdes de inci-
déncia, onde os painéis da esquerda sio as curvas de contorno e os da direita sdo
obtidas tomando uma reta horizontal dos graficos de contorno. Os pares de painéis
de cima para baixo sdo para angulos o = 0,30,60,90°.
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Figura 31 — (a) Curva de contorno de energia para a transmissdes em diferentes direcoes cris-
talograficas o com angulo de incidéncia normal ky. (b) Transmissdo em fun¢do da
energia para angulos fixos, referente a uma linha vertical do painel (a). (c¢) Trans-
missdo em fungdo do dngulo para energias fixas, referente a uma reta horizontal do
painel (a). (d) Plote do tipo de potencial considerada no problema.
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Fonte: Elaborado pelo autor

os graficos de linha para as direcdes cristalograficas @ = 0° e @ = 90°, onde o painel (a) apresenta
o potencial para larguras d = 50 nm, d = 100 nm e d = 200 nm. Quanto ao painel (b) e (c)
devemos observar que ao aumentarmos a largura do potencial iremos reduzir o nimero de picos
de transmissao devido a uma mudanca nos niveis de energia permitido. Em rela¢do aos painéis
(d) e (e) que mostra a transmissao em funcdo da energia, iremos ter os picos cada vez mais
préoximos para maiores largura do potencial.

Agora fazendo o nimero de barreiras aumentar para deferentes direcdes de rotacao
no sistema de eixos, como mostrado na Fig. 33, na qual mostra a transmissdo em fungao de k,
para uma largura fixa do potencial em ambos os painéis. Podemos ver que para o painel (a) e (b)
ocorre uma varia¢ao no nimero de picos de transmissdo quando aumentamos o nimero barreiras
de potencial, onde podemos notar que na direcio @ = 0° possuem uma melhor capacidade
de transporte do que na dire¢do cristalografica de & = 90°, isso fica bastante evidente quando

olhamos o painel com N = 10 barreiras, na qual a transmissdo assume uma faixa bastante
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Figura 32 — (a) Barreiras de potenciais com larguras d = 50 nm, d = 100 nm e d = 200 nm. (b)
e (C) A tranmissao eletronica para diferentes angulos de incidéncias associado ao ky,
considerando diferentes direc¢des cristalogréficas. (d) e (e) Transmissao em fun¢ao
da energia para incidéncia normal com angulo o« = 0° e v = 90°.
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Figura 33 — (a) Barreiras de poteciais com larguras d = 50 nm, d = 100 nm e d = 200 nm. (b) e
(C) A tranmissao eletrOnica para diferentes angulos de incidéncias associado ao ky,
considerando diferentes dire¢des cristalogréficas. (d) e (e) Transmissao em fun¢do
da energia para incidéncia normal com angulo o = 0° e ox = 90°.
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considerdvel de transmissao eletronica. Devo ressaltar que em todas as figuras que relaciona as
direcdes cristalogréficas com a transmissao, a dire¢ao com a maior capacidade de transporte €
para ot = 90° que estd relacionado com massa do elétron, que neste caso € a massa m, = 0,856my,
tendo um valor maior que a dire¢ao m, = 0, 166mo(SOUSA, 2018). Se uma particula na dire¢ao
X tem massa menor que na direcdo y e ambas t€ém a mesma energia, entdo a diferenca deve
ser a velocidade das particulas que neste caso seria maior para a massa menor m,, refletindo
diretamente na capacidade de transporte.

Se também analizarmos o comportamento da transmissdo em funcdo do nimero
de barreiras como mostrado no painel, em uma mesma linha, da esquerda para direita da Fig.
34. Veja que iremos observar um aparecimento de maior nimero de picos de transmissao total.
Esse acréscimo também ocorre quando aumentamos a largura das barreiras, como podemos
observar ao olharmos a mudanca dos paineis, em uma mesma coluna, de cima para baixo.
Podemos explicar este comportamento pelo motivo de que ao aumentamos a largura de uma
barreira, estamos aumentando o nimero de estados permitidos e consequéntimente aumentando

a probabilidade de uma particula ser transmitida.
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Figura 34 — Resultados para a transmissdo eletronica em fung¢do de k, e os diferentes potenciais

usados, onde a primeira linha de plotes mostram a forma da barreira de potencial e o
numero de barreias usadas e os painéis a partir da segunda linha da esquerda para
direita mostram a transmissoes para N = 1,2,3 e 10 barreiras de potenciais variando
a largura da barreira em d = 5,10 e 20 nm. Fixou-se a energia como sendo £ =0, 15
eV e espacamento de L = 5 nm.
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4 APLICACAO DO METODO DA FUNCAO DE GREEN NO TRANSPORTE ELE-
TRONICO

4.1 Propagador de Evolucao Temporal e a funcdo de Green

Enquanto o método da matriz de transferéncia ou de espalhamento se refere a
uma relagcdo entre os leads devido a excitagdo em um lead em relagdo ao outro, a funcado
de Green nos dd uma relacdo mais forte, pois nos permite relacionar um ponto de excitacdo
com um outro qualquer (Datta, 1997) dentro dos préprios leads. Em geral, nos capitulos
anteriores consideramos apenas os casos de transporte nao interagente, de forma que levamos
em consideracdo as excitagOes causadas pelas ondas de incidéncia, onde podemos estabelecer
uma relagdo direta entre a matriz de espalhamento e a fun¢do de Green que veremos nas segoes
posteriores. Além disso, o método da fun¢ao de Green € bastante ttil para casos de sistemas de
niveis discretos e moleculares.

Na secdo seguinte, iremos apresentar o método da funcio de Green geral e definir
dois operadores chamados de “propagadores” que sao duas possiveis solugdes para a funcdo de
Green conhecidas como retardada G e avancada GA. Inicialmente consideraremos o estudo do
transporte ndo interagente, sendo importante para calcular a matriz de espalhamento de maneira
mais util e facil.

Primeiramente, lembraremos que ao considerarmos o Hamiltoniano independente do

tempo, temos

Ay, =E|y,), (4.1)

em que | ) forma um conjunto de estados completos, ortonormais e normalizados, onde podemos

escrever, para energias discretas,

Opm = Yn W, (4.2)
(]
=Y |w) (yal- (4.3)

Agora iremos considerar a equacdo de Schrodinger dependente do tempo dada por

.0 N
ih—y(1)) =H (1)), (4.4)
a ideia consiste em considerar um operador U (¢,¢'), chamado de operador de evolugio temporal

(OET), de forma que podemos escrever

lw(t)) =U(t,7) |y(t"), (4.5)
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onde ' é um instante de tempo diferente de z.

Observem que uma solugdo para o OET pode ser dadas por
O(t,1) = e i—A/M, (4.6)
De fato

i

ngW0) = i e Oy

LN\ 2
(=3) ey
— Aly(). @)

= ih

Se considerarmos a propriedade U = UT, entiio

O = 2 Y e By (. (48)

Aplicando na Eq. (4.5), encontraremos
i

w(@0) = 2 Y e B My () ), (4.9)

onde o termo Y, y(¢') pode ser visto como um coeficiente de expansdo temporal da fungéo em
¢ quando posta na base dos autoestados. Isso se assemelha ao coeficiente de dilata¢do térmica
que se caracteriza por medir a alteracao do volume em um sélido. Essa equagdo nos possibilita
identificar uma possivel solug@o para o |y(z)), que se torna futuramente mais conveniente, dada

por

Gt = 0t-"U(r—-1)

— %9@ — ) M=) /h, (4.10)

chamada de funcdo de Green retardada e também
G = 0( -0 —1)
_ %901 _t)e—i(t/—t)lfl/h’ (4.11)

conhecida como fungdo de Green avangada, onde 6 (¢ —t) é a fun¢do Heaviside definida como

. 0set<t,
0(t—1t)= (4.12)
1 set <t
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Assim as fungdes de ondas podem assumir uma forma dependente da funcdo de

Green retardada e avancada

lw(r)) = inGR(t—1)|yw(t)),se t > 7, (4.13a)
lw(t)) = —ihGA —1)|y(t)),set’ >1, (4.13b)

onde as fun¢des de Green satisfazem a seguinte relagdao

{ih% - H} GRA (1,1 =181 —1). (4.14)

Para escrevermos a funcdo de Green em termos da energia e conseguir, posterior-
mente, expandi-la em termos dos autoestados, devemos utilizar a transformacdo de Fourier dada
por

GRA(E) = lim GRW) (1) B /My g, (4.15)

n—01 J —co

Entretanto, devemos ver que os termos exponenciais da funcdo de Green apresentam
termos oscilatérios. Para lidarmos com este comportamento devemos adicionar um termo

complexo junto a energia

GROE) = tim [ GRA)(g)elE=me/hgy, (4.16)

n—0ot.J—

Portanto podemos usar essas ideias para deixar a nossa funcdo de Green em termos

da energia, onde a Eq. (4.14) pode ser escrita por

[(E +ni)l —H|]GXE) =15(t—1), (4.17)
em que
GR(E) = [(E+ni)—A] ", (4.18)

onde ao considerarmos a propriedade de completude na Eq. (4.3), obteremos a expansao de

autoestados

GR(E) = mil% 74

W) (
= 4.1
Z"E—sz (4.19)
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E interessante observar que ao aplicarmos a transformacgdo de Fourier inversa pode-

mos obter
- - dE
(v) = Jim | () S
N e (W) (Wl \ ige/n dE
= 1 _An/Avnl ) GiET/h T
130 J oo (;E+ni—En o
—o0 elET/h dE
- 1
ni%l+zn:"”"><"’"|/_w Etni—E, ) 2nh
i .
- _;LG(T)Z‘WnMWn‘elEnT/ha (4.20)
n

retornando para forma da funcdo de Green dependente do tempo que foi definida inicialmente.
Devo ressaltar que o método considerado aqui esta voltado para sistemas nao inte-
ragentes, assim estamos em um sistema com transporte coerente e desconsiderando interacdes

entre as particulas no interior do condutor.

4.2 Funcao de Green interagente para férmions e a equacao de movimento

Nesta secdo iremos discutir sobre uma forma mais generalizada da funcdo de Green
que vemos no estudo de muitos corpos, onde buscaremos apresentar a definicao e retornar para
o caso anterior apresentado. Uma forma mais geral para definirmos a funcdo de Green seria
utilizando um propagador de campo quantico definido por Feynman que adiciona um termo de
ordenacgdo temporal de Wick que introduz a causalidade ao sistema, sendo a fungcdo de Green

para férmions definida como

Gi(1,1) = —i<T [c(r)cT (z’)} > 421

sendo esta equacdo que descreve a propagacao do elétron, onde o operador cj. cria um elétron em

um tempo ¢ € ¢; destroi em um instante ¢’
Quanto a causalidade, ela ¢ garantida devido a utiliza¢dao do operador de ordenagdo

temporal que € definido como

(T[e)c )] ) =00 1) {ct)e" () + 0 =1) (c(t)e! () ). 4.22)

Além desta defini¢do de fungdo de Green, ainda podemos definir outras formas que

podem admitir propriedades mais diretas e tteis. Se considerarmos tempos ¢t > ¢’ ou 1 < t’
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devemos ter

GE(1,1') = —iB(1 —1') <{c(z)c*<t/) }> , (4.232)
Gli(t,t') = i0 (' —1) <{c(t)c* (t’)}> , (4.23b)
que de maneira geral pode ser obtido ao considerarmos que nao ocorre interacao no interior do

condutor.

Uma defini¢do bastante comum na literatura é dado por
GE(1,1') = <<ccj>> (4.24)

Na representacdo de Heisenberg, os operadores evoluem no tempo por meio da
equacdo de Heisenberg, onde o Hamiltoniano esta presente. Para um operador arbitrario O,

podemos escrever

i = [0H] +i=-0(1), (4.25)

onde o dltimo termo € responsavel por uma possivel dependéncia de tempo explicita do operador.
Uma maneira de obter a fungcdo de Green é determinar sua evolu¢cdo no tempo por
meio da técnica de equagcdo de movimento. Entdo, derivando a fun¢do de Green retardada da

Eq. (4.23a) com respeito ao tempo, obtém-se

i(—i)5- {(t—t><{ (0,01 })]
Zour) fei oo 5 {{eogo))]
=6(t—1")8&j+06(—1") {—lcz }>

= 8(t—1)8;—i0(t—1) <{ ), H t')}>
= 8t 118+ ( ([es(r) H]:c )>> (4.26)

z—GR (1)

onde nds usamos
(i) a defini¢do da fun¢do delta como a derivada da funcdo de Heaviside;
(i1) o fato de que os elétrons sao férmions e, portanto, seus operadores satisfazem as relagdes
de anticomutacado {cl-,cj} = { :r, ]} 0 and {c,, } = gjj; e
(ii1) a equacdo de movimento de Heisenberg para o caso em que o sistema estd em equilibrio

ou, equivalentemente, o Hamiltoniano € independente do tempo:

i~ = [c;,H]. (4.27)
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4.2.1 Funcgdo de Green nas Coordenadas Representativas

O formalismo estabelecido anterior € a forma geral para a defini¢do das funcdes de
Green, onde esta secdo discutird o caso particular da funcdo de Green independente do tempo,
usando o vetor posi¢do r. Para isso, utilizaremos as seguintes regras de transicdo com o intuito
de relacionar os estados e operadores de Dirac com os estados e operadores na representacao de

coordenadas ordinarias

y(r)=ry, (4.28a)
S(r—r)H(r)=(r|H|r), (4.28b)
GR(r,#') = (r| GR|r), (4.28¢)
Zn‘,l//(r) Y () =8(r—r). (4.28d)

Aplicando essas regras na Eq. (4.13a), podemos obter que

v(rt) =ih / drG(r,t,r ;! w(r 1), (4.29)

em que a funcdo de Green retardada pode ser definida por

0
[ihg — H(t)} G(r,t,r' 1) =6(r—r)6(—1). (4.30)
Considerando o estado estacionario, iremos obter
[E+in—H@)|G(rt,r',t')=8(r—r)5(t—1), (4.31)

correspondente a equacdo de Schrodinger
n 9?
gV | W) = Ev) @32)

Agora se considerarmos um elétron unidimensional, sujeito a um potencial Vj,

devemos obter as funcdes de Green retardada e avancada como sendo

[E+in—H ()] G(x,x',E) = 8(x—x'), (4.33)
cuja solugdo é

G(x—x,E) = Ae*0—), (4.34)
parax > x'e

G(x—x,E) = Be *0—), (4.35)
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para x < x’, onde

2m(E —V,
k= M' (4.36)
n
Utilizando as condi¢des de contorno que estabelecem a igualdade dessas fun¢des em
/
X=X

G(x,x)| _ur = Glx,x)| _. (4.37)
juntamente com a descontinuidade da derivada
dG(x,x) _ JG(x,x) _ 2_m7 438)
ax =yt ax x=x'— h

cujas solucdes sdao dadas por
A =B, (4.39)
e

2
ik[A+B] = 7’" (4.40)
Resolvendo o sistema de equacdes, obtém-se que

im
A=B=——, 4.41

e (4.41)
juntando a solucdo para x > x’ e x < X/, resulta em
G(x, ¥ E) = _%el‘klﬂ’l. (4.42)

Observe que ao analisarmos a Eq. (4.32) iremos notar que ainda € cabivel adimitir

que existe outra solucao dada por

im —ik|x—x'|
—e , 443
prs: (4.43)

G(x,x,E) =
ou seja, o complexo conjugado de nossa Eq. (4.42) é também solucdo da Eq. (4.32).

Agora, para analisarmos o comportamento das duas equagdes, iremos utilizar a
Fig. 35. Nessa figura estamos considerando, sem perda de generalidade, que o ponto de excita¢do
ocorre na origem do sistema de eixos X' = 0 em um instante /' = 0. De forma que podemos

interpretar a Eq. (4.43), dada pela parte inferior da Fig. 35, como sendo ondas vindas do passado

em direcao ao ponto de excitagdo e a Eq. (4.42) como sendo ondas no futuro se afastando do
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Lk

|
S

Figura 35 — Funcdo de Green retardada e avangada para um sistema unidimensional.
Fonte: Elaborado pelo autor

ponto de excitacdo. Dessa maneira, fica claro que podemos interpretar a Eq. (4.42) como sendo
a fun¢do de Green retardada no caso unidimensional e a Eq. (4.43) como a fun¢do de Green

avancada, dadas por

GR(x, X E) = —%ei"')‘”‘", (4.44a)
GA(x, ) E) = ;—Z’ze—ikx—x’h (4.44b)

em que o nimero de onda pode ser aproximado para

P \/Zm(E:I:in—Vo):\/Zm(E—VO\/Ii in
h h E—-Vy
\/2m(E — V) in
() e

Isso mostra que o k pode ser visto como parte imaginario, onde o sinal positivo

indica que a fun¢do de Green € retardada e o negativo a avangada.

4.3 Definicao da autoenergia

Na presente se¢do iremos apresentar o calculo para determinar a autoenergia devido
aos eletrédos utilizando o conceito de fun¢do de Green. Em geral iremos considerar a existéncia
de dois leads conectados a um material central formando uma nanojuncao, onde consideraremos
que os eletrédos também sao descritos pelo modelo tight-binding e que os eletrddos estdo em
equilibrio.

Na Fig. 36 podemos ver o acoplamento dos Leads com a regido central (condutor),

onde definiremos os Leads E e D como o lado esquerdo e direito, cujos respectivos Hamiltonianos
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sdo Hg e Hp. Ainda definimos tg¢ € tcp, sendo os fatores de acoplamento que ligam os leads

com a regido central, em que o Hamiltoniano é definido Hc.

Figura 36 — Representacdo do acoplamento dos Lead esquerdo e direito com o condutor central.

Fonte: Elaborado pelo autor

Podemos entdo construir um Hamiltoniano para o sistema completo, tal como

Hg tg¢ O
H=|tcg Hc tep |- (4.46)
0 tpc Hp
Devemos salientar que os termos dos Hamiltonianos das trés regides, juntamente aos
termos de acoplamento também sdo matrizes. De forma que o Hamiltoniano total € composto de

blocos de matrizes. Assim, se aplicarmos na Eq. (4.17), temos que

E —Hg —tEC 0 Gg Gre 0
—tce E—Hc —icp —Gce Ge Gep | =1 (4.47)
0 —IpCc E — HD 0 GDC GD

Note que podemos obter as Eqgs. (4.48a), (4.48b) e (4.48c) associando cada linha da

matriz esquerda com a coluna central da matriz direita, isto €

(E — HE)GEC — tECGC = 0, (4483)
(E —Hc)Gc —tceGec —tcpGpe =1, (4.48b)
(E — HD)GDC —tpcGc = 0. (4.48¢)

Note que podemos isolar Ggc e Gpc das Eqgs. (4.48a) e (4.48c¢), tal como

Gec = (E—Hg) 'tgcGe, (4.49a)

Gpc = (E—Hp) tpcGe. (4.49b)
Aplicando-as na Eq. (4.48b), tem-se que

—l‘CE(E —HE)_ltEch—l- (E —Hc)GC —tCD(E —HD)_ll‘DcGC =1. (4.50)
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Definindo

Y =tce(E —Hg) 'tec +tcp(E — Hp) 'tpe, 4.51)

obtém-se que

[E—Hc—X|Gc =1. (4.52)
Portanto, a funcao de Green retardada para a regido central deve ser dada por

GR = [E—Hc -1 (4.53)
Partindo da defini¢do da Eq. (4.51), que define a autoenergia do sistema, obtemos

ZIEe = ICE(E—HE)ill‘EC

= tceGEetec, (4.54a)
c

ZR = ICD(E —HD)_IIDC
P (4.54b)

=tcpGplpc,
de maneira tal que a defini¢cao da autoenergia total definida na Eq. (4.51) pode ser escrita como

sendo
YR—yR 1 ¥R (4.55)

Dessa forma, tudo que precisamos para calcular as autoenergias € saber a fungao de
Green dos Leads e o fator de acoplamento dos mesmos.

No caso de considerarmos a fun¢do de Green avancgada, entdo iremos basicamente
modificar E = (E — in)I de maneira que ao compararmos com as defini¢des anteriores, a energia
se torna o complexo conjugado do caso da fun¢do de Green avangada, nos permitindo estabelecer

simplesmente a relagdao

R = [zt] " (4.56)
Em geral podemos ver que a autoenergia aparece como uma forma de interagao da

regido central com os Leads, ou seja, uma particula no interior do Lead central vai interpretar a

existéncia dos Leads como uma adi¢do de uma autoenergia ao sistema central. Introduzimos

este termo como uma analogia ao termo utilizado para descrever interacdes entre elétron-elétron
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ou elétrons-fonos que ndo estd dentro do escopo para fungdo de Green em equilibrio, onde
em nosso caso se refere a interacao dos Leads com o condutor que se diferem por ser objetos
inertes simples, enquanto as outras interagdes envolvem sistemas mais complicados com graus

de liberdades internas.

4.4 Algumas propriedades da funciao de Green
4.4.1 Calculo da Corrente

Nesta se¢do iremos calcular o valor da corrente, considerando um Hamiltoniano do
tipo do modelo tight binding. Para isso iremos apresentar o cdlculo de uma corrente para uma
jung¢do, onde consideramos que existe uma corrente da esquerda para direita e afirmaremos que
os eletrddos estdo em equilibrio. Posteriormente definiremos a fun¢do de comprimento de nivel,
juntamente com a expressao para a transmissao.

Partiremos do conceito da conservacdo da probabilidade que deve ser dado por

ox:|wil

0=
ot

(4.57)

onde Y¥;|y;|?> é a soma no subespaco do dispositivo em questio. Considerando a mudanca de
notacdo Y; = i, obtemos

82,\% Zawzzw

0 =
B 8!//1 diy
= Z( 5 "’+&_‘”’) (4.58)
Da equacgdo de Schrodinger
i i '
> T n (W|H]i), (4.59)

temos que Eq. (4.58) fica

0= (Wi H i) tw+iv (wl H1i)) == 1 (wlH |ye) + (vl H ). (4.60

Considerando os kets e bras como um equacao matricial, € facil notar que

(wlH |yc) = (vi|Vec |we) + (wel He lwe) + (wp|V — DClye) (4.61)
e ao se substituir na Eq. (4.60), tem-se que

0= - (Wl (He + trc +1pc) 1) + (wel Ho+ e+ the) W)

(4.62)

m|~.m|-

([W/E\tEch <‘I’c!tz)c|ll/E)} + [<‘/’D|IEC<‘/’C|+<‘VC|I;)CWD>D _
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Dessa forma, podemos definir
ij—.0 = (V| tec W) + (el the [we) (4.63)

4.4.2 Calculo da Transmissdo

Nesta secdo iremos buscar calcular a corrente percorrida através de uma juncao e
posteriormente determinar a transmissao eletronica. Para isso consideraremos que os eletrédos
se encontram em equilibrio e existe uma diferenca de potencial ¢ entre os mesmos.

Primeiramente devemos ver que a equagdo de Schrodiger deve ser determinada por

Hg tgc O VE VE
the He the | [we | =E | we | (4.64)
0 tpc Hp YD 75)

No Lead esquerdo podemos separar a funciao de onda em ondas de incidéncia e reflexdo yy, =
lllg + I/ILI respectivamente, considerando que o Hamiltoniano do sistema total € H. E interessante
lembrar que as fun¢des de onda de reflexdo e transmissdo sdo resultados da interagc@o entre os

subsistemas do meio,

Vp+ Vi v+ W
H Ve =F e , (4.65)
Yp 1)
onde
Eyp Eyp Vi
gl =1 0 |=6¢"|w |, (4.66)
0 0 Yp
e dai
7 0
we | =Gtie [ w2 | (4.67)
75) 0
Definindo
G=[E—-H]", (4.68)

e resolvendo a Eq. (4.67), obtemos que

ve =GR}y (4.69)
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Este resultado, junto com a Eq. (4.64), resulta em

Wp = GptpcWe = GptpcGRt) -yl (4.70)

Observe que, para determinar a funcao de onda no primeiro contato, precisamos adicionar a onda

de incidéncia, resultando em

Ve = (1+GRtecGitye) V- @.71)
Agora a ideia € calcular a corrente parcial i; para o lado esquerdo s = E e direito

s = D, dado pela Eq. (4.63):

=y iy 4.72

is = E(ws tseYe — Yot Ys)- (4.72)

Aplicando o resultado das Eqgs. (4.71), (4.69) e (4.70), obtemos

. . . e

), =1lg=—Ip= ﬁ(ngtECGéFDthECWg)a 4.73)

em que definimos a funcdo de largura de nivel

I, =i(XR—x4). (4.74)

Portanto, a corrente total deve ser

e

1=Y irfe(E) =5 Y(¥L 1ecGeTpGltrc W) fi(Ey)- (4.75)
A A

Comparando com a equagdo obtida pelo método de Landauer

e [T
=2 / T fu(E)dE, (4.76)
iremos conseguir obter a transmissdo eletronica a seguir

T(E) = Tr(TL(E)GE(E)TR(E)GE(E)). (4.77)
4.4.3 Densidade de estados

Nesta secdo iremos discutir o conceito de densidade de estados e relaciond-la com
a funcdo de Green determinada anteriormente, de forma que obteremos uma equagao para a
densidade de estados geral e local. A densidade de estados estd associada ao numero de estados
permitidos para uma determinada faixa de energia considerada, portanto podemos relacionar a

sua defini¢do com a funcdo delta dada por

D(e)=) 6(e—Ey), (4.78)
n
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onde podemos dizer que D(€)de nos da o nimero de estados entre € e € — de.
Se fizermos o traco da funcdo de Green da Eq. (4.18) dependente da energia, podere-

mos €SCrever

R _
Tr[GY(E)] = %" i 8+m Ey)
- g’Eﬂ €—1in
- E,—€e+in
N ; (Ey —€) +n?

E,—¢ in
— ;(( d - + > > (4.79)

Ey—e)"+n® (Eu—g) +n’
Note que a segunda fracdo € igual a uma delta, uma vez que se considerarmos que
n — 0, vamos ter duas opgdes, a primeira € que a frac@o € igual a zero se £, # € e a segunda
seria infinito se £y, = €, ou seja essa expressdo se comporta como uma delta do tipo 8(e — E,).

Portando podemos escrever o traco da funcao de Green como

Tr[GME)] = ) !

T Eu—¢

+) 8(e—Eyp). (4.80)
u

Utilizando a densidade de estado da Eq. (4.78) e aplicando na Eq. (4.79) obtemos

1
Tr[GR(E)] :;Eu—e —D(g). (4.81)

Observe que ainda que o traco da GR como parte real e imagindria, isso sugere que
podemos reescrever a equacdo de forma que ganhamos a expressao da densidade de estados em

funcdo da parte imagindria da funcdo de Green, dada por
D(e) = Re[G"]-Tr[G*(E)]
= Im{Tr[G"]}. (4.82)
Assim podemos ver que sabendo apenas da fun¢do de Green retardada, seremos
capazes de achar seu trago e a parte imagindria para determinar a densidade de estados.

4.4.4 Funcgao Espectral

Antes de entrarmos no conceito de fun¢do espectral, iniciaremos discutindo sobre
o tempo de vida dos autoestados da fun¢ao de onda do dispositivo central em contato com os

Leads, onde o condutor central isoladamente deve ser escrito por

HceWoo = €00 Wao- (4.83)



122

Ja sabemos que ao adicionarmos os Leads, um termo de autoenergia deve aparecer

no Hamiltoniano central, tal que
[He + 2y = €0 Y. (4.84)

Veja que o termo da autoenergia deve ser considerado como sendo ndo hermitiano,
uma vez que no caso de serem hermitianos, a fungdo de comprimento de nivel Eq. (4.74) seria
anulada. Isso ocorre devido a XX ser igual ao seu adjunto, fazendo as autoenergias retardada
e avancada serem iguais. Para que isso seja evitado, consideramos que o termo adicional ao
Hamiltoniano central, autoenergia, seja ndo hermitiano, consequentemente a autoenergia £y da

func¢do de onda deve possuir um termo complexo do tipo
805 - 8(X0 - 6a - l)ya/z (485)

Como consequéncia disso, a parte temporal da funcio de onda terd o termo complexo
anulado, onde este termo trard uma exponencial que decai com o tempo. A interpretacdo disso
pode ser compreendida ao imaginarmos que o elétron no interior do condutor vai sumir através

de um dos Leads ap6s um determinado tempo. Dizemos que isso € o tempo de vida do elétron
Yol = e M/, (4.86)

ou seja, a probabilidade de encontri-lo vai sendo reduzida com o tempo.
Outro ponto importante € a definicdo da funcdo espectral A que € definida pela

diferenca entre as func¢des de Green retardada e avangada

A = i(GR-GP (4.87a)

= iIm[G"]. (4.87b)

Essa fungdo é importante pelo fato dos picos da func¢do estarem associados aos
autovalores da regido central isolada e a forca de acomplamento da regido central com os Leads
como estd sendo representado a Fig. 37.

Se usarmos a funcdo de Green expandida para seus autoestados como ja haviamos

discutido em secdes anteriores

Vo Vs
GF =Yy Yoo 4.88
~E — &4 (4.85)
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Figura 37 — Representacdo da funcio espectral para acoplamentos fracos e fortes, onde os picos

das funcdes correspondem aos autovalores do condutor isolado (Datta, 1997).
|.ﬁ{r;’;f] | Vi wesk
h:lqtlmg
Weas
compling
Seromg
""wupﬁng
Ll

Fonte: (Datta, 1997)

aplicando a autoenergia €y a essa equacao na definicdo de funcdo, obteremos a funcdo espectral

dada por
A:iz( VoVo VoV )
a E_eao_stx_lla/z E_8a0_5a+lla/2
A (4.89)
_ * o
= LVaVa (g 5T 22
Veja que esta equacao nos dd exatamente o comportamento da Fig. 37, uma vez que
0 termo

A

¢ exatamente uma delta que resulta nos picos da fun¢do espectral exatamente quando E =

O(E — (€a0+ 6a)) =

(4.90)

€00 + Oq que sdo as energias de acomplamento.
Existe outra forma de ver a fungdo espectral através ainda das fun¢des de Green
retardada e avancada e agora também em termos da funcdo de comprimento de nivel. Para isso

devemos partir da Eq. (4.87a) e multiplicando por [GR]~! e [GA]~!, obteremos
GYAlGY ! = e - (6M)
= [t —xf
= I (4.91)

Fazendo a multiplicacio de [GR] e [G"], encontramos

A= GRrGA, (4.92a)
ou também
A = G'TGR. (4.92b)

Um outro ponto importante da fungdo espectral € que ela estd diretamente associada

a densidade de estados, uma vez que podemos utilizar a Eq. (4.87b) na Eq. (4.82) e obter

D(E) = %Tr[A(E)], (4.93)
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onde utilizamos o resultado anterior da fungdo espectral e consideramos um tempo de vida muito

longo
D(E) = %Tr[A(E)] — % / A(r,r)dr
1 Na

T2 (E —€an—0a)? —A2/4 (4.94)

o

Assim, basicamente retornamos para a defini¢do de densidade de estados expressa na Sec. 4.4.3

que nos dé a densidade de estados igual a uma funcao delta.

4.5 Meétodo recursivo
4.5.1 Equacdo de Dyson

Nesta secdo iremos estudar o método recursivo através da utilizacdo da equagao
de Dyson. O método recursivo consiste em calcular a fun¢do de Green para um sistema de
vdarios componentes acoplados, onde devemos conhecer os subsistemas individuais e a matriz de
acoplamento, de forma que iniciamos com um subsistema individual e vamos adicionando os
outros posteriormente como ilustrado na Fig. 38. Essa ideia € til para calcular sistemas mais
complexos que seriam muito dificeis de calcular utilizando o método da funcdo de Green inversa
da Eq. (4.18), sendo um método convenientemente mais utilizado computacionalmente.

Para entendermos isso, vamos considerar o Hamiltoniano total do sistema
H=Hy+V, (4.95)
e a fun¢do de Green desse Hamiltoniano e do subsistema

(E—H)G =1, (4.96a)

(E—Hy)g=1. (4.96b)
Substituindo uma equagdo na outra, podemos obter a relagdao
G=g+gVG. (4.97)

Essa equacdo, conhecida como a equagdo de Dyson, nos mostra que se adicionarmos um sistema
externo qualquer a um sistema que queremos conhecer, basta conhecer o sistema externo e a

matriz de acoplamento entre eles.
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Figura 38 — Representacao de um sistema isolado sendo ligado a um outro sistema que apriore
também estava isolado, formando um sistema acoplado pelo parametro t1; que esta
associado a ligacdo da direita para esquerda.

SN

T m = = = m = = = = = = =m =™ = = = om w W W = o

1 2
Fonte: Elaborada pelo autor
No intuito de aplicar esse método de forma pratica iremos considerar o sistema da
Fig. 38, onde estamos mostrando que o subsistema 1 isolado possui uma fun¢do de Green g
conhecida, enquanto o subsistema 2 possui uma funcio de Green g, também conhecida, onde ao
conecta-los, surge a matriz de acoplamento V devido a interagdo entre os Leads. Dessa forma,
iremos analisar o comportamento da equag@o de Dyson para dois subsistemas, podendo construir

a matriz G do sistema total e g dos subsistemas individuais, tais como

G G
G — R (4.98a)
Gy G»
0
g = ¥ _ (4.98b)
0 &

Aplicando-as na Eq. (4.97), temos que

G Gn2 _ & 0 N g1 0 0 12 G Gn2 ’ 4.99)
Gy Gn 0 & 0 & 1 O Gy Gn
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de forma que

G = g1+&VhaGo, (4.100a)
G2 = git1nG, (4.100b)
Gy = g6, (4.100c)
Gyn = g +g01Gra. (4.100d)

Substituindo a Eq. (4.100c) na Eq. (4.100a) e organizando os termos para isolar G4, encontramos

[(g1) ' =Zi2] G =1, (4.101)
onde
Yo =11282021- (4.102)

Esta € a autoenergia devido a introdu¢do do sistema B no sistema A. Agora se

fizermos a substituicao da Eq. (4.100b) na Eq. (4.100d), iremos obter

[(82) ' =221 Gn =1, (4.103)
onde
Yo1 = 018112 (4.104)

Dessa forma podemos obter o resultado para todos os termos da matriz de G do
sistema total, onde podemos notar o aparecimento de um termo de autoenergia devido a adicao
de um novo subsistema, entdo seria esperado que ao adicionarmos um terceiro subsistema, deve
surgir um segundo termo de autoenergia.

Para verificar a afirmagdo anterior, imaginemos que existem outros dois subsistemas
individuais na qual um dos subsistemas € o nosso sistema A + B anterior que chamaremos
de subsistema C, onde isoladamente definiremos a funcdo de Green como gg que j4 sabemos

determind-la pelas Egs. (4.101), (4.103), (4.100b) e (4.100c), onde sabemos que
g = [E—He—x" ", (4.105)

em que X é a soma de todas as autoenergia dos acoplamentos anteriores.
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Quanto ao outro sistema, sabemos apenas quem é sua fungio de Green G isolada,

onde usando a mesma ideia da Eq. (4.101), obtemos que

[(€2) ! —t1282121] Ge =1, (4.106)

€ ao substituir gg, iremos obter que

[(E—Hc—X"—2¢,| Ge =1, (4.107)
onde
Yo = tesgstse, (4.108)

ou seja, para multiplos eletrédos, devemos ter a soma das autoenergias devido a interacio como

ja haviamos previsto anteriormente.

4.5.2 Metodo Recursivo Para Sistemas Unidimensionais

Em geral o método recursivo se torna mais ttil em sistemas muito mais complexos,
onde apresenta um nimero muito amplo de varidveis e subsistemas dentro do problema, tornando
o método de inversdo da funcdo de Green na Eq. (4.53) muito dificil de trabalhar. Por outro
lado, o método recursivo se torna mais chamativo para facilitar a sua aplicagdo em programas de
computadores. Neste momento utilizaremos o método em uma situagdo em que consideraremos
uma quantidade N de subsistemas.

Na Fig. 39 estamos considerando exatamente esse nimero de subsistemas, na qual
dividimos o sistema total em trés partes; em uma parte estd o Lead esquerdo, a outra na regiao
central com os n subsistemas e na terceira estd o Lead direito. Ainda devemos notar que o termo
de acoplamento entre dois subsistemas da regido central i e i + 1 € dado por H; ; 1, de forma que

o Hamiltoniano do centro e a fun¢do de Green fica
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Figura 39 — Representacdo de multiplos subsistemas acoplados aos eletrédos esquerdos e direitos
de autoenergia X; e Xg, onde o subsistema Hj; até Hyy podem ser vistos como
tinico sistema que compde um Hamiltoniano tridiagonal com os elementos H;;. Os
termos H;; para i = j sdo as energias internas de cada subsistema e para i # j sdo 0s
termos de acoplamento.

Fonte: Elaborada pelo autor

Hy Hpp ... 0 0
Hyy Hy ... 0 0
g : : . | (4.109)
0 ... Hyn-1  Hyn
G Ga ... Gyy-1) G
G : : : | (4.10b)
Gu Gm ... Gn(N—l) Gn(N—l)
Gy1 Gy ... .. GyN

De forma geral estamos vendo a regido central como um unico Lead, onde acoplare-
mos individualmente os Lead da esquerda e da direita, esse acoplamento faz surgir as tdnicas

duas autoenergias do sistema ¥; = X; e Xg = Xyp, cuja funcio de Green € dada por

E-H-X|G=I. (4.110)
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Levaremos em consideracdo que a funcdo de largura de nivel da Eq. (4.74) do
eletrodo da esquerda e da direita ¢ uma matriz com todos os elementos zerados com exce¢do de
['r11 = —2Im[X;] e Tryy = —2Im[Xg]. Isso sugere que a Eq. (4.77) da transmiss@o eletrdnica e

densidade de corrente ndo necessita de todos os termos da matriz da func¢do de Green

T = Tr(T.GinTRGy), (4.111a)
- N
l
E)=—— Y Im(Tr(Gy)), 4.111
p(E) = =2 L Im(Tr(Gi)) (4.111b)

sendo 1til para o método recursivo, uma vez que sé precisamos dos elementos Gy € Gj;.

Para chegarmos nesse resultado, primeiramente devemos analisar o problema consi-
derando que estamos adicionando cada subsistema individualmente junto ao eletrédo do lado
esquerdo até o 1-ésimo subsistema. Ou seja, consideramos que a Fig. 39 chega apena até o

i-€simo ponto, entdo se utilizarmos a Eq. (4.97) veremos que
Gii=G,;+G,tii—1Gi_1,. (4.112)
Também conseguimos fazer
Gi1i=G1; 1t 1,Gii, (4.113)
substituindo na Eq. (4.112) e reorganizando

~1

Gii=|(GL) —tii Gy yt1g| (4.114)

Devemos observar que estamos considerando que os subsistemas estio interagindo
apenas com os primeiros vizinhos, caso contrdrio, uma nova equagao de auto energia de interag@o
deveria ser adicionada a esta equacdo. Caso fagamos o mesmo procedimento anterior partindo

do eletrédo direito para o i-€simo subsistema, a Eq. (4.112) se torna

Gii =G+ Gitii1Git1,, (4.115)
onde
Git1,i = Gﬁi%7i+]tt+l,tGi,i; (4.116)

de forma que

. ‘ —1
Gii = (Gﬁ',i)z - li,i+1G§ﬂ,,~+,~lr+1,t . 4.117)
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E interessante observar que na Eq. (4.112) ganhamos uma autoenergia devido a
interagdo do subsistema i — 1,i — 1 com o i,i e agora obtivemos uma autoenergia devido a
interagdo de i,i com i+ 1,i+ 1. Isso sugere que para um sistema completo da Fig. 39, a funcdo
de Green de todo o sistema deve ser

, ‘ . —1

Gi=|(Gi,)*— ti,iflG;:{’i_lttfl,t _ti,i+lG;ii7i+,’tt+lJ , (4.118)
ou seja, devemos considerar a auto energia de interacdao devido aos subsistemas nos dois lados
do subsistema i, i.

Agora, se simplesmente utilizarmos a equacao de Dyson, iremos obter
Gin = G1,i-1H;-1,G};, (4.119)
com este resultado podemos calcular a transmissado através do sistema total usando o método

recursivo.

4.6 Calculando a transmissao para um e dois niveis

Nesta secdo iremos discutir o comportamento da densidade de estados para um
sistema com um e dois niveis de energia, obtento tanto a expressdo para a transmissao eletronica,
quanto a expressao para a fungdo espectral e utilizar a definicdo de densidade de estados para obter

uma grafico mostrando os picos de densidade de estados no entorno dos pontos de autoenergia.
4.6.1 Modelo de um nivel

No caso para um Unico nivel, primeiramente devemos observar que consideraremos
apenas o problema em que X seja um ndmero real, portanto devemos observar que a Eq. (4.74)

pode ser escrita por

I = —2Im[xF), (4.120)
e também
r*::Rdzﬂ-—%r, (4.121)

sabendo da Eq. (4.51) que

YR=3F + ¥ (4.122)
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Figura 40 — (a) Densidade de estado e (b) funcao espectral para o sistema de um sitio isolado,
isto é, no caso em que a fungdo de Green retardada (G®) é a prépria fungio de Green
ndo-vestida g" (ou equivalentemente, nao-perturbada) dada pela Eq. (4.124) (ou
similarmente a Eq. (4.144)). Diferentes valores de broadening 1n e energia local &.
Tais graficos podem ser obtidos plotando as Eqgs. (4.111b) e (4.125), respectivamente
para os painéis (a) e (b)

(@)2s , . i | T (b)6o
—n=0.01 ¢ =0 !
|- = n=001 ¢=1eV { _
20A...... n = 0.05 e::=0 ::
/CG:\ —--7]20‘10 6()20 |I | ’\40
5 Regiéo central :: g
n ': - =
8 I-HII :I < 20
1
i
Al
\
0 1 A 0
-1.5 -1 -05 0 05 1 1.5 -1.5
E (eV)

Fonte: Elaborada pelo autor

portanto devemos ter

2R ) = —iFLz(D), (4.123)

tornando possivel escrever a fun¢ao de Green da regido central da seguinte forma

GR(E) = [E—so—i@]—l. (4.124)
Aplicando este resultado na fung¢ao espectral (4.87b), temos

A(E) = —2Im[GR] = —21m[(E—80—iw)1] __ Tt (4.125)

rz’
(E—€0)*+ 7
Usando o resultado da Eq. (4.125), podemos encontrar a transmissio utilizando que GF =
[GA]* = [GA]", dai

Y R

T(E) =TL(E)GE(E)TR(E)GA(E) = E eyt 1 TP (4.126)
e a condutincia para temperatura igual a zero fica
G = éT(EF)
h
_ < Uil (4.127)

h (E—g)2+ (1"15—41"0)2 )
Nas Figs. 40(a) e 40(b) apresentamos a densidade de estados e a fun¢do espectral,

respectivamente, para o caso de um sistema com apenas um sitio isolado, como ilustrado
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no inset da figura. Note pela Eq. (4.124) que a func@o de Green para o sistema de um sitio
isolado € justamente a funcdo de Green nao-vestida (Eq. (4.144)). Nos graficos utilizou-se
que N = (I'g —I'p)/2 obtido apenas por comparagdo com a expressio da Eq. (4.96b), quando
consideramos o caso da func¢do de Green retardada ou avangada na Sec. 4.5.1. Ambos os graficos
e as expressoes analiticas, Eqgs. (4.111b) e (4.125), respectivamente para a densidade de estados
e func¢do espectral, nos permitem percerber o formato Lorentizano das curvas com o pico para o
valor da energia de ressondncia, isto €, no polo da funcdo em E = &. Modificando &y nota-se um
deslocamento do pico para a posi¢do em que E = &y, como representado pelas curvas tracejadas
vermelhas para &y = 1 eV. O papel do broadening € suavizar o pico, deixando-o mais largo,
como pode ser notado ao comparar as curvas em preto, azul e verde paran =0.01, 7 =0.05, e

n = 0.10, respectivamente.
4.6.2 Modelo de dois niveis

Agora podemos fazer o mesmo da se¢do anterior para avaliar o caso de dois niveis,
onde teremos um Hamiltoniano 2 x 2 semelhante ao caso anterior, mas antes nao poderiamos ter
uma matriz, pois sé teriamos um sitio e uma matriz 1 x 1.

Como falamos anteriormente, a matriz do Hamiltoniano é dada por

& —t

He = ) (4.128)
—t &

Note pela Fig. 41 que o esquema para dois sitios consiste basicamente em acoplar os

sitios entre si e entre os Leads, portanto devemos ter quatro fun¢des de largura de nivel devido

aos quatro acoplamentos, dados por

it 0
Tp = : (4.1292)
0 iLez
€
—it2L 0
Ip = . (4.129b)
0 il
)

Assim, temos todas as varidveis que determinam a funcdo de Green central da
Eq. (4.53), dada por
Gc=[E—Hc-X] !

(E+il — & )(E+il2 — &) — 1% t (E+ily—¢) ) |
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Figura 41 — (a) Funcao espectral e (b) densidade de estados para o sistema de um sitio isolado,
isto é, no caso em que a fungdo de Green retardada (G®) é a prépria fungio de Green
ndo-vestida g (ou equivalentemente, nao-perturbada) dada pela Eq. (4.124) (ou
similarmente a Eq. (4.144)). Diferentes valores de broadening 1 e energia local &
sdo assumidos. Tais graficos podem ser obtidos plotando as Eqgs. (4.111b) e (4.125),
respectivamente para os painéis (a) e (b).

Regido central

5 | | t=1eV €=0nmn t=3eV e=0 | :
(@) ——t=2¢V e=0===t=1eV e=1eV (b
0.6
<
=
—~04
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Fonte: Elaborada pelo autor

E interessante observar que essa expressdo para a fungdo de Green é bastante geral
para o caso de dois niveis. Poderiamos gerar um caso especifico, como por exemplo, reduzindo
o esquema mostrado na Fig. 41 ao desconsiderarmos algumas interagdes, tais como I'gp =0e
I'p1 = 0. Esse exemplo, nos leva a obter um sistema de cadeia linear de dois niveis e escrever a
autoenergia como

—iEL 0 0
Yp = , e Xp= . (4.131)
0 0 0 —i'2
Outra situacdo seria fazer um acoplamento paralelo ao considerarmos I'g; =I'g2 e I'p1 = I'po,
onde o acoplamento entre os sitios e os Leads sao equivalentes, juntamente com o fluxo de
corrente que passa pelos Leads para diferentes valores de t. Nesse caso somos capazes de utilizar
a funcao espectral e densidade de estados respectivamente das Eqgs. (4.87b) e (4.111b) como
representado no Figs. 41(a) e 41(b). Note que para o valor de t = 0, temos apenas a superposicao
das densidades de estados e funcdo espectral e quando consideramos t =2 e t = 3 tem um

deslocamento na posi¢do dos picos de nivel, representando as autoenergias do sistema.
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Observe que até o momento consideramos apenas os casos em que as funcdes de
transmissao ressonante tém a sua forma igual a funcdo Lorentziana, onde os seus maximos
correspondentes as autonergias do sistema central e a largura associada ao acoplamento com
os eletrodos dada pelas fun¢des de largura de nivel. Poderiamos considerar um caso diferente
ao afirmarmos que os efeitos resonantes sejam mais considerdveis. Como seria no caso de
um acoplamento em 7', onde as funcdes I'g» = I'p» = 0 € um acoplamento simétrico dado por
['g1 =Tp.

Ainda podemos ver que a fungdo espectral nos permite observar que o pico do
grafico no segundo nivel de energia € mais fino que o pico no primeiro nivel, uma vez que
o segundo nivel ndo esta diretamente acoplado aos eletrodos e esse aumento na largura so €
possivel indiretamente através do primeiro nivel. Como vimos anteriormente, a largura dos
niveis estd associado a funcao de largura de nivel que aqui foi considerada zero para os Leads e
s6 surge com o acoplamento entre os niveis. Agora, em relacdo a funcdo de transmissao ainda
com acoplamento em 7', podemos verificar que ao considerarmos ¢ = 0 a transmissao € diferente
de zero apenas no primeiro nivel, uma vez que o segundo nivel estd completamente desacoplado
dos Leads e do primeiro nivel, ou seja, o segundo nivel estaria isolado do sistema. Note ainda
que para ¢ finitos encontramos que a transmissdo ocorre na energia do primeiro nivel e bastante
proxima das energias do segundo, mas neste caso ndo tem a forma lourentziana, sendo zero
exatamente na energia do segundo nivel. Devemos ressaltar que isso ocorre devido aos efeitos de
ressonancia destrutiva, uma vez que fluxo de corrente passa do eletrodo esquerdo para o direito
passando primeiramente pelo nivel 1 e parte indo para o lead direito e a outra parte indo para o
nivel dois e retornando para o primeiro nivel gerando efeitos destrutiveis devido a amplitudes de
transmissoes negativas, de forma que as correntes nos niveis um e dois se sobrepdem com fases

opostas, gerando feitos destrutivos.

4.7 Sistema de cadeia linear nao-interagente

Nesta secdo iremos utilizar o método da funcdo de Green no equilibrio para resolver
o problema de cadeia linear unidimensional, utilizando um meio mais intuitivo. A cadeia
linear consiste em n particulas distribuidas de forma que ficam uma ao lado da outra com seus
parametros de hopping t devido ao acoplamento entre elas, como podemos observar ao olharmos
a Fig. 42. Inicialmente determinaremos o Hamiltoniano para uma cadeia linear unidimensional e

obter a equacdo de movimento correspondente, em seguida aplicaremos essa equagdo para uma



135

cadeia linear de dois 4&tomos, posteriormente para uma cadeia semi-infinita e infinita. De forma
que iremos determinar as propriedades de transporte para cada caso, tais como a densidade de

estados e a transmissao eletrOnica.

4.7.1 Hamiltoniano da cadeia linear

Figura 42 — Sistema de cadeia linear infinito, para o caso particular em que todos os sitios sao
identicos, onde ¢ representa o hopping devido aos primeiros vizinhos mais proximos
da esquerda para direita e ¢* da direita para esquerda, na qual & é a energia de um
sitio individual.

Fonte: Elaborada pelo autor

Agora, iremos considerar que a cadeia linear € descrita pelo Hamiltoniano nao-
interativo contendo os i-sitios € um termo cinético que conecta todos os primeiros vizinhos mais

préximos por meio de um parametro de hopping t, tal como

H = ZszchiJrZ(ti+1,iClTCi+1+fi,i+lcj+1ci>
1 l

Hyor + Heipy. (4.132)

O primeiro termo corresponde a energia interna dos sitios e o segundo termo corres-
ponde a energia cinética, descrevendo a destruicdo de uma particula no sitio i+ 1 e a criagdo
de outra particula no local i com amplitude de probabilidade 7; 1 ;. O terceiro termo descreve o
processo reverso (Odashima et al., 2017).

Assim, podemos determinar os comutadores
[Cj,Hpot} = ZS,' [cj,c;rci] = ZS,'SUC,' =E€jcy, (4.133a)
i i
[Cj,Hcin} = Z (li+1,i [CﬁC;rCiJrl} +tiiv1 [Cj,CLlCiD
1

= Z (ti+1,i3ij6i+1 +ti,i+15i,j+lci)

1
= Lj1,jCj1 T 1j=1,jCj-1

= Y 1k jCitke (4.133b)
k==+1
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Se utilizarmos a equacdo de movimento podemos determinar a seguinte relacao

EG; = ,.j+<<[c,~,H];cj>>, (4.134)

ou ainda

(E—&+in)Gl; =8+ Y, tiwxiGrog - (4.135)
k=%1

Essa equagdo nos dé os operadores de Gj; considerando os termos de acoplamento
entre os sitios no sistema. E importante ressaltar que esta técnica ndo é voltada para um sistema
de muitos corpos. Em geral, para um caso cujo Hamiltoniano tem operadores de duas particulas,
ou seja, um produto de quatro operadores, ele ird gerar fungdes de Green de multiplas particulas
(Bruus e Flensberg, 2004),(Haug et al., 2008),(Odashima et al., 2017). Ainda devo ressaltar que
o sistema de cadeia linear € a principio infinito, mas para fins praticos esta sendo truncado em

um determinado nivel.
4.7.2 Cadeia linear de dois sitios

Primeiramente iremos considerar o caso para uma cadeia linear de dois sitios, onde
obteremos o seu Hamiltoniano e determinaremos a fun¢ao de Green do sistema para entdao
obter a densidade de estados e sua transmissao eletronica. Em geral podemos ver essa cadeia
como sendo dois nucleos de d&tomos se ligando, como por exemplo no caso de um dtomo de
hidrogénio, que a aproximacdo entre esses dois &tomos permite a hibridizacdo dos seus orbitais
com o parametro de hopping t que os acoplam, ver Fig. 43.

Figura 43 — Representagdo para um sistema com dois sitios 1 e 2 distintos, onde os parametros

de acoplamento podem ser vistos como f1> da esquerda para direita e t| = 15, da
direita para esquerda.

t1 2

RN

to

Fonte: Elaborada pelo autor

O Hamiltoniano para um sistema de dois niveis deve ser obtido pela Eq. (4.132) com
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n = 2, onde podemos escrevé-lo como
H= eocJ{cl + soczcz + tcgcl —Hcircz, (4.136)

onde definimos a energia interna de cada sitio por & e os parametros de hopping t. Podemos

escrever este Hamiltoniano na forma matricial como

g 0 0 g tF
H=hy+V=|" + (0 (4.137)
0 & t;p 0O fy &

na qual sy € o Hamiltoniano para os sitios isolados e V' os paramentos que acoplam esses sitios
como sendo a perturbacdo no sistema. Assim, podemos determinar facilmente a energia interna

dos sitios ao diagonalizar essa matriz, sendo dada por

E—¢ 1y
det b2 o, (4.138)
tr E—&
em que
(E—g)(E—g)—|ma>=0, (4.139)
onde

+e)t /(e +&) —4(ae |
Ei:(e1 &) \/(81 282) (&182 Ill)' (4.140)

Note que no caso onde os dtomos sdo idénticos com g/, g5 € It12|> = |¢|?, iremos

obter a autoenergia E = &) % |¢|, obtida na referéncia (Odashima er al., 2017).
Agora a ideia € obtermos os elementos da func¢do de Green G para o sistema de dois

atomos, que escrita na forma matricial pode ser dada por

G1(E) G,(E)

G'(E) = (4.141)
G (E) Gy(E)
Para isso, utilizaremos a Eq. (4.135) e obteremos
(E—¢&4+in)GY{(E) =1+1G5(E), (4.142a)
(E—€1+in)G5 (E) =t"GY,(E). (4.142b)

Assim podemos ver que ao desacoplarmos os d&tomos 1 e 2 iremos basicamente dizer

que t = 0, consequentemente a funcdo de Green isolada deve ser

GI\(E)|—g=g81(E) = (E—& +in) . (4.143)
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Essa equacdo se refere a funcdo de Green tanto para o dtomo 1 isolado quanto para o
atomo 2, um vez que podemos construir a Eq. (4.142a) para o sitio 2, obtendo a G, e usar o

mesmo argumento para obter
E)=(E—-e+in)"". (4.144)

Podemos fazer uso das equacdes para os sitios isolados para escrevé-las como fung¢do

da equacao do sistema acoplado ao substituir nas Eqgs. (4.142a) e (4.142b)

1(E) = &1 (E) + 81 (E)h2Gy (), (4.1452)

G (E) = & (E)t2Gy (E). (4.145b)

Essas equacgdes podem ser vistas com a equacdo de Dyson para um acoplamento de

dois sistemas que corresponde escrever

Gt Gt "0 "0 0 ¢ Gt G
11 2] _ 81 n 81 12 11 12 ’ (4.146)
Gy Gy 0 & 0 & ff, 0 Gy Gy
em que
onde
Gt Gt "0 0 ¢
G=| " T2) g —|® e V= 2 (4.148)
Gy Gy 0 & i, 0

sendo g, a matriz da func¢do de Green para o sistema isolado e V a matriz de acoplamento que
leva os termos de hopping t, andlogas aos termos da Eq. (4.97).
Agora podemos obter as fun¢des de Green G'; em fun¢do da equacio isolada apenas

substituindo a Eq. (4.145b) na Eq. (4.145a), tal como
1(E) = g1(E) + 1 (E)ha (82(E)i1Ghi (E)) (4.149)

Isolando G/, obtemos
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) g1(E)
E =
11(E) 1 — gl (E)t1285(E)t},
B (E—ei+in)”"
L=lnaP (B —&+im) " (E—ex4+im)”
1
 E—et+in—|mP(E-g+in)!
- E—&+in
(E—er+in) (E—e+in) —|nf?
B E—&+in
- (E-ET)(E—E7)
A B
] ’ (4.150)

(E—Et) (E—E7)
Resolvendo o problema usando fragdes parciais, iremos obter o seguinte resultado

Considerando o caso particular para t = t12 = t},, & = € = &, ou seja, considerando atomos
p 12 ]

idénticos, iremos obter

1/2 1/2
1= / —+ / —, (4.152)
E—(eo—t))+in  E—(e+|t])+in
e por simetria do sistema temos que G/, (E) = G5,(E). Essa equagdo nos permite ver com

bastante facilidade o cardter discreto do sistema de dois sitios com dois pélos nas energias do
orbital ligante e antiligante E = & £ |¢|, onde podemos ver isso ao utilizarmos a densidade de
estados.

Também podemos escrever que G',(E) = G}, (E) podendo ser determinado fazendo
a substituicao da Eq. (4.152) na Eq. (4.145b), onde obtemos

s V[ (E—g+in) | (E—e+in)”!
GulE) = (E—<eo—rr|>+m E—(eo+)+m ) (4153

2

permitindo calcular todos os elementos da fun¢do de Green matricial e podendo ser utilizada

para calcular algumas propriedades, tais como o transporte eletronico ou a funcao espectral.

4.7.3 Cadeia linear semi-infinita e infinita

Agora iremos apresentar o caso para uma cadeia linear semi-infinita, que consiste
em termos n dtomos para uma direcdo, partindo de um ponto finito para um ponto infinito como

estd sendo representado na Fig. 44.
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Figura 44 — Representacao para um sistema com sitios semi-inifito, onde os parametros de
acoplamento podem ser vistos como #;;, sendo o acoplamento do sitio i com o sitio j
(acoplamento da esquerda com a direita). Por simetria do sistema, podemos dizer
que t;; = tj;, em que € visto como o acoplamento inverso (da direita para esquerda).

(0
N

Nt oy

* * t*
12 23 34

Fonte: Elaborada pelo autor

Basicamente iremos imaginar que o sistema semi-infinito serd encapsulado e repre-
sentado como um tnico sitio com uma fun¢do de Green efetiva e acopld-lo a um outro sitio para
termos um sistema equivalente ao mostrado na Sec. 4.7.2 para dois 4&tomos. Em geral € o mesmo
que dizer que o sitio dois da Fig. 43 € dividido em »n 4&tomos e imaginar essa divisdo como apenas
um atomo com uma descri¢ao efetiva, portanto os dois sitios nao sdo mais idénticos, ver Fig. 44.

Entao podemos utilizar a Eq. (4.135) de movimento novamente e determinar as equagoes

Gll(E) = gl(E)—l-gl(E)llszl(E), (4.154&)

Gu(E) = g(E)i,Gu(E), (4.154b)

sendo g1 e g» as funcdes de Green para os sistemas isolados.

E importante notar que o sitio dois é em si préprio um sistema de cadeia linear
semi-infinita quando consideramos infinitos sitios dentro do sitio 2 efetivo, consequentemente
a func@o de Green efetiva € go = G',. Entdo, se substituirmos a Eq. (4.154b) na Eq. (4.154a)

iremos obter a seguinte equacao
g1(E)[t|* G}, (E) — G (E) + g1 (E) =0, (4.155)

sendo uma equacdo de segundo grau cuja resposta € dada por

1
Gl = —>— 11,/1—4#2)
b 2P ( e

E—¢&+in 4)t)?
= ——— | 1x4/1— . 4.156
e ( \/ (E—g+in)2 (4.156)
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Para que a solucdo da funcdo de Green nao divirja quando E tende ao infinito,

devemos escolher

E—g+in 4‘[‘2
Gii=—>—|1—4/1- . 4.157
R T ( \/ e+ )2 .

Fatorando —1 para fora da raiz obtemos a contribui¢do imaginaria que € ndo-nula somente na

regido |E — &y < 2|t||, isto é, dentro da largura da banda. Isso nos dé a densidade de estados na

borda, ou na “superficie” do sitio:

pi1(E) = —%Im [Gui(E)]

0(2)t| - |E — &) E—g)\>
- \/1—( 20| ) . (4.158)

Figura 45 — Densidade de estados para uma cadeia linear (a) semi-infinita e (b) infinita para
infinitos sitios vestidos, obtidos a partir da Eq. (4.82) utilizando n = 0,01 e¢ = 1,0.

semi-infinita ’inﬁnita‘
0.1F~ — 0.8 — T T T |
~1(a) (b)
__0.08F 1 _0.6F -
- 0.06 -
< 0.06F 4 &
— — 0.4+ -
N wn
CQD 0.04+ - 8
0.02} 1 02r |
| 1 | O 1 | | | 1
-10 0 10 -10 -5 0 5 10
E (eV) E (eV)

Fonte: Elaborada pelo autor

Em geral podemos notar que a densidade de estados na Fig. 45(a) possui regides
de estados ndo ocupados com a Eq. (4.158) quando |E — &) < 2[t[, criando um limite na
densidade de estados do sistema, mesmo sendo um problema semi-infinito. Isso estd intimamente
relacionado com a parte real da funcao de Green G1; da Eq. (4.157), uma vez que as partes
imagindria e reais estdo associadas por uma transformacao de Hilbert (??, ??),(Haydock, 1980).
Analisando a parte real da fun¢do de Green podemos ver que Gy decai com 1/E no limite
assintético, garantindo uma densidade de estados limitados.

Note que podemos utilizar a mesma ideia do sistema semi-infinito para obter um

sistema de cadeia linear completamente infinita para a esquerda e para a direita, onde podemos
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ver isso ao acoplarmos duas cadeias lineares semi-infinitas, como estd sendo mostrado na Fig. 46.
Entdo basicamente podemos dizer que estamos considerando o acoplamento de dois sitios, onde

as funcdes de Green correspondem a uma equacao efetiva para um sistema semi-infinito. Entdo

Figura 46 — (a) Representagdo para um sistema com dois sitios semi-infinita, formando uma
cadeia infinita, onde estdo sendo envelopadas ambas as cadeias. (b) Os sitios semi-
infinitos da esquerda sdo vistos como o sitio efetivo 1 e os sitios semi-infinitos
da direita sdo vistos como o sitio efetivo 2, juntamente com os parimetros de
acoplamento £, e f},.

(@)

) N
.,

<

S

*

12
Fonte: Elaborada pelo autor

se considerarmos dois sitios efetivos acoplados, basicamente podemos utilizar o resultado obtido

na Sec. 4.7.2, na qual teremos uma Eq. (4.150), onde consideramos as funcdes de Green isoladas

G
G| = ————, 4.159
RS e e (159

sendo G a fungdo de Green para o sitio semi-infinito efetivo isolado.

Observe ainda que podemos obter esse mesmo resultado basicamente considerando
que entre os dois encapisulamentos da Fig. 46 tém uma um sitio acoplado, entdo podemos ver o
sistema como trés sitios, uma para o sitio efetivo do encapsulamento do sistema semi-infinito
esquerdo ou para o direito com fungdo de Green isolado G| e no centro o novo sitio com
funcdo de Green isolado dado por ggp. J4 vimos anteriormente que esse sistema de trés dtomo
ja foi resolvido na Sec. 4.7.4, sendo a fun¢do de Green central dada pela Eq. (4.171), onde
consideraremos tr] =130 =1, g2 = go € g3 = G1, onde obtemos

80

Ghy=—— .
O 1 -2|r|220G

(4.160)
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Utilizando a fun¢do de Green isolada da Eq. (4.143) e da Eq. (4.157), obtém-se que

(4.161)

i

- 2¢] \/1 _ <E—so+ig)2
2t

Note que a Eq. (4.161) apresenta uma singularidade no ponto E — & = 2¢ que gera
uma assintota vertical com um pico tendendo para o infinito, podendo ser suavisados o entorno
da singularidade através do pardmetro 1. Observe ainda que para valores de E — gy < 2[t| iremos
obter apenas partes imagindrias da fungdo de Green, nos permitindo obter a densidade de estados
como o inverso da Eq. (4.158) nos levando a obter um semicirculo investido com singularidades

nas bordas. Isso é um resultado bastante comum para problemas com baixa dimensionalidade

conhecidas como singularidade de van Hove (Sherkunov e Betouras, 2018).
4.7.4 Sistema com cadeia linear de trés sitios

Agora iremos aplicar o método recursivo utilizando técnicas de decimacdo que con-
sistem em mapiar materiais a partir de camadas efetivas, onde a ideia € calcular as grandezas
interativamente, em que recalculamos as func¢des de Green vdrias vezes em etapas distintas.
Podendo ser utilizado para calcular um sistema infinito através de um sistema finito (Odashima
et al., 2017). Basicamente admitiremos inicialmente um sistema com trés sitios, onde adiciona-
remos ao sistema outros dois sitios e posteriormente iremos determinar as fun¢des de Green e
mostrar que podemos ver esse novo sistema de cinco sitios como sendo um sistema de trés sitios
novamente, mas com as fun¢des de Green efetivas, ver Fig. 48. Portanto o método de decimacgdo

seria repetir esse mesmo procedimento e retornar para um sistema de trés sitios.

Figura 47 — (a) Representacao para um sistema com trés sitios, cujos parametros de acoplamento
da esquerda para direita sdo 15 € f»3 e da direita para esquerda sdo ], e t55.

Fonte: Elaborada pelo autor

Para isso, iremos considerar o sistema inicial de trés sitios como esta sendo ilustrado
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na Fig. 47, onde os sitios sdo distintos e apresentam a mesma energia interna &;, sendo i =
1,2,3....

Anteriormente vimos que um sistema de cadeia linear possui o Hamiltoniano da
Eq. (4.132) que pode ser escrito para trés 4tomos como

3
H= l‘21CICZ —|—tlzc;cl + l‘32CJ£C3 + l‘23C§62 + Z&)C?Ci, (4.162)

1

em que o primeiro termo corresponde a energia dos sitios indivuduais e as outras duas partes
correspondem a energia de acoplamento entre os trés sitios. Portanto, se sabemos o Hamiltoniano
entdo podemos utilizar o mesmo método para obter a equacdo de movimento que ja estd

explicitada na Eq. (4.135) e obter o propagador para o primeiro sitio
G = g1+ 81121621, (4.163)

e as fun¢des de Green que estdo relacionadas com o acoplamento com o sitio 1 devem ser dadas

por
G2 = g215,G11 + £2132G31, (4.164a)
G31 = g3t3,Ga1. (4.164b)

Substituindo a Eq. (4.164b) na Eq. (4.164a), temos que
Ga1 = g213,G11 + 821328313, G21, (4.165)

e reorganizando os termos, obtém-se que

t5:G
Gy = 222171 (4.166)
1 — 21328313,
Substituindo-a na Eq. (4.163), temos que
11218215, G11
Gi1 = g1 + S8 (4.167)
1 — got318313,
e isolando o termo G, obtemos
_ 81
G = el (4.168)

- 1-gmi83t3,

Note que podemos repetir o mesmo procedimento para o sitio 2, onde ao se utilizar a
equagdo de movimento iremos obter
G2 = g2+ 82131 G12 + 83132632, (4.169a)
G2 = g11021G22, (4.169b)

Gz = g213,G2o. (4.169¢)
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Como as Eqgs. (4.169b) e (4.169¢) ja estdo em funcdo do Gp;, entdo devemos substitui-las

diretamente na Eq. (4.169a) de forma que

G2 = g2+ 821518112162 + 831328313, G2o. (4.170)

Isolando Gyj, temos que

82
Gy = . 4.171)
1 — g2t5,81121 — 821328313,
No caso do sitio 3 vamos ter as seguintes equagoes
G33 = g3+ 8313,G3, (4.172a)
Go3 = gotG33 + 8215, G13, (4.172b)
G13 = g1t1G3. (4.172¢)
Substituindo a Eq. (4.172c¢) na Eq. (4.172b), temos que
G23 = 821320G33 + 8215181121 G23. (4.173)
Isolando o termo G;3, obtemos
130G
Gpy = 8232033 (4.174)
1 —got5,8111
e aplicando na Eq. (4.172a), temos
8313,82132G33
Gy = g3+ T2, (4.175)
1 —gat3,81121
onde
- 83
G33 = T (4.176)
1—g215,81121

Portanto, temos todos os elementos da matriz da fun¢ao de Green do sistema para um problema
da cadeia linear de trés sitios. A partir disso, podemos agora utilizar o método da decimacao
para expandir nossos resultados para infinitos sitios.

E importante resaltar que as Egs. (4.169a), (4.169b) e (4.169¢) sdo as equagdes
andlogas as Eqgs. (4.48b),(4.49a) e (4.49b), onde podemos substituir as Egs. (4.169b) e (4.169c)
na Eq. (4.169a) para obter

G2 = g2+ 8215181121622 + 831328313, G 2o (4.177)

Assim, podemos notar que temos todas as equacgdes para determinar cada elemento

da matriz da funcdo de Green.
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4.8 Funciao de Green recursiva: Método da decimacao da funciao de Green de superficie e

superficie-bulk

4.8.1 Decimacao da funcdo de Green de superficie

Na literatura e em muitas publica¢des cientificas, podem ser vistas inimeros métodos
para se calcular a fun¢do de Green e determinar as propriedades de transporte dentro de um
determinado sistema. Tais como o método da funcdo de Green recursiva por meio da decimagao,
onde a ideia consiste em ver um tnico 4tomo como uma divisdo de multiplos outros dtomos, de
forma que calculamos uma funcdo de Green efetiva para todo o sistema (Sancho et al., 1985).

A nossa ideia nesta se¢do € apresentar o método de decimacao como € proposto nas
referéncias (Sancho et al., 1985),(Lewenkopf e Mucciolo, 2013),(Ryndyk et al., 2016), onde
consideraremos uma cadeia linear semi-infinita como apresentado na Fig. 44. Utilizaremos

novamente a Eq. (4.135) de movimento e determinaremos as seguintes equacoes

Gi1 = g1+ 81121Gay, (4.178a)
G21 = g2t3G11 + g2132G31, (4.178b)
G31 = g313,G21 + 83143Gat, (4.178¢)
Gn1 = gnl;znflGn—l,l +gntn+1,nGn+l,l~ (4.178d)

Aplicando a Eq. (4.178b) na Eq. (4.178a), iremos obter

Gi1 = g1+ 81121 (82151 G11 + 82132G31) (4.179)
onde
(g7' —1218251) G11 = 1218213231 (4.180)

Note que estd nos dando a fun¢@o de Green G1; em termos das G31, ou seja, € como
se estivéssemos saltando a func¢do de Green G,;. Podemos fazer isso de forma geral pegando as

funcdes de Green G, 1.1, Gu1 € Gpy1.1, dadas por

G”—Ll = gn—lt;zk—l,n—ZGn—Zl "‘gn—ltn,n—lGnJa (4.181a)
Gnl = 8nty n—1Gn—1,1+ &ntut12Gnt1,1, (4.181b)

Gni1,1 = 8ni 1ty 1 nGn1 + 8nt1tn12.0+1Gny2,1, (4.181c¢)
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de forma que a Eq. (4.178d) fica
Gnl - gnt:l:n—l (gnflt:;_lm_anfZ,l +gn71tn,n71Gn,1)
+  &nln+1n (gn+lt:+17nGn7l +gn+1tn+27n+1Gn+27l) ) (4.182)
onde
(g;l - t;>1k7n71gn—ltn,n—l - tn+l,ngn+lt;+17n) Gnl =
tyn—18n—1tn—1 n—2Gn—21+tas1n8nt1tn12.0+1Gny2,1- (4.183)

Podemos também escrever de uma forma mais conveniente para calculos futuros,

onde consideramos g; = g, tal como

(E—&+M)Gn = 0,Gp21+ BiGny2.1, (4.184)
definindo

Q=1 1801l 2 (4.1852)
Bn = tat1.n8nr1tnr2.n+1, (4.185b)
En = €+l 18nbnn 1, (4.185¢)
& = En+ a1 n8nt 1ty 1 ne (4.185d)

Observe que este resultado sugere que podemos escrever a fungdo de Green saltando
os primeiros vizinhos, gerando uma relagao recursiva envolvendo apenas os segundos vizinhos.
Ou seja, podemos ver o sitio 1 em termo do sitio 3, o sitio 3 em termos dos sitios 1 e 5, até n que

fica em funcao de n — 21 e n+ 2, tal como

(E—€+in)Gp =0G3+1, (4.186a)
(E —& —|—iT]) G = (X2G571 +ﬁ2G171 (4.186b)
(E—&+in)Gs) = 03G7 1 —|—ﬁ3G371 (4.186¢)
(E — &, + lTI) G, = OCnGn_z_‘] —l—ﬁnG,H_z?]. (4.186d)

Observe que podemos repetir o mesmo procedimento anterior pela segunda vez para a n-ésima

equagdo para os segundos vizinhos mais proximos, sendo dadas como
(E —& 2+ lT]) Gn—271 = an—2Gn—471 + ﬁnGn,h (4-1873)
(E — & +i1) Gut = 0,Gp21 + BuGria.1, (4.187b)

(E—&12+i1N)Guy2,1 = 012Gy 1 + BuGrya, (4.187c¢)
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(2)

e considerando g, = (E — &, + in)fl, como sendo a fun¢do de Green efetiva para o n-ésimo
sitio isolado.

Agora se substituirmos as Eqs. (4.187¢c) e (4.187a) na Eq. (4.187b), obtemos

(E — &+ angn—Zﬁn—Z - ﬁngn+205n+2) G =

On&n—40n—2Gn—2. 1+ Br&nt4Bn+2, (4.188)
definindo
o) = Ougn 204, 2, (4.189a)
B = BugniaBusa, (4.189b)
&) = &0+ Ougn-2Bu2, (4.189¢)
&) = Byt Bugns2Osa. (4.189d)

Note que podemos fazer o mesmo procedimento anterior com as novas equacoes € obter G;; em
fun¢do de G;_g 11 € G;;g. Assim como podemos repetir esse procedimento m de forma que a

relacdo recursiva possa involver apenas os sitos multiplos de 2™, tal como

(E—81—|—T])G11=OC1G3’1+I, (4.190a)
(E—&mpy1+1M)Gonig1,1 = Opmy1Gomogy 1 + Bomg1Gomos 1, (4.190b)

(E —&m341+ 1) Gamag1,1 = 0pm341Gomz 1.1 + Bom311Gomi 41,1, (4.190c¢)

(E — &mpi1+M) Goniny1)41,1 = Qmnt1Gon(ng1)+1,1 T Bomnt 1Gom(n_1) 41,15 (4.1904d)

onde podemos generalizar as equacdes efetivas para

(m) (m—1) (m—1)  (m—1)

0 =0y ) aan s (41913)
B = B Ve B @1910)
_rgm) _ Srgmfl) +ar(lm*1)g’(1m_;1)ﬁrg’il;1), (4.191¢)
glm — glm=1) +ﬁ,§”1*”g§ﬂ;”a,§ﬁ;”. (4.191d)

Note que podemos considerar os &tomos e acoplamentos iguais e obter a forma das
equacdes vistas nas referéncias (Lewenkopf e Mucciolo, 2013),(Odashima et al., 2017) e na
referéncia que deu origem ao método (Sancho et al., 1985).

E importante ressaltar que este resultado consegue determinar fungdes efetivas que

nos permite saltar as equacdes de alguns sitios em uma ordem de 2, em que podemos utilizar
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essa ideia para reduzir um problema de multiplos 4tomos para um problema com quantos dtomos
desejarmos, assim como iremos mostrar mais adiante, em que vamos adicionar 4&tomos a um
sistema de trés sitios, utilizar decimag@o e reduzir o problema para trés sitios novamente e repetir
o procedimento novamente.

Note que se tornarmos m suficientemente grande a ponto que o parametro de aco-

plamento @, tornar-se muito pequeno, iremos obter a fun¢do de Green para o sitio 1 isolado

Gi=(E—g+n)". (4.192)
4.8.2 Decimacgdo da funcao de Green de superficie-bulk
4.8.2.1 Exemplo: Cadeia linear

A ideia consiste em adicionar um sitio em cada interagdo, como esta sendo apresen-
tado na Fig. 48(b). De forma que podemos tornar o sistema de trés sitios em cinco sitios, sendo

que as equagdes para o primeiro sitio podem ser dadas por

Gi1 = g1 +&it7,G1y» (4.193a)

G = gilﬂGn + g1t,1G21.- (4.193b)

Note que podemos substituir a Eq. (4.193b) na Eq. (4.193a) e eliminar o termo Gy,

e obter uma equacdo efetiva para o sistema acoplado

Gi1 = g1 +g1111£1t7,G11 + 811118111 Ga1, (4.194)
em que
G — 81+ 811718151621
T .
1 —git1181,
_ 81 811118101
l—gimgity,  1—g&imgity,
= &1 +8iiGy, (4.195)
sendo
Gi=—251 e h=18ib1 (4.196)
1 —gi171811,

A Eq. (4.195) nos permite ver as interacdes dos sitios 1 € 1 como um tnico sitio

efetivo que estd interagindo com o sitio 2, cuja func@o de Green para esse sitio isolado seria a
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Eq (4.196) com um parametro de acoplamento f entre o novo sitio e o sitio 2. Podemos fazer o

mesmo para o sitio 2, em que as equacdes devem ser dadas por

Figura 48 — Esquema representando o funcionamento do método da decimagdo, onde o método
comeca com (a) trés sitios, (b) adiciona mais dois sitios entre as interagdes, (c)
envolve os sitios que podem ser vistos como um unico sitio efetivo e (d) retorna a
forma de trés sitios iniciais e recomega o processo voltando para o (b).

(a) t12 t23 (b)

tia 23

Fonte: Elaborada pelo autor

G2 = g2+ 82t51G1p + 8213, G3», (4.1972)
G, = 811Gz +&1t1,G12, (4.197b)
Gs, = g5t33G32 + 85t5,G22. (4.197¢)

Agora podemos eliminar os termos Gy, € G3, substituindo as Egs. (4.197b) e (4.197¢)
na Eq. (4.197a), obtendo

G2 = g2+ 82857 (811G22 + 8115, G12) + 8213, (85133G32 + 8515,G2) (4.198)

e reorganizando a equagdo, obtemos

82+ 821578117, G 12+ 8215,85135G32

Gn =
1 —gat3;8101 — 821528315,
82 gZZ;TgTI%:
= * * +1 * * GIZ
1= got)181h1 — 828y, 1 — 821518101 — 821228315,
8213285135
G32

1= 8213181001 — 821528515,
= £ +&1 G+ 5163, (4.199)
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onde

_ 82 ok * *
g = I =1,787t5 e = t22g2t32. (4.200)
1 — gat318101 — 8218af3, et

Agora podemos fazer também para o sitio 3, em que as equagdes podem ser dadas

por
G33 = g3+ 8313;G3 (4.201a)
G33 = g3133G33 + g515,G23. (4.201b)

Substituindo a Eq. (4.201b) na Eq. (4.201a), obtemos

G33 = g3+ 83155 (85133G33 + 8315,G3) - (4.202)

Reorganizando as equagdes, obtemos

G 83+ 831358515,G23
33 —
1 —g31358313;
_ 83 831338315, .
1 —g3t3583t35 1 — 8313583133
= g3+831 G, (4.203)
onde
gy=—283 = thgstl. (4.204)

As Eqgs. (4.195), (4.199) e (4.203) s@o andlogas as Egs. (4.163), (4.169a) e (4.172a),
ou seja, temos trés novas equagdes que substituem um problema de cinco sitios para um sistema
efetivo de trés sitios, onde as Eqgs. (4.196), (4.200) e (4.204) sdo as fungdes para 0s novos sitios
isolados e para os termos de acoplamento. Uma vez que temos as equacgdes para um sistema
efetivo de trés sitios, podemos ainda obter as equacdes andlogas as Eq. (4.168), (4.171) e (4.176)

que foram obtidas na Subs. 4.7.4, sendo dadas por

81

G = l_g'szfz*l’ (4.205a)
1—gt083t3,
82
Gy = —— —, (4.205b)
1 — &285,81021 — £2132833,
_ 83
G33 = Binet (4.205¢)

T 1-985,81t
Note que para cada decimagdo teremos o adicional de dois sitios, se considerarmos

apenas uma decimacdo teremos ao todo cinco sitios. Agora se quisermos determinar a transmissao
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Figura 49 — Resultados das densidades de estados de superficie e bulk (painel superior e inferior)
para N = 0 até N = 8, mostrando o crescimento do nimero de picos até chegar no
resultado da cadeia linear semi-infinita e infinita da Fig. 45, obtidos a partir das
fungdes de Green de superficie (G1(1,1) e G3(1,1)) e fungdo de Green de bulk

(G2(1,1)).
(a) Nyeo = 0| (b) Nueo = 1 (c) Niee = 2|
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Fonte: Elaborada pelo autor

através desses cinco sitios, para isso devemos acoplar nosso sistema efetivo com dois Leads

que funciona como a adicao de dois novos sitios de superficie. Note ainda que a Eq. (4.205b) é

andloga a Eq. (4.53) que pode ser escrita por

((§2) ' — 73,8121 — F83T3,) G2 = 1. (4.206)

Em geral, podemos notar que este método nos permite aumentar o nimero de sitios
€ sempre escrever esse aumento em termos de trés sitios com interagdes efetivas, onde ao
repetirmos uma quantidade suficientemente grande, podemos retomar os resultados para um
sistema infinito, como esta sendo mostrado na Fig. 45, na qual € apresentado o crescimento do
nimero de sitios através da decimagao, onde N = 0 nos trds novamente ao caso especifico de

trés sitios estudado na Sec. 4.7.4. Neste caso podemos ver o aparecimento dos trés picos na
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Figura 50 — Resultados das densidades de estados da cadeia semi-infinita (painel superior) e infi-
nita (painel inferior) para N = 0 até N = 8, comparando os resultados da decimagdo
(linha preta) com o resultado analitico (linha tracejada vermelha) das Eqs.(4.157) e
(4.159), utilizando n = 0,01 et = 1,0.
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Fonte: Elaborada pelo autor

densidade de estado de superficie devido aos trés sitios.

Agora se aumentarmos o nimero de sitios, podemos observar o formato semicircular
dos casos infinitos (dados pela fun¢ao de Green bulk) e semifinitos (pela funcao de Green de
superficie) que obtivemos anteriormente € podemos comparar as Fig. 45 com a Fig. 50 e notar
que a parte da funcio de Green de bulk tem uma maior contribui¢io para a densidade de estados
do sistema. E interessante também notar que ao fazermos a densidade local de estados do sistema
infinito para as funcdes de Green de superficie iremos obter exatamente o resultado para os casos

semi-infinitos, como podemos ver em ambas as Figs. 45) e 50.
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4.8.2.2 Exemplo: Cadeia escada

Note que até o momento estdvamos estudando problemas unidimensionais, mas
podemos estender o método recursivo aplicando a decimagdo para obter um problema bidimensi-
onal. Para iniciarmos o nosso estudo, iremos considerar duas cadeias lineares de trés atomos

sobrepostas uma sobre a outra como apresentado na Fig. 51.

Figura 51 — Sistema bidimencional com seis sitios dispostos em duas camadas de trés sitios,
chamado aqui de sistema bidimensional escada.

t11 1 tZ 31
o—0_4

3
11,21

Assim iremos estar considerando que os elétrons podem se movimentar tanto na

*
t12,14 H1,31

Fonte: Elaborada pelo autor

horizontal quanto na vertical, ou seja, elétrons que estdo no dtomo 11 podem visitar os primeiros
vizinhos 21 e 12. Por conveniéncia iremos adotar que o parametro f;; » € 0 acoplamento do
dtomo ¢’ j/ com o sitio ij da direita para esquerda. De forma que utilizaremos notag¢do G; il j/ para
representar a func¢do de Green como notacdo padrdo, onde ij corresponde aos sitios que estamos
avaliando e /' j' corresponde ao sitios que estdo sendo associados, por exemplo, Gy 12 se refere
ao propagador de conexao entre os sitios 11 e 12.

Para compreender o método de cadeia linear bidimensional, iremos considerar a
Fig. 51, onde consideramos trés colunas com dois 4tomos cada. O primeiro passo que deve ser
tomado € a generalizacdo da equacdo de movimento das subse¢des anteriores, ver Eq. (4.135).

Dessa forma, devemos utilizar um Hamiltoniano mais geral dado por
H = H pot + Hein
— N Teily i i
= Lejeeit) [(f(iﬂ,j),ijcijctﬂu t,-j,(,-ﬂ,j)c,-jc(,-ﬂ,j),ij)
ij ij

T (t(iyj+1)7ijcjjci7j+l _tij,(i,j+1)czj'+1cij)] 5 (4.207)
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onde os comutadores podem ser dados por
[Cmnprot] = Zgij [Cmnacjjci,j} = Zeij5ij7mncij = EmunCmn, (4.208a)
ij i

T T
[Cmns Hein] = Z [(f(i+1,j),ij [Cmn,C,-jCiH,j] +1ij (i+1,)) [CmnuCH_LjCij])
ij

+ <t(i,j+1),ij [Cmmcjjci.ﬁl} Thij i) [Cmn’cz j+lci1}>}

_Z (i+1,)),ij z]mncz—H/‘i‘tU (l+1,j)6(i+l,j),mncij)

_I_

(#(i.j 1), OtjmnCi j+1 17,0, j+1) i j 1) mn€i )

- (’(m+17n)7mncm+17n +t(m—1,n),mncm—l7n)

+

(t(m,n+1),mncm,n+l +t(m,n—1),mncm,n—l)

= Z (t(m+k,n),mncm+k,n +t(m,n+k),mncm,n+l) . (4.208b)
k==+1

Se aplicarmos na equacao cinética, iremos poder generalizar a Eq. (4.135), tal como

EG;jl'j'_61jl/]/+<<|:cij7H:| Cf’]’>>
:61‘]’1/] <<|:Cl]7 Pot] Cljl>>+<< cl]7 Cli’lj| Cl/]/>>
=07 +E& CC +Z L CirpiCh +1t e et
ij,i'j ij ij (i+k,j),ij i+k,jCy jr (i,j+k),ij i j+kCir j
+

k==+1
= Oy +€ijGijij+ Y, (Wirk)ijGlivk )iy T j+8),ii G0 j+0),07) (4.209)
k==+1
onde
(E—&j+i)Gijy =8jry+ Y (tarkj)ijGivhjiy 1 jrk),iGj+h) i) - (4.210)
k==+1

Note que se utilizarmos a equac¢do de movimento no primeiro sitio 11, obteremos um propagador

com contribuigdes dos termos G111 € G12,11, onde podemos escrever

G = gu+gntinGaan+guti 12Gi2 11, (4.211a)
G212 = gi2+812t11,12G11,12 + 812122,12G 22,12, (4.211b)
Gz = 8111T1,12G12712 +g11121,11G21,12, (4.211¢)

Gz = gi2ti1,12G11,11 +812122,12G22.11.- (4.211d)
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Organizando na forma matricial, podemos obter

Gt Gz (g O N gn 0 0 i G Giiie
Gioi1 Gio2 0 g2 0 g2 fi,iz 0 Gii1 G2
0 t 0 G G
n g1 21,11 211 Garnz , 4212)
0 g 0 1nm211) \Ga11 Guni2

em que podemos escrever

G, =g, +g VG +g WGy, (4.213)
sendo
G G G G 0
G — 11,11 Gii12 Gy = 211 Gaz) g — g1 7 4214)
Gl G G111 G2 0 g»
e
0 ¢ t 0
vV, = B I T e . (4.215)
tiiz 0 0 1nmon

A Eq. (4.213) estd voltada para descrever apenas a cadeia linear superior, onde
novamente podemos normalizar esta equagdo para obter algo semelhante a Eq. (4.163) de um

sistema de cadeia linear para trés 4tomos

Gi =8, +8 WGy, (4.216)
em que
g =[1-g Vi 'g. (4.217)

Observe que possuimos uma equagao semelhante aquela obtida para o caso de trés
sitios, mas aqui temos uma equacdo em forma matricial, nos permitindo estudar com mais
facilidade um sistema bidimensional. Isso mostra que podemos realizar um mapeamento de um
sistema bidimensional em um problema de trés sitios, onde cada coluna pode ser vista como um
sitio, ver Fig. 51. Portanto devemos determinar as equacoes efetivas na forma matricial para a

segunda coluna, onde podemos escrever

G121 = &21+818111G11.21 + 82111 2062021 + 8211312163121, (4.218a)
Gnx = 82+80t)12G12.22+ 8221012262122 + 8221322263222, (4.218b)
G = 81t 1161122+ 821122216222 + 821131 21G31 22, (4.218¢)

Gunal = g0t 12G1221 + 821012262121 + 8221322263221, (4.218d)
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e colocando na forma matricial, obtemos

Goip1 G

Gno1 Gunx

_|_

g1 0 N g1 O 0 512 [Gu2a Gu2x
0 g» 0 g» o2 0 Gno1 Gun»

g1 O Hin 0 Gt Gz
0 g» 0 1512/ \Giz21t Gix

g1 0 13121 0 G321 G 4219
0 g» 0 122) \Ga21 G322

Portanto podemos escrever a equacao efetiva da coluna 2 como

Gy =2, +2, V262 +g,W3G 12+ g, W2G3y, (4.220)

e renormalizando podemos obter

Gy =8, +2,W5G12 +8W2G32, (4.221)
em que
0 5 13121 0 _ _
Vo= 2w, = e = (1—gVs) 'g. (4.222)
i 0 0 1m»

Para a coluna trés, devemos ter as equagdes

G331 = 831+83113231G32,31 + 8111312162131, (4.223a)
Gz = gi2+812131,32G31,32 + 81212232622 32, (4.223b)
G132 = 811t3231G32,32 +811121,32G21 32, (4.223¢)
G331 = g1213132G31 31 + 81262232622 31, (4.223d)

e em sua forma matricial, tem-se que

G3131 G313

G331 Gz

onde

+

g 0 N g1 0 0 )| [Gaz G
0 g» 0 g/ \tzi:2 O G331 G
1 0 13121 0 Gz Gz
& 3 . 2 (4.224)
0 g» 0 12 Gni1 Gunn

G3 = g3 +83V3G3 +g3W3Gos. (4.225)
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Renormalizando-a podemos obter
G3 =g, +8;WGy3, (4.226)
onde definiu-se que

t 0
Vs =  Wa= 31,21

3132 0 0 1322

e g3=(1-gVi) 'g. (4.227)

Note que as Eqgs. (4.216), (4.221) e (4.226) sdo andlogas as Eqgs. (4.195), (4.199) e (4.203) para o
caso de trés sitios. Isso nos permite novamente mapear o sistema bidimensional para um sistema
de trés sitios com as equacdes efetivas citadas.

Agora podemos achar os demais elementos da matriz, tal como as matrizes G3; e

G,, assim devemos novamente escrever cada elemento dessa matriz através da Eq. (4.135) e

obter

Gt = guti,11G2121 +g11t12,11Gr2.21, (4.228a)
G122 = guhi1,11G2122 +g11112,11G12,22, (4.228b)
G221 = g12022,12G2221 + g12t11,12G11 21, (4.228¢)
Gip2 = g12122.12G22.22 + g12t11,12G11,22, (4.228d)

para os elementos de G e

G321 = 8310213162121 + 8111323163221, (4.229a)
G312 = 831113162122+ 811132,31G32.22, (4.229b)
G321 = 8320232G2201 + 832131,32G31 21, (4.229¢)
G = 8320232G2220 + 812131,32G31,22, (4.229d)

para os elementos de G3;.

Organizando os termos dessas equagdes em uma forma matricial, podemos escrever

G = gWubG,, (4.230a)
G = WG (4.230Db)

Substituinddo as Egs. (4.230a) e (4.230b) na Eq. (4.221), obtemos

G, =8, +8,W5,8, W2 G2+ 8 W58:W3Go, (4.231)
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Figura 52 — Resultado da densidade de estados de superficie (painel superior) e bulk (painel
inferior) para o caso da cadeia escada, considerando valores de N =0 até N = 8,
obtidos a partir das fungdes de Green de superficie G1(1,1) e G3(1,1) e funcao de
Green de bulk G,(1,1) para decimagdo escada utilizando n = 0,01 et = 1.
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Fonte: Elaborada pelo autor

e reorganizando-a, temos que
[(85) " — W38, W1 — Whgs W3 G3 =1 (4.232)

Podemos ver novamente que utilizamos o método de decimagio, onde mapeamos o
sistema em uma cadeia de trés sitios como feito anteriormente. E interessante observar que ao
aumentarmos o nimero de colunas, iremos obter um sistema de duas cadeia infinitas acopladas,
na qual podemos analisar as densidade de estados de superficie e bulk, mostrado na Fig. 52, em
que ao analisarmos a densidade de estados de superficie, iremos retomar a forma do circulo
do sistema semi-infinito, entretanto composto por um semi-circulo sobre outro semicirculo
maior, devido a contribui¢do das duas cadeias semi-infinitas vistas pelas superficies. O mesmo
ocorre para a forma do gréafico para a densidade de bulk retirado a partir da densidade local da

funcdo de Green central ou de bulk, ganhando a forma com um semi-circulo no interior de outro
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semi-circulo maior investido com as bordas admitindo singularidades semelhantes ao visto para
a cadeia linear infinita, podendo ser entendido como quatro pontos de singularidades das quais

dois vem de uma cadeia infinita € a outra da outra cadeia infinita das duas camadas.
4.8.2.3 Exemplo: Rede quadrada

Na secdo anterior consideramos um caso particular para uma rede quadrada, onde
consideramos duas camadas com trés dtomos cada. Agora pretendemos generalizar o resultado
para uma rede quadrada com o nimero de camadas e colunas quaisquer, assim como estd sendo
representado na Fig. 53.

Observe que estamos considerando ndo apenas a interagdo com 0s primeiros vizinhos,
mas estamos generalizando para interagdes com quaisquer vizinhos. Isso nos permite ver que a
matrix V,, possui todos os elementos, diferente do mostrado na Eq. (4.214) que apresenta apenas
uma matriz tridiagonal. Na linha dessa matriz iremos ter os elementos dentro da mesma linha
correspondendo aos hoppings saindo sempre do sitio nm que estamos analisando para todos os
outros sitios que estdo na mesma coluna da c€lula apresentada na Fig. 53, isto € 1,,,, v,y € refere
0 acoplamento do sitio n'm’ para todos os sitios nm, ver Eq. (4.233). Para a linha da matriz,
iremos ter todos o acoplamento de todos os sitios com o dtomo que estamos analisando, ou seja,

podemos obter a seguinte matriz

Lj1,j1 o iz o L) r Jj(m—1) 3 jm
e ot I e I 1, j(m—1) 1, jm
11,3 172,53 33 o s ime2) 13,j(m—1) 153 jm
V= : : L : : :
jnjm=2) 1j2,jm=2) 1j3,jim=2) -+ Ljm=2),j(m=2) Tj(m=1),j(m=2) Ljm,j(m-2)
1jm=1) Lj2jm=1) L3 jme1) =+ Ljm=2).jm=1) Tjm=1),jm=1) Tjmjim—1)
tjl,jm tj2,jm tj3,jm tj(mfZ),jm tj(mfl),jm l‘jme

(4.233)

Em rela¢do a matriz W; ;1 que acopla as colunas, devemos ver seus elementos
na linha como o hopping que esta associado a um elemento de uma coluna com cada um dos
elementos da coluna seguinte, ou seja, #;; 77 € o acoplamento do dtomo j'i' com um dtomo
de outra coluna ji. Para a coluna da matriz, devemos ter acoplamento contrario de todos os

elementos de uma coluna com um determinado elemento da coluna anterior, onde podemos
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Figura 53 — Representacdo de uma rede quadrada com n colunas e m camadas. Em que apresen-
tamos termos de acoplamento 7;;  » que ligam um sitio com todos os outros de uma

ij,i

t1:m—2}.11

X

1m-1511

Fonte: Elaborada pelo autor

9.

trﬁ n2

tn1.n3

tcn-1};mn21.[n~2 1 1 (n-2)

/|

tn1.[n.r' -

/

11,

representar tudo isso por

W), =

I(j+1)1,j1
I(j+1)2,j1

I(j+1)3,j1

I(j+1)(m-2),j1
1(j+1)(m—1),j1

I(j+1)m,j1

j=n-2
P
TGann, 2 1(j+1)1,/3
(j+1)2,52 1(j+1)2.j3

I(j+1)3)2 1(j+1)3,j3

Hj+1)(m=2),12 L(j+1)(m-2),3

*

Wj+1)m=1),72  1(j31)(m=-1),3

I(j+1)m,j2 (j+1)m,j3

Considerando o caso particular na subse¢do

j=n-1

I(j+1)1,j(m—1) (j+1)1,jm

1(j+1)2,j(m—1) 1(j+1)2,jm
t tf
(j+1)3.j(m=1) (j+1)3,jm

(j+1)(m=2),j(m—1)  L(j+1)(m-2),jm
Wj1)(m—1),j(m—1)  1(j+1)(m—1),jm

t(j-‘rl)m,jm
(4.234)

L(j+1)m,j(m—1)

anterior, em que permite apenas a
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interagd@o entre os primeiros vizinhos, iremos poder reescrever nossas matrizes como

0 i, 0 .. 0 0 0
i 0 th 0 0 0
0 thp O - 0 0 0
vi=| o : : | (4.235)
o0 0 0 Ligm-1).jm-2) 0
o 0 0 tj(m—2),j(m—1) 0 Ljm, j(m—1)
o 0 0 0 ime1).jm 0
e também
tjin 0 0o .. 0 0 0
0 fjipp 0 .. 0 0 0
0 0ty - 0 0 0
Wiirn,= ' :
0 0 0 o E(s1)m2)sm2) 0 0
0 0 0o .. 0 Gim 1) jmn O
0 0 0o .. 0 0 Hstmm

(4.236)

Assim temos todas as matrizes que nos dar o acoplamento dentro de uma rede
quadrada qualquer e com isso podemos calcular as propriedades eletronicas associadas a esse
tipo de rede, como o transporte eletronico e a densidade de estados.

Note que para esse sistema de cadeia quadrada, onde utilizamos o método de deci-
macao, podemos novamente retornar para uma equagdo analoga a obtida para um sistema de
trés sitios. Em que basicamente estamos aumentando o nimero de colunas e linhas do caso
para a cadeia escada, como mostrado no gréfico da Fig. 54. Quando analisamos a densidade de
estados do sistema total podemos ver que o sistema ganha um pico de densidade no entorno de
E = 0 de forma cada vez mais intensa, dependendo do nimero de camadas e colunas, sendo
reflexo da contribui¢do da funcdo de Green de bulk que torna-se cada vez mais relevante quando

aumentamos o nimero camadas do sistema 7.

4.8.2.4 Exemplo: Grafeno

Observe que tudo que necessitamos saber € a forma como cada dtomo de cada coluna

ou camada estdo sendo ligados. Assim, esse método pode ser aplicado para qualquer estrutura
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Figura 54 — Resultado da densidade para o caso da cadeia quadrada, considerando valores de
N =0 até N = 8, obtidos a partir das fun¢des de Green de superficie G;(1,1) e
G3(1,1) e fungdo de Green de bulk G»(1,1), utilizandon = 0,01 et = 1.
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Fonte: Elaborada pelo autor

cristalina, como por exemplo as que apresentaremos agora: a estrutura do grafeno ou fosforeno.
A luz dessa técnica, iremos agora estudar as propriedades eletronicas de nanofitas de grafeno
com bordas armchair e zigzag, como ilustrado nas Figs. 55 e 56, respectivamente. A largura da
nanofita estd relacionada com o nimero de sitos em uma fatia. Dividiremos as estruturas em n
fatias com m sitios cada. Utilizaremos a abordagem de primeiros vizinhos, com valor de energia
de ligacdode t =2.7 eV.

Note, para a estrutura das nanofitas de grafeno com bordas armchair (Fig. 55), que
todos sitios, exceto os das bordas, em uma determinada coluna possuem duas liga¢des nao-nulas
de primeiros vizinhos, de forma anédloga ao modelo da rede quadrada de primeiros vizinhos da

subsecdo anterior. Dessa maneira, a matriz V; € dada por

0 i, 0 .. 0 0 0
thj 0 fhi .. 0 0 0
0 tpj O - 0 0 0
vi=| : : | (4.237)
0o 0 0 0 mo1)jom2) O
0 0 0 jm)jim-1) 0 Ljm.j(m—1)
o 0 0 .. 0 imt) jm 0

que possui a mesma forma da Eq. (4.235) para o caso da rede quadrada vista na subsecdo anterior.
Por outro lado, a matriz W ;) ; que relaciona os hoppings entre os sitios da coluna

Jj com os sitios da coluna j + 1 devem ser levemente diferente da Eq. (4.236) para o caso da
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Figura 55 — (a) Representag@o de nanofita de grafeno com bordas armchair. (b) Mapeamento da
nanofita de grafeno em rede de tijélos. A direcao horizontal € infinita e a direcdo
vertical terd comprimento relacionado com o nimero de sitios em cada fatia. Cada
fatia possui m sitios. As n fatias estdo envolvidas no processo de decimacao.
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Fonte: Elaborada pelo autor

rede quadrada, uma vez que os dtomos de uma coluna j tem ligacdes alternadas com aqueles
da coluna j+ 1. Como exemplo para explicar essa alternancia de ligantes, vamos tomar os
sitios das colunas j =1 e j = 2. Note que o sitio 11 estd ligado ao sitio 21, mas o sitio 12
ndo estd ligado com o sitio 22. O sitio 22 possui ligacdes apenas dentro da prépria coluna.
Por sua vez, o atomo seguinte 13 da coluna j = 1 possui ligacdo com o dtomo 23 da coluna
adjacente, enquanto que sitio seguinte 14 nao € conectado com nenhum sitio da coluna adjacente
dentro do modelo de primeiros vizinhos. Pode-se perceber para esse exemplos das colunas
j=1e j=2que teremos ligacdes de sitios entre colunas com rotulagdes de ndmeros impares,
enquanto que os pares apenas possuem ligacdo na mesma coluna. Avaliando as conexdes entre
as diferentes colunas adjacentes, percebe-se que essa situagdo acontece para ligacoes entre as
colunas j=1—j=2,j=3—j=4, j=5— j= 6, e assim sucessivamente para as colunas

j=2l+1—j=2(l+1),com/=0,1,2.... Assim, a matrix Wy(;,1)2;41 que relaciona as
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conexdes entre a coluna j = 2/ + 1 com a coluna j =2(/+ 1) é dada por

LG+1)1,1
0

Wit 2je1 =
(j+1),2j
0

0
0

0
0

0
0
0 f(jt1)33 0
0
0

0 0
0 0
0
(4.238)
0 0
0 1(j+1)5,j5

A situagdo € invertida quando avaliamos as conexdes entre as colunas j =2(I+1) —

j=2l+1,com/[=0,1,2.... Note isso pela Fig. 55 para as ligacdes entre as colunas j=2¢

Jj =3, por exemplo. Nessa situacdo, teremos uma alternincia entre ndo-ligante e ligante, tal

que a matrix W, 1 5(;11) que relaciona as conexdes entre a coluna j = 2(I+1) com a coluna

Jj=2l+1 é dada por
0

0

0
0

Woiisn 21 =

oS o o o o

I(j+1)2,2

S o o o o

0
0

0
(4.239)

L(j+1)4,j4
0

o o o o O

Como todos os hoppings de primeiros vizinhos entre os 4&tomos no grafeno sdo iguais

ao valor ¢, assim podemos reescrever as Eqs. (4.237), (4.238) e (4.239) tais como

0Ot 0 ... O

t 0 ¢ ... 0

0 ¢r O 0
V=

0 0 O 0

0 0 O t

0 0 O 0

0
0

0
0

, (4.240)
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Figura 56 — (a) Representacao de nanofita de grafeno com bordas zigzag. (b) Mapeamento da
nanofita de grafeno em rede de tijélos. A direcao horizontal € infinita e a direcdo
vertical terd comprimento relacionado com o nimero de sitios em cada fatia. Cada
fatia possui m sitios. As n fatias estdo envolvidas no processo de decimacao.
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Fonte: Elaborada pelo autor
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T
w

aes j:n

: (4.241)

para conexdes entre sitios das colunas pares para as impares, e

\u4

old«even —

o O o o O

~

o o O

o O o o O

0
0
0

SO o o o O

(4.242)

para conexdes entre sitios das colunas impares para as pares.
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Vamos analisar agora a constru¢do das matrizes W e V para nanofitas de grafeno
com bordas zigzag. A Fig. 56(a) representa esquematicamente a rotulagdo das colunas, sitios
em cada coluna, nimero de colunas e linhas de 4&tomos. Na situacdo de nanofitas com bordas
zigzag, a direcao que possui simetria de translacdo € a direcao horizontal na figura, enquanto
a dire¢do vertical é restrita e com tamanho dependente do nimero de linhas de 4tomos, isto é,
do numero de sitios m em uma coluna j. Na Fig. 56(b) apresentamos o mapeamento da rede da
nanofita de grafeno zigzag na rede de tij6los. De forma semelhante ao caso armchair, todos os
sitios em uma determinada coluna, excetos os sitios das bordas, possuem dois primeiros vizinhos
dentro da mesma coluna. Dessa maneira, a matriz V;, que estd relacionada com as conexdes
entre os sitios de uma mesma coluna, é a mesma para o caso armchair dada pela Eq. (4.237) (ou
equivalentemente para os valores substituidos de ¢, na Eq. (4.240)). Entretanto, comparando as
Figs. 55 e 56, podemos observar um diferenca nas ligacdes entre sitios das colunas adjacentes
para o caso armchair e zigzag. Neste ultimo, observa-se ligacdes ndo-nulas entre 4tomos de
linhas diferentes. No caso armchair tinhamos ligacdes entre sitios de colunas adjacentes apenas
para sitios em uma mesma linha, isto é, o sitio j,i da caluna j se ligava ao sitio j+ 1,7, e nenhuma
ligacdo entre sitios do tipo {j,i} — {j+ 1,i+ 1} era observado. No caso zigzag, observa-se
o contrdrio, isto é, tem-se apenas ligacdes do {j,i} — {j+ 1,i+ 1}. Uma outra diferenca na
construcdo da matriz W do caso armchair em comparagdo ao caso zigzag € que no caso armchair
todas as conexdes entre as diferentes colunas sao iguais, enquanto que no caso armchair foi
discutido que se tinha uma alternancia entre o caso das conexdes entre colunas impares<—pares e

pares<—impares. Assim, podemos escrever a matriz W ;, 1); para o caso zigzag tal como

000O0O0OOO0OO
t 00 0O0O0OO
000¢r 0O0O0O
Wi, = 000O0O0OO0OO0OGO (4243)
000O0O0OOOO
000O0¢°¢ 0O0O
000O0O0O0O0 ¢

Note pela Eq. (4.243) que ela ¢ uma matriz diagonal em blocos, com blocos de
matrizes diagonais 4 x 4, com apenas dois elementos ndo nulos: o elemento (linha, coluna) = 21

e o elemento (linha, coluna) = 44.
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Figura 57 — Densidade de estados para nanofitas de grafeno com bordas armchair (painéis
superiores) e zigzag (painéis inferiores) com diferentes tamanhos: (a, d) N = 4, (b,
e) N=5,¢e(c,f) N=30, tomando n =0.01,t =2.7eV, e n =4,5,30 para o caso
armchair e n = 8,10,60 para o caso zigzag.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 58 — Estrutura de bandas de energia E (k) e densidade dos estados D(E) de nanofitas
de grafeno com bordas armchair (painéis superiores) e zigzag (painéis inferiores)
com diferentes larguras: (a, d) N =4, (b,e) N =35, e (¢, f) N = 30. Adaptado da
Ref. (Wakabayashi et al., 2009).
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Com as matrizes V e W em maos para os casos das nanofitas de grafeno armchair
e zigzag, implementamo-as computacionalmente utilizando o método da funcdo de Green
recursivo com decimagdo surface-bulk discutido anteriormente. Os resultados para a densidade
de estados para diferentes larguras de nanofitas estdo apresentados na Fig. 57. Painéis superiores
(a,b,c) e inferiores (d,e,f) correspondem ao caso de nanofitas com bordas armchair e zigzag,
respectivamente. A principal diferenca entre as densidades de estados para os casos zigzag €
armchair € a presenga de um pico central na DOS para o caso zigzag em decorréncia dos estados
de bordas. Em tais estados, também chamados de estados de superficie, as fun¢des de onda
dos elétrons sdo localizadas nas bordas da nanofita e correspondem aos estados com energia
E = 0. Comparando os resultados para os diferentes tamanhos de nanofitas, percebe-se que ao
aumentarmos o nimero de linhas atémos a densidade de estados obtida para a nanofita cada vez
mais se assemelha ao caso de uma folha de grafeno infinita, com dois picos bem pronunciados
que sdo relacionados as singularidades de van Hove. (Wakabayashi et al., 2009) A fim de
nos certificar da implementagcdo nimerica da técnica aqui apresentada para o caso do grafeno,
comparamos os nossos resultados das densidades de estados para o mesmo nimero de linhas
com aqueles resultados reportados na Ref. (Wakabayashi et al., 2009), para N = 4 (coluna da
esquerda), N =5 (coluna do meio), e N = 30 (coluna da direita). Tal comparacdo mostra a
perfeita concordancia entre os resultados obtidos aqui nessa dissertacio. Um ponto importante
a ser destacado na comparagio dos resultados € que a forma de contagem de linhas para as
nanofitas zigzag na Ref. (Wakabayashi et al., 2009) é diferente da forma aqui considerada na
Fig. 56, no qual uma linha de 4tomos na Ref. (Wakabayashi et al., 2009) equivale a duas linhas

de 4tomos na nossa representacao.

4.8.2.5 Exemplo: Fosforeno

Nesta subsecdo, iremos apresentar mais outro exemplo da aplicacdo da técnica
da funcdo de Green recursiva através da decimacao surface-bulk para uma rede bidimensional.
Agora consideraremos um material semicondutor anisotropico em que possuird diferentes valores
de hopping. A ideia aqui € aplicar esta técnica para o caso da monocamada de fésforo negro
que apresenta uma estrutura cristalina, vista de cima, semelhante a rede favo de mel do grafeno,
entretanto ao ser visto lateralmente possui uma forma enrugada na dire¢do armchair. Para
contornar essa forma cristalina que sai do plano da estrutura, iremos considerar aqui que estamos

achatando toda a estrutura para um tnico plano e que os valores de energia de ligacdo que



170

conecta dtomos de fésforo em uma mesma subcamada sdo diferentes daquelas ligagdes que
conectam atomos de subcamadas diferentes. Esse modelo foi proposto na Ref. (Sisakht et
al., 2015) para discutir o papel dos diferentes hoppings no espectro de energia de nanofitas
de fosforeno. Surpreendentemente, tal modelo tight-binding simplificado consegue capturar o
aspecto anisotropico das bandas de energia do fosforeno. Em contraste, tal modelo resulta em
bandas de energia com simetria elétron-buraco, isto €, as bandas com energias positivas sdo em
modulo iguais as bandas de energia negativas E_ = —E. Tais hoppings, t| € tp, estdo ilustrados
na Fig. 5(a) e estrutura de bandas dada na Fig. 5(c) para esse modelo tight-binding simplificado
com apenas dois hoppings distintos, como discutido brevemente no Capitulo 1. Representamos
os diferentes hoppings com cores (t; em amarelo conectando dtomos de mesma subcamada e
t, em preto conectando dtomos de subcamadas distintas) diferentes na Fig. 59 e Fig. 60 para

nanofitas de fosforeno com bordas zigzag e armchair, respectivamente.

Figura 59 — (a) Representacdo de nanofita de fosforeno com bordas zigzag. (b) Mapeamento da
nanofita de fosforeno em rede de tij6los anisotrépica, devido aos hoppings distintos
dependendo das ligacdes. Ligacdes em amarelo sdo associadas aos hoppings t| entre
sitios em uma mesma subcamada e em cor preta denotamos 0s hoppings t, entre
sitios de subcamadas distintas. A largura da nanoestrutura estd associada ao numero
de linhas m de atomos de fésforo. n corresponde o nimero de fatias utilizadas
no processo recursivo de decimacao surface-bulk. Os dtomos vermelhos e azuis
representam os dtomos de subcamadas distintas.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Comecando pelas nanofitas de fosforeno com bordas zigzag. Observe que a estrutura
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da Fig. 59 € bastante semelhante a apresentada para o caso do grafeno na Fig. 56, exceto
pelos diferentes valores de hoppings em algumas ligacdes. Dessa maneira, a constru¢ao das
matrizes W e V, de uma forma geral, serd semelhante ao caso do grafeno. Note pela Fig. 59
que: (i) em uma determinada coluna teremos uma alternancia entre os hoppings t| € t,, assim
a matriz V que conecta dtomos de uma mesma coluna serd dada pela Eq. (4.237) com uma
alternincia dos hoppings nos elementos das diagonais superior e inferior, isto €, com diagonal
[t1,12,11,12, .. .]T; (i1) os sitios das colunas adjacentes sdo conectados seguindo a mesma linha de
raciocinio discutida para o caso da nanofita de grafeno com borda zigzag e ilustrada na Fig. 56,
exceto pelo fato de que agora o hopping envolvido € ¢;. Assim, a matriz W que conecta os
atomos de fatias adjacentes € semelhante a dada pela Eq. (4.243), isto €, diagonal em bloco
formada por blocos 4 x 4, mas com valores dos elementos de matriz ndo-nulos sendo #;.
Baseado nos pontos expostos acima, temos para o caso da nanofita de fosforeno com
bordas zigzag, dentro do modelo tight-binding de dois hoppings, as seguintes matrizes We V,

conectando sitios de fatias adjacentes e sitios da mesma fatia, respectivamente dadas por:

0000 O0O0O0O© O
1 00 0 0 00O
0 00#n 00O00O0
000 0 0 O0O0O
Wi, = , (4.244)
0000 O0O0O0OP O
000 0 #n 000
0 00 0 0 0 0
0 0 00 0
0 & 0 0 O
0 n O 0 0 O
Vi=1: + "~ . i o], (4.245)
00 0 . 01 O
00 0 ...y 01
0 0 0 ... 0 n O

Vamos agora apresentar a constru¢do das matrizes W e V para o caso de nanofitas de

fosforeno com bordas armchair. A orienta¢do da estrutura cristalina e divisao das colunas/fatias
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Figura 60 — (a) Representacdo de nanofita de fosforeno com bordas armchair. (b) Mapeamento
da nanofita de fosforeno em rede de tij6los anisotrdpica, devido aos hoppings
distintos dependendo das ligacdes. Ligacdes em amarelo sdo associadas aos hoppings
11 entre sitios em uma mesma subcamada e em cor preta denotamos os hoppings
t; entre sitios de subcamadas distintas. A largura da nanoestrutura esta associada
ao numero de linhas m de d&tomos de fosforo. n corresponde o nimero de fatias
utilizadas no processo recursivo de decimagao surface-bulk. Os dtomos vermelhos e
azuis representam os atomos de subcamadas distintas.
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Fonte: Elaborada pelo autor

para essa situacdo estd ilustrada na Fig. 60 e € a mesma assumida na Fig. 55 para o caso da
nanofita de grafeno armchair. Note que todos os dtomos de uma determinada coluna/fatia se
conectam com dois vizinhos mais préximos, exceto os dtomos das bordas, com energia de ligacdo
dada pelo hopping t. Dessa maneira, a matriz de acoplamento V; correspondente as conexdes
entre sitios em uma mesma coluna j deve ser dada por uma equacao semelhante a Eq. (4.245),
diferindo apenas no valor do hopping, que agora é ¢ (ligagdes entre os &tomos denotadas pelas

linhas em amarelo na Fig. 60), sendo portanto dada por

0 0 ... 00 0
n 0 .0 0 0
O#n O .. 0 0 O
Vi=|: 5o ] (4.246)
00 0 . 01 0
0 0 0 ... O 1f
00 0 ... 00n O

Note pela Fig. 60 que as liga¢des entre os dtomos de colunas adjacentes estdo sempre
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alternandas em ligadas e ndo-ligadas entre sitios de uma mesma linha. O mesmo acontece para o
caso das nanofitas de grafeno com bordas armchair discutido na Fig. 55. A unica diferenca é
pelo valor do hopping que agora € o ;. Dessa maneira, as matrizes W conectando os sitios das
colunas adjacentes pares para as impares e entre sitios das colunas impares para as pares sao
semelhantes as Eqgs. (4.241) e (4.242), respectivamente, apenas trocando ¢ por #, para o caso do

fosforeno. Isto resulta nas seguintes matrizes

0
0

5]

I

W

0
0
0

(4.247)
0

even«—old —
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0
0
0
0

15}

W (4.248)

old«even —

o O o o O
o

S O o o O
=)

o o o o O

Figura 61 apresenta os resultados das relagdes de dispersdo e densidades de estados
para nanofitas de fosforeno com diferentes tipos de bordas e tamanhos. Os resultados das
densidades de estados foram obtidos pelo método da fun¢do de Green recursiva utilizando
a decimacgdo surface-bulk com as matrizes V e W dadas pelas Eqs. (4.244) e (4.245) para
o caso zigzag e Eqs. (4.246), (4.247), e (4.248) para o caso armchair. Painéis superiores e
inferiores na Fig. 61 correspondem aos resultados para as nanofitas com bordas armchair e
zigzag, respectivamente. Colunas a esquerda e a direita correspondem aos resultados para N = 5
e N = 30, respectivamente. Vale salientar que os resultados obtidos para as relacdes de dispersao
das nanofitas de fosforeno foram encontrados escrevendo cédigo computacional implementado
através do pacote Pybinding (Moldovan et al., 2017), onde utilizamos o modelo tight-binding
simplificado com dois hoppings, como ilustrado na Fig. 5.

De forma semelhante ao caso das nanofitas de grafeno, as nanofitas de fosforeno com

bordas zigzag apresentam estados préximos ao zero de energia, que por sua vez correspondem
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Figura 61 — Relacdes de dispersao e densidade dos estados de nanofitas de fosforeno com bordas
armchair (painéis superiores) e zigzag (painéis inferiores), assumindo diferentes
larguras: (a,b,e, f) N=5¢e (c, d, g, h) N = 30. Assumimos 1 = 0.01 para o valor
do broadening.
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Fonte: Elaborada pelo autor

aos estados de borda do sistema e, consquentemente, tais estados sdo responsaveis pelo pico
pronunciado na densidade de estados. Nota-se ao aumentar a largura das nanofitas zigzag
(compare Figs. 61(e, f) e 61(g, h)) que os estados de borda ficam cada vez mais degenerados para
qualquer valor de momento k, o que resulta em um pico em E = 0 na densidade de estados cada
vez mais alto. Os estados de bordas sdao ausentes nas nanofitas com bordas armchair, € assim as
densidades de estados apresentam valor nulo na regiao de gap. Duas observagdes de cunho geral
podem ser feitas: (i) pode-se facilmente perceber que o nimero de picos na densidade de estados
estd relacionado ao nimero de estados nas relagdes de dispersdo; (ii) com o aumento do ndmero
de linhas de 4tomos o sistema tende a apresentar uma densidade de estados que se assemelha ao
caso do sistema de folha infinita, com dois picos pronunciados em energias mais altas onde as

relagdes de dispersdo sdo altamente degeneradas.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi discutido algumas propriedades sobre transportes mesoscopicos,
juntamente com as férmulas de Landauer-Biittiker, considerando os casos para um, dois, trés e
quatro terminais, para determinar sua resisténcia de condutancia entre os terminais. Também
falamos sobre o método da matriz de transferéncia e relacionamos com a matriz de espalhamento,
onde apresentamos algumas aplicacdes importantes, tais como jun¢ao pn, barreira de potencial
linear e um caso geral para uma barreira de potencial qualquer, considerando uma direc@o
qualquer para o potencial com relagdo a dire¢ao cristalografica do materials.

Em geral, podemos pontuar alguns resultados importantes utilizando o método da
matriz de transferéncia. Verificamos que o angulo de incidéncia do elétron e o angulo de rota¢do
do potencial apresentam uma grande influéncia na capacidade de transporte eletronico do sistema.
Isso ocorre basicamente pela introdu¢do de uma massa efetiva dependente da direcdo do espaco,
levando-nos a curvas de energia dadas por elipses e ndo por circulos, como no caso convencional
de gds de elétrons bidimensionais isotropicos e semicondutores isotropicos, apresentando um
comportamento com maior transporte eletronico para dire¢des cristalograficas com @ = 0°
correspondente a direcdo com a menor massa. Dessa forma quando calculamos o transporte
eletronico em fungio de k, para & mais proximos de 0° vimos uma faixa mais considerdvel de
picos de transmissdo. Também verificamos o aparecimento mais intenso desses picos quando
aumentamos o nimero de barreiras de potenciais no sistema, gerando uma faixa de transmissao
bastante considerdvel.

Mais adiante, apresentamos 0s conceitos sobre a funcdo de Green e duas formas
de defini-la: uma através do operador de evolucao temporal e outra através da média térmica.
Ambos sdo abordagens importantes, mas a forma apresentada para a média térmica busca trazer
uma definicdo mais geral do problema. Através dessas definicdes apresentamos a equagdo de
movimento para uma cadeia linear e através desse processo pudemos calcular alguns exemplos
de cadeia linear, primeiramente para dois sitios, depois para trés sitios e para sitios infinitos
utilizando o método de decimagdo. Também apresentamos uma forma analitica para uma cadeia
linear infinita e semiinfinita, onde verificamos que a densidade de estados assume uma forma
semelhante a um semi-circulo com regides de estado ndo ocupados para |E — &y| < 21, criando
uma densidade de estados limitadas, sendo reflexo da parte real de G1; que esta decaindo
com 1/E no limite assintético. Quando utilizamos o método da decimagdo pudemos estudar

o aparecimento dessa mesma forma ao considerarmos um nimero muito grande de sitios no
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sistema, onde pudemos retomar a forma para um sistema semiinfinito se analisarmos as func¢des
de Green de superficie e retomar o caso infinito ao analisarmos as de bulk.

Posteriormente, estendemos o Hamiltoniano da cadeia linear para uma cadeia bi-
dimensional, de forma que aplicamos para o caso da cadeia escada, utilizando o método da
decimacdo. Exploramos a cadeia escada infinita, obtendo, ao analisarmos a densidade de estados
de superficie, que esta retoma a forma circular do sistema seminfinito, entretanto composto
por um semicirculo sobre outro semicirculo maior, devido a contribuicdo das duas cadeias
semiinfinitas vistas pelas superficies, uma vez que a cadeia escada semiinfinita pode ser vista
como a composicao de duas cadeia infinitas acopladas. O mesmo ocorre para a forma do gréfico
para a densidade de bulk retirado a partir da densidade local da funcdo de Green central ou
de bulk, ganhando a forma comum de semi-circulo investido no interior de outro semi-circulo
maior investido com as bordas admitindo singularidades semelhantes ao visto para a cadeia
linear infinita. Este € entendido como quatro pontos de singularidade, das quais dois vem de uma
cadeia infinita e as outras da outra cadeia infinita das duas camadas. Também estendemos o caso
da cadeia escada para a rede quadrada aumentando-se o nimero de linhas de sitios do sistema, ou
seja, aumentamos o nimero de cadeias infinitas acopladas, refletindo diretamente na densidade
de estado do sistema. Em seguida, estudamos os casos da rede cristalina do grafeno e fosforeno,
que basicamente podem ser vistos como redes de tij6los. Para estes casos, reproduzimos os
resultados das densidades de estados j4 reportados na literatura para nanofitas com bordas zigzag
e armchair, mas agora utilizando o método da decimacao.

Como perspectivas, pretendemos: (i) estender a modelagem computacional do mé-
todo da decimacao para obter os coeficientes de transmissao para todas as redes aqui investigadas;
(i) obter os estados ligados para os sistemas de superedes de barreiras de potenciais quadrados e
para o caso das barreiras lineares, utilizando o método da matriz transferéncia, e verificar o papel

da anisotropia ao se comparar os resultados anisotrépicos com as situacdes isotropicas.
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