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RESUMO

A ferramenta de Minimum Spanning Tree (MST), em portugués Arvore de Abrangéncia Minima,
tem sido usada para encontrar cluster de similaridades em bolsas de valores, votacdes de
deputados etc. Grande vantagem da técnica € analisar a rede de correlacOes entre todas as
varidveis. A distancia de correlagdo d(i, j) é definida por d(i, j) = \/2(1 — p(i, j)), onde p(i, j)
€ o coeficiente de correlagdo de Pearson. Os clusters de similaridade sao extraidos pela MST
obtida com algoritmo de Prim. No ENEM um conjunto de estudantes acima de 100.000 no
Ceard respondem as mesmas 180 questdes. Uma limpeza inicial, em relagdo aos dados faltantes,
restringiu esse nimero para aproximadamente 80.000, sobre os quais realizamos uma amostragem
de 25.000 alunos estratificada proporcional aos municipios. Os microdados foram obtidos na
plataforma Kaggle para os anos de 2018 e 2019. Colocamos os gabaritos dos 4 tipos de provas
presenciais para um gabarito padrao discretizado que usamos para obter a matriz de correlagdo
aluno por aluno. Nosso objetivo € extrair os clusters dos estudantes apenas dos vetores respostas,
com os quais analisamos o papel das varidveis socioecondmicas para entender a natureza das
correlagcdes. As correlagdes positivas vieram das melhores notas, como esperado. Também

analisamos papel da renda, escolaridade dos pais, municipio e escola.

Palavras-chave: minimum spanning tree; sistemas complexos; microdados do ENEM.



ABSTRACT

The Minimum Spanning Tree (MST) tool, in Portuguese Minimum Spanning Tree, has been
used to find clusters of similarities in stock exchanges, deputy votes, etc. all variables. The
brightness distance d(i, j) is defined by d(i, j) = \/2(1 —p(i, j)), where p(i, j) is the Pearson
radiance coefficient. Similarity clusters are extracted by MST obtained with Prim’s algorithm.
In ENEM, a group of over 100,000 students in Ceard answered the same 180 questions. An
initial cleaning, in relation to missing data, restricted this number to approximately 80,000, from
which we sampled 25,000 students stratified proportionally by municipality. The microdata were
obtained from the Kaggle platform for the years 2018 and 2019. We placed the templates for
the 4 types of face-to-face tests into a discretized standard template that we used to obtain the
student-by-student brightness matrix. Our objective is to extract student clusters from response
vectors only, with which we analyze the role of socioeconomic variables to understand the nature
of correlations. The positive correlations came from the best grades, as expected. We also

analyzed the role of income, parental education, municipality and school.

Keywords: minimum spanning tree; complex systems; ENEM microdata.
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1 INTRODUCAO

A Arvore Geradora Minima (MST, Minimum Spanning Tree) € uma poderosa
ferramenta da teoria dos grafos, amplamente utilizada em diversos campos do conhecimento,
como o mercado financeiro, as ciéncias sociais e a biologia, devido a sua capacidade de otimizar
redes e identificar padrdoes em grandes conjuntos de dados. A MST conecta todos os pontos
de uma rede (n6s) com o menor custo possivel, sem formar ciclos, o que a torna essencial
para solucionar problemas de otimizacdo e estruturacdo de redes complexas. No mercado
financeiro, a MST tem um papel central na andlise de correlacdo entre ativos e na clusteriza¢do
de investimentos (RN., 1999). Ao representar acdes ou titulos como nds e as correlagdes
entre eles como arestas com pesos, a MST permite identificar grupos de ativos que apresentam
comportamentos semelhantes. Esse agrupamento (ou clustering) ¢ fundamental para a criagdo de
carteiras de investimento diversificadas e para a andlise de risco sist€émico. Durante periodos de
crise, por exemplo, a MST ajuda a revelar como certos ativos se conectam € se comportam em
conjunto, permitindo uma melhor gestao do risco e a antecipacdo de crises no mercado. Além
disso, outras aplicacdes da MST foram implementadas em anélise de correlacdo e clusterizagao
de votacdo de deputados no Brasil e em outros paises (Camacho, 2017), de maneira que €
possivel identificar as complexidades e alinhamentos politicos entre os membros dos partidos.
Dessa forma, devido ao avanco tecnolédgico e a disponibilidade de dados educacionais fornecidos
pelo governo, foi idealizado criar uma rede complexa de relagao entre os estudantes que estao
finalizando o ensino médio. Assim, serd utilizado a matriz de correlacao dos estudantes em
relacdo ao vetor de respostas dentre as 175 questdes respondidas, uma vez que nio foi considerado
as questdes de lingua estrangeira, e assim fazer uma clusterizacdo através do algoritmo de Prim e
da distancia de correlagdo, de maneira a ordenar a matriz de correlacao através da MST e assim
associar os resultados com varidveis socio-econdmicas, afim de entender sobre os parametro
educacionais e verificar a tendéncia da educacdo brasileira, visto que o ENEM ¢é o principal
exame de admissao para Universidades Pablicas em todo pais, de maneira que serve como um

dos principais indicadores da educagdo no Brasil.
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2 ASPECTOS TEORICOS

Neste capitulo, abordaremos aspectos tedricos essenciais, comecando pela teoria
dos grafos, que serd introduzida com uma visdo geral histdrica e sua importancia, conforme
descrito na sec¢do 2.1. Em seguida, na secdo 2.1.1, exploraremos as defini¢cdes fundamentais
e nomenclaturas associadas aos grafos, acompanhadas de exemplos para ilustrar melhor os
conceitos apresentados. A secdo 2.1.2 dard sequéncia ao tema, detalhando conexdes e caminhos
em grafos, explicando como “varrer” um grafo para entender as interagdes entre seus vértices
e arestas. A secado 2.1.3 focard nas representacdes computacionais de grafos, discutindo as
diferentes abordagens, como listas e matrizes de adjacéncia, e suas implementagdes praticas em
Python. Na secdo 2.1.4, serdo abordadas as arvores e florestas, destacando suas propriedades e
aplicacdes. A secdo 2.1.5 apresentard a estrutura para construcao de subgrafos que revelam o
caminho minimo necessario para conectar todos os pontos, essencial para resolver problemas
de otimizagdo. Finalmente, na secdo 2.1.6, discutiremos um algoritmo especifico desenvolvido
para este trabalho, conforme a proposta do Prof. Dr. Carlos Lenz Cesar, e sua implementagdo
em Python, detalhando sua aplicacdo prética e relevancia para o trabalho. Na secado 2.2, serd
abordado a Teoria da Probabilidade, com uma introducio historica. Na sequéncia na se¢do 2.2.1,
iréd ser definido o contexto probabilistico, abordando conceitos como experimentos aleatorios,
espaco amostral e eventos. Experimenta-se a probabilidade de eventos por meio de defini¢des
classica, frequentista e axiomatica, destacando a necessidade de uma abordagem mais precisa
e formal. A se¢do 2.2.2 explora a funcao densidade de probabilidade e momentos, definindo a
funcdo distribuicdo de probabilidade e suas propriedades, e introduz o conceito de momentos e
covariancia, enfatizando a importancia dessas medidas para analisar dependéncia linear entre
varidveis. A covariancia € detalhada, incluindo suas propriedades e calculo, e segue-se na se¢ao
2.2.3 com a defini¢do do coeficiente de correlagdo, uma medida adimensional de linearidade entre
varidveis. Finalmente, a sec@o 2.2.4 elenca sobre espaco métrico e apresenta a definicdo de uma
métrica e a utiliza¢do da distancia euclidiana para calcular a distancia de correlacdo, fornecendo

uma base para andlise estatistica no contexto de espacos métricos e varidveis aleatorias.

2.1 Teoria dos Grafos

Segundo Camacho (2017), a teoria dos grafos € uma drea da matematica discreta

que estuda as propriedades e relagdes de estruturas conhecidas como grafos, representadas
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informalmente por pontos conectados por arestas.

A primeira representacdo de um grafo tem origem na publicacdo de Leonhard Euler
em 1736, onde ele apresentou uma solugdo negativa para o famoso problema das sete pontes de
Konigsberg (atual Kaliningrado, Russia). O problema consistia em atravessar todas as pontes
uma dnica vez, sem repetir nenhuma, e retornar ao ponto de partida. Euler (1968) demonstrou que
isso ndo era possivel devido a estrutura especifica de conexdes das pontes e que seria possivel
somente se, houvesse zero ou dois vértices de onde saisse um nimero impar de caminhos.

Pode-se ver logo abaixo na 1, a imagem das pontes (em azul-claro) e sua representa¢do em grafo.

Figura 1 — Ponte de Konisberg e sua representacdo em grafos

Fonte: Retirado de Schulz (2020)

De acordo com Melo (2014), Boaventura e Jurkiewicz (2017) durante o século XX,
a teoria dos grafos foi formalizada e se desenvolveu, impulsionada por contribuicdes oriundas de
problemas préticos em otimizacao de processos, teoria da computagdo e teoria da informacao,
como o problema do caminho minimo. Essas aplicacdes demonstraram a utilidade dos grafos
na modelagem e resolu¢do de uma variedade de problemas complexos de diversas areas, uma
vez que a topologia ou estrutura dos grafos, permitem estudar a forma em que se relacionam os

vértices e arestas de um grafo.

2.1.1 Definicdo e Terminologias

Por conta de sua estrutura, diversas situagdes sao modeladas por grafos, por exemplo,
as fronteiras entre os estados do Brasil, podem ser representadas por um grafo, em que os vértices
s@0 os estados e as arestas que ligam dois estados estabelece uma fronteira, conforme a Figura 2.

Para Gersting (2017), de maneira informal e baseada em visualizac¢do, temos que um
grafo pode ser definido como um conjunto ndo vazio de vértices € um conjunto de arestas, de

maneira que, uma aresta conecta dois vértices .
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Figura 2 — Representagdo dos estados brasileiros e suas fronteiras em grafos

Fonte: Retirado de Feofiloff er al. (2004)

Apesar de termos uma definicdo que representa de maneira satisfatdria, certas situa-
¢oes, elas podem ndo se aplicar a situagdes que necessitem de uma abstragdo matemaética, dessa
forma, de maneira formal e geral, para englobar todas as situagdes, segundo Bondy e Murty
(1976), um grafo G € uma tripla ordenada (V(G), E(G), g), sendo V(G) um conjunto ndo vazio
de vértices ou nés, E(G) um conjunto disjunto de V(G) que representa as arestas ou arcos € g
uma funcgdo que associa cada aresta de E£(G) a um par ndo ordenado de vértices de V(G) e que

representa as extremidades das arestas. Logo, temos que um grafo é:
G = (V(G),E(G),g) 2.1
em que:
V(G) = (vi,v2,v3,...,vn), com N € N
E(G) = (e1,e3,e3,...,e;),com K € N
glex) = (vi,vj), comv;,v; € V(G)e K €N

Com isso, podemos estabelecer as principais terminologias de grafos e utilizar um

exemplo para ratificar as ideias.

Ao observar as relacoes entre as arestas, podemos distiguir os grafos em dois tipo:
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* Grafos direcionados: Sao grafos que suas representagdes do conjunto de arestas E(G) s@o
flechas que indicam o sentido de orientacdo entre os vértices, conforme mostra a Figura 3

abaixo.

Figura 3 — Exemplo de um Grafo Direcionado

A

Fonte: Retirado de Wikimath-Usp (2023)

* Grafos nao-direcionados: Sio grafos que sua representacao do conjunto de arestas E(G)
ndo implica em sentido, indicando somente a conexao entre os vértices, conforme a figura

4.

Logo, se Gp for um grafo direcionado, entao:

gp(ex) = (vi,vj) # (vj,vi) ,comv;,v; €V(G) e K €N
ou

gp(ex) = (vi,vj) = (vj,vi) ,comv;,v; € V(G)e K €N
enquanto, se Gy for um grafo ndo-direcional, entdo, temos somente:

gn(ex) = (vi,vj) = (vj,vi) ,comv;,v; € V(G) e K €N

Além disso, segundo Gersting (2017) a ordem de um grafo G € o niimero de
elementos presente no conjunto de vértices V(G), ou seja é quantidade de vérices de um grafo
(IV(G)|) enquanto o tamanho de um grafo é definido como o niimero de elementos do conjunto
de arestas E(G), ou seja a quantidade de arestas presentes no grafo (|E(G)|).

De acordo com Gersting (2017) ,em relacdo ao seus vértices, os grafos apresentam
relacdes com vértices vizinhos, chamados de vértices adjacentes, que necessariamente devem
ser ligados através de uma aresta, ou seja se g(ex) = (vi,v;), logo v; e v; sdo adjacentes e ligados

por ex, com i, j,k € N, também podemos ter vértices isolados, ou seja, um vértice que nao é
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adjacente a nenhum outro, enquanto o grau de um vértice ¢ quantidade de vértices adjacentes a
ele. Com énfase nas arestas, temos lacos que sdo definidos como arestas que se liga a si mesma
e arestas paralelas, que sdo arcos que ligam as mesmas extremidades . Algumas caracteristcas
dos grafos ainda sdo importantes de salientar(Gersting, 2017):
* Grafos Simples: Sdo grafos que nao possuem arestas paralelas e lacos.
* Grafos Completo: Sao grafos que, dado quaisquer dois vértices, eles sdo adjacentes, ou
seja, todos os vértices tem ligacdes entre si.
* Sub-Grafo: Sao grafos, que o conjunto de vértices e arestas sdo subconjuntos de nés e
arcos, de um grafo original.

Dessa forma, tomamos como exemplo o seguinte grafo. G € um grafo néo direcio-
nado, tal que os vértices sdo: V(G) =(1,2,3,4,5) , enquato as arestas: E(G) = (e}, er,e3,e4,e5,¢€6)
eafungdo g: g(e1) = (1,2);8(e2) = (2,1);8(e3) = (2,2);8(ea) = (2,3);8(es) = (3,1) e g(es) =
(37 4)

Ordem: 5, cardinalidade do conjunto V(G).

Tamanho: 6, cardinalidade do conjunto E(G)

* Lacos: e3, visto que g(e3) = (2,2), liga o vértice a ele mesmo.

Arestas paralelas:e; e e;, uma vez que o grafo é ndo-direcionado e g(e;) = (1,2) e

8 (62) = (27 1)
* Vértice isolado: (5), uma vez que ele nao se conecta a nenhum outro vértice por g, ou seja

ndo ha vértices adjacentes, logo seu grau € 0.

A representacagdo gréfica do grafo, pode ser a seguinte:

Figura 4 — Representagdo do grafo utilizado como exemplo

,__
-
o
= e
N

Fonte: Retirado de Gersting (2017)
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2.1.2 Conectividade e caminhos

Como foi visto na sec¢do anterior, se dois vértices sdo conectados por uma aresta,
logo esses vértices sdo adjacentes ou vizinhos, assim como, o grau de um n6 foi definido como
a quantidade de vértices adjacentes a ele, dessa maneira, pode-se afirmar que se dois vértices
sao adjacentes, logo eles sdo conectados e a quantidade de conexdes de um vértice € o seu grau.
Dessa forma, se um grafo tem vértices conectados, podemos estabelecer, ou ndo, um caminho
que vai de um vértice a outro, assim, segundo Gersting (2017), caminho é definido como uma
sequéncia de nos e arestas, de maneira que conecta dois vértices, e o comprimento do caminho é

o numero total de arestas, assim:
no,ap,ny,Aay, ..., Ng—1,0k—1,Nk (22)

em que: para cada i, as extremidades do arco a; sdo n; — n; 1.

Além disso, para Gersting (2017) pode-se ter caminhos que iniciam em um né e
terminam nele mesmo, a esses tipos de caminhos denominaremos ciclo.

Assim, surge a seguinte definicdo, segundo Gersting (2017), um grafo é conexo, se
existir um caminho em quaisquer entre dois nés. Podemos verificar que o grafo da figura 4, ndo
€ conexo, uma vez que nao hd um caminho que liga qualquer vértice ao né 5.

Para o grafo da Figura 4, temos que um caminho que liga o vértice 1 ao vértice 4,

pode ser:

1,611,2,614,3,616,4
ou

1,612,2,614,3,616,4

Com isso, surge um questionamento natural, de saber qual caminho é o menor, para
isso, devemos verificar o comprimento do caminho, que no caso da andlise é o mesmo, e igual a
3. Dessa forma, temos que ndo hd menor caminho, porém, em diversas situagdes do mundo real,
consideramos as arestas dos grafos com um peso associado, e a estes grafos denominamos como
grafos ponderados (Cormen et al., 2012) . Assim, as arestas dos grafos podem recebem valores
numéricos, por exemplo a distancia entre cidades ou valores associados a métrica do problema

em questao.
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Em certos grafos, ha a arestas que se forem removidas, torna o grafo desconexo, hi
essas arestas chamaremos de pontes(Wilson, 1996). Segue abaixo, uma representacdo de uma

ponte.

Figura 5 — Exemplo de Grafo com uma ponte

1

Fonte: Retirado de Wilson (1996)

Podemos observar, que se removermos a aresta e, nosso grafo se torna desconexo,
uma vez que nao existe caminho entre o conjunto de vértices do lado direito, com o lado esquerdo,
como exemplo, se removermos a aresta e, ndo consegue-se estabelecer um caminho entre os

vértices 1 e 2, logo e é uma ponte.
2.1.3 Principais Representacoes

A representacido computacional de grafos € fundamental na solugdo de problemas
complexos(Cormen et al., 2012) e otimizac@o de processos, sendo amplamente utilizada para
modelar diversas situagdes. Uma das formas mais comuns de representagao de grafos é através
de matrizes, que oferecem uma estrutura organizada e eficiente para armazenar dados sobre as
relacdes entre os vértices. Esta escolha ndo € arbitrdria, as matrizes permitem, utilizar conceitos e
propriedades da dlgebra linear(Cormen et al., 2012) e a representagdo clara das conexdes entre 0s
elementos do grafo, mas também facilitam opera¢des computacionais como busca de caminhos,
identificacdo de ciclos, e determinacdo de propriedades estruturais. Assim, exploraremos o papel

das matrizes na representacao de grafos e dois tipos de representacoes.
2.1.3.1 Matriz de adjacéncia

Segundo Cormen et al. (2012), a representacao através de matrizes de adjacéncia
de um grafo G = (V(G),E(G),g), com vértices numerados de 1,2,3,..., |V(G)|, é uma maneira

utilizada quando temos um grafo onde o nimero de arestas é proximo do quadrado do niimero
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de vértices (grafo denso), logo a matriz de adjacéncia ¢ uma matriz quadrada A = (a;;), tal que:

1, se (i,j)eg

0, c.c

Por se tratar de uma matriz simétrica, uma vez que o grafo ndo € dirigido, temos
que a matriz de adjacéncia é igual sua transposta , A = A7, com isso, podemos reduzir a
matriz, utilizando somente a sua diagonal principal e os elementos, ou acima ou abaixo da
diagonal(Cormen et al., 2012), para grafos muito grandes, a matriz pode conter muitos zeros,
isso representa um grande consumo de memdria, logo podendo se mostrar desvantajosa nessa

situacdo. Logo abaixo na Figura 6, podemos verificar um grafo e sua matriz de adjacéncia.

Figura 6 — Exemplo de Grafo e sua matriz de adjacéncia

B— ¢
L;I
o
th B W P
v L e B e B R
—Q——
S = © = =W

(a) " (b).

Fonte: Retirado de Cormen et al. (2012) a) Grafo G néo direcionado utilizado de exemplo. b)
Matriz de adjacéncia do grafo G.

2.1.3.2 Lista de adjacéncia

Uma outra maneira de representar os grafos, bem mais utilizado quando o nimero de
arestas € muito menor que o quadrado do niimero de vértices (grafo esparso), ¢ a representacdo
por listas de adjacéncia(Cormen et al., 2012). Dessa maneira, cada vértice representa uma lista e
em cada uma delas € utilizado ponteiros para indicar os vértices adjacentes, um por vez, assim,
em certos casos pode ser mais eficiente pois representa somente valores ndao nulos (Gersting,

2017). Pode-se observar, na Figura 7, um exemplo dessa representacao.
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Figura 7 — Exemplo de Grafo e sua lista de adjacéncia

1 = 2] =502

2 - 1 = 5| —> 3 ~ 4|/
3 > 2 >~ 4 | /

4 > 2 S5l Sl | s

s —ridl i 2]~

(a) (b)

Fonte: Retirado de Cormen et al. (2012) a) Grafo G ndo direcionado utilizado de exemplo.
b)Lista de adjacéncia do grafo G, as barras invertidas ao final de cada lista, informa o dltimo
vértice adjacente.

2.1.4 Arvores

Para Bondy e Murty (1976), uma arvore é grafo simples, conexo e aciclico, ou seja
sem lacos ou arestas paralelas, hd um caminho entre quaisquer dois vértices € ndo ha um caminho
que ligue o vértice a ele mesmo. Pode-se afirmar, que o caminho € tnico entre dois vértices,
uma vez que a arvore € aciclica (Bondy; Murty, 1976; Gersting, 2017). Além disso, algumas
defini¢des sdo importantes de serem mencionadas, as drvores podem ter ou nao uma raiz, que €
um nd especial, no qual a drvore se origina, caso a arvore nao tenha uma raiz, chamamos de raiz
arvore livre, temos também as florestas, que sao grafos aciclicos, conexo ou ndo, ou seja, um
conjunto de arvores disjuntas (Gersting, 2017). Assim, podemos estabelecer, o seguinte teorema,
conforme Wilson (1996):

Teorema: Seja T um grafo com n vértices, as seguintes afirmacdes sao validas

e i): T é uma arvore.

* ii): T nao apresenta ciclos e o nimero de arestas é: n-1.

e iii): T é conexo e o nimero de arestas é: n-1.

* iv):T é conexo e cada aresta é uma ponte.

* v): Quaisquer dois vértices de T sao conectados através de somente um caminho.

* vi): T ndo contém ciclos, mas a adicao de uma nova aresta cria extamente um ciclo.

Logo abaixo, podemos ver a diferenca entre drvores e floresta.
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Figura 8 — Representagdo de uma arvore.

Fonte: Retirado de Gersting (2017)

Na Figura 8, podemos esclarecer a distin¢ao entre arvores e florestas. Tomamos
de exemplo remover a ponte el, dessa maneira o conjunto de vértices T1, fica desconexo do
conjunto formado pelo vértice r e pelos vértices de T2, logo teriamos duas drvores disjuntas, ou
simplismente, uma floresta.

Dessa forma, podemos estabelecer o que € uma arvore geradora de um grafo conexo.
Segundo Gersting (2017), uma arvore geradora pode ser definida como uma arvore sem raiz,
cujo o conjunto de vértices € igual a do grafo e o conjunto das arestas € um subconjunto dos

conjunto de arestas do grafo, logo podemos considerar as drvores geradoras, como sub-grafos.
2.1.5 Arvore Geradora Minima (Minimum Spanning Tree)

Muitos problemas reais, envolve ha busca por otimizacdo em processos, de maneira
a facilitar ou tornar economicante vantajosa certas situagdes. Dessa forma, a drvore geradora
minima, € um processo de otimizagdo, que consiste em estabelecer uma arvore geradora cujo
peso € o menor possivel (Gersting, 2017).

O peso de grafo valorado, G = (V(G),E(G),g), com n vértices, definido como:

n

P(G) = Ze,-, onde: g(e;) = (vi,v;) vi,v; €V(G);i,j,keN (2.4)
i=1

Além disso, temos importantes algoritmos para gerar uma MST em um grafo, como,

o de Kruskal, de Boruvka s, Dijkstra e o de Prim. Neste trabalho, utilizaremos o algoritmo de
Prim, uma vez que o algoritmo permite sequenciar a ordem da MST, assim a ordem dos vértices

retornadas pelo algortimo € utilizado como reordena¢do de uma matriz.
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2.1.6 Algoritmo de Prim

O algoritmo de Prim, busca gerar uma Minimum Spanning Tree (MST), selecionando
um vértice inicial e a cada passo busca o menor valor de aresta que liga um vértice ja selecionado
a um nao selecionado, dessa forma, a cada ciclo do algoritmo, com base em cada vértices ja
selecionados, busca-se entre os vértices ndo selecionados o que tem menor menor peso em sua
aresta. Assim, podemos considerar o algoritmo de Prim, guloso(Cormen et al., 2012) , uma vez
que ele faz a escolha dos vértices a cada passo do algoritmo, ndo considerando o quadro geral do
problema.

Dessa forma, o algoritmo de Prim, pode ser expresso da seguinte maneira:

Seja G um grafo ponderado, podemos obter uma Minimum Spanning Tree T, com o
seguinte processo:

Passo 1: Definir o conjunto de vértices visitados, ndo visitados e as arestas que ligam
os vértices.

Passo 2: Escolher dentro conjunto de arestas, a aresta de menor valor e inserir
dentro do conjunto dos vértices visitados, os vértices ligados pela aresta escolhida (menor valor),
remover os vértices do conjunto dos vértices nao visitados e manter a ligacao entre esses vértices.

Passo 3: Escolher entre os elementos do conjunto dos vértices visitados, qual tem
a aresta de menor peso que ligue a um vértice do conjunto de vértices ndo visitados e manter
a ligacdo entre os vértices da aresta escolhida e em seguida remover o vértice do conjunto de
vértices ndo visitados e inserir no conjunto de vértices visitados.

Passo 4: Repetir o passo 3 até todos os vértices terem sido selecionados.

Figura 9 — Processo do Algoritmo de Prim

Fonte: Retirado de Wordpress-blog (2022) a) Grafo inicial. b) Escolhido primeiros vértices. c)
Desenvolvimento do Algoritmo. d) MST encontrada.

Na Figura 9, pode-se ver o funcionamento do Algoritmo de Prim. Inicialmente na
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Figura 9 a), temos o grafo inicial, logo em seguida na Figura 9 b) temos os primeiros vértices
escolhidos, que sdo (0) e (1), uma vez que a aresta de menor peso € a que conecta-os, mais adiante
na imagem c) temos que escolher dentro os vértices ja visitados, o que tem um vértice adjacente
de menor peso, logo foi escolhido o vértice (2), uma vez que dentre os vértices adjacentes de (0)
e (1), a aresta que conecta (1) e (2), € a de menor peso, na imagem d) o processo € repetido, de

maneira que todos os vértices foram visitados.

2.2 Teoria da Probabilidade

A teoria da probabilidade € um ramo da matematica que estuda fendmenos aleatorios
e suas regularidades. Suas origens remontam ao século XVII, com os trabalhos de Blaise Pascal
e Pierre de Fermat, que discutiram problemas relacionados a jogos de azar. Segundo Viali (2020)
esses estudos iniciais foram fundamentais para a formalizacao do conceito de probabilidade.

Historicamente, a probabilidade surgiu da necessidade de entender e prever eventos
incertos. De acordo com Vasconcelos et al. (2022) antes de Pascal e Fermat, ja havia registros de
jogos de azar na antiguidade, mas foi com esses matemaéticos que a probabilidade comegou a
ser tratada de forma cientifica. A correspondéncia entre Pascal e Fermat em 1654 € considerada
um marco, pois eles desenvolveram métodos para calcular probabilidades em jogos de dados e
cartas (Gneri, 2023).

No século XVIII, a teoria da probabilidade foi ampliada por Jakob Bernoulli e
Abraham de Moivre. Bernoulli introduziu a Lei dos Grandes Nimeros, que descreve a tendéncia
de resultados de experimentos aleatdrios se aproximarem de um valor esperado a medida que
o numero de experimentos aumenta. De Moivre, por sua vez, contribuiu com a férmula de
aproximagdo para distribui¢des binomiais, conhecida como Teorema do Limite Central.

O século XIX viu a consolidacao da probabilidade como uma disciplina matemética
rigorosa, com contribuicdes significativas de Carl Friedrich Gauss e Pierre-Simon Laplace. De
Moivre também desenvolveu a distribui¢do normal, também conhecida como curva de Gauss, que
descreve a distribuicao de muitos fendmenos naturais. Segundo Gneri (2023) Laplace, por sua
vez, publicou a “Teoria Analitica das Probabilidades”, que sistematizou e expandiu os métodos
probabilisticos.

No século XX, a teoria da probabilidade foi formalizada através da abordagem
axiomdtica de Andrey Kolmogorov, que estabeleceu os fundamentos modernos da probabilidade.

Kolmogorov definiu a probabilidade como uma medida em um espaco de probabilidade, propor-
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cionando uma base sélida para o desenvolvimento de teorias subsequentes (Vasconcelos et al.,
2022).

Atualmente, a teoria da probabilidade € aplicada em diversas areas, como Estatis-
tica, Fisica, Economia, Biologia e Ciéncias Sociais, por exemplo. Sua importancia reside na

capacidade de modelar e prever comportamentos em sistemas complexos e incertos.

2.2.1 Aspectos Prévios e definicao

No contexto probabilistico, antes de comecar a defini¢do formal, é importante
entender algumas nomenclaturas basicas que sdo fundamentais para modelar diversas situacdes
matematicamente. Essas nomenclaturas geralmente estdo relacionadas a teoria dos Conjuntos
Numéricos e ajudam a estabelecer uma ligacdo entre o mundo observédvel e o formalismo
matematico, além de produzir o contexto para a defini¢ao.

» Experimento aleatério (€): Segundo Dantas (2008), um experimento aleatério é qualquer
processo que, quando repetido sob as mesmas condi¢des, ndo produzem o mesmo resultado,
logo os experimentos podem ser entendidos como deterministicos ou ndo-deterministicos,
o primeiro se refere a experimentos que dada as condi¢des iniciais, podemos prever o resul-
tado final, visto que o experimento ndo esta sujeito a incertezas, equanto 0s experimentos
nado-deterministicos, se referem a experimentos sujeito a incertezas, mesmo sabendo as
condi¢des iniciais, o resultado final pode ser o qualquer um dentro dos resultados previstos.
Para Meyer (1987) dessa forma, em experimentos ndo-deterministicos, temos aqueles que
sdo ditos aletdrios, uma vez que cada experimento pode ser repetido indefinidamente sob
as mesmas condi¢des, pode-se saber o conjunto de possibilidades daquele experimento e
caso o experimento for repetido muitas vezes, por um grande nimero de tentativas, surgird
uma tendéncia matemadtica, plausivel de ser modelada, mas ainda ndo teremos toda certeza
do resultado final.

* Espaco Amostral (2): H4 todo experimento aleatério, podemos associar a seus possiveis
resultados um conjunto, dentro do contexto desse trabalho podemos que o conjunto de
todos os possivel resultados € chamado de espago amostral (Meyer, 1987).

* Eventos (E): Em relacdo a um experimento, temos o espaco amostral e em relagdo ao
espaco amostral e ao experimento temos um evento, que € um conjunto de resultados
possiveis (Meyer, 1987), logo podemos estabelecer que um evento é um sub conjunto

do espaco amostral, enquanto o complementar de um evento € o subconjunto de eventos
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restantes, com excecdo do evento de andlise. Se A é um evento, seu complementar é A€

Assim, podemos estabelecer o seguinte exemplo: seja E, um experimento, definido
como, lancar duas moedas e esperar o resultado da face voltada para cima. Em relacdo a esse
experimento, o espaco amostral € = (cara,cara), (cara,coroa), (coroa,cara), (coroa, coroa), um
evento A, poderia ser A = Obter coroa no primeiro langcamento, logo A = (cara,cara),(cara,coroa),
ou seja, um subconjunto do espaco amostral.

Dessa forma, podemos estabelecer algumas defini¢des de probabilidade. Primeira-
mente, temos a defini¢do cldssica, definida para subconjuntos unitdrios e igualmente provaveis,
segundo Cesar (2013), se temos um espaco amostral Q finito com N resultados equiprovaveis e
A um evento com Ny elementos, entao a probabilidade pode ser definida como:

P(A) =

(2.5)

Uma vez que ndo € aplicada a todos os casos e por se tratar de uma definicdo que usa
a propria ideia de probabilidade para ser definida, precisaremos de uma definicado mais precisa.
Com isso, temos a defini¢cdo frequéntista, come essa defini¢ao utilizaremos a frequén-
cia com que um dado evento ocorra, ndo se limitando, a quantidade de elementos de um espago
amostral e de eventos equiprovaveis, segundo Magalhaes (2006), seja n4 o nimero de vezes que
um evento A ocorre em n repeticdes, logo a probabilidade do evento ocorrer é:
P(4) = lim ’%A (2.6)
Dessa forma, chegou-se a conclus@o que a probabilidade deve ser definida com base
em axiomas (Cesar, 2013). Assim, a definicdo axiomadtica, utiliza os axiomas de Kolmogorov
para uma fung¢io de conjuntos, seja P(A) =f: Q — R, com P(A) € [0, 1], entdo:
* P(A)>0,VA€Q
* P(Q) =1, Qé&chamado de evento certo.
* Se {A,} é uma sequeéncia monétona, com n > 1, entdo P(UA,) = ZP(An).
Contudo, agora pode-se estabelecer uma func@o numérica que associa uma proba-
bilidade a ocorréncia de um evento, de maneira a modelar diversas situacdes, inclusive o tema

deste trabalho.
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2.2.2 Fungdo densidade de Probabilidade, momentos e covariancia

Na estatistica, temos uma func¢ao que associa um evento, hd uma probabilidade, a
partir de uma varidvel aleatéria, chamada de func¢do distribuicao de probabilidade. As varidveis
aleatdrias podem ser entendidas como "Uma fun¢do do espaco amostral nos reais, para o qual é
possi “vel calcular a probabilidade de ocorréncia de seus valores"(Magalhaes, 2006) Seja, A, um

evento, tal que A = {xy < x}, podemos calcular P(A), entéo:
F(x)=P({xy <x}),x€R (2.7)

Podemos estabelecer algumas propriedades da funcao distribuicdo de probabilidade:
* A funcio Fy é mondtona ndo decrescente, i.e Vx <y, Fx(x) < Fy(y).
* Continua a direita, i.e lim Fx(x) = Fx(a).

x—at
* Tem as seguintes assintotas, lim Fx(x) =0e lim Fx(x)=1.
n——oo n—soo
Enquanto no caso multivariado, a funcdo recebe o nome de distribui¢do conjunta,
sendo {X,X>,...,Xn} um conjunto de varidveis aleatdrias onde pode-se estabelecer, cada uma a

um evento {X; < x; e pertencentes ao R", entao:
F(X1,X2,....%n) = P{X1 <x1,X2 < x2,..., X, < Xy} (2.8)

Segue as seguintes propriedades:
© F(—0,Xp,...X,) = F(X,—oo,....V,)) = F(X1,Xa,...,—00) =0
o F(4o0,4oo,...,400) =1
o P(xy < X1 <x,X0 <x2,..%5 <xp) = F(xy,X0,...,X,) — F (x5, X2, ..., X)

Agora, iremos utilizar somente o caso multivariado, uma vez que no desenvolvimento
deste trabalho foi o tipo de andlise utilizada. Assim, podemos definir a fun¢do densidade de
probabilidade, entendida como a derivada da funcdo probabilidade, logo:
d"F(X1,X2,...,Xy)

0X10X;...0X,

f(X1,X2,...Xn) = (2.9)

Assim, para ser uma funcdo densidade de probabilidade, a funcao acima deve
satisfazer:

)>0,VxeR"
/ / / (X1, X2, ... %) dX1dXs...dX, = 1
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Dessa forma, é de grande interesse, estabelecer medidas que possibilitem andlises,
com isso, podemos definir o valor esperado ou esperanca. Seja, Z = g(X,X>,X3,...,X,) uma
fun¢do escalar das varidveis aleatérias, {X1,X,X3, ..., X, } e fungdo densidade de probabilidade

f(X1,X2,X3,...,X,), a operagdo esperanga, pode ser definida como:

E[Z] :E[g(X17X27X377XN)] (210)

E[Z]:/ / / 2(X1. Xas o, X ) (X1, X, o0, X)) dX1d X .. dX,, @.11)

Algumas propriedades notdrias sao:
* E[K] =K, sendo K uma constante.
* EloX;+ BXy]| = aE[X |+ BE[X;]
Com isso, podemos construir os momentos, de maneira geral, os momentos centrados

em relacdo a origem, podem ser definidos da seguinte maneira:

k1~ k
M oo = E[X1 X2 X)) (2.12)

Assim, cada k,, indica o momento de cada varidvel X,,, logo queremos, encontrar
o primeiro momento centrado na origem de cada variavel, que serd M. o para a variavel X,
Moy10..0 para a varidvel Xp, Mogo...; para a varidvel X,,.Dessa maneira, o primeiro momento é

conhecido como média (i) ou valor esperado, como definimos antes, assim:

Migo.0=EXi]| =1
Mor0.0=E[X2] = 1o
Mooo..1 = E[Xn] = U

Dessa forma, podemos estabelecer os momentos centrados em relacdo a média, da

seguinte maneira:

My ks = E[(X1 — 1001 (X2 — p2)*2 . (X — 14)"] (2.14)
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M, ko, iy = /—; /i> /:} (Xl —,ul)k‘ (X2 —[Jz)kz...(Xn —,u,,)k"f(Xl,Xz, ...,Xn)dXIdXQ...an
(2.15)
Dessa maneira,podemos calcular os momentos centrados em relacdo a média,de
interesse deste trabalho, estudaremos a covariincia e varidncia. A covariancia, € uma medida
estatistica que possibilita calcular a dependéncia linear entre duas varidveis aleatérias (X, X, ),

podemos definir da seguinte maneira:

o0 o0
migo..1 = cov(Xi, X;) = / / (X1 — 1) (X — )£ (X1, X)) dX; dX 2.16)

mio...1 = cov(X;, X;) = E[(X1 — ux, ) (Xy — ux, )] (2.17)

Logo, podemos afirmar que a covaridncia entre duas varidveis aleatorias pode ser
positiva, negativa ou nula, se cov(X;,X;) > 0, dizemos que hd uma relagio de depedéncia positiva,
caso cov(X;,X;) < 0, dizemos que hd uma relacdo de depedéncia negativa e se cov(X;,X;) =0,
dizemos que as duas varidveis sdo independentes, em determinados casos. Algumas propriedades
da covariancia sao:

* cov(X;,X;) = cov(X;,X;)
o cov(X; +X;,X;) = cov(X;, Xi) + cov(X, X)
* cov(X;, X;j) = E[XiX;] - E[X]|E[X]]

Prova:

myoo...1 = cov(X;, Xj) = E[(Xi — px;) (Xj — ux; )], logo:
cov(X;, X)) = E[XiX; — (Vitx;) — (Xjp;) + (1x; tx;)]
cov(X;, X;) = E[XiX;] — ux,E[Xi] — ux,E[X;] + (ux; i, ), sendo: E[X;] = pix; e E[Xi] = iy,
cov(Xi, X;) = E[XiXj] — px; lx; — M Mx; + L 1x,
cov(X;, X)) = E[XiX,] — E[X]E[X;]

Logo, se duas varidveis sdo independentes, entdo: E[X;X;] = E[X;]E[X;] e cov(X;,X;) = 0.
» cov(oX;, BX;j) = afcov(X;, X;)
* cov(X;,k) = 0, sendo k, uma constante.

Enquanto as variancias, conhecidas como segundo momento centrado, de cada varidvel

pode ser definida como, Seja Var(X,), a varincia denotado por 63:
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mooo..2 = Oy = E[(Va — 12)*] = E[Vy = 2Vbty + 147]
= E[V,7] = 2, Vo] + 1y, sendo: E[V,] = .
= E[V;]]—2u; + uy
=EV,] -,

Sendo a varidncia G,%, podemos definir o desvio padrdo, outra importante medida, que
dimensionaliza o problema para uma dimensdo coerente, uma vez que diversos problemas
nao fazem sentido suas dimensdes ficarem ao quadrado, como: ©, = \/67,% .E impor-
tante frisar que: V(X;) = cov(X;,X;) = /+m +M(X,- — [,L,-)zf(Xi,X,-)dXidX,-. Algumas
propriedades da variancia : -

V(X;) = EIX7] - (E[X])®

- V(kX;) = K*V[X]
- V(a+BX;) = ﬁzv[x-]
- V(aX;+ BX)) = a®V[X]|B2V[X;] +20Bcov(X;, X))

Figura 10 — Visualizacdo Grafica da Covariancia
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a) b) €
Fonte: Retirado de Cesar (2013) a) Covariancia menor que zero, logo as varidveis sao negati-
vamente correlacionadas. b) Covaridncia maior que zero, logo as varidveis sdo positivamente
correlacionadas. c¢) Covariancia igual a zero, ndo ha correlacdo entre as variaveis.

2.2.3 Coeficiente de correlacao

Apesar da covariancia verificar o estabelecimento ou ndo de uma dependéncia entre
as varidveis, surgem problemas devido a dimensionalidade das varidveis, uma vez que nao
podemos atribuir um sentido as dimensdes. Dessa forma, precisamos de uma maneira de
verificar o estabelecimento da correlagdo entre as varidveis, sem nds preocupar com os efeitos da

dimensionalidade, para isso vamos definir, o coeficiente de correlacdo de Pearson, uma grandeza
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adimensional, que funciona como medida de linearidade entre as varidveis e € obtida apartir da
covariancia. Assim, segundo Magalhaes (2006) o coeficiente de correlacdo entre duas varidveis
aleatorias X; e X €:
cov(X;, X;)
Ox; 0¥,

Dessa maneira, ao dividirmos a covariancia, pelo desviao padrao das varidveis
obtemos uma grandeza adimensional. Porém, falta verificar quais os possiveis valores para o
coeficiente de correlagdo, assim, iremos utilizar a Desigualdade de Cauchy-Schwarz para uma
esperanga de uma quantidade positiva, dessa forma, seja: E{[A (X — ) — (¥ — i,)]*} >0, onde

A € R. Primeiramente, desenvolvendo a esperanga, temos:

E{ (X — 1) — (¥ — )} = E{R2(X — 1, — 22.(X — ) (¥ — )+ (¥ — py)?
= A’E[(X — 1)*] = 2AE[(X — o) (Y — )]+ E[(Y — py)°]
=2 f—Zlcov(X,Y)—I—Gyz

Logo, temos:
A*6} —2Acov(X,Y) + 07 >0 (2.19)

Podemos observar, que se trata de uma desigualdade de uma equacao quadrética.
Para equacdes do tipo AL + BA +C, s6 pode ser satisfeita, se AA% + BA +C = 0, ndo admitir

raizes reais, logo B> —4AC < 0, subistituindo os valores, temos que:

B> —4AC<0
(2cov(X,Y))* —4o70; <0
4cov*(X,Y) —4070; <0

4eov(X,Y) < 4(5)3Gy2

Dessa maneira, temos:

<1 (2.20)
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Logo podemos concluir, que o coeficiente de correlagdo, variade -1 a 1, logo podendo
ser zero, o que indica que as varidveis ndo possui dependéncia linear, se o valor for negativo ou
proximo a -1, indica que as varidveis possui uma depedéncia linear negativa, e quando o valor for
positivo ou proximo a 1, a dependéncia linear entre as varidveis € positiva. Além disso, podemos
construir uma matriz quadrada KxK, onde K € o nimero de varidveis, onde os elementos da
matriz p;; sdo os respectivos coeficientes de correlacdo entre as varidveis i e j, assim, construimos

uma matriz simétrica, da seguinte forma:

P11 P12 P13 - Pik
P21 P22 P23 - P
Pij = ) . . )

Pkl Pk2 Pz Prk

Vale ressaltar que a diagonal principal € toda igual a 1, uma vez que o coeficiente de

correlacdo de uma varidvel com ela mesmo € 1. Dessa forma:

. cov(i,i)
p<l=l>_ o-igi
4O
p(l7l)_ (72

i

p(i,i)=1
2.2.4 Amostragem Estatistica e Estimadores

A amostragem é uma especialidade na estatistica que permite extrair informacgdes
representativas de uma populagdo maior através da selecao de uma parte dela. De acordo com
Morettin P.A.; Bussab (2006), em estudos estatisticos e cientificos, a escolha adequada da
amostra € crucial para garantir que os resultados sejam generalizaveis e aplicdveis a populacao
de interesse, evitando vieses e distor¢cdes nos dados.

Dessa forma, algumas nomenclaturas sdo importantes.Populacao refere-se ao con-
junto completo de elementos que compartilham uma caracteristica comum e sdo objeto de estudo
ou interesse. Por outro lado, Amostra ¢ uma parte selecionada dessa populacgao, escolhida de
forma a representar suas caracteristicas principais de maneira precisa e confiavel. Enquanto a
populagdo € o universo completo que queremos estudar, a amostra € uma fracio dele que permite

inferéncias sobre toda a populacdo sem necessariamente examind-la por completo. Assim, de
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acordo com Bolfarine H.; Bussab (2005) podemos entender que a amostra é um subconjunto da
populacdo, que pode ser interpretada como o espago amostral. Em muitos casos, é impraticavel
ou impossivel estudar todos os membros de uma populagdo devido a limitagdes de recursos,
tempo ou logistica. Para Silva (2015) A amostragem resolve esse problema ao selecionar
uma parcela significativa e diversificada da populacdo, garantindo que os resultados obtidos da
amostra possam ser extrapolados com confianga para o conjunto total.

Existem duas principais abordagens para a amostragem em estudos estatisticos:
probabilistica e ndo probabilistica. A amostragem probabilistica se destaca por garantir que todos
os elementos da populagdo tenham uma chance conhecida e nio nula de serem selecionados para
a amostra, o que permite inferéncias mais confidveis sobre a popula¢do maior, em determinados
casos. Entre os métodos probabilisticos estdo a amostragem aleatéria simples, onde cada membro
tem igual probabilidade de ser escolhido, e a amostragem estratificada, que divide a populagao
em grupos homogéneos (estratos) antes da sele¢ao.. Dentro da amostragem estratificada, ha a
variacdo da estratificagdo proporcional, onde o tamanho de cada estrato na amostra é proporcional
a sua presenca na populacao total. Isso garante que grupos significativos dentro da populagao
sejam representados de maneira adequada na amostra, aumentando a precisao das estimativas
(Silva, 2015). Em contrapartida, a amostragem ndo probabilistica depende de critérios subjetivos
ou de conveniéncia na selecao dos elementos da amostra, o que pode introduzir vieses e limitar a
generalizacdo dos resultados (Morettin; Bussab, 2006).

Neste trabalho, serd adotada a amostragem probabilistica, com €nfase na amostragem
estratificada proporcional. Essa escolha visa assegurar que os dados coletados sejam represen-
tativos da populagao estudada, permitindo inferéncias robustas e confidveis para os objetivos
especificos do estudo estatistico em questao.

Os estimadores sdo ferramentas fundamentais na estatistica para inferir caracteristicas
da populagdo a partir da amostra. Dois dos principais estimadores sao a média e a variancia. A
média amostral (X) é um estimador ndo viesado da média populacional (i), o que significa que,

em média, a média amostral € igual a média da populagdo. A férmula para a média amostral €:
1 n
==Y x (2.21)
s

em que x; sdo os valores da amostra e n € o tamanho da amostra. A variancia amostral

(S2) ¢ um estimador da variancia populacional (62). A variancia amostral é calculada como:

52 = f(x,- —7)? (2.22)
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em que x; sdo os valores da amostra, X € a média amostral e n € o tamanho da amostra.
A variancia amostral € um estimador nao viesado da variancia populacional, o que significa que,

em média, a varidncia amostral € igual a variancia da populagdo.
2.2.5 Espago Métrico e Distincia de Correlagao

E possivel definir uma distancia entre as varidveis a partir da correlagdo, para isso,
devemos definir o que € um espaco métrico, de maneira que poderemos encontrar uma distancia
de correlacdo utilizando o espaco métrico euclidiano, .

Segundo Berni (2021), um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto

qualquer e d € uma fun¢do, chamada de métrica ou norma, que dado um conjunto M:

dMXM—>R+

(X,',Xj) — d(xi,xj)

E satfifaz os seguintes axiomas, V x;, xj, x; € M :
* Propriedade positividade definida: Se d(x;,x;) =0 & x; =x;
* Propriedade simétrica: d(x;,x;) = d(x},x;)
* Desigualdade Triangular: d(x;,x;) < d(x;,x;) +d(x;j,x;)
Com isso, podemos definir uma distancia de correlacdo, a partir da distancia euclidi-
ana e verificar, se o espaco métrico encontrado satisfaz os axiomas para ser utilizado, assim a

métrica do espago euclidiano é definida como d(x,y) : R" X R" — R:

(2.23)

Assim, definimos os estimadores da média (x e y) e da variancia (S, e Sy), sendo n o

nimero de variaveis, entio:

n

1
X=—-Y xj, Szz—Z(xi—)_c)
1 i ’11 i
y=-) i 7 ==Y (i-y)
ne ne

Logo a covariancia e o coeficiente de correlacdo mostral sdo dados, respectivamente, por:

cov(x,y) = lZ,(Xi —X)(yi—y) e px,y) =

n=

cov(x,y)

Agora, vamos definir duas varidveis padronizadas:
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Xi—X yi—y

2 e k=
Vs, & TS,

2=

Pode-se verificar acima que a padronizagdo, cria varidveis com esperanca ou média
igual a 0 e variancia igual a 1, dessa forma, as varidveis ficam independente da escala. Assim

Z;i e ki podem ser interpretadas como vetores unitdrios, logo a distancia euclidiana entre dois
vetores unitarios:

d*(x,y) =Y (zi—ki)?

i

d*(x,y) —Z( ;= 2uKi+ k)
d*(x,y) Zz, +Z+k2 2Zz,
d*(x,y) Zzl —l—Z—f—kZ 2221

Devemos calcular: Zzlz e Zklz Assim:
i

i

1 1.1 1
2 _ o =\2 L =\2 2 _

O mesmo se aplica para Zkiz, de maneira similar podemos verificar que Zz,- = Zk,- = 0. Logo,
i ' i
temos que:

1

dz(x,y) =2(1- Zziki)

Desenvolvendo Zz,-k,-, temos:
i

Yy iz X 11 - . cov(x,
ZZL _Z \/_S >()\)/ﬁsy):SxSyﬁzi:(Xi_x)(yi_y>:Sx(—Syy)

Substituindo na equagdo, temos:

d(xvy) = 2(1—[)()6,_)7)) (224)

Assim, podemos verificar que o valor da distancia de correlagao varia entre O e 2,

uma vez que se p(x,y) = —1, valor minimo, implica que d(x,y) =2 e se p(x,y) = 1, valor

mdaximo, implica que d(x,y) =0
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3 ENEM E MINERACAO DE DADOS EDUCACIONAIS

Neste capitulo serd abordardado sobre a principal prova para avaliar o ensino médio
no Brasil, o Exame Nacional o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), na secao 3.1 serd
descrito a origem e o desenvolvimento do ENEM desde sua criacdo em 1998, destacando
sua transformagao de uma ferramenta de avaliacdo do desempenho dos estudantes em uma
ferramenta de inclusdo social e um critério de selecdo para universidades publicas, bem como as
mudancas politicas e educacionais que moldaram seu papel. Na secao 3.2, € abordada a Matriz
de Referéncia detalha a estrutura do exame, incluindo suas dreas de conhecimento e a evolugao
das competéncias e habilidades avaliadas ao longo do tempo, refletindo a mudanca de foco de
conteuddos especificos para uma abordagem mais pratica e contextualizada. Em seguida na se¢ao
3.3, € explicado a Estrutura do Exame explica as modificagdes no formato do ENEM, como a
divisao em dois dias, além de abordar a Teoria de Resposta ao Item (TRI), por tltimo na se¢ao
3.4, seréa destinado a Minera¢ao de Dados educacionais, mostrando sua origem e sua importancia,

além das areas utilizadas neste trabalho

3.1 Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM)

A politica educacional brasileira tem suas raizes na Constitui¢do Federal de 1988
(Brasil, 1988), que estabeleceu a educacdo como um direito social fundamental. Segundo Brasil
(1988) o artigo 205, a educacdo € um direito de todos e um dever do Estado e da familia,
promovida e incentivada com a colaboragao da sociedade, visando ao pleno desenvolvimento da
pessoa, seu preparo para o exercicio da cidadania e sua qualificacio para o trabalho. A partir deste
marco, a legislacdo educacional do Brasil passou por diversas reformas e a criacio de politicas
publicas para garantir acesso a educagdo de qualidade para todos os cidaddos, independentemente
de sua origem socioecondmica, etnia, género ou qualquer outra condic¢ao.

Uma das principais legislagdes que amparam o ensino de qualidade no Brasil € a
Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional (LDB), instituida pela Lei n® 9.394, de 1996.
Assim, segundo Brasil (1996), a LDB estabelece os principios, objetivos € normas gerais para a
organizacao do sistema educacional brasileiro, abrangendo desde a educacao infantil até o ensino
superior. Ela enfatiza a importancia da equidade e da qualidade na educacédo, determinando que
os curriculos escolares contemplem uma formacao integral, promovendo o desenvolvimento das

competéncias e habilidades necessdrias para a vida em sociedade. Além da LDB, outro marco



40

significativo na politica educacional brasileira é o Plano Nacional de Educacdo (PNE), atualizado
pela Lei n°® 13.005, de 2014. Segundo Brasil (2014), o PNE estabelece diretrizes, metas e
estratégias para a politica educacional a serem cumpridas em um periodo de dez anos. Entre suas
metas, destacam-se a universalizacio do ensino fundamental e médio, a ampliacdo do acesso a
educacdo infantil e ao ensino superior, a melhoria da qualidade do ensino, e a valorizacdao dos
profissionais da educacdo. O PNE serve como um guia estratégico para os governos federal,
estadual e municipal, além de orientar o financiamento da educagdo no pafs. Outra medida de
suma importancia para educacio brasileira € o Fundo de Manutencio e Desenvolvimento da
Educacdo Bésica e de Valorizagao dos Profissionais da Educa¢do (FUNDEB) € outra importante
politica de financiamento educacional. Estabelecido inicialmente em 2007 e recentemente
prorrogado e ampliado pela Emenda Constitucional n°® 108 de 2020, o Fundeb assegura recursos
financeiros destinados a manutenc¢ao e desenvolvimento da educacgdo bésica publica, contribuindo
para a reducdo das desigualdades regionais e a promog¢ao da equidade. Além desses instrumentos
legais e financeiros, a politica educacional brasileira tem buscado incorporar temas como a
inclusdo, a diversidade e a sustentabilidade. A Lei Brasileira de Inclusdo da Pessoa com
Deficiéncia (Lei n° 13.146, de 2015) é um exemplo, garantindo o acesso e a permanéncia de
estudantes com deficiéncia nas escolas regulares, promovendo a educacdo inclusiva. Ja as
Diretrizes Curriculares Nacionais incentivam a insercdo de conteddos relacionados a educagdo
ambiental, aos direitos humanos e a diversidade étnico-racial.

Segundo Silva M. R.;Ribeiro (2008), a década de 1990 e o inicio dos anos 2000,
portanto, marcaram um periodo de redefinicao e expansao das politicas educacionais brasileiras,
com um foco crescente na avaliacdo e na qualidade do ensino, com inicio na Conferéncia Mundial
de Educacao para Todos, em 1990 realizada na Tailandia, que estabeleceu diretrizes para os
paises com os piores indicadores educacionais do mundo. O contexto politico e econdmico da
época, caracterizado por reformas no Estado e por uma busca por maior eficiéncia e equidade
no setor publico, além dos altos indices de analfabetismo, evasdo escolar e repeténcia (Silva
M.R.; Ribeiro, 2008), ligado aos planos determinados na conferéncia Mundial de Educacgdo para
Todos, influenciou diretamente a criacio do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) como
um instrumento essencial na andlise dos indicadores educacionais. Além disso, o0 exame passou a
desempenhar um papel importante na inclusao social, proporcionando acesso a educagao superior
a segmentos da populacdo historicamente excluidos desse nivel de ensino.

Segundo Silveira F. L. (2015) o ENEM foi criado em 1998 pelo Ministério Da
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Educa¢do (MEC) durante o governo do presidente Fernando Henrique Cardoso. Inicialmente, o
exame tinha o objetivo principal de avaliar a qualidade do ensino médio no Brasil, servindo como
uma ferramenta de diagnéstico das competéncias e habilidades adquiridas pelos estudantes ao
longo dessa etapa da educacdo bésica. Para Oliveira (2016), a criacio do ENEM no contexto da
avaliacdo educacional ocorreu em um periodo de intensas transformagdes na politica educacional
brasileira, marcadas por um esfor¢o de universalizacdo do ensino fundamental e pela tentativa de
melhorar a qualidade da educagdo publica no pais, através dos resultados obtidos nos exames. Na
década de 1990, o Brasil enfrentava desafios significativos relacionados a desigualdade de acesso
a educacgdo e a necessidade de modernizacdo do sistema educacional, visando preparar os jovens
para um mercado de trabalho em rdpida transformacao devido ao avanco da globalizacdo e das
tecnologias. A inspiragdo para a criacdo do ENEM veio de experi€ncias internacionais, como
o Scholastic Aptitude Test (SAT) dos Estados Unidos e outros modelos europeus de avaliacao
que buscavam ir além da simples memorizacdo de contetidos e estavam mais voltados para a
avaliacdo de competéncias amplas. Para Garcia F. M. (2021) no Brasil, havia um reconhecimento
crescente da necessidade de desenvolver um sistema de avaliacdo mais alinhado com as demandas
contemporaneas da sociedade e do mercado de trabalho, que exigiam habilidades criticas,
analiticas e uma visdo integrada do conhecimento, de maneira que se pudesse analisar a qualidade
das escolas, assim visualizando todo o panorama educacional, desde a relagdo aluno professor,
até a propria gestao escolar.

Inicialmente, o ENEM tinha carater voluntdrio e servia como um referencial para
estudantes e escolas. No entanto, sua relevincia comecou a aumentar rapidamente, em parte
devido a introdu¢do do Programa Universidade para Todos (PROUNI) em 2004, que passou
a utilizar as notas do ENEM como critério de selecao para bolsas de estudo em institui¢des
privadas de ensino superior. Com isso, 0 exame passou a ganhar um carater mais competitivo
e uma importancia estratégica para os alunos que buscavam uma vaga no ensino superior. De
acordo com Silveira F. L. (2015) em 2009, o ENEM sofreu uma reformulacgao significativa,
transformando-se em um dos principais instrumentos de sele¢cao para o ingresso em universi-
dades publicas brasileiras, através do Sistema de Selecdo Unificada (SISU). Essa mudanca foi
um marco na democratizacdo do acesso ao ensino superior, pois permitiu que estudantes de
diferentes regides do pais tivessem oportunidades iguais de concorrer a vagas em institui¢des
publicas, independentemente de sua localizacdo geogréfica. Segundo Silvana M. (2014), a prova

também passou a ser um dos critérios para obtencao de financiamento estudantil pelo Fundo de
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Financiamento Estudantil Do Ensino Superior (FIES).

O ENEM, desde sua criacdo, tem sido um dos pilares das politicas de acesso a
educacdo no Brasil, refletindo um compromisso continuo com a inclusdo e a melhoria da
qualidade educacional. A partir de sua expansdo e consolidagdo, tornou-se um dos maiores
exames de ingresso universitario do mundo, com milhdes de estudantes participando anualmente,

0 que demonstra sua importancia e relevancia no cenario educacional brasileiro.
3.1.1 Matriz de Referéncia

De acordo com Inep (2009b), Inep (2009, p.8), a Matriz de Referéncia do Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM) é um documento essencial que orienta a elaboracdo das
questdes do exame e a preparagcdo dos estudantes. Desenvolvida pelo Instituto Nacional de
Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP), a matriz é dividida em areas de
conhecimento especificas: Linguagens, Codigos e suas Tecnologias; Ciéncias Humanas e suas
Tecnologias; Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias; e Matemadtica e suas Tecnologias. Cada
area de conhecimento € estruturada em torno de competéncias e habilidades. As competéncias sdo
conjuntos de conhecimentos, habilidades, atitudes e valores que os estudantes devem desenvolver.
Ja as habilidades sdo agdes especificas que demonstram a aplicagdo pratica dessas competéncias.
Por exemplo, na drea de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias, uma das competéncias €
“Compreender as ciéncias naturais e as tecnologias a elas associadas como constru¢des humanas,
percebendo seus papéis nos processos de produgdo e no desenvolvimento econdmico e social da
humanidade.”, e uma das habilidades associadas é “Reconhecer caracteristicas ou propriedades
de fendmenos ondulatdrios ou oscilatorios, relacionando-os a seus usos em diferentes contextos.”
(Inep, 2009, p.8), pode-se verificar as competéncias e habilidades da prova de ciéncias da
natureza, no apéndice tal.

Desde a criacio do ENEM em 1998, a matriz de referéncia passou por diversas
atualizacdes para se adaptar as mudancas educacionais e as necessidades dos estudantes. Inicial-
mente, 0 ENEM tinha como objetivo principal avaliar o desempenho dos estudantes ao final da
educagdo bésica e servir como um instrumento de autoavaliagdo. Com o tempo, o exame ganhou
importancia e passou a ser utilizado como critério de selecdo para o ingresso em institui¢des de
ensino superior, através do Sistema de Sele¢do Unificada (SISU), do Programa Universidade
para Todos (ProUni) e do Fundo de Financiamento Estudantil (FIES), como visto anteriormente.

E perceptivel que a evolucdo da matriz de referéncia reflete essas mudangas. De acordo com
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Inep (2018), as primeiras versdes da matriz focavam mais na avaliacdo de conteddos especifi-
cos, enquanto as versdes mais recentes enfatizam a aplicacao pratica desses conhecimentos em
situagOes do cotidiano. Isso se alinha com a abordagem interdisciplinar e contextualizada do
conhecimento, que é uma caracteristica marcante do ENEM. A Lei de Diretrizes e Bases da
Educacao Nacional (LDB), Lei n® 9.394, de 20 de dezembro de 1996, também desempenhou
um papel crucial na defini¢do das diretrizes educacionais no Brasil, influenciando diretamente a
estrutura e os objetivos do ENEM.

A partir de Inep (2018), Inep (2014), comparando a matriz de referéncia original
com a atual, observa-se uma amplia¢do das competéncias e habilidades avaliadas. Por exemplo,
na drea de Ciéncias Humanas e suas Tecnologias, a matriz atual inclui competéncias relacionadas
a compreensdo e andlise de fendmenos sociais, politicos, econdmicos e culturais, enquanto
as versoes anteriores eram mais restritas a conteudos historicos e geograficos. Além disso, a
matriz atual incorpora uma maior diversidade de habilidades, como a capacidade de interpretar
gréficos e tabelas, resolver problemas matematicos aplicados a situacdes reais e compreender a
importancia da producdo cultural em diferentes contextos. Essas mudangas visam preparar os
estudantes ndo apenas para o ingresso no ensino superior, mas também para a vida em sociedade,
promovendo o desenvolvimento de um pensamento critico e analitico.

Em resumo, a Matriz de Referéncia do ENEM evoluiu significativamente desde a
sua criacdo, refletindo as mudancgas nas politicas educacionais e nas necessidades dos estudantes.
A matriz atual € mais abrangente e contextualizada, enfatizando a aplicagdo pratica dos conheci-
mentos e o desenvolvimento de competéncias e habilidades essenciais para a vida académica e

profissional.

3.1.2 Estrutura do Exame

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), criado em 1998 pelo Ministério da
Educacdo (MEC), teve um impacto significativo na avaliagao educacional brasileira. Inicialmente,
o exame visava fornecer uma certificagdo de conclusao do ensino médio e avaliar o desempenho
dos alunos ao final desse ciclo escolar. A estrutura e a aplicagdo do ENEM passaram por
varias mudancas desde sua criagdo, refletindo o desenvolvimento das politicas educacionais e as
necessidades emergentes dos candidatos.

Durante seus primeiros anos, 0 ENEM era realizado em um tnico domingo, € a

prova compreendia 63 questdes objetivas e uma redacdo. Este formato inicial, embora funcional,
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apresentava algumas limitagdes. De Inep (1998), a carga de trabalho para os candidatos em
um unico dia era considerdvel, o que muitas vezes resultava em cansaco e, consequentemente,
em um impacto negativo no desempenho dos participantes. Além disso, a estrutura inicial ndo
permitia uma avaliacdo detalhada e abrangente das competéncias dos candidatos, o que motivou
mudancas significativas no formato do exame.

Em 2009, o ENEM passou por uma reforma significativa que alterou sua estrutura e
formato e que passou a ser chamado de Novo Enem. Além da mudanca na matriz de referéncia,
outra mudanca foi a divisd@o da prova em dois dias consecutivos, um sdbado e um domingo, essa
alterac@o teve como objetivo aliviar a carga hordria do exame e proporcionar uma avalia¢do mais
equilibrada e eficaz. De acordo com Inep (2009a) no primeiro dia, os candidatos realizam as
provas de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias e Ciéncias Humanas e suas Tecnologias,
enquanto no segundo dia, sdo aplicadas as provas de Linguagens, Cddigos e suas Tecnologias,
mais a Redacdo, e Matematica e suas Tecnologias. No primeiro dia de prova possui uma duracio
de 4 horas e 30 minutos, enquanto o segundo dia com duragdo de 5 horas e 30 minutos por conta
da redacdo. Segundo Mec (2017), em 2017, houve outra mudanga na prova do Enem, as provas
passaram a ser aplicadas em dois domingos consecutivos e a redagao passou a ser no primeiro
dia junto com as provas de Linguagens e Cddigos e suas Tecnologias e Ciéncias Humanas e suas
Tecnologias, assim alterando o tempo de prova para ter 1 hora a mais no primeiro dia.

A mudanca para dois domingos consecutivos trouxe varios beneficios. Reduzir a
quantidade de questdes por dia (mudanga de 2009) ajudou a diminuir a fadiga dos candidatos,
permitindo que eles se concentrassem melhor em cada secdo do exame. Além disso, essa
divisao melhorou a logistica do exame, facilitando a aplicacdo e a correc@o das provas. A nova
estrutura (2009) também proporcionou uma avaliacdo mais justa e detalhada das competéncias
dos participantes, refletindo um compromisso com a qualidade da avaliacao. Assim, a decisdao
de realizar o ENEM aos domingos, mesmo apds a reforma, estd relacionada a necessidade de
minimizar conflitos com o calenddrio escolar e outras atividades dos candidatos. Os domingos
foram escolhidos para garantir a disponibilidade dos alunos e evitar a sobreposi¢ao com o horario
escolar regular. Isso também ajuda a garantir que o exame ndo interfira nas atividades académicas
dos participantes e que todos tenham a oportunidade de realizar a prova em condi¢des adequadas

Outro aspecto importante da reforma, de acordo com Mec (2013) foi a introducao da
Teorema da Resposta ao Item (TRI), um modelo estatistico que avalia a habilidade dos candidatos

com base na dificuldade das questdes e no padrdo de respostas. A TRI permite uma avaliacdo
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mais precisa do desempenho dos participantes, levando em consideragdo a dificuldade das
questdes e a probabilidade de acerto de acordo com o nivel de conhecimento do candidato. Esse
modelo representa uma inovag¢do significativa no sistema de avaliagdo, aprimorando a precisao
e a justica dos resultados. Essa abordagem estatistica substituiu métodos tradicionais e trouxe
uma nova perspectiva probabilistica para a corre¢do das provas. Segundo Mec (2011), a TRI é
fundamental para entender como a dificuldade das questdes e o desempenho dos candidatos sao
avaliados de forma mais precisa e justa, onde baseia-se em modelos estatisticos que consideram
trés parametros principais: dificuldade, discriminagdo e acerto casual, o parametro de dificuldade,
refere-se ao nivel de habilidade necessario para que um candidato responda corretamente a
uma questdo, o parametro de discriminagdo, mede a capacidade da questdao em distinguir
entre candidatos com diferentes niveis de habilidade, o parametro de acerto casual, representa
a probabilidade de um candidato acertar a questdo por sorte, sem possuir o conhecimento
necessario.

Desde sua criacao, o ENEM tem se adaptado as mudancas no cendrio educacional
e as necessidades dos candidatos, refletindo um compromisso continuo com a melhoria da
avaliagcdo educacional. A mudanca para dois domingos consecutivos e a introduc¢do da TRI sdo
exemplos claros desse esfor¢o para aprimorar o exame e garantir uma experiéncia mais justa e
eficaz para todos os participantes. Essas transforma¢des demonstram a evolugdo do ENEM de
uma avaliacdo bdsica para uma ferramenta complexa e abrangente, voltada para a promocao da

qualidade educacional no Brasil.

3.2 Mineracao de dados Educacionais

De acordo com Guimaraes Junior et al. (2023), Baker e Yacef (2009), a Mineracao
de Dados Educacionais (Educational Data Mining (EDM)) € uma drea emergente no campo da
analise de dados e ciéncia da computagdo, focada na extracdo de padrdes tteis e informativos
a partir de dados coletados em ambientes educacionais, de maneira que utiliza-se as andlises
para a melhoria da qualidade de ensino e aprendizagem. Esses dados podem incluir registros
académicos, interacdes em plataformas de ensino online, avaliagdes de desempenho, e até mesmo
dados comportamentais dos estudantes, como participacdo em aulas e uso de recursos digitais.
O objetivo principal da mineracao de dados educacionais € identificar insights que possam
melhorar os processos de ensino e aprendizagem, personalizar a educacdo para atender melhor

as necessidades individuais dos alunos, e apoiar a tomada de decisOes baseada em evidéncias por
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parte de educadores e gestores escolares.

Segundo Baker et al. (2011) a &rea de EDM vem desde o ano de 2004, com uma
sequéncia de workshops que culminaram em 2008 na Conferéncia Internacional sobre Mineragdo
de Dados (International Conference on Educational Data Mining)e desde entdo o nimero de
pesquisa e artigos aumentaram, além da criacdo de uma revista em 2009 e de dois livros sobre o
assunto um em 2006 (Data Mining in e-learning) e outro em 2010 (Handbook of Educational
Data Mining). Assim, utilizar técnicas de mineracdo de dados em dados educacionais, como
algoritmos de aprendizado de maquina, andlise estatistica, e visualiza¢do de dados, é possivel
identificar tendéncias e padrdes que ndo seriam evidentes em andlises tradicionais. Por exemplo,
com o estudo de Romero C.; Ventura (2017) pode-se prever quais estudantes estdo em risco de
evadir da escola, em relacdo ao trabalho de Riggan M.; Chen (2018) pode-se identificar alunos em
risco de reprovacdo, assim permintindo a interven¢do da escola no auxilio aos estudantes. Dessa
forma, a EDM pode ser utilizada para avaliar a eficicia de politicas educacionais e curriculos,
permitindo ajustes que visam a melhoria continua da qualidade da educacao.

Para Baker et al. (2011), as principais sub-4reas da Mineracdo de Dados educacionais,
seguem a seguinte taxonomia:

Predicao englobando os algoritmos de classificacdo, regressao e estimacdo de densi-
dade. A drea de Agrupamento (clustering), também tem-se a drea de Mineracao de Relacoes
que engloba a Mineracdo de Regras de Associacdo, Mineracao de Correlacdes, Mineragao de
Padrdes Sequénciais, Mineracdo de Causas, e por tltimo as areas de Destilacao de dados para
facilitar decisoes e Descobrimento de Modelos.

Para este trabalho serd considerada duas 4reas, a de mineracao de correlacoes e de
agrupamento, dessa maneira, para Baker et al. (2011), a drea de agrupamento ou clustering € a
de achar dados que se agrupem e formem grupos similares e assim possam ser separados em
categorias, de maneira que as regides de agrupamento reflitam sobre informagdes inerentes aos
dados, como exemplo verificar regides de agrupamentos entre alunos devido a fatores que podem
variar desde escola até a gestdo escolar, regido de moradia ou notas. Enquanto a Mineragao
de correlacdes, busca achar linearidades entre um conjunto de varidveis, assim pode-se achar
correlagdes positivas, negativas ou netras, como Vvisto na se¢do 2.2.

Com o avanco da tecnologia e a crescente digitalizacao das praticas educacionais,
o volume de dados disponivel estd aumentando rapidamente, tornando a mineragdo de dados

educacionais uma ferramenta essencial para lidar com esses recursos informacionais de maneira
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eficiente e produtiva. Essa drea, portanto, oferece um potencial significativo para transformar a
educacdo, proporcionando uma base mais sélida para intervengdes educacionais, promovendo o
sucesso académico e preparando melhor os estudantes para os desafios do futuro, além de ser um
excelente suporte aos gestores escolares e docentes. Dessa forma, no contexto deste trabalho
iremos verificar se ha existéncia de correlacdes positivas ou negativas entre os concluintes
do Ensino Médio do Estado do Ceard que realizaram a prova do Enem, com base no vetor de
respostas dos estudantes e dessa forma clusterizar a partir da distancia de correlagdo e o algoritmo

de Prim, a rede de alunos analisados e inferir sobre os resultados.
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4 METODOLOGIA E PROCESSO DE ANALISE

4.1 Obtencao e Base de dados

Inicialmente, serdo definidos os aspectos do sistema abordado neste trabalho, que
se baseia na andlise dos microdados do ENEM. O objetivo € identificar correlacdes positivas
entre os participantes. Na proxima secao, serdo detalhados os dados utilizados e a forma como
as correlagdes foram calculadas. A analise focard em identificar clusters de alta correlagdo para
obter informagdes sobre os participantes e suas interagdes. Portanto, o sistema em questio é o
ENEM, e os membros sdo os participantes do exame.

A base de dados foi obtida no site oficial do governo Inep (2024). Os microdados
disponiveis cobrem desde o primeiro ENEM em 1998 até o ENEM do ano anterior a este
trabalho, 2023. Ap6s o download, um arquivo .zip é gerado. Ao descompacté-lo, cria-se uma
pasta contendo cinco subpastas, conforme ilustrado na figura abaixo. Para este trabalho os dados

de 2018 e 2019 foram obtidos no site da plataforma Kaggle (2024).

Figura 11 — Pastas de Arquivos dos Dados
i® papos 07/09, Pasta de arquivos
BB PROVAS E GABARITOS 0 /2024 18:4 Pasta de arquivos
BB DICIONARIO 01/ Pasta de arquivos

im inpuUTS 0 418:40 Pasta de arquivos

B LEIA-ME E DOCUMENTOS TECNICOS 07,/09, A0 Pasta de arquivos

Fonte: Elaborado pelo Autor

Para esta andlise, foram utilizadas duas pastas especificas. A primeira é a pasta
"dados", que inclui dois arquivos .csv. Um arquivo contém os microdados para andlise, cuja
visualizagdo esta disponivel no Anexo A, e o outro apresenta os itens das provas, detalhando a
posicao de cada cédigo de prova e a habilidade necesséria, como descrito no capitulo anterior. A
segunda € a pasta "diciondrio", que contém dois arquivos com o diciondrio dos microdados, um
em formato .xIsx e outro em .odp. Os microdados servem como a base da andlise, onde cada
linha representa um participante e cada coluna oferece informacdes relevantes, como local de
prova, notas e questiondrio socioecondmico. A andlise inicial serd focada no vetor de respostas
dos participantes, que sdo varidveis categdricas, para cada prova, assumindo que candidatos com
boas notas terdo vetores de respostas semelhantes. Isso permitird identificar os alunos com maior

correlagdo.
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Figura 12 — Pastas utilizadas no Trabalho
MNome Data de modificacdo Tipo Tamanho
~ Hoje
I] Diciondrio_Microdados_Enem_2018 0 0 Planilha CpenDoac...

KE Dicionario_Microdados_ Enem_2018 01, 1y Planilha do Micro...

Nome Tipo Tamanho

~ Hoje

< MICRODADOS_ENEM 2013 0 Arquivo de Valore...

«f ITENS_PROVA_2018 ] D Arguivo de Valore.. 106 KB

b)

Fonte: Elaborado pelo Autor. a) Arquivos do Diciondrio. b) Arquivos contendo os Microdados e
as informacdes dos itens das provas.

E importante destacar que, segundo Okbr (2024), a partir de 2022, houve uma
redu¢do na transparéncia das informacdes devido a Lei de Protecdo de Dados Pessoais. Essa
mudanca afetou ndo apenas os dados do ENEM, mas também vdrias bases de dados educacionais,
resultando na remogdo de informagdes como o cddigo das escolas dos participantes. Por essa
razdo, o trabalho utilizard os dados do ENEM de 2018 e 2019, que ainda contém os cédigos

INEP das escolas.

4.2 Proposta da Analise

Partindo da premissa, que a rede complexa é o ENEM e os membros sdo os partici-
pantes, podemos obter a partir do processo visto na subseccao anterior os vetores de resposta
dos alunos e assim ordernar os itens tomando uma cor de prova como base e verificar se ha
correlacdo de aluno para aluno, uma vez que os alunos que obtiveram as melhores notas, terao
um vetor de respostas parecidos, assim terdo correlacio positivas. Assim € esperado que haja
um nimero maior de correlacdes negativas ou nao correlacdo entre os alunos, uma vez que
a variacdo de opcdo de questdes marcadas diferentes € maior que a de marcadas iguais . O
mesmo processo serd aplicado para verificar correlagdo prova por prova, uma vez que pretende-se

observar questdes mais correlacionadas e verificar os motivos das correlagdes.
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4.3 Mineracao dos Dados

Toda a andlise foi realizada utilizando a linguaguem de programacgdo Python, assim
podemos dividir o processos € manipulacao e tratamento dos dados a partir de alguns passos,
que estao descritos logo abaixo. Além disso, o foco da andlise sdo os alunos concluintes do
ensino médio no estado do Ceard, uma vez que, s@o esses os alunos que pleiteiam as vagas nas
universidades de ensino superior. Todo o processo de andlise estd no apéndice A.

Passo 1: Upload da base de dados e tratamento das informacoes.

Em primeira etapa, foi feito o download da base de dados para o ambiente de
programacgdo em Python, em seguida, através da coluna de local da escola e de situacao de
conclusdo, seleciona-se os alunos do estado do Cearé e que estdo concluindo o ensino médio,
por fim, faz-se uma limpeza inicial nos dados, a partir da coluna de presenca no dia da prova,
exlcui-se os alunos que nao foram aos dois dias de prova, em rela¢do ao vetor de respostas, foram
excluidos os participantes que marcaram somente uma tinica op¢ao no gabarito nos dois dias, ou
entdo que marcaram uma dnica op¢ao em cada dia e os alunos que em relacdo as 180 questdes
tiverem mais de 20 questdes com erros na leitura que sao apontadas, como dupla marcacao ou
resposta em branco. Por fim, foram selecionados somente os alunos em que os codigos das
provas foram somente de primeira aplicacio e presencial (provas de cores rosa, amarela, branco
ou cinza e azul).

Passo 2: Reordenamento das questoes e criacio da tabela de respostas.

A segunda etapa € iniciada removendo dos vetores de repostas, as questdes perti-
nentes a lingua estrangeira, pois hd duas op¢des de linguas, de maneira que ndo seria possivel
verificar a correlacdo de questdes diferentes, em seguida foi realizado a reordenacio das questdes
dos vetores de repostas, uma vez que, a ordem das questdes das provas diferem em cada c6digo
de prova, logo o vetor de respostas entre os alunos de cédigo de provas diferentes ndo trazem
a mesma ordem das questdes. Assim, tomando como base a prova de cédigo de cor azul, foi
verificado as questdes correspondentes em cada cdigo de prova selecionado, de maneira que foi
criado um script que faz essa reordenagdo, colocando os vetores de respostas dos participantes,
todos na mesma ordem, com base na prova de c6digo azul.

Passo 3: Matriz de reposta dos alunos

Nesta etapa, tem-se o vetor de respostas dos alunos ordenados, agora € realizado a
mudanca das op¢Oes marcads para varidveis aleatorias de maneira que serd possivel calcular a

correlagdo, que pode ser vista, logo abaixo.
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(
99 99

—1, se”.” (Resposta em Branco)
0, se ”x” (Dupla Marcacao)
1, se item marcado for A
2, se item marcado for B
3, se item marcado for C

4, se item marcado for D

5, se item marcado for E

Dessa forma, obtemos uma matriz m x n, onde m € o nimero de questdes analisadas

e n é o nimero de participantes, com a seguinte configuracao:

Figura 13 — Matriz de Resposta dos Alunos Ordenada

. 84983 84984 249385 84986 84987 384988 84930 84990 834991 84992

71
172
173

174

175 rows x 84993 columns

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Passo 4: Amostragem.

Uma vez, que a quantidade de alunos para tracar a correlacdo € muito alta, surge um
problema de alocag¢do dos dados na memoria do computador, o que impede de calcular a matriz
de correlagdo, nos casos analisados, a quantidade de alunos gira em torno de 75 mil alunos,
assim, fazemos uma amostragem com 25 mil participantes, cerca de um ter¢o da populacio. De
maneira a obter uma amostra representativa da populacao, foi realizada cem uma amostragem
estratificada proporcional em relacdo ao nimero de participantes por escola, nos casos em que

tem-se as escolas dos participantes e por municipio, quando ndo ha escola dos participantes
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na base de dados, assim, foi gerada cem amostras e escolhida a que obteve valores de média e
desvio padrao amostral mais préximos da média populacional e do desvio padrao populacional,
com base na média da nota das quatro areas realizadas, para essa amostragem foi escrito um
codigo.

Passo 5: Calculo da Matriz de Correlacao, Distancia e MST.

Ap0s realizada a amostragem, foi calculado a matriz de correlagdo, aluno por aluno
e em seguida a matriz de distancia de correlacdo, que € a matriz de adjacéncia do grafo da rede
analisada, dessa forma, obtemos a distancia entre os alunos, com isso, podemos obter a MST, e
verificar os alunos mais correlacionados e realizar andlises a partir de suas informacdes na base
de dados. Também foi calculada a matriz de correlacdo entre as questdes, realizando somente
uma transposicao na matriz de respostas dos alunos, organizando as linhas como os alunos as
colunas como as questdes das provas.

Passo 6: Analise das Variaveis Socio-Economicas e da Média de Notas

Por fim, com a ordem da MST, podemos relacionar com a média de notas e com as
varidveis sdcio-economico dentro da matriz ordenada pela MST, pega-se a nota do aluno i com a
nota do aluno j e divide-se por dois, a diagonal principal é a nota do candidato, assim pode-se
verificar as regides com notas mais altas e baixas. Em relacao as varidveis socio-econdmicas,
foi realizado o seguinte, verifica a varidvel do aluno i e a varidvel do aluno j, se for a mesma é

pintada a regido de acordo com a cor escolhida para varidvel,
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S RESULTADOS

Neste capitulo serd abordado as consideragdes em relagc@o aos resultados, verificando
a influéncia das varidveis, como escolaridade da mae, escolaridade do pai, renda, raca, sexo,
nota, tipo de escola e acesso a internet. Dessa maneira, depois de obtida a matriz de correlacio e
utilizar o algoritmo de Prim, para obter a MST, verifica-se alguns agrupamentos (clusters), com
isso analisar a natureza dessas correlacdes entre os alunos € de suma importancia para entender
sobre a qualidade da educacdo no momento, além de servir como suporte na tomada de decisao.
Os resultados obtidos serdo mostrados de duas maneiras, através de graficos como heatmap e na
perspectiva de um grafo, aonde a cor dos nds representa as varidveis.

Na primeira Secg¢do serd apresentado a matriz de correlagdo dos anos de 2018 e 2019,
a matriz de correlaciao reordenada pela MST e verificar a influéncia da nota na correlacao. Em
seguinda da Seccao 5.2, serd analisado a influéncia das varidveis mencionadas anteriormente e
discutido apesctos relevantes e esperados dentre os clusters de alunos com notas acima de 500.
Na Secc¢do 5.3 € analisado a correlagdo entre as questdes do exame com excecgao das questdes
de lingua estrangeira. E por fim, serd mostrado a visualizacdo das varidveis através da rede

complexa.

5.1 Resultados obtidos com a Matriz de correlacio e MST

Inicialmente, obtemos uma matriz de correlacdo com a ordem aleatédria, devido a
amostragem, assim, para os anos de 2018 e 2019, temos as seguintes Matrizes de correlagao

Aluno por Aluno:

Figura 14 — Matriz de Correlagao Aluno por Aluno

a) ) b)

Fonte: Elaborado pelo Autor. a) Ano de 2018. b) Ano de 2019.
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Podemos verificar que nao hé informagdes tteis a primeira vista, somente os valo-
res da correlagcdo entre os alunos, assim verifica-se valores de correlagdo positiva (Azul), de
descorrelacdo (Branco) e de correlagdo negativa (Vermelho).

Em seguida, reordenamos a Matriz de correlagdo com o algoritmo de Prim e obtém-se

os seguintes resultados, na Figura 15.

Figura 15 — Matriz De Correlacdo ordenada pela MST

a) b)
Fonte: Elaborado pelo Autor. a) Matriz de Correl¢do ordenada de 2018. b) Matriz de Correl¢ao
ordenada de 2019.

Assim, obtivemos os clusters, que podem ser vistos no canto superior esquerdo de
cada gréfico. Devido a correlacdo ser calculada apartir do vetor de respostas, verificamos uma
grande quantidade de alunos que estdo descorrelacionados ou uma correlacao fraca, visto que
para obter correlacdo positiva, temos que ter respostas parecidas, e quando se trata de uma
questdo, temos que a chance de estd correlacionada € de uma para cinco itens. Assim, podemos
investigar a natureza desses clusters, primeiramente vamos ampliar a imagem para uma melhor
verificacdo dos Clusters.

O primeiro palpite para entender as correlagdes € através da nota dos alunos, assim
calculamos a média de notas entre os alunos de cada eixo e construimos o grafico na figura 16,
logo abaixo. O resultado esperado € que tenhamos uma concentracdo de notas altas no canto
superior esquerdo e a medida que se a afasta a média das notas dos alunos vao diminuindo,
assim podemos determinar o motivo das correlac@o e analisar a influéncia de varidveis socio-
econdmicas.

Com a imagem abaixo, podemos entender que a correlacdo através do vetor de

respostas estd sendo através das notas, o que era esperado.
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Figura 16 — Matriz De Correla¢do ordenada pela MST Ampliada

02

a) b)
Fonte: Elaborado pelo Autor. a) Matriz de Correlacdo ordenada de 2018 Ampliada. b) Matriz de
Correlgao ordenada de 2019 Ampliada.

Figura 17 — Matriz De Correlacdo ordenada pela MST da Média de Notas

Fonte: Elaborado pelo Autor. a) Matriz de Correlacdo ordenada de 2018 da Média da nota. b)
Matriz de Correl¢ao ordenada de 2019 Ampliada da Média da nota.

5.2 Analise da Influéncia das Variaveis Socio-economicas

Ap6s entender a natureza das correlagdes, iremos analisar as varidveis respondidas
pelos alunos no questiondrio do Enem, serd utilizado a matriz ampliada, uma vez que as
informagdes pertinentes aos clusters estdo localizadas nessa regido. Inicialmente, vamos criar
um intervalo de notas e associd-los a uma varidvel. Temos os seguintes intervalos:

(Alunos com Nota maior ou igual que 700 - A, Alunos com Nota menor que 700

e maior ou igual a 600 - B, Alunos com nota menor que 600 e maior ou igual a 500 - C,



56

Alunos com Nota menor que 500 - D).

Figura 18 — Madscara de Intervalo de Notas

=

a) b)

Fonte: Elaborado pelo Autor. a) Intervalo de Notas para 2018. b) Intervalo de Notas para 2019.

Assim fica nitido da influéncia de notas postivas na correlacdo com base no vetor de
resposta, uma vez que existe regioes de agrupamento de Notas A no canto superior esquerdo e
a medida que se afasta o valor da Nota vai decaindo. Ademais, iremos verificar os alunos em
relac@o a sua raga, seguindo as seguintes varidveis:

(0 - Nao Declarado / 1 - Branco/ 2- Preto /3 - Pardo / 4 - Amarelo / 5 - Indigenas)

Figura 19 — Mdscara Raga dos Participantes

I e I C
i 1 : ]

Fonte: Elaborado pelo Autor. a) Mdscara para o ano de 2018. b) Méascara para o ano de 2019.
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Esses clusters sdo predominados por alunos pardos e brancos (regides amarelas e
cianos, respectivamente), ha pouca influéncia de outras ragas, o que levanta questdes em relagao
a democratizagdo e acesso ao ensino superior, além de evidenciar uma problematica que segue
desde os tempos do Brasil coldnia, e assim segue o questionamento, como o Brasil um pais de
maioria da popula¢do negra, ndo hd influéncia maior ou igual de participantes negros nos clusters
de melhores notas.

Em relacdo ao tipo da depéndencia administrativa da escola, obtemos o seguinte:

Figura 20 — Mascara Tipo da Escola

T LI B T TR S A

a) b)

Fonte: Elaborado pelo Autor. a) Mdscara para o ano de 2018. b) Mdscara para o ano de 2019.

(1 - Federal / 2 - Estadual / 3 - Municipal / 4 - Privado). Paro o ano de 2018,
verificamos uma grande influéncia de escolas privadas (regides rosas) nos Clusters enquanto no
ano de 2019, hd uma maior influéncia de escolas Publicas Estaduais (regides verdes). Porém, é
nitida a tendéncia de no canto superior esquerdo, ficar concentrado de alunos de escolas privadas,
evidenciando, uma maior parcela desses alunos em cursos que precisam de notas mais altas
para serem cursados, assim podemos destacar outra discrepancia no ensino brasileiro, sendo
privilegiado o ensino privado.

Verificando agora, a influéncia da Renda, estamos interessados, em saber se rendas
mais altas levam a melhores notas, uma vez que pessoas com maior poder aquisitivo, podem
pagar as melhores escolas e os melhores materiais, ou se basta a vontade de estudar, como
afirmam discursos meritocraticos assim, pode-se verificar na figura 21, logo abaixo, a méiscara

de renda.



Figura 21 — Mdscara Renda

a)
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i‘ h} ill

Fonte: Elaborado pelo Autor. a) Méscara para o ano de 2018. b) Mascara para o ano de 2019.

Tabela 1 — Variavel Tipo de Renda

Variavel

Renda

A

OwoOZErRae—~IQmmounNw

Nenhuma renda.

Até R 998,00 .

De R 998,01 até R 1.497,00.

De R 1.497,01 até R 1.996,00.
De R 1.996,01 até R 2.495,00.
De R 2.495,01 até R 2.994,00.
De R 2.994,01 até R 3.992,00.
De R 3.992,01 até R 4.990,00.
De R 4.990,01 até R 5.988,00.
De R 5.988,01 até R 6.986,00.
De R 6.986,01 até R 7.984,00.
De R 7.984,01 até R 8.982,00.
De R 8.982,01 até R 9.980,00.
De R 9.980,01 até R 11.976,00.
De R 11.976,01 até R 14.970,00.
De R 14.970,01 até R 19.960,00.
Mais de R 19.960,00.

E notério que rendas mais altas estdo concentradas nos cantos superiores esquerdos

(cores azuis para cima), assim alunos com melhores rendas, obtém melhores notas, outro

resultado esperado, porém rendas mais baixas sdo evidentes e com maiores influéncias, devido a

concentragdo de renda no Brasil, poucas pessoas tem saldrios superiores a trés saldrios minimos.

Porém, posso afirmar com experiéncia em escolas publicas, pode-se entender que pais com

rendas mais baixas, tendem a incentivar os filhos a estudarem, visando uma melhor qualidade de

vida.
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Figura 22 — Mascara Escolaridade da Mae

a) I‘ b)

Fonte: Elaborado pelo Autor. a) Mdscara para o ano de 2018. b) Mdscara para o ano de 2019.

Figura 23 — Mascara Escolaridade do Pai

a) I \ b) I :

Fonte: Elaborado pelo Autor. a) Mdéscara para o ano de 2018. b) Mascara para o ano de 2019.

E nitido a influéncia da Escolaridade da mie e do pai, uma vez que estd sendo
predominada escolaridades apartir de concluido o Ensino Médio (E) para escolaridades mais
altas e a medida que se afasta do canto superior esquerdo essa tendéncia diminui, outro ponto
interessante € que no grafico de escolaridade da mae tende a aparecer, escolaridades mais baixas,
isso envolve questdes dos moldes da sociedade, uma vez que historicamente as mulheres eram em
sua maioria dona de casa, se limitando a cuidar da familia, isso fez com que muitas mulheres ndo
dessem continuidade aos estudos, se limitando a cuidar de suas casas, ou tendo que interrempor

estudo e trabalho por conta de gravidez. Algo importante de salientar, é que por hipdtese, se
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Tabela 2 — Variavel Escolaridade Da Mie e do Pai

Variavel | Escolaridade

A | Nunca estudou.

Nao completou a 4 série/5° ano do Ensino Fundamental.

De Completou a 47 série/5° ano, mas ndo completou a 8* série/9° ano do Ensino Fundamental.
Completou a 8* série/9° ano do Ensino Fundamental, mas ndo completou o Ensino Médio.
Completou o Ensino Médio, mas ndao completou a Faculdade.

Completou a Faculdade, mas ndo completou a Pés-graduacao.

Completou a Pds-graduacio.

Nao sei.

T QOmmJIQw

pegarmos base de dados mais antigas, devemos ver escolaridade da mae cada vez mais baixa,
uma vez que a inser¢do da mulher no mercado de trabalho e métodos anticoncepcionais, sao

relativamentes novos.

5.3 Resultados obtidos com a Clusterizacdo das questoes

Iremos agora, verificar a relac@o entre as questdes e verificar os clusters a partir da

area do conhecimento das questdes, de maneira a verificar a natureza dos clusters.

Figura 24 — Matriz de Correlagao Questdo por Questdo ordenada pela MST

a) b)

Fonte: Elaborado pelo Autor. a) Ano de 2018. b) Ano de 2019.

E notério que para o ano de 2018, temos duas regides bastantes delimitadas, enquanto
no ano de 2019, vemos clusters mais agrupados e menores. No ano de 2018 a nota média dos
alunos da amostragem foi de 508.4, enquanto para o ano de 2019 foi de 482.9. Em relacdo a
média das notas por dia de prova, temos: Dia 1 - Ciéncias Humanas e Linguaguens e Cédigos,

temos uma média de 522.4 para 2018 e 489.0 para 2019, enquanto o Dia 2 - Ciéncias Da Natureza
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e Matematica, a média foi de 494.4 para 2018 e 476.8 para 2019.
Podemos verificar os seguintes clusters em relagio a Area: LC- Linguaguens e

Cédigos/ CH - Ciéncias Humanas / CN - Ciéncias da Natureza / MT - Matematica

Figura 25 — Mascara por area da MST de correlacio entre as questoes

Fonte: Elaborado pelo Autor. a) Ano de 2018. b) Ano de 2019.

Fica nitido que em 2018 as questdes estdo se agrupando em relagao a drea de conhe-
cimentos parecidos, como por exemplo maior correlacio entre dreas como Matemadtica e Ciéncias
da natureza, de mesma maneira verifica-se clusters entre Ci€ncias Humanas e Linguagens e
Cdédigos, enquanto em 2019, ainda € possivel verificar essa separacdo, porém ha questdes de
Ciéncias da Natureza, se relacionando com questdes de Ciéncias Humanas e Linguagens e
Cédigos (canto inferior direito), logo vemos que uma diminui¢do na média das notas deixa os

clusters mais desorganizados.

5.4 Imagens Das Redes Geradas

Nesta secdo serd mostrado as redes geradas, analisando as varidveis mencionadas
na se¢do anterior. A graduagdo de cores segue o mesmo dos heatmaps da secdo anterior, com
excecdo da Varidvel Renda, em que as cores mais parecidas, o que indica uma renda parecida,
foram agrupudas de maneira a verificar melhor a rede complexa. A visualiza¢do da rede permite

verificar de melhor maneira os clusters
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Figura 26 — Rede Colorida pela Varidvel Nota

Fonte: Elaborado pelo Autor. a) Ano de 2018. b) Ano de 2019.

Figura 27 — Rede Colorida pela Variavel Escolaridade da Mae

a) b)

Fonte: Elaborado pelo Autor. a) Ano de 2018. b) Ano de 2019.
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Figura 28 — Rede Colorida pela Varidvel Escolaridade do Pai

Fonte: Elaborado pelo Autor. a) Ano de 2018. b) Ano de 2019.

Figura 29 — Rede Colorida pela Varidvel Raca

a) b)

Fonte: Elaborado pelo Autor. a) Ano de 2018. b) Ano de 2019.



Figura 30 — Rede da MST de Correlacdo entre as Questdes Colorida pela Varidvel Area

a) b)

Fonte: Elaborado pelo Autor. a) Ano de 2018. b) Ano de 2019.

Figura 31 — Rede Colorida pela Varidvel Renda

a) b)
Fonte: Elaborado pelo Autor. a) Ano de 2018. b) Ano de 2019.

Figura 32 — Rede Colorida pela Varidvel Tipo da Escola

a) b

Fonte: Elaborado pelo Autor. a) Ano de 2018. b) Ano de 2019.

64
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6 CONCLUSAO

Diante dos resultados, podemos comparar e verificar as tendéncias da educagao no
ensino médio para os anos de 2018 e 2019. Dessa forma, o objetivo deste trabalho foi propor
uma andlise para verificar as tedéncias dos indicadores educacionais, apartir da principal prova
realizada no Brasil (ENEM), assim diante das correlacdes terem sido motivadas pelas melhores
notas, como havia sido suposto, podemos tragar os perfis dos clusters encontrados entre esses
participantes e assim entender a educacao no Brasil.

Dessa maneira, vimos que € possivel fazer a clusterizacdo, entre os alunos com
melhores notas, apartir do vetor de respostas, além disso, vimos que a tedéncia dentro do
heatmap € de notas maiores no canto superior esquerdo e a medida que se afasta as notas vao
diminuindo. Foi possivel relacionar esses dois mil e quinhentos alunos mais bem correlacionados,
dentro dos vinte e cinco mil selecionados na amostragem de um total na ordem de oitenta mil
alunos.

Em relacdo as varidveis socio-econdmicas, temos ainda grandes disparidades sociais
e econdmicas evidentes, uma vez que dentre os alunos mais bem correlacionados, as varidveis
tendem a nao mudar os seus valores, como por exemplo na mascara de raga, vemos um predomi-
nio de alunos brancos e pardos, o que real¢ca desigualdades dentro de um pais tdo miscigenado
quanto o Brasil mostrando a importancia da lei de cotas e da democratizacido da entrada ao
ensino superior, além disso, em rela¢do ao tipo da escola, vimos uma maioria de participantes de
escolas privadas em 2018, porém, a situacdo mudou em 2019 pois houve um maior incremento
de escolas publicas, mas ainda assim, quem estd presente de maneira preponderante nos clusters,
sao alunos de escolas privadas, o motivo de nao aparecer alunos de escolas municipais, uma
vez que o numero de escolas municipais que contam com ensino médio € baixa, assim como a
propor¢do de alunos de escolas federais (escolas militares e institutos federais).

Com énfase na renda, vimos um maior nimero de alunos com rendas maiores nos
cantos superiores esquerdos e a medida que afasta a renda diminui, é importante salientar que
hd um maior nimero de rendas mais baixas no ano de 2019, isso é natural de pensar, uma
vez que houve uma maior inser¢ao de alunos de escolas publicas. Em relacdo a escolaridades
dos pais, vimos uma predominancia de escolaridades apartir do ensino médio conluido até
completar pos-graduacio, com essa se inserindo nos cantos superiores esquerdos, de ambos os
anos analisados. Outra constatacio interessante é que a escolaridade da mae tende a ser mais

baixa que a do pai, devido aos moldes sociais que tendem a mudar.
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Por fim, analisamos as questdes do exame, e que elas se relacionam a medida que a
média das notas mudam, o que indica a dificuldade em determinada drea, uma vez que no ano
de 2019, tivemos uma maior relagdo entre dreas diferentes, mostrando que esssas correlagdes
devem ser por alunos que foram boas em ambas, enquanto no ano de 2018, as dreas parecidas
formaram blocos bem determinados evidenciando uma maior facilidade com a prova, além
disso, hd regides onde as correlagdes entre duas dreas distintas se correlacionam, de maneira que
podemos intepretar essas questdes como féceis.

Contudo, devido a limitagdes computacionais ndo se pode realizar a andlise para
todo o estado ou entdo para todo o Brasil, visto que, trabalhando com uma matriz de correlagao
temos um grande numero de dados devido a quantidade de alunos que realizam o exame.

Diante do PNE instaurado em 2014, € interessante realizar uma andlise temporal do
comportamento das varidveis socio-econdmicas nos clusters num periodo de dez anos antes de
ser instaurado o PNE e no periodo de 2014 a 2024, de maneira que, torna-se possivel fazer uma
validacao dos planos estabelecidos além de analisar as tendéncias educacionais para entender
a educagdo no ensino médio no estado do Cear4 e utilizar a andlise para propor melhorias no

ensino bdsico, levando em conta as disparidades regionais.
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7 APENDICE A - CODIGOS-FONTES UTILIZADOS

Codigo-fonte 1 — Processo de Andlise usando como exemplo 2018 para discretizar o vetor de

3]

respostas e ordena-16s

import pandas as pd
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

dados_i = []
for dados in pd.read_csv("/content/drive/MyDrive/
MICRODADOS_ENEM_2018.csv",
sep="';",
encoding="1S0-8859-1", chunksize=500000) :
dados_i.append (dados
.loc[dados ['TP_ST_CONCLUSAO'] == 2]
.loc[dados['NU_ANQ'] == 2018]

.loc[dados['SG_UF_ESC'] == 'CE'])

dados = pd.concat(dados_1i)
#Removendo os dados faltantes
dados.dropna(inplace = True)

dados.index = range(len(dados))

#Criando vari vel vetor de respostas dos dois dias

dados ['GABARITO_AL_D1']

0 * len(dados)
dados ['GABARITO_AL _D2']

0O * len(dados)
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for i in range(len(dados)):
print (i)
dados ['GABARITO_AL_D1']J[i] = (dados['TX_RESPOSTAS_LC']I[i
1[10:51] + dados['TX_RESPOSTAS_CH'][il)
dados ['GABARITO_AL_D2']1[i] = (dados['TX_RESPOSTAS_CN'][il]
+ dados ['TX_RESPOSTAS_MT'][il])

# Ordena o do primeiro dia de prova e do segundo.

dados ['GABARITO_ORD_AL_D1'] 0 * len(dados)

dados ['GABARITO_ORD_AL_D2']

0O * len(dados)

for i in range(len(dados)):
print (i)
al_ord = []

if (dados.CO_PROVA_LC[i]) == 455:
for j in range (85):
al_ord.append(dados ['GABARITO_AL_D1']J[i][d1['AMARELO"
1031

elif (dados.CO_PROVA_LC[i]) == 456:
for j in range (85):
al_ord.append(dados ['GABARITO_AL_D1']J[i][d1['ROSA'][]
11)

elif (dados.CO_PROVA_LC[i]) == 457:
for j in range (85):
al_ord.append(dados['GABARITO_AL_D1'J[i][d1['CINZA'][
il
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78

79

elif (dados.CO_PROVA_LCI[il)

for j in range (85):

== 458:

al_ord.append(dados ['GABARITO_AL_D1']1[i][j1)

dados ['GABARITO_ORD_AL _D1'][

for i in range(len(dados)):
print (i)
al_ord2 = []

if (dados.CO_PROVA_CN[i]) ==

for j in range (90):

i] = al_ord

447 :
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al_ord2.append(dados['GABARITO_AL_D2'][i][d2['AMARELO

1031

elif (dados.CO_PROVA_CNI[il)

for j in range (90):

al_ord2.append(dados ['GABARITO_AL_D2']J[i][d2['CINZA"

1031D)

elif (dados.CO_PROVA_CNI[il])

for j in range (90):

== 448:

== 449:

al_ord2.append (dados ['GABARITO_AL_D2']J[i]J[d2['ROSA'][

il

elif (dados.CO_PROVA_CNI[il)

for j in range (90):

al_ord2.append (dados ['GABARITO_AL_D2']J[i][j])

== 450:
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dados ['GABARITO_ORD_AL_D2']J[i] = al_ord2

# Criando a tabela de respostas

(]
(]

for i in range (85):

qd1l

qd?2

qd1.append ([])

for j in range (90):
qd2.append ([])

for i in range(len(dados)):
for j in range (85):
qd1[j].append(dados ['GABARITO_ORD_AL_D1']J[il[j])

for i in range(len(dados)):
for j in range (90):
qd2[j].append(dados ['GABARITO_ORD_AL_D2']1[i]l[j])

quest = pd.DataFrame ()
for i in range(85):

quest [('Q{}'.format (6+i))] = qdi1[i]

for i in range (90):

quest [('Q{}'.format (91+i))] = qd2[i]

#Aplicando a discretiza o
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117

118

119

120

126

127

128

129

sub = {'A':1, 'B':2, 'C' : 3, 'D'" : 4, 'E':
-1%}

for i in range(6,181):

75

quest['Q{}'.format (i)] = quest[('Q{}'.format(i))].map(sub

)

#Remo o de alunos que responderiam somente um item nos

gabaritos de cada dia

ind = []

for i in range(quest.shape[1]):

print (i)

if len(quest[i][0:40].unique()) == 1:
quest .drop(i,axis = 1,inplace = True)
dados_ce.drop(i,axis = 0,inplace = True)

elif len(quest[i][40:85].unique()) == 1:
quest.drop(i,axis = 1,inplace = True)
dados_ce.drop(i,axis = 0, inplace = True)

elif len(quest[i][85:130].unique()) == 1:
quest.drop(i,axis = 1,inplace = True)
dados_ce.drop(i,axis = 0, inplace = True)

elif len(quest[i][130:175].unique()) ==

quest.drop(i,axis = 1,inplace = True)

dados_ce.drop(i,axis = 0,inplace = True)

Coédigo-fonte 2 — Cédigo para realizagdo da amostragem

import pandas as pd

import numpy as np
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26

76

dados_ce ['NOTA'] = [0]*len(dados_ce)
for i in range(len(dados_ce)):
dados_ce['NOTA']J[i] = round((dados_ce['NU_NOTA_CN']J[i]l+
dados_ce ['NU_NOTA_CH'][il+dados_ce['NU_NOTA_LC'][i]+
dados_ce['NU_NOTA_MT']1[i])/4,2)

escolas_frame = []
for i in range(len(dados_ce.CO_MUNICIPIO_RESIDENCIA.unique
0O)):
escolas_frame.append(dados_ce.loc[dados_ce['
CO_MUNICIPIO_RESIDENCIA'] == dados_ce.
CO_MUNICIPIO_RESIDENCIA.unique () [i]])
escolas_frame[i] = escolas_frame[i][['NOTA', ' 'NU_NOTA_LC',
'"NU_NOTA_CH','NU_NOTA_CN', 'NU_NOTA_MT',"
NU_NOTA_REDACAQO','NO_MUNICIPIO_RESIDENCIA']]

amostras = []

for i in range (100):

amostras.append ([])

medias_amostrais = []

desvios_amostrais = []

for i in range (100):
for j in range(len(escolas_frame)):
amostras [i] . append(escolas_frame[j].sample(round(len/(
escolas_frame[j])/len(dados_ce)*25000), random_state
= 1))

sample = pd.concat(amostras[i])




28 medias_amostrais.append(sample['NOTA'].mean())

29 desvios_amostrais.append(sample['NOTA'].std())
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Cddigo-fonte 3 — Cédigo para remogdo de Ruidos

S8}

import numpy as np

w

import pandas as pd

4|from sympy import *

6|#Fun es para remo o de ru dos

g |def autovalores(matriz):

9 valorc, vetorc = np.linalg.eig(matriz)
10 valorc.sort ()

1 valorc = valorcl[::-1]

12 return valorc,vetorc

13|def corte(k,n):

14 y =k / n

(1 + (y) *x (0.5)) **x (2)

O
I

16 return b

17|def matrizes_De_autovetores_diag(matriz,ordem):

18 valorc,vetorc = autovalores(matriz)
19 m = []

20 for k in range(ordem):

21 m.append (np.zeros (ordem))

22 for i in range(ordem):

23 for j in range(ordem):

24 if 1 == j:

25 m[i][j] = valorc[i]

26 else:

27 pass
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# Matriz S de autovetores
matriz_de_autovetores = vetorc
# Matriz transposta de autovetores
matriz_t_autovetores = np.transpose(
matriz_de_autovetores)
# Matriz Diagonal com os autovalores
matriz_diagonalizada = m
# Para usar futuramente
matriz_diagonalizada_fixa = matriz_diagonalizada.copy ()
return matriz_de_autovetores, matriz_t_autovetores,
matriz_diagonalizada
def matriz_diagonal_limpa(matriz,corte,ordem):
# Obtendo a matriz Diagonal clean
matriz_clean = []
for i in range(ordem):
for j in range(ordem):
if matriz[i]l[j] >= corte:

if i == j:

matriz[i] [j] matriz[i][j] * 1

else:
matriz[i][j] = O
else:
matriz[i][j] = O
matriz_diagonalizada_clean = matriz

return matriz_diagonalizada_clean
def matriz_De_correlacao_limpa(matriz_autov, matriz_autovt,
matriz_diag_clean,ordem):
# Matriz clean
# matriz_de_autovetoresx*matriz_diagonalizada_cleanx*
matriz_de_autovetores_t

matriz_cleanl = np.dot(matriz_autov, matriz_diag_clean
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74
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71
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)
matriz_clean = np.dot(matriz_cleanl, matriz_autovt)
matriz_clean_fixa = matriz_clean.copy()

# Matriz de correla o clean sem mudan a na diagonal

a seginte
delta = 0
for i in range(ordem):
for j in range(ordem):

if i == j:

I
'_L

matriz_clean[i] [j]

else:

matriz_clean[i] [j] ((delta + (1
* matriz_clean_fixal[i][j])
m = []
for k in range(ordem):
m.append (np.zeros (ordem))
for i in range(ordem):

for j in range(ordem):

m[i][j] = matriz_clean[i][j].real

matriz_correla o_clean = m

return matriz_correla o_clean
desvios (matriz ,ordem) :
# Calculando os desvios para obter a matriz de
covari ncia clean
# Para calcular rapidamente os desvios
desvios = []
for i in range(ordem):
for j in range(ordem):

if i == j:

delta))
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desvios.append ((matriz[i][j]) *x* 0.5)

desvios_T = np.transpose(desvios)

return desvios,desvios_T

#Remo o de ru dos

o = int(input('Digite a quantidade de vezes que deseja
fazer a limpeza: '))
ordem = mst_correl.shape [0]

lista_matrizes_corr_clean =[]
for n in range(o):

print ('{},"'.format(n), end ="' ')

#0btendo os autovalores ordenados

autovalor = autovalores(mst_correl)

#Definindo o corte

b = corte(ordem,mst_correl.shape[1])

#MAtrizes de autovetores e a diagonalizada pelos
autovalores

matriz_de_autovetores, matriz_t_autovetores,
matriz_diagonalizada = matrizes_De_autovetores_diag/(

mst_correl ,ordem)
#Matriz Diagonal Clean
matriz_diagonal_clean = matriz_diagonal_limpa(

matriz_diagonalizada ,b,ordem)

matriz_correl_limpa = matriz_De_correlacao_limpa/(




matriz_de_autovetores, matriz_t_autovetores,

matriz_diagonalizada,ordem)

112 lista_matrizes_corr_clean.append(matriz_correl_limpa)

114 matriz_corr_fixa = matriz_correl_limpa
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Codigo-fonte 4 — Codigo para Algoritmo de Prim (MST)

3]

def prim(matriz,ordem):

4 mst = []

5

6

7 node = np.array(matriz)

8

9 x = np.unravel_index(node.argmin () ,node.shape)

1 mst . append (x [0])
12 mst .append (x[1])

13 print (mst)

14 for j in range(ordem):
5 node[jl[x[0]] = 3
16 node[jl[x[1]]= 3

19 lista_cand = []

20 lista_mst = []
21 for i in range(ordem- 2):
2 print (i, end= ',"')

23 min = 10
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cand = (0,0)
for val in mst:

if np.min(node[val]) < min:

val_min = val
min = np.min(node[vall)
cand = (val,nodel[val].argmin())

lista_mst.append ((val_min,cand[1]), cand[0])

for 1 in range(ordem):

node[1] [cand [1]] = 3

mst.append(cand [1])

return mst

def

def

correl (data):

matriz_corr np.corrcoef (data,rowvar =

matriz_corr

return matriz_corr

dist (ordem,matriz_corr):

matriz_dist = (2xabs(l-np.array(matriz_corr ,dtype

float32)))**x(0.5)

#Colocando diagonal principal igual a 10

np.fill_diagonal (matriz_dist ,10)

return matriz_dist

False)

matriz_corr.astype(np.float32)
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np.
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def mst_dist(ordem,matriz_dist ,mst):

matriz_dist_mst = np.zeros((ordem,ordem))

for i in range(ordem):

for j in range(ordem):

matriz_dist_mst[i][j] = matriz_dist([mst[i]][mst

[j1]

matriz_dist_mst = pd.DataFrame(matriz_dist_mst)

return matriz_dist_mst

def mst_corr(ordem,matriz_correl ,mst):

matriz_correl_mst = np.zeros((ordem,ordem))

for i in range(ordem):

for j in range(ordem):

matriz_correl_mst[i][j] = matriz_correl[mst[i

11 [mst [j1]

matriz_correl_mst = pd.DataFrame(matriz_correl_mst)

return matriz_correl_mst




8 ANEXO A - MICRODADOS ENEM

Figura 33 — Visualizacdo dos Microdados
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Fonte: Elaborado pelo Autor.
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