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RESUMO

O problema de alocagdo de veiculos dindmico e estocastico € um problema com vasto campo
de aplicagdes, que ganhou notoria evidéncia desde o surgimento das plataformas de servigo de
mobilidade urbana sob demanda. Neste trabalho, o problema de alocacéo de veiculos consiste
em alocar veiculos aos chamados que chegam em uma central de atendimento em instantes
de tempo aleatdrio objetivando minimizar o tempo de espera. Este problema é formulado
como um problema de decisdo semimarkoviano. Dado que o tamanho do espaco de estados,
bem como do estados de decisdo sdo pontos sensiveis para obtencdo de uma politica 6tima,
metodos de programacdo dindmica aproximada se apresentam como um caminho alternativo para
construir politicas de decisdo aproximadas. Por isso, apresentamos uma solucdo para o problema
de alocacdo de veiculos baseada no algoritmo rollout, um algoritmo de iteracdo de politica
aproximada, ou seja, dado uma politica inicial, constréi uma politica melhorada baseado em
duas etapas: avaliacdo da politica e melhoria da politica. As politicas produzidas pelo algoritmo
rollout sdo do tipo lookahead, que em comparacdo as politicas miopes, apresentam a vantagem
de conduzir as decisdes que equilibram o retorno atual e o retorno futuro. O algoritmo rollout
foi experimentado em um ambiente simulado baseado em simulagéo de eventos discretos, de
modo que o0 processo natural do processo de decisdo semimarkoviano foi modelado como um
sistema de filas, controlando o processo de chegada de novos chamados, tempo de atendimento
de cada veiculo, e a disciplina da fila. Assim, o algoritmo rollout parte de trés politicas base:
FIFO, o chamado € escolhido priorizando o tempo de espera na fila; NV, o chamado é escolhido
priorizando a distancia entre os veiculos; RANDOM, o chamado é escolhido aleatoriamente. E
tem por objetivo melhorar a performance destas politicas. No geral, os resultados mostram que
para todas estas politicas, o algoritmo rollout foi capaz de produzir uma redu¢do média de até

69% do atraso acumulado médio.

Palavras-chave: problema de alocacdo de veiculos; processo de decisdo semimarkoviano;
programacdo dinamica aproximada; simulacdo de eventos discretos; otimizacdo combinatoria;

otimizacdo baseada em simulacéo; iteracdo de politica aproximada; politicas heuristicas.



ABSTRACT

The dynamic and stochastic vehicle allocation problem is a problem with a vast field of applicati-
ons, which has gained considerable evidence since the emergence of on-demand urban mobility
service platforms. In this work, the vehicle allocation problem consists of allocating vehicles
to calls that arrive at a call center at random times in order to minimize the waiting time. This
problem is formulated as a semi-Markov decision problem. Given that the size of the state space
as well as the decision states are sensitive points for obtaining an optimal policy, approximate
dynamic programming methods are presented as an alternative way to build approximate decision
policies. Therefore, we present a solution to the vehicle allocation problem based on the rollout
algorithm, an approximate policy iteration algorithm, that is, given an initial policy, it builds an
improved policy based on two steps: policy evaluation and policy improvement. The policies
produced by the rollout algorithm are of the lookahead type, which, compared to myopic policies,
have the advantage of leading to decisions that balance current and future returns. The rollout
algorithm was tested in a simulated environment based on discrete-event simulation, so that
the natural process of the semi-Markovian decision process was modeled as a queuing system,
controlling the arrival process of new tickets, service of each vehicle, and the discipline of the
queue. Thus, the rollout algorithm is based on three basic policies: FIFO, the ticket is chosen
prioritizing the waiting time in the queue; NV, the call is chosen prioritizing the distance between
vehicles; RANDOM, the call is chosen at random. And it aims to improve the performance of
these policies. Overall, the results show that for all these policies, the rollout algorithm was able

to produce an average reduction of up to 69% of the average accumulated delay.

Keywords: stochastic vehicle allocation problem ; semi-Markov decision processes; approxi-
mate dynamic programming; discret event simulation; combinatorial optimization; simulation

based optimization; approximate policy iteration; heuristics policies.
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1 INTRODUCAO
1.1 PROBLEMA DE ALOCACAO CLASSICO

O problema de alocacdo (assignment problem) é um problema bastante conhecido da
classe de problemas de otimizacdo combinatéria. O primeiro método apresentado para resolver o
problema de alocacdo deterministico e estatico, conhecido por método hungaro, foi proposto por
Kuhn (1955). O problema de alocac@o “envolve obter a correspondéncia 6tima dos elementos de
dois ou mais conjuntos” (Pentico, 2007, p.1). A verséo classica do problema compreende dois
conjuntos, denominados genericamente de recursos e tarefas, de modo que é desejavel alocar
cada recurso a uma tarefa diferente, e cada tarefa deve ser atendida por um unico recurso.

Considere n tarefas e n recursos. Deseja-se alocar recursos as tarefas de modo a
maximizar o retorno total recebido associado as alocacGes realizadas. Um modelo matematico

para o problema de alocacdo cléssico é dado por:

>
max CijXij; (1.1)
i=1j=1
=
s.a xij=1 j=1,2,...,n; (1.2)
i=1
-2
xij=1 i=212,...,n; (1.3)
j=1

sendo as variaveis do modelo:

1, se o recurso i é alocado a tarefa j;
Xij = .
0, caso contrario;
e 0s parametros da funcao-objetivo c;; correspondem ao retorno recebido por alocar o recurso i a
tarefa j. O conjunto de restri¢fes (1.2) garante que para cada tarefa j havera um Unico recurso
alocado a ela. O segundo conjunto de restri¢cdes (1.3) garante que para cada recurso havera uma

Unica tarefa que recebera sua alocagéo.

12 PROBLEMA DE ALOCACAO DE VEICULOS

O problema de alocacéo classico pode ser modelado de forma que os recursos sejam

veiculos e as tarefas sejam requisi¢des de uso destes veiculos. Neste caso, 0 problema passa a ser
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denominado de problema de alocacgdo de veiculos. Em uma versao mais elementar do problema,
tal como apresentada na secdo anterior, as decisGes ocorrem estética e deterministicamente.
Porém, existem outras configuracdes em que o problema pode apresentar comportamentos
estocasticos. Adicionalmente, também pode ocorrer que as decisdes de alocacdo precisem ser
tomadas sequencialmente. Os problemas com estas duas caracteristicas recebem o nome de
problema de alocacédo de veiculos dindmico e estocastico.

Ao longo do texto, sempre que for referenciado o termo “problema de alocacdo de
veiculos” ele serd utilizando de modo equivalente ao termo “problema de alocacdo de veiculos
dindmico e estocastico”. O problema de alocagdo de veiculos dindmico e estocéstico sera o
objeto de estudo neste trabalho.

Como dito anteriormente, o problema de alocacdo de veiculos é uma aplicacéo
particular do problema de alocacdo. Por isso, primeiramente serd apresentado ao leitor uma

configuracdo genérica do problema de alocagdo dindmico e estocéstico.

Figura 1 — Representacdo da evolucéo do processo de decisdo em um problema
X |

de alocagéo dindmico estocastico.
:.\./D
[
[ ] X o

TAREFAS RECURSOS TAREFAS RECURSOS TAREFAS RECURSQS

———————1° EPOCA DE DECISAQ ——————— —————— 2° EPOCA DE DECISAQ ——————— ———————— 3° EPOCA DE DECISAQ ——

Fonte: Elaborado pela autora (2022)

Inicialmente considere o cenario quando em um dado instante de tempo existe um
conjunto de recursos e um conjunto de tarefas, tal que estes recursos precisam ser atribuidos
a estas tarefas a fim de atender um determinado critério de otimalidade. Quando a decisdo de
atribuicdo sobre estes dois conjuntos é realizada, os recursos e tarefas que fizeram parte da
alocacdo deixam de pertencer aos seus respectivos conjuntos e novos recursos e tarefas tornam-se
acessiveis no ambiente. Este processo de chegada de novos recursos e tarefas ao ambiente é
um processo aleatorio. Assim, ap0s a alocacdo pode-se dizer que o sistema evoluiu para um
novo cendrio. Estas etapas de decisdo e evolugdo ocorrem repetidas vezes ao longo de um
horizonte temporal. Este fluxo é exemplificado na Figura 1 e ele representa o que é denominado

de problema de alocacéo dindmico (dynamic assignment problem).
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Da mesma forma, o problema de alocacdo de veiculos pode ser apresentado. As-
sumindo que os recursos do problema sdo veiculos que compdem uma frota, esses veiculos
devem ser alocados para atender chamadas (tarefas) que chegam a uma central de atendimento.
Estes chamados sdo solicitagfes por um servico de transporte. As tarefas tornam-se conhecidas
aleatoriamente ao longo do tempo. Assim, em diferentes instantes de decisdo, a central de
atendimento, que assume este papel de decisor, deve direcionar qual veiculo realizara qual
atendimento (veja a Figura 2).

Figura 2 — llustracdo genérica do mapeamento entre chamados e veiculos
realizado por uma central de atendimento.

e m VEICULO
DISPONIVEL
CHAMADOS “

EM ESPERA

NOVOS CHAMADOS
‘QUE PODEM CHEGAR

VEICULOS
OCUPADOS

Fonte: Elaborado pela autora (2022)

O problema de alocacdo de veiculos oferece oportunas possibilidades de modelagens
e solugdes, principalmente considerando a favoravel visibilidade promovida por plataformas
de mobilidade sob demanda, tais como Uber, Lyft e Didi. Com a ampla adesdo ao uso das
plataformas de mobilidade sob demanda, os provedores de servi¢o foram impelidos a otimizar
0 processo de alocacdo dos veiculos aos chamados, garantindo que o processo pudesse ser 0
mais automatizado possivel. No inicio, os provedores de servico faziam uso de regras de decisao
miopes bastante elementares, como por exemplo, realizar a alocagdo ao veiculo cuja previsao do
tempo de chegada ao local da coleta fosse a menor possivel. Esta abordagem é conhecida como
protocolo de primeira expedicdo (Yan et al., 2020). Ozkan e Ward (2020) partem do modelo
de programacao linear para o problema de alocacéo, tal como o apresentado na secédo 1.1 e
desenvolvem politicas de decisdo baseadas na formulacéo de programacao linear do problema
de alocacdo estocastico, em que a demanda e a oferta chegam de acordo com um processo de
Poisson ndo homogéneo e as decisdes de alocacdo sdo feitas imediatamente apos cada solicitacao.
Entretanto, é importante destacar que estas abordagens levam consigo algumas desvantagens,
pois ndo ha visibilidade sobre veiculos que no momento da decisdo eventualmente estejam

ocupados, mas que num pequeno intervalo de tempo futuro, quando disponiveis, se tornariam
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aqueles que estariam a menor distancia do chamado.

Alternativamente, alguns servidores tém implementado uma abordagem de corres-
pondéncia, na qual a alocacao dos veiculos aos chamados ocorre em intervalos de tempo fixos
a fim de otimizar uma funcgéo objetivo, como tempo total em rota ou receita total (Qin et al.,
2020). Embora essa abordagem de correspondéncia possa render melhor desempenho quando
comparado com o protocolo de primeiro despacho, ainda € uma politica miope, ou seja, ndo
leva em consideracdo o impacto das decisdes atuais em momentos futuros do sistema. Aplicar
decisdes de forma miope pode prejudicar o desempenho e até provocar fendmenos indesejaveis,
como por exemplo rapidamente despachar todos os veiculos disponiveis em um dado momento a
fim de atender um pico de demanda, e em seguida ter os Unicos veiculos ociosos muito distante
dos proximos chamados (Yan et al., 2020).

Para melhorar o desempenho das decisdes, novas politicas de decisdo foram pro-
postas, tal como politica lookahead. Estas politicas aplicam decisfes no momento presente
otimizando explicitamente algum horizonte, combinando alguma aproximacéo de informacdes
futuras com alguma aproximacao de acGes futuras (Powell, 2011). Dentro da classe de politicas
lookahead existem algumas abordagens tais como arvore de busca (tree search), que realiza
uma estratégia que enumera todas as agdes possiveis e todos os resultados possiveis em algum
horizonte; arvore de busca de amostragem esparsa (sparse sampling tree search) que contempla
casos onde o espaco das decisdes ndo € consideravelmente grande, e substitui 0 mapeamento
de todas as possiveis decisGes por uma amostragem; rollout, direcionado para problemas com
espaco de decisdes grande, substitui a enumeracao explicita de toda a arvore por algum tipo de
decisdo heuristica para avaliar o que pode acontecer depois que um certo estado do ambiente €
visitado.

Neste trabalho, as caracteristicas do problema analisado sdo diferentes da aplicacéo
pratica das plataformas de mobilidade, por isso, prefere-se dizer que o problema de alocacéao de
veiculos exposto se assemelha mais ao problema de despacho de veiculos. Partindo disto e de
todas as vantagens que existem no uso de politicas lookahed, a solucdo proposta se fundamenta
nessa classe de politicas, mais especificamente em politicas do tipo rollout.

Entdo, a fim de explorar as vantagens de uma politica lookahead, o problema
de alocacdo de veiculos serd modelado como um problema de decisdo sequencial, onde a
Programacdo Dinamica oferece uma estrutura robusta o suficiente para mapear o processo de

evolucédo do ambiente de deciséo e, portanto, possibilitar que a politica lookahead equilibre o
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impacto das decisdes no presente e no futuro. Assim, ao longo deste trabalho ser& explorado
conceitos de decisdes sequenciais, programacao dindmica e politicas aproximadas, para por fim

apresentar ao leitor a formulacéo e solugéo para o problema de alocacédo de veiculos.

1.3 OBJETIVOS E MOTIVACOES

Este trabalho tem por objetivo principal apresentar uma modelagem para o problema
de alocacdo de veiculos formulando sua dindmica e seu processo de decisdo Como um processo
de decisdo semimarkoviano. Adicionalmente, pretende-se avaliar uma politica de deciséo
aproximada obtida a partir de um algoritmo rollout baseado em simulagéo de eventos discretos,
e realizar experimentos computacionais demonstrando que as decisfes seguindo esta politica de
fato sdo t&o boas quanto, ou melhores que as decisdes seguindo somente a politica base.

A motivacéo para a escolha da metodologia abordada neste trabalho parte de algumas
vantagens encontradas em utilizar politicas rollout, tais como:

1. Tais politicas sdo conceitualmente simples e relativamente faceis de implementar, sem
a exigéncia do uso de parametros pré-definidos, tais como em métodos de aproximacao
paramétricos;

2. Elas gozam de garantias teoricas de desempenho, que derivam do teorema de melhoria de
politica (Bellman, 1957);

3. Muitos problemas tém regras de decisdo heuristicas com boas propriedades de desempenho
e estabilidade. Uma politica rollout pode utiliza-las como base para produzir solu¢bes

melhores.

1.4 ESTRUTURADO DOCUMENTO

Este texto segue apresentando um capitulo de fundamentacdo tedrica (capitulo
2), definindo primeiramente o problema de decisdo sequencial (secdo 2.1). A se¢do 2.2.1
apresenta uma classica estrutura para modelar problemas de decisdo sequencial. Na mesma
secdo sdo expostos os principais elementos de um processo de decisdo markoviano, bem como
0s principais algoritmos para resolver problemas de decisdo sequencial. Em seguida, é discutido
como um processo de decisdo markoviano pode nédo ser a melhor estrutura para certos problemas
estocasticos, e entdo processos de decisdo semimarkovianos sdo apresentados como um caminho

eficiente para lidar com problemas que evoluem continuamente ao longo do tempo (segéo 2.3).
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O capitulo de fundacédo tedrica é concluido abordando o algoritmo rollout, mostrando suas
condicdes de convergéncia e as vantagens associadas ao seu uso.

No capitulo 3 é apresentado um breve resumo de trabalho relacionados. Por fim, no
capitulo 4 o problema de alocacéo de veiculos € formulado sob os moldes de um PDSM. Os
experimentos computacionais e seus resultados estdo expostos no capitulo 5 e as conclusdes do

trabalho estdo expostas no capitulo 6.
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2  FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1 PROBLEMA DE DECISAO SEQUENCIAL

Um problema de otimizacdo, em sua forma mais fundamental, envolve realizar
decisdes que respeitem alguns critérios de viabilidade a fim de maximizar ou minimizar o
resultado de uma certa funcdo. Os problemas mais elementares envolvem otimizar decisdes

aplicadas em um unico estagio. Problemas deste tipo sdo modelados a partir da seguinte forma:

max  f(x)

s.a xeqQ,

sendo que x corresponde a variavel de decisdo, Q é o espaco de decisdes viaveis, f(:) é a funcdo

a ser otimizada, conhecida por funcéo objetivo, e
x* ¢ arg max f(x)
XEQ

é uma solucéo 6tima.

Alguns problemas exigem uma modelagem diferente, em que decisdes séo aplicadas
sequencialmente ao longo de um determinado intervalo de otimizagdo. Neste sentindo, a solugdo
para 0 problema de otimizacdo serd umatupla (x;, x2, * * =, X)) € Q=Q1 X Q2 X = + + X Qy,

onde x; e Q; sdo respectivamente, a variavel de decisao e o espaco de decisbes vidvel no estagio

de decisdo i, i € {1, 2, - - -, n}. A forma do problema de otimizacdo sequencial é representada
por:
max flx, x2, =+ +, Xn)
(X1,X2,%** ,Xn)

s.a. xi€Q, Vi

Uma das formas de resolver este problema é trata-lo como um problema de otimiza-
¢do combinatdria, enumerando todas as possiveis solu¢des e avaliando-as independentemente.
Em grande parte dos problemas combinatérios, 0 nimero de solugfes cresce exponencialmente a
medida em que o nimero de decisfes aumenta. Quando se trata de problemas das classes NP ou
NP-HARD, resolvé-los seguindo uma abordagem exaustiva € computacionalmente impraticavel,
dado que o espaco de solugdes vidveis pode facilmente se tornar potencialmente grande, até

mesmo em aplicagdes com objetivos didaticos (Lew; Mauch, 2006).
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Problemas de decisdo sequencial também podem ser resolvidos recursivamente. A

formulacéo para uma abordagem recursiva poderia ser:
I = maxfn(xn)
Xn

7 = maxfa(xe, f3)
ﬁ = maxfl(xlzf;)
s.a xi€eQi Vie{1,2 - ,n}.

O problema de otimizagdo, tal como apresentado acima, a partir de um modelo
genérico, pode representar o que é conhecido por problema de decisdo sequencial. Este problema
surge em contextos nos quais decisoes séo aplicadas sequencialmente ao longo de um horizonte
de decisdo, e cada decisdo incide em um retorno que pode incorrer imediatamente ou ap6s um
intervalo arbitrariamente longo. Além disso, ao realizar uma decisdo em um dado momento
do processo sequencial, a decisdo que sera escolhida é fortemente influenciada por decisdes
anteriores, e invariavelmente afetard as decisdes posteriores (Sniedovich, 2010). Portanto,
0 objetivo € otimizar a sequéncia de decisGes, e ndo tomar decisbes consecutivas de forma
independente. Logo, deseja-se obter o melhor ajuste entre o beneficio de curto e longo prazo.
A relevancia desta classe de problemas de otimizacdo ao longo do tempo surge em Varias
configuracdes, que podem envolver gestdo de recursos fisicos, financeiros, permeando as areas
da computacéo, pesquisa operacional e engenharia (Powell, 2011).

Um problema de decisao sequencial pode ser modelado sob diferentes niveis de abs-
tracdo, com algumas caracteristicas que variam de acordo com o problema modelado. A Figura
3 representa o fluxo de um processo de decisdo sequencial deterministico. Nesta configuracdo
deterministica, em um estado especifico do horizonte temporal de decisdo, um agente, decisor
ou controlador observa o estado do sistema, e entdo aplica uma decisdo. A decisdo produz
dois resultados: € gerado um retorno, que pode ser uma recompensa ou puni¢do, e o sistema
evolui para um estado subsequente (Puterman, 2005). Sendo este processo deterministico, uma
mesma deciséo aplicada sobre um mesmo estado, invariavelmente produzird 0 mesmo retorno e
0 processo transicionara sempre para 0 mesmo estado seguinte.

E possivel ampliar o cenario e pensar em um contexto cuja evolugéo dos estados

ndo ocorra de forma deterministica como ilustrado na Figura 3, mas no caso em que ha uma
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Figura 3 — Representacdo do fluxo de um processo de decisdo sequencial deterministico.

decisdo decisdo decisdo
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retorno retorno retorno

Fonte: PUTERMAN (2005), adaptado pela autora (2021)

distribuicdo de probabilidade, que pode ser conhecida ou ndo, que rege esta evolugdo, conferindo
ao sistema uma caracterizacao estocastica/aleatoria (Figura 4). Isto significa que, se repetidas
vezes uma mesma decisdo for aplicada sobre 0 mesmo estado, o estado resultante da evolucao
ndo sera necessariamente 0 mesmo, havendo uma probabilidade condicionada ao estado e deciséo

atual, possibilitando diferentes evolugdes de estado no sistema.

Figura 4 — Representacao do fluxo de um processo de decisdo sequencial esto-

castico.
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Fonte: Elaborado pela autora (2022)

A abordagem em (Barreto et al., 2010) para modelar um problema de decisdo

sequencial pode ser classificada como:
1. Markoviano ou ndo markoviano: Em problemas caracterizados como markovianos, as
transicOes e recompensas entre estados dependem somente do atual estado e da decisdo
aplicada sobre ele. Isto implica dizer que neste contexto, um estado markoviano detém

em si mesmo todas as informaces relevantes suficientes para descrever a condi¢ao do
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ambiente e prover ao decisor 0 necessario para aplicar uma acdo. Assim, uma vez que
0 estado atual seja conhecido, o historico de estados antecessores é desprezivel para o
propoésito da tomada de decisdo. O caso ndao markoviano € o oposto do apresentado
anteriormente, o decisor precisa do histérico de estados antecessores ao atual para ser
capaz de absorver as informac6es minimamente necessarios para aplicar uma decisao.
Deterministico ou estocastico: Em um problema de decisdo sequencial deterministico,
ao aplicar uma deciséo sobre um dado estado do sistema, o estado imediatamente posterior
sera invariavelmente 0 mesmo. Em contraste, em um ambiente estocastico ha uma dis-
tribuicdo de probabilidade associada a transicdo entres os estados. Logo, o sistema pode
ocupar diferentes estados a partir da execucdo de uma mesma agdo em um mesmo estado
em diferentes instantes de decisdo. Note que o0 caso deterministico pode ser interpretado
como um subproblema estocastico, em que ao aplicar uma deciséo sobre um estado, para
todos os possiveis estados subsequentes, apenas um possui probabilidade de ser ocupado
igual a um e todos os outros possuem probabilidade nula.

Estacionario ou ndo estacionario: Em problemas de deciséo estacionarios, a regra de
decisdo aplicada sobre qualquer que seja a época de decisdo segue a mesma légica ou
funcédo de escolha. Ou seja, as regras que ditam as transi¢cdes entre estados ndo variam com
o tempo. No caso em gque o0 ambiente de decisdo é ndo estacionario, tem-se que a regra de
decisdo aplicada sobre os estados depende diretamente do instante no qual o ambiente esta,
de modo que existem diferentes fungdes de decisdo para diferentes épocas de deciséo.

No que diz respeito aos niveis de classificacdo de um problema de decisdo sequencial,

se for necessario, pode-se avangar em outros niveis de classificagdo mais especificos, tais como

0s apresentados por Barreto at al. (2010, p.195). No entanto, para o0 que se pretende analisar

neste trabalho, estes trés grupos sao suficientes para amparar as discussdes sobre o problema

estudado.

Em resumo, as estruturas de decisdo apresentadas anteriormente (Figura 3, Figura 4)

sdo construidas a partir destes elementos (Puterman, 2005):

o ~ W DB

Um conjunto de épocas de decisao;

Um conjunto de estados do ambiente;

Um conjunto de decisdes viaveis;

Um conjunto de recompensas ou custos imediatos dependentes do estado e deciséo;

Um conjunto de probabilidades de transi¢cdo dependentes do estado e deciséo.
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Este modelo é desenvolvido a partir do que se conhece por programacdo dinamica
(dynamic programming). A Programacdo Dinamica (PD) é uma técnica matematica para resolver
problemas de decisdo sequencial baseado em computacdo indutiva”(Puterman, 2005). A PD
também pode ser entendida como "uma classe de algoritmos que resolve problemas complexos
combinando solucdes de seus subproblemas”(Geramifard et al., 2013).

A técnica de Programacao Dinamica surgiu da necessidade de se trabalhar com
problemas de decisdo sequencial de forma mais eficiente, uma vez que as técnicas disponiveis
até entdo se tornavam custosas e ineficientes quando se tratava de um problema caracterizado
como estocastico. Entdo, em 1952 Richard Bellman apresentou o primeiro estudo intitulado de
On the theory of dynamic programming (Bellman, 1952). O termo Programacgéo Dinamica foi
empregado pela primeira vez pelo préprio Bellman, que ao elaborar o que ele denominou de "o
principio da otimalidade”, se viu na necessidade de nomear o que ele estava desenvolvendo.

O estudo dos processos de decisdo sequencial, a partir da construcdo da Progra-
macao Dinamica comecou a ser popularizado por Richard Bellman (Bellman, 1957) e Ronald
Howard (Howard, 1960). Desde entdo, a Programacdo Dinamica segue em desenvolvimento,
impulsionada principalmente pelo avango obtido em capacidade computacional que favoreceu

uma pluralidade de estudos em diversos campos de aplicacao.

2.2 PROCESSO DE DECISAO MARKOVIANO
2.2.1 Aestrutura de um processo de decisdo markoviano

Um processo de decisdo markoviano (PDM) é uma formalizagdo cléassica do processo
de tomada de decisdo sequencial, em que as acdes influenciam ndo somente na geracdo de
recompensas imediatas, mas também situacfes subsequentes, ou estados, através de recompensas
futuras (Sutton; Barto, 2018). Um PDM é apresentado como um método para lidar diretamente
com o ambiente de decisdo tal como ilustrado na Figura 5. Em resumo, esta dindmica ocorre da
seguinte forma: em um dado momento inicial, um agente decisor, orientado por uma regra de
decisdo, aplica uma decisdo sobre o ambiente baseado em informacdes internas e/ou externas
a este ambiente. Esta acdo promove a evolucdo do ambiente, e a partir do estado e da decisdo
aplicada, uma funcdo de transi¢@o produz o novo estado para 0 ambiente, e adicionalmente, uma
funcéo de retorno gera uma recompensa ou punicao que indica a qualidade da decisdo aplicada.

Concluido este ciclo, 0 agente decisor se encontra em um novo estado e 0 processo € repetido,
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agora munido de novas informagdes adquiridas do ciclo anterior que servirdo de apoio para a
nova decis&o.

Figura 5 — Dindmica de iteracao entre decisor e 0 ambiente em um
problema de decisdo sequencial.
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Fonte: Elaborado pela autora (2022)

A seguir, cada um destes elementos que compde a dindmica de iteracdo entre o
decisor e 0o ambiente no processo de tomada de decisdo de um problema sequencial serdo

apresentados.

2.2.1.1 Variavel de estado

Seja S o conjunto de todas as varidveis de estados viaveis. Define-se uma variavel
de estado s € S como uma variavel cujo valor especifica completamente o cenario instantaneo
do processo de decisdo. As variaveis de estado devem oferecer ao decisor tudo o que ele precisa
saber sobre o ambiente a fim de aplicar sua decisdo (Howard, 2007). Assim, uma variavel
de estado é uma funcdo minimamente dimensionada do histérico que oferece as informacGes
necessarias para capturar o que é substancial para modelar dindmicas futuras (Powell, 2003).

No caso de uma variavel de estado de um processo markoviano, o valor por ela
assumido carrega em si informacOes sobre a sequéncia de decisfes passadas, e cada estado
traduz uma situacdo particular no qual se encontra o processo. A quantidade de atributos que
serdo utilizados na composicdo da variavel de estado é totalmente arbitraria. Entretanto, é
fundamental modelar esta variavel considerando apenas as informagfes necessarias e suficientes
para o decisor, pois a medida em que séo adicionados novos atributos, maior serd a dimensdo do

espaco desta variavel e consequentemente maior o nivel de complexidade no seu tratamento.
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2.2.1.2 Variaveis de decisédo

A partir da observacdo do ambiente por meio das informacdes extraidas das variaveis
de estado, o decisor tem a oportunidade de atuar sobre o ambiente modificando o seu estado.
Entdo, esteja 0 decisor no estado s € S, ele pode escolher uma decisdo a € A, onde As € 0
conjunto com todos as decisOes vidveis para o estado s. O conjunto de todas as decisdes vidvel é
dado por A = is As.

O decisor é requisitado a tomar decisfes em pontos especificos ao longo da dindmica
do processo. Estes pontos de decisdo sdo conhecidos como épocas de decisdo, e a unido de
todas as épocas de decisdo geram o horizonte de decisdo. Um horizonte de decisdo pode ser
classificado como finito ou infinito.

« Horizonte finito: Seja T o conjunto ordenado de todas as épocas de decisdo. Quando
T é finito, temos um horizonte de deciséo finito (Fig. 6). Em um PDM que possuli
esta caracteristica, a época de decisdo juntamente a variavel de estado, é um fator de
dependéncia que influéncia o comportamento do decisor.

« Horizonte infinito: Se T for um conjunto infinito, tem-se que o horizonte de deciséo do
modelo é um horizonte infinito. Neste caso, a informacéo temporal sobre qual época de
decisdo se encontra o sistema € irrelevante para o decisor.

Um processo de decisdo também pode ser classificado no que diz respeito aos
intervalos entre as épocas de decisao. Em resumo, um processo pode ser caracterizado como um
processo de tempo continuo ou tempo discreto.

« Processos de tempo continuo: E um processo no qual o intervalo entre as épocas de
deciséo é dado por uma variavel aleatoria. Assim, para quaisquer duas épocas de decisao
subsequentes, o intervalo entre elas ndo serd necessariamente 0 mesmo que o intervalo em
outras duas épocas de decisdo subsequentes diferentes.

 Processos de tempo discreto: Em processos deste tipo, o intervalo entre as épocas de

decisdo é igual para qualquer gue seja o par de épocas de decisdo subsequentes.

Figura 6 — Representagédo de um horizonte de decis&o discreto e finito.

EPOCA DE EPOCA DE EPOCA DE EPOCA DE EPOCA DE
DECISAO 1 DECISAOD 2 DECISAO 3 DECISAO T-2 DECISAO T-1
"t | | |
t=1 t=2 t=3 t=T-2 t=T-1 t=T

Fonte: Elaborado pela autora (2022)
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2.2.1.3 Funcéao de transi¢do

Considere um sistema de tempo discreto, sendo S o espago de estados em um
conjunto finito. Apos o decisor observar o ambiente na época de decisdo t € T , suponha que
no estado s o decisor escolhe a decisdo a € A.. Independentemente do historico de estados
visitados anteriormente, o sistema transicionara para um estado qualquers’. Esta transicao é
regida por uma funcéo de transicdo que orienta a dindmica do sistema. Uma fungéo de transicéo
depende do atual estado, da decisdo aplicada sobre este estado e da informacdo exdgena ao
sistema para definir o préximo estado do ambiente.

Relembrando os conceitos apresentados anteriormente, a dinamica do sistema pode
ser deterministica ou estocastica. A fim de reforcar o conceito, tem-se que um processo pode ser
classificado como:

« Deterministico: Em um processo deterministico, se o decisor aplicar uma decisdo a
sobre o0 estado s em diferentes epocas de decisdo, o estado resultante desta intervencao
sera invariavelmente s.. Assim, a funcdo de transicdo é uma funcdo definida como
f:SXA-S.

« Estocéstico: Em contrapartida, no caso estocastico ha um fator aleatério operando sobre
0 ambiente, de modo que os estados resultantes da atuacdo do decisor sobre o0 ambiente a
partir da aplicacéo de uma deciséo é uma variavel aleatoria. Portando, temos que a fungao
de transicdo serd uma funcdo tal que p : S X A — [0, 1]. Note que, a transicao entre
os estados neste caso é regida por uma distribuicdo probabilistica. Seja S uma variavel
aleatdria que representa o estado atual, e S a variavel aleatéria representando o estado
seguinte. Se no estado S = s o decisor escolhe a decisdo A = a, sendo A uma variavel

aleatdria, a probabilidade do proximo estado ser s’ € dada por:
p(s'ls,a) =P(S =95|S =5,A =a). (2.1)
2.2.1.4 Funcéo objetivo

Em um processo de decisdo sequencial, o objetivo do decisor é gerar uma sequéncia
de decisdes cuja recompensa total acumulada seja maximizada, ou minimizado se o retorno for
interpretado como custo. Portanto, é importante e indispensavel que o modelo possua uma forma
de mensurar a qualidade das decisdes. Assim, a fungéo objetivo em um processo de deciséo

markoviano é o elemento do modelo que exerce esse papel avaliador das decisdes.
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Assuma que na k-ésima época de decisdo, ao aplicar uma decisdo ax sobre um
estado sk € obtido um retorno Cw+1 € R, cujo fluxo esta representado na Figura 7. O retorno
C1 = c(sk ax) é recebido imediatamente apos a aplicacdo da deciséo sobre o sistema. Desta
forma, quando o sistema transicionar sequencialmente entre os estados a partir de um instante
k, uma sequéncia de retornos Ci+1, G2, Cis3, + - -, Cn € gerada, em que N é considerado o
instante final. Considerando que o objetivo seja otimizar o retorno acumulado, isto implica dizer

que se deseja otimizar a soma dos retornos imediatos

Gk = Ci+1 + Cis2 + Ciaz + - - - + Cn. (2.2)

Figura 7 — Fluxo da etapa de transicdo entre estados que produz um
retorno imediato para o sistema.

o Cen
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Fonte: Elaborado pela autora (2022)

Quando N — oo, que é o caso onde o horizonte de decis&o é infinito, ndo ha garantia
de convergéncia na soma que resulta em Gi. Para contornar esta limitacdo, é aplicada uma
técnica que computa no presente o valor de retornos futuros. Portanto, o retorno acumulado

passa a ser

=
Gk = Cis1 + YCis2 + P?Ciaz + -+ - - = Vo Cierar1, (2.3)
a=0

onde y € um pardmetro, 0 < y < 1, denominado de fator de desconto.

O fator de desconto determina o valor presente de retornos futuros entdo um retorno
recebido no instante k, no futuro vale apenas y*-* vezes o que valeria se fosse recebido imedia-
tamente. Se y < 1, entdo Gk tera um valor finito desde que a sequéncia de retornos imediatos
seja limitada. Se y = 0, o decisor serd miope, 0 que implica dizer que as decisdes sdo tomadas
considerando apenas os retornos imediatos, o retorno futuro ndo é contemplado pelo decisor
(Sutton; Barto, 2018).

Assumindo um ambiente de decisdo que evolui estocasticamente, a soma dos re-
tornos acumulados sera avaliada a partir do valor esperado dos retornos acumulados, tal como

apresentado abaixo: 4

E ) V*Ckia+1 - (24)
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Em resumo, a funcdo objetivo de um processo de decisdo markoviano opera a fim de

otimizar os retornos acumulados obtidos para qualquer que seja o estado inicial.
2.2.1.5 Politicas

Uma politica em um PDM pode ser compreendida como um mapeamento que associa
uma decisdo viavel a cada estado do sistema (Barto et al., 1989). Uma politica especifica qual
regra de decisao sera usada em cada época de decisdo, onde uma regra de decisdo é uma funcéo
que determina uma deciséo para um dado estado (Puterman, 2005).

Seja a fungdo x : S — A uma regra de deciséo, definimos uma politica = como uma
sequéncia de regras de decisdes, ou seja, T = (x1, x2, * * * , Xk * * * , Xn-1), Onde xi € a regra de
decisdo da k-ésima época de decisdo. Note que em um ambiente de decisdo deterministico a
otimizacdo é feita sobre uma Unica sequéncia de decisfes. Vale destacar que se encontra uma
grande diferenca entre o contexto deterministico e estocastico, pois no ambiente estocastico
a otimizacdo é feita sobre uma politica, ou seja, desejamos obter um familia de funcGes que
otimize o retorno obtido. Assim, politicas sdo objetos mais gerais do que uma sequéncia de
decisOes, e na presenca de incertezas estocasticas, podem resultar retornos melhorados, visto que
permitem escolhas de decisdes que incorporam o conhecimento do estado (Bertsekas, 2019).

Uma politica pode ser classificada em duas categorias: ndo-estacionarias e estaciona-
rias. Uma politica it é dita ser ndo-estacionaria se cada regra de decisdo da sequéncia gerada
por esta politica é particular para cada época de deciso, ou seja, t = (X4 x5+ - -, xXf-1)- EM
contrapartida, uma politica estacionaria produz uma sequéncia de decisbes m = (x® x™ - - - , x"),
em que a regra x™ serd a mesma para qualquer que seja a época de deciséo.

Dado que resolver PDM envolve encontrar uma politica que otimize o retorno
esperado acumulado, pode se dizer que uma politica t serd melhor que uma outra politica 77 se
0 seu retorno acumulado esperado obtido for igual ou melhor que o retorno acumulado esperado
obtido por 7 para todos os estados. Consequentemente, no caso de maximizagao, se o retorno
acumulado esperado de uma politica for maior ou igual ao retorno acumulado esperado de todas
as outras politicas viaveis para todos os estados, pode se afirmar que esta politica € uma politica

otima.



32

2.2.2 Equacao de Bellman e o principio da otimalidade

Sejam s € S um dado estado do sistema e uma politica rr, tem-se que o retorno
esperado quando o sistema ocupa 0 estado s na época de decisdo k e o decisor segue uma politica
fixa r é dado por:

" #

hlee)

vi(s) = E"[Gk | Sk =s] =E™ V% Crrasr | Sc=5 , (2.5)

a=0
sendov : S — R uma funcdo que mapeia cada estado viavel e associa um valor real denominada

por funcdo de valor. De maneira semelhante, pode se definir uma fungdo g : S X A — R dada

por:
" #

g's,a) =E"[Gk | S« =s,Ax =a] = E™ i V* Crsas1 | Sk =5, Ac =9 (2.6)

a=0

sendo g™(s, a) denominada de funcédo de valor estado e decisdo. Esta funcdo computa o valor de
tomar uma decisdo a no estado s quando o sistema esta na época de decisdo k sob o exercicio de
uma politica fixa .

Note que a partir destas funcdes € possivel avaliar a qualidade de uma uma politica.
Entretanto, calcular diretamente o valor esperado das equacdes 2.5 e 2.6 pode ser computacional-
mente caro. Entdo, motivado por contornar esta limitacao, estudos desenvolvidos em (Bellman,
1957) iniciaram um novo paradigma para lidar com esta barreira computacional. A estratégia
é reescrever as fungdes de valor de modo a satisfazer uma relacdo de recursividade. Assim,

sabendo que a fungéo de valor parte da soma dos retornos obtidos, Gk pode ser rescrito como:

Gk =Cks1+V Chr2 +V?> Ciaz + P2 Cisa + » -+ - (2.7)
Gk =Cks1+yY Cr2+y Caz + Y2 Cira + + - (2.8)
Gk = Ck+1 + Y Gk+1 (2.9)
Gk = c(sk, ak) + Y Gi+1. (2.10)

Assim, para qualquer politica rt, a funcéo de valor para um estado inicial s preserva

uma condicdo de consisténcia entre o valor do estado inicial e do estado sucessor, tal como
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apresentado a seguir:

vi(s) = E* [Gik | Sk = s] (2.11)
V(s) = E" [Cut + ¥ Gie1 | Sk = s] (2.12)
Vi(s) = E [c(sk X*(sK) + ¥ Gier | Sk = s] (2.13)
V(s) = c(sk, X () + V E" [Gis1 | Sker = 5] (2.14)
V(s) = c(sk X(sk)) + ¥ V(s)). (2.15)

Esta relacdo de recursividade pode ser observada a partir do diagrama na Fig 8 (a). Tal como
mostra a imagem, considere s o ponto de partida de uma trajetoria. Obedecendo a dinamica
de um PDM, o decisor escolhe uma acéo, de modo que esta escolha sera determinada por uma
regra de decisdo x™. Ao escolher a decisdo a, 0 decisor obtém o retorno imediato, computado
a partir da funcdo c(s, x™(s)). A partir deste ponto, o decisor pode observar o sistema em um
estagio pré-transicional, imediatamente ap6s a decisdo e antes da evolucdo entre os estados, e
consequentemente avaliar o valor de uma decisdo a apds aplicada em um estado s por meio da
funcdo g™(s, x™(s)). O estado seguinte & uma variavel aleatdria, logo ha uma lei de probabilidade
associada a escolha do estado subsequente. Esta lei é a funcdo de transicdo p(s'|s, a). Quando o
sistema ocupa um novo estado, o ciclo novamente se repete, pois estando em s/, a fungédo v™(s’)
computara o valor de estar neste estando, o decisor escolhera uma nova decisdo, obtera o retorno
e transicionara para outro estado.

Em resumo, a funcdo de valor v(s) equivale ao retorno imediato recebido logo apos
uma decisdo, somado ao valor de estar em qualquer proximo estado vidvel, ponderado pela
probabilidade deste estado viavel ser o novo estado apos a transi¢édo, dado o estado anterior e a
decisdo aplicada, tal como apresentado na equacédo abaixo:

=
V'(s) = c(sk, X (sk)) + v p(sls, a) vi{(s)). (2.16)

s'es
Em um PDM, quando um decisor pode observar o retorno da funcgéo de valor para
todos os estados viaveis, ele se torna capaz de avaliar de forma direta e exata a qualidade das
decisbes que foram orientadas pela politica vigente naguele momento. Portanto, a funcéo de
valor pode definir uma ordenacéo parcial entre politicas, classificando uma dada politica como
melhor do que outra. Entdo, sendo  uma politica, pode-se dizer que ela é melhor ou tdo boa
guanto uma politica 7 se o seu retorno esperado for maior (considerando que seja um problema

em que se deseja maximizar os ganhos) ou igual ao retorno esperado obtido por /. Em outras
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Figura 8 — Diagramas do processo de decisdo iniciando no estado s
seguindo uma politica t

(b) Diagrama da funcéo de valor de estado e decisdo.

Fonte: (Sutton; Barto, 2018), adaptado pela autora (2022)

palavras, T > 1/ se e somente se v® > v* para todo s € S. Quando uma politica é melhor ou
igual a todas as outras politicas vidveis, entdo esta sera uma politica 6tima.

Para um mesmo problema é possivel existir mais de uma politica 6tima. Apesar
disto, um ponto em comum entre todas as politicas 6timas é o valor resultante da funcédo de valor,
que serd 0 mesmo para todas as politicas 6timas. Assim, esta funcdo de valor sera a funcéo de

valor étima, denotada por v* e definida como
vA(s) = max vi(s) VseS. (2.17)
Semelhantemente, a funcéo 6tima de valor de estado e decisao € dada por
g\s, a) = max g'(s,a) VseS VaeA (2.18)

sendo g(s, a) o retorno esperado para a realizacdo da decisdo a no estado s seguindo uma

politica 6tima.
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Figura 9 — Diagramas representando (a) v'(s) e (b) g’(s, a)

V*(s) = ax V™(s)
S P (s) m_.\\ (

max "
Q*(s.a) = max Q" (s.a)

¥

(a) Diagrama da otimalidade da fungéo de valor de estado.

< Q"(s.a) = max Q7(s.a)

(b) Diagrama da otimalidade da func&o de valor de estado e deciséo.

Fonte: (Sutton; Barto, 2018), adaptado pela autora (2022)

Uma caracteristica muito importante das funcbes v* e g* € que existe uma relacéo
entre elas. Observe a primeira imagem na Figura 9(a), e note que a funcdo de valor de estado

6tima para o estado s equivale a escolher a decisdo viavel a que maximiza a fungéo de valor de

estado e decisdo. Assim, pode-se rescrever a v como:

VA(s) =g’\(s, x"'(s)) (2.19)

vA(s) = max g™(s, x(s)) (2.20)

vA(s) = maxq(s, a). (2.21)
aE€A

Por outro lado, para garantir que o valor de estar em um estado s ap0s a deciséo a seja 6timo,
tem-se que o valor de estar nos estados seguintes também deve ser 6timo para qualquer estado
viavel. Assim, tal como se pode observar na Figura 9(b), o estado posterior a tomada de uma

deciséo seja aquele no qual a funcéo de valor de estado é 6tima. Baseado nisto, g*(s, a) pode ser

reescrito como:

g’\(s, a) =c(s, a) +y E[V\(s)) | s, a]. (2.22)
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Agora, veja que substituindo g’(s, a) na equacéo (2.21) pela equacdo (2.22) a equa-

cao resultante seré:
vM(s) = max [c(s, a) +y E [VA(9) s, all. (2.23)
aEA

Esta equacdo € popularmente conhecida por equacéo de Bellman ou equacéo de otimalidade, ou
simplesmente equacao de valor étima.

Entdo, a equacdo de Bellman garante um caminho para obter uma politica étima.
Primeiramente, esta funcdo é otimizada e em seguida uma politica associada a ela é capturada.
Assumindo que a politica seja uma politica gulosa com relacdo a escolha das decisdes, esta

politica sera dada por:

X(s) € argmax {c(s, a) +y E[VN9) | s, a]}, (2.24)

a€eA

sendo que argmax significa que se deseja escolher uma decisdo a que maximiza a expressao que
esta entre chaves.

Este caminho de formulacédo da equacéo de otimalidade garante um principio que é
fundamental e seminal em PDM. Nomeado por principio da otimalidade, este principio diz que
(Bellman, 1957):

PRINCIPIO DA OTIMALIDADE: Uma politica 6tima tem a propriedade de que qualquer
que seja o estado inicial e a decisdo inicial, as decisdes restantes devem constituir uma politica

Otima em relagédo ao estado resultante da primeira deciséo.

Portanto, a equacdo de Bellman amparada pelo principio da otimalidade fornece
a base necessaria para a construcdo dos algoritmos que sdo utilizados para resolver um PDM.

Estes algoritmos serdo apresentados na secéo a seguir.
2.2.3 Algoritmos de programacao dinamica

Fundamentalmente, um dos paradigmas que viabiliza resolver um problema de
programacdo dindmica é a possibilidade de reduzi-lo em subproblemas menos complexos,
resolver estes subproblemas e armazenar sua solucgéo e entéo, a partir destas solugdes construir a
solucdo do problema original. Baseado nisto é que se fundamenta os algoritmos classicos de
programacéo dindmica. Nesta se¢éo serdo apresentados trés algoritmos, que serdo apresentados

de acordo com a configuracao do horizonte de deciséo do problema.
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» Horizonte finito
— Algoritmo de programacdo dinamica reverso: Para este algoritmo é necessario
assumir que a funcdo de valor é conhecida para a ultima época de decisdo. O
processo iterativo inicia na Ultima época de decisdo, seguindo uma trajetdria reversa
no horizonte de decisdo, computando a funcédo de valor para cada estado viavel.
» Horizonte infinito
— Iteracédo de politica: Para uma dada politica inicial, este algoritmo realiza um ciclo
iterativo alternando entre avaliacdo e melhoria de politica.
— Iteracdo de valor: Faz uma varredura no espaco das funcdes de valor a fim de

encontrar uma funcdo 6tima, para entdo utiliza-la para computar uma politica 6tima.

2.2.3.1 Algoritmos para problemas de horizonte finito

Um modelo de programacdo dindmica pode ser formulando como sendo de horizonte
finito quando ha um horizonte de decisdo bem especifico e limitado. Ocasionalmente, alguns
problemas de horizonte infinito podem ser reduzidos em sua modelagem a problemas de horizonte
finito, principalmente quando o decisor objetiva decidir sobre uma janela temporal especifica
(Powell, 2011).

No contexto de horizonte finito, o algoritmo de programac&o dindmica reverso é um
técnica que pode ser utilizada para gerar politicas 6timas. Este algoritmo assume que a fungéo
de valor vr (st ) é data, ou seja, é conhecido o valor de se estar em qualquer estado viavel para a
ultima época de decisdo. Alem disto, € necessario que o0 processo de decisao esteja bem definido

e seja conhecido. Por convencdo, se define vr(st) = 0 paratodo st € S.

Algoritmo 1: Algoritmo de programacao dindmica reverso
Entrada: y, PDM

1 inicio

2 Inicialize vr(st) = O paratodos c S

3 t=T -1

4 Enquanto t > 0 faca:

5 Para todo s: € S, calcule:

6 vi(st) = gt‘gg(t ci(sy at) +y ves P(S]sy ag)visa(s))
7 t=t—1

8 Fim

9 fim
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O algoritmo de programagéo dindmica reverso faz varreduras sobre todo o0 espago de
estados em cada época de decisdo e computa explicitamente a fungdo de valor, seguindo uma
trajetdria reversa ao longo de todo o horizonte de decisdo. O que torna o algoritmo limitado
computacionalmente é a necessidade de avaliar a fungéo de valor para todo o espago de estados.

Por isso, a dimensdo do conjunto S deve ser um ponto muito importante a ser considerado
quando se deseja utilizar este algoritmo na resolucdo de um problema de horizonte finito.

2.2.3.2 Algoritmos para problemas de horizonte infinito

Problemas de decisdo sequencial de horizonte infinito apresentam um contexto em
que a politica é predominantemente estacionaria. Em casos como este, a regra de decisdo ndo
muda em instantes diferentes. E importante destacar que mesmo que em muitos problemas
praticos possam ser reduzidos ao modelo de horizonte finito, a suposi¢do de um numero infinito
de estagios de decisdo € muito importante em termos de anélise de comportamento assintotico
(Androulakis, 2009).

Sejas € S um estado inicial de um problema de horizonte infinito, deseja-se obter
uma politica it que otimize a funcéo de valor em que

v(s) = lim Vi(st) (2.25)
C = p
v(s) =lim max c(syat) +y p(s'ls, a) vii(s') . (2.26)

t— oo ar€A ,
s €S

Note que o problema de horizonte infinito estacionario pode ser compreendido como um pro-
blema sem a dimensdo temporal. Entdo, assumindo que o limite existe para a equacdo (2.25), a
equacdo de otimalidade para o problema estacionario sera
- D
v(s) =max c(s,a)+vy p(s'ls, a) v(s!)) . (2.27)

a€eA ,
s €S

2.2.3.3 Algoritmo de iteracao de politica

O algoritmo de iteracdo de politica (policy iteration) produz uma sequéncia de
politica estacionarias associadas a funcdo de valor através de duas etapas: avaliacdo da politica
(policy evaluation) e melhoria da politica (policy improvement) (Szepesvéri, 2010). Dada uma
politica estacionaria inicial o, esta politica é avaliada a partir da funcdo de valor e em seguida,

esta mesma funcéo é utilizada para construir uma politica melhorada. Este ciclo iterativo é
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apresentado no fluxo abaixo:

avalia gy melhora avalia g, melhora n, melhora
—_ V —_ r[ e V —_ o V —_
x°

Para cada uma destas politicas é garantido que a nova politica obtida ndo sera pior que a politica
anterior. Esta propriedade € assegurada pelo fato de que, sendo o espaco de politicas finito, o
PDM converge para uma politica 6tima em um ndmero finito de opera¢des (Sutton; Barto, 2018).
No geral, ao utilizar o algoritmo de iteracdo de politica o problema de um PDM se resume a
resolver um conjunto de equacdes lineares e comparar solucdes subsequentes, onde cada politica
obtida a partir do processo iterativo € objetivamente tdo boa ou melhor que a anterior (Howard,
1960).

2.2.3.3.1 Avaliacdo da politica

Considere um estado s € S e uma politica i, e seja v°, v, v2, - - - uma sequéncia de
funcdes de valor que aproxima o valor de estar no estado s seguindo a politica rr. Esta sequéncia
parte de uma aproximacao inicial que é escolhida arbitrariamente, e cada sucessiva aproximacao

é obtida a partir da equacdo de otimalidade de Bellman com a seguinte regra de atualizag&o:

=
v'ri(s) = c(s, x™(s)) +v  p(S]s, x(s)) v"(s)). (2.28)
s'es
Note que v* = v* é um ponto fixo nesta regra de atualizacdo. A sequéncia v°, v%, v2, . . ., de

modo geral, convergira para v se a sequéncia de retornos for limitadae 0 <y < 1.

Para produzir sucessivas aproximacoes, o algoritmo aplica a seguinte operacao para
todos os estados: computa o valor de estar em todos os estados subsequentes viaveis a partir
ultima funcdo de valor armazenada e soma ao retorno imediato obtido. Estas aproximacdes sdo
sucessivamente atualizadas, tal como apresentado abaixo, até convergir para a fungéo de valor

exata.

VOVl Ss Y3 =000 ~m

Em resumo, a etapa de avaliacdo de politica tem por objetivo mensurar a qualidade
de uma politica dada, onde cada funcéo de valor formulada nesta avaliacdo produz uma sequéncia

de aproximacdes que convergem para a funcao de valor da politica 6tima.
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2.2.3.3.2 Melhoria da politica

Dada uma politica it e sua funcdo de valor v*(s) para um estado s € S, deseja-se
saber se existe uma outra politica 7, tal que sua funcdo de valor Ve (s) seja objetivamente melhor
que v™(s). Isto equivale dizer que interessa ao decisor saber se aplicar uma decisdo a' = x(s) é
melhor do que seguir a decisdo a = x™(s) orientada pela politica atual. Entdo, é intuitivo que
a escolha entre as decisdes @' e a seja feita a partir da comparacéo entre elas. Sabendo que o
valor de quaisquer duas decisfes a’ e a sobre um estado s é dado respectivamente por g™(s, a') e

q"(s, a), entdo se
q(s, a) = g'(s, a)

tal que X (s) = a /= a = x™(s), sera mais favoravel para o decisor seguir a decisdo gerada pela
funcdo de decisao X" (s). Esta observacdo resulta do teorema de melhoria da politica (Howard,
1960).

TEOREMA DE MELHORIA DA POLITICA: Sejam it e 77 duas politicas quaisquer tais

que, paratodos € S
g™(s, x" (s)) = v(s), (2.29)

entdo, a politica 7 deve ser tdo boa, ou melhor que . Isto é, deve gerar um retorno esperado

melhor ou igual para todos os estados s € S, ou seja

Ve (s) = ViY(s). (2.30)

Note que quando este processo comparativo é aplicado sobre todas as decisGes
viaveis em todo o espaco de estados, a decisdo escolhida serd aquela cuja funcéo de valor possui
a melhor performance para cada estado. Ent&o, a politica melhorada no algoritmo de iteracéo
de valor seré a politica que otimiza o valor de aplicar uma decisdo sobre um dado estado, para
qualquer que seja a decisdo e para qualquer que seja o estado. Esta politica melhorada é a politica

gulosa (greedy policy) com relacdo a todos os estados, e € dada por:
xT € argmax g"(s, a). (2.31)

A politica gulosa atende as condi¢6es do teorema de melhoria da politica (Equacéao

2.29), portando, ela sera tdo boa quanto, ou melhor que a politica atual (Sutton; Barto, 2018).
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Algoritmo 2: Algoritmo de iteracdo de politica
Entrada: 8, PDM
1 inicio

2 x"(s) — inicialize paratodos ¢ S

3 v(s) — inicialize paratodos ¢ S

4 mudar — True

5 Enquanto mudar = True faca:

6 A O

7 Enquanto A < 8 faca:

8 Para s € S faga:

9 v — V'(s)

10 Vi(s) — c(s, X(s)) +y ses P(S']s, X (s))V(9))

11 A — max(4, v — vy(s)|)

12 Fim

13 Fim

14 Paraze S faca:

15 xT(s) «—argmaxc(s,a)+y P(s'|s, a)v(s)
a

16 Fim

17 Se x™ = x™ entdo

18 | mudar — Falso

19 Fim

20 XY(s) — x™

21 Fim

22 return x™

23 fim

Assim, este teorema garante que, havendo uma politica melhor que a atual é impossivel que ndo
seja encontrada em algum momento da rotina de melhoria da politica (Howard, 1960).
A composicao das rotinas de avaliacdo da politica e melhoria da politica formam o

algoritmo de iteracdo de politica (Algoritmo 2).

2.2.3.4 Algoritmo de iteracao de valor

O algoritmo de iteragéo de valor opera atualizando a funcédo de valor iterativamente
para todos os estados até que um critério de convergéncia seja atingido. A cada iteracdo do

algoritmo, a equacdo de Bellman é atualizada de acordo com a regra abaixo:

=
vkl =max c(s,a)+y  p(s'ls, a) vi(9). (2.32)

a€A ,
s €S

Cada uma destas etapas de atualizacéo é denominadas de backup de Bellman. Quando

a sequéncia de aproximacdes de valor converge para a funcdo de valor 6tima, o algoritmo captura
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a politica associada, e,portanto, resolver o PDM.

Uma vantagem da iteracdo de valor frente ao algoritmo apresentado anteriormente
esta em que no algoritmo de iteragdo de politica cada iteragdo envolve o processo de avaliacdo da
politica separado do processo de melhoria da politica, de modo que em cada teste para atualizacdo
da politica, sdo feitas duas varreduras sobre o espa¢o de estados. Em contrapartida, o algoritmo
de iteracdo de valor combina em uma Unica varredura do espaco de estados as etapas de avaliacao
e melhoria da politica (Sutton; Barto, 2018). Além disto, aa iteracdo de valor aprimora a politica
com mais frequéncia e reduz a complexidade do lagco de repeticdo principal. Em termos de
mem©ria, ndo ha uma diferencia consideravel entre eles (Dai; Goldsmith, 2007),(Geramifard et
al., 2013).

Esta técnica se assemelha ao algoritmo para problema de horizonte finito apresentado
anteriormente (Algoritmo 1). No caso do algoritmo de programacdo dinamica reverso, a iteracdo
parte de um uma época de decisdo T , e segue decrementando o contador do ciclo iterativo,
construindo a funcdo de valor para cada estado. Semelhantemente, porém em um sentido oposto,
a iteracdo de valor parte de um ponto inicial, e avancga incrementando o contador do ciclo iterativo

até satisfazer um critério de convergéncia (Powell, 2022). O algoritmo para quando
vl e (1= )2y, (2.33)

emque y, 0 < y < 1, é o fator de desconto, € > 0 € uma tolerancia de erro, e llv™*t — vl =
maxs |v"*(s) — v(s) |.
Veja 2 o pseudocddigo algoritmo de iteracdo de valor. Na proxima subsecdo €

apresentada a garantia de convergéncia do algoritmo.
2.2.3.4.1 Convergéncia do algoritmo de iteracdo de valor

Esta secdo é dedicada a apresentar a prova da convergéncia do algoritmo de iteracao
de valor. As demonstracGes aqui apresentadas também podem ser consultadas em (Bellman,
1957). Antes de desenvolver a demonstracdo, é fundamental apresentar algumas suposicées e

defini¢bes necessarias.

Suposicdo 1. Funcoes de retorno e transicao estacionarias: As fungdes c(s, a) e p(s'|s, a) ndo

variam ao longo das épocas de decisao.

Suposicao 2. Retornos limitados: | ¢(s,a) | < M < oo paratodoa € A,s € S.
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Algoritmo 3: Algoritmo de iteracdo de valor
Entrada: €, PDM
1 inicio

2 v(s) — inicialize paratodos € S

3 Enquanto A > efaca:

4 Paras € S faca:

5 v — v(s) >

6 v(s) — maxc(s, a) +y Sfei(slls, a) v(s)

7 x"(s) — argmaxc(s,a) +y  sespls'ls a) vis')
a

8 A — max(p, llv — v(s)ll)

9 Fim

10 Fim

11 [fim

Suposicéo 3. Fator de desconto: Retornos futuros sdo descontados de acordo com o fator de

descontoy,emque 0 <y < 1.
Suposicao 4. Espaco de estados de discretos: O conjunto S € finito ou enumeravel.

Definicdo 2.1. Seja V um conjunto de funges, limitado com valores reais, define-se a norma de

vV €V por:
IV = maxv(s).
SES

Dado que V é fechado com relacéo a adicao e multiplicacé@o por escalar e possui uma norma,

pode-se dizer que V é um espaco linear normado.

Definigdo 2.2. Dizemos que um operador 7 : V — V é uma mapeamento da contracao se exite

umy, 0 <y <1, tal que:
IT(v)—T1W)l < yllv —Ull.

Definicdo 2.3. Uma sequéncia {v"} € V, n > 1, é dita ser uma sequéncia de Cauchy se para

todo € > 0 existe N tal que paratodom,n < N:
lvr — vl < e

Ou seja, uma sequéncia de Cauchy é aquela cujo os elementos se tornam arbitrariamente

proximos uns dos outros a medida em que a sequéncia avanca.

Definicédo 2.4. Um espaco linear normado é completo se cada sequéncia de Cauchy contém um

ponto limite neste espaco. Este espaco € chamado de espaco de Banach.
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A seguir é apresentado o teorema que fundamenta o argumento imediato para provar

a convergéncia do algoritmo de iteragédo de valor.

Teorema 2.1. (Teorema do ponto fixo de Banach) Seja V um espaco de Banach,eseja7: V — V
um mapeamento de contragdo. Entéo:
(a) Existe um Unico elemento v* € V tal que T(v}) = v

(b) Paraumv® € V arbitréario, a sequéncia {v"} definida por
Vn+1 - T(Vn) - Tn+1(VO)
converge para v*.

Demostracdo: Seja a sequéncia {v"}, n > 1. Inicialmente, serd& mostrado que a distancia entre
v" e v™™M tende a zero para um n suficientemente grande e um certo m > 1. Entdo, a diferenca

ymm — yh @ escrita como sendo

Vn+m _ Vn - Vn+m _ Vn+m+1 + Vn+m+1 .. vn+1 + vn+1 _ vn
1
- (Vn+k+1 . Vn+k)
k=0

Aplicando a norma sobre os dois lados da igualdade, e em seguida utilizando-se da definicéo de

desigualdade triangular, tem-se:

.m_l
'Vn+m_vn — < o1 Ko
- (vn+ +1 0t )
21
< - (Vn+k+1 _ Vn+k)
= (Tn+k(v1) _ Tn+k(VO))
k=0
21
< ) Vn+k Vl _ VO
=0
_yv@a_ym.. .
= — vy —yo
1-vy

Sabendo que y, 0 < y < 1, para n suficientemente grande, a igualdade acima pode se tornar
arbitrariamente pequena. Note que a partir disto é certo afirmar que a sequéncia {v"} é uma

sequéncia de Cauchy. Dado que V é um espaco completo, é necessario que v" tenha um ponto

limite dentro deste espaco. A partir disso, conclui-se que:

lim v = VA_

n—oo
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Agora, deseja-se mostrar que v* € um ponto fixo do mapeamento T. Para isto, observe que

0 < It — v
= IT(v") — vh+ v — VA
< 7" = vl + llve =V
= T =T + v =

<y vV =t v = AL
Sabendo que limnow vt — VM = limpseo vt — v=2l = 0, tem-se que
o<ty —-vI <o,
portanto,
I7(v") — vl =0,

que significa que T (v!) = v* Agora, a unicidade de v* sera provada por contradicdo. Assuma
que existem dois pontos de limite, representados por v* e U *. A suposicdo de que T é um

mapeamento de contracdo requer que
IT(v") — T(U*ll < ylivt — u~ll.
Note, que se v* e U* sdo pontos de limite, entdo T(v') = v} e T(U*) = U*, isto significa que
Iv* — u=ll < y vt — U=l

Porém, sabendo que y < 1, isto é uma contradicdo, o que significa que v* = U *, e portanto, v* é

Unico. ]

Agora, de posse do Teorema 2.1 € possivel mostrar que o algoritmo de iteragédo
de valor converge para a solugdo Otima. Para isto, basta mostrar que o operador M, sendo

M(V) = max V, é um mapeamento de contracdo. A proposi¢cdo abaixo oferece essa garantia.
Proposicédo 2.1. Se 0 < y < 1, entdo M é um mapeamento de contracdo de V.

Demonstracdo. Sejam V, U € V, assuma que M(V) > M(U). Considere certo estado s € (S),

admita que existe

=
a;(V) € argmax c(s,a) +vy p(s'ls, a) v(s))

a€A s'es
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Entao,

0 < M(v(s)) = M(U(s))
I

= =

= c(sai(Vv))+y P_j‘ssr(v) v(s)) - c(s,a*(U))+vy Pasi(ru) U(s)
s'es 1 s'es 1
= | = |

<  c(s as*(V)) +y Pszf‘(v) v(s’) - c(s, a*;(V)) +y P::,(V) U(s)
s'es s'es

Voo PPV IV(s) - U(S)]

s'e
az(v)

<vy ss P v

"SIES

az(v)

- V ”V - U” ss/

P s'es
= ylv—-ull.

Este resultado afirma que M(V ) = M(U ), entdo M(v(s)) — M(U (s)) <y |v(s) — U (s)|. Por
outro lado, se a suposicéo inicial fosse que M(V ) < M(U ), semelhantemente se chegaria a

conclusdo que M(v(s)) — M(U(s)) = —y |v(s) — U(s)]. Isto significa que,
IM(v(s)) — M(U(s))| < liv(s) — U(s)Il,
é valido paratodos s € S. A partir da defini¢cdo da norma (def. 2.1), tem-se que

max IM(v(s)) — M(U(s))| = IM(v(s)) — M(U (s))ll

<vylv —=ul.

Isto significa que M é um mapeamento de contracéo, e, portanto que a sequéncia v gerada

por v"*1 = M(v") converge para um Unico ponto de limite v* que satisfaz a equacdo de

otimalidade. 0

2.3 PROCESSO DE DECISAO SEMIMARKOVIANO

Dado o problema de tomar decisdes diante de um cenario de incerteza, ha uma vasta
classe destes problemas que podem ser modelados como um processo de decisdo markoviano
(PDM). Entretanto, existem alguns problemas que carregam em si determinadas particularida-
des que exigem um certo nivel de generalizacdo do processo estocastico, objetivando melhor

representa-lo. Tome como um exemplo um processo de filas, cujo decisdo envolve determinar
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qual cliente da fila sera atendido em um dado momento por um servidor. Perceba que os interva-
los entre as decisdes nem sempre serdo iguais, e eventualmente ocorrem alteragdes de estado
independente de uma decisdo diretamente aplicada sobre ele. Diante desta caracteristica do
problema, um caminho viavel € tratar esse processo de decisdo como um processo de decisao
semimarkoviano.

Processos de decisdo semimarkovianos (PDSM) sao generalizacdes de um processo
de decisdo markoviano (PDM), em que os tempos entre as épocas de decisdo da cadeia de
Markov ndo séo iguais, podendo ocorrer deterministicamente ou estocasticamente, embora o
mais comum seja que este intervalo seja uma variavel aleatoria (Gallager, 2013), (Baykal-Gursoy;
Gursoy, 2007), (Gosavi, 2015). De modo geral, pode-se dizer que um PDM é um caso especial
de um PDSM em que o tempo entre as transi¢cGes € sempre unitario. PDSM sdo apropriados
para modelar sistemas de eventos discretos de tempo continuo. Neste sentindo, em um PDSM as
decisdes aplicadas em intervalos varidveis destinam-se a modelar cursos de a¢des estendidos

temporalmente (Sutton et al., 1999).

Figura 10 — Trajetorias da evolucdo dos estados em um processo de decisdo markoviano e
semimarkoviano.

TEMPO TEMPO

(a) Trajetoria da evolucdo dos estados em um PDM. (b) Trajetéria da evolucdo dos estados em um PDSM.

oavis3

oavis3

Fonte: (Sutton et al., 1999), adaptado pela autora (2022)

Quando o tempo entre as épocas de decisdo é uma variavel aleatéria, o PDSM pode
ser classificado em duas categorias:
* Processo de decisdo semimarkoviano generalizado: Quando a dstribuigéo de probabili-
dade associada a variavel aleatdria € uma distribui¢do qualquer;
 Processo de decisdo markoviano de tempo continuo: As variaveis aleatdrias que defi-
nem o intervalo entre as épocas de decisdo sao do tipo exponencial.
Para qualquer que seja a classificacdo acima, pode-se pensar no PDSM como um
processo onde 0s sucessivos estados ocupados sdo governados por uma probabilidade de transicéo

de um processo markoviano, mas o tempo de permanéncia em qualquer estado é descrito por uma
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variavel aleatoria que depende do estado ocupado atualmente e do estado para o qual a préxima
transicdo sera realizada. Entdo, nos instantes de transicdo o PDSM se comporta como um
PDM. Entretanto, o tempo de ocorréncia entre as transi¢cdes sao governados por um mecanismo

probabilistico diferente (Howard, 2007).

2.3.1 Processo natural e processo semimarkoviano

Voltando ao exemplo do processo da fila apresentado no inicio desta secéo, considere
que o sistema pode ser observado continuamente ao longo de sua evolugéo, e 0 observador tem
acesso ao tamanho da fila. Assumindo que uma vez que o cliente entra na fila e s6 sai apds ser
atendido, tem-se que o estado da fila varia sob duas condi¢des: quando chega um novo cliente
ou quando o servidor atende um cliente que estava em espera. Perceba que a chegada de novos
clientes na fila independe de qualquer deciséo, enquanto a reducdo da fila depende da deciséo
de escolher um cliente para ser atendido. Entre o atendimento de dois clientes consecutivos,
o tamanho da fila pode variar, mas veja que para a escolha do proximo cliente a ser atendido,
importa ao decisor saber o estado da fila somente no momento em que a decisdo serd tomada.

Figura 11 — Exemplo do fluxo de um processo natural, em

que os circulos abertos representam os estados
de decisdo do PDSM.
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Fonte: (Puterman, 2005), adaptado pela autora (2022)

Este exemplo do processo de filas, traz a evidéncia dois conceitos importantes em
um PDSM. Note que, embora o sistema evolua continuamente, apenas os estados nos quais
existe a aplicacdo direta de uma decisdo oferecem informacdes relevantes ao decisor. Portanto,
é conveniente distinguir o processo estocastico que produz a evolugdo continua do sistema do

processo que representa a evolugdo dos estados somente em épocas de decisdo. A cada um
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destes processos, da-se respectivamente 0 nome de processo natural e processo semimarkoviano
(Puterman, 2005).

Seja S o espaco de estados finito ou enumeravel, defina {S(t)}efo,11 como sendo
um processo estocastico, tal que S(t) € uma variavel aleatéria que assume valores em S, e
0 < T < o € 0 horizonte temporal. Considerando que as épocas de decisdo ocorrem em
pontos discretos e aleatdrios do tempo, estabelega ti, k € {0, 1, 2, - - - }, como a k-ésima época
de decisdo. Na época de decisao tx, 0 decisor observa o estado sk = S(t«) € aplica a decisdo
ax € As., em que A;, < A denota o conjunto de decisfes viaveis no estado sx e A é uma
conjunto finito ou enumeravel que contém todas as decisdes viaveis.

As transicOes entre estados de decisdo e o intervalo temporal entre duas épocas de

decisdo sdo governados por uma funcdo de probabilidade estacionaria dada por:
QG, tli,a) = P[ske1 =J, tisr — tk < Tlsk =i, ax = a], (2.34)

onde Q(j, t |i, a) descreve a probabilidade do sistema ocupar o estado j no tempo tw1 num
intervalo de tempo de no maximo t dado que no estado i foi aplicada a decisdo a. Adicionalmente,

tem-se que a probabilidade do sistema ocupar um estado j na proxima época de decisdo é :
P(jli,a) = Plske1 =jlsk =i, ax = al, (2.35)
a qual pode ser obtida também por:
PG a) = lim Q(, T, a). (2.36)
Agora, seja

p(tli,a,j) = Pltker — tk < TlSks1 =J, ax = a, sk = i), (2.37)

a probabilidade de que a proxima época de decisdo ocorra num intervalo de no maximo t , dado

que o estado atual seja i, 0 proximo estado sejaj e a decisao aplicada seja a. Note que Q(j, t |i, a)

pode ser obtida a partir de P (jli, a) e p(t i, a, j) (Bertsekas, 2007), tal como apresentado a

abaixo:
QU, tli, a) = p(tli, a,j)P (jli, a). (2.38)

Esta dinamica de transi¢do entre as épocas de decisdo € denominada de cadeia de Markov

embutida ou processo de decisdo markoviano embutido (Puterman, 2005), (Gosavi, 2015).
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2.3.2 Equacéo de Bellman em PDSM

Dado que em um estado i € S seja escolhido aplicar a decisdo a € A, tem-se que
o0 retorno fixo global C(i, a) e um taxa de retorno adicional c(i, a, j) que ocorre enquanto o
processo natural permanece em um estado de decisdo j. Entdo, o retorno total entre épocas de

decisdo subsequentes t e ti+1 € dado por:

J- T
r(i,a) = C(i, a) + E cli, a, S(t))dt (2.39)

tr
em que tx e i1 Sa0 0 tempo de duas épocas de decisdo consecutivas e o estado S(t) pode mudar
diversas vezes entre estas duas épocas de decisao.
Seja r uma politica estacionaria e deterministica definida como uma fungdorn : S —
A. A performance de  pode ser avaliada a partir de diferentes func¢des objetivo. Neste trabalho
sera utilizado o retorno médio dzillpolitica, que dado um estado inicial so = i, € definida como:

1 E 'J- s . #

TU zr‘k=1 Tkli ]’[] E k=0 C S d . V ) E S
N — i ] + , t t , 7 1 7
g ()= lim g (st st v clsi s, S(0) " (2.40)

em que 1 denota o tempo de permanéncia entre as épocas de decisdo k — 1 e k. Resolver um
PDSM corresponde a encontrar uma politica étima ri* definida como:

M i) € argmin gr(i) Vi€S, (2.41)
nen

em que M é uma classe de politicas. Adicionalmente, assuma que a cadeia de Markov é do
tipo unicadeia (uma cadeia com apenas uma classe recorrente e possivelmente alguns estados

transientes), de modo que o custo médio esperado 6timo é dado por:
g" =g =ming, (i) Yi€S, (2.42)
nen

é independente do estado inicial i (Gosavi, 2015).

Teoricamente, uma politica 6tima pode ser obtida resolvendo a equacéo de Bellman,
que no caso de um PDSM ¢ formulada sobre a cadeia de Markov embutida com probabilidade de
transicdo apresentada em (2.36). Assim, a equacao de Bellman de um PDSM é dada pela funcéo
de valor na seguinte forma (Bertsekas, 2007; Bellman, 1952)

C - )
h\(i) = g;w r(i,a) — gt(i, a) + P(jli, a)h"(j) Vies, (2.43)
sendo r(i, a) o retorno esperado por transicéo, t™(i, c;)eg tempo médio de permanéncia entre duas

épocas de decisdo e g* € o custo médio minimo.
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Em particular, neste trabalho serd mostrado que modelar o problema tratado como
um PDSM, ao invés de um PDM, oferece uma vantagem computacional. Além disto, em
principio pode-se utilizar métodos baseados na equacéo de Bellman para encontrar a politica, tal
como os algoritmos de iteracéo de valor e iteracdo de politica, apresentado respectivamente nas
seccoes (2.2.3.4) e (2.2.3.3). Entretanto, em problemas com espaco de estados suficientemente
grandes, estes métodos sdo computacionalmente inviaveis, um vez que necessitam varrer todo o
espaco de estados. Na pratica, um caminho alternativo é recorrer a métodos de aproximacao.
Neste trabalho é proposto uma abordagem baseada em uma politica heuristica rollout para obter

uma solucdo para o problema de alocacédo de veiculos.

24 ALGORITMO ROLLOUT

Em secdes anteriores foram apresentando estruturas para modelar problemas de
decisdo sequencial, cujos os algoritmos apresentados (se¢do 2.2.3.4 e 2.2.3.3) constituem técnicas
para computar exatamente a fungdo de valor para cada estado viavel. Entretanto, algoritmos como
iteracdo de valor e iteracdo de politica exigem um processo iterativo que percorre multiplas vezes
0 espaco de estados e 0 espaco de decisdes, tornando o desempenho computacional extremamente
sensivel a dimensionalidade destes espacos. Adicionalmente, a abordagem classica e exata do
calculo da funcdo de valor necessita que o0 processo estocastico seja plenamente conhecido,
de modo que a distribuicdo de probabilidade de transicdo entre os estados e de geragdo de
informagdes exdgenas deve estar acessivel ao modelo.

Diante do problema denominado de maldi¢do da dimensionalidade, surge um dos
principais impasses da programagao dinamica tradicional, que é o fato da equacéo de Bellman
nédo ser aplicavel para qualquer problema de decisdo sequencial. Entretanto, hd& um caminho
que retne as propriedades vantajosas da programacdo dindmica e as combina a técnicas de
aproximacdo de funcdes e simulacdo, equilibrando a utilizacdo de recursos computacionais na
busca de politicas sub-6timas eficientes (Wang et al., 2009).

Neste trabalho, dadas as condigdes da alta dimensionalidade do espaco de estados e
decisdo do problema de alocacdo de veiculos, a solugdo apresentada tem como objetivo encontrar
uma politica que produza uma solucéo viavel e aceitavel baseada do algoritmo rollout. Rollout é
uma ferramenta heuristica de otimizacdo sequencial Gtil para resolver problemas de programacéao
dindmica, cujo procedimento envolve escolher decisdes em tempo real somente para os estados

visitados, via uma politica de deciséo lookahead (Goodson et al., 2017). A técnica rollout € um
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método de aproximacao categorizado na classe de algoritmo de iteracdo de politica aproximada,
em que a fungdo de valor é aproximada por uma funcdo computacionalmente viavel e que ndo
requer armazenamento.

O algoritmo rollout funciona simulando futuras trajetorias do sistema para cada
estado visitado pelo decisor seguindo uma politica inicialmente dada para cada estado possivel.
As trajetdrias simuladas podem ser utilizadas para aproximar a fungédo de valor destas politicas
iniciais. O método entdo aplica uma etapa de otimizacdo que produz uma nova politica pelo
menos tdo boa quanto a anterior se algumas condi¢6es, que serdo apresentadas logo a seguir,
forem satisfeitas. Este processo iterativo do rollout equivale ao método de iteracdo de politica
aproximada com uma Unica iteracdo (Bertsekas, 2013).

E importante compreender que o propésito do rollout ndo é obter uma estimativa
completa da funcdo de valor. O principal objetivo do algoritmo rollout € melhorar uma dada
politica, ou seja, partindo de uma politica sub-6tima, definida a priori para o horizonte do
problema, chamada de politica base, deseja-se produzir uma politica melhorada, chamada de
politica rollout (Bertsekas, 2007). E garantido que a politica rollout melhora a politica base se
algumas condicdes sobre esta politica forem respeitadas. Tais condigdes serdo apresentadas mais

a frente.

Figura 12 — llustragdo da estrutura l6gica do algoritmo rollout.

Fonte: (Bertsekas, 2019), adaptado pela autora (2022)

Em principio, considere um PDM cujo espaco de estados S é um conjunto finito e

enumeravel, onde sy € S é o0 estado do sistema na época de decisdo k. Define-se
Sk = {sk+1|P(sk+1/sk, ax) > 0}

como o conjunto de estados imediatamente alcancaveis quando o processo ocupa o estado sk

e a decisdo ax € A« é aplicada. Dado o estado s 0 algoritmo rollout considera todos os
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subproblemas que evoluem a partir de cada estado sk € S2+ao longo das épocas de deciséo
em um horizonte de tempo limitado, e os resolve por meio da heuristica base H (veja Figura
12). A partir da heuristica base H é computada uma sequéncia de estados e decisdes que formam
uma trajetoria h = {sw1, a1, *+ * * , an-1, Sn }, €M que todo estado subsequente desta trajetoria
é gerado por simulagdo. O algoritmo rollout escolhe a decisdo ax = 7tk(sk) no estado sk que

otimiza a soma do retorno esperado imediato e a estimativa da funcédo de valor futuro, tal que:

Gk carg min {C(sk, ak) + Gn,(Sk+1)}, (2.44)

akEA(sk)

sendo g, (Sk+1) uma estimativa do retorno meédio associado a trajetoria h comegando no estado
sk ~ P (skelsk ax) seguindo a politica base rn. Entéo, este processo define uma politica sub-

6tima 7tk (s«) denominada de politica rollout.
2.4.1 Condigdes de melhoria da politica

Para o algoritmo rollout a escolha da politica base fica aberta, ndo ha nenhuma
restricdo limitadora para a execucdo do algoritmo. Diversos métodos de otimizacao aproximada
podem ser utilizados, tais como algoritmos gulosos, busca local, algoritmos genéticos, entre
outros (Bertsekas, 2019). Entretanto, a escolha de uma boa politica base é de extrema relevancia
para uma melhor performance do algoritmo. Além disso, é desejavel que a politica base possa
oferecer solugdes de boa qualidade e sua execucao seja computacionalmente tratavel. Assim,
para garantir que o desempenho da politica rollout seja tdo boa ou melhor que o da politica
base, algumas propriedades devem ser asseguradas. Estas propriedades sobre a politica base séo
denominadas de sequencialmente consistente e sequencialmente melhoravel.

De modo geral, dizemos que uma politica base € sequencialmente consistente se

sempre que esta politica produzir uma trajetoria parcial
{sk Ok, Sk+1, Qksr, * + + , SN}
comecando do estado sk, entdo também produzira a trajetoria
{Sk+1, Qk+1, Ske2, Aks2, * =+ , SN}

comecando do estado sw+1. Em outras palavras, ser sequencialmente consistente significa que a
trajetoria gerada pela politica base ndo é alterada a medida em que estados subsequentes passam
a ser o estado inicial da sequéncia. Politicas bases sequencialmente consistentes sdo frequen-
temente utilizadas. Por exemplo, politicas gulosas tendem a ser sequencialmente consistentes
(Bertsekas, 2020).
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Adicionalmente, para que a politica rollout tenha um desempenho melhor do que a
politica base, espera-se que a politica base seja uma politica sequencialmente melhoravel. Entéo,

sabendo que a decisdo que sera aplicada no estado six € determinada por

Gk €area(sy) 1C(Sk, ak) + Gr(Ske1)d,
diz-se que a politica base é sequencialmente melhoravel se para todo estado sk, tem-se que

min {C(sk, ak) + grn (Sk+1) } 5 Gn (Sk). (2.45)

akEA«K H
Ou seja, a propriedade afirma que a funcéo de valor aproximada seguindo a politica base gera um
retorno esperado tdo bom ou melhor do que aplicar localmente a politica base sobre cada estado.
O conceito do algoritmo rollout formulado até este momento pode ser facilmente
modelavel para a versao generalizada de um PDM, que é um PDSM. A ideia geral permanece
a mesma, mas a funcdo de valor precisa ser readequada a fim de contemplar o fato de que a
evolucdo do processo ocorre em um horizonte de tempo continuo. Entdo a equacao (2.44) passa

a ser

ak EakEAk {C(Sk; ak) + QT[H (S(tk + dt))} (246)

sendo S(tx + dt) o estado imediatamente posterior a época decisdo k, que ndo necessariamente
sera o estado imediatamente posterior ao estado atual, mas sim o proximo estado de decisdo que

esta diretamente condicionado a decisdo aplicada na época k.
2.4.2 Vantagens do algoritmo rollout

Por fim, embora algoritmos rollout exijam mais recursos computacionais do que
executar somente o algoritmo heuristico, ainda sim ha algumas vantagens em sua utilizag&o.
Estas sdo:

1. Podem ser utilizados tanto no contexto offline quanto online, pois calculam aproximacdes
para avaliar funces quando necessario, e sua aproximacdes ndo sao armazenadas.

2. Muitos problemas possuem politicas de decisdo heuristicas com bons desempenhos valida-
dos na literatura e propriedades bem estabelecidas, que podem ser otimizados a partir da
utilizagéo do algoritmo rollout.

3. Existe a possibilidade de ser combinado com outros métodos offline de programacéo
dindmica aproximada, como por exemplo uma rede neural produzindo politicas base para

aproximar a funcao de valor.
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3 TRABALHOS RELACIONADOS

O problema de alocacéo de veiculos também pode ser encontrado na literatura como
problema de gestdo de frota dindmico (dynamic fleet management). Um dos primeiros trabalhos
a abordar o problema de alocacdo dinamico aplicado a area de transporte foi apresentado
por Powell (1996) , que desenvolveu modelos de programacdo matematica deterministicos e
estocasticos que tratam de previsdes de demanda e reposicionamento de caminh@es. Desde
entdo diversos modelos foram apresentados, e neste contexto houveram diversas contribuicdes
de métodos aproximados. Como exemplo, pode-se destacar métodos de programacédo dindmica
aproximada para lidar com o problema de gerenciamento de frota em grande escala tais como 0s
desenvolvidos por Godfrey e Powell (2002) e Simé&o et al. (2009). A ideia desenvolvida por estes
autores se resumia a estender o problema de alocacéo classico para um ambiente multiperiodo
dado por um processo de decisdo markoviano de tempo discreto. Em cada época de deciséo, ha
muitos veiculos disponiveis para alocacdo a muitas tarefas, resultado em um largo espaco de
decisdes. Para lidar com essa adversidade derivada do problema combinatorio, uma das possiveis
técnicas era realizar aproximacoes lineares da funcéo de valor. Tal abordagem permitia resolver
de forma eficiente o problema de decisdo como um problema de programagéo linear.

Nos primeiros anos de uso das plataformas digitais de mobilidade, as empresas
adotaram politica simples para o despacho de veiculos as solicitagdes. Liao (2001) e Lee et al.
(2004) adotam em seus trabalhos politica miopes simples para alocacéo de veiculos com base no
menor tempo de trajeto para chegar ao local do cliente, considerando as condi¢des do trafego no
momento da decisdo. A principal desvantagem dessas politicas é que elas agem localmente e
de forma miope, ndo levando em conta o impacto global das decis6es sobre estados futuros e,
portanto, ndo otimizam uma sequéncia de decisdes, mas uma decisdo por vez.

Seow et al. (2009) formula o problema de alocacéo de veiculos em cada época de
decisdo como um problema de alocagéo linear cujo objetivo € minimizar a soma dos tempos
estimados de viagem de veiculos disponiveis para solicitagdes atualmente pendentes. Em vez de
resolver o problema de forma centralizada, os autores propdem um algoritmo colaborativo no
qual grupos de agentes representado por motoristas negociam entre si até chegar em uma decisdo
satisfatoria. Os autores mostram através de experimentos computacionais que essa abordagem
supera regras simples aplicadas por sistemas centralizados. Zhang et al. (2017) formularam
um problema de alocacao cuja fungé@o objetivo era a soma das probabilidades dos condutores

aceitarem a alocacao. Estas probabilidades foram estimadas a partir de um modelo de regressao
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logistica. Como a funcéo objetivo do problema de alocacédo é nédo linear, os autores fizeram uso de
uma heuristica para resolvé-la. Bertsimas et al. (2019) trata o problema de alocacgdo de veiculos a
partir de uma técnica de re-otimizacao na qual um modelo estatico de programacéo inteira mista
é resolvido em intervalos de tempo fixos. O modelo contempla todas as solicitacdes pendentes,
todos os chamados ociosos e 0s tempos de viagens estimados no momento da otimizacgéo e
implementa apenas as a¢des que podem ser aplicadas antes da proxima época de decisdo. Mais
recentemente, trabalhos utilizando técnicas de aprendizado por refor¢o foram apresentados a
comunidade. Xu et al. (2018) faz uso de um modelo de decisdo markoviano em que o provedor
do servico deve combinar as solicitacdes e os veiculos disponiveis em intervalos de tempo
constantes. Para lidar com o problema do espaco de decisOes se tornar suficientemente grande, 0s
autores assumem que a fungéo de valor global é separavel em fungdes de valor locais associadas
aos veiculos, e 0 modelo conduz ao aprendizado de uma funcdo de valor para cada veiculo,
como resultado, o espaco de decisdes é reduzido. Os autores deste trabalho fazem uso de dados
historicos de viagens de taxi para aprender a funcao de valor de uma politica base usada durante
a amostragem utilizando uma representacgéo tabular de programacao dinamica. As decisdes séo
tomadas em tempo real pelo servidor resolvendo um problema de alocacéo linear cuja funcédo de
custo € a soma das funcdes aprendidas por cada veiculo.

Para superar as limitagdes da representacédo tabular, Wang et al. (2018) desenvolve-
ram uma técnica baseada em aprendizado por reforco profundo, em que uma deep Q-network
recebe pares de estado e decisdo como entrada e retorna a funcdo de valor estado e decisdo
associada a este par. A rede neural é treinada usando gradiente descendente com dados de
historico de viagens. Entdo, a funcéo de valor de estado e decisdo aprendida é utilizada como
a funcéo objetivo do problema de alocacdo. Uma abordagem semelhante é desenvolvida no
trabalho elaborador por Liang et al. (2021). Tang et al. (2019) estende a formulacdo baseada em
um processo de decisdo markoviano para um modelo baseado em um processo de decisdo semi-
markoviano, e desenvolve um nova arquitetura de rede neural. Muitos destes desenvolvimentos
sdo sumarizados por Qin et al. (2020).

Outros trabalhos consideram a tarefa de reposicionamento, seja de forma separada
ou integrada ao despacho dos veiculos. Miao et al. (2016) propde uma abordagem de controle
de horizonte de retrocesso para o reposicionamento de veiculos em antecipa¢do a demanda,
de modo a equilibrar a oferta e a demanda e minimizar a distancia total. Holler et al. (2019)

consideram que as épocas de decisdo ocorrem sempre que um veiculo fica livre, e entdo decide
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entre escolher uma solicitacdo pendente a ser atendida dentro de um raio de transmisséo do
veiculo ou reposicionar o veiculo se ndo houver nenhum chamado em esperar neste raio. Neste
trabalho, é utilizado uma deep Q-neural e aproximacoes de politicas para aprender a politica de
decisdo. Seus resultados mostram que as politicas obtidas a partir do processo de aprendizado é
comparativamente melhor em relacéo as politicas miopes simples.

Kullman et al. (2021) desenvolveram uma técnica de aprendizado por reforco pro-
fundo (deep reinforcement learning) para o problema de alocacdo com veiculos elétricos. Em
cada época de decisdo, um servidor central deve decidir quais tarefas atribuir a cada veiculo
elétrico, como por exemplo atender uma solicitacdo pendente ou reposicionar o veiculo para
uma estacdo de carregamento. Os autores também utilizaram redes neurais profundas (deep Q-
neural) para aprender a funcéo de valor e comparar as politicas aprendias com uma abordagem de
re-otimizacdo miope. Liu et al. (2020) desenvolveram uma abordagem baseada em deep Q-
neural sensivel ao contexto de reposicionamento de veiculos. No estudo proposto pelos
autores, a decisdo envolvia reposicionar taxis ociosos para outros pontos de espera, dada a
demanda prevista, a fim de equilibrar oferta e demanda. A alocacdo desses taxis aos chamados é
decidida considerando a menor distancia. Tang et al. (2021) apresentam uma técnica integrada
para despacho e reposicionamento. Eles utilizaram uma rede neural para representar a fungéo
de valor. A obtencdo da politica era dada a partir da resolu¢do de um problema de alocacédo
linear cuja funcdo objetivo é dada pela soma dos erros de diferenca temporal associadas a par

recurso-tarefa.
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4 FORMULACAO DO PROBLEMA DE ALOCACAO DE VEICULOS COMO UM
PDSM

Considere um ambiente em que ha um conjunto com n veiculos que recebem solici-
tacOes de atendimento que chegam continuamente ao longo do tempo. Neste ambiente existe um
agente munido da capacidade de decidir qual veiculo atribuir a uma dada solicitacdo de servico.
Estas solicitagBes sdo concentradas em uma central de atendimento, e chegam ao decisor como
um pedido para realizar o translado de um certo ponto de origem até um outro ponto de destino.
Quando o decisor realiza a alocacdo do veiculo ao chamado, o veiculo parte da sua localizagdo
atual em direcdo ao ponto de origem, e entdo se move até o destino, concluindo a execucao do
atendimento. Apos isto, o veiculo assume um estado de espera, permanecendo no local até que
o decisor atribua a ele um outro chamado. Uma boa politica para este problema sera aquela
gue minimiza o tempo médio de espera para o0 atendimento de cada chamado, medido desde
0 momento em que o chamado € recebido na central de atendimento até 0 momento em que 0
veiculo chega ao ponto de origem da corrida.

Cada chamado que chega ao sistema surge em um ponto aleatério do tempo. Tal
informacao é recebida pela central de atendimento como uma demanda que precisa ser suprida.
Entdo, o fluxo de deciséo sobre qual tarefa alocar a qual recurso aciona o agente decisor em dois
contextos: sempre que um veiculo, antes ocupado, torna-se disponivel ou quando, havendo pelo
menos um veiculo disponivel e nenhuma chamada em espera, uma nova solicitacao é recebida.
Neste contexto, o decisor pode facilmente ser um software que recebe as tarefas e distribui aos

veiculos disponiveis.

Figura 13 — Representacéo dos eventos que acionam o decisor para realizar alocagdo
do chamado ao veiculo.

Decisdo Tipo I Decisdo Tipo I1
* 4 L 2 4 * 4 - *
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Legenda
. Veiculo disponivel A\ Destino do chamado em execugio
® Veiculo Ocupado A Destino do chamado em espera

B Origem do chamado  wem Chamado em espera
em espera ‘
nn Chamados em atendimento

Fonte: Elaborado pela autora (2022).
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Note que, enquanto ndo houver pelo menos um veiculo disponivel para realizar a

tarefa, novos chamados podem continuar chegando ao sistema, o que implica em uma formagao

de fila de chamados. Semelhantemente, enquanto nao existirem chamados em espera, novos

veiculos podem ter seu estado alterado para ocioso, formando assim uma fila de veiculos. Esta

caracteristica do problema permite que seja feito uso dos fundamentos de um sistema de filas

para auxiliar na modelagem da dinamica do sistema.

Figura 14 — Representacdo de um sistema de filas cléssico.

Sistema
Servidor
Novos clientes chegando Fila O Clientes atendidos saindo
—» 0O o 0 —>p O 00000 8——.00 o —>

Fonte: (Shortle et al., 2018), editado pela autora

A Figura 14 mostra uma representacao do sistema de fila. Este sistema € modelado a

partir de alguns componentes elementares, trés destes estdo apresentados abaixo (Shortle et al.,
2018):

« Padréo de chegada dos clientes: O cliente em um sistema de filas é o elemento que
demanda o atendimento do servidor do sistema. Geralmente, em um sistema de filas o
processo de chegada é estocastico. Assim, para que o processo de chegada seja modelado
€ necessario conhecer a distribuicdo de probabilidade que rege o tempo de chegada dos
chamados no sistema;

Padréo de atendimento do servidor: Cada servidor em um sistema de filas assume o
papel de atender a demanda dos clientes que estdo no sistema. Semelhante ao padrdo de
chegada dos clientes, o padrdo do atendimento no geral € estocastico. Portanto, também é
necessario conhecer a distribuicdo de probabilidade que produz a variavel aleatéria que
corresponde ao tempo de atendimento de cada servidor;

Disciplina da fila: Refere-se a maneira pela qual os clientes sdo selecionados para o
atendimento quando uma fila se forma.

Para o problema de alocacéo de veiculos as filas seriam formadas em dois contextos,

no caso da deciséo tipo | (veja Figura 13), os chamados séo os clientes e o0s servidores sdo 0s
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veiculos, e o processo de chegada dos chamados e o tempo de atendimento dos servidores sdo
conhecidos. Para a decisdo tipo Il, os clientes sdo os veiculos e os servidores sdo 0s chamados.
Nos dois casos, 0 decisor gerencia a fila, executando a politica de atribuicdo. Entretanto, este
problema ndo se enquadra em um sistema de filas classicos, pois os servidores do sistema mudam
ao longo do tempo e existe um atributo espacial, conferindo aos elementos do processo uma
variavel adicional, atualizada dinamicamente ao longo do evolucdo do sistema. Portanto, é
indispensavel que a politica de decisdo contemple esta caracteristica espacial, dado que a medida
gue mensurara a qualidade das decisdes dependera diretamente da localizacdo dos cliente e

servidores.

Figura 15 — Representacdo do espaco de decisbes para um PDM e para um PDSM.

Chamados Veiculos Chamados Veiculos

FORMULAGAO PDM FORMULAGCAO PDSM

Fonte: Elaborado pela autora (2022)

Embora problemas de decisdo sequencial sejam geralmente modelados como um
PDM, este problema de alocacdo de veiculos em especial, possui certas caracteristicas que
fundamentalmente precisam ser contempladas pelo modelo utilizado para representa-lo, e um
PDM nao as contempla. Esta particularidade se da com relacdo ao tempo no qual as épocas de
decisdo ocorrem. Em um PDM, as épocas de decisdo ocorrem em intervalos de tempo constantes.
Isto implica dizer que entre as épocas de decisdo, muitos veiculos podem ficar ociosos a0 mesmo
tempo que a fila aumenta com a chegada de novos chamados, resultando em um espaco de
estados arbitrariamente grande. Em contrapartida, em um PDSM as épocas de decisdo ocorrem
em intervalos de tempo discretos, cuja vantagem esta no fato de que cada decisdo é demanda
mediante a ocorréncia de um determinado evento. Por exemplo, no caso do evento que aciona a
decisdo do tipo I, um Unico veiculo fica ocioso por vez. Portanto, uma das principais motivagdes

para formular o problema de alocacdo de veiculos como um PDSM ¢€ a possibilidade de reducéo
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da dimensionalidade do espaco de decisdes, dado que estaremos sempre decidindo a alocagéo de
um veiculo por vez ou de um chamado por vez.

Como exemplo, considere uma época de decisdo em um PDM em que 10 chamados
estdo aguardando para serem atendidos, e existem 3 veiculos ociosos no momento. O nimero de
decisdes viaveis neste estado corresponde a todas as correspondéncias possiveis entre o conjunto
de chamados e o conjunto de veiculos, que é 10 X 9 X 8 = 720. Por outro lado, em um PDSM
as decisdes seriam consideradas em um veiculo por vez, totalizando 10 + 9 + 7 = 26 decisdes
viaveis. E notdrio a reducéo do esforco computacional a medida em que o ndmero de recursos e

tarefas aumenta.

4.1 FORMULACAO MATEMATICA

Considere n € N veiculos idénticos vi, va, . . ., va € V, em que V é o conjunto de
todos os veiculos disponiveis para alocacdo. Estes veiculos sdo conhecidos por um agente decisor,
que gerencia a alocacdo de solicitacdes aos veiculos. Para cada tempo t existe um conjunto de
chamadas em espera R(t), sendo cada chamado representado por uma tupla ri(t) = (o0, dj, wj),
em que o; e a localizacdo da origem do chamado, d; a localizacédo do destino do chamado,
w;j 0 instante no qual o chamado chegou ao sistemaej € N. Note que para qualquer t,
existe a possibilidade de R(t) = @. Tanto a origem o; quanto o destino d; assumem valores
que pertencem a um conjunto finito de localizagdes L, e o tempo de chegada do chamado w;
assumem valores em [0, o). Vale destacar que a suposi¢do de um conjunto finito de localizagdes
nao é restritiva do ponto de vista da aplicacdo, pois comumente o espaco de localizages €
discretizado.

Defina o conjunto de veiculos V(t) que muda dinamicamente ao longo do tempo.
Um veiculo é definido como uma tupla vj(t) = (/;(t), bj(t)), comj € {1, 2, ..., n}. Define-
se /j(t) € L como sendo a localizacdo do veiculo no tempo t e bj(t) € {0, 1} a variavel de
disponibilidade do veiculo, em que b;j(t) = 1 se o veiculo estiver ocupado e bj(t) = 0, caso
contrario.

A variavel de estado do sistema S(t) em um dado instante t sera uma tupla dada
pelo conjunto de veiculos e o conjunto de chamadas solicitadas, isto é, S(t) = (V(t), L(t)), e
t € [0, T ), sendo T o limite do horizonte de decisdo. Portanto, S sera o conjunto de todos 0s
possiveis estados do sistema.

A transicdo de estados neste modelo é conduzida a partir da chegada de novos
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chamados ao sistema e da atualizagdo da disponibilidade dos veiculos. Assim, o conjunto de

veiculos no instante t + 1 sera
V(t+1)=V(t) — {VNt)} + V(t + 1),

ou seja, serd o conjunto de veiculos disponiveis no instante t subtraido o conjunto que contém o
veiculo que foi alocado somado ao conjunto com os veiculos que se tornaram 0ciosos no instante
t + 1. Semelhantemente, tem-se que o conjunto de chamados no instante t + 1 serd o conjunto
de chamados em espera no instante t subtraido o conjunto que contém o chamado atendido mais

0 conjunto dos chamados que chegaram no instante t + 1, tal como apresentado abaixo:
R(t+1) =R(t) — {r"(t)}+ R*(t + 1).

Sempre que um veiculo ficar livre, se R(t) /= @, o decisor ira atribuir este veiculo
a um dos chamados que estdo em espera. Em seguida, o veiculo se deslocara em dire¢do ao
ponto de origem do chamando, partindo de sua localizacdo atual, e posteriormente seguira em
direcdo ao destino do chamado, ap6s o qual terminara a execuc¢do da tarefa. O sistema evolui
continuamente no tempo. Entretanto, as épocas de decisdo ocorrem em instantes discretos de
tempo representados por ti, k € {0, 1, 2, 3, . . .}. Estas épocas de decisdo ocorrem em dois
contextos:

1. Todos os veiculos estdo ocupados e um veiculo termina a corrida, tornando-se livre, e
exitem chamados em espera. Neste caso, o decisor escolhe qual chamada sera atribuida ao
veiculo (Veja Figura 13 do lado esquerdo).

2. Existe um ou mais de um veiculo livre e uma nova chamada chega ao sistema quando ndo
ha nenhum outro chamado em espera. Neste caso, o decisor escolhe qual dos veiculos serd
atribuido a este chamado (Veja Figura 13 do lado direito).

A Figura 16 ilustra a transicdo entre dois estados de decisdo no contexto de deciséo
tipo I. No estado atual, existem dois chamados em espera, 0 chamado A e o chamado B, cujo
tempo de espera na fila é respectivamente, 2 unidades de tempo e 1 unidade de tempo. Existe
também um veiculo gue se tornou ocioso neste estado. Nesse momento, o decisor pode escolher
alocar ao veiculo 1 o chamado A, onde o tempo de descolamento do veiculo até o ponto de
origem sera de 2 unidade de tempo, ou pode escolher alocar ao chamado B, com tempo de
deslocamento de 5 unidade de tempo. Entdo o decisor escolhe atribuir o veiculo ao chamado A, e
o chamado B permanece na fila em espera. Ap6s 3 unidades de tempo, um outro veiculo torna-se

livre e disponivel para alocacdo. Agora, um novo estado de decisdo, subsequente ao anterior, se



63

Figura 16 — Representacdo da transicdo entre estados do PDSM quando ocorre um
evento de deciséo do tipo I.
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Fonte: Elaborado pela autora (2022)

torna conhecido ao decisor. Neste estado, o tempo de espera do chamado B foi incrementado,
sendo 4 unidades de tempo e um novo chamado C chegou ao sistema e estd em espera ha 1
unidade de tempo.

Em um dado estado s € S, o decisor executa uma decisdo a € As, que corresponde
ao chamado que sera alocado a um determinado veiculo no caso da decisdo tipo I, ou o veiculo
que sera alocado a um determinado chamado no caso da decisdo tipo Il. Dado o estado s e a

decisdo a, 0 sistema apresenta ao decisor o retorno esperado dado por

-r e+
c(s,a)=C(s,a)+E (s, a, S(t)) dt , 4.1)

tr
em que C(s, a) é o custo imediato correspondente ao tempo de espera na fila do chamado
escolhido, 6(s, a, S(t)) é a taxa de custo adicional, sendo (s, a, S(t)) = 1 enquanto o0 processo
natural evolui no intervalo [t ti1 + A(s, a)] e 8(s, a, S(t)) = 0 enquanto o processo natural
evolui no intervalo [tk + A(s, a), tk+1 + A(s, a)], onde A(:, -) é uma variavel aleatoria que
retorna o tempo de deslocamento do veiculo de sua localizag&o atual até a localizag&o de origem

do chamado.

4.2 UM ALGORITMO ROLLOUT BASEADO EM SIMULACAO DE EVENTOS DIS-
CRETOS

Partindo da premissa adotada, que o problema de alocacdo de veiculos é modelado
como um PDSM, o fluxo do processo natural € um componente indispensavel. Na secdo
anterior foi definido como ocorrem as épocas de decisdo, ou seja, como € dado o0 processo

semimarkoviano. No caso do processo natural, que modela a evolucéo do sistema em estados que
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ndo sdo estados de decisdo, havera um simulador controlando a dindmica enquanto o algoritmo
rollout é utilizado para estimar a funcao de valor dos estados futuros.

A chegada dos chamados ao sistema, bem como a dindmica de atribui¢do permitem
uma interpretacdo complementar do problema como sendo um sistema de filas controlado. A
Figura 17 mostra uma representacdo do funcionamento do sistema para os dois contextos de
decisdo: quando os servidores sdo os veiculos (Figura 18(a)) e quando os servidores sdo 0s
chamados (Figura 18(b)).

Figura 17 — Representacdo do sistema de fila para o sistema de alocacgéo de veiculos.
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(a) Sistema de filas para a deciséo do tipo I. (b) Sistema de filas para a deciséo do tipo II.

Fonte: Elaborada pela autora (2022)

Para além dos componentes elementares de um sistema de fila, tais como os clientes,
servidores, processo de chegada e politica da fila, h& um outro componente que precisa ser
contemplado na modelagem do problema de alocagéo de veiculos. Os servidores e os clientes
estdo posicionados sobre uma malha de localizagdes. Esta caracteristica adicional influencia
potencialmente a qualidade do atendimento, uma vez que a decisao ideal objetiva minimizar o
tempo de espera do cliente.

O sistema de filas, bem como o ambiente do processo natural do problema de
alocacdo de veiculos sera reproduzido via simulacdo. A simulacéo de eventos discretos (SED)
é a principal técnica utilizada para simular sistema de filas. SED utiliza um mecanismo muito
inteligente para simular o tempo continuo. Primeiro, baseia-se no conceito do evento discreto,
que é qualquer ocorréncia que altera o estado do sistema em intervalos discretos de tempo.
O sistema muda de estado somente quando ocorre um evento e permanece no mesmo estado
durante os intervalos de tempo entre os eventos. Desta forma, ao invés de simular a passagem do
tempo em pequenos incrementos, a SED funciona visitando os instantes nos quais 0s eventos
ocorrem e atualizando o estado do sistema de acordo com a necessidade. Esta caracteristica

atribui uma vantagem computacional, pois torna a simulacdo muito mais eficiente, desprezando
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0 instante de tempo no horizonte nos quais ndo ha alteracdo do estado do ambiente. No geral, um
sistema de simulacédo de eventos discreto pode ser modelado a partir dos seguintes componentes
(Law, 2014):
« Estado do sistema: Sdo as variaveis que descrevem o sistema em um determinado
momento;
« Reldgio de simulagéo: E a Variavel que fornece o valor atual do tempo simulado;
« Lista de eventos: Lista que contém o instante no qual um certo tipo de evento ira ocorrer;
 Rotina de inicializacdo: Um subprograma para inicializar o modelo de simulagdo no
instante inicial;
« Rotina de temporizacdo: Um subprograma que determina o proximo evento da lista de
eventos e, em seguida, avanca o reldgio da simulacéo para o instante em que ele ocorre;
 Rotina de eventos: Um subprograma que atualiza o estado do sistema quando um deter-

minado tipo de evento ocorre.
4.2.1 Simulag&o do ambiente de deciséo

O ambiente de decisdo para o problema de alocacdo de veiculos foi implementado
em Python utilizando a biblioteca de simulag&o de eventos discretos SimPy 4.0. O simulador tem
por principal objetivo reproduzir o processo natural associado ao PDSM. Entéo, inicialmente
foram implementados os elementos principais do problema de alocagéo de veiculos: os recursos,
que sdo os veiculos; as tarefas, que sdo os chamados e o0 agente decisor.

Para implementar o ambiente de simulagdo foram utilizadas algumas bibliotecas
auxiliares, como: Numpy 1.22.4, SciPy 1.8.1, OS 3.10.5, Time 3.9.13 (veja codigo-fonte 1).

Caodigo-fonte 1 — Bibliotecas Python importadas na implementacdo do modelo de simulacéo.

1]import os

2| import simpy

3| import numpy as np

4 | from numpy.random import default_rng

5| from scipy.spatial.distance import cdist

6| importtime

Para modelar os recursos do problema de alocacdo dentro da implementacdo do

ambiente de simulagdo foi criada a classe Car (veja codigo-fonte 2). Esta classe recebe como
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parametro o agente, o numero de veiculos no ambiente, a matriz de deslocamento e as localiza-

¢Oes. Cada veiculo tem um conjunto de atributos tais como sua localizacdo atual, seu status de

ocupacdo, e um nimero de série para identificacdo. A classe Car tem dois principais métodos:

1. Método life: Define o processo principal de um veiculo, constituindo sua existéncia no

modelo;

2. Método ride: Define o processo de atendimento do chamado. Atualizando a localizacdo

do veiculo e seu status. Este método retorna o atraso e o tempo de duracgdo da viagem.

Codigo-fonte 2 — Classe utilizada para definir o elemento veiculo no modelo de simulacéo.

10

11

12

class Car:

def

__init__(self, env, agente , car_number , time_matrix, location):
self.env = env

self.agente = agente

self.number = car_number

self.time_matrix = time_matrix

self.location = rd.choice(location)

self.busy =False

self.life_proc = env.process(self.life())

self.start_driving = env.event()

def life (self):

13 while True :

14 received call = yield self.start_driving

15 self.busy = True

16 atraso , duracao_origem = yield self.env.process(self.ride(
received _call))

17 self.busy = False

18 self.agente.free_car.succeed (( self.number, atraso ,
duracao_origem))

19 self.start_driving = self.env.event()

20

21 def ride (self ,call)

22 duracao_viagem_origem =self.time_matrix[self.location,call.

origem ]
23 yield self.env.timeout(duracao_viagem_origem)

24

25

self.location=call.origem

atraso = self.env.now — call.birth_time
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26 duracao_viagem_destino = self.time_matrix[self.location, call.
dest]

27 yield self.env.timeout(duracao_viagem_destino)

28 self.location = call.dest

29

30 return atraso, duracao_viagem_origem

Um novo chamado passa a existir dentro do ambiente de decisdo sempre que a classe
Call é acionada. Entéo, para cada chamado s&o definidos os atributos que especificam a origem
e 0 destino do chamado, o0 momento em que este chamado chegou ao sistema e seu nimero
identificador (veja cddigo-fonte 3). Os chamados chegam ao sistema seguindo um processo de
Poisson, ou seja, 0s intervalos entre chamados consecutivos € uma variavel aleatoria que segue

uma distribuicdo exponencial com pardmetro A, sendo A a taxa média de chegada

Caodigo-fonte 3 — Classe utilizada para definir um novo chamado no modelo de simulacao.

1lclass Call:

2 def __init__(self, serial_number, birth_time , origem, dest):s
3 elf.serial_number=serial_number

4 self . birth_time = birth_time

5 self.origem = origem

6 self.dest = dest

A classe Call modela um novo chamado, e 0 nascimento de cada novo cha-
mado é orientado pelo padréo de chegada dos clientes. Este padrdo é modelado pela fungédo
arrival_process. Lembre-se que durante a execugdo do algoritmo rollout sdo produzidas
trajetdrias para mensurar o impacto das decisdes no futuro. Neste modelo, foi adotado a premissa
que durante a execucdo da simulacdo para produzir estas trajetérias futuras ndo ocorre a chegada
de novos chamados. Por isso, foi necessario implementar um controle para identificar qual
era 0 ambiente de simulacdo do processo natural e qual o ambiente de simula¢do que produz
as trajetorias. Para este controle foi utilizado um artificio do sistema operacional para clonar
processos. Basicamente, sempre que 0 agente estivesse diante de um estado de deciséo, um clone
do ambiente era gerado. Neste processo filho, copia do processo do ambiente natural, 0 agente
seguia alocando os chamados em espera aos veiculos disponiveis orientados pela politica base.

Quando a fila esvaziasse ou um tempo limite fosse atingido, o processo filho era encerrado e
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retornava ao agente o atraso médio acumulado da trajetéria. No cédigo-fonte 4, as linhas 6 e 7
dizem que sempre um processo filho estiver em execugdo novos chamados ndo devem chegar ao
sistema. Por fim, para cada novo chamado ¢ indicado seu ponto de origem, seu ponto de destino,

0 momento em que chegou ao sistema e em seguida € adicionado a lista de eventos.

Caodigo-fonte 4 — Funcao que modela o padréo de chegada dos chamados no sistema.

1 |def arrival_process(env, tec, locations, agente):
2 global rd

3 global pid

4 serial_numbers =0

5 while True :

6 if pid ==

7 break

8 possible _locations = list(locations)

9 origem = rd.choice(possible_locations)

10 possible_locations.remove (origem)

1 destino = rd.choice(possible_locations)
12 call = Call(serial_numbers, env.now, origem,b destino)
13

14 if len(agente.lista_calls) ==

15 agente.new_call.succeed ()

16 agente. lista_calls .append(call)

17 interarrival _time = rd.exponential (tec)
18 serial_numbers+=1

19 yield env.timeout(interarrival_time)

Apresentado como foram implementados os veiculos e os chamados no sistema de
simulacéo de eventos discretos, é oportuno explorar com maiores detalhes a implementagdo do
agente decisor, que rege a disciplina da fila. Ele é acionado em dois contextos: quando ocorre 0
evento do tipo | (veiculo livre) ou evento do tipo Il (novo chamado). Nestes casos, 0 método
control da classe Agente é acionado (veja codigo-fonte 5). O método control carrega em si
0 ncleo do algoritmo rollout. Na linha 19 do cédigo-fonte 5 é feito a validacdo dos eventos
do tipo | e tipo Il. Quando ocorre o evento do tipo Il (linha 20 até linha 34), o agente decisor
simplesmente aloca o chamado ao veiculo mais préximo, otimizando o tempo de deslocamento

até seu ponto de origem. A politica de decisdo neste caso € dada pela funcdo choose_car.



Cadigo-fonte 5 — Funcdo que modela o padrao de chegada dos chamados no sistema.
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1| class Agent:

2 def __init__(self, env, rollout , politica):

3 self.env = env

4 self.rollout = rollout

5 self.start_time = 0

6 self.cars = []

7 self.lista_calls = []

8 self.atraso_total = 0

9 self.duracao_chegada_total = 0

10 self.free_car = env.event()

11 self .new_call = env.event()

12 self.controller_proc = env.process(self.control())
13 self.politica = politica

14
15
16 def control(self):

17 global rd

18 while True :

19 yield self.free_car | self.new_call

20 if self.new_call.triggered:

21 self.new_call self.env.event ()

22

23 veiculo_livre False

24 free_cars = []

25 for car in self.cars:

26 if car.busy == False:

27 free_cars.append (car.number)
28 veiculo_livre = True

29
30 if veiculo_livre == True:

31 selected _call = self.lista_calls.pop()

32 car_index = self.choose _car(free_cars ,selected_call)
33 selected _car_number = free_cars[car_index]

34 selected_car = self.cars[selected_car_number]
selected _car.start_driving .succeed(selected_call)

35

36 if self.free_car.triggered:
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37 car_number , atraso , duracao_origem = self.free_car.value

38 self.atraso_total +=atraso

39 self.duracao_chegada_total += duracao_origem

40

4 if len(self.lista_calls) > 0:

42 selected_call = self.choose_call ()

43 self.cars[car_number ].start_driving .succeed (
selected_call)

44

45 self.free_car = self.env.event()

Agora, quando ocorre o evento do tipo Il uma dindmica de deciséo diferente é
executada pelo agente decisor (linha 36 até linha 45). Quando o veiculo muda seu estado de
ocupado para ocioso é analisado o tamanho da fila de chamados. Havendo chamados em espera,
a funcdo choose_call é acionada. E neste ponto que o algoritmo rollout é executado.

A figura 18 apresenta o fluxograma da execucao do algoritmo rollout em uma Unica
época de decisdo. Quando o agente decisor segue uma politica miope, ele simplesmente escolhe
0 chamado seguindo a politica base. Agora, quando ele segue a politica rollout, o fluxo inicia
com 0 agente observando todos os possiveis estados subsequentes, ou seja, quais chamados
podem ser alocados ao veiculo ocioso. Para cada um destes chamados € gerada uma copia do
processo, em que cada processo filho parte do pressuposto que um dos chamados viaveis da fila
de espera foi o escolhido para alocacao. Nesta copia do processo, enquanto houverem chamados
na fila ou enquanto o tempo de simulagéo para este processo filho ndo for atingido sempre que
um novo veiculo estiver disponivel, um dos chamados sera escolhido a partir da politica base.
Durante a evolugdo do processo filho o atraso de alocagéo vai sendo armazenado. No momento
em que a fila de chamados em espera esvaziar ou o tempo limite for atingido, a soma dos atrasos
armazenados é retornada ao decisor no processo pai, que € o processo original e o processo filho
é encerrado. Neste ponto, o decisor tem consigo o retorno de todas as trajetdrias construidas a
partir dos processos filhos, e pode escolher o chamado com menor atraso dentre todos os que
foram avaliados.

No geral, esta € a estrutura do algoritmo rollout baseado em simulacdo de eventos
discretos para o problema de alocacédo de veiculos. No capitulo a seguir, sera apresentado 0s

resultados de alguns experimentos aplicando este algoritmo ao problema de alocacéo de veiculos.




Figura 18 — Fluxograma representando uma etapa de decis@o do algoritmo rollout.
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5 EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS E RESULTADOS

Neste capitulo serdo apresentados detalhes dos experimentos que foram realizados
utilizando o algoritmo rollout baseado em simulacéo de eventos discretos sobre instancias sinté-
ticas para o problema de alocacéo de veiculos. O experimento objetiva comparar a performance
das decisbes orientadas pela politica rollout com as que seguem a politica base. A medida
de desempenho utilizada é o atraso médio associado aos chamados. O atraso de um pedido
corresponde ao intervalo de tempo entre seu nascimento até 0 momento em que o veiculo chega
ao local de origem onde esta aguardando (Ver discussao na se¢do 4.1, em particular a equagéo
4.1).

Nos experimentos, o espaco de localizacBes é representado por uma malha quadricu-
lar (Figura 13). Os veiculos podem estar localizados em qualquer vértice do grafo reticulado.
Este grafo reticulado possui dimensdo n X n. Os chamados séo caracterizados por um vértice
de origem e um vertice de destino. O tempo de deslocamento entre quaisquer dois vertices é
uma func¢do da distancia entre eles. A distancia entre dois vértices é dada pelo comprimento do
caminho mais curto entre os vertices, obtido a partida da norma L1, ou como é mais conhecida,
distancia Manhattan, dada pela soma das diferencas absolutas de suas coordenadas.

Nesta etapa de experimentagéo, foram testadas trés politicas base:

« FIFO (first-in-first-out): Esta politica orienta o decisor a escolher o chamado que esta a
mais tempo na fila de espera. Sua implementacéo é bem simples, removendo o primeiro
chamado adicionado na lista de chamados (codigo-fonte 6);

« NV (nearest-vehicle): Esta politica direciona o decisor a escolher o chamado que se
encontra mais proximo do veiculo disponivel. A fungdo que executa esta politica captura a
localizacdo do veiculo disponivel e a localiza¢do de todos os chamados em espera para
entdo capturar o chamado mais proximo (codigo-fonte 7);

« RANDOM: Quando o decisor segue esta politica, 0 chamado é escolhido aleatoriamente.
A funcdo desta politica mapeia todos os chamados em espera e realiza uma amostra

uniforme de um destes chamados (c6digo-fonte 8);

Caodigo-fonte 6 — Funcdo que modela a politica base FIFO

1|def fifo_policy (self):
2 selected _call = self.lista_calls.pop(0)

3 returnselected _call
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Cadigo-fonte 7 — Funcdo que modela a politica base NV.

1| def nv_policy(self):

2 free_car = self.free_car.value[0]

3 position_car = self.cars[free_car].location

4 index_call = np.argmin ([ self.cars[free_car].time_matrix|[
position_car , call.origem] for call in self.lista_calls])

5 selected_call=self.lista_calls[index_call]

6 self.lista_calls.pop(index_call)

;

8 return selected _call

Caodigo-fonte 8 — Funcéo que modela a politica base RANDOM.

1|def random_policy (self):

2 index_call = np.random.choice(range(len(self.lista_calls)))s
3 elected_call=self.lista_calls[index_call]
4 return selected _call

As instancias utilizadas no experimento foram geradas artificialmente. Para gerar as

instancias foram adotadas os seguintes parametros:

1. Numero de veiculos: 5, 10, 15, 20, 25 e 30.

2. Ndmero de localizagGes: 100, 200, 300, 400 e 500.

3. Taxa média de chegada dos chamados: 4 e 9 por unidade de tempo.
Combinando estes pardmetros, foram obtidas 60 instancias. Para cada instancia, foram executadas
30 rodadas de simulacdo com um horizonte de 1000 unidades de tempo. Cada rodada de
simulacdo consiste em executar duas etapas independentes: a primeira, executando as 3 politicas
bases, a segunda, aplicando o algoritmo rollout para as mesmas politicas bases. Durante a
execucdo do algoritmo rollout, as simulacdes de trajetdrias futuras foram executadas até que a
fila ficasse vazia ou até atingir um horizonte de 400 unidades de tempo.

Ao final da execuc¢do do algoritmo, foi obtido o atraso acumulado médio para cada
rodada de simulacdo. A partir dessa métrica, as duas abordagens, politica rollout e politica base,
foram comparadas, e os resultados a seguir tém por objetivo validar a propriedade de melhoria
da politica promovida pelo algoritmo rollout.

Os graficos a seguir apresentam 0s resultados para cada uma das politicas bases
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Figura 19 — Comparativo do atraso acumulado médio seguindo a politica FIFO.
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experimentadas: FIFO (Figura 19), NV (Figura 20) e RANDOM (Figura 21). Perceba que para
cada uma delas, no algoritmo rollout o decisor realizou a alocacdo dos veiculos com atraso
acumulado médio equivalente ou inferior ao atraso do decisor guiado somente pela politica base.
Uma caracteristica importante da performance realizada pelo algoritmo rollout € que ele melhora
potencialmente decisdes no contexto de maior demanda, ou seja, nos cenarios nos quais haviam
menos veiculos com uma taxa maior de chegada de chamados. No caso das instancias em que

0 atraso acumulado médio das duas solugdes foi equivalente, pode se observar que o ambiente



Figura 20 — Comparativo do atraso acumulado médio seguindo a politica NV.
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oferecia uma oferta suficiente para atender imediatamente qualquer novo chamado que chegasse,

sem gue houvesse a necessidade que ele fosse direcionado a fila para aguardar. Assim, o atraso

corresponde somente ao tempo em que o chamado aguarda o veiculo se deslocar até o ponto de

origem.

O ganho na performance da politica de decisdo implica em uma reducdo no atraso

acumulado médio que chega até 55,55% para a politica FIFO 69,99% para a politica NV e

65,28% para a politica RANDOM. No geral, a taxa de melhoria média é apresentada na Tabela 1.



Figura 21 — Comparativo do atraso acumulado médio seguindo a politica RANDOM.
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Tabela 1 — Taxa de melhoria promovida pelo algoritmo rollout.

Politica FIFO Politica NV Politica RANDOM

35,87% 22,65% 39,20%

A Tabela 2 exibe algumas informacg0es descritivas a respeito da distribuicdo do
atraso acumulado médio extraidas das amostras obtidas para cada instancias em todas as rodadas

de simulacdo. Entre as politicas FIFO, NV e RANDOM utilizadas no algoritmo rollout a
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politica RANDOM foi a que apresentou a maior média, bem como a maior amplitude e maior
desvio padrdo. Embora o objetivo do experimento ndo seja obter a melhor politica aproximada,
é importante reforcar que produzir boas politicas a partir do algoritmo rollout passa em um
primeiro momento por escolher uma boa politica base. Neste caso, as melhores politicas seriam
a FIFO e a NV, sendo a FIFO uma politica que minimiza o tempo de espera priorizando a ordem
de chegada dos chamados, e a NV minimiza priorizando o menor deslocamento.
Tabela 2 — Atraso acumulado médio das politicas com e sem utilizacdo do
algoritmo rollout.

FIFO NV RANDOM

Politica Politica Politica Politica Politica Politica
Base Rollout Base Rollout Base Rollout

Media 12,7984  6,5102  9,7765  6,3427 14.8708 7,9301
Desv. Padrdo  8,6653  3,7032  6,3382  3,4112  9,9982  5,3723

Min. 1,5889 1,5889 1,5889 1,5889 1,5889 1,5889
25% 44699  3,7101 39173  3,9043  7,4943  3,6759
50% 11,6083 5,3596  9,1610 5,3627 14,8181 6,7281
75% 20,7710 9,7886 14,8787 9,4740 23,3067 12,4908
Max. 26,2889 12,4140 20,8098 11,5030 31,6982 17,2772

Fonte: Elaborado pela autora (2022)

O ganho em performance ao utilizar o algoritmo rollout atribui um custo computaci-
onal no tempo de construgéo da solugdo. Com os experimentos executados em um computador
com Intel(R) Core(TM) i7-8565U de 1.80GHz e 16GB de memdria RAM, o tempo médio de
execucdo aplicando somente a politica base foi de 7,8 segundos com desvio padrdo de 7,67
segundo. Em contrapartida, para o algoritmo rollout, as execucfes levaram em média 917,1
segundos com 1085,7 segundos de desvio padrdo. Apesar desta diferenca no tempo de execucgéo

das duas abordagens, este impacto pode ser reduzido produzindo politica offline.
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6 CONCLUSOES

Nesta dissertacdo foi proposta uma modelagem para o problema de alocagdo de
veiculos como sendo um processo de decisdo semimarkoviano e realizada a avaliacdo de politicas
de decisdo geradas por um algoritmo rollout baseado em simulacé@o de eventos discretos. Tal
abordagem permitiu representar o cenario de decisdo do problema de alocacédo de veiculos mais
aproximado do contexto real, uma vantagem frente aos modelos que retratam o problema de
decisdo como um processo de decisdo markoviano, em que os intervalos entre as decisdes sao
discretos e homogéneos.

Os experimentos evidenciaram que o algoritmo rollout é potencialmente util para
melhorar a performance de uma dada politica base inicial previamente conhecida. Assim,
além da reducdo do atraso médio acumulado, o algoritmo rollout pode ser apresentado como
um algoritmo de facil implementacdo, e por ser baseado em simulacdo de eventos discretos
permitiu o aprendizado de politicas sem a exigéncia do conhecimento explicito da distribuicdo
de probabilidade associadas a transi¢do entre estados, geragéo de retornos e instantes das épocas
de deciséo.

As principais contribuicdes deste trabalho foram:

1. Apresentacdo de um novo modelo para o problema de alocacdo de veiculos como um
PDSM. Ao contrario de um PDM, os PDSMs modelam a dindmica de transicéo entre 0s
estados em tempo continuo. Modelar o problema de alocacdo de veiculos como um PDSM
reduziu a complexidade do espaco de decisdes, uma vez que as decisfes sdo tomadas
individualmente para cada veiculo ou para cada chamado, enquanto em um PDM as
decisbes quanto ao mapeamento de varios veiculos a varios chamados devem ser feitas ao
mesmo tempo.

2. Desenvolvimento de um novo simulador baseado em simulacgdo de eventos discretos. A
formulacdo de um PDSM levou naturalmente a interpretagdo do problema de alocagédo de
veiculos como um problema de controle de filas com dimenséo espacial

3. Até onde sabemos, este é 0 primeiro trabalho a propor uma solucdo para o problema
de alocacéo de veiculos utilizando o algoritmo rollout com realizacdo de experimentos
comparando politicas rollout e politicas base.

Durante o periodo de realizacdo da pesquisa para elaboracéo deste trabalho, foram
apresentados dois artigos com contribuicdo na area de programacdo dinamica aproximada, cujos

titulos sdo apresentados a seguir:
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1. Aplicacdo de Aprendizado por Reforgo ao Problema de Corte de Estoque Estocéstico,
apresentado no LII Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional, em setembro de 2020;
2. Formulacéo e Solucao do Problema de Alocacédo de Veiculos Estocastico por meio de Pro-

gramacdo Dindmica Aproximada, apresentado XV Brazilian Congress on Computational

Intelligence, em agosto de 2021.
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