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RESUMO

No presente trabalho serdo abordados os Modelos Randall-Sundrum Tipos I e II ambos ela-
borados pelos autores: Lisa Randall e Raman Sundrum. No tipo I, discutiremos sobre uma
solucdo para o problema da hierarquia: Uma discrepincia existente entre a intensidade do
campo gravitacional encontrado na escala TeV em comparagdo com o esperado na escala de
Planck (10'8GeV). J4 no tipo II, discutiremos de forma detalhada como a gravidade se compor-
tard e de que maneira esse campo gravitacional que experimentamos em nosso Universo emerge
desse modelo. A fim de observar como alterag des na func¢do o (y) do fator de distor¢ao afetam
a estrutura do sistema, iremos submeter esses modelos a uma transformagao de varidveis tipo

Simpson-Visser, e analisar como a nova métrica se comportara.

Palavras-chave: métrica distorcida; dimensao extra; hierarquia; escalas de energia.



ABSTRACT

This paper will address the Randall-Sundrum Type I and Type II models, both developed by
the authors: Lisa Randall and Raman Sundrum. In type I, we will discuss a solution to the
hierarchy problem: a discrepancy between the intensity of the gravitational field found on the
TeV scale compared to that expected on the Planck scale (10'8GeV). In type 11, we will discuss
in detail how gravity will behave and how the gravitational field we experience in our Universe
emerges from this model. In order to observe how changes in the ¢(y) function of the warp
factor affect the structure of the system, we will submit these models to a Simpson-Visser type

transformation of variables, and analyze how the new metric will behave.

Keywords: warped metric; extra dimension; hierarchy energy scales.
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1 INTRODUCAO

Para que possamos compreender como o Universo funciona, que sao as interagoes
entre particulas e campos, tentamos representar a natureza de uma forma simples e completa,
matematicamente falando. Por meio dessa ideia, elaboramos os chamados “modelos”.

Um dos modelos mais bem sucedidos para essa descricdo ¢ o Modelo Padrao de
Particulas Elementares [1], e de acordo com o0 mesmo existem dois grandes grupos de particulas:
Férmions, que s@o os constituintes da matéria, e as interacdes entre eles sdo dadas pelos Bdsons,
ou seja, transmitem as forgas [1, 2], logo cada béson € responsdvel por uma das seguintes
interacoes existentes: Nuclear forte, Nuclear fraca, Eletromagnética e Gravitacional.

Ele também prevé a existéncia do Béson de Higgs, responsavel por dar massa as
particulas. Assim, quanto maior for a interagdo de alguma particula com ele, maior serd a
massa da mesma. Ainda que o Modelo Padrao seja bem sucedido na explicacdo de processos
fundamentais da natureza, ele apresenta varios problemas, experimentais e tedricos, para os
quais nao conseguiu fornecer explicacdes plausiveis. Em [1], sdo fornecidos essas questdes

experimentais sem resposta:
» Naio apresenta explicacdo quantica para a gravidade;
* Naio prevé as oscilagdes de neutrinos, observadas experimentalmente;

* Nao comenta sobre a assimetria entre matéria e antimatéria, gerada pelo Big Bang;

Nao discorre sobre a existéncia da matéria e energia escura;
* Nao explica a inflacdo cosmica.

Um dos questionamentos tedricos presente no Modelo Padrao € o problema da hi-
erarquia, que € o fato da gravidade ser muito mais fraca se comparada as outras forgas, algo

da ordem de 1032

. Devido essa série de problemas, foram propostas extensoes para o Modelo
Padrio e modelos alternativos, e uma das maneiras encontradas para contornar o problema da
hierarquia € considerar a existéncia de Dimensdes Extras, ideia sugerida por Nima Arkani-

Hamed, Savas Dimopoulos e Gia Dvali [3].
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Os autores anteriormente citados ndo foram os pioneiros nesse tipo de proposta,
outros fisicos ja trabalharam com essa ideia na tentativa unificar os campos gravitacional e
eletromagnético, como Theodor Kaluza [4] e Oskar Klein [5].

No Modelo de Dimensdes Extras, consideramos os Universos como sendo (4 + n)-
dimensionais, onde n € o nimero de dimensdes extras. Neles, a escala de Planck quadridimensi-
onal efetiva, que tem escala de energia Mp; = 2 - 10'8Gev, é determinada pela escala de Planck
fundamental (4+n)-dimensional, denotada como M [6], enquanto que a escala de energia de
nosso Universo quadridimensional € da ordem da escala eletrofraca, mgw ~ TeV [3].

Segundo Pimenta (2013)[1], essas dimensdes extras estdo compactadas em com-
primentos de Plank (10~33cm), o que torna dificil de ser observado. J4 os gravitons, que sdo
os intermedidrios da gravidade, se propagam nas dimensdes extras, o que explica o fato da
gravidade ser fraca em comparacao as outras forcas.

Nesse cendrio, € interessante analisarmos como os campos se acoplam no modelo,
Ja que desejamos que somente a gravidade se propage nas dimensdes extras enquanto os demais
campos devem ficar confinados nas branas, assim, o autor [7], estabelecendo a atuacdo de um
campo escalar tipo salto (modelo de brana espessa) cuja solucdo concebe um fator de warp
suave.

No presente trabalho, estudaremos a solu¢do dada por Lisa Randall e Raman Sun-
drum, publicada em 1999. No modelo proposto por eles existem duas branas de escalas de
energia diferente, uma na escala eletrofraca e a outra na escala de Planck. A hierarquia entre as
escalas é fornecida por um fator exponencial presente na métrica no modelo, que serd abordado
no capitulo 2. J4 no capitulo 3, iremos discorrer sobre o comportamento da gravidade nesse
modelo. Por fim, no capitulo 4 veremos como o modelo Randall-Sundrum se comporta quando

submetido a uma mudanga de variaveis do tipo Simpson-Visser.
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2 MODELO RANDALL-SUNDRUM TIPO I

Neste capitulo abordaremos o modelo de Randall-Sundrum tipo I (RS-I), proposto
para resolver o problema da hierarquia. Nesse modelo a métrica possuird um termo de distor¢ao,
ou warp, que atuard na métrica de Minkowski. Esse fator sera responsavel por gerar a hierarquia

entre as escalas de energia.

2.1 Configuracao e métrica do Modelo

O modelo de Randall-Sundrum porpde a existéncia de 5 dimensdes, onde 4 sdo
coordenadas espaciais e 1 temporal. Essa dimensdo adicional é parametrizada por uma coor-
denada angular ¢, cujo valor abrange de —7 a 7, embora a métrica esteja bem definida em
0 < ¢ < m, elaé simétrica sob transformagdes de coordenadas (x, ) — (x, —¢). Formalmente,
o modelo é trabalhado no orbifold S! /Z, (6], onde S ! representa um circulo e Z, € 0 grupo

multiplicativo {—1, 1} [8], como mostrado na Figura 2.1.

Figura 2.1: S'/Z, Orbifold.

/4

~ 27R ~ -7

\.

*e—> Yy
R

=

Fonte: Adaptado de Gabella [8].

Nela ha a presenca de duas branas bem localizadas, com (3+1) dimensdes, onde
uma representard o nosso Universo que estd na escala de energia TeV situada no ponto ¢ =7
do orbifold, enquanto a outra representard um Universo paralelo ao nosso que estd na escala de

Planck e situa-se em ¢ = 0. Podemos entender as 3-branas como sendo a fronteira do espago-
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tempo pentadimensional, como mostrado na Figura 2.2. Essas branas, ou 3-branas no nosso
caso, suportam as teorias de campos (3+1)dimensional. Mediante a isso, os campos do modelo
padrao estdo totalmente contidos nas 3-branas, enquanto somente a gravidade consegue se pro-

pagar na 5* dimensao.

Figura 2.2: Configuracdo de Randall-Sundrum.
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Fonte: Adaptado de Gabella [8].

No paragrafo anterior foi discutido a ideia de como o modelo estéd estruturado. A
partir de agora, necessitamos de informagdes sobre a métrica desse modelo. Seja uma métrica

arbitraria em (4+1) dimensdes, o elemento de linha podera ser expresso como:

ds® = gyydxMdx"
= guydxtdx’ + g, dxtd 9 + g4 (d9)?

= goo(dt)* + go;dtdx’ + g; jdx'dx! +8pdx"d + g4 (do)?,

onde x™ é o conjunto de coordenadas do espaco pentadimensional, os indices romanos maitisculos
se referem aos indices do bulk métrico (M,N = 0,1,2,3,4), os indices gregos minusculos sao
as coordenadas do espago-tempo quadridimensional (i,v = 0,1,2,3) e os indices romanos

mindsculos sdo as coordenadas do espaco tridimensional. Nossa métrica deverd ser diagonal,



15

pois ela obedecerd a seguinte regra de simetria: gyn = gny. Por exemplo, se submetermos
essa métrica a uma transformacéo de coordenadas do tipo x' — —x’, parte dos termos cruzados
mudaram de sinal.

Por isso, impomos que os termos cruzados sejam zero para que a métrica seja in-
variante sob transformagdes temporais e espaciais. As solucdes que serdo obtidas da equagao
de Einstein em 5D devera usar uma métrica que satisfaca a invariancia de Poincaré: espaco

quadridimensional estético e plano. A métrica que satisfaz esse ansatz' tem a forma:

ds* = e 200y dxtdx¥ + r2d¢?, 2.1)

onde 7, € a métrica de Minkowski, que descreve o espago-tempo plano e possui somente ter-
mos na sua diagonal principal (1, = diag {—1,1,1,1}). Mais a frente serd fornecido informagoes
sobre r,. . A exponencial serd o termo responsavel por gerar a hierarquia entre os dois niveis de
energia ja mencionados.

O fato da exponencial depender da dimensao extra, faz com que a métrica nao seja
fatordvel[8]. Pelas condi¢des de contorno, as 3-branas possuiram as seguintes métricas em

termos do bulk:

guv (.0 =) =gih (), gy (6,0 =0) = g (). (2.2)
2.2 Equacao de Einstein em 5-D

A acdo que descreve a configuracdo do modelo é dado pela soma da acdo da gra-

vidade S

grav» © das duas 3-branas: visivel S, e oculta S;;,. A 3-brana visivel ¢ a brana onde

habitamos, enquanto a brana oculta, ou ’hidden”, é a brana na outra escala de energia.

S= Sgrav + Svis + Shid? (23)

onde

!do alemio, significa abordagem.
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Seras = [ 4% [*1d9 y=R(—A+2MPR),
Svis = fd4x\/ _gvis("gﬂvis - Vvis)7 (24)
Spia =T d4x\/ —8hiaLhia = Vhia)-

Os termos dentro das integrais sdo: o escalar de Ricci (R), costante cosmoldgica
(A) e escala de massa fundamental (M), todos em 5D; as Lagrangianas (.£’) e potenciais (V)
das respectivas branas, em 4D. A constante cosmoldgica A em 5D € diferente da constante
cosmoldgica efetiva em 4D, que ndo precisard desaparecer ou ser considerada muito pequena.

Os potencias que aparecem nas acdes das 3-branas sdo os chamados potenciais de
vacuo, que serdo as fontes de gravidade. Segundo Randall e Sundrum (1999) [6], detalhes sobre
as Lagrangianas ndo serdo relevantes para determinar a métrica em 5D no estado fundamental,
ou seja, na auséncia de massa. Entdo, inicialmente faremos .2, = £,., = 0. Aplicando o

principio variacional de Hamilton em (2.4), obtemos as seguintes expressoes para cada acao:

grav f d(p fd4x5(\/_) (_A + 2M3R) + \/__g(2M3 3R)
= [T.d¢ fd4x\/_{5gMN [AgMN +2M° (RMN gMNI;)] (2.5)

+2M3Vp(gMN ST, — gMP ST y) }

6Svis — —fd4xv “8vis _vis 5gMNV

2 Suv vis

(2.6)
ngS VlS‘
= — [T de [d*x gy 8y, &Y 88"V, 5(9 — ),
= l
080 =— fd4xThd gﬁg SgMNVhid e

= [7dg [t g S 8y SE,5(0)

A integral sublinhada pode ser considerada como um termo de contorno, pois s
contribuird sobre o contorno do volume de integracdo. Por meio da exigéncia do principio
da acdo estaciondria, o termo sublinhado desaparecerd [9]. Nessas condi¢des, aplicando as

equagoes (2.5),(2.6) e (2.7) em (2.3), obtemos a equagdo de campo de Einstein em 5-D:
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1 )
V—8(Gyn) = _M[Av —88uN T V2is/8vis 8uv Sy Oy 8(¢ —7)

FVhia/&hia gﬁ"ﬁ’ 8y 6y 8(9)].

(2.8)

2.3 Solucao Classica

A solugdo da equacao de Einstein fornecerd informagdes que nos ajudardo a deter-
minar a fungdo o(¢). O primeiro passo € visualizar a métrica, que pode ser expressa na seguinte

forma:

guN = = gV = 1 (2.9)
0 r? 0 %

A constante r,. ¢ um termo independente de ¢, e ¢ chamado de raio de compactificacdo’da

dimensao extra. Conhecendo a métrica, devemos calcular as seguintes conexoes:

M 5 M M 5 5
Iyp, Tnps Iys, Iss, Isp, Iss. (2.10)

Feito isso, basta aplicar esses valores no tensor de Ricci, e substitui-los em (2.8),

que nos forneceram os seguintes resultados no lado esquerdo da igualdade:

, 6 2 —3g"
Gss=60"(0). G,y =200 20 0), @.11)

Se comparados com a expressao do lado direito, obterermos as seguintes equagoes

de movimento:

667 —A
A 2.12
FRVTVER (2.12)
36" Vi Vi
= _hid_§(6) 4 VS _§(¢ ), 2.13
2 = a0 e 20 .13)

Integrando (2.12) em relagdo a ¢ e lembrando que a fun¢@o é uma funcao par, como
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definido na secdo 2.1, teremos:

—A

Se derivarmos o (¢) duas vezes em relagéio a ¢, e relembrando da relacdo entre

funcdo sinal e funcdo degrau, obterermos:

—A

" _
O =2\ S

(6(¢)—6(¢—m)). (2.15)

A 27 delta de Dirac que aparece se deve ao fato da fungdo ser periddica em ¢ com
periodo igual a 7. A figura a seguir mostra como a fungdo (@) e suas derivadas de 1% e 2°

ordem se comportam:

Figura 2.3: Comportamento da fun¢do o(¢) e suas derivadas.

c@® c'(®) c"(®

A A

Fonte: Adaptado de Gabella [8].

Para simplificar termos, definiremos uma constante k = \/—A/ 24M3, logo esta
constante serd um termo de energia da ordem da escala de Planck. Ao substituir a derivada
de (2.14) em (2.12) e a (2.15) em (2.13), teremos as seguintes relacdes:

Viiag = —Viis = 24M°k, A= —24M°K*. (2.16)

vis

As relagdes entre o limite cosmoldgico e os termos do bulk sdo necessédrios para

obter uma solugdo que respeite a invariancia quadridimensional de Poincaré.
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Executando as substitui¢des, temos a métrica:

ds* = e el dxtdxY +r2(d)>. (2.17)
2.4 Implicacoes Fisicas

Embora ndo existam experimentos que comprovem a existéncia de dimensoes além
das 4 ja bem conhecidas [6], um detalhe interessante sobre o0 modelo € analisarmos a métrica
fazendo r. bem pequeno, mas que seja maior que 1/k, o espago-tempo resultante aparenta ser
quadridimensional. Logo, faz sentido trabalharmos com uma descri¢do de campo quadridimen-
sional efetiva. Vamos analisar o comportamento da solucdo (2.17) na presenca de flutuacdes

gravitacionais:

ds? = ¢ 2T W0lg axtdxY + 1% (x)d¢?, (2.18)

onde

Sun = My + hyy + O (07). (2.19)

O tensor hy,,, representa tanto perturbagdo em torno da métrica de Minkowski, como
também o graviton fisico da teoria efetiva quadridimensional [6]. Podemos perceber que nossa
métrica (2.18) é localmente igual a (2.17), pois estamos trabalhando com uma métrica quadri-

dimensionalmente suave?

, e a fungdo real suave T (x) é localmente constante. Na situacao de
vécuo, o valor esperado de T (x) € o raio de compactifica¢do r... (Randall, Sundrum, 1999, p. 4,
traducao nossa).

Para deteminarmos nossa teoria efetiva quadridimencional, aplicaremos (2.18) em

(2.4). Ao calcularmos nosso bulk escalar, que € dado pelo determinante da métrica gy, pode-

mos obter uma expressao em termos da métrica quadridmensional perturbada:

_ —8kr.|0] 2— - —dkr, -
Sout) =€ ) = By = e B 220)

Zsignifica dizer que ela possui derivadas de todas as ordens, segundo Warner (1983)[10], p. 5, definigdo 1.2
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onde para ¢ = 0, teremos o resultado para a 3-brana oculta, e ¢ = 7 serd para a 3-brana visivel.

Focando nesse 2° caso, nosso tensor de Ricci pode ser escrito como:

Ripuary = Ryng"™

= R(bulk) ) eZer‘mI_?uv?“V 2.21)

= R(bulk) D) €2kr0|¢|1_3(

brana)*

Substituindo esses valores na agao gravitacional, e desprezando a presenca da cons-

tante cosmoldgica, obteremos:

7[ —
Seray O 2M°r, /_ _dg ¢ 2krel9] / d*x\/—3gR. (2.22)

Podemos integrar (2.22) em relacio a ¢ pois somente a exponencial serd funcdo da

5* dimensdo. A agdo gravitacional efetiva quadridimensional pode ser escrita como:

Serav D 2Mp) / d*x\/—gR. (2.23)

Comparando (2.22) e (2.23) podemos perceber a seguinte relacao:

T M?
M3, :M3rc/ e Wldg = Mp, = 7(1—67%“”)- (2.24)

-7

Queremos observar como o campo gravitacional, de baixa energia, se acopla com
os campos de matéria. Para isso, devemos relembrar da relacdo entre o bulk e as métricas das

3-branas, dada por:

Em¢ =0, \/-g"" = /=g
Em¢=m, /_é—,vis — o Akr.m /__g‘

(2.25)

Podemos determinar a massa fisica pela normalizacdo de campos apropriada usando,
por exemplo, o campo fundamental de Higgs. Segundo Das e Faizal (2018)[11] eq.(1), a acdo

do campo de Higgs é dada pela seguinte expressao geral:



21

S= / d"'xy/=g[f(R)+ (D,H)'D*H —V(H'H)], (2.26)

onde n € o nimero de dimensdes do sistema e f(R) € um termo que incorpora as teorias gravi-

tacionais de ordem elevada. O potencial do campo de Higgs € dado como:

V(H'H) = 2(|H|> - v)?, (2.27)

onde v, € um pardmetro de massa ([11], p. 2) . Aplicando (2.27) em (2.26) e aplicando n = 4,

nossa acdo de Higgs, na brana, pode ser escrita como:

Sprana > [ A5/ =glg" (DuH)DH —~ A(H =3 (2.28)

Assim, a acao do campo de Higgs na brana visivel sera:

Syis D / d*x e T\ /—g[g"V e (D H) D H — A(|H|* —v§)?). (2.29)

kr.m

Fazendo uma renoramlizacdo, H — H e"'<*, nossa acdo efetiva da brana pode ser

reescrita como:

ofe D / d*x \/=3[g"" (D H) D H — A(|H|* — e 2732, (2.30)

Aplicando (2.28) para o caso da brana oculta e se compararmos com a acao (2.30),

veremos que as escalas de massas fisicas sdo dadas por um parametro de quebra de simetria:

y=e kemy,, (2.31)

onde v, € v sdo os parametros de massa nas 3-branas oculta e visivel, respectivamente. Isso
nos diz que qualquer parametro de massa na brana visivel, na teoria de dimensdes superiores,

corresponde a:

m=e M. (2.32)
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Para visualizar melhor essa supressao exponencial que € mostrada em (2.31) e

(2.32), basta analisarmos a figura a seguir:

Figura 2.4: A geracdo de uma hierarquia exponencial

£ 1 285
Vs rd

Planck -

Fonte: Adaptado de Gabella [8].

Podemos ver que pelo fato de haver essa exponencial, ndo € necessdrio um raio de
compactificagdo muito grande para gerar a hierarquia. Mesmo que r, fosse muito grande, € facil
ver que em (2.24), My, ~ M.

Em sintese, vemos como o modelo de Randall-Sundrum fornece uma resposta ao
problema da hierarquia, onde os parametros M, A,k e v, utilizados na teoria, sdo da ordem da
escala de Planck. J4 que estabelecemos as massas relevantes para os campos de matéria, trata-
remos dos chamados modos gravitacionais. Esse assunto serd abordado no modelo de Randall-
Sundrum tipo II. Para deteminar os parametros desses modos com detalhes, é necessaria uma

decomposicao explicita de Kaluza-Klein. Faremos isso no capitulo seguinte.
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3 MODELO RANDALL-SUNDRUM TIPO 1I

Para entendermos como a gravidade funciona, que € o foco do modelo de Randall-
Sundrum tipo II (RS-11)[12], trabalharemos com a forma explicita dos gravitons, que sdo ex-
pressos em termos das perturbacdes em torno do fundo métrico. Aqui consideramos o campo
gravitacional em torno da brana ¢ = 0, e veremos adiante que a gravidade sentida por nés
corresponde ao modo-zero de Kaluza-Klein do graviton. E no Limite Newtoniano, em 4D, o

modelo reproduz o Potencial Newtoniano.

3.1 Modos do Graviton

Inicialmente, faremos a seguinte substitui¢do: r.¢ — y. Assim, trabalharemos com

o arco do orbifold, que serd uma nova forma de nos referimos a dimensao extra:
ds* = e 2Dy, dxtdx¥ + dy?. (3.1)

A fim de obtermos as formas explicitas dos gravitons, usaremos as solu¢des para as

equacoes de Einstein linearizadas.

3.1.1 Meétrica conformalmente plana

E conveniente trabalharmos com uma métrica proporcional ao espago plano. Por-

tanto, faremos a seguinte substitui¢ao:

dz? = 2Plgy?. (3.2)

Integrando os dois lados da igualdade, podemos encontrar uma forma de reescre-

vermos a exponencial de y em termos de z:

VN = (k|2 + 1), (3.3)

e se reescrevermos o lado direito da igualdade em termos de uma fungao exponencial, o valor
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que ird potencia-la serd uma fungio A(z) = In(k|z| +1). Logo, nosso elemento de linha pode

Ser escrito como:

1 1

2= (N, gdx*dxP +d7? 2= My dMdxy
ds (k|z|+1)2<r’“ﬁ x*dxP +dz*) = ds e d
(3.4)
= ds? = e 0n, dxMdxV.
Como A(z) = In(k|z| + 1), as 1* e 2* derivadas dela serdo:
ksgn(z) . 2k(8(z)—8(z—L.)) < k )2
A7) =2 S A = A . 3.5
&) =1 @) klz[+1 klz[+1 (3-5)

3.1.2 Equacaoes de Einstein linearizadas

A fim de ter uma forma mais simplificada dos célculos, usaremos uma expressao
a respeito de métricas que se relacionam conformalmente. Seja uma métrica g,y que € a

transformagao conforme de uma outra mética g, por meio de:

2A(z)

gun=¢ T 8un> (3.6)

os respectivos tensores de Einstein dessas métricas, se relacionam da seguinte forma:

Gyun(&un) = Gun(@uy) +(n—2)[Vy VyA+ VAV A 37)

onde o indice n diz respeito ao numero de dimensdes do espaco.
O célculo que desenvolve o passo entre as equacdes (3.6) e (3.7) pode ser encon-
trado em [13] e no apéndice A. Estamos trabalhando com um espaco pentadimensional, entdo

aplicaremos n = 5:

(3.8)
—& v (0gORA — OgAORA — TR 05A)).

A métrica g,y € uma métrica com perturbagdes, entdo a expressdo (3.6) pode ser
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escrita como:
8MN = e G My +hw)- (3.9)

Logo, pegando somente os termos de 1* ordem, nossos simbolos de Christoffel

correspondentes a ela serdo:

8 1
Ry = 5(aMhﬁ + IyhR — 0% hy), (3.10)

onde os NM¥ serdio usados para subir indices. Por conveniéncia, trabalharemos com um calibre
onde as flutuacdes estejam contidas nas 3-branas, em outras palavras, ndo se propagam na
dimensao extra. E as flutuagdes que produzem os gravitons devem ser perpendiculares a eles e

com trago nulo:

hys =0, N*Vhy, =0, duhy, =0. (3.11)

Nessa simplificacdo, nosso tensor 5x5 que inicialmente possuia 15 graus de liber-
dade, agora terd somente 5. Ao aplicar (3.10) ajustado pelo calibre, no tensor GMN, vemos que
o 1° simbolo de Christoffel se reduz a —%8R8RhMN, enquanto o outro desaparece. Isso nos
permitird escrever a parte quadridimensional de (3.8) como:

3.

—1
G,, = 7aRaRh,w + Eh“VA/ —3(Nyy +hyy ) (A7 —A), (3.12)

uv

onde a linha € a derivada dos mesmos em relacdo a dimensdo extra. Determinamos o lado
esquerdo da equacgdo de Einstein, que diz respeito a curvatura, agora nos resta calcular o tensor
energia-momentum para a métrica perturbada.

Se a métrica € conformalmente plana, o determinante da métrica induzida sobre as

branas pode ser escrito como:
g =gigss = gie 0, (3.13)

onde i = 1,2, que se referem a branas oculta e visivel, respectivamente. As agdes das branas
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podem ser reescritas como:

© Sy =8, =— [d*%/=g,V,;y = — [dz [ d*x\/—ge* OV, 8(z— L)
O tensor energia-momentum € definido como:

2 &5,
TMN - \/_—g 5gMN, (3.14)

onde S, (=S — Su) € a agdo da parte de matéria e energia do sistema, S a a¢do total do modelo

e Sy a acdo de Einstein-Hilbert. O respectivo tensor obtido de 3.14 para nosso caso é:

-1
KTy = oz A+ VeV 8(2) + V"8 (L)l (3.15)

entdo as componentes LV da expressao acima, que € onde as perturbacdes estio situadas, podem

Ser escritas como:

—1 _ _ -
sl 2@ 4,648 (2) + Ve 4D (z— L)) (3.16)

(Muy +hyy)-

= kZTW =

Aplicando as relacdes (2.16) e (3.5) na expressao (3.16), obteremos um tensor

energia-momentum em termos das derivadas de A(z):

KT,

wy = 6[%e 49 —ke A (8(2) — (2 L)) My +hyy)

= [6A"> —3A4" —3A"](n,, +hyy) (3.17)
= 3[AI2 _AN] (nuv + huv)7

sabendo que o tensor de Einstein estd relacionado a um tensor de energia-momento, basta apli-

carmos o tensor (3.17) no tensor de Einstein linearizado dado por (3.12):



27

Gy = KTy,
T (3.18)
= TQRQ ]’l‘uv + EhLVA/ =0.

3.1.3 Equacdo tipo-Schrodinger

Como o graviton € uma particula subatdmica, uma forma alternativa para resolver-
mos a equacgdo (3.18) € reescrevé-la na forma de uma equagdo tipo-Schrodinger. A fim de nos

livrarmos da 1? derivada de &, faremos o seguinte reescalonamento:

pv>

hyy — € by, (3.19)
onde o € uma constante. Isso resultara em:
—1 3 300 o o
73R‘9Rhuv — (5 - a)A’h;W + K? - 7>A’2 - EA”] hyy =0. (3.20)

Se fizermos oe = 3/2, o termo h’uv desaparecerd e nosssa expressao se simplifica na
forma:
9 3

~1
7aRaRhw + (gA’z — ZA”) hyy =0. (3.21)

Para obtermos as fun¢des de onda do graviton, devemos aplicar a decomposi¢cdo
de Kaluza-Klein, que € um processo de separagdo de varidveis. Por meio deste, poderemos

escrever as flutuacdes em termos de uma combinacgdo de fungdes de onda, dado como:
hyy(x.2) = Y hyy (0, (2), (3.22)
n=0

com Uiy, = 0pd”hy,, = muhi -

3

= W+ 420 470 e = o). 6.23)
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Se compararmos a expressao (3.23) com a equagao de Schrodinger, percebe-se que
o termo entre colchetes serd o potencial. Por meio da expressao (3.5), o potencial podera ser

reescrito como:

9 3

V(z) = ZA/Z(Z) — EA//(Z)
15K 3k[6(z) — 6(z—L,)] (3.24)
IICEESE k|z) +1

O grafico do potencial (3.24) tem a seguinte forma:

Figura 3.1: Esboco do potencial do graviton

Viz)
A

Fonte: Adaptado de Gabella [8].

3.1.4 Condigoes de contorno

Para obter as condi¢des de contorno da funcao de onda, basta integrar a expressao

(3.23) em torno da vizinhanga das branas. No caso de z = 0, teremos:

JE =yl () + VW ())dz = [ m2y,(2)dz

(3.25)
= —y,(0%) + v, (07) — 3ky, = 0.

Se fizermos uma transformacgdo de coordenadas z — —z, vemos que a 1* derivada

da fungdo de onda é uma fungdo impar, nos fornecendo a relagdo —y/;,(07) = v, (07). Assim,
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a condicao de contorno na brana, na escala de Planck, sera:

3k
¥ (0) = == ¥, (0), (3.26)

e ao refazer os mesmos processos, mas dessa vez sobre a brana na escala de TeV, teremos o

seguinte resultado:

Iy — 3k
Wn(l‘z> - Z(kLZ T 1) Wn(l‘z)' (327)

3.1.5 Modo-Zero

O modo-zero € assim chamado pois se trata da solucdo da equacao tipo-Schrodinger

com myg = 0.
1 9 2 3 "
= WD)+ | 34%6) 54" [ wo(2) =0, (328
ao fazer y(z) = e’ 9, a resolugdo nos fornecera:
Yole) = e M2 = (klz| +1) 2, (3.29)

logo percebe-se que essa expressao satisfaz as condi¢oes de contorno dadas por (3.26) e (3.27).

E facil ver que (3.29) possui um pico em z=0, como mostrado na figura a seguir:

Figura 3.2: Localizagdo do graviton em torno da brana de Planck

lpm](z)
A

0

Fonte: Adaptado de Gabela [8].
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3.1.6 Modos de Kaluza-Klein

Naregido entre as branas, os modos massivos de Kaluza-Klein satisfazem a seguinte

equacao:

15
" 2 _

v, (z) =0. (3.30)
Os termos com Delta de Dirac foram desprezados pelo fato de serem pontualmente
localizados. Segundo Abramowitz (1972)[14], equacdo (9.1.49), a expressdo (3.30) € uma

equacdo de Bessel, do tipo:

2_ 1

w’ + {12—%}w:02>w:zé%v(lz), (3.31)

onde ¥ representa uma combinagdo linear de equagoes de Bessel de 17 espécie, 2° espécie, e

funcdes de Hankel H (1) e H®). Assim, nossa solucdo podera ser escrita como:

Y (2) = (I2l + 1/K) 2 [ady (my (|2 + 1/K)) + b, Yo (my (|2] + 1/K)), (3.32)

onde a,, e b, sdo constantes a determinar. Para encontrar os valores dessas constantes, devemos
usar os limites assintdticos na expressao (3.32). Por meio da forma de somatorio de J,, e Y,,

para m,,|z| < 1, teremos:

my (|2l +1/k)?
8 )

4 1

- mm(le[+1/k)? m

Ty (my (|2 +1/k)) - =

(3.33)
Y (m, (|| +1/k))

A forma de somatorio de Y, € calculada no apéndice B. Usando (3.33) e a condigao

de contorno (3.26), a expressao (3.32) podera ser escrita como:

B 12 4k>
V() = Ny(lel + 1/0)"2 | Falm, (J2] +1/K)) +

Jr(m,(|z] +1/k))]. (3.34)

Para determinar o valor da constante de normaliza¢do N,, usaremos o limite as-

sintético m,,|z| > 1. Nessa situagdo, J, se torna predominante na expressao (3.34). Por meio da
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equacao de Bessel de 1* espécie na forma integral, vemos que:

%cos(mnk\ —5m/4). (3.35)

nl2l

o (my([2])) =

A expressao acima € determinada no apéndice C. Aplicando a relagcdo de normalizagao,

L
/Lyw|2dz: 1, (3.36)

obteremos:

2
m, 7T m,7U
N, =4/ 1A 3.37

logo, nossa aproximacao para as fungdes de onda dos estados de Kaluza-Klein, no limite de

m,|z| grande sera:

v(o) = cos(m,, |\z/|z— 5m/4) .

(3.38)

3.2 Espectro do Graviton

A presenca das branas ird induzir uma discretizacdo nas massas dos modos de
Kaluza-Klein, ou seja, assumiram valores discretos. Esse fato é evidenciado quando calcula-se

a derivada de (3.32), dada por [14] eq. (9.1.29):

vn(2) = my(j2l + 1/K) Pla, Ty (my (|2 + 1/k)) + b, Y (m,(J2] + 1/K))]

3 (3.39)
=5l +1/K) 712, Ja(my (J2] +1/k)) + by Yy (my ([2] +1/K))].

Ao aplicarmos as condi¢des de controno (3.26) e (3.27), em (3.39), teremos o se-

guinte sistema de solucdes:

ay Jl(mn/k)+bn Yl(mn/k) = 0,
0 (3.40)

ay J1 (my (Lo +1/K)) + by, Y (my (L, +1/k)) =
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Esse sistema s6 tem solucao se seu determinanate for zero, ou seja:

Jy (my, /K) Y (my, (L + 1/k)) = Jy (m,, (L, +1/K)) Y, (my, /k) = O. (3.41)

Retornando a nossa varidvel y, que representa a distancia ao longo da dimensdo

extra. Pela relacdo (3.3), podemos fazer a seguinte substitui¢ao:

L, = (e —1)/k. (3.42)

Com isso, podemos escrever (3.41) como:

Jy(m, /) Yy (m,, €% /) = Iy (my, & k) Yy (m, /) = 0. (3.43)

Numa aproximagao para pequenas massas (m, /k < 1) e pela relago (3.39), vemos
que Y, (m,/k) > J,(m,/k). Mediante a isso, o 2° termo de (3.43) acaba sendo predominante,

assim podemos reescrevé-la como:

Jy(m, et k) = 0. (3.44)

As equacgdes de Bessel assumirdo valor zero caso o termo dentro do parénteses seja

um dos zeros dela, portanto:

J1(Ga) = Jy(myet/k) =0
(3.45)

=m, = ke *;j

n’

onde j, sdo os zeros da funcdo de Bessel de 1* espécie. Como k € um termo da ordem da escala

kL na brana visivel é fixado para resolver o Problema da Hierarquia,

de Planck e o fator e~
percebemos que as massas dos modos de KK sdo da escala de TeV.
Isso implica na possibilidade de observar ressondncias individuais dos primeiros

estados dos modos de Kaluza-Klein em colisores no futuro [15].
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3.3 Limite Newtoniano

Precisamos verificar se as interacdes gravitacionais mediadas pelos modos gravi-
tacionais encontrados estdo de acordo com as Leis de Newton. Para isso, consideremos um
acoplamento minimo de matéria com a gravidade e procuremos os valores das constantes de
acoplamento. Nossa acdo total serd dada pelas expressoes (2.3) e (2.4), somado as Lagrangia-

nas, e acrescidas de um termo de interacdes entre massa e gravidade:

S=S8,+ / d*x dy/ =2 L (®, g1 (3.46)

onde ® representa os campos que residem nas branas. Estamos interessados em observar como

o0 2° termo de (3.46) € afetado por pequenas perturbacdes em torno do fundo métrico:

gun =€ My — v = € (M + ). (3.47)

Portando, reescreveremos tanto a Lagrangiana quanto o invariante métrico em ter-
mos da métrica sem perturbagdes. Expandindo nossa Lagrangiana em série de Taylor até os

termos de primeira ordem, nos fornecera:

0.4
La( P, 8uw) = Ln( P, gun) + hyy =

+0(h?). 3.48
58 (h7) (3.48)

g;xv:gpv

Fazendo o processo andlogo no invariante:

V—g=/det(guy) =e = /g = \/—_g{l + g + ﬁ(hz)} , (3.49)

onde i = gMVhyy. Usando (3.14) para calcular o tensor energia-momentum respectivo a a¢io

do acoplamento minimo de matéria,
Tuy _ -2 6(vV/—8%y)
vV —8 og uv

Suv

gizv:gpv

(3.50)

— — Lt =2

Y

g;w:guv

e aplicando (3.49) e (3.50) em (3.48), teremos:
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V=8 L(®.8hyy) = v—8(1+h/2) Ly (P, gyy) + O (h?)
5%

=Vv—E |:$M((D7gMN)+huv§ /
Suv

guv 8uv

NS

+—$M<<I>,gMN>}+ﬁ<h2>

/ 1 v
VALl h) =V B @) — ST 1002 G

E facil notar que as perturbacdes afetam o escalar de Ricci da agdo S ¢» € Caso venha-
mos a expandi-lo em série de Taylor até os termos de 2* ordem, aparecerd o termo correspon-
dente a parte gravitacional da acdo de Fierz-Pauli ([16], eq. A.8). Como estamos trabalhando
com 0 caso massivo, entdo podemos acrescentar o termo de massa correspondente, dado por

[17] eq. (4.12) e (4.13). Assim, podemos reescrever (3.51) como:

34
e

Lra(@,gn) = Lan(P.guw) + M ZgFP v (X Z v () THY. (3.52)

n

Fazendo uma redefini¢cdo de campo para normalizar canonicamente a Lagrangiana

de Fierz-Pauli:

iy (x) — (x), (3.53)

V_“V

a expressao (3.52) se tornara:

La(0,8) = La(01) + Y Lo (1 () — Ze;fi>hzv< T (3sd)

onde o 3° termo da expressao acima nos fornecera as constantes de acoplamento, na forma:

_ey,)
VI VER

Agora poderemos calcular o potencial gravitacional entre duas particulas com mas-

(3.55)
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sas unitdrias, na brana de TeV, que € o potencial estatico gerado pelos modo-zero e massivos de
Kaluza-Klein. No caso de uma “interagiio de Yukawa™ (veja [18] eq. 4.127), nosso potencial

serd dado por:

(3.56)

Ao pegarmos o termo zero do potencial total, ag receberd contribui¢do do modo-

zero na foram dada por (3.29), resultando em:

Gy (3.57)

onde Gy € a constante de Newton. Claramente, isso reproduz a gravidade 4D que sentimos
no nosso Universo. Com o auxilio da aproximag¢ao(3.38) para as funcdes de onda dos mo-

dos massivos de Kaluza-Klein, o potencial gravitacional mediado pelo n-€simo griviton tera a

forma:
k3L2 e M’
Vn(r) = —W C0S2(anZ—57T/4) p
3.58
Gy K'L? (5:58)

= cos®(m,L, — 57 /4)e "
.

que segundo Gabella (2006)[8], as contribuicdes dos potenciais dados por (3.58) podem ser
negligenciadas até distincias da ordem dos fermi, » < 10~"3¢m, por serem suprimidas expo-
nencialmente. Portanto, a gravidade do modelo de Randall-Sundrum corresponde efetivamente

a gravidade 4D percebida experimentalmente.

30 potencial dado por [18] eq. 4.127 foi a base para a teoria de Yukawa relacionada a forca nuclear e usada
para prever a massa do pion.
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4 SIMPSON-VISSER EM MUNDO-BRANA

Em 1915, Karl Schwarzschild propds uma solu¢@o para a equacdo de campo de
Einstein, sugerindo uma distribuicdo de massa esfericamente simétrica e estatica no tensor
energia-momentum. Essa imposi¢cdo gerou uma métrica que possui duas singularidades: r =0e
r=2GM/ ¢2 [19] [20]. Para elimind-las, podemos recorrer a substituicao r2 = r*+a% onde a é
uma constante. Sem singularidades, a nova métrica descreve o chamado “buraco negro regular”
e a partir dele sao feitos estudos envolvendo buracos de minhoca [21].

O Modelo Randall-Sundrum nao possui singularidades quando y = 0 no RS-I, ou
z =0 no RS-II, pelo contrério, sdo valores finitos como ja evidenciado nas eq’s (3.1) e (3.4).
Porém, interessado em observar como a métrica do RS ira reagir, serd executada uma transformacao
andloga no intuito de estudarmos seu comportamento e quais mudancgas serdo obtidas nos re-

sultados se comparada com a métrica original.

4.1 Mudancas no RS-11

4.1.1 Meétrica conformalmente plana

Aplicando a substitui¢do |z| — v/z2 + b? na €q.(3.4), obtemos:

ds® =

1
dxtdx¥ +dz?] = (k22 +b2+1)72 dMdxN 4.1
(km+1)2[n“v ] ( ) MmN 4.1)

onde b € R, entdo o novo A(z) e suas 1* e 2* derivadas serdo:
A(z) = In[(kv/22 + D>+ 1)], (4.2)

p k Z
o A(7) — . 4.3
&) (kKVZ+b2+1) VZ+b2 @2

= A"(z) ¢ > i < (4.4)
Z = . — . . .
(K2 +D2+1) (2246232 (kW2 +Db2+1)2 22 +D?

O tensor de Einstein associado a métrica (4.1) é facilmente determinado utilizando

a eq.(3.8), onde g,y = Nun. Suas componentes, de maneira geral, sdo dadas por:
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6K2 NP3k b (kWA DE+1) n
(22 +52)32 - (kV/22 + B2+ 1)2 o
6k* 7> n
55
(224+02) - (kVZ2 4+ b2+ 1)?

4.5)

Gss =

Vamos observar o comportamento do fator de warp regularizado em comparacao ao

caso original:

Figura 4.1: Comportamento do fator de warp para diferentes valores de b.
A

— A(z, b=0)
— A(z b=0.1)
- Az, b=1)

\j

Fonte: Elaborado pelo autor

E possivel observar uma suavizacao na fungao exponencial, mediante a presencga da
constante b, e esse comportamento € um indicativo de que a brana pode adquirir uma espessura
[22], como mostrado na figura a seguir:

Figura 4.2: Comparacdo entre fatores de warp que geram branas finas e espessas.

fator de warp

brana fina

brana espessa

Fonte: Adaptado de Dzhunushaliev [22].

que se comparada com a figura (4.1), vemos que nossa métrica claramente satisfaz essa condi¢ao.
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Segundo Dahia e Silva (2015)[23], as solucdes de brana espessa sdo interessantes
de se analisar pois “sao consideradas versoes regularizadas do modelo de brana que sdo infinita-
mente fina, ja que recuperam a solucao fina correspondente no limite quando a espessura chega
a zero”. Porém, para verificarmos se de fato temos branas espessas e quantas o modelo possui,

devemos estudar o comportamento da fun¢do A(z) da métrica regularizada.
4.1.2 Breve andlise da fungao

Vamos observar se A(z), dado pela eq.(4.2) e suas derivadas apresentam um com-

portamento que lembra a fun¢do A(z) original e suas derivadas, ou se surgird algo novo.

lim A(c) = lim In[(ky/22 +57 + 1)) = In[(kv/22+ 1)] = In[(k |2] + 1)]. (4.6)

b—0

limA’(y) = lim @k z ksgn(d) @)

k
b0 b0 (kVZ2+B2+1) V2+b62 (klz[+1) [z (k[z[+1)

Como visto nas secdes anteriores, ao calcular o tensor de Einstein do modelo, na-
turalmente surgem deltas de Dirac na derivada de 2° ordem. Tal derivada fornece informacdes
que caracterizaram o tipo de brana que estaremos trabalhando. Entdo, devemos verificar se o 1°

termo de A”(z) satisfaz os seguintes comportamentos de uma delta de Dirac, que s@o:

0, se z#a;
* d(z—a)

oo, se z=a,

e [Z.0(z—a)dz=1,
* JZuf(2) 8(z—a) dz= f(a);
Verificando a 1* propriedade:

* Quando z # 0:

k b?
limy_,0A"(z#0) =1lim .
b—0 ( 7é ) b—0 (k /Z2+b2+1) (22+b2)3/2 4.8)

=0.
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* Quando z=0:

k 1
lim,_,0A”(z=0) = Ilim;,_,q [— =
(kb+1) b

(4.9)

Comparando esses resultados, vemos que o termo b?/(z> +b2)3/ 2, presente na

eq.(4.4), se comporta como uma delta quando b — 0, entdo, verificando a 2° propriedade::
= kb kz |°
|. @ = v (10
Em A”(z = 0), quando b # 0, vemos que ele possuird um altura finita de tamanho
k/b(k b+ 1) e adquire espessura a medida que b aumentar, como podemos ver na figura a seguir:

Figura 4.3: Grifico da func¢@o A(z) e suas 1% e 2°* derivadas, para diferentes valores de b.

—  — A(z, b=0)
e — A b=001)
Az, b=0,1)

Fonte: Elaborado pelo autor

Calculando ultima propriedade: Seja f(z) uma fungdo arbitraria. Quando z é um

valor elevado, o valor da funcao € desprezivel, portanto a integracdo pode ser simplificada com
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limites de integracao finitos, centrado na origem:

k b> k b?
| _#@ Z+b23/2dz—>/f ERyarEr

A medida que o valor de € diminuir, a constante b torna-se mais influente, de tal
maneira que ndo podemos dizer que f(z) é constante na vizinhanga do ponto z = 0 quando
b # 0, visto que ela se comporta como uma distribui¢do normal, ao invés de bem localizada

num ponto, como a delta de Dirac. Assim, de forma geral:

ka
/ 1) (g payn 4 # 1 (0) se b0 @.11)

Portanto, nossa fun¢@o A(z) regularizado se comporta de maneira semelhante a A(z)
da métrica original, assim como as 1* e 2* derivadas, embora ela nio satisfagca uma das propri-

edades da delta de Dirac. Assim, A” (z) indica que trabalharemos somente com uma brana

espessa.
4.1.3 Influéncia dos campos

Apos a regularizacdo efetuada na métrica, ndo discutimos sobre a ag¢do das bra-
nas. Por isso, sabendo que a acdo que as descreve sdao colocadas a mao, uum mecanismo que
pode utilizado para gerar branas € por meio da atuacdo de um campo do tipo escalar na acdo
gravitacional do modelo.

Na literatura, um caso onde vemos isso € mostrado em Kehagias (2001)[7], onde ao
submeter a acdo de um campo escalar tipo salto (ou bounce, no original) a acao gravitacional
do Modelo Randall-Sundrum, obteve como solu¢ido um fator de warp suavizado.

Ja que podemos substituir a acdo usual das brana pela acdo do campo, permitindo

que, de maneira geral, a acdo total seja escita como:

S = Sgrav + Sc
(4.12)

= [d*x [dz \/—g 2M’R + Sc,
onde Sg.q, € fornecida pela eq(2.4) desprezando a constante cosmoldgica, e Sc € a agdo do
campo. Na busca pelo campo cuja solu¢do fornece nossa métrica regularizada, iremos testar
dois campos que dados em termos de ¢, submetendo-os um por vez a acao gravitacional descrita

pela métrica. (4.1).
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4.1.3.1 Campo Escalar

O acdo que descreve o campo escalar € dada como:

Sce =— / d*x / dz \/—_g(égMNawaw +V<¢>)), (4.13)

onde o 1° termo dentro do parénteses é o termo cinético do campo, enquanto V (¢) é o potencial
associado ao campo escalar ¢. Ao aplicarmos a eq.(4.13) em (4.12) e por meio do principio
variacional, obtemos uma equacdo em termos de §gM", que é o tensor de Einstein, e outra

obtida em termos de J ¢:

Gun = #(an)aN(p—gMN {%¢/2+V(¢)}), 4.14)
(a0 = Z5 0 (4.15)

onde o trago “ ~ 7 simboliza a derivada em termos de z. Aplicando as eq’s(4.5) em (4.14),

obtemos as seguintes expressoes:

LPCINAC) o | VR A ) 2k V4D (4.16)
2 (k* /22+b2+1)2 (22+b2)3/2~(k* /22+b2+1)2 ) .
L p V(o) 3.2 z*
—¢'° — =24M°k . 4.17
27 (kW2 Hb+1)? (2402) - (V2 +b2+1)2 17
Por meio de combinagdo linear entre elas, temos:
b? - (kVZ2+ D2+ 1) — 4k 22 - V72 + b2
_ a3
V(p)=6M k[ (z2+b2)3/2 }, (4.18)
/ 3 b2 12
= [12M° k . 4.19
(0 [ (z2+b2)3/2-(k* /Zz—l-bz—l—l)] ( )

A eq.(4.19) nao € integravel, o que ndo permite obter ¢(y). Logo vemos que o

campo escalar convencional ndo adequado como fonte de nossa métrica regularizada.
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4.1.3.2 Campo Cuscuton

Para encontrarmos a fonte, podemos recorrer a acdo de campos que utilizam de
termos cinéticos ndo candnicos [25] e um que se enquadra nessa descri¢ao é o campo Cuscuton

[26], cuja agdo € dada por:

Sce.= / d*x / dz /=g (ﬂ:uz N OO —V <¢>> , (4.20)

onde % é uma constante arbitraria da prépria teoria [27]. Aplicando a eq.(4.20) em (4.12), e

utilizando o principio variacional, obtemos as seguintes expressoes:

1 9o,
Gy = 375 (P g+ | £ 20r030) =V (0)] ). @)
u? ( v—eg""on¢ ) aV(9)
o = . 4.22
V=2 "\ (&"230300)12) = 09 *22
Aplicando as eq’s (4.5) em (4.21), obtemos as seguintes expressoes:
V(9) 32 2
Gss = — =V = 24M°k* —— |, 4.23
VN R it M ) B
1
G = +u?(g"Copgdpd)'/? -V
uv 4M3(k\/m+1)2 nlJV .u (g P(P Q(P) ((P)
3 2
Y :_12M k b

uZ (24 b2

Como |¢’| é um valor positivo, garantido pelo médulo, e o lado direito da igualdade
€ negativo, por questdoes de consisténcia usaremos o sinal (—) para nossa situagdo. Assim, ao

integrarmos a igualdade acima, obtemos:

N ()_12M3k z
9(z) = u (2+p2)12

+C|, (4.24)

onde C € uma consante de integracao.
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Figura 4.4: Campo de Cuscuton (azul) e potencial associado (vermelho) em termos de z.

A

v

Fonte: Elaborado pelo autor

E facil ver que esse campo converge a valores finitos, dados por O(z — Foo) =
+12M3k/u? +C. A fungio inversa de (4.24), que fornece a varidvel z como dependente do

campo ¢, tem a forma:

b(¢9—-C)
f2=(9-C)?

2(9) = ; (4.25)

onde f = 12M3k/u?. Portanto, o potencial V(¢) escrito em termos do campo escalar tem a

seguinte forma:

u?

_W@ _C)Z_ (4.26)

V(g) =

Substituindo as eq’s(4.23) e (4.24) em (4.20), a acdo € escrita da sguinte forma:

See =—fd4xfdz¢——g{u2 eA<Z>|¢'|+v<¢>]

(4.27)
i - 3 [(RV2+D2+1)-0> 2k 2
=—[d**[dz\/—g 12M k[ ERVORE 21|

Podemos ver que o termo cinético do campo fornece o termo de brana, pois € mais
influente a medida que nos aproximamos de z = 0, que € onde a brana espessa esta situada,
segundo métrica regularizada. Ja V(¢) contribuird com o termo de bulk, pois torna-se mais
influente a medida que nos deslocamos na dimensao extra.

Para verificarmos se nosso campo € consitente, basta resolvermos a equacao de

Klein-Gordon, que € obtida a partir do variacional em termos do campo [28]. Assim teremos:
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—4A 1,55
2 5A e N7 0ds¢ . IV (9)
T aM( 0 ) T
v (9)
2.6A . (—4A’ — 2 \r/
= u?-et- (—44A) 30
Aplicando as eq’s(4.2, (4.3), (4.24) e (4.26) na expressdo acima, obtemos:

4k z 4u’kz  u*cC
2

—u - (k2D 1)- =— + :
Ho ) (V2 +D2+1)- V2 4+ V2D M

Assim, o campo seré consistente quando C = 0.
4.1.4 Equacdo tipo-Schrodinger

Ap0s a linearizacdo do tensor de Einstein, correspondente a métrica (4.1), a forma
geral da equacdo que descreve o graviton ndo se altera. Usando as expressoes (4.3) e (4.4), o

potencial pode ser reescrito como:

V() =A%) A"

15 ZZ k2 b2 k (428)

3
4 (W12 (240 2 (W 1) (246232

4.1.5 Modo-Zero

O modo zero pode ser encontrado usando o mesmo método descrito na se¢do (3.1.5),

assim, fazendo ,(z) = e (%), a solugdo nos daré:

Wo(z) = e A2 = (/22 + b2 +1) 732, (4.29)
E ficil ver que a equaciio acima tem um pico em z = 0 que é inversamente propor-
cional a b e, graficamente, € a forma suavizada da funcao de onda mostrada na fig.(3.2).
4.1.6 Alguns outros problemas

Nas secoes a seguir serdo brevemente explanadas alguns resultados obtidos durante
os calculos que sdo importantes para andlise do modelo, mas que ndo puderam ser obtidos pois

a propria estrutura da métrica modificada nao permitiu.
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4.1.6.1 Condicdo de contorno

Para obter a condi¢do de contorno em torno da brana em z = 0, basta aplicarmos

eq.(4.28) em (3.23):

30T PPy () 1 o,
a0t 2 n . _ _
¥, (07) +,(07) 2/_ {(k\/zz—l—ibz—l—l) (z2+b2)3/2]dz_ 0 m, ,(z)dz = 0.
30 PRy 1
=0 =3[ (e @ 430

pois ¥ (y) deve ser uma fungio impar, como citado na se¢do (3.1.4). O termo do lado esquerdo
da igualdade niao € integravel, pois nao € um Delta de Dirac exato, mas sim aproximado.
Assim, ndo podemos obter uma condicdo de contorno em torno da brana z =0, o

que dificulta a obten¢do dos modos massivos para essa métrica.
4.1.6.2 Modos massivos do graviton

Sabendo que nossa brana € espessa, ndo poderemos desprezar sua interferencia na
equacdo diferencial como foi feito na eq.(3.30), pois tratava-se de uma brana pontualmente

localizada. Assim, aplicando a eq.(4.28) em (3.23) , nossa expressao resultante é:

v+ [ 2.
n nt (k /_z2+b2+1)-(z2+b2)3/2

15 22 k>

_Z. (k\/m+1)2-(z2+b2> Wn(z) =0.

(4.31)

Mesmo recorrendo ao autor [14] e ao software [29] , infelizmente ndo foi possivel
encontrar uma solucdo que satisfizesse a eq.(4.30) a fim de obter uma solucdo analitica, logo
nao podemos calcular os modos massivos dos gravitons com a métrica (4.1), apenas o modo

zZero.
4.1.7 Regularizacdo de Simpson-Visser no RS-1

Sabemos que o Modelo Randall-Sundrum € divido em duas partes, tipo I e tipo II, e
nesse trabalho aplicamos a regularizacao de Simpson-Visser na métrica do RS-II. Mas por que
nao aplicar essa substitui¢ao para o RS-1?

Em Gibbons et al (2001)[30] sdo apresentadas condicdes de consisténcia que qual-
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quer modelo, que aborde o cenério de mundo brana, deve obedecer: “a soma da tensdo total das
branas planas e a integral ndo negativa da energia gradiente dos escalares do bulk deve desapa-
recer’. Isso implica que o RS-I com duas branas finas satisfaz essa condi¢do, mas nao permite
uma generaliza¢do com branas suaves.

Ainda que desejassemos migrar da coordenada z para y, ndo seria possivel, pois
a estrutura da métrica ndo permite, como mostrado a seguir: Suponha que exista uma fun¢do

f(y), tal que a métrica generalizada do RS-I seja escrita como:

ds* = e 0, dxtdx’ +dy?, (4.32)

e que sob uma transformacgdo de coordenadas, podemos obter a métrica regularizada do RS-II
dada pela eq.(4.1). Assim, se fizermos dy = (kv/z2 +b2 + 1)1 dz, integrando de zero a um

valor finito, teremos:

z kz

arctan arctan| ———

o v +b (\/kzbz—lx/z2+b2) (¢k2b2—1) in(b) - 4 33)
k k/I2b2 — 1 kk2b? — 1 koo

Embora seja integravel, ndo € possivel determinar a funcdo inversa da mesma, o que

forneceria f(y). Logo, com este tipo de fator de warp nao é possivel transitar entre y e z.
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5 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS FUTURAS

Vemos que o Modelo Randall-Sundrum Tipo I nos fornece uma solucido para o
problema da hierarquia, usando o fator de distor¢@o aplicado na métrica de Minkowski. Por
meio do bulk métrico e da acdo que descreve o modelo, podemos ver uma relacdo entre as
massas desses dois Universos de escalas de energia diferentes, ja citados neste trabalho.

Ja o0 Modelo de Randall-Sundrum Tipo II nos forneceu detalhes sobre a gravidade,
que é dada por perturbagdes em torno do fundo métrico, que sdo os gravitons. Ao analisarmos
as diferentes funcdes de onda dessas particulas elementares, vemos que o modo zero corres-
ponde a gravidade que medimos experimentalmente. Os modos massivos de KK, embora sejam
pouco perceptiveis na escala de energia que € trabalhada nos colisores atualmente, se detecta-
dos, poderam ser uma evidéncia das dimensoes extras.

O modelo Randall-Sundrum sob mudanga tipo Simpson-Visser € uma ideia interes-
sante de se contemplar, embora apresente alguns problemas a serem resolvidos. Por meio dessa
nova métrica, percebeu-se que a brana onde devemos trabalhar devera ter espessura, devido a
suavizagdo presente no fator de warp, enquanto que a brana no modelo original € do tipo fina.

Como perspectiva futura, trabalharemos nessa nova métrica de maneira mais apro-
fundada, buscando por meio do acoplamento geométrico solucionar os problemas nele encon-
trados, pois tal método elaborado por [31,32] resolveu o problema do acoplamento do campo
de gauge, que apresenta problemas quando trabalhamos num espago com 5 dimensdes e em

adicao serd analisado a localiza¢ao de campos com essa métrica.
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APENDICE A - TRANSFORMACAO CONFORME DO TENSOR DE EINSTEIN

Em [13], apéndice D, partimos de uma variedade n-dimensional com uma métrica
arbitréaria g,,. Caso Q seja uma fungdo suave e estritamente positiva, entdo diz-se que a métrica
8ab = -ngab surge de g, por meio de uma transformacao conforme. Sejam V, e V, as derivadas

covariantes associadas as métricas g, € g,p, respectivamente, e sabendo que V,&,, = 0, temos:

Vagpe = 2085V Q2.
Entdo, se aplicarmos a derivada covariante V, num vetor @, obtemos a seguinte

relacdo entre os nablas”:

Va()'-)b = Va(’-)b - sz(l)c,

onde nosso simbolo de Christoffel tera a forma:

- Q2 e - -
[Y = 582080V aQ+ 2080 VbR ~ 2080V o€

= 5V (InQ) + 8.V o (InQ) — §apgV 4 (InQ).

Num espago sem tor¢des, o transporte paralelo tem a seguinte forma:

[;Lvaa)L Vb]wc = Rd ay,

abc

onde

VT = Vel A Tg T+ =TT —

c ca

onde o termo *V,, se refere a outro espaco curvo, pois queremos relacionar o espaco descrito

por gun € gyn na eq.(3.6). Assim,
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[/1 le Vh] O, = [6617 6b]wc - 6af‘?bwd + 6!)1:‘22 Wy — f‘gb(vawd) + f‘ga(vbwd)

—T, (V@) + 1%, (Vo) +T¢, 0% 0y — T, T 04

d pd T e T
= | Rape = Rape — 2V[arg]c + zri[arz]e'

Aplicando a relacao existente entre o simbolo de Christoffel e 2, obtemos o seguinte

tensor de Riemann:

Rd

d =RI — 26[‘;% VelnQ — 28V, VIinQ+293 .,V y VelnQ
+26[i(€a]zn9)ﬁczn9 +284(V,InQ)V ) InQ + 433 1, (V) InQ)V 4 InQ

—28 Za O3 (V InQ)V elnQ — 28 g1y (V fInQ) V1 In €.

Por meio de uma contracdo entre os indices b e d, obtemos o tensor de Ricci R,

associado a R.:

Rie =Rye—(n— 2)6aﬁcan — 3,89V V InQ + (n— 2)6alngﬁcln9

- - (A.1)
— (1 —2)§4c8%V 4 InQV  InQ.
Entao, nosso escalar de Ricci tem a forma:
R=Q 2[R—2(n—1)§°V,V.InQ — (n—2)(n—1)§°V InQV . InQ)]. (A.2)

Combinando as eq’s (A.1) e (A.2), obtemos nosso tensor de Einstein associado a

métrica g,p, obtido por transformagdo conforme:
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Gay = Gup— (n—2)VoVylnQ — g3V gV InQ+ (n —2)V o InQVInQ

- - -~ N (n-—1 - -
—(n—2)gp8%V gInQV InQ+ g [(n — 1)@V, V,lnQ+ % gabvalngvblngz}

~ -~ - - Y o~ —3) . ~
=G+ (n—2) —VaVban—l—VaanVban—i—gab(VdlenQ+<n2 )lenQlenQ)}

Fazendo Q=e 4 ¢ renomeacoes de indices pois estamos trabalhando com indices

maitsculos, obtemos a eq.(3.7).
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APENDICE B - EQUACAO DE BESSEL DE SEGUNDA ESPECIE EM TERMOS DE
SOMATORIOS

Em [14] eq. 9.1.2, a equacgdo de Bessel de 2° espécie € dada por:

Y (x) = COS(erZ; (();)ﬂ—) J_,

(%)

Reescrevendo a expressdo acima como Y, (x) = lim Y, (x), poderemos usar a regra
v—n

de L’Hospital, que resultara em:

1 [dJ,(x)

Y, (x) = lim — —_(_l)vd‘]—v(xq

n venm| dv dv

As derivadas das equacdes de Bessel de 1* espécie sao calculadas usando a forma

de somatéria (veja [14] eq. 9.1.10), que forneceram o seguinte resultado:

dJ.,(x) e F(EV+s+1) (x\

—— =4 [ 2 -1y =

dv Sy (D)In(x/ ):FEO( S e \2

onde F (a) é chamada de fun¢do digamma, definida como:
din(C(a+1)) . 1 1 1
N=""20T ) im () - — — —— —
Flatl) da itsoo n(n) z+1 z+2 Z+n
= 1 1
= L)

onde Y € a constante de Euler-Mascheroni. Substituindo essas expressoes na regra de L’ Hospital,

e usando a relagdo de recorréncia entre J,,(x) e J_, (x), teremos:



e 12 JF(v+s+1)
Px) = Jim | A Win(e/2) = 2 B (D"
12 v F (—v+s+1)

BFP Ve I
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X 2s+v
2

5]

o o . v—1 o] [eS]
No 3° termo, deveremos quebrar o somatério em dois, .~y ¢ }.°,. Em Y7,

faremos uma substitui¢ao para que ele se acople com o 2° termo de ¥, (x), e em Z;:Ol deveremos

usar a seguinte propriedade:

lim M
=-n1(z)

— (—1)"'n!

e aplicando o limite, a equacao de Bessel de 2* espécie pode ser escrita como:

n—1

2 1 s
=g, )in(x/2) = — ¥ (1)

s=0

s!

s=0

(s+n)!s!

_%i(_l)sF(s—i—l)—i—F(n—Fs—Fl)

(

(n—s—lﬂ(

X

2

X

2

) 2s—n

) 25s—n

Essa expressdo € exatamente a mesma dada em [14] eq.(9.1.11).
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APENDICE C - LIMITE ASSINTOTICO DA EQUACAO DE BESSEL DE PRIMEIRA
ESPECIE

Em [14] eq. (9.1.21), é dada a forma integral da equacdo de Bessel de 1* espécie:

Jy(x) = %/Oncos(ve —xsen(0))do

_ % /n[ei(ve—xsen(e)) +e—i(V9—XS€”(9))]d9
0

Sabendo que a Re{ei("e_xse”(e))} = Re{e‘i(ve_xse”(e))}, podemos reescrever a

expressao a cima como:

17
— o i(vO—xsen(0))
J,(x) 2Re{2n/0 e de}

Fazendo 6 — 6’ + 1/2, teremos:

—ivre/2 /2 . ;. ,
Jy(x) = 2Re{ ¢ / ¢'V0' gmixcos(0 ”d@’}
2n —1/2

Como cos(8') = 1 —2sen*(0’/2), chamaremos u = 2sen(6’/2), assim:

i(x=vr/2) /2 o iv-arccos(1—u?)2) ,—ixu? /2
J,(x) =2Re e—/ 2 ¢ u
2m -V2 4—uy?
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Se expandirmos arccos(1 —u?/2), !V ccos(1-1?/2) & \/4 % em série de Taylor,

os termos impares desapareceram, ja que esses termos impare gerados por ¢!(V0—xsen(0))

i(vO—xsen(0))

N

cancelam com os gerados por e~ . Entdo teremos

e=vm/2) /2 u2(4\/2 _ 1) A -
= - _ Nt —ixu=/2
J, (%) 2Re{ 5 /\/E(l g +O(u ))e du

Por meio de uma “soma de zeros”, e algumas substituicdes nessa soma, podemos

alterar o limite da integral para | — oo, oo[:

i(x—Vvm/2) oo 2 2 .
JV(X) :2Re{eT/ <l—w+ﬁ(u4>)€_wu2/zdu}

Agora, podemos ver claramente um decaimento na exponencial no infinito. Fazendo

—in/4

a substitui¢@o na integral u = e v = u? = (e */*v)? = —iv? e resolvendo-a obteremos:

2 _
J,(%) :\/%cos(x— V)2 — 1)) =y — Y . Lsen(x—va/2— x/4)

X3
+0(x3?)

Por fim, para o caso onde x > 1, teremos:

Jy(x) ~ \/%cos(x— v /2 —1/4)
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