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RESUMO

Neste trabalho, é introduzida uma nova distribuicao continua de probabilidade com suporte
em RT, denominada de Logistica Exponencial Inversa Lehmann tipo II, obtida a partir
da alternativa de Lehmann tipo II. O principal propoésito desse trabalho é aplicar a nova
distribuicao no contexto da analise de sobrevivéncia, e obter uma estrutura de regressao
log-linear para os dados do tipo censurados a direita. Discutimos as principais propriedades
da nova distribui¢cao como quantis, assimetria, curtose, momentos, estatisticas de ordem e
entropia de Rényi. A nova distribuicdo possui uma funcao taxa de risco que pode assumir
diferentes comportamentos segundo os parametros associados. Realizou-se estudos de
simulacao para avaliar o desempenho das estimativas obtidas via o método da maxima
verossimilhanca. Para ilustrar a aplicabilidade da nova distribui¢ao, foram utilizados

conjunto de dados reais.

Palavras-chave: analise de sobrevivéncia; alternativa de Lehmann; dados censurados;

logistica exponencial inversa; modelo de regressao log-linear.



ABSTRACT

In this academic work, a new continuous probability distribution with support in R is
introduced, called Inverse Exponential Logistic Lehmann type II, obtained from Lehmann
type II alternative. The main purpose of this work is to apply the new distribution
obtained in the context of survival analysis, and to obtain a log-linear regression structure
for right-censored data. We discuss the main properties of the new distribution such as
quantiles, asymmetry, kurtosis, moments, order statistics and Rényi entropy. The new
distribution has a risk rate function that assumes different behaviors according to the
associated parameters. Simulation studies were carried out to evaluate the performance of
the estimates obtained via the maximum likelihood method. To illustrate the applicability

of the new distribution, real data sets were used.

Keywords: survival analysis; Lehmann’s alternative; censored data; inverse exponential

logistics; log-linear regression model.
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1 INTRODUCAO

Nos estudos de anélise de sobrevivéncia, a distribuicao de probabilidade expo-
nencial ¢ um dos modelos continuos mais utilizados, uma vez que possui facil tratamento
analitico e também por conta da importante propriedade da falta de memoria. Contudo,
tal distribui¢ao possui a limitagao de sua fungao taxa de risco ser constante, o que reduz
sua utilidade em muitas outras situagoes praticas. Dado isso, diversas outras extensoes da
distribuicao exponencial foram propostas a fim de obter outras formas da funcao taxa de
risco.

E possivel citar alguns artigos recentes que trabalham nessa linha como Mansoor
et al. (2019) que propdem a distribuigdo Marshall-Olkin Exponencial Logistica, Okorie et al.
(2017) que propoem a distribuigdo exponencial Log-Logistica Ajustada, George e Thobias
(2019) realizam um estudo da distribui¢ao Marshall-Olkin Exponenecial Kumaraswamy,
Nassar et al. (2019) introduzem a familia de distribui¢ao Marshall-Olkin Exponenecial
alfa poténcia, enquanto que Basheer (2019) aplica tal desenvolvimento para a distribuigao
Exponencial Inversa; Fallah e Kazemi (2020) realizam um estudo inferencial da distribui-
¢ao exponencial ponderada generalizada, Chaudhary e Kumar (2020) trabalham com a
distribui¢ao Logistica Exponencial Inversa, Sobhi e Mashail (2020) estudam a distribuigao
logistica exponencial inversa poténcia no contexto de dados de seguros, Eghwerido et al.
(2022) realizam uma extensao da distribuigdo exponencial generalizada alfa poténcia e,
Tkechukwu e Eghwerido (2022) propoem a distribui¢ao exponencial deslocada transmutada.

Neste trabalho seré proposto a alternativa de Lehmann tipo II para distribuicao
Logistica Exponencial Inversa (LEI) (Chaudhary; Kumar, 2020) a fim de obter uma
distribui¢ao mais flexivel no contexto de andlise de dados de sobrevivéncia na presenca de
dados censurados a direita. Seja X a variavel aleatoria Logistica Exponencial Inversa, X ~
LEI(7, A), cuja fungao de distribuigao, densidade e taxa de risco sdo dadas, respectivamente,

por
1

1+ (exp(A/z) — 1)

Fx(x;v,\) = x>0evy,A>0,

e/ (exp(hf) = 1)
fX(fL‘,/Vy >\) o2 [1 + (eXp()\/;p) — 1)7]2

,x>0ev, A>0,

A exp(A/x)

N = T e (h/a) — 1) lesp(0/a) — 1)

xr>0evy,A>0.
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Para obter a alternativa de Lehmann tipo II, serd considerado a transformacao
usando a funcgao de distribuicao acumulada de uma varidvel aleatéria absolutamente
continua G(y) =1—[1 — F(y)]*, o > 0, em que F(-) é a fungao de distribui¢ao de uma
variavel aleatoria absolutamente continua. As fungdes densidade e taxa de risco associadas

a G(y) sao dadas respectivamente por

9(y;a) = all = F)* 7' f(y) e h(y; ) = 1Oif1(?y()y)'

Para outros desenvolvimentos que aplicam as alternativas Lehmann, os leitores
podem consultar trabalhos como: Chaubey e Zhang (2015) que propoem uma alternativa
de Lehmann para a familia de distribui¢ao Chen, Tomazella et al. (2020) que fazem uma
aplicacao de uma alternativa de Lehmann para a distribuicao Weibull inversa, Awodutire
et al. (2020) em que desenvolvem um estudo para a distribui¢ao half-Logistica, Ogunde et
al. (2020) que propoem uma alternativa de Lehmann para a distribuigdo Gumbel tipo-II
extendida, enquanto em Ogunde et al. (2021) os autores fazem um desenvolvimento de
uma alternativa de Lehmann para a distribuicao Frechet-Poisson.

O estudo do tempo de vida em anélise de sobrevivéncia é bastante influenciado
pela presenca de covariaveis. Nesse contexto, os modelos de regressao sao amplamente
utilizados. Alguns modelos de regressao para dados censurados foram propostos na
literatura recentemente. Tem-se, por exemplo, o desenvolvimento de Korkmaz et al. (2019)
para a familia de distribuigao Marshall-Olkin Weibull, Cordeiro et al. (2019) propoem
um modelo de regressao para uma classe da Weibull Marshall-Olkin, Yousof et al. (2019)
realizam um estudo para a distribuicao Topp Leone gerada da distribui¢ao Burr XII e
Afify et al. (2018) propoem um modelo de regressiao para a distribui¢ao Weibull Burr XII.
Neste trabalho foi desenvolvido de forma introdutéria o modelo de regressao log-Logistica
Exponencial Inversa Lehmann tipo II.

Com relagao a estrutura desta dissertacao, temos que no Capitulo 2 é introduzida
a distribuicao Logistica Exponencial Inversa Lehmann tipo II, sao apresentadas algumas
propriedades e os procedimentos para obtencao de estimacao via método de méaxima
verossimilhanca na presenca de dados censurados, e no Capitulo 3 é apresentado um
modelo de regressao log-linear na presenca de dados censurados a direita, e obtida as
medidas para avaliar a adequagao do modelo. Para as aplica¢oes foram utilizados conjunto
de dados reais em que a fim de comparar a distribui¢ao proposta com outros modelos jé

desenvolvidos em outros trabalhos.
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2 DISTRIBUICAO LOGISTICA EXPONENCIAL INVERSA LEH-
MANN TIPO II

Neste capitulo sao abordadas algumas propriedades da distribui¢ao Logistica
Exponencial Inversa Lehmann tipo II como quantis, assimetria, curtose e momentos. Além
disso, sao obtidas as expressoes para célculo da funcao escore e da matriz de informacao

de Fisher. Os resultados das aplicagoes podem ser conferidos na ultima se¢ao do capitulo.

2.1 Definicao

Seja T uma variavel aleatoria com distribuicao Logistica Exponencial Inversa
Lehmann tipo II, denotada por 7" ~ LEIL2(«, v, A), sua fungao de distribui¢ao acumulada
¢ dada por

(exp(A/t) — 1) ]°
1+ (exp(A\/t) — 1)

Fr(t;a,v,A\)=1-— ,t>0ea,v,A>0, (2.1)

e sua fungao densidade é dada por

ayAexp(A/t)(exp(A/t) — 1)

Fr e r N = T e/ — 1

t>0eavA>0. (2.2)

Para a = 1 tem-se como caso particular a distribuicao Logistica Exponen-
cial Inversa (Chaudhary; Kumar, 2020), e quando @ = v = 1 obtém-se a distribuicao
Exponencial Inversa como caso particular (Keller et al., 1982).

A funcao taxa de risco é representada por

ayA exp(\/t)
t2 [1+ (exp(A/t) — 1) ][exp(A/t) — 1]

hr(t; o, v, \) = t>0eavA>0. (2.3)

Na Figura 1 tem-se as fungoes densidades e de risco para a distribuicao LEIL2. Note que
a densidade assume diferentes formas (de assimetria e de curtose), o que é bastante ttil

nas aplicacoes praticas.

2.2 Quantis, assimetria e curtose

A fun¢ao quantilica denotada por Q(u), u € (0, 1), da distribui¢ao LEIL2 pode

ser obtida através da inversa da funcao (2.1)

A
Qu) = > a, v, A >0,

1 1
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Figura 1 — Funcao densidade (& esquerda) e funcao taxa de risco (a direita), para a
distribuicao Logistica Exponencial Inversa Lehmann tipo II, considerando alguns valores
para os parametros

o]
——— @=27=25k=25 ™ —— @=2y=255=25

e @=451=2,1=65 T @=451=2,1=65
-------- w=51=4,2=10 JHEREEEE  eshasARG
----- - a=1r=15i=10 HEEEREL e SRRl

1.8

a=0571=51r=5 e e a=057v=51L=58

02 03 04 05 08
-
t
1.0

05
|

0.0 04

|

i

i
0.0

|

Fonte: elaborado pelo autor.

caso haja interesse particular na mediana (Med), temos que

A
Med = a,v, A > 0.

1 1/~
IOg 1 + (m — 1)

Para o calculo da assimetria podemos utilizar o coeficiente de assimetria

quantilico de Bowley (Kenney; Keeping, 1962) dado por

Q(0,25) —2Q(0,5) + Q(0,75)
Q(0,75) — Q(0,25) ’

e para a curtose utilizar o coeficiente de curtose quantilico proposto por Moors (Moors,

1988)

S:

Q(0,875) — Q(0,625) + Q(0, 375) — Q(0,125)

K= Q(0,75) — Q(0, 25)

Na Figura 2 observa-se o comportamento da assimetria e da curtose conside-
rando alguns valores dos parametros. Veja que para os menores valores do parametro o

tanto a assimetria como a curtose tendem a ter os maiores resultados.

2.3 Momentos

Seja T' uma variavel aleatoria seguindo uma distribuicao LEIL2(a, 7, ), seu

r-ésimo momento ¢ dado por
o A Nt ANt) — 1)t
E(T") — / rayAexp(A/t)(exp(A/t) — )™
o [+ (exp(Ax) — 1)t

X aexp(A/t)(exp(A/t) — 1)
047)\/0 ! 1+ (exp(A/t) — 1)v]ett dt.
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Figura 2 — Comportamento da assimetria (a-b) e da curtose (c-d) para determinados
valores dos parametros da distribui¢ao Logistica Exponencial Inversa Lehmann tipo II

= (b)

(d)

Fonte: elaborado pelo autor.

Reescrevendo a fragao a seguir em formato de uma série de poténcia binomial,

resulta que

1 [kt o ok
[1+<exp<x/t>—1>ﬂa+l‘z( k >( p(3/f) = 1)

k=0

Ao multiplicar pelo termo (exp(A/t) — 1)**~! em ambos os lados tem-se

(exp(A/t) — 1)1 _ Z (k + a) (exp(A/t) — 1)7(+)-1

[1 4 (exp(A/t) — 1)7]et o\ k

= S (M)t - expy -

k=0

Representando (1 — exp(A/t))" =1 em série binomial, >oo(=1) (V(RJrja)*l)exp(j/\/t),

e multiplicando pelo termo exp(\/t), resulta

exp()\/t)(exp()\/t - 1::/1_ Z Z (/f + Oé) ( k + C%) - 1) (_1)7(k+o‘)+j_1eXp((j—|-1))\/t)-

[+ (exp(M 1) — 22 j
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O r-ésimo momento entao é dado por

B1) = an Y () (T ) e [T o

k=0 j=0 J 0
- - (kra) ((k+a) -1 _1y(k+a)+i—1 I'(l—r)
”ZZ( [ [ G+ DA

2.4 Estatisticas de ordem

Seja Ty, T3, ..., T, uma amostra aleatoria de T ~ LEIL2(a, 7y, ), o, 7y, A > 0.
Considere suas respectivas estatisticas de ordem 1{yy, T(2), ..., T(n). A funcao densidade da
l-ésima (0 < [ < n) estatistica de ordem é dada por

i) = e IG) — Gor
n! ayAexp(N/t)(exp(\/t) — 1)+ =Dl
(= Din—0) 2 [1+ (exp(A/t) — 1)]er D)
(xp(y/1) — 171"
[T+ (exp(r/2) — 17

X |1—

Utilizando a expansao binomial, é possivel reescrever a funcao densidade da

[-ésima estatistica de ordem como

n! ayexp(\/t)(exp(A/t) — 1)+ m=0]-1
[—Dln—=0! 2 [1+ (exp(N/t) — 1)7](etDl+(n=0]

SL AT (exp(VE) — 1)k
. (‘”k( k )[1+<exp<x/t>—1mak‘

910 (t)

k=0
Através de uma organizagao algébrica, a fungao densidade da [-ésima estatistica

fica

n! -

90l = T 4

1 (-1 -1y
[1+(exp(/\/t)—1)7]n—l( 1 )g(t,a 1), (2.4)

=0

em que g(t;a*, 7, \) é a fungao densidade de T' ~ LEIL2(a*, 7, A), sendo a* = 1+ k+n—1.

2.5 Entropia de Rényi

Seja X variavel aleatoria com fungao densidade g(x), define-se a entropia de
Rényi (RENYI, 1961) de ordem p como

1
IL—p

Hp = log [/_Oo [g(fﬂ)]pdx] , p>0, p#F 1L

(e}
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Para o caso de p 1 1, tem-se como o caso particular a entropia de Shannon (Shannon,
1948). Considerando a distribui¢ao 7" ~ LEIL2(«, v, A) a entropia de Rényi é dada por

= 1 * (ayN)? exp(pA/t)(exp(A/t) — 1)*P=P
Hr = 1-— plog {/ t2e [1+ (exp(\/t) — 1)7]pletD) t}

L o [ 2, €XP(pA/t)(exp(A/t) — 1)*7PF
= oy [ SO O ]

Reescrevendo a fragao a seguir em formato de uma série de poténcia binomial,

resulta que

1 o (bt pla+1) -1 o
[1+ (exp(\/t) — D)]elerD) — ; ( I )(exp()\/t) 1)

Multiplicando pelo termo (exp(\/t) — 1)?(®7=1 a série fica

(exp(A/t) — 1)pler=1) i (k; +pla+1)

-1 v(k+ap)—p
[1+ (exp(A/t) — 1)7]elatD) 2 I )(GXP(A/t) — 1)7rer)

_ Z (k + ,O(Oé]:— 1) — 1) (_1)—y(k;+ap)—p(1 exp(A/t))? y(k+ap)—p

k=0

Representando (1 — exp(\/t))Yk+22)=¢ em série binomial, domo(=1) (7(k+?p)_p)exp(j)\/t),

e multiplicando pelo termo exp(A/t) obtém-se
= [kt plat+1) -1 k+ ap) — o)L .
ZZ( ety )(”( o) p)(—lw+ P Pexp((j + 1)A/1)
k=0 j=0

Assim, a entropia de Rényi é dada por

1 o= [k 1)—1 k — .
HR _ log (Oé’Y)\)p + p(Oé + ) 7( + Oép) P (_1)7(k+ap)+j—p
1=p k=0 j=0 k J

« /0 " (1) exp((j + 1)>\/t)dt]
- - 1 log [ o) pii <k: +p ak+ 1) - 1) (v(k: + qp) - P) (—1y1(kan)+i=p
- P

k=0 j5=0 J
I'2p—1) ]
=G+ DA

(2.6)

2.6 Estimagao via maxima verossimilhanca na presenca de dados censurados

a direita

Seja Y; uma variavel aleatoéria que representa o tempo de falha da i—ésima

unidade, e C; a varidvel aleatoria que representa o tempo de censura da respectiva
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unidade. As variaveis Y; e C; sao assumidas independentes, Y; possui distribuicao LEIL2
parametrizada por @ = (a,v,\)". Observando os pares de dados (T}, 0;), em que T; =
min(Y;, C;) com §; = 1, quando Y; < C; e 4; = 0 caso contréario.

Dado uma amostra de tamanho n dos pares (7}, 6;), o logaritmo da fungao de

verossimilhanca é dada por

(o) = Z(Slong —l—Zl— Nog[Sr(t;)]

= log(ay\) Z(S - 225 log(t;) + )\Z + Z ay — §;)log(exp(A/t;) — 1)

= D (a+d)log(1+ (exp(A/t:) — 1)), (2.7)

i=1
em que fr(-) ¢ dado por (2.2) e Sp(-) =1 — Fr(-) com Fr(-) dado por (2.1).

A funcao escore para os parametros fica

1 n n n
Ua(0) = —> 0i+7) log(m) — D log(1+mn)), (2.8)
=1 =1 i=1

10) = 1D 0w toaln) =D (et 8) T (29)

14+n

n n n 1
UA(0) = %Z(sﬁz Z (ay — 5 1+ni)_,yz(a+6i)n7 (L+m)
=1 =1

P ti(1+n,))

(2.10)

em que 7; = exp(A/t;) — 1. Os estimadores de maxima verossimilhanca sdo obtidos através
da solugdo do sistema de equagoes U, (0) =0, U,(0) =0 e Uy(0) = 0. Como esse sistema,
nao possui solugao analitica fechada, utilizou-se rotinas computacionais em R (R core
team, 2023) através da utilizagdo da fungao optim, que por sua vez utiliza o método de
otimizagao de Nelder e Mead (1965) para encontrar uma solu¢do numeérica.
Assintoticamente, e sob condicao dos parametros serem pontos interiores do

espago paramétrico tem-se que 0 possui distribuicao Normal trivariada dada por
V(6 — ) ~ N3(0, 171(8)) quando n — oo,

em que I(0) é matriz de informagao de Fisher esperada. Tal comportamento ainda pode

ser esperado se a matriz de informacdo I(0) for substituida pela matriz de informagao
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observada avaliada em é, J(6 , em que J ) = — aZ?@ _ & representada por

d2000)  d20(0)  d20(0)
da? dady dad\

0\ _ d2e(0)  d2¢(e)
J(0) = - d~/(2) dydx |
d>0(6)
A2
sendo
d?((0) 1 z”:
= T3 5i7
da? a2 p
d*((6) i — log ()]
= logln) - 3 B
dady i=1 i=1 14,
00) _ Z”: YA4m) =~ (4 m)
dad\ —  ti —  ti(1+n))
d*((6) _ _i i 5o — i (o + 6i>10g2(77i>772l
dry? 72 py P (1+4mn))? 7
d*le) zn: a(l+m) zn: (o4 6:)m " (1 + mi) (Ylog(m:) + ) + 1)
dydr e i=1 ti(1+n))? 7
d*((6) IS (0 =8)(L+m) = (et )y A+ n) (vA 4 ) — ) — 1)
= - 0: — _ 3 i
N2 2 2 Z z; tin; Z; (1 +m))? ’

com 1; = exp(A/t;) — 1.
2.7 Estudo de Simulacao

Com o proposito de avaliar as estimativas de méaxima verossimilhancga para
grandes e pequenos tamanhos amostrais, realizou-se um estudo de simulagao Monte Carlo.

Para obter as amostras da distribuicao LEIL2 utilizou-se o método da transformacao

t= )\{log [(1 — 1—u>1/a ~ 1)1”“ }‘17

em que U representa uma variavel aleatoéria uniforme padrao. Assim, tomou-se N =

inversa a partir de

5000 réplicas de Monte Carlo da distribuigao LEIL2(a, 7y, \) para os tamanhos amostrais
n = 50, 100, 200, 500, 1000, 2000, além disso avaliou-se para as seguintes taxas de censuras
5%,10% e 20%. A obtencao das variaveis de censura, ¢;, se deu a partir da variavel
aleatoria de Bernoulli(p), em que p sdo as taxas de censuras. Para cada tamanho amostral

e taxa de censura foram observados o viés e o erro quadratico médio. Foram fixados os
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seguintes valores para os parametros o = 2,y = 3, A = 5 e utilizou-se 513776 como semente
da geragao de dados. As estimativas de méxima verossimilhanca foram computadas a
partir de dos recursos computacionais em R (R core team, 2023) através da func¢ao optim.

Na Tabela 1 sdo apresentados os resultados obtidos. E possivel observar que os valores do

Tabela 1 — Resultados do estudo de simulacao para diferentes tamanhos amostrais e taxas

de censuras considerando a distribui¢ao LEIL2 com parametros a = 2,7y =3, A =5
Viés Erro Padrao
a 3 ) a 3 )
50 4,834 —0,056 2,558 10,937 1,289 5,522
100 2,694 —0,086 1,758 6,705 0,966 4,355
200 1,561 —0,082 1,050 4,868 0,711 3,284
5% 500 0,496 —0,044 0,426 2,572 0,453 1,830
1000 0,108 —0,025 0,134 1,183 0,258 0,796
2000 —-0,064 —0,003 0,029 0,306 0,164 0,274
50 4,495 —0,039 2,766 9,792 1,507 5,641
100 2,522 —0,121 1,778 6,515 0,937 4,447
200 1,473 0,115 1,107 4,699 0,702 3,248
10% 500 0,370 —0,047 0,410 2,420 0,432 1,829
1000 —0,070 —0,008 0,091 0,680 0,251 0,562
2000 -0,129 —-0,011 0,047 0,329 0,167 0,288
50 3,767 —0,004 2,664 9,415 1,484 5,661
100 2,534 —0,130 1,962 6,437 0,986 4,642
200 1,203 —0,114 1,262 4,246 0,762 3,602
20% 500 0,170 —0,049 0,467 2,495 0,465 2,109
1000 —0,287 —0,009 0,150 1,222 0,297 1,059
2000 -0,337 —0,001 0,046 0,590 0,192 0,451

Fonte: elaborado pelo autor.

Censura n

viés e a medida do erro padrao calculado para as estimativas dos parametros diminuiram

com o aumento dos tamanhos amostrais para cada taxa de censura.

2.8 Aplicagao
2.8.1 Tempo de remissao em individuos com cdncer de colon

Nesta se¢ao apresentamos os resultados do ajuste do modelo LEIL2 ao conjunto
de dados tempo de remissao em 929 individuos que apresentam cancer de coélon. Tal
conjunto de dados pode ser encontrado na biblioteca survival (Therneau, 2023).

A partir dos resultados do ajuste do modelo LEIL2, comparou-se com outros
desenvolvimentos encontrados na literatura como, Logistica Exponencial Inversa (LEI)
(Chaudhary; Kumar, 2020) e Marshall-Olkin Exponencial Logistica (MOLE) (Mansoor
et al., 2019) e seus casos particulares, Marshal-Olkin Exponencial (MOE) e Logistica
Exponencial (LE).
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Para comparar os diferentes modelos, foram utilizados algumas medidas de

~

critério de informagao como o critério de informagao de Akaike dado por AIC = —24(0)+2p
e o critério de informagio Bayesiano dado por BIC = —2£(8) + p x log (n) em que p e n
sao, respectivamente, o nimero de parametros e o tamanho amostral.

Na Figura 3 é apresentado o ajuste para o conjunto de dados considerando a
distribuicao LEIL2 e outras distribuigoes, além do grafico de quantis de Kaplan-Meier
versus LEIL2. Com base nisso, pode-se observar que a distribuigao LEIL2 apresenta um
ajuste mais adequado frente as outras distribuicoes candidatas. Tal indicativo também é
observado na Tabela 2, nota-se que a distribuicao proposta apresenta os menores valores
para os critérios de informacoes adotados. Contudo, observando os resultados do critério
de informagao BIC, as distribuicoes LEIL2 e LEI apresentam valores muito préximos.
Realizando uma analise comparativa dessas distribuigoes através do teste da razao de
verossimilhancas para as hipoteses Hg : a = 1 versus Hi : a # 1, temos que modelo LEIL2
¢ significante (p-valor: 0,003) .

Figura 3 — Ajuste das distribuigoes e grafico de quantis Kaplan-Meier versus Logistica
Exponencial Inversa de Lehamann tipo 2
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Fonte: elaborado pelo autor.

Tabela 2 — Critérios AIC e BIC para as diferentes distribui¢oes, considerando o conjunto
de dados tempo de remissao em 929 individuos que apresentam cancer de célon
Distribuicao \ AIC \ BIC
LEIL2 2253,598 2268,100
MOLE 2267,523  2282,025

LE 2268,521  2278,190
MOE 2289,171  2298,839
LEI 2260,016  2269,684

Fonte: elaborado pelo autor.
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Na Tabela 3 sao apresentados as estimativas e erro padrao para os os parametros
da distribuicao LEIL2.
Tabela 3 — Estimativas e Erro padrao dos estimadores de méaxima verossimilhanca dos

parametros da distribuicao LEIL2, considerando o conjunto de dados tempo de remissao
Parametros ‘ Estimativa ‘ Erro Padrao

o 0,388 0,007
~ 7,319 0,466
A 4,614 0,024

Fonte: elaborado pelo autor.

2.8.2 Tempo de vida de pacientes com cdncer de mama

Nesta segunda aplicagao, a distribuicao LEIL2 foi ajustada ao conjunto de
dados de tempos de vida de 272 individuos que apresentam cancer de mama. A descri¢ao
e o conjunto de dados completo podem ser encontrados em Ramanan (2016).

A distribuicao LEIL2 foi comparada com as mesmas distribui¢oes consideradas
anteriormente, Logistica Exponencial Inversa (LEI) (Chaudhary; Kumar, 2020) e Marshall-
Olkin Exponencial Logistica (MOLE) (Mansoor et al., 2019) e seus casos particulares,
Marshal-Olkin Exponencial (MOE) e Logistica Exponencial (LE). Foram utilizados o
critério de informacao de Akaike e o critério de informagao Bayesiano. Como pode ser
observado na Tabela 4, existem indicativos a favor da distribuicao LEIL2, pois esta
apresenta os menores valores para os critérios adotados. Uma vez que o critério de
informacao BIC novamente apresenta valores préoximos para as distribuicoes LEIL2 e LEI,
realizou-se um teste da razao de verossimilhancas para as hipoteses Hg : a = 1 versus

Hi @« # 1, temos que modelo LEIL2 é significante (p-valor: 0,005).

Tabela 4 — Critérios AIC e BIC para diferentes distribuigoes, considerando o conjunto de
dados tempo de vida de pacientes com cancer de mama
Distribuigdo | AIC | BIC
LEIL2 655,98 666,79
MOLE 671,04 681,86

LE 672,79 680,01
MOE 673,90 681,11
LEI 661,54 668,75

Fonte: elaborado pelo autor.
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Na Figura 4 tem-se os ajustes para as distribuicoes consideradas para a anélise,
perceba como a distribuicao LEIL2 se ajusta bem aos dados. Na Tabela 5 sao apresentadas
as estimativas dos parametros e o erro padrao dos parametros da distribuicao LEIL2.

Figura 4 — Ajuste das distribuicoes e grafico de quantis Kaplan-Meier versus Logistica
Exponencial Inversa de Lehamann tipo 2
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Fonte: elaborado pelo autor.

Tabela 5 — Estimativas e Erro padrao dos estimadores de méaxima verossimilhanca dos
parametros da distribuicao LEIL2, considerando o conjunto de dados empo de vida de
pacientes com cancer de mama

Parametros ‘ Estimativa ‘ Erro Padrao

a 0,452 0,085
5 0,764 0,196
A 5,821 22,923

Fonte: elaborado pelo autor.
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3 MODELO DE REGRESSAO

Neste capitulo ¢ tratado o modelo de regressao log-linear para dados censurados
a direita, sendo obtida as expressoes algébricas para a fun¢ao escore e matriz de informacao
de Fisher. Um estudo de aplicacao e adequagao do modelo pode ser visto na tultima secao

do capitulo.

3.1 Modelo de Regressao Log-Logistica Exponencial Inversa Lehmann tipo II

para dados censurados a direita

Seja V uma varidvel aleatoria com distribuicao LEIL2 cuja densidade é dada
em (2.2). Define-se uma nova variavel aleatoria dada por Y = log(V') que denominaremos
de Log-Logistica Exponencial Inversa de Lehmann tipo 2 (LLEI2) cuja fungao densidade é
dada por

ayA  exp(y + M exp(y))(exp(Mexp(y)) — 1)*7 1

Fr(yia,m,A) = R [1+ (exp(A/exp(y)) — 1)7]o+!

y>0ea,vy,A>0.

(3.1)
Conforme a estrutura apresentada em Korkmaz et al. (2019), Cordeiro et al. (2019), Yousof
et al. (2019) e Afify et al. (2018), considere um modelo linear simples em que ¥; representa
a variavel resposta do i-ésimo individuo, e x;; a j-ésima varidvel explicativa do i-ésimo

individuo, e associado a ela o j-ésimo parametro da regressao 3; com,

k
Yi = Z%‘jﬂj +ov,
=0

o parametro o > 0 é classificado como parametro de escala, e v é uma variavel aleatoria
com densidade dada por (3.1) e x;p = 1 para ¢ = 1,....,n. A funcdo densidade e de

sobrevivéncia de Y; sao dadas, respectivamente, por

ay\  exp(zi + M exp(z))(exp(A/exp(zi)) — )7~

Pl A B = oGP T+ ep(Mesp(z)) - 7

, o,y A\ 0 >0
(3.2)
(exp(Nexp(z)) — 1) 1

Sk g .
com z; = yzzj;(’]ﬁ], e B = (Bo,B1,.., s)" com B; €R, j =1,2,...,k. Tomando uma

g

amostra de tamanho n dos vetores (7}, ;) em que T; = min{Y;, C;}, com §; = 1, quando
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Y; < C; e 0; = 0 caso contrario, sendo C; a varidvel aleatoria que representa o tempo de
censura, independente de Y;, e seja o vetor de parametros 6 = (a, v, \,3,0)", temos que

o logaritmo da func¢ao de verossimilhanca de 8 é dado por

o) = Zalog fr(t; +Z (1 — 8;)log[Sr(t:)]
A A -

log(exp(A/exp(z)) — 1) — Z(a + d;)log(1 + (exp(A/exp(z;)) — 1)7),

=1

X

com fr(t;) e Sy(t;) dados respectivamente por (3.2) e (3.3).

A fungao escore para os parametros fica

Ua6) = 320+ D losta) = > log(1 + ), (3:4)

U,(0) = —Za +&Zlogn, Z +5Z~)M (3.5)

=1 1 + n;y ’
)‘+€Xp(zi) (1+m) (@7—5i 7777_1(Oz+5i))
P e - (36
A(0) ; Aexp(z;) 121 exp(z;) i 1+, (3.6)
iy — 2 A(1 +m;)exp(—2;
Us,(8) = Y 1 (exp(—2) +1) + PP ( 770) p(=2)
=1 i=1
ay—36; n M(a+ 61))
T 3.7
: < ni 147 ’ (3.7)
U,(0) = % [Zz(l + dexp(—z;)) — 1] + Z AL+ m; exp( zi) y
=1 =1
ay—6 ) (a+6)
‘ ( 1+ n, ’ (3.8)

em que 7; = exp(A/exp(z;)) — 1, sendo z; = . Os estimadores de méxima

verossimilhanga s@o obtidas através da solucao do sistema de equagoes U, () =0, U,(0) =
0, Ux(0) =0, Us (@) =0e U,(0) = 0. Como esse sistema nao possui solugado analitica
fechada, utilizou-se rotinas computacionais em R (R core team, 2023) através da utilizagao
da fungdo optim, que utiliza o método de otimizagdo de Nelder e Mead (1965) para
encontrar uma solucao numeérica.. Assintoticamente, e sob condi¢ao dos parametros

serem pontos interiores do espago paramétrico tem-se que @ possui distribuicao Normal

multivariada (p =4+ k + 1), sendo k + 1 o nimero de parametros da regressao linear
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simples; entao temos
V(6 — 6) ~ N,(0,I71(8)) quando n — oo,

em que I(0) é matriz de informagao de Fisher esperada. Esse mesmo resultado pode
ser observado se a matriz de informagao I(0) for substituida pela matriz de informagao

observada avaliada em 6, J (é\), sendo

d2e6) d*0(0) d*e(e) dE6) . d*(6) d*(6)

da? dadry dad) dadfo dadfBy, dado

d20(0) d2(8) d2(8)  d2(6) d*((6)

dv? dyd\ dvdBo dvdpy, dydo

d20(0) d200)  d2(6)  d*(6)

: d\2 dAdfBo dAdBg dAdo

J(é\) _ . _ . d?0(0) d?0(0)  d%¢(0)

dpz " dPodBr  dBodo |

d?0(0)  d%¢(0)
dp? dBydo
d?0(0)

do?

os elementos desta matriz estao descritos no Apéndice A.

3.2 Adequacao do modelo

A anélise de sensibilidade global é uma abordagem que consiste na avaliacao
das estimativas de méxima verossimilhanca quando se descarta a i-ésima observagao do
conjunto de dados. Tomando as estimativas de maxima verossimilhanca desconsiderando
a i-ésima observacao 5(1-) = (@), Vi) X(i), Bg), o))", a ideia bésica é verificar a diferenca
entre §(i) e 5, uma vez que se a i-ésima exercer uma forte influéncia nas estimativas, maior
serd a diferenca entre é\(i) e 6. Cook (1986) propos uma medida padronizada para avaliar

a influéncia global das observacoes, dada por
~ ~ ~ =1 ~ ~
GD;i(6) = () — 0)' J(8) (6¢;) — 0).

Diversas propostas de residuos sao encontradas na literatura com a finalidade de
verificar os desvios das suposi¢oes do erro do modelo, veja por exemplo Klein e Moeschberger
(2003) e Lawless (2011). Os residuos de deviance sao muito utilizados no contexto da
analise de sobrevivéncia, uma vez que consideram as observagoes censuradas. Por meio
grafico que considera os residuos de deviance versus os tempos observados é possivel

verificar adequabilidade do modelo e detectar as observagoes atipicas. Por defini¢ao, os
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residuos de deviance sao dados por

rp, = sinal(ras, )/ —2(ras, + dilog(6; — rar,)),
sendo 7y, os residuos de martingale - veja Colosimo e Giolo (2006).
3.3 Estudo de Simulacao

Para obter as amostras do modelo de regressao cuja densidade ¢ dada por (3.2),

utilizou-se o método da transformacao inversa, sendo gerado por

1 1/ -1 k
y=o |log | A< log (1—(1—2/{)1/0‘_1) +1 +injﬂj,
=0

em que U representa uma variavel aleatoria Uniforme(0, 1).

Simulou-se um modelo de regressao linear simples y; = 5y + f1x;1 + ov, aqui
fixou-se By =3, /1 =5eo=1ev~LLEI2(a,7,A) coma=27y=1e\=3. A variavel
explicativa z; foi obtida a partir da variavel aleatoéria Uniforme(1, 3).

Foram consideradas N = 5000 réplicas de Monte Carlo utilizando a semente
513776, considerando os tamanhos amostrais n = 50, 100, 200, 500, 1000, 2000, foram
utilizadas as taxas de censuras 5%, 10% e 20%.

A obtencao das varidveis de censura, d;, se deu a partir da variavel aleatéria de
Bernoulli(p), em que p s@o as taxas de censuras. Para cada tamanho amostral e taxa de
censura avaliou-se o viés e o erro quadratico médio.

Na Tabela 6 estao apresentados os resultados da simulacao realizada, é possivel
notar que os valores do viés e erro padrao diminuiram com o aumento dos tamanhos amos-
trais para cada taxa de censura, indicando a propriedade de consisténcia do estimadores

obtidos por meio de métodos numéricos.
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3.4 Aplicagao
3.4.1 Tempos de falhas em relés

Neste conjunto de dados ajustou-se um modelo de regressao linear simples
y; = Bo + B1x; em que y; representa os tempos de falhas (nimero de ciclo em milhares) dos
relés e x; a variavel explicativa que mede a intensidade de corrente elétrica (em Amperes
- A) 16A, 26A e 28A. Os dados podem ser encontrados inicialmente em Nelson (2009).
Em Cordeiro et al. (2019) tais dados sao analisados utilizando o modelo de regressao
Marshall-Olkin Weibull flexivel, ¢ em Cordeiro et al. (2017) ¢ feito um ajuste para esses
dados utilizando a familia de distribui¢coes Odd Log-Logistica Generalizada. Na Figura 5
temos o ajuste do modelo LLIEL2 ao conjunto de dados e na Tabela 7 as estimativas dos
parametros com os respectivos erros padrao.

Figura 5 — Ajuste Kaplan-Meier e para distribuicao LIEL2 para os dados tempos de falhas
em relés
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Fonte: elaborado pelo autor.

Na Tabela 8 sao apresentados os valores para os critérios de informagao AIC
e BIC para os modelos LLIEL2 e seus casos particulares LLEI e LEI. Os resultados
mostram que o modelo LLEIL2 é preferivel quanto aos demais. Além disso, através do
teste da razao de verossimilhangas comparou-se os modelos LLIEL2 e LEI por meio das
hipoteses Ho: o =y =1eH; : a # 1 ou~y # 1, e os modelos LLIEL2 e LEI por meio
das hipoteses Ho : o =1 e H; : a@ # 1. Em ambos os casos, o modelo LLIEL2 obteve

resultado significante (valor-p: 0,006 e 0,029, respectivamente).



30

Tabela 7 — Estimativas e Erro padrao dos estimadores de maxima verossimilhanca dos
parametros da distribui¢ao LEIL2, considerando o conjunto de dados tempos de falhas em

relés

Fonte:

Parametros \ Estimativa \ Erro Padrao
« 0,21 0,007
v 3,46 3,004
A 2,09 0,018
Bo 8,14 1,077
o3 -1,26 0,092
o 0,64 0,083

elaborado pelo autor.

Tabela 8 — Critérios AIC e BIC para os diferentes modelos de regressao, considerando o
conjunto de dados de tempos de falhas de relé

Fonte:

Distribuicao ‘ AIC ‘ BIC
LLEIL2 68,63 77,96
LLEI 71,39 79,17
LEI 74,73 80,95

elaborado pelo autor.

Com relagao & analise de residuos deviance, observa-se na Figura 6 que nao foi

identificado pontos discrepantes ao conjunto de dados. O grafico de envelope considerando

a distribuicao Normal corrobora com a hipétese de que modelo LLIEL2 apresenta ajuste

adequado aos dados.

Figura 6 — Residuos deviance e grafico de envelope Normal para os residuos deviance do
modelo LLIEL2 para os tempos de falhas em relés
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elaborado pelo autor.

Por meio Figura 7, é possivel identificar as observagoes 5,23 e 24 como sendo

influentes nas estimativas dos parametros do modelo. Na Tabela 9 estao as estimativas

dos parametros do modelo quando se exclui tais observacoes e na Tabela 10 a respectiva

variacao percentual das estimativas. Nota-se que as observagoes 23 e 24 exercem uma maior
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influencia nas estimativas dos parametros da distribuicao e no parametro de dispersao do

modelo de regressao, uma vez que possuem as maiores variagoes percentuais.

Figura 7 — Distancia de Cook generalizada para o modelo LLIEL2 considerando os dados
tempos de falhas em relés
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Fonte: elaborado pelo autor.

Tabela 9 — Estimativas dos parametros do modelo LLIEL2 quando excluidas as observagoes
5,23, e 24

Observagao ‘ Q ‘ ~ ‘ A ‘ Bo ‘ B4 ‘ o
5 0,23 9,8 1,68 8,06 —1,52 1,81
23 1,75 12,29 1,37 2,86 —0,88 8,49
24 0,52 7,51 6,39 4,29 —1,64 2,67
D, 23 0,34 6,45 2,94 7,36 —1,53 1,68

5, 24 0,36 0,94 0,36 8,90 —1,21 0,26
23,24 0,61 14,07 0,67 9,82 —1,45 5,84
523,24 0,36 3,38 1,26 9,37 —1,57 0,88

Fonte: elaborado pelo autor.

Tabela 10 — Variagao percentual das estimativas dos parametros do modelo LLIEL2 quando
excluidas as observagoes 5, 23, e 24

Observacgao ‘ Qa ‘ ~ ‘ A ‘ Bo ‘ 51 ‘ o
5 952%  184,68% —19,61% —0.98%  20,63%  182,81%
23 733,33% 255,20% —34,44% —64,86% —30,15% 1226,65%
24 147,61% 117,05% 205,74% —47,29% 30, 15% 317,18%
5, 23 61,90% 86,41% 40,66% 9,58% 21,42% 162, 50%
5, 24 71,42%  —72,83% —82,7T% 9,33% -3,96%  —59,3™%
23, 24 190,47% 306,64% —67,94% 20,63% 15,07% 812,50%
523,24 TL42%  —2,31%  —39,71%  15,11%  24,60% 37,50%

Fonte: elaborado pelo autor.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertagao foi proposta uma nova distribuicao de probabilidade continua
com suporte em RT a partir da alternativa de Lehmann tipo II, denominada de Logistica
Exponencial Inversa de Lehmann tipo II. A nova distribui¢ao apresenta como casos
particulares as distribuicoes Logistica Exponencial Inversa e Exponencial Inversa. Derivou-
se as principais propriedades estatisticas da nova distribuicao.

Além disso, obteve-se o modelo de regressao LLEIL2 para dados censurados
a direita bem como as expressoes para a fungao escore e para a matriz de informacao
observada, uma vez que os parametros nao possuem expressao algébrica fechada. Realizou-
se também para o modelo de regressao um estudo de adequacao a saber a analise de
residuos e a analise de sensibilidade global.

Através dos estudos de simulagoes realizados na presenca de censura a direita
foi verificado que as estimativas de maxima verossimilhanca obteve resultados satisfatorios,
uma vez que as medidas de viés e o erro padrao diminuiram com o aumento do tamanho
amostral para diferentes taxas de censuras.

Nos estudos de aplicacao a dados reais, além da distribuicao LEIL2 e do sub-
modelo LEI comparou-se com os resultados da distribuicao proposta por Mansoor et al.
(2019). Notou-se que a distribui¢do proposta nesta disserta¢do mostrou como uma boa
candidata frente aos outros desenvolvimentos, o que pode ser indiciado pelos resultados
dos critérios de informacao e do teste de hipoteses.

Na aplicacao do modelo de regressao proposto, também foi observado que o
modelo LLEIL2 obteve bons resultados tanto em termos de critérios de informacao como
em teste de hipdteses quando comparado com seus sub-modelos. Através do estudo de
adequacao foi possivel identificar as observagoes que foram mais influentes nas estimativas
dos parametros do modelo.

Para os trabalhos futuros, ainda no contexto de dados censurados & direita,
propoe-se a extensao da distribuicao Logistica Exponencial Inversa utilizando as alterna-
tivas de Lehmann tipo I e de Marshall-Olkin, bem como suas respectivas extensoes em
modelos de regressao. Outra sugestao para os trabalhos futuros é a disponibilizagao dos

resultados obtidos nesta dissertagao através de pacote no software R.
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APENDICE A - ELEMENTOS DA MATRIZ DE INFORMACAO DE
FISHER OBSERVADA DA DISTRIBUICAO LOG-LOGISTICA
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