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RESUMO

A Teoria das Filas ¢ uma ferramenta poderosa no auxilio a gestdo de qualidade do servigo,
contudo muitos problemas reais possuem diferentes particularidades as quais solucdes
algébricas ndo atendem completamente, como o caso das filas de entradas ndo homogéneas.
Este estudo propde uma combinacao de dois métodos: um que estima a intensidade de chegadas
no sistema quando esta segue um Processo de Poisson nao homogéneo e outro que permite
calcular as probabilidades de sistemas de fila com taxas de chegada variaveis no tempo,
multiplos servidores e limite de usuarios simultaneos. A metodologia ¢ desenvolvida a partir do
estudo dos desafios de uma plataforma de delivery online, que intermedia os atendimentos de
uma diversidade de estabelecimentos e consequentemente obtém-se um modelo generalizado,

capaz de permitir a analise de sistemas diversos.

Palavras-chave: teoria das filas; Processo de Poisson ndo homogéneo; variavel no tempo;

delivery online



ABSTRACT

Queueing Theory is a powerful tool in aiding the management of service quality, however many
real problems have different particularities which algebraic solutions do not fully meet, such as
the case of non-homogeneous arrivals queues. This study proposes a combination of two
methods: one that estimates the intensity of arrivals in the system when it follows a non-
homogeneous Poisson Process and another that allows calculating the probabilities of queue
systems with time dependent arrival rates, multiple servers and a limited number of
simultaneous users. The methodology is developed based on the study of the challenges faced
by an online delivery platform, which mediates services of a variety of businesses and therefore

we obtain a generalized model, enabling analysis of various systems.

Keywords: queueing theory; non-homogeneous Poisson Process; time dependent; online

delivery.
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1 INTRODUCAO

Otimizagao de custos € um objetivo comum a todas as organizagdes, bem como um tema
de intrinseca complexidade, continuamente estudado por diversas organizacdes, na academia e
fora dela. Ao longo do tempo, surgiram diversos campos cuja pretensao ¢ munir os negdcios de
boas métricas e estratégias de gerir seus problemas foram construidas, seja na administragao,
probabilidade ou matematica aplicada. Nos ultimos anos, o avango tecnologico tem elevado a
variedade e complexidade desses problemas, em rapidez e escala sem precedentes, o que
multiplica os desafios enfrentados pelos estudiosos do tema.

Em varias dreas, como € o caso dos restaurantes, mercados, e lojas diversas, ganha cada
vez mais espago a operacdo por delivery, que acrescenta uma camada de complexidade
operacional e logistica, e as novas tecnologias tem tornado esse servico imprescindivel para a
sobrevivéncia dos negocios. Nos ultimos anos houve um boom no uso de aplicativos de delivery:
apenas as operacdes da empresa iFood movimentaram R$ 31,8 bilhoes em 2020, equivalente a
0,43% do PIB nacional (News iFood, 2021).

Segundo estimativas, no Brasil em 2022 havia mais de 250 aplicativos de entrega, € em
2021 este mercado movimentou aproximadamente R$ 35 bilhdes no Brasil, o que representa
20% das vendas do setor de bares e restaurantes (Massa, 2022). E um mercado que envolve trés
partes: estabelecimentos, aplicativo e os entregadores. Em relacdo a estes ultimos, o cenario
econdmico reflete a pressao a qual se submetem para garantir o meio de subsisténcia: 33% dos
entregadores por aplicativo ndo tinham emprego quando iniciaram suas atividades na
plataforma (Callil; Monise, 2023).

O cenario enfrentado pelas empresas no ramo atualmente € bastante complexo. Segundo
estimativas, 93,4% dos negdcios de restaurantes e lanchonetes no Brasil sdo micro e pequenas
empresas (Magalhaes, 2020), e em geral sdo empresas que enfrentam desafios operacionais
diarios, com ampla concorréncia. Um dos principais novos componentes dessa interagdo entre
cliente e loja ¢ a plataforma online de pedidos, que age como agente intermediario e institui
uma logica propria que escapa ao controle dos estabelecimentos, ainda que remova deles a
necessidade de alocagdo de entregadores. Uma descrigdo simples, mas precisa dessa estrutura
foi ilustrada por Li et al. (2022).

A operacdo de minimizar os custos e simultaneamente manter os indices de qualidade
mostra-se, sob essas circunstancias, um desafio que demanda elevada cautela, posto que a

propria exposicao do negocio dentro da aplicagdao pode ser reduzida caso haja um aumento no
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nimero de reclamacdes. Partindo disso, uma ferramenta adequada para a avaliagdo de um
sistema de delivery pode ser realizada através da Teoria das Filas, uma vez que esta possui
métodos proprios de mensuracao de qualidade de servigo e abundante literatura em diversas
areas de aplicacao.

Ha diversos estudos que consideram simulacdes e andlises em Teoria das Filas para a
solugdo de problemas de casos especificos, mas que necessitam de certas adequagdes ad-hoc ao
modelo. Gigante, Vieira e Azevedo (2021) aplicam um sistema para simular um processo de
reabertura de comércio durante a pandemia de COVID-19. Lima et al. (2016) aplicam um
modelo a um sistema de servigo de postagem. Em uma concep¢ao comum em logistica, Novaes
(198) propde modelos baseados em teoria das filas para a solugdo de problemas relacionados a
dimensionamento de plataformas de carta e descarga.

Também sdo comuns aplicacdes da Teoria das Filas em solucdes de entrega de comida.
Um exemplo pode ser visto em Rahal e Yousef (2010), que reduzem o periodo de analise para
ajustar o modelo como um Processo de Nascimento-e-Morte no periodo de maior movimento
de uma pizzaria. Embora esse tipo de intervengdo possa apresentar bons resultados, uma
solugdo mais generalizada pode apresentar contribui¢des mais diversas. Zhang et al. (2019)
propdem um sistema de taxa de entradas seguindo uma distribuicdo Poisson homogénea em
uma rede de fast-food. Essa contribuicao desconsidera casos em que o estabelecimento lida com
horérios de alto e baixo movimento, que na verdade sdo comuns.

Dado o exposto, o objetivo geral deste trabalho ¢ estudar um sistema de filas que
contemple as necessidades reais de um estabelecimento com servigos de delivery, cujas
propriedades possam ser aplicadas sem a necessidade de uma andlise enviesada por suas
limitag¢des habituais, que fornega indicios adequados sobre a performance do estabelecimento
em relacdo a seus indicadores de tempo de entrega e otimizacdo dos servigos. Para tal, os
objetivos especificos desta pesquisa sdo:

e Analisar um processo de estimag¢ao para a fungdo a(t), a qual determina a taxa média

de chegadas no sistema de filas de um Processo de Poisson Nao-Homogéneo.

e Estudar um método de estimagdo para os tempos de servico, dado que os dados
analisados possuem limitagdes quanto a precisdo do momento de inicio e término de
cada entrega.

e Utilizar os dados obtidos e estimados pelos processos anteriores, a fim de simular um
processo de filas M;/G/C /K aplicado a dados de delivery de uma plataforma online,
o qual devera fornecer informagdes de performance sobre o sistema de entregas de

cada estabelecimento.
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Como mostrado anteriormente, a vasta maioria dos estabelecimentos que utilizam
servigos de delivery online ¢ formada de pequenas e médias empresas, o que, no geral, indica
que ha recursos limitados de coleta e armazenamento de dados. Haja vista essas limitagoes,
solucdes de otimizacao de seus sistemas devem considera-las, o que viabiliza a aplicacao da
Teoria das Filas como método analitico de performance. Este trabalho entdo justifica-se a partir
dessa premissa.

A Figura 1 ilustra algumas das dificuldades de generalizacao do uso da Teoria das Filas
no contexto de entregas de delivery, para uma amostra de trés restaurantes em um dia especifico:
diferentes tipos de negdcio t€ém diferentes hordrios de alto e baixo movimento, também os
horarios de funcionamento podem variar. Na maioria das vezes as distribui¢des dos processos

de chegada seguem de forma ndo-homogénea.

Figura 1 — Amostra de chegada de pedidos para entrega
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Fonte: Elaboracao propria.

Solugdes para sistemas de filas com taxas de entrada ndo homogéneos ja foram
propostas por diversos autores. Hasofer (1964) propés um modelo para filas M/M/1 com
entradas Poisson e tempo de servigo generalizado, Collings e Stoneman (1976) apresentaram
uma proposta generalizada para Sistemas de Filas M/M /oo em tempo continuo. Para
propositos de viabilidade computacional, sera considerada aqui a abordagem de Brahimi e
Worthington (1991), que traz uma aproximacao para o tempo de servi¢o discreto para filas
M,/G/C/K com capacidade finita, que pode ser considerado como um processo de quasi

nascimento e morte. As premissas basicas deste modelo satisfazem as necessidades deste estudo.

No capitulo 2, serd apresentada uma revisdo da literatura de Teoria das Filas, bem como
das premissas basicas do modelo que sera seguido no restante do trabalho e suas formulagdes
principais e calculos pertinentes a esta aplicacdo. No capitulo 3 serdo discutidas algumas das
propriedades do conjunto de dados disponibilizado para este trabalho, bem como suas

peculiaridades. No capitulo 4, serd feita uma avaliagdo dos processos de estimacdo dos
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parametros discutidos no capitulo 2 quando aplicados aos dados apresentados no capitulo 3. No
capitulo 5 serdo analisados pontos relacionados a questdes técnicas do sistema de filas proposto,
assim como sera verificado se ele se comporta de modo adequado em comparagdo com o0s
resultados de um outro trabalho e também ocorrera uma discussao acerca de possibilidades de
analises de performance para modelos de fila ndo-homogéneas. No capitulo 6 serdo realizadas
consideracdes acerca dos resultados obtidos, com algumas reflexdes sobre quais os possiveis

proximos passos.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Um breve resumo de Teoria das Filas

As filas estdo presentes em diversas situagdes da vida cotidiana: bancos, hospitais,
centrais telefonicas, festas e restaurantes. Uma descri¢do tipica do problema analisado em

Teoria das Filas ¢ dada por Albuquerque, Fortes e Finamore (2008, p. 273)

Uma situag@o em que varios usudrios de um servigo demandam este servigo de modo
aleatdrio; o servigo ¢ prestado por 1 ou mais servidores, sendo também em geral
aleatdrio o tempo requerido para a prestagdo dele. Quando um usudrio que chega ao
sistema encontra todos os servidores ocupados, ele pode em geral esperar em uma fila
até que um dos servidores desocupe.

Existem vdrios tipos de sistemas de filas, geralmente diferenciados através da
representacao proposta por Kendall, que caracteriza a distribuicdo de probabilidade do tempo
de chegadas, a distribui¢do da duragdo do servigo, o nimero de servidores prestando
atendimento, o nimero maximo de usuarios permitidos no sistema (em atendimento ou em fila)
e a populacdo total de usudrios (Albuquerque; Fortes; Finamore, 2008).

Um sistema de filas € frequentemente caracterizado por processos estocasticos da
chegada e saida dos usuarios neste, e suas relagdes mais Uteis em aplicacdes praticas se
encontram no Teorema de Little, o qual apresenta métricas de performance que independem das
distribuigdes utilizadas no modelo, assumindo que o sistema ocorra na disciplina FCFS — first-
come-first-serve (Albuquerque; Fortes; Finamore, 2008).

O comportamento de sistemas de filas pode ser expressado na forma das equacdes de

Chapman-Kolmogorov, cujas derivadas sdo, segundo Albuquerque, Fortes e Finamore (2008),

dadas por:
d
% = —Aopo(t) + pu1p1(t) (1)
d
p;t( D = DeeaPrer (8) = Qi + IP() + Hier1Pras () 2)

Onde A e pu sdo, respectivamente, as taxas médias de entrada e saida de usuérios no sistema.
Estas equagdes descrevem as probabilidades para cada estado da cadeia de Markov em

um determinado momento t. Embora haja, a principio, diversas formas para soluciona-las, na
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pratica isso se torna muito dificultoso, conforme assumido por Worthington ¢ Wall (1999) e
Brahimi e Worthington (1991).

O sistema estudado a seguir assume a forma M,/G/c/K cuja sigla representa,
respectivamente: com M, , o sistema presume que as entradas de clientes na fila sdo
dependentes do tempo, com G, o tempo de saida segue uma distribui¢ao generalizada, C
significa que o sistema possui capacidade para mais de um servidor em atendimento e L
representa que ha um limite maximo de usuarios simultaneos no sistema.

Seja A ataxa média de entrada de usudrios em um sistema ¢ f de o tempo médio de
atendimento, alguns calculos sobre o desempenho de um sistema de filas sdo: a duragdo média
que os clientes permanecem no sistema A = Af; onivel de servigo S = A /m ; o tempo médio
de retardo E[d] = E[w] + E[y]; onde w representa o tempo em espera € y o tempo em

atendimento.

2.1.1 O sistema de filas de entradas nio homogéneas proposto

O sistema de filas descrito neste trabalho especifica que o tempo t ¢ dividido em
m intervalos discretos e igualmente espagados, e os tempos de servigco preenchem intervalos
completos 1, 2, 3, ..., m. Esta metodologia ¢ descrita em Galligher e Wheeler (1958), com
aplicagdes em trabalhos subsequentes, como em Chassioti e Worthington (2004) e denominada
DMT, ou Modelagem com Tempo Discreto. Aqui, um intervalo consistira no espago de um
numero de n minutos, e um evento cuja duracdo consuma uma parte de um intervalo contara
como utilizando todo ele. Uma discussdo extensa sobre a evolucdo literaria da metodologia
DMT e suas diferentes aplicacdes pode ser encontrada em Worthington e Wall (1999).

O sistema proposto por Brahimi e Worthington (1991) pressupde a divisdo do tempo de
fila em t = [0, T] periodos iguais e ndo sobrepostos. A cada intervalo t;, com j =
0,1,2,3,...,T , o sistema ¢ observado. A distribuicdo de chegada de pedidos em qualquer
intervalo ¢ independente dos outros, e os tempos de servigo devem ser identicamente
distribuidos. O sistema possui C servidores, suporta no maximo L clientes simultaneos, com
L > C, e em caso de ocupacgdo total, o pedido entra em uma fila FCFS.

Adaptando a notagdo dos autores, os estados do sistema em um momento t sdo

representados pelo conjunto de vetores (n(t): X;(t), X,(t), ..., X (t)), no qual n(t)
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representa o numero de individuos no sistema no momento t, X;(t) representa o numero X
de individuos em servigo no momento t que permanecerdo por mais i momentos, com t =
0 . Por consequéncia, esse processo pode ser definido como uma cadeia de Markov com espago
de estados j = kq,ky, ..., kyp,com 0 <j <L e X", k; =min(j, C).

Por conta da alta complexidade de solugdo das equacdes de Chapman-Kolmogorov, um
algoritmo ¢ desenvolvido considerando as possibilidades de estados para os vetores
(n(t): X,(t), X,(t), ..., X, (t)), a partir desses vetores seguem-se as seguintes etapas:

1. sao removidos os individuos que serdo atendidos entre t e t + At, criando assim os

vetores (n,(t):Y;1(t),Y5(t), ..., Y (1)),

2. sdo adicionados r =0,1,2... clientes a cada vetor n,(t) , para todas as
possibilidades de chegadas de novos individuos ao servigo, cujo nimero ¢
denominado nnewst e este € composto pelos vetores (24,23, ..., Zny).

3. Ao incluir r clientes no sistema e iniciar o atendimento de nnewst clientes, se
obtém os vetores (n,(t): W, (t), W (t), ... W, (t)), cuja probabilidade é composta
pelo somatério das probabilidades P(X;, X5, ..., Xpm) * Vi (t) * P(Z1,Z2, e, Zy) »
onde V;,.(t) denota a probabilidade de entrarem r clientes durante o momento t.

Esse algoritmo estd descrito de forma detalhada em Brahimi e Worthington (1991) e

aqui sera desenvolvida uma adaptacao dele escrita na linguagem Python.
2.2 A distribuicao de entradas de pedidos

Devido as complexidades levantadas anteriormente, as chegadas de pedidos no sistema
serdo modeladas por um Processo de Poisson ndo-homogéneo, cuja definicdo ¢ dada por
Crestana (1991). O processo de Poisson é dado como Y = {Y(t); t € [0, 0]}, onde Y(0) =0,
Y tem incrementos independentes para todo t e sua fun¢do de probabilidade ¢ dada por

PY(t)—Y(0) =x) = Me—fota(u)du 3)

x!
Onde a(t) ¢ a fungdo da taxa de ocorréncia de um evento, conhecida como fungdo
intensidade. Se a fun¢@o intensidade ¢ integravel e toma a forma da fungdo risco a(t) =

f(©)/(1—F(t)), entdo Watson e Leadbetter (1964 apud Ramlau-Hansen, 1983) introduzem

um kernel estimador de sua intensidade, dado por
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at) = typ, )

n—i+1

“)
Este estimador pode ser generalizado na forma

a®) = ;3K (5°) dB(s) )
dN(s) é o estimador para a fun¢do de intensidade acumulada f =

Onde A(t) = fo
fota(s)ds.

Por questao de viabilidade computacional, para a estimagdo da fungdo intensidade,

Y(s)

seguir-se-a a equacgao sugerida por Ramlau-Hansen (1983), que assume a forma

a(t) = typ, K2

) (6)
Onde T;, i = 1,2,3, ... sdo os momentos dos eventos no processo empirico de contagem N , e
Y(t) =n— N(t—), ouseja, o total de eventos que ainda ocorrerdo nos momentos ¢t, ..., Ty,.
Para a fungdo K, sera utilizado um kernel gaussiano, e o pardmetro b serd selecionado
através do método de validacdo cruzada da log-verossimilhancga parcial, que pode ser escrita na

forma

Ti-Tj

argmax#(b x) = —nlogh + Y} 11092#][(( ) 1 )

Y(Ty)

2.3 Estimacao dos tempos de servico

Na metodologia adotada para o sistema proposto, ndo ha pressuposicao para o método
de estimagdo da distribuicdo de probabilidade para os tempos de servigo, entretanto uma das
limitagdes do conjunto de dados obtido ¢ de que o horario do encerramento de uma entrega nao
¢ descrito de forma precisa, pois fica a cargo do estabelecimento o momento de registrar no
sistema. Um dos propdsitos deste trabalho € possibilitar a cada estabelecimento analisar sua
performance mesmo sem acesso a dados historicos de longa duracdo, ou dados de outros
estabelecimentos, portanto aqui também sera considerado um método deterministico descrito

por Novaes (1989), dado por

TC=t+T;+T; +t ®)
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Onde TC ¢ o tempo de ciclo de uma entrega, que compreende o tempo total de uma rota, que
pode conter uma ou mais entregas, T, a soma dos tempos de paradas entre cada entrega em
uma mesma rota, T;" a soma dos tempos de deslocamento entre cada entrega na rota, ¢ t =
0, e o tempo entre dois pontos ¢ dado por t, = d,/v, (Novaes, 1989).

Como o calculo da rota 6tima nao faz parte do escopo desta pesquisa, assume-se de que
cada rota consiste em apenas uma entrega, assim como E [T,;“ ] ¢ E[vy] sdo constantes. Para o
calculo da distancia d, sera utilizada a Lei Esférica dos Cossenos.

Nao seria irrazoavel supor que outro estudo que utilize a metodologia aqui aplicada lide
com dados de tempo de servigo mais precisos, portanto a aplicagao de um método probabilistico
também se faz bem-vinda. Assim sendo, outro método descrito sera a utilizacdo da estimagao
dos tempos de servigo através da distribui¢do gama, cuja funcao de densidade de probabilidade

¢ dada por

1 g X
r(k)ekx e o 9)

Sendo I'(k) uma fungdo gama, dada por fooo tk=le=tdt, e os parAmetros k e @ sdo,
respectivamente, a forma e escala da distribuicao (Casella; Berger, 2010).

Os parametros k e 6 serdo estimados para cada estabelecimento com base na
maximiza¢do da funcdo de log-verossimilhanca, utilizando as entregas intermediadas pelo
proprio aplicativo e que ndo possuem imprecisao, realizadas para os estabelecimentos em um

raio de até 2km de distancia de cada estabelecimento amostral.
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3 CONJUNTOS DE DADOS DO ESTUDO

Neste estudo sera utilizado um conjunto de dados contendo os pedidos feitos através de
uma plataforma online de delivery, realizados no dia 10 de janeiro de 2023 na cidade de
Fortaleza, Ceara. Para avaliagdo de testes de hipoteses, serdo considerados apenas
estabelecimentos que atenderam a pelo menos 10 pedidos.

E importante salientar que os resultados deste estudo sdo obtidos em uma terca-feira,
dia da semana que, historicamente, ndo costuma ser considerado como o mais movimentado
para sistemas de delivery. Por haver uma diversidade em estabelecimentos e diferentes volumes
de trafego no conjunto de dados, entretanto, ndo se pressupde, a principio, que o método aqui
desenvolvido ndo possa ser generalizado para outros dias da semana.

Por uma questdo técnica no processo do proprio aplicativo, os estabelecimentos que
possuem entrega propria ndo tém obrigatoriedade de registrar o campo Término Entrega de
forma precisa, portanto, este campo nao pode ser utilizado diretamente na estimagao dos tempos
de servigo. Ele pode, no entanto, ser utilizado na avaliagdo do nosso processo de estimacao, ao
verificar se a familia de distribuicdes obtidas apresenta similaridades com aquelas dos
estabelecimentos cuja entrega ¢ feita pelo proprio aplicativo.

As variaveis disponiveis constam na Tabela 1, junto com um exemplo de preenchimento.

Tabela 1 — Variaveis do conjunto de dados

Ident. Estabele Tipo Inicio Término Lat Lon Lat Lon
Pedido cimento Estab. Entrega Entrega Cliente Cliente Estab.  Estab.
123 A Pizza 2023-01-10 2023-01-10 -3.729 -38.585 -3.730477  -38.545755

13:38:47.081738 13:56:26.189754

Fonte: Elaboragéo propria.

Também sera utilizado arquivo de dados espaciais no formato Shapefile contendo as
coordenadas da cidade de Fortaleza, obtido no site Mapas de Fortaleza', mantido pela Prefeitura
de Fortaleza (Ceard), para auxilio nas analises espaciais. Este arquivo também estara disponivel
no repositorio do GitHub?. O Shapefile sera utilizado para a avaliacdo da estimacio dos tempos

de entrega, bem como o limite L de clientes simultdneos no sistema.

! https://mapas.fortaleza.ce.gov.br/#/
2 https://github.com/fdanielsouza/Teoria_das_Filas_Aplicado_a_Delivery_Online
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4 ESTIMACAO DOS PARAMETROS DO MODELO

4.1 Avaliacido do processo de estimacio da funcio de intensidade

Seja a a intensidade de transicdo de estados de uma cadeira de Markov em nivel
individual, formulada sua estimagdo em (6), ¢ sugerido por Ramlau-Ransen (1991) que a partir
dai a decomposicao do processo de contagem N pode ser definido como A + M, sendo A a

integracao do processo A, ou seja

A(t) = [, A(s)ds (10)
Em que A ¢ definido como

A() = a()Y(0) (11)

Sendo M uma martingale que pode ser entendida como ruido no processo.

A anélise gréafica do comparativo entre o processo A, gerado a partir das intensidades
estimadas, contra o processo empirico N, sugere uma aderéncia consideravel aos dados
observados nos restaurantes com nimero de pedidos inferior a 30 e superior a 100 pedidos, mas

uma superestimag¢do do processo no restaurante com 30-50 pedidos.

Figura 2 — Comparativo do resultado de estimacdo X a distribuicao empirica na amostra

30-50 pedidos 50-100 pedidos 100-200 pedidos
70
—— Estimado 60 1 — Estimado i T s Estimado f
60 Empirico Empirico / Empirico /
50 »
50 / 100 7
40 5 f
a0 // 30 /
20 =0 7 40 =
10 10 A = 20
; // v
0 T T T 0- T T T T T O T T T T T T
12:00 14:24 16:48 19:12 12:00 14:24 16:48 19:12 21:36 00:00 04:48 09:36 14:24 19:12 00:00

Fonte: Elaboragdo prépria.

De fato, realizado o teste de Kolmogorov-Smirnov para duas amostras nos 3
estabelecimentos observados, os respectivos p-valores sdo: 0,0; 0,9284 e 0,8244. Adotando um
nivel de significancia de 0,05, pode-se rejeitar a hipdtese nula no estabelecimento com 30-50
pedidos e, mas ndo se pode rejeitd-la nos outros. Quando generalizados os testes de

Kolmogorov-Smirnov para todos os estabelecimentos, no entanto, ndo ha sugestao de que o
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problema esteja relacionado ao nimero de pedidos, mas a ocorréncia de mudangas bruscas no
trafego de pedidos realizados aparenta influenciar este efeito, cabendo, porém, que algum outro
trabalho possa se aprofundar neste ponto para identificar as causas.

Tabela 2 — Resultados do teste KS para os resultados estimados X os empiricos

N° Pedidos 10-30 30-50 50-100 100-200 >200 Total

% H, nio rejeitado 96,79 67,95 42,86 55,56 0,00 85,33

Fonte: Elaboracao propria.

O alto percentual de testes de Komolgorov-Smirnov cujas hipoéteses nulas ndo podem
ser rejeitadas sugere que o estimador pode ser usado no processo aqui descrito com alto nivel
de confianca para estabelecimentos com 10-30 pedidos, porém casos individuais ensejam
cuidados especificos, como uma mudanca no método de escolha do pardmetro b, ou uma

funcao Kernel diferente.

4.2 Aplicacio do processo de estimacio dos tempos de servico

Outro requisito para um sistema de filas € a simulagdo de tempos de servigo, que pode
seguir diferentes critérios. Como descrito na se¢do 2.3, aqui serdo avaliados dois métodos de
estimacdo para tempos de servico, um deterministico, dado pela equacdo (8), e um
probabilistico, dado em (9), que se refere a distribuicdo gama com parametros k ¢ 6
estimados através de estabelecimentos proximos ao que sera avaliado.

Segundo a avaliacdo grafica contida na Figura 3, ha consideravel aderéncia da familia
de distribui¢des teoricas as distribuigdes empiricas observadas, com os parametros em valores

estimados pelo método de maximizagdo da log-verossimilhanga.



Figura 3 — Histograma de tempos de servico X densidade da distribuicdo gama estimada
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Fonte: Elaboracao propria.
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Conduzindo também um teste de aderéncia Kolmogorov-Smirnov, obtém-se os

respectivos p-valores 0,5517; 0,2913 ¢ 0,1071. Adotando um nivel de significancia de 0,05, ndo

se pode rejeitar a hipdtese nula para todos os estabelecimentos, assim podendo-se admitir que

a distribuicdo ¢, de fato, adequada para a estimacdo desses dados. Avaliando o grafico P-P

mostrado na Figura 4, é possivel perceber que, com excecdo na cauda de tempos de servigo

muito longos, o modelo de fato se adequa de forma satisfatoria aos dados.
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Figura 4 — Gréficos P-P dos pontos observados X a distribui¢do gama

30-50 pedidos
p-value: 0.5517

50-100 pedidos
p-value: 0.2913

100-200 pedidos
p-value: 0.1071

° 40 ° 50 e
[ ] ..
35 °

e a0
w30 w
1] @
s 3

3 S %
T 20 hi
@ @

T 15 £ o
S 5

10 10

5_
. 0
5 1 15 20 25 30 10 20 0 10 20 0 40

Theoretical quantiles

Theoretical quantiles

Fonte: Elaboragao propria.

Theoretical quantiles

Na Tabela 3, € possivel observar o percentual de estabelecimentos os quais o p-valor do

teste de Kolmogorov-Smirnov est4d acima de 0,05, com uma taxa de resultados acima de 80%

na maior parte das segmentagdes de volume de pedidos, exceto para os estabelecimentos com

mais de 200 pedidos.
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Tabela 3 — Resultados do teste KS para as estimacdes dos tempos de servico

N° Pedidos 10-30 30-50 50-100 100-200 >200 Total

% H, nio rejeitado 84,62 80,00 83,08 83,33 50,00 84,02

Fonte: elaboragdo propria.

Para a analise do método deterministico, caso seja necessario aplicar o modelo sem a
obtencdo de dados precisos de tempos de servigo, sdo necessarios os parametros vye T,, que
representam respectivamente a velocidade média em cada entrega e um tempo estimado de
parada. Aqui esse parametro serd ajustado visualmente, sendo o pardmetro de comparagao para
obtencdo do valor 6timo o ajuste da curva da distribui¢do gama com os parametros calculados
na subsegdo 4.2, e o melhor resultado obtido foi vy = 10 e T, = 3, conforme exemplificado

na Figura 5.

Figura 5 — Histograma de tempos de servigo estimados deterministicamente X curva da distribuicao gama
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Fonte: Elaboracao propria.

Este método ndo apresentou resultados de estimacao superiores aos da estimagao a partir
dos estabelecimentos dentro do raio de 2km, no entanto pode ser uma aproximagao
relativamente adequada dadas as possiveis limitagdes na coleta dos dados. A utiliza¢do deste
método requer cuidados especificos de validacdo, tais quais analises graficas, analises da
particularidade dos percursos mais comuns das entregas, etc., a fim de que seus resultados nao

apresentem grande desvio do esperado por estimacdes mais tradicionais.

4.3 O nimero maximo de clientes permitidos no sistema

Tal qual apresentado na subseg¢do 2.1.1, para que seja possivel a implementacdo
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computacional, o sistema de filas descrito por Brahimi e Worthington (1991) necessita também
um parametro L, que determina um numero maximo de clientes simultaneos no sistema, seja
em espera ou em atendimento.

O numero indicado para garantir plenamente o requisito deste parametro seria,
naturalmente, o conjunto de todos os pontos de coordenadas geograficas que estdo dentro do
raio de entrega de determinado estabelecimento, truncadas em 3 casas decimais, conforme

ilustrado na Figura 6.

Figura 6 — Raios de atendimento e valores para o parametro L

30-50 pedidos 50-100 pedidos 100-200 pedidos
L=12476 L=4074 L=8588
—3.700 e Raio —-3.700 e Raio —3.700 Raio
-3725 -3.725 o Estab || 5455 .
—3.750 -3.750 —3.7501
—3775 -3.775 —3.775
—3.800 —3.800 —3.800 -
—-3.825 -3.825 -3.825
—3.850 -3.850 —3.850 1
—-3.875 -3.875 —3.875 1
—-3.900 i i : i | -3.900 i i ] i | —3.900 i i i i i
—38.60 —38.55 —38.50 —38.45 —38.40 —38.60 —38.55 —38.50 —38.45 —38.40 —38.60 —38.55 —38.50 —38.45 —38.40

Fonte: Elaboracao prépria

Valores de L na casa dos milhares, entretanto, podem degradar bastante a performance
do algoritmo, o que por sua vez pode impedir seu uso. Brahimi e Worthington (1991) sugerem
que os requerimentos de processamento e armazenamento de dados podem aumentar
rapidamente e de forma nao linear, a depender dos valores utilizados para os parametros C, m
e L, indicando também valores fixos para L que variam entre 30 e 80, a depender da

intensidade de trafego.

O parametro m, que representa o nimero maximo de unidades de tempo de servigo que
um usuario pode estar em atendimento, de fato demonstrou alta sensibilidade para a degradagao
de performance. Na maioria dos casos, ao utilizar um At de 1 minuto resulta em algo proximo
de 25<m <45, que combinados com um valor alto de L e C podem elevar

substancialmente o tempo necessario para rodar o programa.

Para efeito de garantia de performance computacional, o0 menor valor para L que nao
comprometa os calculos de performance poderia ser estimado através de algum método, que
foge ao escopo deste trabalho, atendendo ao requisito L <= L*, onde L* representa esse

niimero maximo no espectro de possibilidades.
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5 APLICACAO DO SISTEMA DE FILAS

5.1 Fluxo de funcionamento do algoritmo

Como resultado do algoritmo, obtém-se as probabilidades P;[n: x;,X;,—q ... X1], com

0<n<Lel<x; <C(C,paratodo 0 <t <T paraum estabelecimento com sistema de filas

qualquer. O fluxo seguido para a entrada dos parametros necessarios se da da seguinte forma:

1.

Escolhem-se os pontos os quais o sistema sera verificado. Ex.: se At = 5 min, entao
sao pontos analisados os horarios 00:00:00, [...], 13:00:00, 13:05:00, 13:10:00, [...],
23:55:00.

Estima-se o parametro b da funcdo de intensidade através do logaritmo de maxima

verossimilhang¢a, dada em (7).

. Calcula-se o parametro de taxa de entradas A através da formula (10) para todo t.

Os parametros 6timos para L e m sdo os que garantem que todas as possibilidades
de se haver um nimero n de clientes aguardando pela duracdo maxima Xx,,. Estes
nimeros podem ser baseados na expectativa de um nimero maximo de usuarios
entrando no sistema ao mesmo tempo, multiplicado pelo tempo méaximo de espera da

distribuicdo empirica, por exemplo.

. Estimam-se os parametros para a funcao de probabilidade de tempo de servico S;(i).

Definem-se os valores de C paratodo 0 <t < T com base em uma possivel escala

de disponibilidade de funciondrios, ou 16gica equivalente.

E executado o programa seguindo a l6gica descrita por Brahimi e Worthington (1991)

para cada t durante o periodo analisado.

Um programa em Python foi desenvolvido utilizando praticas de trade-off entre

memoria e CPU através da utilizacdo de Arrays e Iterators para possibilitar a execucao do

algoritmo em um computador pessoal, e o cddigo utilizado na construcdo do programa esta

disponivel em repositdrio no GitHub criado para este projeto.
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Para validagdo dos resultados do algoritmo apresentado na subse¢do 5.1, utilizaram-se

os resultados encontrados no trabalho de Lima et al. (2016). Esse estudo avalia a qualidade do

servigo de filas em uma agéncia dos correios ao longo de um periodo de 2 horas, utilizando um

modelo de filas com 3 servidores, capacidade maxima de 41 clientes, com as chegadas seguindo

uma distribui¢do Poisson homogénea e o tempo de espera uma distribuicao Exponencial.

As métricas usadas para avaliar a precisdo do algoritmo aqui apresentado consistem no

nimero médio de clientes no sistema L, o namero médio de clientes na fila Lg, o tempo médio

em sistema W, as probabilidades dos estados 0,1, ..., 41, utilizando-se as configuragdes L =

41, m=15, C=3, k=1 e 0 = 3.883, sendo A obtido através do processo descrito na

subsecdo 4.1, e a comparagao de resultados e seus desvios podem ser vistos na Tabela 4.

Tabela 4 — Comparativo dos resultados dos métodos

INDICADOR LIMA ET AL. RAMLAU- DESVIO
HAMSEN/BRAHIMI

MEDIA DE CLIENTES NO SISTEMA 1,3336362 1,27345377 0,06018243
MEDIA DE CLIENTES NA FILA 0.1039145 0,07357460 0,0303399
TEMPO MEDIO NO SISTEMA 0,0350957 0,04659725 -0,01150155
PROB SISTEMA ESTAR VAZIO 0,2848143 0,30806505 -0,02325105
PROB SISTEMA NO ESTADO 1 0,3502428 0,30878323 0,04145876
PROB SISTEMA NO ESTADO 2 0,2153575 0,25835916 -0,04300919
PROB SISTEMA NO ESTADO 3 0,0882741 0,07523962 0,01303438

Fonte: Elaboragao propria.

Os valores apresentados pelo método proposto por aproximacao de tempo discreto se
aproximam dos encontrados no modelo continuo, com variagdes que podem ser consideradas

aceitaveis para casos de aplicagdo tais quais o artigo propoe.

5.3 Consideracdes técnicas para a escolha dos parametros L, C e m.

Ainda que se possa racionalizar um valor ideal para L de modo a cobrir todas as
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possibilidades, como dado no subcapitulo 4.1, o desafio computacional persuade a utilizar
nimeros bastante inferiores, geralmente L < 100. Para a solucdo do problema de delivery
analisada na subsecao 5.4, o valor de m ¢ escolhido através do nimero maximo de intervalos
de 5 minutos de tempo de servigo necessario para um atendimento, utilizando todo o conjunto
de dados amostral. Para o valor de L, considerar todas as possibilidades de duragdo de servigo
para o numero maximo de r entradas de novos pedidos ao longo do periodo analisado
resultaria em uma aproximag¢ao mais precisa.

Para o conjunto de dados utilizado nos exemplos deste trabalho, decorre que L = 63,
dado que m = 9. Brahimi e Worthington (1991) sugerem que para um alto volume de trafego,
L =80 satisfaz as necessidades da maioria dos sistemas, enquanto L = 30 satisfaz um
trafego de baixo volume.

Para o parametro C, entretanto, um numero muito alto pode inviabilizar uma rapida
tomada de decisdo, pois 0 nimero de combinagdes possiveis para os vetores (1: Xy Xm_1 . X1)
aumenta de forma exponencial, o que por sua vez gera um desafio computacional e deve ser
feito um ftrade-off entre memoria e tempo de espera. Através da Figura 7, € possivel ver o

nimero de possibilidades geradas para 1 < r < 20:

Figura 7 — Nimero de vetores X;,X,, ..., X;, para cada chegada de r clientes no sistema

3108105

Possibilidades

9 45 165 495 1287 3003 6435 12870 243104375
1 2 3 4 5 6 T 8 9 10

Fonte: Elaboragdo prépria.

O algoritmo descrito, no entanto, de fato funciona eficientemente para nimeros altos de
L, C e m. O algoritmo descrito por Worthington e Wall (1999) precisa de 2 dias para rodar
uma configuragdo com L =5, C =5 ¢ m = 20, enquanto a mesma configuragdo aqui
utilizada gera o espago de estados (n(t): X;(t),X,(t),..., X,y (t)) em 453 milissegundos e

executa todo o algoritmo para um t qualquer em menos de um minuto.
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Computacionalmente, o algoritmo aqui utilizado, parametrizado através de uma
configuragdo L =63, C=5 e m =9 para qualquer t ¢ vidvel em um computador
equipado com um processador 17, com 3GHz de frequéncia e 16GB de memodria RAM, mas
precisa de cerca de 20 minutos em execu¢do, consequentemente para concluir um dia inteiro
nessas configuragdes sdo necessarias 96 horas em execugdo. E possivel otimizar o uso do
algoritmo através de determinadas particularidades dos estabelecimentos analisados, como por

exemplo seu horario de funcionamento real.

5.4 Possibilidades para analises para o sistema de filas ndo-homogéneo

Embora neste modelo de fila ndo haja um ponto estaciondrio, a performance pode ser
avaliada separadamente em cada t por meio das métricas descritas na subsec¢do 2.1, podendo
entdo serem identificados pontos de atengdo e, consequentemente, uma agao mais focada. Na
Figura 8 podem ser vistas as métricas de performance do sistema para C = 1, 2, 3, utilizando

os dados do estabelecimento 100~200 pedidos:

Figura 8 — Métricas de performance de filapara € = 1,2,3

a) Média de usuarios no sistema b) Média de usuarios na fila
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Fonte: Elaboragédo propria.

Através dos graficos introduzidos na Figura 8, € possivel perceber que manter C = 1
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criaria um grande gargalo em usudrios no sistema e em espera, conforme graficos a e b. A
utilizagdo de 3 entregadores pode mitigar o problema em cerca de 80% entre os horarios de 18
horas as 2 da manha, mostrados no grafico b. Uma anélise dos tempos de espera no grafico d
indica que os tempos de espera podem chegar a 19 unidades de tempo de servico quando C =

2, e mais que 27 quando C = 1.

Uma possivel métrica global para avaliar a performance da fila poderia ser dada pelo
percentual de unidades de tempo t nos quais hd um nimero médio de clientes no sistema
superior ao nimero de servidores ativos. No exemplo dado, para € =1 temos 24,3% de
unidades de tempo sobrecarregadas, para C =2 e C = 3 esse percentual cai para 19,8% e

3,13%, respectivamente.

Como resultado das andlises dos resultados graficos, ¢ compreensivel que se proponha
uma escala de entregadores, de tal modo a minimizar os impactos em performance e,
concomitantemente, os custos. No exemplo utilizado, ¢ possivel propor, por exemplo: C =1
entre 9 da manha e 13 horas, C = 2 entre 13 e 18 horase C = 3 entre 18 horas e 2 da manha.
A escala proposta incide em 3,13% de horarios com capacidade média sobrecarregada, a mesma

que mantendo C = 3 constante, e seus resultados graficos sdo dados na Figura 9.

Figura 9 — Métricas de performance de fila com escala de funcionarios

a) Media de usuarios no sistema & b) Média de usuarios na fila
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Fonte: Elaboragdo propria.

Embora ndo seja implementado no escopo deste trabalho, que € propor a combinacao
dos métodos de estimacao para um processo de chegadas que segue uma distribuicao Poisson

ndo-homogénea e um sistema de filas que lide com essa particularidade, Wall e Worthington
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(2007) propdem um algoritmo que visa a analise da performance de uma fila ndo homogénea
através do tempo de espera virtual. Esse indicador funciona como métrica global e algébrica
para determinar a qualidade da fila. Os autores consideram que esse algoritmo soluciona
problemas encontrados nos métodos SSA (Simple Stationary Approximation), PSA (Pointwise
Stationary Approximation) e MOL (Modified Offered Load).
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi apresentado um método generalizado para filas no formato
M./G/c/K, funcionando em conjunto com um método de estimagdo para a taxa de entradas,
quando esta pode ser descrita como um Processo de Poisson ndo-homogéneo, através da
estimacdo de sua func¢do intensidade. Foi verificada a precisdio do método através de
comparagdo com os resultados obtidos em outro trabalho que utiliza o sistema de filas e

apresentadas formas de avaliar a performance do sistema.

Originalmente, considerou-se aqui o problema dos sistemas de delivery online e
suas particularidades, e 0 método descrito visa possibilitar a andlise generalizada de diferentes
estabelecimentos, ainda que funcionem de formas distintas. O principal problema visado pela
solucao aqui apresentada € a inconstancia de atendimento em diferentes horarios, assim como

diferentes horarios de funcionamento.

Além dos métodos supracitados, também foram discutidas alternativas para lidar
com a falta de qualidade nas informacdes de tempos de servigo e foram apresentados métodos
para a estimagdo destes, utilizando modelos estocasticos e deterministicos. Para examinar a
aderéncia das estimagdes foi utilizado o teste de Kolmogorov-Smirnov, mas um estudo

aprofundado acerca de testes alternativos poderia ser conduzido.

O método apresentado funciona para um modelo de fila simples, contudo
Worthington e Wall (1999) discutem diversos outros sistemas de fila, com diferentes
particularidades, assim como apresentam pesquisas que propdem a solugdo destas. Para lidar
de modo adequado com esses diferentes desafios, o algoritmo aqui demonstrado pode atuar
como uma base, mas poderdo ser necessarios ajustes com algoritmos citados na referida

pesquisa.

Hé também o desafio computacional. Ainda que a linguagem Python possa lidar de
forma relativamente eficiente com os calculos nas configuracdes citadas por Brahimi e
Worthington (1991), conforme os valores dos parametros L, € e m aumentam, o tempo de
execu¢dao aumenta de forma exponencial. Embora a solugao proposta neste trabalho objetive
possibilitar essa analise em computadores pessoais, uma possibilidade de pesquisa futura seria

a adaptacdo do algoritmo para tecnologias mais escalaveis, como computacao distribuida.
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