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RESUMO

Neste trabalho fornecemos módulo de continuidade universal para soluções, no sentido da viscosidade,

de equações elípticas totalmente não lineares da forma

F(X,D2u) = f(X),

considerando propriedades de integrabilidade da função f em diferentes situações. Estabelecemos

estimativa interior na norma C
n−2ϵ
n−ϵ de u baseada na norma Ln−ϵ da função f, onde ϵ = ϵ(n, λ,Λ) é

constante universal Escauriaza, e o expoente n−2ϵ
n−ϵ

é ótimo. Quando a função f pertence a Lq, para

q ∈ (n− ϵ, n), obtemos um melhoramento no expoente de Hölder continuidade. Estabelecemos também

uma estimativa Log-Lipschitz em u baseada numa condição da norma Ln da função f, a qual corresponde

a regularidade ótima. Regularidade ótima C1,α é obtida quando f ∈ Lq, para q > n. Mostramos ainda

que u ∈ C1,Log−Lip quando f tem oscilação média limitada. Mais uma vez tal estimativa é ótima.

Palavras-chave: Regularidade. Estimativa ótima. Equações elípticas totalmente não lineares.



ABSTRACT

In this work we provides continuity moduli universal for viscosity solutions to fully nonlinear elliptic

equations of the form

F(X,D2u) = f(X),

based on integrability properties of f in di�erent scenarios. We establish interior a priori estimates

on the C
n−2ϵ
n−ϵ norm of de u based on the Ln−ϵ norm of f, where ϵ = ϵ(n, λ,Λ) is the Escauriaza

universal constant, and the exponent n−2ϵ
n−ϵ

is optimal. When the function f lies in Lq, n − ϵ < q < n,

we also obtain an improvement in the exponent of Hölder continuity. We also establish an estimate

Log-Lipschitz on u based on the Ln norm of f, which corresponds to optimal regularity. Optimal C1,α

regularity estimates are delivered when f ∈ Lq, q > n. We also show that u ∈ C1,Log−Lip, provided f

has bounded mean oscilation. Once more, such an estimate is optimal.

Keywords: Regularity. Estimate optimal. Fully nonlinear elliptic equations.



NOTAÇÕES

Em todo trabalho n denotará a dimensão do espaço Rn,

I E denotará um espaço vetorial.

I Br(x0) := {x ∈ Rn; |x− x0| < r} é a bola aberta do Rn centrada em x0 e raio r. B1 = B1(0).

I Qr(x0) =

n∏
i=1

(
xi0 −

r

2
, xi0 +

r

2

)
é o cubo aberto do Rn centrado em x0 e lado r. Q1 = Q1(0).

I Ωh := {x ∈ Ω; d(x, ∂Ω) > h}

I oscΩu := sup
Ω

u− inf
Ω
u.

I Escrevemos f = o(g) quando x→ x0 para signi�car que limx→x0

|f(x)|
|g(x)| = 0.

I
ffl
Br(x0)

u(x)dx = 1
|Br(x0)|

´
Br(x0)

u(x)dx.

I ∇u =
(

∂u
∂xi

)
e D2u =

(
∂2u

∂xi∂xj

)
denotam o gradiente e a Hessiana de u, respectivamente.

I Dαu(x) = ∂|α|u(x)

∂x
α1
1

···∂xαn
n

, onde α = (α1, ..., αn) é um vetor com cada componente αi ∈ Z+ com

|α| = α1 + · · ·+ αn.

I S(n) denota o espaço das matrizes simétricas n× n.

I In denota a matriz identidade n× n.

I ∥A∥ =

 n∑
i=1

n∑
j=1

a2ij

 1
2

= ∥(a11, ..., a1n, a21, ..., a2n, ..., an1, ..., ann)∥, onde A = (aij) é uma

matriz n× n e ∥ · ∥ é a norma euclidiana.

I Lp(Ω) = {u : Ω→ R : u é mensurável a Lebesgue, ∥u∥Lp(Ω) <∞}, onde

∥u∥Lp(Ω) =

(ˆ
Ω

|u|pdx

) 1
p

, 1 ≤ p <∞.
I L∞(Ω) = {u : Ω→ R : u é mensurável a Lebesgue, ∥u∥L∞(Ω) <∞}, onde

∥u∥L∞(Ω) = ess sup
Ω

|u|.
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Capítulo 1
INTRODUÇÃO

Conteúdo
1.1 Teoria de Regularidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.1 Teoria de Regularidade

Em 1979 Krylov e Safanov [9, 10] provaram a desigualdade de Harnack para equações elípticas de

segunda ordem na forma não divergente com coe�cientes mensuráveis. Isso abriu o caminho para o

desenvolvimento de uma teoria de regularidade para equações totalmente não lineares. Crandall-Lions [17]

e Evans [18,19] desenvolveram o conceito de solução fraca para equações lineares e não lineares, o chamado

método de viscosidade, e essa noção de solução fraca é a correta para se trabalhar com equações não

lineares. Em [4] é provado que soluções da equação

F(D2h) = 0 (1.1)

são C1,α. Com a hipótese adicional de F ser côncavo ou convexo [4] também mostra que soluções de (1.1)

são C2,α. Sem essa hipótese adicional em F Nadirashvili e Vladut [13] mostraram que regularidade C1,α

é a melhor possível.

O principal objetivo desse trabalho é obter o melhor módulo de continuidade disponível para soluções

de equações não homogêneas e de coe�cientes variáveis da forma

F(X,D2u) = f(X), (1.2)

onde F : B1 × S(n) → R, sobre condições apropriadas nos coe�cientes do operador F e propriedades de

integrabilidade da função f. Vale apena relembrar a noção de módulo de continuidade de uma função

u : B1 → R. Dizemos que a função ρ : [0,∞) → R é um módulo de continuidade da função u se ρ é uma

função contínua em 0, não-decrescente, com lim
δ→0

ρ(δ) = 0, tal que

|u(X) − u(Y)| ≤ ρ(|X− Y|) ∀X, Y ∈ B1.
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Seguindo a terminologia clássica, qualquer operador satisfazendo a condição de elipticidade (veja De�nição

2.2.3) será chamado (λ,Λ)-elíptico. Nós iremos supor, em todo o trabalho, que o operador F é

(λ,Λ)-elíptico. Também qualquer constante dependendo apenas da dimensão e parâmetros de elipticidade

λ e Λ serão chamadas universais. Com propósito de normalização, assumimos em todo esse texto que

F(X, 0) = 0, ∀X ∈ B1 (veja a Observação 3.1).

L. Ca�arelli, em [3], obtem estimativa W2,p para soluções de (1.2) quando a função f pertence ao

espaço Lp para pmaior que a dimensão n. Em [3] também é mostrado que para p < n, existe um operador

uniformemente elíptico satisfazendo as hipóteses do Teorema de Ca�arelli para o qual estimativa W2,p

falha. Porém, Luiz Escauriaza, em [6], extende o Teorema de Ca�arelli obtendo estimativa W2,p para

soluções de (1.2) no caso em que a função f pertence ao espaço Lp, para p > n− ϵ.

A idéia para se obter o módulo de continuidade para soluções de (1.2) é usar um método de

compacidade, o qual consiste, essencialmente, em aproximar uma solução de (1.2) por uma solução

de (1.1) com o objetivo de �herdar� a regularidade que essas equações homogêneas possuem. Para

conseguirmos essa aproximação, nós usamos fortemente uma consequência da desigualdade de Harnack.

Essa consequência a�rma que soluções de (1.2) são Cα, para algum α dependendo apenas das constantes

de elipticidade do operador F (veja Proposição 2.3.1). [6] prova a seguinte desigualdade de Harnack:

sup
Br/2

≤ C
{

inf
Br/2

u+ r2−n/q∥f∥Lq(Br)

}
,

para q = n− ϵ, onde ϵ = ϵ(n, λ,Λ) é chamada de constante Escauriaza. Essa é a razão de começarmos

o nosso trabalho considerando a função f a partir do espaço Ln−ϵ.

No capítulo 3 mostraremos que soluções de (1.2) são localmente C
n−2ϵ
n−ϵ quando f ∈ Ln−ϵ e tal

estimativa é ótima, e para se conseguir esta regularidade nós aproximamos essas soluções por polinômios

de grau zero. Para o caso quando f ∈ Ln, mostraremos, no capítulo 4, que soluções de (1.2) têm módulo

de continuidade Log-Lipschitz, ou seja,

|u(X) − u(Y)| . − log(|X− Y|) · |X− Y|.

Segue da teoria desenvolvida em [3] que soluções de (1.2) quando f ∈ Lq, com q > n, são a priori C
1,µ
loc ,

para algum µ e, no capítulo 5, mostramos explicitamente o expoente α ótimo. Em ambos os capítulos 4 e

5, para se conseguir as regularidades desejadas, nós aproximamos as soluções de (1.2) por polinômios de

grau 1. Finalmente, no capítulo 6 consideramos o caso em que f ∈ BMO e mostramos que para equações

com estimativa C2,ϵ a priori, de funções F-harmônicas (ou seja, F(D2u) = 0), soluções da equação de

coe�cientes constantes F(D2u) = f(X) são C1,Log−Lip no sentido de que

|u(X) − [u(Y) +∇u(Y) · X]| . r2 log r−1, r = |X− Y|,

onde para se conseguir esta estimativa, nós aproximamos as soluções de F(D2u) = f por polinômios de

grau 2.



Capítulo 2
PRELIMINARES

Conteúdo
2.1 Espaços de Hölder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.2 Soluções no sentido da viscosidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.3 Alguns Resultados de regularidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

Neste capítulo, faremos uma breve descrição dos resultados básicos necessários para o desenvolvimento

dos capítulos subsequentes.

2.1 Espaços de Hölder

A continuidade de Hölder é uma medida quantitativa de continuidade que é especialmente apropriada

para o estudo de equações diferenciais parciais. Isso sugere uma ampliação dos espaços Ck(Ω), onde

Ck(Ω) = {u : Ω→ R : Dγu é contínua em Ω para todo |γ| ≤ k}.

Como Ω é aberto, funções em Ck(Ω) (e suas derivadas) não precisam ser limitadas em Ω, por isso não

podemos adotar a norma do sup para transformar Ck(Ω) em um espaço normado. Mas sabendo que

funções limitadas e uniformente contínuas em Ω possuem uma única extensão contínua para Ω̄ podemos

considerar o espaço

Ck(Ω̄) = {u ∈ Ck(Ω) : Dγu é uniformemente contínua em Ω para todo |γ| ≤ k}

com a norma ∥u∥Ck(Ω̄) = max
|α|≤k

∥Dαu∥L∞(Ω).

De�nição 2.1.1. Uma função u : Ω→ R é dita ser α-Hölder contínua em um ponto X0, com 0 < α < 1,

se existe uma constante C > 0 tal que

|u(X) − u(X0)| ≤ C|X− X0|, para todo X ∈ Ω diferente de X0.
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Quando u : Ω→ R é α-Hölder contínua em todo Ω, e escrevemos u ∈ Cα(Ω), temos que

|u(X) − u(Y)| ≤ C|X− Y|, para todo X ̸= Y ∈ Ω.

De�nição 2.1.2. Os espaços de Hölder Ck,α(Ω) são subespaços de Ck(Ω) consistindo de funções cujas

derivadas parciais até a ordem k são todas α-Hölder contínuas em Ω, ou seja,

Ck,α(Ω) = {u ∈ Ck(Ω) : Dγu ∈ Cα para todo |γ| ≤ k}.

De�nimos também

Ck,α(Ω̄) = {u ∈ Ck(Ω̄) : Dγu ∈ Cα(Ω)para todo |γ| ≤ k}

e consideramos a norma

∥u∥Ck,α(Ω̄) = ∥u∥Ck(Ω̄) + max
|γ|≤k

[Dγu]Cα(Ω) ,

onde

[Dγu]Cα(Ω) = sup
X,Y∈Ω
X̸=Y

|Dγu(X) −Dγu(Y)|

|X− Y|α
.

Observação 2.1. Um subconjunto A ⊂ C0(Ω) do espaço C0,α(Ω) é um conjunto equicontínuo.

Relembre que um conjunto de funções A ⊂ C0(Ω) é dito ser equicontínuo se, dado ϵ > 0 existir um δ > 0

tal que, se x, y ∈ Ω e |y− x| < δ então |f(y) − f(x)| ≤ ϵ para toda f ∈ A.

O seguinte teorema será utilizado na demonstração do Lema 3.1.

Teorema 2.1.1 (Arzelá-Ascoli). Seja {fn : K → R}n∈N uma sequência de funções de�nida em um

compacto K ⊂ Rn. Assuma que exista uma constante M tal que |fn(x)| ≤ M para todo n ∈ N e

para todo x ∈ K. Além disso, assuma que a sequência {fn : K → R}n∈N é equicontínua em todo ponto de

K. Então existe uma subsequência que converge uniformemente em K.

Proposição 2.1.1. Se u : Br → R é C1,α na origem, então existe um polinômio ℓ de grau 1 tal que

|u(X) − ℓ(X)| ≤ C|X|1+α, para alguma constanteC > 0.

Demonstração. Sendo u de classe C1,α na origem temos, por de�nição, que existem as funções
∂u
∂x1

, ..., ∂u
∂xn

: Br → R e u, ∂u
∂xi

são Cα na origem, ou seja,

|u(X) − u(0)| ≤ C|X|α e

∣∣∣∣ ∂u∂xi (X) − ∂u

∂xi
(0)

∣∣∣∣ ≤ C|X|α para todo X ∈ Br.

Por outro lado, a fórmula de Taylor com resto de Lagrange nos permite escrever

u(X) = u(0) +∇u(θX) · X, para todo X ∈ Br,
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e para algum θ ∈ (0, 1). Agora, de�nindo ℓ(X) := u(0) +∇u(0) · X temos que

|u(X) − ℓ(X)| = |(∇u(θX) −∇u(0)) · X|

≤ ∥∇u(θX) −∇u(0)∥ · ∥X∥

= max
1≤i≤n

{∣∣∣∣ ∂u∂xi (θX) − ∂u

∂xi
(0)

∣∣∣∣} ∥X∥

≤ C∥θX∥α∥X∥

≤ C∥X∥1+α,

onde estamos considerando a norma do máximo. Lembre-se que em um espaço de dimensão �nita,

qualquer duas normas são equivalentes.

Proposição 2.1.2. Se u : Br → R é de classe C2,α na origem, então existe um polinômio ℘ de grau 2

tal que

|u(X) − ℘(X)| ≤ C|X|2+α, para todo X ∈ Br.

Demonstração. Temos por de�nição que Dγu é Cα na origem para todo |γ| ≤ 2. Assim, temos que∣∣∣∣ ∂2u∂xi∂xj
(X) −

∂2u

∂xi∂xj
(0)

∣∣∣∣ ≤ C∥X∥α, para todo i, j = 1, ..., n e ∀X ∈ Br.

Usando a fórmula de Taylor com resto de Lagrange temos

u(X) = u(0) +∇u(0) · X+
1

2
XtD2u(θX)X, para todo X ∈ Br,

e para algum θ ∈ (0, 1). Então, de�nindo ℘(X) := u(0) +∇u(0) · X+ 1
2
XtD2u(0)X obtemos

|u(X) − ℘(X)| =

∣∣∣∣12Xt(D2(θX) −D2u(0))X

∣∣∣∣
≤ 1

2
∥X∥2∥D2u(θX) −D2u(0)∥

=
1

2
∥X∥2 max

1≤i,j≤n

{∣∣∣∣ ∂2u∂xi∂xj
(θX) −

∂2u

∂xi∂xj
(0)

∣∣∣∣}
≤ 1

2
∥X∥2 · C∥θX∥α

≤ C0∥X∥2+α.

2.2 Soluções no sentido da viscosidade

Nesta seção de�nimos o conceito de solução no sentido da viscosidade para a equação elíptica de

segunda ordem totalmente não linear

F(X,D2u(X)) = f(X), (2.1)

onde X ∈ Ω e u e f são funções de�nidas no domínio limitado Ω ⊂ Rn.



16

Antes, relembramos algumas de�nições básicas.

De�nição 2.2.1. Dizemos que um operador linear A : E → E é não negativo, e escrevemos A ≥ 0,

quando A for auto-adjunto e, além disso, ⟨Av, v⟩ ≥ 0 para todo v ∈ E.

De�nição 2.2.2. Dizemos que uma matriz P quadrada n×n é não negativa, e escrevemos P ≥ 0, quando

o operador A : Rn → Rn dado por A(X) = PX é não negativo.

De�nição 2.2.3. Dizemos que o operador em (2.1) é uniformemente elíptico se existirem constantes

positivas 0 < λ ≤ Λ (chamadas de constantes de elipticidade) tais que, para quaisquer M ∈ S(n) e X ∈ Ω

tivermos

λ∥P∥ ≤ F(X,M+ P) − F(X,M) ≤ Λ∥P∥, ∀P ≥ 0. (2.2)

Observação 2.2. A de�nição 2.2.3 nos diz que o operador F é monótono crescente e Lipschitz em

M ∈ S(n).

De fato, sejam M,N ∈ S(n) tais que M ≤ N (isso signi�ca que a matriz N−M é positiva). A de�nição

2.2.3 nos permite escrever

λ∥N−M∥ ≤ F(X,M+ [N−M]) − F(X,M) ≤ Λ∥N−M∥.

Então,

0 < λ∥N−M∥ ≤ F(X,N) − F(X,M) ⇒ F(X,M) ≤ F(X,N).

Isso conclui a monotonicidade de F(X,M) em S(n).

Agora, sejam A,B ∈ S(n). A elipticidade uniforme do operador F nos dá que (veja Observação 3.2)

F(X,B) − F(X,A) = F(X,A+ [B−A]) − F(X,A)

≤ Λ∥(B−A)+∥− λ∥(B−A)−∥

≤ Λ∥(B−A)+∥

≤ Λ∥B−A∥.

F(X,A) − F(X,B) = F(X,B+ [A− B]) − F(X,B)

≤ Λ∥(A− B)+∥− λ∥(A− B)−∥

≤ Λ∥(A− B)+∥

≤ Λ∥A− B∥

= Λ∥B−A∥.

Portanto,

|F(X,B) − F(X,A)| = max {F(X,B) − F(X,A), F(X,A) − F(X,B)} ≤ Λ∥B−A∥,

ou seja, o operador F é Lipschitz em S(n).
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De�nição 2.2.4. Uma função u de�nida em Ω tem um máximo local em X0 ∈ Ω quando u(X) ≤ u(X0)

para qualquer X em uma vizinhança de X0.

Agora de�niremos solução no sentido da viscosidade para a equação (2.1).

De�nição 2.2.5. Uma função contínua u em Ω é uma subsolução no sentido da viscosidade para a

equação (2.1) se sempre que u − φ atingir máximo local em um ponto X0 ∈ Ω, onde φ ∈ C2(Ω),

tivermos

F(X0, D
2φ(X0)) ≥ f(X0).

Dizemos que uma função contínua u em Ω é uma supersolução no sentido da viscosidade para a

equação (2.1) quando sempre que u − φ atingir mínimo local em um ponto X0 ∈ Ω, onde φ ∈ C2(Ω),

tivermos

F(X0, D
2φ(X0)) ≤ f(X0).

Finalmente, dizemos que u é solução no sentido da viscosidade para a equação (2.1) quando u for

subsolução e supersolução no sentido da viscosidade para a equação (2.1).

A motivação para esta de�nição vem das seguintes observações:

Observação 2.3. Suponha que u é uma supersolução da equação (2.1) no sentido clássico, ou seja,

F(X,D2u(X)) ≤ f(X) pontualmente.

Assuma que u−φ atinge um mínimo local em um ponto X0 ∈ Ω, para alguma φ ∈ C2(Ω). Do curso de

Cálculo, segue que a matriz simétrica D2(u−φ)(X0) é não negativa, ou seja,

D2φ(X0) ≤ D2u(X0).

A monotonicidade de F nos dá que

F(X0, D
2φ(X0)) ≤ F(X0, D

2u(X0)) ≤ f(X0).

Isso nos diz que u é supersolução da equação (2.1) no sentido da viscosidade.

Observação 2.4. Reciprocamente, suponha que u ∈ C2(Ω) é uma supersolução da equação (2.1) no

sentido da viscosidade. Dado qualquer ponto X0 ∈ Ω, de�na a função teste φ(X) = u(X) − ϵ∥X − X0∥2

(claramente φ é de classe C2). Então,

(u−φ)(X0) = 0 ≤ ϵ∥X− X0∥2 = (u−φ)(X).

Portanto, u − φ atinge mínimo local no ponto X0, e sendo u uma supersolução de (2.1) no sentido da

viscosidade, segue da de�nição que

F(X0, D
2φ(X0)) ≤ f(X0). (2.3)

É fácil ver que

D2φ(X) = D2u(X) − 2ϵIn.
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Segue daí que

D2φ(X0) → D2u(X0), quando ϵ→ 0.

Portanto, a continuidade de F em M ∈ S(n) nos dá que

F(X0, D
2φ(X0)) → F(X0, D

2u(X0)) quando ϵ→ 0. (2.4)

Portanto, a partir de (2.3) e (2.4) conclui-se que

F(X0, D
2u(X0)) ≤ f(X0) pontualmente (classicamente).

2.3 Alguns resultados de regularidade

Iniciamos esta seção com alguns resultados preliminares a respeito do operador F : Ω × S(n) → R.
Suponha que F é uma função de classe C1. Podemos extender a função F ao espaço das matrizes n × n
considerando o operador F̄ := F

(
X, 1

2
(A+At)

)
. Então podemos considerar F como uma função de n×n

variáveis aij e X. Assim, faz sentido considerar as derivadas parciais

∂F

∂aij
(X,A).

Sendo F uniformemente elíptico (como na De�nição 2.2.3) com constantes de elipticidade λ e Λ temos

que

λ|ξ|2 ≤
∑
i,j

∂F

∂aij
(X,M)ξiξj ≤ Λ|ξ|2 ∀M ∈ S(n) ∀X ∈ Ω ∀ξ ∈ Rn. (2.5)

Agora, O(λ,Λ) denotará a classe dos operadores totalmente não linear F(X,D2u) satisfazendo, para

algumas constantes positivas λ e Λ,

λ|ξ|2 ≤
∑
i,j

∂F

∂aij
(X,M)ξiξj ≤ Λ|ξ|2, F(X, 0) = 0, para todo M ∈ S(n), X e ξ em Rn. (2.6)

Em [6] é provado o seguinte tipo de desigualdade de Harnack para soluções não negativas de (2.1):

sup
Br/2

u ≤ C
[
inf
Br/2

u+ r2−n/q∥f∥Ln−ϵ(Br)

]
(2.7)

O seguinte resultado é uma consequência da desigualdade de Harnack.

Proposição 2.3.1 ( [6], Lema 2). Suponha que F ∈ O(λ,Λ) e u satisfaz F(X,D2u) = f(X) em B1. Então

existe α ∈ (0, 1) e C > 0 dependendo de Λ/λ tal que

∥u∥Cα(B1/2) ≤ C
{
∥u∥L∞(B1) + ∥f∥Ln−ϵ(B1)

}
. (2.8)

As seguintes Proposições serão apresentadas sem demonstração. Apenas indicamos a referência

onde elas podem ser encontradas. Demonstraremos apenas a Proposição 2.3.6, a qual utilizamos na

demonstração do Lema 3.1. Mas antes daremos algumas de�nições.
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De�nição 2.3.1. Dados 0 < λ ≤ Λ, de�nimos

M−(M,λ,Λ) = M−(M) = λ
∑
ei>0

ei +Λ
∑
ei<0

ei,

M+(M,λ,Λ) = M+(M) = Λ
∑
ei>0

ei + λ
∑
ei<0

ei,

onde ei são os autovalores de M ∈ S(n).

De�nição 2.3.2. Seja f uma função contínua em Ω e λ ≤ Λ duas constantes positivas. Então de�nimos

S(λ,Λ, f) :=
{
u ∈ C0(Ω); M+(D2u, λ,Λ) ≥ f(x) em Ω no sentido da viscosidade

}
;

S(λ,Λ, f) :=
{
u ∈ C0(Ω); M−(D2u, λ,Λ) ≤ f(x) em Ω no sentido da viscosidade

}
.

De�nimos também

S(λ,Λ, f) = S(λ,Λ, f) ∩ S(λ,Λ, f),

S∗(λ,Λ, f) = S(λ,Λ,−|f|) ∩ S(λ,Λ, |f|).

Observe que S(λ,Λ, f) ⊂ S∗(λ,Λ, f) e que S(λ,Λ, 0) = S∗(λ,Λ, 0). Além disso, denotamos

S, S, S, S∗(λ,Λ, 0) por S, S, S, S∗(λ,Λ).

Proposição 2.3.2. Suponha que u satisfaz F(X,D2u) ≥ f(X)
[
resp. F(X,D2u) ≤ f(X)

]
em Ω no sentido

da viscosidade. Então,

u ∈ S
(
λ

n
,Λ, f(X) − F(X, 0)

) [
resp. S

(
λ

n
,Λ, f(X) − F(X, 0)

)]
.

Mais geralmente, para qualquer ϕ ∈ C2(Ω) temos

u− ϕ ∈ S
(
λ

n
,Λ, f(X) − F(X,D2ϕ(X))

) [
resp. u− ϕ ∈ S

(
λ

n
,Λ, f(X) − F(X,D2ϕ(X))

)]

Demonstração. Veja Proposição 2.13 em [4].

Proposição 2.3.3. Seja u ∈ S∗(λ,Λ, f) em Q1. Então,

(1) Para uma constante universal µ < 1

oscQ1/2
u ≤ µoscQ1

u+ 2∥f∥Ln(Q1).

(2) u ∈ Cα(Q1/2) e

∥u∥Cα(Q1/2)
≤ C(∥u∥L∞(Q1) + ∥f∥Ln(Q1)),

onde 0 < α < 1 e C > 0 são constantes universais.

Demonstração. Veja Proposição 4.10 em [4].
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Proposição 2.3.4. Seja u uma solução de F(D2u) = 0 em Ω no sentido da viscosidade. Seja h > 0 e

e ∈ Rn com |e| = 1. Então,

u(X+ he) − u(X) ∈ S
(
λ

n
,Λ

)
em Ωh.

Demonstração. Veja Proposição 5.5 em [4].

Proposição 2.3.5. Seja α ∈ (0, 1), β ∈ (0, 1] e K > 0 constantes. Suponha que u ∈ L∞([−1, 1]) satisfaz

∥u∥L∞([−1,1]) ≤ K. De�na, para h ∈ R com 0 < |h| ≤ 1,

vβ,h(X) =
u(X+ h) − u(X)

|h|β
, X ∈ Ih,

onde Ih = [−1, 1−h] se h > 0 e Ih = [−1−h, 1] se h < 0. Assuma que vβ,h ∈ Cα(Ih) e ∥vβ,h∥Cα(Ih) ≤ K,

para qualquer 0 < |h| ≤ 1. Então temos

(1) Se α+ β < 1 então u ∈ Cα+β([−1, 1]) e ∥u∥Cα+β([−1,1]) ≤ CK;

(2) Se α+ β > 1 então u ∈ C0,1([−1, 1]) e ∥u∥C0,1([−1,1]) ≤ CK,

onde a constante C em (1) e (2) depende apenas de α+ β.

Demonstração. Veja Lema 5.6 em [4].

Proposição 2.3.6 ( [4], Corolário 5.7). Seja u uma solução de F(D2u) = 0 em B1 no sentido da

viscosidade. Então u ∈ C1,α(B1/2) e

∥u∥C1,α(B1/2)
≤ C(∥u∥L∞(B1) + |F(0)|),

onde α ∈ (0, 1) e C são constantes universais.

Demonstração. Fixemos e ∈ Rn com |e| = 1 e 0 < h < 1/8. Pela Proposição 2.3.4 temos para 0 < β ≤ 1

que

vβ(X) =
1

hβ
(u(X+ he) − u(X)) ∈ S

(
λ

n
,Λ

)
em B7/8.

Assim, pela Proposição 2.3.3 propriamente escalada temos que vβ ∈ Cα(Br) e

∥vβ∥Cα(Br)
≤ C(r, s)∥vβ∥L∞(B(r+s)/2) ≤ C(r, s)∥u∥C0,β(Bs)

, (2.9)

onde 0 < r < s ≤ 7/8, 0 < h < (s− r)/2, α ∈ (0, 1) é universal e C(r, s) depende de n, λ, Λ, r e s. Existe

um i ∈ N tal que 1
i+1

< α < 1
i
, ou seja, iα < 1 e (i + 1)α > 1. Agora, pela Proposição 2.3.2 temos que

u ∈ S
(
λ
n
, Λ,−F(0)

)
em B1. Assim, pela Proposição 2.3.3 tem-se

∥u∥Cα(B7/8)
≤ C(∥u∥L∞(B1) + |F(0)|) = CK,

onde K := ∥u∥L∞(B1) + |F(0)|. Pondo β = α e r = r1 < s = 7/8 temos a partir de (2.9) que

∥vα∥Cα(Br1
) ≤ C(r1)∥u∥Cα(B7/8)

≤ C(r1)K,
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onde 0 < h < (7/8−r1)/2 e C(r1) depende apenas de n, λ, Λ e r1. Podemos agora aplicar (para qualquer

e como acima) a Proposição 2.3.5 (reescalada e comβ = α) no segmento paralelo a e e obter que

∥u∥C2α(Br2
) ≤ C(r1, r2)K para r2 < r1.

Agora aplicamos (2.9) e a Proposição 2.3.5 com β = 2α para obtermos u ∈ C3α(Br4). Podemos repetir

esse processo já que iα < 1 e (i+ 1)α > 1. Finalmente obtemos pela a parte (2) da Proposição 2.3.5 que

∥u∥C0,1(B3/4)
≤ CK.

Agora, aplicando (2.9) com β = 1 obtemos

∥v1∥Cα(B1/2)
≤ C∥u∥C0,1(B3/4)

≤ CK, ∀|e| = 1 ∀0 < h < 1/8.

Portanto, como v1(X) =
u(X+he)−u(X)

h
, concluimos que u ∈ C1,α(B1/2) e ∥u∥C1,α(B1/2)

≤ CK.
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Neste Capítulo vamos estabelecer um resultado de regularidade ótima para soluções do problema

não-homogêneo totalmente não-linear

F(X,D2u) = f in B1 (3.1)

via método de compacidade. Seguindo as ideais em [3], �xado X0 ∈ B1, medimos a oscilação dos

coe�cientes do operador F em torno de X0 por

β(X0, X) := sup
M∈S(n)\{0}

|F(X,M) − F(X0,M)|

∥M∥
. (3.2)

Para simpli�car a notação vamos escrever

β(0, X) = β(X).

Nossa estratégia para provarmos estimativas de regularidade Cα ótima baseia-se num método de

compacidade re�nado baseado nas ideais em [3]. Na seção 3.1 iremos abordar este método que será

fundamental para o objetivo �nal que é Hölder Regularidade ótima.

3.1 O Lema de Compacidade

Nesta seção, vamos estabelecer um resultado de compacidade para soluções para equação

não-homogênea e totalmente não-linear

F(X,D2u) = f em B1.
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O método de compacidade baseia-se num �no controle de decaimento de oscilação baseado na teoria

de regularidade da equação limite associado. Nosso próximo Lema é a chave de acesso para abordar o

problema de regularidade ótima. Mas antes de apresentá-lo faremos algumas observações.

Observação 3.1. Podemos assumir que F(X, 0) = 0, pois se não for esse o caso, consideramos o operador

G(X,M) := F(X,M) − F(X, 0). Assim,

G(X, 0) = F(X, 0) − F(X, 0) = 0

e além disso,

G(X,D2u) = F(X,D2u) − F(X, 0) = f(X) − F(X, 0) =: g(X), no sentido da viscosidade.

Observação 3.2. A�rmamos que o operador F é limitado em subconjuntos compactos de S(n). De fato,

dada qualquer matriz N ∈ S(n) podemos decompor-lá unicamente como N = N+−N−, onde N+,N− ≥ 0

e N+N− = 0. Agora utilizando essa decomposição e a elipticidade uniforme do operador F obtemos que

λ∥N−∥ ≤ F(X, [M−N−]+N−)−F(X,M−N−) ≤ Λ∥N−∥ ⇔ λ∥N−∥ ≤ F(X,M)−F(X,M−N−) ≤ Λ∥N−∥

λ∥N+∥ ≤ F(X, [M−N−]+N+)−F(X,M−N−) ≤ Λ∥N+∥ ⇔ λ∥N+∥ ≤ F(X,M+N)−F(X,M−N−) ≤ Λ∥N+∥

Ou seja

λ∥N+∥ ≤ F(X,M+N) − F(X,M−N−) ≤ Λ∥N+∥ (3.3)

−Λ∥N−∥ ≤ −F(X,M) + F(X,M−N−) ≤ −λ∥N−∥ (3.4)

Portanto, somando as expressões (3.3) e (3.4) obtemos

λ∥N+∥−Λ∥N−∥ ≤ F(X,M+N) − F(X,M) ≤ Λ∥N+∥− λ∥N−∥ (3.5)

para quaisquer matrizes M,N ∈ S(n). Assim, fazendo M = 0 em (3.5) obtemos

λ∥N+∥−Λ∥N−∥ ≤ F(X,N) ≤ Λ∥N+∥− λ∥N−∥, ∀N ∈ S(n) (3.6)

onde estamos utilizando o fato de F(X, 0) = 0 (veja a Observação 3.1). Então, a expressão (3.6) nos diz

que o operador F é limitado em subconjunto compacto de S(n).

Lema 3.1 (Lema de Compacidade). Seja u ∈ C0(B1) uma solução, no sentido da viscosidade, da equação

F(X,D2u) = f em B1

com |u| ≤ 1 em B1. Dado δ > 0, existe constante universal η = η(n,Λ, λ, δ) > 0 tal que, se

 
B1

β(X)ndX ≤ ηn e
ˆ
B1

|f(X)|n−ϵdX ≤ ηn−ϵ (3.7)
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então existe uma função contínua h : B1/2 → R e um operador (λ,Λ)-elíptico com coe�cientes constantes

F : S(n) → R satisfazendo

F(D2h) = 0 em B1/2, (3.8)

no sentido da viscosidade, com

sup
B1/2

|u− h| ≤ δ. (3.9)

Demonstração. Suponha, por contradição, que exista um δ0 > 0 tal que o lema falhe. Assim podemos

encontrar uma sequência de funções uj, com |uj| ≤ 1, uma sequência de operadores (λ,Λ)-elíptico Fj :

B1 × S(n) → R e uma sequência de funções fj tais que

Fj(X,D
2uj) = fj em B1, (3.10)

no sentido da viscosidade, com

 
B1

βj(X)
ndx+

ˆ
B1

|fj(X)|
n−ϵdx = o(1), quando j→ ∞, (3.11)

porém

sup
B1/2

|uj − h| ≥ δ0, (3.12)

para qualquer h : B1/2 → R e para qualquer operador (λ,Λ)-elíptico F : S(n) → R de coe�cientes

constantes satisfazendo (3.8). Em (3.11), βj é a oscilação média dos coe�cientes do operador Fj como em

(3.2). Por uma consequência da desigualdade de Harnack, veja [6], Lema 2, cada uj é C0,α para algum

α ∈ (0, 1). Portanto, {uj}j∈N é uma sequência de funções equicontínua. Assim o teorema de Arzela-Ascoli

nos diz que a sequência uj possui uma subsequência uniformemente convergente em subconjunto compacto

de B1. Passando a uma subsequência se necessário, podemos supor que

uj → u0 localmente uniformemente em subconjunto compacto de B1.

Também pela elipticidade uniforme, para cada X ∈ B1 �xado,

Fj(X,M) → F0(X,M) localmente uniformemente em subconjunto compacto de S(n).

Finalmente, da Observação 3.3 abaixo, concluimos que

F0(0,D
2u0) = 0 em B 1

2
,

no sentido da viscosidade. Pondo h = u0 e F = F0, temos que uj → h, o que contradiz (3.12).

Observação 3.3. Supondo uj → u0 e Fj(X,M) → F0(X,M), com Fj(X,D
2uj) = fj(X) no sentido da

viscosidade, mostraremos que

F0(0,D
2u0) = 0 em B1 (no sentido da viscosidade).



25

De fato, para mostrar isso, é su�ciente mostrar que u0 é uma subsolução no sentido da viscosidade

(aplique o mesmo para −F0(0,−D
2(−u0)) = 0 para mostrar o caso em que u é uma supersolução). Para

esse propósito, seja P uma parabolóide que toca u0 por cima em uma vizinhança A de X0 ∈ B1. Devemos

mostrar que F0(0,D2P(X0)) ≥ 0. Suporemos que

F0(0,D
2P(X0)) = −η < 0

e chegaremos a uma contradição. Seja ϵj > 0 tal que

Fj(0,D
2P) − F0(0,D

2P) ≤ ϵj ∀j, com ϵj → 0 quando j→ +∞.
Agora, seja ψj ∈ C0(B1) uma solução no sentido da viscosidade (a qual é garantida pelo método de

Perron) de

M+(D2ψj, λ
∗, 1) = |fj(X)|− |βFj

(X)|− ϵj =: gj(X) em B1,

para algum λ∗ < 1 a ser escolhido depois. Desde que M+ é convexo (veja [4]) tem-se que ψj ∈ C2,γ em

B1, para algum γ ∈ (0, 1). Portanto, ψj ∈ C2(B1) e satisfaz

1

nλ∗

(
∥(D2ψj)

+∥+ |fj|+ |βFj
|+ ϵj

)
≤ ∥(D2ψj)

−∥ em B1. (3.13)

Agora, observe que

|Fj(X,D
2P) − Fj(0,D

2P)|

∥D2P∥
≤ sup

M∈S(n)\{0}

|Fj(X,M− Fj(0,M)|

∥M∥
= βFj

,

logo temos que

Fj(X,D
2P) − Fj(0,D

2P) ≤ |Fj(X,D
2P) − Fj(0,D

2P)| ≤ ∥D2P∥βFj
. (3.14)
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Assim, usando (3.5) e (3.14) temos

Fj(X,D
2[P +ψj]) ≤ Fj(X,D

2P) +Λ∥(D2ψj)
+∥− λ∥(D2ψj)

−∥

= Fj(X,D
2P) − F0(0,D

2P) + F0(0,D
2P) +Λ∥(D2ψj)

+∥− λ∥(D2ψj)
−∥

≤ F0(0,D
2P) + ∥D2P∥βFj

(X) +Λ∥(D2ψj)
+∥− λ∥(D2ψj)

−∥

≤ F0(0,D
2P) + ∥D2P∥βFj

(X) +Λ∥(D2ψj)
+∥− λ

nλ∗

(
∥(D2ψj)

+∥+ |fj|+ |βFj
|+ ϵj

)
≤ F0(0,D

2P) + ∥D2P∥βFj
(X) +Λ∥(D2ψj)

+∥− λ

nλ∗

(
∥(D2ψj)

+∥+ |fj|+ |βFj
|+ ϵj

)
+ ϵj

= F0(0,D
2P) + ϵj −

λ

nλ∗
ϵj + ∥D2P∥βFj

(X) −
λ

nλ∗
|βFj

|+Λ∥(D2ψj)
+∥− λ

nλ∗
∥(D2ψ)+∥

−
λ

nλ∗
|fj|

≤ F0(0,D
2P) +

λ

nλ∗
ϵj −

λ

nλ∗
ϵj +

λ

nλ∗
βFj

(X) −
λ

nλ∗
|βFj

|

+
λ

nλ∗
∥(D2ψj)

+∥− λ

nλ∗
∥(D2ψ)+∥− λ

nλ∗
|fj|

= F0(0,D
2P) −

λ

nλ∗
|fj|

≤ F0(0,D
2P) − |fj(X)|

= −η− |fj(X)|

≤ −η+ fj(X)

< −
η

2
+ fj(X),

ou seja,

Fj(X,D
2[P +ψj] < −

η

2
+ fj(X) ∀j, (3.15)

onde λ∗ < 1 é escolhido su�cientemente pequeno de tal forma que se tenha

λ

nλ∗
≥ max{1,Λ, ∥D2P∥}.

Agora, como P toca u0 = lim
k→+∞uj por cima em uma vizinhança A de X0, segue que P + ψj + η∥X −

X0∥2/(4Λ) + C (para k su�cientemente grande e para alguma constante C) toca uj por cima em A em

algum ponto a ∈ A. Portanto,

Fj(a,D
2P(a) +D2ψj(a) +

η

2λ
I) ≥ fj(a)

e assim

Fj(a,D
2P(a) +D2ψj(a)) ≥ −

η

2
+ fj(a). (3.16)

Mas (3.16) contradiz (3.15) aplicado no ponto a.

3.2 Regularidade Cα ótima

Nesta seção voltaremos nossa atenção para regularidade ótima para soluções de viscosidade para a

equação (3.1) quando a função f pertence a Ln−ϵ
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O resultado principal desta seção é o seguinte Teorema:

Teorema 3.2.1. Seja u ∈ C0(B1) uma solução, no sentido da viscosidade, da equação

F(X,D2u) = f(X) em B1.

Existe uma constante universal ϑ0 > 0 tal que, se

sup
Y∈B1/2

∥β(Y, ·)∥Ln ≤ ϑ0,

então, para uma constante universal C > 0, tem-se

∥u∥
C

n−2ϵ
n−ϵ (B1/2)

≤ C
{
∥u∥L∞(B1) + ∥f∥Ln−ϵ(B1)

}
,

onde ϵ é a constante universal Escauriaza.

Agora, enunciaremos e provaremos alguns resultados que serão utilizados na prova do Teorema 3.2.1.

Lema 3.2. Seja u ∈ C0(B1) uma solução, no sentido da viscosidade, da equação

F(X,D2u) = f(X) em B1,

com |u| ≤ 1 em B1. Dado γ ∈ (0, 1), existem η > 0 e ρ ∈ (0, 1
2
) dependendo apenas de n, Λ, λ e γ, tais

que, se  
B1

β(X)ndX ≤ ηn e

ˆ
B1

|f(X)|n−ϵdX ≤ ηn−ϵ

então, existe uma constante universal limitada µ ∈ R com |µ| ≤ C(n,Λ, λ), tal que

sup
Bρ

|u− µ| ≤ ργ.

Demonstração. Para um δ > 0 a ser escolhido posteriormente, o Lema 3.1 garante a existência de uma

função h : B1/2 → R e um operador (λ,Λ)-elíptico de coe�cientes constantes F : S(n) → R satisfazendo

F(D2h) = 0 em B1/2,

no sentido da viscosidade, tal que

sup
B1/2

|u− h| ≤ δ. (3.17)

Da teoria de regularidade para soluções no sentido da viscosidade de equações com coe�cientes constantes,

temos que h ∈ C1,α(B̄1/4) para algum α ∈ (0, 1)(veja [4] Corolário 5.7). Pelo Teorema do Valor Médio

existe um θ ∈ (0, 1) tal que

h(X) − h(0) = ∇h(θX) · X, para todo X ∈ B1/4.
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Sendo h ∈ C1(B̄1/4) temos que o gradiente ∇h é limitado em B̄1/4, logo existe uma constante C > 0 tal

que

|h(X) − h(0)| = |∇h(θX) · X| ≤ ∥∇h(θX)∥ · ∥X∥ ≤ C∥X∥, ∀X ∈ B1/4.

Tome agora γ ∈ (0, 1) e de�na

ρ :=

(
1

2C

)1/(1−γ)

e δ =
1

2
ργ. (3.18)

Sem perda de generalidade, podemos supor C de tal forma que

ρ :=

(
1

2C

)1/(1−γ)

<
1

4
.

Então, tem-se que

|h(X) − h(0)| ≤ C∥X∥ ≤ Cρ, para todo X ∈ Bρ.

Portanto, obtemos que

sup
X∈Bρ

|h(X) − h(0)| ≤ Cρ. (3.19)

De�na a constante universalmente limitada µ = h(0) e para todo x ∈ Bρ, temos que

sup
Bρ

|u− µ| ≤ sup
Bρ

|u− h|+ sup
Bρ

|h− µ|

≤ δ+ Cρ =
1

2
ργ +

1

2
ργ−1 · ρ = ργ,

como queríamos.

Nossa próxima etapa consiste em interagir o Lema 3.2 no escalonamento geométrico adequado.

Lema 3.3. Nas condições do Lema 3.2, �xado um Y ∈ B1/2 existe uma sequência convergente de números

reais {µk}k≥1 com

|µk+1 − µk| ≤ Cρk
n−2ϵ
n−ϵ

tal que

sup
B

ρk(Y)

|u− µk| ≤ ρk
n−2ϵ
n−ϵ .

Demonstração. A prova será feita por indução em k ∈ N. Para k = 1, o resultado segue como no Lema

3.2, quando γ = n−2ϵ
n−ϵ

. Suponha o resultado válido para k e mostraremos para k+ 1. De�na vk : B1 → R

por

vk(X) :=
u(Y + ρkX) − µk

ρk
n−2ϵ
n−ϵ

e Fk : B1 × S(n) → R por

Fk(X,M) = ρk[2−
n−2ϵ
n−ϵ ]F

(
Y + ρkX,

1

ρk[2−
n−2ϵ
n−ϵ ]

M

)
.
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Assim,

Fk(X,D
2vk) = ρk[2−

n−2ϵ
n−ϵ ]F

(
Y + ρkX,

1

ρk[2−
n−2ϵ
n−ϵ ]

D2vk

)
= ρk[2−

n−2ϵ
n−ϵ ]F

(
Y + ρkX,D2u(Y + ρkX)

)
= ρk[2−

n−2ϵ
n−ϵ ]f(Y + ρkX) =: fk(X),

no sentido da viscosidade. Pelo Teorema de Mudança de Variáveis, temos

ˆ
B1

|fk(X)|
n−ϵdX ≤

ˆ
B1

|f(X)|n−ϵ ≤ ηn−ϵ.

Além disso, Fk é (λ,Λ)-elíptico e

 
B1

βk(Y, ·)ndX ≤
ˆ
B1

β(Y, ·)ndX (veja Observação 3.4).

Utilizando a hipótese de indução, segue que

|vk(X)| =
1

ρk
n−2ϵ
n−ϵ

· |u(Y + ρkX) − µk| ≤
1

ρk
n−2ϵ
n−ϵ

· ρk[
n−2ϵ
n−ϵ ] = 1.

Portanto, vk satisfaz as hipóteses do Lema 3.2, o qual assegura a existência de uma constante

universalmente limitada µ̃, |µ̃| ≤ C, tal que

sup
Bρ

|vk − µ̃| ≤ ρn−2ϵ
n−ϵ .

Substituindo vk na expressão acima, obtemos que

sup
Bρ

∣∣∣∣∣u(Y + ρkX) − µk

ρk
n−2ϵ
n−ϵ

− µ̃

∣∣∣∣∣ ≤ ρn−2ϵ
n−ϵ ,

ou seja,

sup
Bρ

|u(Y + ρkX) − (µk + µ̃ρk
n−2ϵ
n−ϵ )| ≤ ρ(k+1)n−2ϵ

n−ϵ .

Observe que dado qualquer Z ∈ Bρk+1(Y) podemos escrevê-lo como Z = Y+ρkX, onde X = 1
ρk (Z−Y) ∈ Bρ.

Assim

|u(Z) − µk+1| = |u(Y + ρkX) − µk+1| ≤ sup
X∈Bρ

|u(Y + ρkX) − µk+1|

≤ ρ[k+1][n−2ϵ
n−ϵ ],

onde µk+1 := µk + µ̃ρk[
n−2ϵ
n−ϵ ]. Portanto,

sup
B

ρk+1 (Y)

|u(X) − µk+1| ≤ ρ[k+1][n−2ϵ
n−ϵ ].



30

Vale a pena observar que

|µk+1 − µk| ≤ Cρk
n−2ϵ
n−ϵ .

Observação 3.4. É fácil ver que o operador Fk é (λ,Λ)-elíptico e que

 
B1/2

βk(Y, ·)ndy ≤
 
B1/2

β(Y, ·)ndy. (3.20)

De fato, vamos mostrar que Fk é (λ,Λ)-elíptico. A prova de (3.20) é análoga a prova da observação 4.2.

Desde que F é (λ,Λ)-elíptico temos:

Fk(X,M+ P) − Fk(X,M) = ρk[2−
n−2ϵ
n−ϵ

]F(X,
1

ρk[2−
n−2ϵ
n−ϵ

]
[M+ P]) − ρk[2−

n−2ϵ
n−ϵ

]F(X,
1

ρk[2−
n−2ϵ
n−ϵ

]
M)

= ρk[2−
n−2ϵ
n−ϵ

][F(X, M̃+ P̃) − F(X, M̃)],

onde

M̃ =
1

ρk[2−
n−2ϵ
n−ϵ

]
M e P̃ =

1

ρk[2−
n−2ϵ
n−ϵ

]
P.

Vale apena observar que M̃ ∈ S(n) e que P̃ ≥ 0. Então,

λ∥P̃∥ ≤ F(X, M̃+ P̃) − F(X, M̃) ≤ Λ∥P̃∥ (3.21)

Multiplicando (3.21) por τ := ρk[2−
n−2ϵ
n−ϵ

] obtemos

λ∥P∥ ≤ Fk(X,M+ P) − Fk(X,M) ≤ Λ∥P∥.

Observação 3.5. A �m de provar o Teorema 3.2.1, é su�ciente provar que

∥v∥
C

n−2ϵ
n−ϵ (B1/2)

≤ C

onde

v(X) = ℓu(X) com ℓ :=
η

η∥u∥L∞(B1) + ∥f∥Ln−ϵ(B1)

para alguma constante η > 0 que depende somente de n, λ,Λ.

De fato, seja u uma função nas hipóteses do Teorema 3.2.1. Assim, a função escalonada v resolve a

equação

F̃(X,D2v) = f̃(X) em B1

onde

F̃(X,M) := ℓ · F
(
X,
1

ℓ
M

)
e f̃(X) = ℓ · f(X).

É fácil ver que o operador F̃ : B1 × S(n) → R possui às mesmas constantes de elipticidade de F (a
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veri�cação é análoga a da Observação 3.4). Além disso, obtemos que

∥v∥L∞(B1) ≤ 1, ∥f̃∥Ln−ϵ(B1) ≤ η e
 
B1

βF̃(X)
n ≤

 
B1

βF(X)
n
,

βF̃ e βF denotam, respectivamente, a oscilação média dos coe�cientes de F̃ e F em torno do ponto 0.

Portanto, se

∥v∥
C

n−2ϵ
n−ϵ (B1/2)

≤ C

pelo reescalonamento acima teremos que

∥u∥
C

n−2ϵ
n−ϵ (B1/2)

≤ Cℓ−1 ≤ C

η
(η∥u∥L∞(B1) + ∥f∥Ln−ϵ(B1)) ≤ C

{
∥u∥L∞(B1) + ∥f∥Ln−ϵ(B1)

}
,

onde C = C
η

e η∥u∥L∞(B1) ≤ ∥u∥L∞(B1) (pois η é pequeno).

Agora, provaremos o resultado principal desse capítulo utilizando os resultados que temos.

Teorema 3.2.2. Seja u ∈ C0(B1) uma solução, no sentido da viscosidade, da equação

F(X,D2u) = f(X) em B1.

Existe uma constante universal ϑ0 > 0 tal que, se

sup
Y∈B1/2

∥β(Y, ·)∥Ln ≤ ϑ0,

então, para uma constante universal C > 0, tem-se

∥u∥
C

n−2ϵ
n−ϵ (B1/2)

≤ C
{
∥u∥L∞(B1) + ∥f∥Ln−ϵ(B1)

}
,

onde ϵ é a constante universal Escauriaza.

Demonstração. Conforme vimos na Observação 3.5, a função v(X) = ℓu(X) satisfaz as hipóteses do Lema

3.2 com F substituido por F̃ e f por f̃. Considere ϑ0 = η, onde η é a constante universal do Lema 3.2

quando o γ é tomado para ser (n − 2ϵ)/(n − ϵ). Assim, Fixado Y ∈ B1/2, pelo Lema 3.3, existem

ρ ∈ (0, 1/2) e uma sequência convergente de números reais {µk} satisfazendo:

sup
B

ρk(Y)

|v− µk| ≤ ρk
n−2ϵ
n−ϵ , (3.22)

com

|µk+1 − µk| ≤ Cρk
n−2ϵ
n−ϵ . (3.23)

Como

|v(Y) − µk| ≤ sup
B

ρk(Y)

|v− µk| ≤ ρk
n−2ϵ
n−ϵ ,

segue que, µk → v(Y). Vamos denotar α := n−2ϵ
n−ϵ

. Assim, tendo em vista (3.23) temos que, para todo
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d ∈ N,

|µk − µk+d| ≤ |µk+d − µk+d−1|+ |µk+d−1 − µk+d−2|+ . . .+ |µk+2 − µk+1|

≤ C
(
ρ(k+d−1)α + ρ(k+d−2)α + . . .+ ρ(k+1)α + ρkα

)
≤ Cρkα

(
ρ(d−1)α + ρ(d−2)α + . . .+ ρα + 1

)
≤ C

1

1− ρα
ρkα

isto é, fazendo d→ ∞ obtemos que

|v(Y) − µk| ≤
C

1− ρ
n−2ϵ
n−ϵ

· ρkn−2ϵ
n−ϵ . (3.24)

Finalmente, dado qualquer 0 < r < ρ, seja k um inteiro positivo tal que ρk+1 < r ≤ ρk. Portanto, segue

de (3.22) e (3.24) que

sup
X∈Br(Y)

|v(X) − v(Y)| ≤ sup
X∈B

ρk(Y)

[|v(X) − µk|+ |v(Y) − µk|]

≤

(
1+

C

1− ρ
n−2ϵ
n−ϵ

)
· ρkn−2ϵ

n−ϵ

≤ 1

ρ

(
1+

C

1− ρ
n−2ϵ
n−ϵ

)
r

n−2ϵ
n−ϵ .

Isso nos diz que v é C
n−2ϵ
n−ϵ no ponto Y. Como Y ∈ B1/2 foi �xado arbitrariamente, podemos concluir que

v ∈ Cn−2ϵ
n−ϵ (B1/2), logo existe um C > 0 tal que ∥v∥

C
n−2ϵ
n−ϵ

≤ C. Conforme vimos na Observação 3.5, a

prova do Teorema é concluída.

Agora, consideremos o caso em que f ∈ Lq(B1), onde q ∈ [n − ϵ, n). Os resultados são de modo

análogo aos anteriores.

Lema 3.4. Seja u ∈ C0(B1) uma solução, no sentido da viscosidade, da equação

F(X,D2u) = f(X) em B1,

com |u| ≤ 1 em B1. Dado γ ∈ (0, 1), existem η > 0 e ρ ∈ (0, 1
2
) dependendo apenas de n, Λ, λ e γ, tais

que, se  
B1

β(X)ndX ≤ ηn e
ˆ
B1

|f(X)|qdX ≤ ηq

então, existe uma constante universal limitada µ ∈ R com |µ| ≤ C(n,Λ, λ), tal que

sup
Bρ

|u− µ| ≤ ργ.

Demonstração. Análoga a prova do Lema 3.2
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Teorema 3.2.3. Seja u ∈ C0(B1) uma solução, no sentido da viscosidade, da equação

F(X,D2u) = f(X) em B1.

Existe uma constante universal ϑ0 > 0 tal que, se

sup
Y∈B1/2

∥β(Y, ·)∥Ln ≤ ϑ0,

então, para uma constante universal C > 0, tem-se

∥u∥
C

2q−n
q (B1/2)

≤ C
{
∥u∥L∞(B1) + ∥f∥Lq(B1)

}
,

onde ϵ é a constante universal Escauriaza.

Demonstração. Inicialmente, de�na

v(X) := ℓu(X) e F(X,M) := ℓF

(
X,
1

ℓ
M

)
,

onde

ℓ =
η

∥f∥Lq(B1) + η∥u∥L∞(B1)

e η é a constante universal do Lema 3.4 quando γ = 2q−n
q

. Nessas condições temos que

F(X,D2v) = ℓF

(
X,
1

ℓ
D2v

)
= ℓF(X,D2u) = ℓf(X) =: g(X) em B1, no sentido da viscosidade

Além disso, temos também que

∥v∥L∞(B1) = ℓ∥u∥L∞(B1) ≤ 1 e ∥g∥Lq(B1) = ℓ∥f∥Lq(B1) ≤ η.

Agora, �xado Y ∈ B1/2 existe uma sequência de números reais {µk}k∈N tal que

sup
B

ρk(Y)

|v− µk| ≤ ρk
2q−n

q . (3.25)

De fato, o caso k = 1 segue como no Lema 3.4. Suponha o resultado válido para k e mostraremos o caso

k+ 1. Para isso de�na

vk(X) :=
v(Y + ρkX) − µk

ρk
2q−n

q

e Fk(X,M) := ρk[2−
2q−n

q ]F

(
Y + ρkX,

1

ρk[2−
2q−n

q ]
M

)
.

É fácil veri�car que Fk é (λ,Λ)-elíptico (a veri�cação é análoga a Observação 3.4) e

Fk(X,D
2vk(X)) = ρ

k[2− 2q−n
q ]g(Y + ρkX) =: gk(X), no sentido da viscosidade.
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Além disso, o Teorema de Mudança de Variáveis nos dá que

ˆ
B1

|gk(X)|
qdX ≤

ˆ
B1

|g(X)|q ≤ ηq.

Pela a hipótese de indução, segue que |vk| ≤ 1. Portanto, vk satisfaz as hipóteses do Lema 3.4, o qual

assegura a existência de uma constante limitada µ̃, µ̃ ≤ C, tal que

sup
Bρ

|vk − µ̃| ≤ ρ
2q−n

q . (3.26)

Agora de�na

µk+1 := µk + ρk
2q−n

q µ̃.

Substituindo a expressão de vk em (3.26) obtemos o passo de indução k+ 1. Observe que

|µk+1 − µk| = ρ
k 2q−n

q |µ̃| ≤ Cρk
2q−n

q e µk → v(Y). (3.27)

Então utilizando as expressões em (3.27) obtemos

|v(Y) − µk| ≤
C

1− ρ
2q−n

q

· ρk
2q−n

q . (3.28)

Finalmente, dado r ∈ (0, ρ), seja m um inteiro positivo tal que ρm+1 < r ≤ ρm. Assim, utilizando as

expressões em (3.25) e (3.28) obtemos

sup
X∈Br(Y)

|v(X) − v(Y)| ≤ |v(Y) − µm|+ sup
X∈Bρm(Y)

|v(X) − µm|

≤

(
1+

C

1− ρ
2q−n

q

)
ρm

2q−n
q

≤ 1

ρ

(
1+

C

1− ρ
2q−n

q

)
r

2q−n
q .

Isso mostra que ∥v∥
C

2q−n
q (B1/2)

≤ C, logo obtemos que

∥u∥
C

2q−n
q (B1/2)

≤ C
{
∥u∥L∞(B1) + ∥f∥Lq(B1)

}
.

A seguinte observação mostra que o expoente (2q − n)/q é ótimo (em particular, o expoente (n −

2ϵ)/(n− ϵ), do Teorema 3.2.2, é ótimo).

Observação 3.6. Considere a função u(X) = |X|α. É fácil ver que u satisfaz a equação △u = f(X),

onde

f(X) = (nα+ α[α− 2]) |X|α−2.
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Observe que |f(X)|q = C|X|(α−2)q. Agora, é conhecido que a função

ga(X) =


|X|−a, se |X| ≤ 1

0, se |X| > 1

é integrável (á Lebesgue) quando a < n. Portanto, f ∈ Lq se a função |X|(α−2)q = |X|−{(2−α)q} for

integrável. Logo, para isso ocorrer, devemos ter

(2− α)q < n⇔ 2q− n

q
< α.

Isso nos diz que qualquer expoente α maior do (2q − n)/q deixa a função f no espaço Lq, porém não

se pode atingi-lo, portanto, nesse sentido, dizemos que o expente (2q − n)/q é ótimo. Em particular, o

expoente (n− 2ϵ)/(n− ϵ), do Teorema 3.2.2, é ótimo (basta tomar q = n− ϵ)).

Observação 3.7. Podemos também ver a otimalidade do expoente (2q− n)/q da seguinte forma:

No Teorema 3.2.3 de�nimos gk(X) = ρk(2−
2q−n

q )g(Y + ρkX). Ao invés disso, escreva gk(X) =

ρ2(2−δ)g(Y + ρkX). Um cálculo simples nos dá que

ˆ
B1

|gk(X)|
qdX ≤ ρkq(2−δ)−kn

ˆ
B1

|g(X)|qdX.

Observe que queremos deixar gk nas hipóteses do Lema 3.4, ou seja,
´
B1

|gk(X)|
qdX ≤ ηq. Para isso,

basta que

ρkq(2−δ)−kn

ˆ
B1

|g(X)|qdX ≤
ˆ
B1

|g(X)|qdX, (3.29)

já que
´
B1

|g(X)|qdX ≤ ηq (por hipótese). Portanto, para ocorrer (3.29) devemos ter kq(2− δ)− kn ≥ 0,

que é satisfeito para todo δ ≤ (2q− n)/q.
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Neste capítulo nos endereçamos a questão de encontrar o ótimo módulo de continuidade de soluções

da equação uniformemente elíptica F(X,D2u) = f(X) quando a função f pertence ao espaço Ln. Nossa

meta é provar que u tem um módulo de continuidade Log-Lipschitz.

4.1 Aproximação por funções lineares

Lema 4.1. Seja u ∈ C0(B1) uma solução, no sentido da viscosidade, da equação

F(X,D2u) = f(X) em B1,

com |u| ≤ 1 em B1. Existem constantes η > 0 e ρ ∈ (0, 1/2) dependendo somente de n,Λ, λ e δ, tais que

se  
B1

β(X)ndX ≤ ηn e
ˆ
B1

|f(X)|ndX ≤ ηn, (4.1)

então, podemos achar uma função a�m ℓ(X) := a+ ⟨b, X⟩, com coe�cientes universalmente limitados,

|a|+ ∥b∥ ≤ C(n, λ,Λ),

tal que

sup
Bρ

|u(X) − ℓ(X)| ≤ ρ. (4.2)

Demonstração. Para um δ > 0 a ser escolhido, aplicamos o Lema 3.1 para encontrarmos um η =

η(n, λ,Λ, δ) > 0 tal que se

 
B1

β(X)ndX ≤ ηn e
ˆ
B1

|f(X)|ndX ≤ ηn,
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então podemos achar uma função h : B1/2 → R e um operador F : S(n) → R satisfazendo

F(D2h) = 0 em B1/2,

no sentido da viscosidade, tal que

sup
B1/2

|u− h| ≤ δ.

Da teoria de regularidade disponível para h (veja [4], Corolario 5.7) temos h ∈ C1,α(B̄1/4), para alguma

constante universal α ∈ (0, 1). Em particular, h é C1,α na origem, logo existem uma constante C > 0 e

um polinômio de grau 1, ℓ(X) = a+ ⟨b, X⟩, tal que

|h(X) − ℓ(X)| ≤ C|X|1+α, para todo x ∈ B̄1/4,

onde a = h(0) e b = ▽h(0). Agora de�na

ρ :=

(
1

2C

)1/α

e δ :=
1

2
ρ.

Podemos supor C su�cientemente grande de tal forma que Bρ ⊂ B1/4. Então,

|h(X) − ℓ(X)| ≤ C|X|1+α ≤ Cρ1+α, para todo x ∈ Bρ. (4.3)

A partir de (4.3) temos que

sup
X∈Bρ

|h(X) − ℓ(X)| ≤ Cρ1+α. (4.4)

Observe também que Bρ ⊂ B1/4 ⊂ B1/2 nos diz que

sup
X∈Bρ

|u(X) − h(X)| ≤ sup
X∈B1/2

|u(X) − h(X)| ≤ δ,

daí segue que

sup
Bρ

|u(X) − ℓ(X)| ≤ sup
Bρ

|u(X) − h(X)|+ sup
Bρ

|h(X) − ℓ(X)|

≤ δ+ Cρ1+α

≤ 1

2
ρ+

1

2
ρ−α · ρ1+α,

donde obtemos

sup
Bρ

|u(X) − ℓ(X)| ≤ ρ.

Lema 4.2. Nas condições do Lema 4.1, para um Y ∈ B1/2 �xado arbitrariamente, existe uma sequência

de funções a�ns

ℓk(X) := ak + ⟨bk, X− Y⟩
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com coe�cientes satisfazendo

|ak|+ ∥bk+1∥ ≤ Ck(n, λ,Λ)

tal que

sup
B

ρk(Y)

|u(X) − ℓk(X)| ≤ ρk.

Demonstração. A prova será feita por indução em k. O passo k = 1 segue como no Lema 4.1. Suponha

o resultado válido para k e mostraremos para k+ 1. Para isso de�na

vk(X) :=
(u− ℓk)(Y + ρkX)

ρk
e Fk(X,M) := ρkF

(
Y + ρkX,

1

ρk
M

)
.

Então, Fk é (λ,Λ)-elíptico e

Fk(X,D
2vk(X)) = ρkF

(
Y + ρkX,

1

ρk
D2vk(X)

)
= ρkF

(
Y + ρkX,

1

ρk
ρkD2u(Y + ρkX)

)
= ρkF(Y + ρkX,D2u(Y + ρkX))

= ρkf(Y + ρkX) =: fk(X),

no sentido da viscosidade. Pela hipótese de indução temos que

ρk|vk(X)| = |u(Y + ρkX) − ℓk(Y + ρkX)|

≤ sup
B

ρk(Y)

|u(X) − ℓk(X)|

≤ ρk.

Isso nos diz que,

|vk(X)| ≤ 1 (4.5)

Portanto vk satisfaz as hipóteses do Lema 4.1, o qual assegura a existência de uma função a�m ℓ(X) =

a+ ⟨b, X⟩ tal que

sup
Bρ

|vk − ℓ| ≤ ρ. (4.6)

Então, temos

1

ρk
· sup

Bρ

|u(Y + ρkX) − ℓk(y+ ρkX) − ρkℓ(X)| = sup
Bρ

∣∣∣∣u(Y + ρkX) − ℓk(Y + ρkX)

ρk
− ℓ(X)

∣∣∣∣
= sup

Bρ

|vk(X) − ℓ(X)|

≤ ρ,

donde obtemos

sup
Bρ

|u(Y + ρkX) − ℓk(Y + ρkX) − ρkℓ(X)| ≤ ρk+1. (4.7)
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Agora, de�nindo

ak+1 := ak + ρka e bk+1 := bk + b

e usando (4.7) obtemos

sup
Bρ

|u(Y + ρkX) − ℓk+1(Y + ρkX)| = sup
Bρ

|u(Y + ρkX) − ak+1 − ⟨bk+1, [Y + ρkX] − Y⟩|

= sup
Bρ

|u(Y + ρkX) − ak+1 − ⟨bk+1, ρ
kX⟩|

= sup
Bρ

|u(Y + ρkX) − (ak + ρka) − ρk⟨bk + b, X⟩|

= sup
Bρ

|u(Y + ρkX) − ak − ρka− ρk⟨bk, X⟩− ρk⟨b, X⟩|

= sup
Bρ

|u(Y + ρkX) − ak − ⟨bk, ρkX⟩− ρka− ρk⟨b, X⟩|

= sup
Bρ

|u(Y + ρkX) − ak − ⟨bk, [Y + ρkX] − Y⟩− ρka− ρk⟨b, X⟩|

= sup
Bρ

|u(Y + ρkX) − ℓk(Y + ρkX) − ρkℓ(X)|

≤ ρk+1,

onde

ℓk+1(X) := ak+1 + ⟨bk+1, X− Y⟩. (4.8)

Pondo Z = Y + ρkX tem-se que z ∈ Bρk(Y), logo

sup
X∈Bρ

|u(Y + ρkX) − ℓk+1(Y + ρkX)| ≤ ρk+1 ⇔ sup
Z∈B

ρk+1 (Y)

|u(Z) − ℓk+1(Z)| ≤ ρk+1.

Observação 4.1. Observe que a hipótese de indução nos dá que |ak|+ ∥bk∥ ≤ Ck(n, λ,Λ). Então,

|ak+1|+ ∥bk+1∥ = |ak + ρka|+ ∥bk + b∥

≤ |ak|+ ρ
k|a|+ ∥bk∥+ ∥b∥

≤ |ak|+ ∥bk∥+ |a|+ ∥b∥

≤ Ck + C := Ck+1,

onde |a|+ ∥b∥ ≤ C(n, λ,Λ).

Observação 4.2. Veja que a oscilação média βk dos coe�cientes do operador Fk satisfaz a desigualdade
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abaixo:

βk(Y, ·) = sup
M∈S(n)\{0}

|Fk(Y,M) − Fk(·,M)|

∥M∥

= sup
M∈S(n)\{0}

|ρkF(Y, 1
ρkM) − ρkF(·, 1

ρkM)|

∥M∥

= ρk · sup
M∈S(n)\{0}

1

ρk
·
|F(Y, 1

ρkM) − F(·, 1
ρkM)|

∥ 1
ρkM∥

≤ β(Y, ·).

4.2 Modulo de Continuidade Universal Log-Lipschitz

Agora, com a aproximação por funções lineares apresentadas na seção 4.1, estamos prontos para

apresentar e provar o teorema principal desse capítulo.

Teorema 4.2.1. Seja u ∈ C0(B1) uma solução, no sentido da viscosidade, da equação

F(X,D2u) = f(X) em B1.

Existe uma constante ϑ0 > 0 tal que, se

sup
Y∈B1/2

∥β(Y, ·)∥Ln ≤ ϑ0

então, para uma constante C > 0, tem-se

|u(X) − u(Y)| ≤ C
{
∥u∥L∞(B1) + ∥f∥Ln(B1)

}
·ω(|X− Y|)

para quaisquer X, Y ∈ B1/2, onde

ω(t) := −t log t.

Demonstração. Inicialmente observe que, como feito na Observação 3.5, v(X) = ℓu(X) satisfaz as hipóteses

do Lema 4.2 com F substituido por F̃ e f substituida por f̃. Agora considere ϑ0 = η, onde η é a constante

universal do Lema 4.1. Fixado Y ∈ B1/2, pelo Lema 4.2, existe sequência de funções a�ns

ℓk(X) := ak + ⟨bk, X− Y⟩

satisfazendo

|ak+1 − ak| ≤ Cρk e ∥bk+1 − bk∥ ≤ C. (4.9)

tal que

sup
B

ρk(Y)

|v(X) − ℓk(X)| ≤ ρk. (4.10)
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Agora, observe que

|v(Y) − ℓk(Y)| ≤ sup
B

ρk(y)

|v(X) − ℓk(X)| ≤ ρk pois Y ∈ Bρk(Y),

e que

ℓk(Y) = ak.

Assim,

|v(Y) − ak| = |v(Y) − ℓk(Y)| ≤ ρk.

Logo ak → v(Y), quando k→ +∞. Ademais, tendo em vista (4.9) temos que, para todo d ∈ N,

|ak+d − ak| ≤ |ak+d − ak+d−1|+ |ak+d−1 − ak+d−2|+ . . .+ |ak+1 − ak|

≤ C(ρk+d−1 + ρk+d−2 + . . .+ ρk+1 + ρk)

≤ Cρk(1+ ρ+ ρ2 + . . .+ ρd−1)

≤ C

1− ρ
· ρk.

Fazendo agora d→ ∞ obtemos que

|v(Y) − ak| ≤
Cρk

1− ρ
. (4.11)

A sequêcia de vetores {bk}k≥1 não necessariamente converge, porém a partir de (4.9) obtemos que

∥bk∥ ≤
k∑

j=1

∥bj − bj+1∥ ≤ Ck. (4.12)

Agora, dado qualquer r ∈ (0, ρ) podemos encontrar um k0 ∈ N tal que

ρk0+1 < r ≤ ρk0 (4.13)

(isso é possível visto que ρk → 0, quando k→ ∞). Isso nos diz que Br(Y) ⊂ Bρk0 (Y). Observe que

|v(X) − v(Y)| = |v(X) − ℓk0
(X) + ℓk0

(X) − v(Y)|

≤ |v(X) − ℓk0
(X)|+ |ℓk0

(X) − v(Y)|

= |v(X) − ℓk0
(X)|+ |ak0

+ ⟨bk0
, X− Y⟩− v(Y)|

≤ |v(X) − ℓk0
(X)|+ |ak0

− v(Y)|+ |⟨bk0
, X− Y⟩|

≤ |v(X) − ℓk0
(X)|+ |ak0

− v(Y)|+ ∥bk0
∥ · ∥X− Y∥.

(aqui utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz: |⟨bk0
, X− Y⟩| ≤ ∥bk0

∥ · ∥X− Y∥). Portanto,

|v(X) − v(Y)| ≤ |v(X) − ℓk0
(X)|+ |v(Y) − ak0

|+ ∥bk0
∥ · ∥X− Y∥

≤ |v(X) − ℓk0
(X)|+ |v(Y) − ak0

|+ ∥bk0
∥ρk0 ∀X ∈ Bρk0 (Y).
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Tendo em vista (4.10), (4.11) e (4.12), concluímos que

sup
X∈Br(Y)

|v(X) − v(Y)| ≤ sup
X∈B

ρk0
(Y)

|v(X) − v(Y)|

≤ sup
X∈B

ρk0
(Y)

(
|v(X) − ℓk0

(X)|+ |v(Y) − ak0
|+ ∥bk0

∥ρk0
)

≤

 sup
X∈B

ρk0
(Y)

|v(X) − ℓk0
(X)|

+ |v(Y) − ak0
|+ ∥bk0

∥ρk0

≤
(
1+

C

1− ρ

)
ρk0 + Ck0ρ

k0 .

Portanto, pondo C0 = max
{(
1+ C

1−ρ

)
, C

}
, temos que

sup
X∈Br(Y)

|v(X) − v(Y)| ≤ C0

(
ρk0 + k0ρ

k0
)

=
C0

ρ

(
ρk0+1 + k0ρ

k0+1
)
.

Ora, como ρk0+1 < r ≤ ρk0 e a função x 7→ log x é crescente, temos que log r ≤ log ρk0 , ou seja,

log r ≤ k0 log ρ. (4.14)

Por outro lado, como 0 < ρ < 1, temos que log ρ < 0, donde segue que 1
log ρ

< 0. Daí, multiplicando a

desigualdade (4.14) por 1
log ρ

< 0, o sinal da desigualdade é invertido, isto é,

log r

log ρ
≥ k0. (4.15)

Assim, usando (4.15) e o fato de ρk0+1 < r tem-se

sup
X∈Br(Y)

|v(X) − v(Y)| ≤ C0

ρ

(
1

k0
+ 1

)
k0ρ

k0+1

≤ Ck0ρ
k0+1

≤ C
log r

log ρ
r

≤ −

(
−

C

log ρ

)
r log r

≤ −Cr log r,

onde estamos agregando todas as constantes e chamando de C.

Para �nalizarmos esse capítulo, analisemos a regularidade ótima para o caso em que a função f ∈ Ln.

Observação 4.3. Considere a função u(X) = −|X|δ log |X|. É fácil ver que u satisfaz a equação

△u = (−δ log |X|[n+ δ− 2] − 2δ− n+ 2) |X|δ−2 := f(X).

Queremos que a função f pertença ao espaço Ln. Como a função log pertence a Lp para qualquer p, segue
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que para f ∈ Ln basta que a função |X|δ−2 pertença ao espaço Ln. Portanto, para isso ocorrer devemos

ter

δ > 1 (veja a Observação 3.6).

Isso nos diz que qualquer δ maior do que 1 deixa a função f ∈ Ln, porém δ não pode ser exatamente 1.

Assim, como na Observação 3.6, dizemos que δ = 1 faz o módulo de continuidade ω(t) = −t log t ser

ótimo.

Nossa próxima observação mostra que, se uma solução u é Log-Lip, então u ∈ Cα para todo α < 1.

Observação 4.4. Suponha que

|u(X) − u(Y)| ≤ C|X− Y| log |X− Y|−1,

ou seja, u é Log-Lip no ponto Y. Agora, dado qualquer α < 1, considere a função g : (0,∞) −→ R dada

por g(t) = t1−α log t−1. É fácil ver, usando a Regra de L'Hospital, que

lim
t→0

g(t) = 0,

ou seja, |g(t)| ≤M ∀t ∈ (0, δ), para algum δ > 0 e para algum M > 0. Agora, dado qualquer X ∈ Bδ(Y)

tem-se que |X− Y| ∈ (0, δ) e, portanto,

|g(|X− Y|)| = |X− Y|1−α log |X− Y|−1 ≤M. (4.16)

Agora, escrevendo

|u(X) − u(Y)| ≤ C|X− Y| log |X− Y|−1 = C|X− Y|α · |X− Y|1−α log |X− Y|−1,

temos, por (4.16), que

|u(X) − u(Y)| ≤ C0|X− Y|α ∀X ∈ Bδ(Y),

onde C0 = CM. Isso mostra que u é Cα para todo α < 1.
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Neste capítulo, dedicamos a estimativa de regularidade C1,ν, obtida por um ajuste na abordagem do

capítulo 4. Iniciamente, segue a partir da teoria desenvolvida em [3] que quando f ∈ Lq(B1), onde q > n,

soluções no sentido da viscosidade da equação

F(X,D2u) = f(X) (5.1)

estão em L
1,µ
loc , para algum µ. Como uma consequência da nossa análise do capítulo 4, obtemos uma prova

simples do fato que estimativa de regularidade ótima disponível para a equação (5.1) quando f ∈ Lq, com
q > n, é C1,ν

loc , onde ν é dado por

ν := min

{
q− n

q
, ᾱ−

}
(5.2)

e ᾱ é o expoente ótimo da teoria de regularidade C1,ᾱ para soluções de operadores (λ,Λ)-elíptico

homogêneos com coe�cientes constantes. A expressão em (5.2) tem o seguinte signi�cado: Se q−n
q

< ᾱ então u ∈ C1,q−n
q

loc .

Se q−n
q

≥ ᾱ então u ∈ C1,β
loc , para qualquer β < ᾱ.

(5.3)

5.1 Aproximação por funções lineares

Lema 5.1. Seja u ∈ C0(B1) uma solução, no sentido da viscosidade, da equação

F(X,D2u) = f(X) em B1,
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com |u| ≤ 1 em B1, e seja também α < ᾱ qualquer �xado. Existem constantes η(n, λ,Λ, δ) = η > 0 e

ρ(n, λ,Λ, δ, α) = ρ ∈ (0, 1/2), tal que se

 
B1

β(X)ndX ≤ ηn e
ˆ
B1

|f(X)|qdX ≤ ηq, (5.4)

então, podemos achar uma função a�m ℓ(X) := a+ ⟨b, X⟩, com coe�cientes universalmente limitados,

|a|+ ∥b∥ ≤ C(n, λ,Λ),

tal que

sup
Bρ

|u(X) − ℓ(X)| ≤ ρ1+α. (5.5)

Demonstração. Para um δ > 0 a ser escolhido, aplicamos o Lema 3.1 para encontrarmos um η =

η(n, λ,Λ, δ) > 0 tal que se

 
B1

β(X)ndX ≤ ηn e
ˆ
B1

|f(X)|qdX ≤ ηq,

então podemos achar uma função h : B1/2 → R e um operador F : S(n) → R satisfazendo

F(D2h) = 0 em B1/2,

no sentido da viscosidade, tal que

sup
B1/2

|u− h| ≤ δ. (5.6)

Da teoria de regularidade disponível para h (veja [4], Corolario 5.7) temos h ∈ C1,ᾱ(B̄1/4), para alguma

constante universal ᾱ ∈ (0, 1). Em particular, h é C1,ᾱ na origem, logo existem uma constante C > 0 e

um polinômio de grau 1, ℓ(X) = a+ ⟨b, X⟩, tal que

|h(X) − ℓ(X)| ≤ C|X|1+ᾱ, para todo x ∈ B̄1/4,

onde a = h(0) e b = ▽h(0). Então, �xando arbitrariamente um r ∈ (0, 1
4
) tem-se que

|h(X) − ℓ(X)| ≤ C|x|1+ᾱ ≤ Cr1+ᾱ, para todo X ∈ Br. (5.7)

A partir de (5.7) temos que

sup
Br

|h(X) − ℓ(X)| ≤ Cr1+ᾱ. (5.8)

Agora, de�na

ρ :=

(
1

2C

)1/(ᾱ−α)

e δ :=
1

2
ρ1+α, (5.9)
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onde α < ᾱ é �xado arbitrariamente. Sem perda de generalidade, podemos supor C > 0 de tal forma que

(
1

2C

)1/(ᾱ−α)

<
1

4
(5.10)

De (5.8) e (5.10) podemos escrever

sup
Bρ

|h(X) − ℓ(X)| ≤ Cρ1+ᾱ. (5.11)

Portanto, a partir de (5.6) e (5.11) obtemos

sup
Bρ

|u(X) − ℓ(X)| ≤ sup
Bρ

|u(X) − h(X)|+ sup
Bρ

|h(X) − ℓ(X)|

≤ δ+ Cρ1+ᾱ

≤ 1

2
ρ1+α +

1

2
ρα−ᾱ · ρ1+ᾱ

= ρ1+α,

como queríamos.

Lema 5.2. Nas condições do Lema 5.1, para um Y ∈ B1/2 �xado arbitrariamente, existe uma sequência

de funções a�ns

ℓk(X) := ak + ⟨bk, X− Y⟩

com coe�cientes satisfazendo

|ak|+ ∥bk+1∥ ≤ Ck(n, λ,Λ)

tal que

sup
B

ρk(Y)

|u(X) − ℓk(X)| ≤ ρk(1+ν),

onde ν é como em (5.2).

Demonstração. A prova será feita por indução em k. Para k = 1 o resultado segue do Lema 5.1. Suponha

o resultado válido para k e mostraremos para k+ 1. Para isso, de�na

wk(X) :=
(u− ℓk)(Y + ρkX)

ρk(1+ν)
e Fk(X,M) := ρk(1−ν)F

(
Y + ρkX,

1

ρk(1−ν)
M

)
.

Então Fk é (λ,Λ)-elíptico e

Fk(X,D
2wk(X)) = ρk(1−ν)F

(
Y + ρkX,

1

ρk(1−ν)
D2wk

)
= ρk(1−ν)F(Y + ρkX,D2u(Y + ρkX))

= ρk(1−ν)f(Y + ρkX) =: fk(X),
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no sentido da viscosidade. Pela hipótese de indução temos que

ρk(1+ν)|wk(X)| = |u(Y + ρkX) − ℓk(Y + ρkX)| ≤ sup
B

ρk(Y)

|u(X) − ℓk(X)|

≤ ρk(1+ν).

Isso nos diz que

|wk| ≤ 1. (5.12)

Portanto wk satisfaz as hipóteses do Lema 5.1, o qual assegura a existência de uma função a�m ℓ(X) =

a+ ⟨b, X⟩ tal que

sup
Bρ

|wk − ℓ| ≤ ρ1+ν. (5.13)

Observe que podemos escrever (5.13) pelo o fato de ν < ᾱ (veja a demonstração do Lema 5.1). Então

segue que

1

ρk(1+ν)
sup
Bρ

|u(Y + ρkX) − ℓk(Y + ρkX) − ρk(1+ν)ℓ(X)| = sup
Bρ

|wk − ℓ|

≤ ρ1+ν,

donde obtemos

sup
Bρ

|u(Y + ρkX) − ℓk(Y + ρkX) − ρk(1+ν)ℓ(X)| ≤ ρ(k+1)(1+ν). (5.14)

Agora, de�nindo

ak+1 := ak + ρk(1+ν)a e bk+1 := bk + ρkνb (5.15)

e usando (5.14) obtemos

sup
Bρ

|u(Y + ρkX) − ℓk+1(Y + ρkX)| = sup
Bρ

|u(Y + ρkX) − (ak + ρk(1+ν)a) − ⟨bk + ρkνb, ρkX⟩|

= sup
Bρ

|u(Y + ρkX) − ak − ⟨bk, ρkX⟩− ρk(1+ν)a− ρk(1+ν)⟨b, X⟩|

= sup
Bρ

|u(Y + ρkX) − ℓk(Y + ρkX) − ρk(1+ν)ℓ(X)|

≤ ρ(k+1)(1+ν),

onde

ℓk+1(X) := ak+1 + ⟨bk+1, X− Y⟩.

Pondo Z = Y + ρkX tem-se que Z ∈ Bρk+1(Y), logo

sup
Bρ

|u(Y + ρkX) − ℓk+1(Y + ρkX)| ≤ ρ(k+1)(1+ν) ⇔ sup
B

ρk+1(Y)

|u(Z) − ℓk+1(Z)| ≤ ρ(k+1)(1+ν).
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5.2 Regularidade ótima

Agora, com os resultados da seção 5.1 estamos aptos para provar a estimativa de regularidade interior

C1,ν, onde ν é como em (5.2).

Teorema 5.2.1. Seja u ∈ C0(B1) uma solução, no sentido da viscosidade, da equação

F(X,D2u) = f(X) em B1.

Existe uma constante universal ϑ0 > 0 tal que, se

sup
Y∈B1/2

∥β(Y, ·)∥Ln ≤ ϑ0,

então, para uma constante universal C > 0, tem-se

∥u∥C1,ν(B1/2) ≤ C
{
∥u∥L∞(B1) + ∥f∥Lq(B1)

}
,

onde ν é como em (5.2).

Demonstração. Considere a função w(X) = ℓu(X) como na Observação 3.5. Assim, �xado um Y ∈ B1/2

arbitrariamente, o Lema 5.2 nos diz que existe uma sequência de funções a�ns

ℓk(X) := ak + ⟨bk, X− Y⟩,

com coe�cientes satisfazendo a relação

ak+1 = ak + ρk(1+ν)a e bk+1 = bk + ρkνb, (5.16)

tal que

sup
X∈B

ρk(Y)

|w(X) − ℓk(X)| ≤ ρk(1+ν). (5.17)

Observe que

|w(Y) − ak| = |w(Y) − ℓk(Y)|

≤ sup
X∈B

ρk(Y)

|w(X) − ℓk(X)|

≤ ρk(1+ν).

Então,

ak → w(Y). (5.18)
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Agora, a partir de (5.16) obtemos

|ak+d − ak| ≤ |ak+d − ak+d−1|+ |ak+d−1 − ak+d−2|+ · · ·+ |ak+1 − ak|

= |a|ρ(k+d−1)(1+ν) + |a|ρ(k+d−2)(1+ν) + · · ·+ |a|ρk(1+ν)

≤ |a|ρk(1+ν)(1+ · · ·+ ρd−2 + ρd−1 + · · · )

=
|a|ρk(1+ν)

1− ρ
.

Portanto, fazendo d→ ∞ obtemos que

|w(Y) − ak| ≤
|a|ρk(1+ν)

1− ρ
. (5.19)

De modo análogo, temos que

∥bk+d − bk∥ ≤ ∥bk+d − bk+d−1∥+ ∥bk+d−1 − bk+d−2∥+ · · ·+ ∥bk+1 − bk∥

= ∥b∥ρ(k+d−1)ν + ∥b∥ρ(k+d−2)ν + · · ·+ ∥b∥ρkν

≤ ∥b∥ρkν(1+ · · ·+ ρd−2 + ρd−1 + · · · )

=
∥b∥ρkν

1− ρ
.

Assim, fazendo d→ ∞ obtemos que

∥▽w(Y) − bk∥ ≤ ∥b∥ρkν

1− ρ
. (5.20)

Finalmente, dado qualquer r ∈ (0, ρ), seja j o inteiro positivo tal que ρj+1 < r ≤ ρj. Assim, usando as
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estimativas (5.19) e (5.20) obtemos que

sup
X∈Br(Y)

|w(X) − [w(Y) + ⟨▽w(Y), X− Y⟩]| ≤ sup
X∈B

ρj(Y)

|w(X) − [w(Y) + ⟨▽w(Y), X− Y⟩]|

≤ sup
X∈B

ρj(Y)

|w(X) − ℓj(X)|+ sup
X∈B

ρj (Y)

|ℓj(X) − [w(Y) + ⟨▽w(Y), X− Y⟩]|

≤ ρj(1+ν) + |aj −w(Y)|+ sup
X∈B

ρj (Y)

∥bj − ▽w(Y)∥ · ∥X− Y∥

≤ ρj(1+ν) + |aj −w(Y)|+ ∥bj − ▽w(Y)∥ · ρj

≤ ρj(1+ν) +
|a|ρj(1+ν)

1− ρ
+

∥b∥ρjν

1− ρ
· ρj

= ρj(1+ν) +
|a|ρj(1+ν)

1− ρ
+

∥b∥ρj(1+ν)

1− ρ

= ρj(1+ν) +
ρj(1+ν)

1− ρ
(|a|+ ∥b∥)

≤ ρj(1+ν) +
Cρj(1+ν)

1− ρ

=

(
1+

C

1− ρ

)
ρj(1+ν)

=
1

ρ1+ν

(
1+

C

1− ρ

)
ρ(j+1)(1+ν)

≤ 1

ρ1+ν

(
1+

C

1− ρ

)
r1+ν.

Portanto, w ∈ C1,ν(B1/2), ou seja, ∥w∥C1,ν(B1/2) < +∞. Assim, existe um C > 0 tal que

∥w∥C1,ν(B1/2) ≤ C,

e substituindo a expressão de w obtemos

∥u∥C1,ν(B1/2) ≤ C
{
∥u∥L∞(B1) + ∥f∥Lq(B1)

}
.

Conforme �zemos nas Observações 3.6 e 4.3, considerando a função u(X) = |X|α+1, veri�camos

facilmente que u satisfaz a equação

△u = (n[α+ 1] + [α+ 1][α− 1]) |X|α−1 =: f(X).

Então, para que a função f ∈ Lq (q > n) devemos ter

α > 1−
n

q
.

Portanto, como anteriormente, 1− n/q é ótimo. De (5.2) segue ν é a "briga"de dois expoentes ótimos.
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REGULARIDADE C1,Log-Lip
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6.1 Funções BMO

Relembrando,

BMO =

{
f localmente integrável;

 
B

|f(x) − (f)B|dx ≤M, para toda bola B no domínio de f

}
,

onde a expressão  
B

|f(x) − (f)B|

é a oscilação média da função f e

(f)B :=

 
B

f(x)dx.

Então de�nimos

∥f∥BMO := inf

{
M;

 
B

|f(x) − (f)B| ≤M, ∀bola B

}
.

Ou seja,

∥f∥BMO = sup
B⊂D(f)

{ 
B

|f− (f)B|

}
,

onde D(f) denota o domínio da função f.

Observe que qualquer função limitada está no espaço BMO.

É conhecido que se f ∈ BMO então f ∈ Lploc para qualquer p <∞ e vale

1

|B|

ˆ
B

|f− (f)B|
pdx ≤ cp∥f∥pBMO, (6.1)

para toda bola B ∈ D(f) (Veja [16] para a teoria de BMO ).
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6.2 Estimativa Log-Lipschitz

Nesta seção fechamos a teoria de regularidade para a equação totalmente não-linear

F(X,D2u) = f(X)

abordando a ótima estimativa de regularidade disponível para o caso em que f ∈ L∞, ou melhor ainda

quando f ∈ BMO. Por simplicidade trabalharemos apenas com equações com coe�cientes constantes.

Resultado semelhante pode ser mostrado sobre hipótese de continuidade adequada sobre os coe�cientes,

por exemplo, C0,ϵ̄ é su�ciente.

Agora, apresentaremos e provaremos o seguinte teorema, o qual estabelece regularidade interior

C1,Log-Lip.

Teorema 6.2.1. Seja u ∈ C0(B1) uma solução, no sentido da viscosidade, da equação

F(D2u) = f(X) em B1.

Assuma que para qualquer matriz M ∈ S(n), com F(M) = 0, as soluções de

F(D2h+M) = 0

satisfazem

∥h∥C2,ϵ(Br) ≤ Θr
−(2+ϵ)∥h∥L∞(B1), (6.2)

para algum Θ > 0. Então, para uma constante C > 0, dependendo apenas de Θ, ϵ e parâmetros universais,

é assegurado que

|u(X) − [u(0) + ⟨▽u(0), X⟩]| ≤ C
{
∥u∥L∞(B1) + ∥f∥BMO(B1)

}
· |X|2 log |X|−1. (6.3)

Antes de provarmos o Teorema 6.2.1 apresentaremos alguns resultados.

Observação 6.1. Se, para qualquerM ∈ S(n) e operador F, com F(M) = 0, soluções de F(D2h+M) = 0

têm estimativa interior C2,ϵ, o mesmo ocorre com soluções de F(D2h+M) = c, para qualquer M ∈ S(n)

com F(M) = c.

De fato, para ver isso de�na F̃ := F− c. Assim, se F(D2h+M) = c então

F̃(D2h+M) = 0. (6.4)

Portanto, soluções de (6.4) satisfaz a estimativa interior

∥h∥C2,ϵ(Br) ≤ Θ̃r
−(2+ϵ)∥h∥L∞(B1)

para algum Θ̃ > 0. Mas soluções de F̃(D2h+M) = 0 são soluções de F(D2h+M) = c. Portanto, podemos

concluir que soluções de F(D2h +M) = c têm estimativa interior C2,ϵ para qualquer matriz M ∈ S(n)
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com F(M) = c.

Lema 6.1. Seja u ∈ C0(B1) uma solução, no sentido da viscosidade, da equação

F(D2u) = f(X) em B1,

com |u| ≤ 1/2 em B1. Assuma que para qualquer matriz M ∈ S(n), com F(M) = 0, as soluções de

F(D2h+M) = 0

satisfazem (6.2). Então, existe uma sequência de polinômios quadráticos

℘k(X) := ak + ⟨bk, X⟩+
1

2
⟨MkX,X⟩

onde

℘0 = ℘−1 =
1

2
⟨QX,X⟩ F(Q) =

 
B1

f(Y)dY, com ∥Q∥ ≤ 1, (6.5)

tal que

F(Mk) =
ffl
B1
f(Y)dY

supB
ρk

|u− ℘k| ≤ ρ2k

|ak − ak−1|+ ρ
k−1|bk − bk−1|+ ρ

2(k−1)|Mk −Mk−1| ≤ Cρ2(k−1)


. (6.6)

onde

ρ :=

(
10

Θ

)1/ϵ

<
1

2
.

Demonstração. A prova será feita por indução em k. Para veri�car o passo de indução k = 0 é só observar

que (6.5) nos dá que

a0 = 0 = a−1 b0 = 0 = b−1 e M0 = Q =M−1

onde

℘0 = a0 + ⟨b0, X⟩+
1

2
⟨M0X,X⟩ e ℘−1 = a−1 + ⟨b−1, X⟩+

1

2
⟨M−1X,X⟩.

Portanto,

|a0 − a−1|+ ρ
0−1|b0 − b−1|+ ρ

2(0−1)|M0 −M−1| ≤ Cρ2(0−1),

para qualquer que seja a constante C > 0. Além disso,

F(M0) = F(Q) =

 
B1

f(Y)dY.
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Agora, observe que

|u(X) − ℘0| ≤ |u(X)|+ |℘0(X)|

= |u(X)|+
1

2
|⟨M0X,X⟩|

≤ |u(X)|+
1

2
∥M0∥∥X∥2.

Portanto,

sup
X∈B

ρ0

|u− ℘0| ≤ sup
X∈B1

|u(X)|+
1

2
sup
X∈B1

∥M0∥∥X∥2

≤ 1

2
+
1

2
∥M0∥

=
1

2
+
1

2
∥Q∥,

e como ∥Q∥ ≤ 1, segue que

sup
B

ρ0

|u− ℘0| ≤ ρ2·0.

Isso conclui o passo de indução k = 0. Agora suponha que o resultado válido para k e mostraremos para

k+ 1. Para isso de�na v : B1 → R por

v(X) :=
(u− ℘k)(ρ

kX)

ρ2k
.

Um cálculo simples nos dá que

D2v(X) = D2u(ρkX) −D2℘k(ρ
kX) = D2u(ρkX) −Mk.

Assim,

F(D2v(X) +Mk) = F(D
2u(ρkX)) = f(ρkX) =: fk(X),

no sentido da viscosidade. Agora observe que, como no Lema 3.1, sobre a hipótese pequenez de

∥f∥BMO(B1), podemos encontrar uma função h, solução de

F(D2h+Mk) =

 
B1

f(Y)dY =: c (6.7)

tal que

sup
B1/2

|h− v| ≤ δ, (6.8)

para um δ > 0 a ser escolhido. Agora observe que a hipótese de indução nos diz que

F(Mk) =

 
B1

f(Y)dY = c.

Conforme vimos na Observação 6.1 temos, em particular, que h é C2,ϵ na origem. Portanto, existe um
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C > 0 e um polinômio quadrático

℘(X) = a+ ⟨b, X⟩+ 1

2
⟨AX,X⟩

tal que

|h(X) − ℘(X)| ≤ C|X|2+ϵ, (6.9)

onde

a = h(0), b = ▽h(0) e A = D2h(0).

Então, de (6.8) e (6.9) obtemos

sup
X∈Bρ

|v(X) − ℘(X)| ≤ sup
X∈Bρ

|v(X) − h(X)|+ sup
X∈Bρ

|h(X) − ℘(X)|

≤ δ+ Cρ2+ϵ.

Sem perda de generalidade, podemos supor Θ > 20C, pois se não for esse o caso, basta tomarmos um

Θ̄ > Θ com essa propriedade, e passamos a considerar agora a constante Θ̄, já que essa ainda satisfaz

(6.2). Isso nos diz que C · 10
Θ
< 1

2
, donde segue que

Cρ2 · 10
Θ
<
1

2
ρ2 (6.10)

Então escolhendo

δ =
1

2
ρ2 (6.11)

obtemos

sup
Bρ

|v(X) − ℘(X)| ≤ δ+ Cρ2 · ρϵ

=
1

2
ρ2 + Cρ2 · 10

Θ

<
1

2
ρ2 +

1

2
ρ2

= ρ2.

Como

|v(X) − ℘(X)| =

∣∣∣∣u(ρkX) − ℘k(ρkX)ρ2k
− ℘(X)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣u(ρkX) − ℘k(ρkX) − ρ2k℘(X)ρ2k

∣∣∣∣ ,
segue que

1

ρ2k
· sup

Bρ

|u(ρkX) − ℘k(ρ
kX) − ρ2k℘(X)| = sup

Bρ

|v(X) − ℘(X)| < ρ2.
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Portanto,

sup
X∈Bρ

|u(ρkX) − ℘k(ρ
kX) − ρ2k℘(X)| < ρ2(k+1). (6.12)

Pondo Z = ρkX podemos escrever

sup
Z∈B

ρk+1

|u(Z) − ℘k(Z) − ρ
2k℘(ρ−kZ)| < ρ2(k+1). (6.13)

Então, de�nindo

℘k+1(X) := ℘k(X) + ρ
2k℘(ρ−kX)

temos

sup
B

ρk+1

|u(X) − ℘k+1(X)| < ρ
2(k+1). (6.14)

Para �nalizar o passo de indução k+ 1, observe que

℘k+1(X) = ℘k(X) + ρ
2k℘(ρ−kX)

=

(
ak + ⟨bk, X⟩+

1

2
⟨MkX,X⟩

)
+ ρ2k

(
a+ ⟨b, ρ−kX⟩+ 1

2
⟨A[ρ−kX], [ρ−kX]⟩

)
=

(
ak + ⟨bk, X⟩+

1

2
⟨MkX,X⟩

)
+

(
ρ2ka+ ρk⟨b, X⟩+ 1

2
⟨AX,X⟩

)
= (ak + ρ2ka) + ⟨bk + ρkb, X⟩+ 1

2
⟨(Mk +A)X,X⟩.

Portanto,

ak+1 = ak + ρ2ka = ak + ρ2kh(0)

bk+1 = bk + ρkb = bk + ρk∇h(0)

Mk+1 =Mk +A =Mk +D2h(0)


. (6.15)

A partir de (6.7) temos que

F(Mk+1) =

 
B1

f(Y)dY (6.16)

Observe também que

|ak+1 − ak|+ ρ
(k+1)−1|bk+1 − bk| + ρ2([k+1]−1)|Mk+1 −Mk|

= ρ2k|h(0)|+ ρ2k|▽h(0)|+ ρ2k|D2h(0)|

= ρ2k
(
|h(0)|+ |▽h(0)|+ |D2h(0)|

)
.

Sendo h ∈ C2,ϵ, a teoria clássica de EDP nos dá que

|h(0)|+ |▽h(0)|+ |D2h(0)| ≤ C0,
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para alguma constante C0 > 0. Portanto,

|ak+1 − ak|+ ρ
k|bk+1 − bk|+ ρ

2k|Mk+1 −Mk| ≤ C0ρ
2k = C0ρ

2([k+1]−1) (6.17)

Os resultados (6.14), (6.16) e (6.17) conclui o passo de indução k+ 1.

Agora, vamos reescrever e provar o Teorema 6.2.1.

Teorema 6.2.2. Seja u ∈ C0(B1) uma solução, no sentido da viscosidade, da equação

F(D2u) = f(X) em B1.

Assuma que para qualquer matriz M ∈ S(n), com F(M) = 0, as soluções de

F(D2h+M) = 0

satisfazem

∥h∥C2,ϵ(Br) ≤ Θr
−(2+ϵ)∥h∥L∞(B1), (6.18)

para algum Θ > 0. Então, para uma constante C > 0, dependendo apenas de Θ, ϵ e parâmetros universais,

é assegurado que

|u(X) − [u(0) + ⟨▽u(0), X⟩]| ≤ C
{
∥u∥L∞(B1) + ∥f∥BMO(B1)

}
· |X|2 log |X|−1. (6.19)

Demonstração. Primeiramente, de�na v(X) = ℓu(X), onde

ℓ :=
η

2(η∥u∥L∞(B1) + ∥f∥BMO(B1))
.

É fácil ver que v satisfaz as hipóteses do Lema 6.1 o qual assegura a existência de um polinômio

℘k(X) = ak + ⟨bk, X⟩+
1

2
⟨MkX,X⟩,

tal que

sup
B

ρk

|v− ℘k| ≤ ρ2k.

Além disso, a partir da teoria desenvolvida em [3] é conhecido que soluções (no sentido da viscosidade)

de F(X,D2u) = f(X) são C1,µ
loc, para algum µ, desde que a função f ∈ Lq, para q > n. Mas f ∈ BMO(B1),

logo a partir da seção 6.1 tem-se que f ∈ Lq para todo q < ∞. Em particular, f ∈ Lq com q > n e,
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portanto, localmente, existe o gradiente de v. Agora observemos que

|v(X) − v(0) − ⟨▽v(0), X⟩| = |v(X) − ak + ak − v(0) − ⟨bk, X⟩+ ⟨bk, X⟩− ⟨▽v(0), X⟩

−
1

2
⟨MkX,X⟩+

1

2
⟨MkX,X⟩|

= |v(X) − ℘k(X) + ak − v(0) + ⟨bk − ▽v(0), X⟩+ 1

2
⟨MkX,X⟩|

≤ |v(X) − ℘k(X)|+ |v(0) − ak|+ |⟨bk − ▽v(0), X⟩|+ 1

2
|⟨MkX,X⟩|

≤ |v(X) − ℘k(X)|+ |v(0) − ak|+ |bk − ▽v(0)||X|+ 1

2
|⟨MkX,X⟩|.

onde estamos utilizando a desiguladade de Cauchy-Schwarz:

|⟨bk − ▽v(0), X⟩| ≤ ∥bk − ▽v(0)∥∥X∥.

Note que dado qualquer r ∈ (0, ρ), podemos encontrar um j ∈ N tal que ρj+1 < r ≤ ρj. Isso nos diz que

Br ⊂ Bρj , logo temos

sup
Br

|v(X) − v(0) − ⟨▽v(0), X⟩| ≤ sup
B

ρj

|v(X) − v(0) − ⟨▽v(0), X⟩|

≤ sup
B

ρj

(|v(X) − ℘j(X)|+ |v(0) − aj|

+ |bj − ▽v(0)||X|+ 1

2
|⟨MjX,X⟩|)

≤ sup
B

ρj

(|v(X) − ℘j(X)|) + |v(0) − aj|

+ |bj − ▽v(0)| sup
B

ρj

|X|+
1

2
sup
B

ρj

|⟨MjX,X⟩|.

Por outro lado, como

|v(0) − ak| = |v(0) − ℘k(0)|

≤ sup
B

ρk

|v(x) − ℘k(x)|

≤ ρ2k

segue que ak → v(0). Ademais, tendo em vista (6.6) temos

|aj+d − aj| ≤ |aj+d − aj+d−1|+ |aj+d−1 − aj+d−2|+ · · ·+ |aj+1 − aj|

≤ Cρ2(j+d−1) + Cρ2(j+d−2) + · · ·+ Cρ2(j)

≤ Cρ2j(1+ · · ·+ ρd−2 + ρd−1 + · · · )

=
Cρ2j

1− ρ
.

Portanto, fazendo d→ ∞ obtemos

|v(0) − aj| ≤
Cρ2j

1− ρ
. (6.20)
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Analogamente, a partir de (6.6), temos

∥bj+d − bj∥ ≤ ∥bj+d − bj+d−1∥+ ∥bj+d−1 − bj+d−2∥+ · · ·+ ∥bj+1 − bj∥

≤ Cρj+d−1 + Cρj+d−2 + · · ·+ Cρj

≤ Cρj(1+ · · ·+ ρd−2 + ρd−1 + · · · )

=
Cρj

1− ρ
.

Como bk → ▽v(0), fazendo d→ ∞, obtemos

∥▽v(0) − bj∥ ≤ Cρj

1− ρ
. (6.21)

Então, de (6.6), (6.20) e (6.21) temos

sup
Br

|v(X) − v(0) − ⟨▽v(0), X⟩| ≤ sup
B

ρj

(|v(X) − ℘j(X)|) + |v(0) − aj|+ ∥bj − ▽v(0)∥ sup
B

ρj

|X|+
1

2
sup
B

ρj

|⟨MjX,X⟩|

≤ ρ2j + C̄ρ2j + C̄ρj · ρj + 1

2
ρ2j|Mj|,

onde C̄ = C
1−ρ

. Agora, observe que de (6.6) temos

|Mj| ≤ |Mj −Mj−1|+ |Mj−1 −Mj−2|+ · · ·+ |M1 −M0| ≤ C+ C+ · · ·+ C = Cj. (6.22)

Além disso, observe também que log r ≤ j log ρ, daí, como log ρ < 0, obtemos que

j ≤ log r

log ρ
.

Assim, temos que

sup
Br

|v(X) − v(0) − ⟨▽v(0), X⟩| ≤ ρ2j + 2C̄ρ2j +
1

2
ρ2j · Cj

≤
(
1

j
+
2C̄

j
+
1

2
C

)
jρ2j

≤ Cjρ2j

≤ Cρ2j
log r

log ρ

≤ C

ρ2 log ρ
ρ2(j+1) log r

≤ −

(
−

C

ρ2 log ρ

)
r2 log r

≤ −Cr2 log r,

onde C = − C
ρ2 log ρ

é a constante positiva agregada.

Conforme �zemos nos capítulos anteriores, para veri�car que o módulo de continuidade ω(t) =
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−t2 log t é ótimo, considere a função u da Observação 4.3. Então, vimos que

△u = f,

onde f(X) = (−δ log |X|[n+ δ− 2] − 2δ− n+ 2) |X|δ−2. Portanto, f ∈ BMO(B1) se δ = 2 (δ = 2 faz a

função |X|δ−2 = 1, logo f é essencialmente a função logarítmo, a qual é BMO). Ou seja, o expoente δ = 2

é ótimo.

Observação 6.2. Supondo |u(X) − u(Y)| ≤ |X − Y|2 log |X − Y|−1, podemos escrever |u(X) − u(Y)| ≤

|X− Y|1+α|X− Y|1−α log |X− Y|−1. Na Observação 4.4 vimos que a função g(t) = t1−α log t−1 é limitada

numa vizinhança do zero, logo argumentando de maneira análoga a Observação 4.4, concluimos que se u

é C1,Log−Lip então é C1,α para todo α < 1.
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