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RESUMO

Neste trabalho fornecemos moédulo de continuidade universal para solugoes, no sentido da viscosidade,

de equacoes elipticas totalmente nao lineares da forma
F(X,D?u) = f(X),

considerando propriedades de integrabilidade da funcao f em diferentes situacoes. Kstabelecemos
estimativa interior na norma C%—¢ de u baseada na norma L™ ¢ da funcdo f, onde € = e(n,A\,A) é
constante universal Escauriaza, e o expoente T::—zee é 6timo. Quando a funcdo f pertence a L9, para
g € (n— €,n), obtemos um melhoramento no expoente de Holder continuidade. Estabelecemos também
uma estimativa Log-Lipschitz em u baseada numa condicdo da norma L™ da funcao f, a qual corresponde
a regularidade 6tima. Regularidade 6tima C"* & obtida quando f € L9, para q > n. Mostramos ainda

que u € CH9~LP quando f tem oscilacio média limitada. Mais uma vez tal estimativa é 6tima.

Palavras-chave: Regularidade. Estimativa 6tima. Equacoes elipticas totalmente nao lineares.



ABSTRACT

In this work we provides continuity moduli universal for viscosity solutions to fully nonlinear elliptic
equations of the form
F(X) Dzu) = f(X))

based on integrability properties of f in different scenarios. We establish interior a priori estimates

on the C=¢ norm of de u based on the L™ ¢ norm of f, where € = e€(n,A,A) is the Escauriaza

n—2e

universal constant, and the exponent =—=

is optimal. When the function f lies in L9, n—€ < q < n,
we also obtain an improvement in the exponent of Holder continuity. We also establish an estimate
Log-Lipschitz on u based on the L™ norm of f, which corresponds to optimal regularity. Optimal C"®
regularity estimates are delivered when f € L9, q > n. We also show that u € CHE°9-LP  provided f

has bounded mean oscilation. Once more, such an estimate is optimal.

Keywords: Regularity. Estimate optimal. Fully nonlinear elliptic equations.



NOTACOES

Em todo trabalho n denotard a dimensao do espaco R™,

» E denotard um espaco vetorial.

» B.(x0):={x € R™;|x —xo| < 1} & a bola aberta do R™ centrada em xg e raio r. By = B4(0).

» Q:(x0) = H (XZ‘) — %,X}) + %) é o cubo aberto do R™ centrado em xo e lado . Q7 = Q4(0).

i=1
» O :={x€Q;d(x,0Q) > h}
» 0scoU:=supu— infu.
Q Q

» Escrevemos f = 0(g) quando x — x¢ para significar que limy_,y, I‘:;((%))‘I =0.

_ 1
> f5, (xo) W)X = 5oy Ji, () WX dX.

2 . . .
» Vu= (g;) e D?u = (af- o ) denotam o gradiente e a Hessiana de u, respectivamente.
1 1 )

ol A
» D*u(x) = W#)ﬁ“’ onde o = (&1,...,tn) € um vetor com cada componente &; € Z, com

lof =00 + -+ otn.
» S(n) denota o espago das matrizes simétricas n x n.

» [, denota a matriz identidade n x n.

1

2
n

n
> Al = ZZa% = [[(@11y ey @Iny @215 eeey A2y eeey Anly oony Gnn ) ||, Onde A = (ayj) € uma
i=1j=1
matriz n X ne | - || € a norma euclidiana.

> [P(Q)={u:Q—>R: u émensurdvel a Lebesgue, |ul|Lrq) < oo}, onde

1

P
u||mm=(/ |u|vdx) C T<p<oo
(0]

» [*°(Q)={u:Q —R: u émensuravel a Lebesgue, |u|L~(q) < oo}, onde

1| Lo () = esssup ful.
Q
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1.1 Teoria de Regularidade
—
Em 1979 Krylov e Safanov [9, 10] provaram a desigualdade de Harnack para equagoes elipticas de

segunda ordem na forma nao divergente com coeficientes mensuraveis. Isso abriu o caminho para o
desenvolvimento de uma teoria de regularidade para equacGes totalmente néo lineares. Crandall-Lions [17]
e Evans [18,19] desenvolveram o conceito de solugao fraca para equagdes lineares e ndo lineares, o chamado
método de viscosidade, e essa nocao de solugao fraca é a correta para se trabalhar com equagoes nao

lineares. Em [4] é provado que solugbes da equagdo
F(D?h) =0 (1.1)

sao Ch*. Com a hipétese adicional de F ser concavo ou convexo [4] também mostra que solugdes de (1.1)
sdo C»*. Sem essa hipotese adicional em F Nadirashvili e Vladut [13] mostraram que regularidade C'*
¢ a melhor possivel.

O principal objetivo desse trabalho é obter o melhor médulo de continuidade disponivel para solugoes

de equacgoes nao homogéneas e de coeficientes varidveis da forma
F(X,D%u) = f(X), (1.2)

onde F: By x S(n) — R, sobre condi¢des apropriadas nos coeficientes do operador F e propriedades de
integrabilidade da fungao f. Vale apena relembrar a nocao de médulo de continuidade de uma fungao
u:B7 — R. Dizemos que a funcio p : [0,00) — R é um moédulo de continuidade da funcéo u se p é uma

fun¢do continua em 0, ndo-decrescente, com girré p(8) =0, tal que
—

u(X) —u(Y)[ < p(IX—=Y]) VX,Y € B;.
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Seguindo a terminologia classica, qualquer operador satisfazendo a condicédo de elipticidade (veja Definicao
2.2.3) sera chamado (A,A)-eliptico. Nos iremos supor, em todo o trabalho, que o operador F é
(A, A)-eliptico. Também qualquer constante dependendo apenas da dimenséo e parametros de elipticidade
A e A serdo chamadas universais. Com propo6sito de normalizagdo, assumimos em todo esse texto que
F(X,0) =0, VX € By (veja a Observagao 3.1).

L. Caffarelli, em [3], obtem estimativa W?P para solu¢des de (1.2) quando a funcio f pertence ao
espago LP para p maior que a dimensdo n. Em [3] também é mostrado que para p < n, existe um operador
uniformemente eliptico satisfazendo as hipoteses do Teorema de Caffarelli para o qual estimativa WP
falha. Porém, Luiz Escauriaza, em [6], extende o Teorema de Caffarelli obtendo estimativa W2P para
solugoes de (1.2) no caso em que a funcao f pertence ao espago LP, para p >n — €.

A idéia para se obter o modulo de continuidade para solugbes de (1.2) é usar um método de
compacidade, o qual consiste, essencialmente, em aproximar uma solugdo de (1.2) por uma solugio
de (1.1) com o objetivo de “herdar” a regularidade que essas equagbes homogéneas possuem. Para
conseguirmos essa aproximagcao, nés usamos fortemente uma consequéncia da desigualdade de Harnack.
Essa consequéncia afirma que solugdes de (1.2) sdo C%, para algum « dependendo apenas das constantes

de elipticidade do operador F (veja Proposicdo 2.3.1). [6] prova a seguinte desigualdade de Harnack:

sup < C {Binf quTzn/qf”Lq(Br)}’

B2 v/2

para q =n — €, onde € = €(n, A, A) é chamada de constante Escauriaza. Essa é a razao de comecarmos
o nosso trabalho considerando a funcao f a partir do espagco L™ €.

No capitulo 3 mostraremos que solugbes de (1.2) sio localmente Choe quando f € L™¢ e tal
estimativa é 6tima, e para se conseguir esta regularidade n6s aproximamos essas solugoes por polinémios
de grau zero. Para o caso quando f € L™, mostraremos, no capitulo 4, que solug¢oes de (1.2) tém modulo

de continuidade Log-Lipschitz, ou seja,

(X)) —u(Y)l < —log(IX = Y) - [X = VI.

T,p

Segue da teoria desenvolvida em [3] que soluctes de (1.2) quando f € LY, com q > n, sdo a priori C.},

para algum p e, no capitulo 5, mostramos explicitamente o expoente & 6timo. Em ambos os capitulos 4 e
5, para se conseguir as regularidades desejadas, nés aproximamos as solugbes de (1.2) por polindmios de
grau 1. Finalmente, no capitulo 6 consideramos o caso em que f € BMO e mostramos que para equacoes
com estimativa C>€ a priori, de funcdes F-harmonicas (ou seja, F(D?u) = 0), solucdes da equacio de

coeficientes constantes F(D?u) = f(X) sdo CHF°97 P no sentido de que
u(X) — [(Y) + Vu(Y) - X]| Sl logr™!, r=|X—Y],

onde para se conseguir esta estimativa, nés aproximamos as solucdes de F(D?u) = f por polinomios de

grau 2.
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Neste capitulo, faremos uma breve descricao dos resultados basicos necessarios para o desenvolvimento

dos capitulos subsequentes.

2.1 Espacgos de Holder

|
A continuidade de Holder é uma medida quantitativa de continuidade que é especialmente apropriada

para o estudo de equacdes diferenciais parciais. Isso sugere uma ampliacio dos espacos C*(Q), onde
C¥Q)={u:0Q = R:DYu écontinua em Q para todo |y| < k}.

Como Q & aberto, funcdes em C(Q) (e suas derivadas) nio precisam ser limitadas em Q, por isso ndo
podemos adotar a norma do sup para transformar C*(Q) em um espaco normado. Mas sabendo que
funcoes limitadas e uniformente continuas em () possuem uma dnica extensao continua para QO podemos

considerar o espago
C*(Q) ={u e C*¥Q):DYu ¢é uniformemente continua em Q para todo |y| <k}

com a norma |[ufcx(g) = max [[Du| = (q)-
[ <k
Definicao 2.1.1. Uma funcio u: Q — R € dita ser a-Hdélder continua em um ponto Xo, com 0 < o« < 1,

se existe uma constante C > 0 tal que

[w(X) —u(Xo)l < CIX—Xply, para todo X € Q diferente de Xo.
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Quando u: Q — R é a-Holder continua em todo Q, e escrevemos u € C*(Q), temos que
lw(X) —u(Y)]| < CIX—=Y|, paratodo X#Ye€ Q.

Definicao 2.1.2. Os espagos de Hélder C*%(Q) sdo subespacos de C*(Q) consistindo de funcées cujas

derivadas parciais até a ordem K sao todas oc-Hélder continuas em Q, ou seja,
Ch*(Q) ={ue C*Q): DYu e C*para todoly| < k}.
Definimos também
ChH*(Q) ={ue C*Q): DYu e C*(Q) para todoy| < k}

e consideramos a norma

[ullcrx(a) = Illcray + ‘{?@i DYulcuia)s
onde DYu(X) — DYu(Y)
u(X) — DYu
DY ~q =
( lex(q) X?Efu X — Y|™
XAY

Observagao 2.1. Um subconjunto A C C°(Q) do espaco CO*(Q) € um conjunto equicontinuo.
Relembre que um conjunto de fungoes A C CO(Q) ¢é dito ser equicontinuo se, dado € > 0 existir um & > 0

tal que, se x,y € Q e |y —x| < b entdo |f(y) — f(x)| < € para toda f € A.

O seguinte teorema serd utilizado na demonstracao do Lema 3.1.

Teorema 2.1.1 (Arzeld-Ascoli). Seja {fn : K — R} .y uma sequéncia de fungdes definida em um
compacto X C R™. Assuma que exista uma constante M tal que |f(x)] < M para todo n € N ¢
para todo x € X. Além disso, assuma que a sequéncia {fn : K — R} . € equicontinua em todo ponto de

K. Entao existe wuma subsequéncia que converge uniformemente em X.

Proposicao 2.1.1. Seu:B, = R ¢ CH* na origem, entio existe um polinémio { de grau 1 tal que
lw(X) —(X)| < CIXI"**, para alguma constante C > 0.

Demonstracio. Sendo u de classe Ch* na origem temos, por definicdo, que existem as funcoes

aa%, vey aaxt :Br =2 Re u’% sdo C* na origem, ou seja,
« ou ou «
[u(X) —u(0)] < CIX|* e (X)— (0)| < CIX|* para todo X € B,.

aXi aXi

Por outro lado, a férmula de Taylor com resto de Lagrange nos permite escrever

w(X) =u(0) + Vu(6X) - X, para todo X € B,
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e para algum 0 € (0,1). Agora, definindo £(X) :=u(0) + Vu(0) - X temos que

MO0~ 0] = [(Tu(X) — Vu(0)) - X]
< IVu(©ex) - u(O)]|- |X|
ou ou
- ]gggn{ SONR axi(m'} I
< clox| x|
< x|

onde estamos considerando a norma do méximo. Lembre-se que em um espaco de dimensdo finita,

qualquer duas normas sao equivalentes. O

Proposicao 2.1.2. Se u: B, — R € de classe C>* na origem, entdo existe wm polindmio o de grau 2
tal que
w(X) — p(X)| < CIXI***,  para todo X € B,.

Demonstra¢ao. Temos por definicdo que DYu é C* na origem para todo y| < 2. Assim, temos que

%u X) 0%u

aXian N aXi an

(0)| < C|X||*, paratodo i,j=1,.,n e VXEB,.
Usando a formula de Taylor com resto de Lagrange temos

1
u(X) = u(0) + vu(0) - X + ExtDzu(QX)x, para todo X € By,

e para algum 0 € (0,1). Entéo, definindo p(X) :=u(0) + Vu(0) - X + %XtDzu(O)X obtemos

1

u(X) —p(X)| = ‘ZXt(DZ(BX)—DZu(O))X‘

1

< 3IXIPID*u(6X) — D2w(0)]|
1 P %u %u

o EHXH 1%111%)§<n{ axian 0X) - aXian (0 ’}
1

< EIIX\|2~C||9XII°‘

< CollXIP+.

2.2 Solucoes no sentido da viscosidade

_—
Nesta secao definimos o conceito de solucao no sentido da viscosidade para a equacao eliptica de

segunda ordem totalmente nao linear
F(X, D*u(X)) = f(X), (2.1)

onde X € Q e u e f sao fungoes definidas no dominio limitado Q C R™.
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Antes, relembramos algumas defini¢des basicas.

Definicao 2.2.1. Dizemos que um operador linear A : E — E € nao negativo, e escrevemos A > 0,

quando A for auto-adjunto e, além disso, (Av,v) > 0 para todo v € E.

Definicao 2.2.2. Dizemos que uma matriz P quadrada nxn € nao negativa, e escrevemos P > 0, quando

o operador A : R™ — R™ dado por A(X) = PX € ndo negativo.

Definicao 2.2.3. Dizemos que o operador em (2.1) € uniformemente eliptico se existirem constantes
positivas 0 <A < A (chamadas de constantes de elipticidade) tais que, para quaisquer M € S(n) e X € Q
tivermos

AIP] < F(X,M + P) = F(X,M) < A||P||, VP >0. (2.2)

Observacao 2.2. A defini¢io 2.2.3 nos diz que o operador F é mondtono crescente e Lipschilz em
M € S(n).
De fato, sejam M, N € S(n) tais que M < N (isso significa que a matriz N —M € positiva). A defini¢do

2.2.83 nos permite escrever

AIN = M| < F(X, M + [N = M]) — F(X,M) < AN = M||.

Entao,

0 < AN = M|| < F(X,N) — F(X, M) = F(X, M) < F(X, N).

Isso conclui a monotonicidade de F(X; M) em S(n).

Agora, sejam A,B € S(n). A elipticidade uniforme do operador F nos dd que (veja Observagio 3.2)

F(X,B) —F(X,A) = F(X,A+[B—A]) —F(X,A)
< AIB=A)T[=AIB—A)"|
< AJB-A)T
< AlB—AJ.

F(X,A)—F(X,B) = F(X,B+I[A—B])—F(X,B)
< AJ(A=B)"|=AI(A=B)"|
< AJ(A-B)T|
< AJA-B|
— AIB—A].

Portanto,

[F(X,B) — F(X, A)| = max{F(X, B) — F(X, A),F(X,A) = F(X,B)} < A[B — A,

ou seja, o operador F é Lipschitz em S(n).
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Definigao 2.2.4. Uma fungao u definida em Q tem um mdzimo local em Xo € Q quando u(X) < u(Xop)

para qualquer X em uma vizinhanca de Xo.

Agora definiremos solugdo no sentido da viscosidade para a equacédo (2.1).

Definicao 2.2.5. Uma funcio continua w em Q é uma subsolucao no sentido da viscosidade para a
equacio (2.1) se sempre que W — @ atingir mdzimo local em wm ponto Xo € Q, onde ¢ € C*(Q),
tivermos

F(Xo0, D?@(Xo)) > f(Xo).

Dizemos que uma funcdo continua u em Q é uma supersolucao no sentido da viscosidade para a
equacio (2.1) quando sempre que U — @ atingir minimo local em um ponto Xo € Q, onde @ € C2(Q),
tivermos

F(Xo, D*@(Xo)) < f(Xo).

Finalmente, dizemos que u é solu¢do no sentido da viscosidade para a equacdo (2.1) quando u for
subsolucdo e supersolugio no sentido da viscosidade para a equagido (2.1).

A motivagdo para esta definicdo vem das seguintes observagoes:

Observagao 2.3. Suponha que uw é uma supersolugcdo da equacio (2.1) no sentido cldssico, ou seja,
F(X,D?u(X)) < f(X) pontualmente.

Assuma que W — @ atinge wm minimo local em wm ponto Xo € Q, para alguma @ € C2(Q). Do curso de

Cilculo, seque que a matriz simétrica D?(w— @)(Xo) € ndo negativa, ou seja,
D?¢(Xo) < D*u(Xo)-
A monotonicidade de F nos dd que
F(Xo, D?@(Xo)) < F(Xo, D*1(Xo)) < f(Xo).

Isso nos diz que w € supersolucdo da equagdo (2.1) no sentido da viscosidade.

Observagiao 2.4. Reciprocamente, suponha que w € C*(Q) é wma supersolugio da equagio (2.1) no
sentido da viscosidade. Dado qualquer ponto Xo € Q, defina a funcio teste @(X) = u(X) — €||X — Xo||?

(claramente @ ¢é de classe C?). Entdo,
(W= @)(Xo) =0 < e[ X = Xo|* = (u— @)(X).

Portanto, w — @ atinge minimo local no ponto Xo, e sendo W uma supersolucio de (2.1) no sentido da
viscosidade, seque da definicdao que

F(Xo, D*@(Xo0)) < f(Xo). (2.3)

E fdcil ver que

D?¢(X) = D?u(X) — 2¢l,,.
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Segue dai que
D?¢(Xo) — D*u(Xo), quando € — 0.

Portanto, a continuidade de F em M € S(n) nos dd que
F(Xo,D?¢(X0)) = F(Xo,D?*u(Xo)) quando € — 0. (2.4)
Portanto, a partir de (2.3) e (2.4) conclui-se que

F(Xo,D?u(Xo)) < f(Xo) pontualmente (classicamente).

2.3 Alguns resultados de regularidade

_—
Iniciamos esta secio com alguns resultados preliminares a respeito do operador F: Q x S(n) — R.

Suponha que F é uma funcio de classe C'. Podemos extender a funcdo F ao espaco das matrizes n x n
considerando o operador F:=F (X, %(A + At)). Entdo podemos considerar F como uma funcdo de n x n

varidveis aij e X. Assim, faz sentido considerar as derivadas parciais

oF
X, A
30, DOA)

Sendo F uniformemente eliptico (como na Definigdo 2.2.3) com constantes de elipticidade A e A temos

g < Z

Agora, O(A, A) denotara a classe dos operadores totalmente nao linear F(X, D?u) satisfazendo, para

que
& <AIE? YMeS(n) vXeQ VEER™ (2.5)

algumas constantes positivas A e A,

MW<Za

(&5 < AIE?, F(X,0)=0, paratodo M€S(n), X e & em R™  (2.6)

Em [6] é provado o seguinte tipo de desigualdade de Harnack para solugbes ndo negativas de (2.1):

supu < C mf W+ 129 f|| Lne (B, (2.7)
B.,2 B./2

O seguinte resultado é uma consequéncia da desigualdade de Harnack.
Proposicao 2.3.1 ( [6], Lema 2). Suponha que F € O(A;A) e u satisfaz F(X,D?u) = f(X) em By. Entdo

existe € (0,1) e C > 0 dependendo de A/N tal que

||u||C°‘(Bl/z) <C {||uHL°°(B1) + ||fHL“7E(B1)} . (28)

As seguintes Proposicoes serdo apresentadas sem demonstracdo. Apenas indicamos a referéncia
onde elas podem ser encontradas. Demonstraremos apenas a Proposicao 2.3.6, a qual utilizamos na

demonstracdo do Lema 3.1. Mas antes daremos algumas definicoes.
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Definigao 2.3.1. Dados 0 < A < A, definimos

MMAMA) =M (M) =AY e+A ) e,

e >0 e <0

MEMAMA) =M (M) =AY ei+A ) e,

e; >0 e <0

onde e; sdo 0s autovalores de M € S(n).

Definicao 2.3.2. Seja f uma funcdo continua em Q e A < A duas constantes positivas. Entao definimos
SAAf) = {u e COQ); M (D2u, A\, A) > f(x) em Q no sentido da Uiscosidade};

S(A AL f) = {u € CoQ); M~ (D?u, A, A) < f(x) em Q no sentido da m‘scosidade} .

Definimos também
SU\» A) ﬂ = §(>\) /\» f) N §(7\, A) ﬂ)

Observe que S(A\A,f) C S*(A\A,f) e que S(A\A,0) = S*(A,A,0). Além disso, denotamos
S,S,S,5*(A\, A, 0) por S,S,S,S*(A,A).

Proposicao 2.3.2. Suponha que u satisfaz F(X,D?u) > f(X) [resp. F(X,D%u) < f(X)] em Q no sentido

da viscosidade. Entao,

ues (A,/\, £(X) — F(X,O)) [resp. S <)\,/\,f(X) - F(X,O))] .
n n

Mais geralmente, para qualquer ¢ € C2(Q) temos

" GS(Q,A,f(X)—F(X,D%(X))) [resp. " eS(Q,A,f(XJ—F(x,D%(X)))]

Demonstragio. Veja Proposigao 2.13 em [4]. O
Proposigao 2.3.3. Seja u € S*(A\A,f) em Q;. Fntao,
(1) Para uma constante universal p < 1
0scq,,,u < posc,u+2|f[lin(q,)-
(2)ue CxQ ) e
Iullceg, . < Cliulimin + Iflin@n);
onde 0 < x <1 e C >0 sao constantes universais.

Demonstragio. Veja Proposicao 4.10 em [4]. O
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Proposigio 2.3.4. Seja u uma solugio de F(D?u) = 0 em Q no sentido da viscosidade. Seja h > 0 e

e € R™ com |e| = 1. Entdo,
A
u(X+he)—u(X) €S (n,/\) em Qn.

Demonstragio. Veja Proposigdo 5.5 em [4]. O

Proposigao 2.3.5. Seja o € (0,1), f € (0,1] e K > 0 constantes. Suponha que u € L®°([—1,1]) satisfaz

[ulte(=1,17) < K. Defina, para h € R com 0 < [h| <1,

u(X+h) —u(X
Vﬁ,h(X):—( \h?ﬁ ( ), XEIh,

onde In =[=1,1-=hl seh >0 elp =[-1—h,1] seh < 0. Assuma quevgn € C*(In) e ||vg,nllce(,) <K,
para qualquer 0 < [h| < 1. Entdo temos

(1) Se ac+ B < 1 entio u e CX¥B([-1,1]) e lul|care(—1,11) < CK;

(2) Se a4 B > 1 entio u e CON([—1,1]) e [[ullcor(_1,17) < CK,

onde a constante C em (1) e (2) depende apenas de o+ f3.
Demonstragio. Veja Lema 5.6 em [4]. O

Proposigao 2.3.6 ( [4], Corolario 5.7). Seja uw uma solu¢io de F(D?uw) = 0 em By no sentido da

viscosidade. Entiou € CH*(By,,) e

ullcr e, ,,) < Cllullee (s, + [FO)D),

onde x € (0,1) e C sdao constantes universais.

Demonstra¢ao. Fixemos e € R™ com |e] =1 e 0 < h < 1/8. Pela Proposicdo 2.3.4 temos para 0 < 3 <1
que

vp(X) = h]—ﬁ(u(X—khe) —u(X)) eSs <2,/\> em By/s.

Assim, pela Proposigio 2.3.3 propriamente escalada temos que vg € C*(B;) e

Vellcas,) < Cns)vplles, .., < Clns)lulcons s,) (2.9)

onde 0<r<s<7/80<h<(s—r1)/2, a€ (0,1) & universal ¢ C(r,s) depende de n, A, A, r ¢ s. Existe

1

um i € N tal que 5 < a < %, ou seja, ie < 1 e (i+ 1) > 1. Agora, pela Proposi¢do 2.3.2 temos que

ues (%,/\, —F(O)) em B7. Assim, pela Proposicao 2.3.3 tem-se
ullce s, o) < CUull=s,) + FO)]) = CK,
onde K := |[u|t(g,) + [F(0)l. Pondo p =xer =11 <s=7/8 temos a partir de (2.9) que

< C(T] )K,

Vallcas,,) < Crllullexs, ) <



21

onde 0 < h < (7/8—711)/2 e C(r1) depende apenas de n, A, A e 7. Podemos agora aplicar (para qualquer

e como acima) a Proposicao 2.3.5 (reescalada e comf3 = «) no segmento paralelo a e e obter que
[ulcaug, ) < Clri,m2)K para 12 <.

Agora aplicamos (2.9) e a Proposicio 2.3.5 com = 2« para obtermos u € C3*(B,,). Podemos repetir

esse processo ja que ix < 1T e (i+1)a > 1. Finalmente obtemos pela a parte (2) da Proposi¢do 2.3.5 que

< CK.

Hu”CO’] (B3/4) =

Agora, aplicando (2.9) com 3 =1 obtemos

il cecs, o) < Cltllcon s, ,) < CK, Vel =1 Y0 <h<1/8.

Portanto, como vi(X) = W, concluimos que u € CH*(By ;) e ||uHC1‘(X(§1/Z) < CK. O



Capitulo

REGULARIDADE C%

Contetido
3.1 O Lema de Compacidade . . . . . . . . . . . L o e e e e e e e 22
3.2 Regularidade C™ 6tima . . . . . . . . . . ... 26

Neste Capitulo vamos estabelecer um resultado de regularidade 6tima para solucdes do problema

nao-homogeéneo totalmente nao-linear
F(X,D?u) =f in By (3.1)
via método de compacidade. Seguindo as ideais em [3], fixado Xo € Bj, medimos a oscilacdo dos

coeficientes do operador F em torno de Xy por

FIX,M) — F(Xo,M
B(XO)X) = Sup | ( ) ) ( 0) )l' (3.2)
MeS(n)\{0} IM]|

Para simplificar a notacao vamos escrever

B(0,X) = B(X).

Nossa estratégia para provarmos estimativas de regularidade C% 6tima baseia-se num método de
compacidade refinado baseado nas ideais em [3]. Na secdo 3.1 iremos abordar este método que serd

fundamental para o objetivo final que é Holder Regularidade 6tima.

3.1 O Lema de Compacidade

_—
Nesta secao, vamos estabelecer um resultado de compacidade para solugbes para equacgao

nao-homoggénea e totalmente nao-linear

F(X,D?u)=f em B;.
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O método de compacidade baseia-se num fino controle de decaimento de oscilacao baseado na teoria
de regularidade da equagao limite associado. Nosso préoximo Lema é a chave de acesso para abordar o

problema de regularidade 6tima. Mas antes de apresenta-lo faremos algumas observacoes.

Observacao 3.1. Podemos assumir que F(X,0) = 0, pois se nao for esse o caso, consideramos o operador

G(X,M) := F(X,M) — F(X,0). Assim,
G(X,0) = F(X,0) — F(X,0) =0
e além disso,
G(X,D?u) = F(X,D?u) — F(X,0) = f(X) — F(X,0) =: g(X), no sentido da viscosidade.

Observagao 3.2. Afirmamos que o operador F é limitado em subconjuntos compactos de S(n). De fato,
dada qualquer matriz N € S(n) podemos decompor-ld unicamente como N =NT =N~ onde NT,N™ >0

e NTN™ = 0. Agora utilizando essa decomposicio e a elipticidade uniforme do operador F obtemos que
AMNT <FXM=NTT+NT)—FX,M=N7) < A|NT|| S AINT|| < F(X, M)—F(X,M—=N7) < A|IN7||

AINT < F(X IM=NTI]+NT)=F(X, M=N") < A|INF|| & AINT|| < F(X, M+N)—F(X, M—N") < A|IN"||

Ou seja

AINT < F(X,M+N) —F(X,M—N") < A|IN*|| (3.3)
—A|IINT|| < =FX, M) +F(X,M —N7) < =A|IN7|| (3.4)
Portanto, somando as expressoes (3.3) e (3.4) obtemos
AINTI = AINT[ < F(X,M + N) = F(X, M) < A[[N"[| = AN~ (3.5)
para quaisquer matrizes M, N € S(n). Assim, fazendo M =0 em (3.5) oblemos
AINTI = AINT < F(X,N) S ANT=AINT], VN € S(n) (3.6)

onde estamos utilizando o fato de F(X,0) =0 (veja a Observacio 3.1). Entdo, a expressio (3.6) nos diz

que o operador F € limitado em subconjunto compacto de S(n).

Lema 3.1 (Lema de Compacidade). Sejau € C°(B1) uma solucéo, no sentido da viscosidade, da equacio
F(X,D?u) =f em By
com [u| <1 em Bq1. Dado & > 0, existe constante universalm =n(n, A\,A,8) > 0 tal que, se

BOOTAX <1t e / O™ dX < nme (3.7)
B] Bl
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entdo existe uma fungdo continua h:B;,, — R e um operador (A, A\)-eliptico com coeficientes constantes

F:S(n) — R satisfazendo

F(D*h) =0 em By, (3.8)
no sentido da viscosidade, com
sup [u—"h| <. (3.9)
Bi,2

Demonstra¢do. Suponha, por contradi¢do, que exista um 8¢ > 0 tal que o lema falhe. Assim podemos
encontrar uma sequéncia de fungdes u;, com |u;j| < 1, uma sequéncia de operadores (A, A)-eliptico Fj :

By x §$(n) — R e uma sequéncia de fungodes f; tais que

Fj (X, Dzu)') = fj em B] s (310)
no sentido da viscosidade, com
Bj(X)“dx—f—/ If;(X)I"“dx = o(1), quando j — oo, (3.11)
J B B,
porém
sup [u; —h| > &, (3.12)
Bi,2

para qualquer h : By, — R e para qualquer operador (A, A)-eliptico F : S(n) — R de coeficientes
constantes satisfazendo (3.8). Em (3.11), ; é a oscilacio média dos coeficientes do operador Fj como em
(3.2). Por uma consequéncia da desigualdade de Harnack, veja [6], Lema 2, cada u; é C>* para algum
o € (0,1). Portanto, {u; }jeN é uma sequéncia de funcbes equicontinua. Assim o teorema de Arzela-Ascoli
nos diz que a sequéncia u; possui uma subsequéncia uniformemente convergente em subconjunto compacto

de By. Passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor que
uj; — up localmente uniformemente em subconjunto compacto de Bj.
Também pela elipticidade uniforme, para cada X € B fixado,
F(X,M) = Fo(X,M) localmente uniformemente em subconjunto compacto de S(n).
Finalmente, da Observacao 3.3 abaixo, concluimos que
Fo(0,D%up) =0 em B

1
7)

no sentido da viscosidade. Pondo h =ug e F = Fo, temos que u; — h, o que contradiz (3.12). O

Observagao 3.3. Supondo u; — up e F;(X,M) — Fo(X,M), com Fj(X,DZu)-) = f;(X) no sentido da

viscosidade, mostraremos que

Fo(0,D%ug) =0 em By (no sentido da viscosidade).
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De fato, para mostrar isso, é suficiente mostrar que Uy € uma subsolucdo no sentido da viscosidade
(aplique 0 mesmo para —Fo(0,—D?(—wo)) = 0 para mostrar o caso em que w € uma supersolucio). Para
esse propdsito, seja P uma paraboldide que toca Wy por cima em uma vizinhanca A de Xo € B1. Devemos

mostrar que Fo(0,D?P(Xo)) > 0. Suporemos que
Fo(0,D?*P(Xo)) =-—n <0
e chegaremos a uma contradicdo. Seja €5 > 0 tal que
F;(0,D?P) —Fo(0,D?P) < &5 Vj, com € — 0 quando j — +oo.

Agora, seja \; € C°(B1) uma solu¢io no sentido da viscosidade (a qual é garantida pelo método de
Perron) de
M*(D2p;, A%, 1) = [ (X)] — Br, (X)| — 5 = g;(X) em By,

para algum N\* < 1 a ser escolhido depois. Desde que Mt é convezo (veja [{]) tem-se que p; € C>Y em

B1, para algum vy € (0,1). Portanto, b; € C*(B1) e satisfaz

1 _
e (I(D2;) || + If5] + Br, |+ €5) < [(D*;) || em By. (3.13)
Agora, observe que
IF;(X,D?P) — F;(0, DP)| < . IF; (X, M —F;(0,M)|
OZp < sup vl = Br;,
[D2P|| MeS (n)\ {0} M|

logo temos que

F;j(X,D?P) — F;(0,D?P) < [Fj(X,D*P) — F;(0,D*P)| < | D*P||B¥,. (3.14)
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Assim, usando (3.5) e (3.14) temos

FOGD2P ) < F(X,D?P) + Al[(D*;) || = A (D) |

F;(X, D?*P) — Fo(0,D?P) + Fo(0, D?P) + A[ (D*;) *|| = Al[(D*d;) |

< Fo(0,D?P) +[|D?P||Br, (X) + All (D))" || — A (D)~ |
< Fo(o,DZPHHDZPH(SF,.(X)+A\\(D2wj)+||—n§* (1D25)* ||+ 1651 + 1By [ + €5)
< Fo(0,D?P) + [D?P[[Br, (X) + A (Dbs) "] - ni* (1D2W5) [l + 5] + IBr, |+ €5) + €5
= Fo(0,D?P) +¢; — %ei +[ID*PlIBr, (X) — %\ﬁﬁ [+ AllD2;)* | - ni* I(D*) ]|
~ e
< Rol0,D7P) 4 Doey o e Topr () - lBy
2D = D)~ I
= FO(O,DZP)—T:;\*HJ-\
< Fo(0,D?P) —[f;(X)|
= —n—If(X)
< —n+f(X)
< —3+hX),
ou seja,
Fi(X D[P+ 5] < =3 +;(X) ¥, (3.15)

onde N* < 1 € escolhido suficientemente pequeno de tal forma que se tenha
A 2
—— > max{1, A, |D°P||}.
nA*

Agora, como P toca uy = klim wj por cima em uma vizinhan¢a A de Xo, seque que P+ +n||X —
—+00

Xo|?/(4A) 4+ C (para k suficientemente grande e para alguma constante C) toca u; por cima em A em

algum ponto a € A. Portanto,

1) > £(a)

Fi(a,D?P(a) + D*j(a) + n=

e assim

F;(a,D?P(a) + D2;(a)) > f%+fj(a). (3.16)

Mas (3.16) contradiz (3.15) aplicado no ponto a.

3.2 Regularidade C* 6tima

—
Nesta secao voltaremos nossa atencao para regularidade 6tima para solucoes de viscosidade para a

equacao (3.1) quando a funcéao f pertence a L™ €
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O resultado principal desta se¢ao é o seguinte Teorema;

Teorema 3.2.1. Sejo u € C°(B1) uma solucdo, no sentido da viscosidade, da equagio
F(X,D?u) = f(X) em Bj.
FEziste uma constante universal 99 > 0 tal que, se

sup [|B(Y,)|[Lr < Do,
YEB, s

entdo, para uma constante universal C > 0, tem-se
el gsze g,y < € {ellision) + [Fllneqey)}

onde € € a constante universal Escauriaza.

Agora, enunciaremos e provaremos alguns resultados que serdo utilizados na prova do Teorema 3.2.1.

Lema 3.2. Seja u € CO°(By) uma solugio, no sentido da viscosidade, da equagdo
F(X,D?u) = f(X) em By,

com [u <1 em By. Dadoy € (0,1), existemn >0 e p € (0, %) dependendo apenas de n, A\, A ey, tais
que, se

BX)MdX <™ e / [f(X)"€dX <y €
B, B,

entdo, existe uma constante universal limitada w € R com |u| < C(n, A A), tal que

sup lu—pf < p”.
P
Demonstragdo. Para um 6 > 0 a ser escolhido posteriormente, o Lema 3.1 garante a existéncia de uma

funcdo h: By, — R e um operador (A, A)-eliptico de coeficientes constantes J : S(n) — R satisfazendo
F(D*h) =0 em By,

no sentido da viscosidade, tal que

sup lu —h| < 6. (3.17)
Bi,2

Da teoria de regularidade para solug¢Ges no sentido da viscosidade de equacoes com coeficientes constantes,
temos que h € C1’°‘(B1/4) para algum « € (0,1)(veja [4] Corolario 5.7). Pelo Teorema do Valor Médio

existe um 0 € (0,1) tal que

h(X) —h(0) = Vh(0X) - X, paratodo X & By/4.
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Sendo h € C! (E1/4) temos que o gradiente Vh é limitado em 1_31/4, logo existe uma constante C > 0 tal
que

h(X) —h(0)] = [Vh(6X) - X| < [[Vh(6X)| - [|X]| < C|IX|l, VX €& Bja.
Tome agora y € (0,1) e defina

1 1/(1—v) 1
p:= (2C> e d==p". (3.18)

Sem perda de generalidade, podemos supor C de tal forma que

B L 1/(1*Y)<1
P=1\2c 4

Entao, tem-se que

Ih(X) —h(0)] < C|X|| < Cp, para todo X € B,.

Portanto, obtemos que

sup [h(X)—h(0)| < Cp. (3.19)
XEB,

Defina a constante universalmente limitada p = h(0) e para todo x € B,, temos que

suplu—pu| < suplu—h|+suplh—y
P Bo P
< 5+Cp:1pv+1pvf1.p:pv
= 2 2 )
como queriamos. [

Nossa proxima etapa consiste em interagir o Lema 3.2 no escalonamento geométrico adequado.

Lema 3.3. Nas condi¢ées do Lema 3.2, fizado um Y € By, existe uma sequéncia convergente de nimeros
reais {l fk>1 com

knfze

Iicr1 — | < Cp*ine

tal que

knfze
sup |u— x| < ptihee.
B,k (Y)

Demonstra¢do. A prova sera feita por indugdo em k € N. Para k = 1, o resultado segue como no Lema
3.2, quando y = r;f—fee Suponha o resultado valido para k e mostraremos para k—+ 1. Defina vy : By = R

por
(Y + p*X) —

knfze

p n—e

Vi (X) = e

e Fr:By xS(n)— R por

_n—2e 1
Fo(X, M) = pkl2—5=]F <y+ o¥X, MM) .
p n—e



Assim,

n—2

Cni2e 1
Fk(X, Dzvk) = pk[z n—e ]F <Y + ka) MDZVk>
p n—e

= MR STEE (Y 4 pRX, D2u(Y + pFX))

_n—2e
= PR 4 pX) = (),
no sentido da viscosidade. Pelo Teorema de Mudanca de Varidveis, temos

/ I (X dX < / OO < e
B

B

Além disso, F é (A, A)-eliptico e

Br (Y, )™dX S][ B(Y,)™dX (veja Observacao 3.4).
B B

Utilizando a hipétese de inducao, segue que

1

n—2e
k n—e

p

i (X)| = Su(Y + ka) - Hk| < Ten—ze

p
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Portanto, v satisfaz as hipoteses do Lema 3.2, o qual assegura a existéncia de uma constante

universalmente limitada [, |t < C, tal que
~ n—2e
sup v — i < p e
BP

Substituindo vk na expressao acima, obtemos que

w(Y 4+ p*X) — e nze
Bo p-n—e

ou seja,
~ n—2e n—2e
sup (Y + pX) — (i + =) < plier 1=

[

Observe que dado qualquer Z € Bx+1(Y) podemos escrevée-lo como Z = Y+p*X, onde X = p‘—k(Z—Y) € B,.

Assim

W(Z) — prerr | = (Y + pX) — | < XSUS (Y + p*X) — pyes1]
€Bp
< plernilae]

2

onde W41 == Uk + l:ka[n“i:]. Portanto,

n—2e
sup  u(X) — | < p UL
B, k1 (Y)
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Vale a pena observar que

n—2e
i1 — il < CpFine .

O]
Observacao 3.4. FE fdcil ver que o operador Fi. € (A, A)-eliptico e que
F By oByonay (3:20)
Bi,2 Bi,2

De fato, vamos mostrar que F é (A, A)-eliptico. A prova de (3.20) € andloga a prova da observagdio 4.2.

Desde que F € (A, A)-eliptico temos:

n—272e¢ ] n—2e€ ]
Fk(X)M+P) _Fk(x, M) — pk[z_ n 26 ]F(X,ﬁ[M—FP}) —pk[z_ n 25 ]F(X,ﬁM)
pkl—5=] pkl—5=]
= MG M+ P) = FOX M),
onde
Mo M e P=—1__p
pk[zi r:177266 ] pk[zi nnizee ]
Vale apena observar que M € S(n) e que P > 0. Entdo,
AIP|| < F(X,M + P) —F(X,M) < A|P|| (3.21)

n—2e

Multiplicando (3.21) por T := p*2= =< obtemos
AIP| < Fe(X, M+ P) — F (X, M) < A||P||.

Observagao 3.5. A fim de provar o Teorema 3.2.1, é suficiente provar que

||VH n—2e S C
Cmn—¢ (By,2)

onde
n

v(X) =tu(X) com .=
Nllullies,) + [1fllin—esy)

para alguma constante 1 > 0 que depende somente de n, A, A.
De fato, seja w uma fungdo nas hipsteses do Teorema 3.2.1. Assim, a fung¢do escalonada v resolve a
equacao

F(X,D?v) =f(X) em B
onde

FOX,M):=¢(-F (x, ZM) e f(X)=1¢-f(X).

E fdcil ver que o operador F: B; x S(n) — R possui as mesmas constantes de elipticidade de F (a
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verificacdo € andloga a da Observagdao 3.4). Além disso, obtemos que

Vs <1, [flline) <n e Br(X)™ <+ Br(X)",
B] Bl

Bz e Br denotam, respectivamente, a oscilacio média dos coeficientes de F e F em torno do ponto 0.

Portanto, se

||VH n—2e S C
Cn—e (Bq,2)
pelo reescalonamento acima teremos que
L, oc _
lfl nze ®1 ) = Ct < H(nHuHL“’(Bﬁ + [ fllin—e81)) < C{lullteey) + [fllin—<si) )

onde C=5 e nfullies,) < [ullix(s,) (poisn ¢ pequeno).

Agora, provaremos o resultado principal desse capitulo utilizando os resultados que temos.

Teorema 3.2.2. Sejo u € C°(B1) uma solucio, no sentido da viscosidade, da equagio
F(X,D?u) = f(X) em Bj.
Existe uma constante universal 9o > 0 tal que, se

sup [|B(Y;)[[n < Do,
YEB]/Z

entdo, para uma constante universal C > 0, tem-se

Il azze <€ {Iwlles e,y + [1fllin—<@i }s

€

onde € € a constante universal Escauriaza.

Demonstra¢ao. Conforme vimos na Observagdo 3.5, a fungao v(X) = fu(X) satisfaz as hipoteses do Lema
3.2 com F substituido por Fef por f. Considere 9y = 1, onde 1 é a constante universal do Lema 3.2
quando o y é tomado para ser (n — 2e)/(n — €). Assim, Fixado Y € Bj,,, pelo Lema 3.3, existem

p € (0,1/2) e uma sequéncia convergente de nimeros reais {{x} satisfazendo:

n—2e
Bsu%)y) v — ) < pfe (3.22)
pk
com
n—2e¢
i1 — pl < Cp*ine. (3.23)
Como

2e

W(Y) — ] < sup v — | < pFee

pk(Y)

segue que, W — v(Y). Vamos denotar o := 7};—_2: Assim, tendo em vista (3.23) temos que, para todo
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deN,
Ik — Miral <0 [ukgd — Bra—1] + Mkra—1 — Hiera—2l + oo 2 — Bt
< C (p(k+df1)¢x+ p(k+d72]oc+”__’_ p(k+1)oc+ pkoc)
< Cp* (p(d*”“+p(d*Z)“+...+p“+1)
1
< C ko
< Gy P

isto é, fazendo d — oo obtemos que
C n—2¢
W(Y) — x| < ﬁ cple (3.24)

k+1

Finalmente, dado qualquer 0 < r < p, seja k um inteiro positivo tal que p <1 < p¥. Portanto, segue

de (3.22) e (3.24) que

sup  v(X)—=v(Y)l < sup  [W(X) = ] + (V) — pucl]
X€B,(Y) X€eB 1 (V)

C n-2e
T+ ———=c | p
1 —_ p n—e
1 C n—2e
- ] + T i _2e T n—e
p 1 —_ p n—e

Isso nos diz que v é C = no ponto Y. Como Y € B/, foi fixado arbitrariamente, podemos concluir que

IA

IN

v e ChE (B1,2), logo existe um C > 0 tal que ||VHCn72.€ < C. Conforme vimos na Observagao 3.5, a

prova do Teorema é concluida. O

Agora, consideremos o caso em que f € L9(B;), onde q € [n — e,n). Os resultados sdo de modo

anélogo aos anteriores.

Lema 3.4. Seja u € C°(By) uma solugio, no sentido da viscosidade, da equacio
F(X,D?u) = f(X) em By,

com [u| <1 em By. Dadoy € (0,1), existemn >0 e p € (0, 12) dependendo apenas de n, A\, A ey, tais
que, se

BO)MAX <™ e / I£(X)[4dX < 1

B B

entdo, ewiste uma constante universal limitada n € R com |u| < C(n, A, A), tal que
sup u—p| < pY.
By

Demonstra¢do. Anéloga a prova do Lema 3.2 O
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Teorema 3.2.3. Sejo u € C°(B1) uma solucdo, no sentido da viscosidade, da equacio
F(X,D?u) = f(X) em B;.
FEziste uma constante universal 99 > 0 tal que, se

sup [|B(Y;-)[[in < Do,
YEB 2

entao, para uma constante universal C > 0, tem-se

u —n < C iy f
el za < € {mion) + Iflace}

onde € € a constante universal Escauriaza.

Demonstragdo. Inicialmente, defina

v(X):=u(X) e FX,M) :=(F (X, lM) ,

onde
(= N
[fllLa s,y +nllwlies,)

e 1 é a constante universal do Lema 3.4 quando vy = z—qq_—“. Nessas condigOes temos que

1
F(X,D?v) = (F (x, EDZV) = (F(X,D?u) = £f(X) = g(X) em Bj, no sentido da viscosidade

Além disso, temos também que
[Vl = HUllios,) <1 e [lglliae,) = lfllLas,) <.
Agora, fixado Y € By, existe uma sequéncia de nimeros reais {uxJxen tal que

sup [v— el < pkz T (3.25)
B,k (Y)

De fato, o caso k = 1 segue como no Lema 3.4. Suponha o resultado valido para k e mostraremos o caso

k + 1. Para isso defina

v(Y + p*X) — _2q9-m 1
vix) = YL M g (x M) = 22 <Y+pkx,k[z—2 Ty M>'
p a p q

E facil verificar que Jy & (A, A)-eliptico (a verificacio é analoga a Observacio 3.4) e

2q—n
q

Fre (X, D?v (X)) = pk[z_ ]g(Y+ p*X) =: g1 (X), no sentido da viscosidade.
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Além disso, o Teorema de Mudanca de Varidveis nos d4 que

/|gk(><)|qd><§/ g(X)/9 <9,
B,

B,

Pela a hipétese de inducao, segue que |vi| < 1. Portanto, vy satisfaz as hipéteses do Lema 3.4, o qual

assegura a existéncia de uma constante limitada p, o < C, tal que

sup vk — p < p2 T (3.26)
BP
Agora defina
ngfn -

Hk4+1 = Hk +p7 9 M.
Substituindo a expressio de vy em (3.26) obtemos o passo de indugio k + 1. Observe que

2q—m ngfn

I — il = p* 78 1 < Cp* T e e = v(Y). (3.27)

Entéo utilizando as expressoes em (3.27) obtemos

klgfn

W(Y) — il < . (3.28)

2g—m

1—p
Finalmente, dado r € (0,p), seja m um inteiro positivo tal que p™*! < v < p™. Assim, utilizando as

expressoes em (3.25) e (3.28) obtemos

sup W(X)=v(Y)] < W(Y)—pm[+  sup  [V(X) = pm|
XEB,(Y) X€EBym (Y)

C q—n
< 1+ 24— pm2 9
1—p
1 C q-n
< - ]+ﬁ TZ a .
p 1ot
Isso mostra que ||V||C297n B < C, logo obtemos que
q

1/2

. <C - f .
IIuHCz%(BW) < C{lulle=cey) + [fllLacs, }

O

A seguinte observacdo mostra que o expoente (2q —n)/q é 6timo (em particular, o expoente (n —

2e)/(n— €), do Teorema 3.2.2, & 6timo).

Observacao 3.6. Considere a funcdo w(X) = |X|*. E fdcil ver que u satisfaz a equacio Au = f(X),
onde

f(X) = (na+ foc — 2]) [X]* 2.
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Observe que |f(X)|9 = CX|(*=2)9_ Agora, € conhecido que a fungio

X[~ se [XI<1

0, se [X|>1

¢ integrdvel (i Lebesgue) quando a < m. Portanto, f € L9 se a funcio |X|(*=2)9 = |X|~{(2=)a} for

integrdvel. Logo, para isso ocorrer, devemos ter

2—a)g<ns& < Q.

2g—n

q
Isso nos diz que qualquer expoente x maior do (29 —n)/q deiza a fungdo f no espago L9, porém ndo
se pode atingi-lo, portanto, nesse sentido, dizemos que o expente (2q —n)/q é dtimo. Em particular, o
expoente (n —2e)/(n—€), do Teorema 3.2.2, é 6timo (basta tomar q =n — €)).

Observacgao 3.7. Podemos também ver a otimalidade do expoente (2q —n)/q da sequinte forma:

—n

No Teorema 8.2.8 definimos gx(X) = pk(z_zqq )g(Y + p*X). Ao invés disso, escreva gi(X) =

pz(zfé)g(Y—i— p*X). Um cdlculo simples nos dd que

/ g (X)[9dX < pka—8)-kn / 1g(X)|9dX.
B] B]

Observe que queremos deizar gx nas hipdteses do Lema 3.4, ou seja, fB] g (X)|9dX < n9. Para isso,

basta que

pkq(Z—S)fkn/ \9(X)|qu§/ lg(X)|9dX, (3.29)
B1 B]

jd que fB1 [g(X)|9dX <n9 (por hipdtese). Portanto, para ocorrer (3.29) devemos ter kq(2—08)—kn >0,
que € satisfeito para todo 6 < (2q —n)/q.
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Neste capitulo nos enderecamos a questao de encontrar o 6timo médulo de continuidade de solugoes
da equacdo uniformemente eliptica F(X, D?u) = f(X) quando a funcdo f pertence ao espaco L™. Nossa

meta é provar que u tem um moédulo de continuidade Log-Lipschitz.

4.1 Aproximacao por fungoes lineares
]
Lema 4.1. Seja u € C°(B1) uma solugio, no sentido da viscosidade, da equacdo

F(X,D?u) = f(X) em B,

com [u| <1 em By. Ezistem constantesn >0 e p € (0,1/2) dependendo somente de n, A\, e d, tais que
se

BOXOAX < e / OO AX < ™, (4.1)
B B

entio, podemos achar uma fungdo afim {(X) := a+ (b, X), com coeficientes universalmente limitados,
la] + ||b]] < C(n,AyA),

tal que

sup u(X) — (X)| < . (4.2)

Demonstragdo. Para um 6 > 0 a ser escolhido, aplicamos o Lema 3.1 para encontrarmos um 1 =

n(n,A, A, 8) > 0 tal que se

][ BOXOMAX <1 e / FOOMAX < 1™,
B, B
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entdo podemos achar uma fungdo h: B/, — R e um operador J: S(n) — R satisfazendo
F(D?*h) =0 em By,

no sentido da viscosidade, tal que

sup lu—h| < 6.
Bi1,2

Da teoria de regularidade disponivel para h (veja [4], Corolario 5.7) temos h € C1*(B; /4), para alguma
constante universal o € (0,1). Em particular, h & C"* na origem, logo existem uma constante C > 0 e

um polinémio de grau 1, {(X) = a + (b, X), tal que
h(X) — X)) < CIX|'"**, para todo x € ]_31/4,

onde a =h(0) e b = Vh(0). Agora defina

1\« 1
P = (ZC) e &o:= Ep.

Podemos supor C suficientemente grande de tal forma que B, C By /4. Entao,
Ih(X) —(X)| < CIX|"T™* < Cp' ™, para todo x € B,,. (4.3)

A partir de (4.3) temos que

sup [h(X) —¢(X)| < Cp' =, (4.4)
XEB,

Observe também que B, C By,4 C By, nos diz que

sup [u(X) —h(X)| < sup [u(X) —h(X)| <3,
X€B, X€B1 2

dai segue que

sup [u(X) —€(X)]| < sup [u(X) —h(X)| + sup [h(X) — £(X)]
Bp Bp BP
< 54 Cp'te
1 1
< _ P A Y-
< 2p+Zp p >

donde obtemos

sup [u(X) — €(X)[ < p.

By

O

Lema 4.2. Nas condicées do Lema 4.1, para um Y € By, fizado arbitrariamente, existe uma sequéncia
de func¢ées afins

0 (X) == ax + <bk, X— Y>
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com coeficientes satisfazendo

lar] + o] < Clny A A)

tal que

sup [w(X) — & (X)| < p.
Bk (Y)

Demonstracao. A prova seré feita por inducdo em k. O passo k = 1 segue como no Lema 4.1. Suponha

o resultado valido para k e mostraremos para k + 1. Para isso defina

(u— &)Y+ p*X)

1
vie(X) = o e Fi(X,M) := p*F <Y+ p*X, pkM) )
Entao, Fx é (A, A)-eliptico e
1
FX, D2(X) = p°F (Y+ o*X, kazvk(XQ

1
= p*F <Y +p*X, Ekazu(Y + ka))
= PRF(Y + p*X, D?u(Y + p*X))

= pMf(Y + p*X) = fi(X),

no sentido da viscosidade. Pela hipétese de inducao temos que

PV(X)] = (Y + p*X) — & (Y + p*X)|
< osup u(X) — 6 (X))
B,k (Y)
< p~
Isso nos diz que,
i (X)] <1 (4.5)

Portanto vy satisfaz as hipoteses do Lema 4.1, o qual assegura a existéncia de uma fungéo afim ¢(X) =

a+ (b, X) tal que

sup [vik — €| < p. (4.6)
By
Entao, temos
1 w(Y + p*X) — 6 (Y + p*X
— -suplu(Y + pFX) — Bely + p5X) — p*E(X)| = sup Y-+ 07X k“( PN yx)
p B, B, p
= sup [vi.(X) — ¢(X)]
By
< p

donde obtemos

sup (Y + p*X) — G (Y + p*X) — p*e(X) < p*H. (4.7)

[
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Qg1 i=ap+p a e brii=br+b

e usando (4.7) obtemos

sup [u(Y + p*X) — licy 1 (Y + p*X)|
By

onde

IN

sup [u(Y + ka) — Q1 — (b, [Y + PkX] =Y)l
Bop

sup [u(Y + p*X) — axs1 — (b1, pX)|

[

sup [u(Y + p*X) — (ax + p*a) — p*(bx + b, X)|
By

sup [u(Y + p*X) — ax — p*a — p*(by, X) — p*(b, X)|

Bo

sup (Y + p*X) — ak — (bi, P*X) — p*a — p*(b, X)|

sup [u(Y 4+ p*X) — ax — (b, [Y + p*X] = Y) — p*a — p*(b, X)|

]

sup [u(Y + p*X) — € (Y + p*X) — p*e(X)|
By

k+1
P

1 (X) := axs1 + (brg1, X—=Y). (4.8)

Pondo Z =Y + p*X tem-se que z € B, (Y), logo

sup [u(Y +p*X) — b1 (Y+p*X)[ < p*' & sup W(Z) — e (Z)] < p*H

XEB,

Z€eB 1 (Y)

Observagao 4.1. Observe que a hipdtese de indugio nos dd que |ax| + ||bx|| < Cx(n, A\, A). Entdio,

lak 1]+ [[brr1l

onde |a| + ||b]] < C(n, AJA).

lax + p*al + ||bx + b]|

< lakl+ p*lal + [[bx|| + [[b]]
< lawl + [[oxll + lal + [[b]|
< Cx+C:=Cyy,

Observagao 4.2. Veja que a oscilacao média Py dos coeficientes do operador Fy satisfaz o desigualdade
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abaizo:

[Fi (Y, M) — Fi (-, M)

MeS (n)\{0} IM]|
[P*F(Y, JeM) — p*F(-, S M)

= sup

MeS (n)\{0} M|
o 1 IF(Y, e M) = F(, Se M)
= p°-  sup - i

Mes(n)\{(o) P =Ml

< BY;-).

4.2 Modulo de Continuidade Universal Log-Lipschitz

L
Agora, com a aproximagdo por funcbes lineares apresentadas na segdo 4.1, estamos prontos para

apresentar e provar o teorema principal desse capitulo.

Teorema 4.2.1. Sejo u € C°(B1) uma solucdo, no sentido da viscosidade, da equagio
F(X,D?u) = f(X) em Bj.
Eziste uma constante ¥y > 0 tal que, se

sup [[B(Y,-)][Lr < Do

YEB 2

entdo, para uma constante C > 0, tem-se
W(X) —uW) < C{lluflece,) + [Ifllir e} - w X =YI)

para quaisquer X,Y € By, onde
w(t) := —tlogt.

Demonstragao. Inicialmente observe que, como feito na Observacgao 3.5, v(X) = €u(X) satisfaz as hipoteses
do Lema 4.2 com F substituido por F e f substituida por f. Agora considere 39 =1, onde 1 é a constante

universal do Lema 4.1. Fixado Y € By /2, pelo Lema 4.2, existe sequéncia de funcoes afins
0 (X) :=ax + <bk) X — Y>

satisfazendo

a1 —axl < Cp* e [[bryr — by < C. (4.9)

tal que
sup [v(X) — b (X)] < p*. (4.10)

Bok(v)
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Agora, observe que

W(Y) = (V)] < sup v(X) = & (X)] < p*  pois Y € Byu(Y),
B,k (y)

e que

Ek(Y) = QAxk.

Assim,

W(Y) = axl = W(Y) = & (Y)] < p*.

Logo ax — v(Y), quando k — +o0. Ademais, tendo em vista (4.9) temos que, para todo d € N,

laxta —axl < lakya — akpa—1l+10kra—1 — Aepa—2l + ..o F Qi — ail
< C(pRHaT ka2 4 gkt 4 k)
< Co*(l+p+p*+...+p% )
< &k
1—p

Fazendo agora d — oo obtemos que

Cpk

W(Y) —ai| < ] .
—p

(4.11)

A sequécia de vetores {by}x>1 ndo necessariamente converge, porém a partir de (4.9) obtemos que

k
il < 3 Ilb; — by < Ck. (4.12)
j=1

Agora, dado qualquer v € (0, p) podemos encontrar um ko € N tal que
pkotl < ¢ < pko (4.13)
(isso & possivel visto que p* — 0, quando k — oo). Isso nos diz que B,(Y) C B,k (Y). Observe que

VX)) =v(Y)l = W(X) = i, (X) + i, (X) = v(Y)]

IN

V(X)) — i, (X)+ [€xy (X) — v(Y)]

W(X) = licy (X)] + lak, + (bio, X = Y) = V(Y]]

IN

W(X) = by (X)] + lax, = v(Y)| + [(bre, X = V)

< WX) = b, X+ lak, = vV + [[bi, || - X =Y.

(aqui utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz: [(by,,X —Y)| < ||bk, | - [|[X —Y]). Portanto,

W(X) = v(Y)|

IN

VX) = bio (X + (Y] — @[+ [, || - X = Y]

IA

W(X) = by (X + V(Y) = aip| + [[br, 10*° VX € B ig (V).



42

Tendo em vista (4.10), (4.11) e (4.12), concluimos que

sup  [v(X) —v(Y)| < sup  [v(X) —v(Y)|

XeB,(Y) XEB 1, (V)
< sup  ([V(X) = by (X)[ + V(Y) — ak, | + [[bx, [[0%°)
XEB i, (V)
< sup V(X)) = iy (X[ ] + V(Y) = i, | + [[br, [[p*
XGBpko (Y)
L ko ko
< ]+1—p p° + Ckop*°.

Portanto, pondo Cyp = max { (1 + %) R C}, temos que

sup  v(X) —v(Y)] < Co(p*° +kop*)
XeB,(Y)

— %<pko+1 +k0pko+])~

Ora, como pkOJr1 <r< pko e a funcdo x — log x é crescente, temos que logr < log pko, ou seja,

logr < ko log p. (4.14)

1

Por outro lado, como 0 < p < 1, temos que logp < 0, donde segue que oz p

< 0. Dai, multiplicando a

desigualdade (4.14) por 10; 5 <0, osinal da desigualdade é invertido, isto ¢,

log
log p

> ko. (4.15)

Assim, usando (4.15) e o fato de p*°*! < r tem-se

C 1
sup_ W0 Y < S0 (1) kool

X€B, (Y) P \ko
< Ck() pko+]
< logr
- log p
< — (—C > rlogr
B logp
< —Crlogr,

onde estamos agregando todas as constantes e chamando de C. O

Para finalizarmos esse capitulo, analisemos a regularidade 6tima para o caso em que a fungao f € L™.

Observacao 4.3. Considere a fun¢io u(X) = —|X|® log |X|. E fdcil ver que u satisfaz a equagio
Au = (—8log|X|n+8—2] — 25 —n +2) [X]°2 == f(X).

Queremos que a funcdo T pertenca ao espago L™. Como a fung¢io log pertence a LP para qualquer p, seque
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|672

que para f € L™ basta que a funcdo |X pertenca ao espaco L™. Portanto, para isso ocorrer devemos

ter

5>1 (veja a Observagio 3.6).

Isso nos diz que qualquer & maior do que 1 deiza a fung¢do f € L™, porém & nio pode ser exatamente 1.
Assim, como na Observacdo 3.6, dizemos que & = 1 faz 0 mddulo de continuidade w(t) = —tlogt ser
otimo.

Nossa proxima observagdo mostra que, se uma solu¢io u é Log-Lip, entdo u € C* para todo o < 1.

Observacgao 4.4. Suponha que
[u(X) —u(Y)| < CIX = Ylog|X = Y|,

ou seja, W é Log-Lip no ponto Y. Agora, dado qualquer o < 1, considere a fungio g : (0,00) — R dada
por g(t) =t'""*logt~'. E fdcil ver, usando a Regra de L’Hospital, que
lim g(t) =0,

t—0

ou seja, |g(t)] <MVt € (0,0), para algum & > 0 e para algum M > 0. Agora, dado qualquer X € Bs(Y)
tem-se que [X —Y| € (0,0) e, portanto,

lg(IX =YD =X =Y'" *log X —Y["' <M. (4.16)
Agora, escrevendo
w(X) —u(Y)] < CX = Ylog X = Y|"! = CIX = Y|*- [X = Y|""*log [X — Y|,

temos, por (4.16), que
u(X) —u(Y)] < ColX =Y VvX € Bs(Y),

onde Co = CM. Isso mostra que w é C* para todo x < 1.
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Neste capitulo, dedicamos a estimativa de regularidade C'Y, obtida por um ajuste na abordagem do
capitulo 4. Iniciamente, segue a partir da teoria desenvolvida em [3] que quando f € L9(B1), onde q > n,

solucoes no sentido da viscosidade da equagao
F(X,D?u) = f(X) (5.1)

~ 1 - 1 .
estdao em LY, para algum p. Como uma consequéncia da nossa anélise do capitulo 4, obtemos uma prova

simples do fato que estimativa de regularidade 6tima disponivel para a equagéo (5.1) quando f € L9, com

g>n,é Cf(;;’, onde v é dado por

v:—min{q;n,cx} (5.2)

e & é o expoente 6timo da teoria de regularidade C® para solucdes de operadores (A, A)-eliptico

homogéneos com coeficientes constantes. A expressdo em (5.2) tem o seguinte significado:

-n ~ 1,42
Se % <& entdo ueC .. * . -
Se qgn > & entao u € C1107(£3? para qualquer B < &.

5.1 Aproximacao por funcoes lineares
L]
Lema 5.1. Seja u € CO(By) uma solugio, no sentido da viscosidade, da equagdo

F(X,D?u) = f(X) em B,
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com [u| <1 em By, e seja também « < & qualquer fizrado. Ezistem constantes n(n,A\,A\,8) =n >0 ¢

Py, A, A8, ) =p € (0,1/2), tal que se

BX)AX <1 e /If(X)\quan, (5.4)
B B

entdo, podemos achar uma fungdo afim {(X) := a+ (b, X), com coeficientes universalmente limitados,
lal + [[b]] < C(n,A,A),

tal que
sup [u(X) — ¢(X)] < p'* . (5.5)

Bo
Demonstragdo. Para um 6 > 0 a ser escolhido, aplicamos o Lema 3.1 para encontrarmos um 1 =

n(n,A, A, 8) > 0 tal que se

BOOAX <1 e /lf(X)lqugnq,
B, B

entdo podemos achar uma fun¢do h: B;,, — R e um operador J: S(n) — R satisfazendo
F(D?*h) =0 em By,

no sentido da viscosidade, tal que

sup [u—"h| <. (5.6)
Bi,2

Da teoria de regularidade disponivel para h (veja [4], Corolario 5.7) temos h € C! "%(By4), para alguma
constante universal & € (0,1). Em particular, h ¢ C"* na origem, logo existem uma constante C > 0 e

um polinoémio de grau 1, £(X) = a + (b, X), tal que
Ih(X) — ¢(X)| < CIXI'"™* para todo x € By,
onde a = h(0) e b = Vh(0). Entéo, fixando arbitrariamente um v € (0, %) tem-se que
h(X) —X)| < Cx['""®* < Cr' ™%, para todo X € B,. (5.7)

A partir de (5.7) temos que
sup [h(X) — ¢(X)| < Cr!*e, (5.8)

T+

Agora, defina
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onde o < & é fixado arbitrariamente. Sem perda de generalidade, podemos supor C > 0 de tal forma que

1/(x—e)
1 < ! (5.10)
2C 4 '
De (5.8) e (5.10) podemos escrever
sup [h(X) — ¢(X)| < Cp' ™%, (5.11)
By
Portanto, a partir de (5.6) e (5.11) obtemos
sup [u(X) —€(X)| < supu(X) —h(X)[+sup [h(X) — £(X)]
B, B, B,
S 5 + Cp1+5c
14 1 & 5
< _plte = T+
< 29 + ZP p
— p1+cx’
como queriamos. O

Lema 5.2. Nas condicées do Lema 5.1, para um Y € By, fizado arbitrariamente, existe uma sequéncia
de fungdes afins

0 (X) == ax + <bk> X— Y>

com coeficientes satisfazendo

lak| + [[brs1]] < Cr(n, A A)

tal que

sup  [u(X) — G (X)] < p*(+Y)]
Bk (Y)

onde v € como em (5.2).

Demonstra¢do. A prova sera feita por indugido em k. Para k = 1 o resultado segue do Lema 5.1. Suponha

o resultado valido para k e mostraremos para k + 1. Para isso, defina

(u— 6 (Y + p*X)

wi(X) = k(1)

1
Fi (X, M) := p*UI=VIF <Y+ Pk X, kM) :
p (1=v)
Entdo F é (A, A)-eliptico e

1
F(X, D?wi (X)) = pFUIYIF <Y+ p*X, SR Dzwk)
= PRUVIF(Y + p*X, D?u(Y + p*X))

= oYY+ p"X) = fi(X),
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no sentido da viscosidade. Pela hipétese de inducao temos que

PV (X)) = (Y 4 pFX) — & (Y + p*X)| < su%o)m(X)—ek(xn
Bka

pk(lJrV)_

IN

Isso nos diz que

wi| < 1. (5.12)

Portanto wy satisfaz as hipdteses do Lema 5.1, o qual assegura a existéncia de uma funcéo afim {(X) =
a+ (b,X) tal que
supwi — ) < p'*V. (5.13)

By
Observe que podemos escrever (5.13) pelo o fato de v < & (veja a demonstragao do Lema 5.1). Entéo

segue que

iy SuP (Y + pX) =t (Y + pFX) — p*YIX)| = sup wic — €]
pkT+v) 5. B,
< p1+v)
donde obtemos
sup [u(Y + PRX) — (Y + pFX) — pRTHYIg(X)| < plkr DY), (5.14)
]
Agora, definindo
Ax41 = Qg + pk(”")a e bry1=br+ pkvb (515)
e usando (5.14) obtemos
sup u(Y + p*X) — i1 (Y4 X)) = sup [u(Y + p*X) — (ax + p*" ™ a) — (bi + p*Vb, p*X)|
B, B,

= sup [u(Y + p*X) — ax — (by, p*X) — p* Y a — I +Y)(p X))
P

= supu(Y + p*X) — G (Y + p*X) — p*TY)g(X)|

Bo

p(k+”“+v),

IN

onde

b1 (X) i= g1 + (b1, X=Y).

Pondo Z =Y + p*X tem-se que Z € Bor1(Y), logo

sup (Y + p*X) — b1 (Y + pRX)| < pRHDITHY) sup( )Iu(Z) — U1 (Z)] < plRHDO+Y),
4 Bk (Y



48

5.2 Regularidade 6tima

|
Agora, com os resultados da se¢do 5.1 estamos aptos para provar a estimativa de regularidade interior

C"Y, onde v é como em (5.2).

Teorema 5.2.1. Seja u € C°(By) uma solucio, no sentido da viscosidade, da equacdo
F(X,D?u) =f(X) em Bj.
Eziste uma constante universal 99 > 0 tal que, se

sup  [[B(Y,)[[tn < Do,
YEB

entdo, para uma constante universal C > 0, tem-se

[wllcrvs, o) < C{lwliee, + Iflae,) )

onde v é como em (5.2).

Demonstragcio. Considere a funcao w(X) = fu(X) como na Observacdo 3.5. Assim, fixado um Y € By,

arbitrariamente, o Lema 5.2 nos diz que existe uma sequéncia de fungoes afins
ek(X) =ax + <bk) X— Y>»

com coeficientes satisfazendo a relacao

i =ak+ " a e iy =by +pMVb, (5.16)
tal que
sup  [w(X) — G (X)] < p*THY), (5.17)
XEB i (V)
Observe que
W(Y) —ax] = (YY) —G(Y)]
< sup  [w(X) — & (X)]
X€EB i (Y)
< k1Y),

Entao,

ax — w(Y). (5.18)



Agora, a partir de (5.16) obtemos

lakra —axl < lakra — axra—1l+lakra—1 — akpa—2| 4+ -+ laxgr — al
— |a|p(k+d71)(1+v)_’_|a|p(k+d72](1+v)_’_._._'_‘alpk(]Jrv)
S |a|pk(1+v)(]+_._+pd72+pdf1 +)
|a|pk(1+v)
T—p

Portanto, fazendo d — co obtemos que

De modo analogo, temos que

IN

[brs-a — il [bk+da — brtra—1] + [[bxsa—1 — brra—2l| + -+ [|brs1 — byl

= Jollp™ Y - b[ptkHaT2Y | |p*
< ||b||pkv“+“._|_pd72+pd71 +)

]l

T—p

Assim, fazendo d — oo obtemos que

b kv
oY)~y < I ”_"p .
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(5.19)

(5.20)

Finalmente, dado qualquer r € (0,p), seja j o inteiro positivo tal que pP™! < r < p). Assim, usando as
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estimativas (5.19) e (5.20) obtemos que

sup W(X) = W(Y) +(vw(Y),X=V)]| < sup [w(X)—W(Y)+ (Vw(Y),X=Y)]|

XeB,(Y) XeBpj(Y)
< sup WX) =X+ sup  [6(X) — w(Y) + (Vw(Y), X = Y)]|
XeB ;5 (Y) XeB 5 (Y)

o o

oY)y —w(Y)[+  sup by — vw(Y)[|- [X =Y

X€B ;5 (Y)
< Ut Jag = w(Y)l + [[by — vw(Y)|| - !
< pj(1+v) n |a‘pj(l+\/] N Hprjv _pj
- T—p T—p
_ pj(1+v)+|a‘9]“+v] [bf|pit!+Y)

1—p 1—p
. pj(1+v]
= p’(”\’)+17(|a|+Hb||)
—p
i(1+v)
< pj(1+v)+cp) M
1—p

_ <1+ C ) i(1+v)
T—p
1 C ‘
L ST DN ER DR ERY
p””( +1—p)p

1 C 1
< - - +V.
- p‘”<]+19>T

Portanto, w € CY(By,2), ou seja, [W|c1.v(s,,,) < +0o. Assim, existe um C > 0 tal que

Bi,2
[wllervs,,» <G,

e substituindo a expressao de w obtemos

[ullcrv s, ,o) < C L,y + Ifllaes,)} -

O

Conforme fizemos nas Observacdes 3.6 e 4.3, considerando a funcio w(X) = |X|**!, verificamos

facilmente que u satisfaz a equacao
A= (moc+ 1]+ o+ 1o —17) X% =2 £(X).
Entéo, para que a funcgéo f € L9 (q > n) devemos ter
a>1-1
q

Portanto, como anteriormente, 1 —n/q é 6timo. De (5.2) segue v é a "briga"de dois expoentes 6timos.
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6.1 Funcoes BMO

|
Relembrando,

BMO = {f localmente integréavel; ][ [f(x) — (f)g] dx < M, para toda bola B no dominio de f} ,
B

][ I£00) — (F)]
B

onde a expressao
¢é a oscilacao média da funcao f e

Entao definimos
Ifllemo = inf{M; ][ [f(x) — (f)g] <M, Vbola B}.
B

IfllBMO = sup {][ |f—(f)3|})
BcD(f) /B

onde D(f) denota o dominio da funcao f.

Ou seja,

Observe que qualquer funcao limitada esta no espaco BMO.

E conhecido que se f € BMO entéao f € L{’o . para qualquer p < co e vale

1
1 L 1= (el ax < eolluion (6.1)

para toda bola B € D(f) (Veja [16] para a teoria de BMO ).
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6.2 Estimativa Log-Lipschitz
|
Nesta se¢do fechamos a teoria de regularidade para a equagdo totalmente ndo-linear

F(X,D?u) = f(X)

abordando a 6tima estimativa de regularidade disponivel para o caso em que f € L*°, ou melhor ainda
quando f € BMO. Por simplicidade trabalharemos apenas com equacOes com coeficientes constantes.
Resultado semelhante pode ser mostrado sobre hipétese de continuidade adequada sobre os coeficientes,
por exemplo, C%€ ¢ suficiente.

Agora, apresentaremos e provaremos o seguinte teorema, o qual estabelece regularidade interior
1,Log-Lip
CVLog

Teorema 6.2.1. Sejo u € C°(B7) uma solugio, no sentido da viscosidade, da equagdo
F(D?u) =f(X) em Bj.
Assuma que para qualquer matriz M € S(n), com F(M) =0, as solugdes de
F(D*’h+M) =0

satisfazem
—(2
Mlc2.e(s,) <O 27| h]|Le s, ), (6.2)
para algum © > 0. Entdo, para uma constante C > 0, dependendo apenas de ©, € e pardmetros universais,

€ assequrado que

u(X) — ((0) + (vae(0), X)]| < C {Jlullie(B,) + IfllemoB,) } - IXI* log X[ (6.3)

Antes de provarmos o Teorema 6.2.1 apresentaremos alguns resultados.

Observacao 6.1. Se, para qualqguer M € S(n) e operador F, com F(M) = 0, solug¢ées de F(D*h+M) =0
tém estimativa interior C>€, 0 mesmo ocorre com solucoes de F(D*h+ M) = ¢, para qualqguer M € S(n)
com F(M) =c.

De fato, para ver isso defina F:=F —c. Assim, se F(Dh+M) = ¢ entio

F(D*h + M) = 0. (6.4)
Portanto, solugoes de (6.4) satisfaz a estimativa interior

S (2
Mllczes,) <O | o p,)

T

para algum © > 0. Mas solugies de F(DZh+M) = 0 sdo solu¢des de F(DZh+M) = c. Portanto, podemos

concluir que solucoes de F(D?h 4+ M) = ¢ tém estimativa interior C>€ para qualquer matriz M € S(n)
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com F(M) =c.

Lema 6.1. Seja u € CO(By) uma solugio, no sentido da viscosidade, da equagdo
F(D?u) =f(X) em By,
com [u| < 1/2 em By. Assuma que para qualquer matriz M € S(n), com F(M) =0, as solucoes de
F(D’h+ M) =0
satisfazem (6.2). Entdo, existe uma sequéncia de polindmios quadrdticos

1
pk(X) = ax + <bk,X> + E<ka, X>

onde
Po=8o-1= %<QX,X> F(Q) = ]i] f(Y)aY, com [|Q| <1, (6.5)
tal que
F(My) = f, f(Y)ay
supg |, [u—gil < p?* - (6.6)
ax — a1+ p* ok — br_1] + p2E DMy — My_q| < Cp2(k=1)
onde

B E 1/e<1

Demonstra¢do. A prova seré feita por indugdo em k. Para verificar o passo de indugao k = 0 é s6 observar

que (6.5) nos da que

onde

1 1
9o = ap + <bo,X> + E<MOX’ X> e 91 =0a_1+ <b_],X> + §<M_]X, X>.

Portanto,

lap — a1+ p° bo — b1+ p* "My — M_4] < Cp? @)

para qualquer que seja a constante C > 0. Além disso,

F(Mo) = F(Q) :7[ F(Y)dY,

B
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Agora, observe que

(X)) —pol < u(X)[+lpo(X)]

= OO+ 31 (MoX, X)

N

1
u(X)+ EHMollHXIIZ-

Portanto,
1 2
sup [u—gol < sup LX)+ sup [Mof[|X]
XGB‘,O XeB, X€EB
1 1
< -+ =M
< 55Vl
1 1
= §+2HQ||>

e como ||Q|| < 1, segue que

2.
sup [u — gol < p?°.
Bpo

Isso conclui o passo de inducdo k = 0. Agora suponha que o resultado valido para k e mostraremos para

k + 1. Para isso defina v: B; — R por

(u—9)(p*X)

v(X) = o7

Um célculo simples nos da que
D*v(X) = D*u(p*X) — D*px (p*X) = D*u(p*X) — M.

Assim,

F(D?v(X) + M) = F(D*u(p*X)) = f(p*X) =: fi(X),

no sentido da viscosidade. Agora observe que, como no Lema 3.1, sobre a hipétese pequenez de

Ifllemo(s,), podemos encontrar uma funcéo h, solugéo de

F(D?h + My) = ][ f(Y)dY = ¢ (6.7)
B
tal que
sup [h —v| <9, (6.8)
Bi,2

para um & > 0 a ser escolhido. Agora observe que a hipdtese de inducdo nos diz que
F(My) :][ f(Y)dY =c.
B4

Conforme vimos na Observacio 6.1 temos, em particular, que h & C?€ na origem. Portanto, existe um



C > 0 e um polinémio quadrético

p(X) =a+ (b, X) + %(AX, X)

tal que
Ih(X) — p(X)| < CIX|*T¢,

onde

Entdo, de (6.8) e (6.9) obtemos

sup [v(X) —p(X)| < sup W(X) —h(X)|+ sup [R(X)—p(X)|

XeBy XeB, X€eBy
< &5+ Cp?te.
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Sem perda de generalidade, podemos supor © > 20C, pois se nao for esse o caso, basta tomarmos um

® > O com essa propriedade, e passamos a considerar agora a constante ©, ji que essa ainda satisfaz

(6.2). Isso nos diz que C - % < 1, donde segue que

10 1
P L)
Cp o < 2p
Entéo escolhendo
1
5= =p?
20
obtemos
sup v(X) —p(X)| < &+ Cp? p©
By
1, 5 10
p— —_— C P —
Zp + Cp o)
T, 15
< PP
= pz_
Como
u(p*X) — pr(p*X)
WX) — p(X)| = ‘ 2o o
o u(pRX) — i (pRX) — pFFp(X)
= o2k )
segue que

1
2% “Sup u(p*X) — pr(p*X) — p**p(X)| = sup v(X) — p(X)| < p°.

P Bo

2

(6.10)

(6.11)
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Portanto,

Sup u(p*X) — pi(p*X) — p*Fp(X)| < p* (). (6.12)
€Bop

Pondo Z = p*X podemos escrever

sup  [u(Z) — i (Z) — p*p(p*Z)| < p* (1), (6.13)
ZEBpk+l

Entao, definindo
Pri1(X) = pi(X) + p*Fp(p*X)

temos

sup [u(X) — g1 (X)] < p2 ). (6.14)

B
k41

Para finalizar o passo de inducéo k + 1, observe que

pre1(X) = pr(X) + p*p(p*X)

<ak (b X) 4 2 (MyX, x>) ey <a (b p5X) + 2 (Al X, [pkx1>)

Nl = N
N

= [ ax+ (b, X) + 5 (MX, X) ) + kaa+pk<b,X)+1<AX,X>
( )+( )

(ax + p?*a) + (bx + p*b, X) + = ((My + A)X, X).

N =

Portanto,

a1 = ax + p?*a = ax + p?*h(0)
bry1 = by + p¥b = by + p*Vh(0) (- (6.15)
Migyr1 =My +A =My + Dzh(O)

A partir de (6.7) temos que
F(Mysq) = ][ f(Y)dY (6.16)
B

Observe também que

larer — arl + p® D oy — byl + 2= IM L — My |
= p* h(0)| + p**|Vh(0)] + p**[D?h(0)|

= ™ (Ih(0) +I7h(0)| + [D*h(0)]) .
Sendo h € C*¢€, a teoria classica de EDP nos da que

Ih(0)] + Vh(0)] + D*h(0)| < Co,
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para alguma constante Co > 0. Portanto,
a1 — awl + pF[brgr — bl + p?¥ My — My| < Cop?* = Cop? (1= (6.17)

Os resultados (6.14), (6.16) e (6.17) conclui o passo de indugéo k + 1. O

Agora, vamos reescrever e provar o Teorema 6.2.1.

Teorema 6.2.2. Sejo u € C°(B1) uma solucdo, no sentido da viscosidade, da equagio
F(D?u) =f(X) em Bj.
Assuma que para qualquer matriz M € S(n), com F(M) =0, as solucoes de
F(D’h+M) =0

satisfazem

Mllc2es,) <O P R g, ), (6.18)

para algum © > 0. Entdo, para uma constante C > 0, dependendo apenas de ©, € e pardmetros universais,

é assequrado que
w(X) — [(0) + (vu(0),X)]| < C {Jlullt= () + [fllemos,) } - XI*log X[ (6.19)

Demonstracdo. Primeiramente, defina v(X) = fu(X), onde

n
{:= .
2(m|[wlle ) + IfllBmo(By))

E facil ver que v satisfaz as hipéteses do Lema 6.1 o qual assegura a existéncia de um polinémio
1
pr(X) = ax + (b, X) + §<kay X),

tal que

sup [v — i < p?*.

ok

Além disso, a partir da teoria desenvolvida em [3] é conhecido que solugdes (no sentido da viscosidade)
de F(X,D?u) = f(X) sdo C:(’)‘é, para algum p, desde que a fungéo f € L9, para ¢ > n. Mas f € BMO(B,),

logo a partir da secdo 6.1 tem-se que f € L9 para todo q < co. Em particular, f € L9 com q > n e,
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portanto, localmente, existe o gradiente de v. Agora observemos que
W(X) =v(0) = (vv(0), X)| = V(X)—ax+ ax —v(0) — (b, X) + (bx, X) — (Vv(0), X)
1 1
- §<ka» X) + §<ka» X)|
1
= (X)) = px(X) + ax —v(0) + (bx — Vv(0), X) + §<MkX»X>\
1
< X)) = k(X v(0) — ax] + [{bi — Vv (0), X)[ + 5[(MiX, X))

1
< X)) = ek (X)[+ v(0) — ax| + [bx — vv(0)IIX] + §|<MkX, X)!.
onde estamos utilizando a desiguladade de Cauchy-Schwarz:
[{bre = vv(0), X)I < [[br — vv(0)[[[X]|.

Note que dado qualquer T € (0, p), podemos encontrar um j € N tal que p’*' < r < p. Isso nos diz que

B: C B, logo temos

sup v(X) = v(0) — (vv(0),X)| < sup V(X) —v(0) — (vv(0), X)|
< %up(IV(X) —95(X)[+ v(0) —

1
+ Iby = vVO)IIX] + 5 1(M;X, X))

sup ([v(X) — g;(X)]) + [v(0) — qj
1
+ by — vv(0)|sup X| + = sup [(M; X, X)|.
B 25

o o

Por outro lado, como

(0) —axl = (0) — pi(0)]
< sup v(x) — or(x)]
. gk

segue que ax — v(0). Ademais, tendo em vista (6.6) temos

lajra—qjl < lajra — ajra1l+1a50a-1 — ajra—2l +--- +lajp1 — q
< Cp2UtdT) 4 cp2(+d=2) .. 4 cp20)
< szi(]+...+pd*2+pd*] +-)
Cp?
= T,
Portanto, fazendo d — oo obtemos
Cp?
v(0) — ajl < 5 fp. (6.20)
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Analogamente, a partir de (6.6), temos

[bj+a —bjll < Ibjra —bjra—1ll + Ibjra—1 —bjra—2l +--- + [Ibj41 — b5l
< CptaTl Lot 44 Cp)
< ij(]+-~-+pd72+pd71+-~-)
_ Cp
=

Como by — vv(0), fazendo d — oo, obtemos

Cp’

Entdo, de (6.6), (6.20) e (6.21) temos

sup [v(X) —v(0) — (vv(0), X)| < sup(lv(X) — p;(X)[) + [v(0) — aj| + ||bj — vv(0)]] sup IX] + %SBUP [(M;X, X))

T o o o

IN

. R _ . 1 5.
o + Cp® + Col - o + 0% My,
onde C = &. Agora, observe que de (6.6) temos
IMj] < IMj — Ml + IMj—1 — M2+ -+ My =Ml < C+C+---+C=Cj. (6.22)

Além disso, observe também que logr < jlog p, dai, como log p < 0, obtemos que

j < logr.
log p

Assim, temos que

) 1.
sup [v(X) —v(0) — (vv(0),X)| < sz+2cpz]+§pz;.Cj
Br
1 2C 1 )
< (st C> jp?
(J i 2
< Cjp?
< CpY logr
- log p
C 26
< i+1)7
= pZlogp” et
C 2
< —| - T4 log T
B ( p?log p) :
< —Crllogr,
onde C = — PY: ﬁg 5 é a constante positiva agregada. O

Conforme fizemos nos capitulos anteriores, para verificar que o modulo de continuidade w(t) =
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—t?logt & 6timo, considere a funcao u da Observacao 4.3. Entdo, vimos que
Au =A,

onde f(X) = (—8log|X|n + & —2] —26 —n +2)|X|*~2. Portanto, f € BMO(B1) se 8 =2 (6 = 2 faz a

funcio |X|>~2 =1, logo f é essencialmente a funcio logaritmo, a qual ¢ BMO). Ou seja, o expoente & = 2

é otimo.

Observagao 6.2. Supondo [w(X) —w(Y)| < X —Y[2log|X — Y|~', podemos escrever u(X) — u(Y)| <
X —Y|'" X —Y|""*log X — Y|~". Na Observagio 4.4 vimos que a fungio g(t) =t'~*logt™" ¢ limitada
numa vizinhancga do zero, logo argumentando de maneira andloga a Observacao 4.4, concluimos que se u

¢ CHLog=Lip entgo ¢ CH para todo « < 1.
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