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RESUMO

O foco principal deste trabalho € o estudo da complexidade computacional de determinagdo de
alguns parametros de otimizagdo definidos no contexto de Convexidade em Grafos orientados e
nao orientados. Esta tese pode ser dividida em duas partes. A primeira corresponde ao estudo
de problemas de convexidade em grafos orientados. Observamos que estes problemas foram
pouco estudados na literatura. A maioria dos nossos resultados sdo relacionados a complexidade
computacional dos pardmetros nimero de intervalo e nimero de envoltdria para classes de
grafos orientados, em trés convexidades: convexidade geodésica, convexidade de caminhos
de comprimento dois e convexidade de caminhos minimos de comprimento dois. Mostramos
resultados que exibem a dificuldade de determinacdo destes parametros mesmo quando o grafo
subjacente do grafo orientado dado est4 restrito a subclasses particulares como, por exemplo,
de grafos split, bipartidos, cordais bipartidos. Do lado positivo, demonstramos para estes dois
parametros, na convexidade de caminhos de comprimento dois e de caminhos minimos de
comprimento dois, a existéncia de algoritmos em tempo ctibico para determind-los quando a
entrada € um grafo orientado com largura em clique limitada, obtido pela aplicacdo do Teorema
de Courcelle. Apresentamos também alguns limitantes superiores para estes parametros com
relacdo ao numero de vértices do grafo orientado dado. Na segunda parte desta tese, estudamos
a convexidade de ciclos em grafos ndo orientados. Esta convexidade foi definida recentemente e
tem motivacdo na Teoria de N6s. Os parametros que trabalhamos foram o ndmero de convexidade
e tempo de percolagdo. Mostramos que o problema de determinar o nimero de convexidade
é NP-dificil e W[1]-dificil, quando parametrizado pelo tamanho da solugdo. Por fim, na busca
por uma dicotomia relativa ao tempo de percolagdo de um grafo, primeiro mostramos que
determinar se o tempo de percolacdo em um grafo é pelo menos dois pode ser calculado em
tempo polinomial. Por outro lado, provamos determinar se o tempo de percolacdo € pelo menos

nove € NP-completo.

Palavras-chave: convexidade em grafos; grafos orientados; nimero de intervalo; nimero de

envoltoria; convexidade de ciclos; tempo de percolagdo.



ABSTRACT

The main focus of this work is the study of the computational complexity of determining
some optimization parameters defined in the context of Convexity in directed and undirected
Graphs. This thesis can be divided into two parts. The first part corresponds to the study of
convexity problems in directed graphs. We observed that these problems have been little studied
in the literature. Most of our results are related to the computational complexity of the interval
number and hull number parameters for classes of directed graphs, in three convexities: geodesic
convexity, two path convexity, and minimum two path convexity. We show results that exhibit the
difficulty of determining these parameters even when the underlying graph of the given directed
graph is restricted to particular subclasses such as split graphs, bipartite graphs, and chordal
bipartite graphs. On the positive side, two path convexity and minimum two path convexity,
the existence of cubic-time algorithms to determine them when the input is a directed graph
with bounded clique-width, obtained by applying Courcelle’s Theorem. We also present some
upper bounds for these parameters concerning the number of vertices of the given directed graph.
In the second part of this thesis, we study the convexity of cycles in undirected graphs. This
convexity was recently defined and is motivated by Knot Theory. The parameters we worked
on were the convexity number and percolation time. We show that the problem of determining
the convexity number is NP-complete and W|1]-hard parameterized by the size of the solution.
Finally, in the search for a dichotomy regarding the percolation time of a graph, we first show
that determining whether the percolation time in a graph is at least two can be computed in
polynomial time. On the other hand, we prove that determining whether the percolation time is

at least nine is NP-complete.

Keywords: graph convexity; oriented graphs; interval number; hull number; cycle convexity;

percolation time.
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1 INTRODUCAO

A partir da década de 1970, as no¢des de convexidade foram trazidas para o contexto
da teoria de grafos, motivando pesquisadores a estudar esse tema (Erdds, 1972; Farber; Jamison,
1986; Duchet, 1988). Neste trabalho, investigamos parametros de convexidades em grafos
orientados e ndo orientados.

Os problemas relativos a convexidade em grafos podem modelar diversas aplicagdes
praticas que vao desde o processo de contaminac¢ao de doencas infecciosas (Miller, 2009) a
difusdo de informagdes em redes sociais (Dreyer; Roberts, 2009).

Apresentamos a seguir os conceitos basicos da geometria convexa, como visto em
(Araujo et al., 2023). Para um aprofundamento sobre o assunto, recomenda-se a leitura de (Vel,
1993). Para um dado d > 1 inteiro e sendo R? o espaco euclidiano d-dimensional, um conjunto
S C R? ¢ dito convexo se, dados quaisquer dois pontos distintos de S, o conjunto S contém o
segmento que une estes pontos, vide Figura 1 para um exemplo em R?. Ressaltamos que este

conceito pode ser estendido para outros espagos, diferentes do euclidiano (Gruber; Wills, 1993).

Figura 1 — Exemplo de um poligono nao convexo A e um poligono convexo B

A B

Fonte: elaborado pelo autor.

Observamos que propriedades de conjuntos convexos em espagos euclidianos sdao
utilizadas para definirmos convexidades abstratas em outras topologias. Veja (Vel, 1993) e
(Pelayo, 2013). Seja V um conjunto nao vazio. Definimos uma convexidade % sobre V como
uma familia de subconjuntos de V' tal que:
1) 0,V ev,
2) SeC;,C, e ¥, entaoCiNCr, €C
3) Se A C € e A é totalmente ordenada pela relagdo de inclusdo, entdo | JZ € €.
A propriedade 3) é chamada unido aninhada. Veja que esta propriedade pode ser
descartada quando consideramos V finito. Se C € €, dizemos entdo que C é convexo. A definicio

acima é bem abrangente. Como observado em (Araujo et al., 2023), dado o conjunto V = {0, 1},
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podemos encontrar as seguintes convexidades C; = {0,V}, C, ={0,{0},V}, C3 ={0,{1},V}
e C4 = {0,{0},{1},V}. Veja que cada uma destas familias satisfaz a defini¢do de convexidade
sobre V.
Por outro lado, nem toda familia constitui uma convexidade. Por exemplo, a familia
F ={0,{1,2},{1,3},V} ndo é uma convexidade sobre V = {1,2,3}, pois a intersecdo de {1,2}
e {1,3} ndo pertence a .Z#.
Vamos definir a envoltdria convexa de maneira abstrata. Seja 4 uma convexidade
sobre um conjunto V finito e ndo vazio. A envoltéria convexa de S C V na convexidade € € o
conjunto convexo minimo He (S) contendo S. Veja que o Hy(S) tem as seguintes propriedades
paratodo S,8' CV:
i) S C Hy(S) (extensividade);
ii) se S C 5, entdo Hy (S) C Hy (S) (monotonicidade);
iii) Hy (@) = 0 (normalizagdo);
iv) Hy (Hy(S)) = Hy(S) (idempoténcia).
Estas propriedades definem Hy (S) como um operador fecho.
Se S CV € convexo em %, onde € é uma familia de subconjuntos de V, dizemos que
x € S é um vértice extremo de S, em %, se x ¢ Hy(S'\ {x}). Denotamos por Exty(S) o conjunto
de pontos extremos de S.
Dizemos que I: 2V — 2V é uma funcdo de intervalo sobre V se para todo S,5" C V,
vale:
a) S CI(S) (extensividade);
b) se S C 5, entdo I(S) C I(S') (monotonicidade);
¢) I(0) = 0 (normalizagdo).
Esta defini¢do de funcdo de intervalo generaliza a defini¢cao de func¢do de intervalo
mostrada em (Calder, 1971). Dizemos que uma func¢do de intervalo I sobre V induz a familia de
conjuntos S C V tais que I(S) = S. Quando S C V atende a condi¢go de I(S) = S, dizemos que S

€ um ponto fixo da funcao I.

Proposicao 1.0.1 ((Calder, 1971; Vel, 1993)). Dado um conjunto finito V e uma funcdo de
intervalo I sobre V, a familia € de subconjuntos de V formada pelos pontos fixos de I é uma

convexidade.

A proposi¢do anterior indica que toda funcao de intervalo induz uma tnica convexi-

dade. No entanto, uma convexidade pode ser induzida por uma ou mais fun¢des de intervalo.
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Observe que a envoltdria convexa é um exemplo de uma funcao de intervalo.

Seja G um grafo (orientado), onde V(G) sdo seus vértices e seja ¢’ uma convexidade
sobre V(G), ou seja, € tem subconjuntos de vértices de G como elementos, definidos a partir
dos pontos fixos de uma dada fungdo de intervalo. Tal convexidade & € dita convexidade (de
intervalo) em grafos (orientados). Observe que podemos encontrar a envoltdria de S através da
fun¢do de intervalo. Defina, para qualquer natural ke S C V(G):

1¢(s) = I(T*1(S)) ,sek>1;
S ,sek=0.
Note que H(S) = I¥(S), para algum k < n = |V(G)|. Desse modo, para obter a envoltéria
de S, podemos utilizar iteradamente a fun¢do de intervalo. Para k > 1, enquanto houver vértice
v € I5(S) \ IF-1(S), saberemos que I* ! (S) ainda ndo é convexo, entio adicionamos v ao conjunto
de envoltdria de S e dizemos que o vértice v em questao € infectado (ou contaminado ou gerado)
no passo k.

Sendo S um conjunto de envoltdria de G com cardinalidade minima, denominamos
por niimero de envoltdria tal cardinalidade, denotando-a por hn(G) (do inglés “hull number”).
Um subconjunto de vértices S € dito conjunto de intervalo, se 1(S) = V(G). De maneira andloga,
definimos o niimero de intervalo de G, denotado por in(G), como a cardinalidade de um conjunto
de intervalo minimo de G.

As convexidades em grafos mais estudadas sdo convexidades de intervalo cujas
funcoes de intervalo sdo definidas a partir de um conjunto de caminhos P. Neste caso, um
conjunto C é convexo quando contém todos os vértices pertencentes aos caminhos de P cujos
vértices extremos estdo também em C. Deixamos como referéncia o livro (Araujo et al., 2023),

texto em portugués que se aprofunda sobre convexidade em grafos.

1.1 Convexidade geodésica

A convexidade geodésica (Harary, 1981; Pelayo, 2013) € definida quando traba-
lhamos sobre o conjunto P formado por todos os caminhos minimos em um grafo G. Nesta
convexidade, para um par de vértices distintos u,v € V(G), definimos a func¢do de intervalo na
convexidade geodésica como Iy, assim I ({u,v}) contém todos os vértices de G que pertencem a
algum caminho minimo cujas extremidades sdo u e v. Um subconjunto C C V(G) ser4 portanto

(geodesicamente) convexo se, para quaisquer u,v € C distintos, temos que todos os vértices em
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caminhos minimos de # a v também pertencem a C. Para um grafo G, a convexidade entdo ¢
formada pelo par ordenado (V(G), %), onde % é a familia que contém todos os conjuntos (geo-
desicamente) convexos de G. Vamos ilustrar o conceito de funcao de intervalo na convexidade
geodésica a partir do grafo G na Figura 2.

Figura 2 — Um grafo G

V4 Us

‘ . . Ve

Ug v7

Fonte: elaborado pelo autor.

Temos um tnico caminho minimo entre v; e v4, formado por (vi,va,v3,ve,Vs).
Logo, Iy ({vi,va}) = {vi,v2,v3,v4,V6}. Observe que devemos considerar todos os caminhos
minimos. Veja que {vs,v7,vg} Z Is({vi,v4}), entdo o subconjunto {vi,v4} ndo é um conjunto de
intervalo. Além disso, note que Io*({v1,v4}) = Is(v1,v4) €, portanto, Iy({v1,v4}) é um conjunto
convexo. Pode-se argumentar que este é o conjunto convexo minimo que contém {v;,v4} e, por
conseguinte, na convexidade geodésica H({vi,v4}) =1I(vi,v4) C V(G). Consequentemente,
{v1,v4} também nao é um conjunto de envoltéria do grafo representado na Figura 2.

A fungdo de intervalo ?g({u, v}) para um par de vértices distintos u,v € V(G) de
um grafo orientado G, retorna o subconjunto que contém todos os vértices em caminhos minimos
orientados de u para v e também todos os vértices em caminhos minimos orientados de v para u.
As demais definicdes sao andlogas.

Discriminaremos a convexidade sobre um grafo G nos parametros nimero de en-
voltéria e numero de intervalo, através de um subindice adequado. Denotamos o nimero de
intervalo e o nimero de envoltdria, respectivamente, para a convexidade geodésica em grafos
ndo orientados como hng(G) e ing(G). Analogamente, quando G for um grafo orientado, es-
creveremos o numero de envoltdria e nimero de intervalo, respectivamente, na convexidade
geodésica como l’?lg(G) e gg(G).

Vamos utilizar o grafo orientado D da Figura 3 para exemplificar o calculo do nimero
de intervalo e do numero de envoltéria na convexidade geodésica em grafos orientados. Note

que ndo ha nenhum caminho minimo orientado em que os vértices vy, v4 € vg sdo vértices
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internos de caminhos com extremidades em V(D) \ {v{,v4,vs}. O mesmo argumento se aplica
a vs e v7 ja que estes vértices podem ser vértices internos de algum caminho orientado P entre
dois outros vértices de D, porém tal caminho P ndo pode ser minimo pela existéncia dos arcos
(v4,v6) € (vg,vg). Portanto, veja que precisamos selecionar os vértices vy, vy, vs, V7 € vg para
pertencerem a qualquer conjunto de intervalo e qualquer conjunto de envoltéria de D. Observe
que _I>g({v1 ,V4,vs,v7,v8}) = V(D). Obtemos assim um conjunto de envoltéria e um conjunto

— —
de intervalo minimo. Logo, concluimos que ing(D) = hng(D) = 5.

Figura 3 — Um grafo orientado D

V4 Us

Ve

Vs v7

Fonte: elaborado pelo autor.

Observe que o grafo simples ndo orientado G da Figura 2 possui vdrias possiveis
orientacdes de suas arestas, sendo um exemplo a orientacdo representada na Figura 3. Devemos
notar que as convexidades g e ? se diferem em consequéncia da orienta¢do dada as arestas. De
fato, como visto, lembre que Iy ({vi,va}) = {v1,v2,V3,v4, v} com respeito ao grafo ndo orientado
representado na Figura 2. Por outro lado, aplicando a fun¢do de intervalo na convexidade
geodésica orientada no grafo orientado da Figura 3, obteremos ?g( {vi,va4}) = {vi,v4}.

Tendo em vista as diferengas entre o caso orientado e o nao orientado, o parametro
niimero de envoltéria orientado superior hn™ (G) é definido por (Chartrand et al., 2003b).
Representa o valor mdximo de E(D) dentre todas as orientacdes possiveis D de um grafo
simples G. Podemos concluir que hnt(G) = n(G) se, e somente se, houver uma orientagdo D
de G tal que todo o conjunto V(D) \ {v} seja convexo, ou seja, v € V(D) é extremo. Os autores
também definem o niimero de envoltdria orientado inferior hn™ (G), como o valor minimo
de }E(D) entre todas as orientacdes possiveis D de um grafo simples G. Assim, os nimeros
de intervalo orientador inferior e superior (respectivamente, in~ (G) e in*(G)), sdo definidos
analogamente (Chartrand; Zhang, 2000). Note que as definicdes destes parametros foram

dadas na convexidade geodésica, mas os conceitos podem ser aplicados as outras convexidades
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encontradas neste texto, respeitando a definicdo da respectiva convexidade.

1.2 Convexidade de caminhos de comprimento dois

Quando o conjunto P é formado por todos os caminhos de comprimento dois, €
definida a convexidade l?; Tal convexidade foi estudada primeiramente em (Erdds, 1972), para
o caso orientado, mas a maior parte dos trabalhos na literatura foca no caso nao orientado.
A formacao da envoltéria de um conjunto na convexidade P3 também € denominada como
percolacdo de 2-vizinhos (Chalupa et al., 1979) ou processo limiar 2-irreversivel (Dreyer;
Roberts, 2009).

Em grafos orientados, a funcdo de intervalo ?p3 na convexidade 17§ aplicada a um
par de vértices distintos u e v retorna todos os vértices em caminhos orientados de u para v e
também em caminhos orientados de v para u, contendo exatamente trés vértices, incluindo u e v.

Quando formos nos referir aos parametros nesta convexidade, o nimero de envoltdria
e o nimero de intervalo na convexidade P3 serdo denotados por hnp, (G) e inp, (G), respectiva-
mente. Ja para grafos orientados, a convexidade serd denotada por 1?3>, € 0S parimetros serao
denotados por }Ylm (G)e EI>P3 (G).

Vamos revisitar o exemplo apresentado na Figura 3 para exemplificar o cdlculo do
numero de intervalo e do nimero de envoltéria na convexidade 1?3> Veja que todo conjunto
de intervalo S deve conter o subconjunto de vértices {vi,v4,vs}, jd que eles ndo sdo vértices
internos de caminhos orientados com comprimento dois, uma vez que tem grau de entrada igual
a zero ou tem grau de saida igual a zero. Defina S = {vy,v,,v4,v6,vg}. Veja que T)pS (S) =
V (D), pois cada vértice em V(D) \ S é um vértice interno de um caminho de comprimento
dois com extremidades em vértices de S. Vamos provar que S € um conjunto de intervalo
de cardinalidade minima, ou seja, ;1>p3 (D) = 5. Por contradi¢do, suponha que existe um
conjunto de intervalo S’ C V(D) com |§'| < 4. Como argumentamos {vi,v4,vg} C ', logo
existe apenas um vértice v € 8’ N {v,,v3,vs,vg,v7}. Primeiramente, se v = v,, logo S’ ndo forma
caminhos de comprimento dois com extremidades em S’, entdo ?p3 (8")=S". Se v=v3, assim
T)p3 (8") =S"U{v,}. Analogamente, se v=vs ou v = v7 entdo _I>p3 (8" =8"U{ve}. Casov =g,
temos que Ip, (S') = {v1,v4,vs,v6,v7,v8} # V(D). Analisando cada um dos casos, vemos que
?p3 (8") # V (D), portanto S’ ndo é um conjunto de intervalo.

Vamos agora considerar o nimero de envoltéria. Novamente devemos selecionar

%
os vértices extremos {v,v4,vg}. Note que I'p,({vi,v4,v8}) = {vi,v4,v6,v8}. Jd no segundo
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passo, note que ?p32({\1] ,va,vg}) = {v1,v4,V8,V6,Vs,v7}, j4 que contaminamos os vértices vs
e v7 gracas aos vértices v4, vg € vg. Perceba que este conjunto € convexo. Portanto, estes trés
vértices vy, v4 € vg devem pertencer a qualquer conjunto de envoltéria, mas ndo formam um.
Portanto, é necessdrio e suficiente selecionar um vértice dentre {v,,v3} para formar um conjunto

. : —~ . ~ =
de envoltéria na convexidade P3 de D. Concluimos entdo que hnp, (D) = 4.

1.3 Convexidade de caminhos minimos de comprimento dois

Quando o conjunto de caminhos P é formado por caminhos induzidos de compri-
mento dois, temos a convexidade P; (Araujo et al., 2018). Note que, neste caso, para que
w e IP;({u,v}), ¢ necessdrio que haja um caminho P = (u,w,v) em G e que u e v ndo sejam
adjacentes. NOs definimos a convexidade IT;} (Araujo et al., 2023), quando P é formado por todos
os caminhos orientados minimos de comprimento dois num grafo orientado D. Ou seja, neste
caso para que w € T)P; ({u,v}), é necessdrio que haja um caminho orientado P = (u,w,v) em
D e que néo haja o arco (u,v) ou que exista um caminho P’ = (v,w,u) em D e que ndo exista o
arco (v,u) em D. Observe que para o caso de existéncia do caminho P = (u,w,v), pode haver
o arco (v,u) ou simplesmente ndo existir arco entre u e v. Analogamente, pode-se deduzir o
mesmo para o caso de existéncia do caminho orientado P’ = (v,w,u).

Esta € a diferenca entre as convexidades l?; e l;g Com relacdo ao numero de
envoltdria e o nimero de intervalo na convexidade P; em grafos (ndo orientados) os denotaremos,

. — P . o .
respectivamente, por hny: (G) e in P (G). Para a convexidade P; em grafos orientados os
denotamos como ﬁlpz (G)e inP; (G).

Inicialmente, vamos determinar o conjunto de intervalo minimo no grafo da Figura 3
na convexidade 1;;? Devemos selecionar os vértices {vy,v4,vg}, ja que eles ndo sdo vértices
internos de caminhos orientados com exatamente 3 vértices. Observe que em consequéncia de
Vs € V7 serem Vvértices transitivos, ou seja, ha um arco partindo de cada vizinho de entrada, para
cada vizinho de saida destes, estes dois vértices devem pertencer a todo conjunto de intervalo
na convexidade l?i, assim como ocorre no caso da convexidade geodésica. Veja que o conjunto
{v1,v4,vs,v7,vg} contamina o vértice vg, tendo em vista que ele é um vértice interno de um
caminho minimo, de comprimento 2, entre v4 € vg. Por fim, para contaminarmos todo o grafo,
basta selecionarmos um dentre os vértices v, ou v3. Portanto, temos um conjunto de intervalo, por
exemplo, {vi,v4,vs,v7,v8,v2 }. Vejamos que este é um conjunto de intervalo de tamanho minimo.

Suponha, por absurdo que temos um conjunto de intervalo com no méximo cinco vértices. Este
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conjunto com cinco vértices obrigatoriamente deve ser formado por {v,v4,vs,v7,v8}, 0 que
acarreta na nio contaminaco dos vértices v, e v3. Logo, concluimos que {vi,v2,v4,vs,v7,v8} é
um conjunto de intervalo de tamanho minimo, e temos $P§ (D) =6.

Vamos agora determinar o nimero de envoltéria na convexidade 1;3% Pelo mesmo
argumento dado no pardgrafo anterior, devemos selecionar os vértices {vy,v4,vs,v7,vg}. Assim
?P;({VI,V4,V5,V7,V8}) = {v1,v4,Vs,v7,V8,V6}. Veja que o conjunto {v,v4,vs,v7,v8,v6} € con-
vexo. Portanto, é necessdrio e suficiente selecionar um vértice dentre {v,,v3} para formar um

. . . = ~ . —
conjunto de envoltéria na convexidade P3 de D. Podemos entdo concluir que th§ (D) =6.

1.4 Convexidade de Ciclos

Esta tese traz contribui¢cdes com relagdo a outros parametros e uma convexidade em
grafos ndo orientados. A convexidade de ciclos foi definida em (Araujo et al., 2018), motivados
por aplicagdes em teoria de nés (Araujo et al., 2020). Nesta convexidade, dado um grafo G e um
subconjunto de vértices S C V(G), dizemos que um vértice v ¢ S pertence a imagem da fungio
de intervalo na convexidade de ciclos, definida como L, se v pertence a um ciclo em G[SU {v}].

Os artigos (Araujo et al., 2018) e (Araujo et al., 2024) apresentam resultados,
respectivamente, para o nimero de intervalo e o nimero de envoltdria na convexidade de ciclos.
Nesta tese consideramos outros parametros, contudo, estreitamente relacionados.

O niimero de convexidade (Chartrand et al., 2002) é definido como o tamanho
do maior subconjunto convexo proprio de um grafo G. Escrevemos cn para representar este
pardmetro. Na Figura 2, veja que V \ {v;} é um conjunto convexo préprio maximo de G na
convexidade de ciclos. J4 o tempo de percolagdo, como visto em (Benevides; Przykucki, 2013)
para a convexidade P3, é o tempo maximo k > 1 onde existe S C V(G), tal que I¥(S) = V(G) e
1¥(S) \ I*"1(S) # 0. Em outras palavras, o tempo de percolagio é o maior tempo de infecciio
dentre todos os conjuntos de envoltdria. Escrevemos pt para representar parametro tempo de
percolacdo. Para o grafo G na Figura 2, se tomarmos S = {v,v2,v3,v4,vs,v7}, temos que
I..(S) = SU{vg}, enquanto que I2.(S) = V(G). O tempo de percolagio de G é ao menos 2.
Suponha, por contradi¢@o, que existe um subconjunto S’ com tempo de percolacdo 3. Note que
{vi,v2,v3} C 8 ja que os vértices deste conjunto ndo estdo em nenhum ciclo do grafo. Pode-se
verificar que no subgrafo induzido por {v4,vs,ve,v7,v8}, ocorre S N {v4,vs,ve,v7,v8}H > 3.
Lembre que S’ é um conjunto de envoltéria na convexidade de ciclos. Se S’ N {v4,vs,v6,v7,V8} 2

{v4,v6,vg}, entdo I..(S") = V(G). Caso ' N {v4,vs,ve,v7,v8} D {v4,v7,v5}, temos I..2(S') =
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V(G). Analisando os outros possiveis casos, concluimos que S’ tem tempo de percolagdo no

maximo 2. Contradizendo a hipétese.

1.5 Nossas contribuicoes e organizacao do texto

O Capitulo 2 apresenta os fundamentos para o entendimento da tese. Dedicamos
o Capitulo 3 a apresentacao dos resultados referentes ao trabalho apresentado no XII Latin-
American Algorithms, Graphs and Optimization Symposium (LAGOS 2023), pode ser vista
em (Araujo et al., 2023). A versdao completa (Araujo et al., 2024) do trabalho foi submetido a
Discrete Applied Mathematics feito em coautoria com os orientadores desta tese e L. Penso.

Para um grafo orientado fortemente conexo D, provamos que o nimero de envoltdria
};)lg (D) < |A(D)| —|V(D)|+2 e que existe um grafo orientado forte que tem l’;)lg (D) =|A(D)|—
|V(D)|. Determinamos valores exatos para o nimero de envoltdria na convexidade geodésica
e na convexidade 1;;) para torneios. Estas férmulas mostram que existe um algoritmo com
tempo polinomial para estes pardmetros em torneios. Apresentamos uma prova mais curta para
1;)11:3 (T) <2 quando T é um torneio, este problema ja havia sido demonstrado em (Haglin; Wolf,
1996). Usamos este resultado para deduzir que ﬁlp3 (D) pode ser calculado em tempo polinomial,
mesmo que o grafo subjacente seja cobipartido ou split.

Além disso, provamos resultados sobre a complexidade computacional destes pro-
blemas nas convexidades ?, l?; e }?;} Fornecemos uma demonstracao de que dados um grafo
orientado D e um inteiro positivo k como entrada, caso decidir se Hg(D) <kouse f;)lg (D) <k
for um problema da classe NP-dificil ou W[i]-dificil parametrizado em k, para algum i € Z* ,
entdo vale o mesmo sob a hipdtese adicional do grafo subjacente de D ser bipartido. Provamos
que decidir se l’?lp3 (D) < k é W]2]-dificil parametrizado em k mesmo se o grafo D é aciclico e
seu grafo subjacente € bipartido. Mostramos que };)lg (D) < k é W[2]-dificil parametrizado em k
mesmo quando D € aciclico. Em seguida, provamos que decidir se El>p3 (D) < k parametrizado
em k é NP-completo, mesmo se D ndo tem ciclos orientados e seu grafo subjacente € bipartido
cordal. Por fim, mostramos que decidir se El)la (D) <ke Eip; (D) < k é W|2]-dificil parametri-
zado em k, mesmo que o grafo orientado D seja split. No final deste capitulo provamos que o
numero de intervalo e o nimero de envoltéria podem ser calculados em tempo polinomial para
grafos com largura em clique limitada usando o Teorema de Courcelle.

No Capitulo 4, apresentamos contribuicdes obtidas em coautoria com os orientadores

e T. Marcilon. O pardmetro in~ (G) é o niimero de intervalo minimo, numa dada convexidade,
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dentre todas as orientagdes possiveis das arestas de um grafo ndo orientado G. Primeiramente,
provamos que inp (G) = inp,(G). Com relagdo a limitantes, provamos que para um grafo
nao orientado G com subconjunto de vértices com grau 1 definido como V; e com n vértices,
vale inp,(G) < |Vi|+ {ww . Mostramos que para um grafo orientado D com n vértices
e com conjunto de vértices extremos Ext(D) na convexidade correspondente, vale $p3 (D) <
[w-‘ + [Ext(D)| e gl’: (D) < {w-‘ + [Ext(D)|. Seja D = (K,S) um grafo
split orientado, onde K é um forneio, S € um conjunto independente e Ext(D) o conjunto
de vértices extremos de D na convexidade correspondente, mostramos que vale o limitante
17113; (D) < ﬁpg (DIK]) 4+ | Ext(D) N S|. Provamos ainda que um conjunto de intervalo minimo
na convexidade IT; em um torneio T com 7 vértices pode ser encontrado em tempo €' (n'°2").
Além disso, demonstramos que decidir se E)P: (T) < k &€ W[2]-dificil parametrizado em k.

Abaixo indicamos os resultados de complexidade provados para os pardmetros nu-
mero de intervalo e nimero de envoltdria nas convexidades geodésica, 173) e l;;} Complementamos
o estudo apresentado em (Araujo; Arraes, 2021) do ponto de vista computacional de determina-
¢ao dos parametros nimero de intervalo e nimero de envoltéria quando o grafo subjacente do
grafo orientado dado como entrada € bipartido, cobipartido ou split. A Tabela 1 faz um resumo
dos resultados de complexidade que demonstramos para o ndmero de intervalo e nimero de
envoltdria nas convexidades geodésica, 1?; e }j;Z Ressaltamos que na tabela temos resultados
provados por (Haglin; Wolf, 1996) e (Araujo; Arraes, 2021).

No Capitulo 5, apresentamos resultados de trabalho em coautoria com T. Marcilon e
C. V. G. Lima submetido a Discrete Applied Mathematics e pode ser encontrado em (Lima et
al., 2024). Provamos que decidir se cn..(G) > k é NP-completo e W[1]-dificil parametrizado
em k. Se G é um cacto, mostramos que seu tempo de percolago pt,.(G) pode ser calculado em
tempo polinomial. Demonstramos que podemos determinar em tempo cubico se um conjunto de
envoltéria S de um grafo G tem I..(S) # V(G) ou que tal conjunto ndo existe, o que implica em
um algoritmo polinomial para decidir se pt..(G) > 2. Por fim, provamos que decidir se o tempo
de percolacdao de um grafo ndo orientado G é pelo menos k, com k > 9 fixo, € NP-completo.

Resumimos nossos resultados na convexidade de ciclos para grafos nio orientados na Tabela 2.
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Tabela 1 — Resumo dos resultados de complexidade de acordo com as classes de grafo estudadas

. P 1
nas convexidades geodésica, P3 e P,

Classe Parametros [ Complexidade
Torneios hitg, Er’:p;, (h_)nm (Haglin; Wolf, 1996)) P
'Tn',,; W(2|-dificil em k
Aciclico ﬁg W|2]-diffcil em k
Aciclico com subjacente bipartido (ﬁzg < k (Araujo; Arraes, 2021)) NP-completo
(i_r:g, ﬁl}p] , i_n’l.; < k (Araujo; Arraes, 2021)) W|2]-dificil em k
'Hﬁp,,ﬁﬁ,,; <k W(2|-dificil em k
Subjacente bipartido cordal i_]':|’], in 1': <k NP-completo
Subjacente splitl (G:g < k (Araujo; Arraes, 2021)) W|2]-dificil em k
inp,, in v <k W(2|-dificil em k
hnp, P
Subjacente cobipartido (inn)g, i_r;P; < k (Araujo; Arraes, 2021)) W(2|-dificil em k
hnp, P
Grafos orientados em geral inp,, E’,,-‘ ,Fﬁp‘,ﬁ,,; FPT pela largura em clique k.

Fonte: elaborado pelo autor.

Tabela 2 — Resultados de complexidade em grafos ndo orientados na convexidade de ciclo

Classe | Parametros | Complexidade
Grafos nio orientados enge NP-completo e W([1]-dificil em k
pt..=>2 P
pt..>9 NP-completo
Cactos pt.. P

Fonte: elaborado pelo autor.
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2 CONCEITOS BASICOS

2.1 Nocoes gerais e notagoes

Inicialmente, vamos apresentar conceitos basicos para uma boa leitura do nosso
trabalho. Um grafo G = (V, E) é formado por um conjunto de vértices V, um conjunto de arestas
E e uma fun¢do que associa a cada aresta um par ndo ordenado de vértices ndo necessariamente
distintos. Esta funcdo, denotada por ¢, é chamada de funcdo de incidéncia. Sejam u,v €V e
e € E tais que a fungdo ¢(e) associa a e o par u,v. Dizemos que a aresta e tem u e v como suas
extremidades. Além disso, dizemos que e incide em u e v e que u e v sao adjacentes.

Se G € um grafo e existe uma aresta e cujas extremidades sdo ambas um mesmo
vértice, entdo e é um laco. Quando o grafo possui arestas distintas com as mesmas extremidades,
dizemos que possui arestas miiltiplas. Um grafo € dito multigrafo se tem arestas multiplas e
simples quando ndo tem lacos nem arestas multiplas. Para um exemplo, veja a Figura 4.

Neste texto, todos os grafos estudados sdo simples, a menos que explicitamente seja
dito o contrério. Portanto, usamos a notag@o usual de e = uv para indicar que as extremidades da
aresta e s@o u e v e ndo nos referiremos a funcao de incidéncia ¢. Além disso, as definicdes a
seguir também sdo simplificadas, tendo em vista que os grafos estudados sdao simples.

Para cada v € V(G), definimos Ng(v) = {x € V(G) | vx € E(G)} como a vizinhan¢a
do vértice v. Neste contexto, definimos o grau de um vértice v € V(G), dg(v) ou d(v), como
o nimero de incidéncias de arestas em v. Escrevemos 0 (G) para representar o grau minimo e

A(G) o grau maximo dentre todos os vértices de G. Quando 6(G) = A(G) dizemos que o grafo

Figura 4 — Exemplo de um grafo simples

Vg

Fonte: elaborado pelo autor.
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G € regular.

Dizemos que G e H sdo isomorfos, se existe uma fungio f : V(G) — V(H), tal que
uv € E(G) se, e somente se, f(u)f(v) € E(H). Quando isto ocorre, f é um isomorfismo. Uma
classe de isomorfismo de grafos é uma classe de equivaléncia sob a relacdo de isomorfismo.
Assim sendo, a no¢do informal de grafos ndo rotulados se refere a grafos que representam
suas classes de equivaléncia da relagdo de isomorfismo. Neste texto, como de costume na drea
de Teoria dos Grafos, os rétulos de vértices e arestas ndo sao relevantes e, portanto, todas as
definicdes e resultados, neste trabalho se aplicam a grafos nao rotulados.

Um digrafo D é também uma tripla formada por um conjunto de vértices V (D),
um conjunto de arcos A(D) e uma fung@o que associa a cada arco de D um par ordenado de
vértices (ndo necessariamente distintos). Seja a € A(D) tal que a = (x,y), onde a é o arco que
tem inicio em x e segue para y. Dizemos que x é chamado de cauda e y é chamado de cabeca
de a. Sendo x,y € V(D) vértices de um digrafo, quando nfo existir perigo de ambiguidade,
escrevemos (x,y) € A(D) indicando que existe um arco partindo de x e indo em direcdo a y.

Analogamente a defini¢do para um grafo, definimos um /aco em um digrafo. A nog¢do
de arestas multiplas tem também sua versao equivalente no contexto de grafos direcionados.
Dois arcos a; = (x1,y1) € ap = (x2,y2) s@o ditos arcos miiltiplos em D se x; = xp e y| = Y.
Além disso, dado um vértice v € V (D), definimos como d}, (v) como grau de entrada de v em
D, que € a quantidade de arcos que tem v como cabeca. De modo andlogo, dg(v) é o grau
de saida de v em D que corresponde a quantidade de arcos que tem v como cauda. Define-se
também a vizinhanga de saida de v em D como N (v) = {y € V(G) | Ja € A(D)(¢(a) = (v,y)}.
A vizinhanga de entrada Ny, (v) é definida analogamente.

Definimos um grafo orientado D como um digrafo obtido da orientacao de um grafo
simples G, ou seja, convertendo cada aresta de G em um arco com mesmas extremidades. Note
que D n@o possui lagos e nem arcos mdltiplos, tampouco arcos (u,v) e (v,u), simultaneamente,
para dois vértices distintos u,v € V(G).

Seja D um digrafo e v € V(D) um vértice de D. Se v tem grau de entrada igual a zero,
denominamos v como fonte. Se v possui grau de saida igual a zero, dizemos que v € um sumidouro.
Finalmente, v é dito transitivo se, para quaisquer u,w € V(D) tais que (u,v), (v,w) € A(D), entdo
existe o arco (u,w).

Um torneio € a orientacao de um grafo completo. Dado um digrafo D, seu grafo

subjacente G é o grafo ndo orientado obtido a partir de D desconsiderando a orienta¢do dos
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arcos, ou seja, tem o mesmo conjunto de vértices e exatamente uma aresta para cada arco de D
com as mesmas extremidades. Veja que o digrafo D € uma orientacdo do grafo ndo orientado G.
Um exemplo € apresentado na Figura 5.

Figura 5 — A esquerda, um grafo orientado D e a direita seu respectivo grafo subjacente.
U1 U2 U1 V2

U3 U3
Fonte: elaborado pelo autor.

Dizemos que H € um subgrafo de um grafo G, denotado por H C G, quando H € um
grafo tal que V(H) CV(G) e E(H) C E(G). Quando H C G, dizemos que G contém H. H é
subgrafo induzido de G se V(H) C V(G) e as arestas em H sdo exatamente as arestas entre estes
vértices em G, i.e., para quaisquer u,v € V(H), se uv € E(G), entdo uv € E(H).

Para um grafo simples G, definimos G como o seu complementar, onde V(G) =V (G)
e uv € E(G) se, e somente se, uv ¢ E(G). Dizemos que uma cligue é um conjunto de vértices
de um grafo, onde estes vértices sdo dois a dois adjacentes. Um conjunto independente, ou
conjunto estdvel, ¢ um conjunto de vértices onde estes sdo dois a dois ndo adjacentes. Definimos
o pardmetro o (G) (resp. @(G)) como a cardinalidade maxima de um conjunto independente
(resp. de uma clique) no grafo G.

Um grafo G = (V,E) é bipartido, se podemos particionar V em dois conjuntos
distintos V = AUB, onde A e B sdo conjuntos independentes. Dizemos que um grafo G = (V. E)
¢ split, se pudermos particionar V = C U/, onde C é um grafo completo e / é um conjunto
independente. Um grafo cobipartido € um grafo que é o complemento de um grafo bipartido.

Um passeio em um grafo (orientado) G é uma sequéncia voeqvy...exvg, tal que
V0, .-y Vi € V(G) eq,...,ex € E(G), com e; = v;_v;, paratodo i € {1,...,k}. O comprimento de
um passeio vpevy...exvi € igual a k. Um passeio fechado é um passeio, tal que vo = v;. Uma
trilha € um passeio no qual vocé pode repetir vértices, mas ndo pode repetir aresta.

Definimos um caminho num grafo simples (orientado), como um passeio em que

nao ha repeticdo de vértice. Denotaremos um caminho com n vértices como P,. Chamaremos
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de uv-caminho em um grafo, um caminho vpevy...exvi, onde vo = u e v = v. Quando temos
um grafo orientado, dizemos que temos um caminho orientado. A distdncia entre dois vértices
u,v € V(G) é comprimento do uv-caminho minimo no grafo. Dois caminhos P' e P? entre
u,v € V(G) distintos num grafo, sio ditos internamente disjuntos, se P' " P?> = {u,v}.

Um ciclo com trés ou mais vértices é um grafo cujos vértices podem ser ordenados
de maneira ciclica de modo que estes vértices sdo adjacentes se, € somente se, S30 consecutivos
nesta ordem. Utilizamos a notacdo C,, ou n-ciclo, para um ciclo com n vértices. A cintura de um
grafo G € o tamanho do ciclo minimo que estd contido em G.

Dizemos que um grafo G é conexo, se dados quaisquer x,y € V(G), existe um xy-
caminho em G, ligando x e y. Caso contrario, o grafo € dito desconexo. Uma componente conexa
ou componente € um subgrafo conexo maximal (com relagdo a ordem parcial de subgrafo). Seja
G um grafo e S C V(G), definimos G — S como o subgrafo formado pela remogédo do conjunto
S. Analogamente, seja F C E(G), definimos como G — F o subgrafo de G formado a partir da
remocdo de todas as arestas no conjunto F'. Definimos um cacto como um grafo conexo no qual
dois ciclos distintos do grafo compartilham no maximo um vértice.

Dizemos que um digrafo D € fortemente conexo se, para todo par de vértices distintos
u e v de D, existe um caminho orientado de u para v e um caminho de v para u. Os subgrafos
maximais fortemente conexos do digrafo D sdo denominados como componentes fortes ou
fortemente conexas.

Seja G um grafo. Escrevemos G — v ou G — S para representar o subgrafo obtido a
partir de G deletando, respectivamente, o vértice v ou o subconjunto de vértices S. Para um grafo
G conexo, dizemos que S C V(G) é um separador ou um corte de vértices se G — S tem mais de
uma componente. Um vértice de corte, ou articulagdo, é definido como um vértice v € V(G),
onde G — v tem mais de uma componente.

Um bloco de um grafo G é um subgrafo maximal conexo de G que ndo possui vértice
de corte. Se o proprio G é um grafo maximal conexo sem vértice de corte, dizemos que G € um
bloco.

Definimos como uma floresta F um grafo que ndo possui ciclos. Uma floresta T
conexa é uma drvore. Sev € V(T) e dr(v) = 1, dizemos que v € uma folha. Dizemos que um
subgrafo G’ de um grafo G € gerador, se G’ é formado a partir de uma dada remoc@o de arestas
de G. Assim, uma drvore geradora é um subgrafo gerador que € também uma arvore.

Dizemos que um subconjunto de vértices S, em um grafo orientado D, é um conjunto
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dominante se, para todo u € V(D) \ S, ocorre u € N* (v), para algum v € S. Definimos y* (D)
como o tamanho de um menor conjunto dominante no grafo orientado D. Analogamente,
definimos um subconjunto de vértices S de um grafo G, como conjunto dominante (ndo orientado)
se, paratodo u € V(D) \ S, temos u € N(v), para algum v € S. O pardmetro ¥(G) define o tamanho
de um menor conjunto dominante (ndo orientado) no grafo G.

Seja G um grafo ndo orientado. Dizemos que S C V(G) é k-dominante se cada
vértice v € V(G) \ S € adjacente a k vértices em S. A cardinalidade de um conjunto k-dominante
minimo de um grafo G € denotada por ¥ (G).

Para um grafo orientado D, um conjunto de dominagdo gémea S C V(D) é tal que
todo vértice v € V(D) \ S possui um vizinho de entrada e um vizinho de saida em S. O niimero de
dominagdo gémea, denotado por y*(D), é a cardinalidade de um conjunto de dominagdo gémea

minimo de D.

2.2 Teoria da complexidade parametrizada

A teoria da complexidade parametrizada foi introduzida por Downey e Fellows
nos artigos (Downey et al., 1995; Downey; Fellows, 1995a; Downey; Fellows, 1995b). Suge-
rimos (Downey; Fellows, 2013; Cygan et al., 2005) para mais detalhes sobre complexidade
parametrizada. Um problema parametrizado € uma linguagem L C X* x N, onde X € um alfabeto
fixo. Para uma instancia I = (x, k) € X* x N, denominamos k como pardmetro. Dado um problema
de decisdo classico L. C £* e uma fun¢do x : £* — N, denotamos por L./x = {(x, k(x) | x € L.}
o problema parametrizado associado.

Um problema parametrizado L € tratdvel a pardmetro fixo ou fixed-parameter tracta-
ble (FPT) se existe um algoritmo .27, uma fungdo computavel f e uma constante c, tal que, dada
uma instancia I = (x,k), decide corretamente se I € L em tempo limitado por f(k) - |1|°.

Uma redugdo parametrizada de um problema parametrizado Py para um problema
P; é um algoritmo que, dada uma instancia (x, k) de Pj retorna uma instancia (x',k’) de P; tal
que:

* (x,k) é uma instancia SIM de P; se, e somente se, (x',k’) é uma instincia SIM de P»;
k' < g(k) para alguma fun¢do computével g;
« 0 tempo de execugdo ¢ limitado por f(k) - |x|?(") para alguma fungio computével f.
Um circuito Booleano é um grafo aciclico orientado onde os vértices sdo rotulados

da seguinte forma:
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* todo vértice com grau de entrada 0 € um vértice de entrada;
* todo vértice com grau de entrada 1 € um vértice negacdo;
* todo vértice com grau de entrada pelo menos 2 € um e-vértice ou um ou-vértice.

Adicionalmente, exatamente um dos vértices com grau de saida 0 € rotulado como
vértice de saida. A profundidade do circuito € o comprimento mdximo de um caminho a partir
de um vértice entrada para um vértice de saida.

Atribuimos valores 0 — 1 para os vértices de entrada. Se o valor da porta de saida é
1 nas atribuicdes dos vértices de entrada, dizemos que o circuito € satisfativo. O peso de uma
atribuic@o € o ndmero de portas de entrada que recebem o valor 1.

Para um dado circuito C e um inteiro k, definimos como SATISFATIBILIDADE DO
CIRCUITO PONDERADO, do inglés WEIGHTED CIRCUIT SATISFIABILITY (WCS), o problema
de se decidir se C tem uma atribui¢do satisfativel com peso exatamente k.

Seja € uma classe de circuitos. Definimos WCS[%'] como a restri¢do do problema
onde o circuito de entrada C pertence a 6. Definimos vértices pequenos como vértices com grau
no méaximo dois (no grafo subjacente do digrafo). Por outro lado, dizemos que temos vértices
grandes quando eles t€m grau pelo menos trés (idem). O entrelacamento de um circuito € o
nimero maximo de vértices grandes em um caminho de um vértice de entrada para o vértice de
saida. Denotamos por ¢; 4 a classe de circuitos com entrelagamento no méaximo ¢ e profundidade
no maximo d

A classe W(t] para todo ¢t > 1 é formada por todos os problemas parametrizados
que possuem uma redugdo parametrizada para o problema WCS[%; 4], para algum d > 1. A
classe W/[r]-dificil é formada pelo conjunto de problemas para os quais existe uma redugio
parametrizada a partir de todos os problemas em W(t]. A classe W|t]-completo é formada pela
intersecdo das duas primeiras classes definidas neste pardgrafo.

Sabe-se que FPT CW([1] CW]2] C ..., contudo, ndo sabemos se FPT = W[1]. Porém,
hé forte suspeita de que FPT # W(1], sendo que é fortemente difundido que provar que um

problema é W([1]-dificil é um forte indicativo que o problema nio é FPT. Deve-se observar que

se FPT £ W(1], entdo P # NP.

2.3 3-SAT e a Hipotese do Tempo Exponencial

Um literal € uma varidvel booleana ou a sua negacao, as quais respectivamente

indicamos por x ou X. Uma cldusula é disjungao de literais, como, por exemplo, (x; V x3 VX3).
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Uma férmula proposicional estd na forma normal conjuntiva, chamada de férmula CNF, se é

uma conjuncdo de cldusulas, como abaixo

(x1 V X \/)C4) VAN ()_61 VX3 \/Xz).

Uma férmula é denominada por 3CNF-formula se cada cldusula tem exatamente
trés literais. A férmula acima € uma 3CNF-formula. Lembramos que uma férmula booleana
¢ satisfativel se alguma atribui¢ao de valor-verdade as varidveis faz a férmula ser verdadeira.
Assim o problema 3-SAT tem como entrada uma 3CNF-férmula e queremos saber se esta €
satisfativel.

Por (Impagliazzo et al., 2001), a hipotese do tempo exponencial ou, em inglés,
exponential time hypothesis (ETH) supde que existe uma constante c3 > 0 tal que, para um
polindmio p e uma constante ¢ < c3, o problema 3-SAT ndo pode ser decidido em tempo
O(2"p(n)), onde n representa o niimero de varidveis na instancia do 3-SAT. E bem conhecido
que o problema 3-SAT é NP-completo (Karp, 1972).

Por fim, assumindo verdadeira a ETH, podemos tirar conclusdes com relagdo a
limites inferiores para o tempo de problemas NP-dificeis, W([1]-dificeis e FPT. Caso seja de fato

verdadeira, a hipdtese do tempo exponencial implicaria que P #~ NP.

2.4 Légica monadica de segunda ordem, largura em clique e o Teorema de Courcelle

Vamos iniciar com uma revisao sobre as férmulas monddicas de segunda ordem
em grafos. Para mais detalhes, veja (Courcelle; Engelfriet, 2012). Vamos usar as varidveis
mindsculas x,y,z, ... (respectivamente, as varidveis maidsculas X,Y,Z,...) para denotar vértices
(resp. subconjuntos de vértices) de grafos. As férmulas atdmicas saio x =y e x € X. O
predicado arc(x,y) define um arco de x para y. O conjunto MSO; de 16gica monédica de segunda
ordem € o conjunto de féormulas formado por férmulas atdmicas com conectivos Booleanos
=, A\, V,—, <>, quantificacdes de elementos Jx e Vx e quantificacdes de conjuntos 3X e VX. Uma
varidvel que ndo € associada a um quantificador € denominada elemento livre. Escrevemos
O(X1,...,%m,Y1,...,Y,) para expressar a férmula sobre as varidveis livres xi,...,xy,Y1,...,Y,.
Um (di)grafo G modela ¢ se ao substituirmos as varidveis elementares por vértices de G e
definimos as varidveis por subconjuntos de vértices de G, entdo @ é sempre verdade. Quando isto

ocorre, denotamos G |= @(x,...,xn,Y1,...,Y,). Parauma dada férmula @(xy,...,x»,Y1,...,Y,)
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em MSO;, seja opty € {min, max} o problema de determinar o valor opty (Y1, |Z|) tal que
G o(x1,...,xm,Z1,...,Z,), dentre todas as possiveis escolhas de Zi,...,Z, C V(G).

Seguindo (Fellows et al., 2009), vamos definir largura em clique. Seja k um inteiro
positivo. Um k-grafo é um grafo onde seus vértices sdo rotulados por inteiros de {1,... k}.
Desta forma um grafo é um k-grafo onde cada vértice do grafo € rotulado por 1. Dizemos que
um k-grafo é um k-grafo inicial se possui apenas um vértice v rotulado por i € {1,...,k} e
escrevemos i(v) para representd-lo.

A largura em clique de um grafo G €é o menor inteiro k tal que G pode ser construido
de k-grafos iniciais por repetidas aplicagdes das operacoes:

1. Unido disjunta (denotado por @);

2. Rerotulagdo: trocar todos os rétulos i para j (denotado por p; );

3. Insercdo de arestas: conectar todos os vértices rotulados por i com todos os vértices
rotulados por j, com i # j (denotado por 7; ; ou 1;;); as arestas existentes ndo sio
duplicadas.

Uma constru¢do de um k-grafo usando as operagdes acima pode ser representado
por um termo algébrico composto por @, p;; e 1;,; (com i, j € {1,...,k} e i # j). Este termo é
chamado de expressdo para largura em clique definindo G. Uma k-expressdo € uma expressao
para largura em clique no qual no maximo k rétulos diferentes ocorrem. Portanto, a largura em
clique de um grafo G € o menor inteiro k, tal que G pode ser definido a partir de uma k-expressao.
Por exemplo, o grafo completo K4 com vértices u, v, w, x € definido pela expressao para largura

em clique abaixo:

P2-1(M2(P2-1(M2(P2=1(M2(2(w) ©1(v))) D2(w))) 2(x))).

Note que a largura em clique do grafo K4 € no maximo dois. De modo geral, todo

grafo completo com pelo menos dois vértices tem largura em clique igual a dois.

Teorema 2.4.1. (Courcelle; Engelfriet, 2012) Seja k uma constante fixada. Para toda formula
MSO escrita como Q(x1,...,Xm,Y1,...,Yy), 0 problema opty € {min, max} pode ser resolvido
em tempo linear para grafos com largura em clique no mdximo k, quando é dada uma expressdo
para largura em clique. Se ndo possuimos tal expressdo, podemos calcular uma expressdo

usando no mdximo 2K rétulos em tempo ciibico.
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Enfatizamos que o Teorema de Courcelle 2.4.1 € vélido para o caso de grafos
orientados com grafo subjacente com largura em clique limitada. A definicdo de grafo nos
termos de MSO1 tem as arestas como pares ordenados de vértices e podemos considerar os arcos

como arestas.
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3 CONVEXIDADES GEODESICA, l?; E l?;}: LIMITANTES E COMPLEXIDADE

O trabalho encontrado neste capitulo foi aprovado como brief announcement no
simp6sio LAGOS-Latin-American Algorithms, Graphs and Optimization 2023. O artigo corres-
pondente a este capitulo foi submetido a Discrete Applied Mathematics, em coautoria com a
professora da Universidade de Ulm, Lucia Penso e meus orientadores Julio César Silva Aratjo
e Ana Karolinna Maia. A seguir, apresentamos contribui¢des para os parametros nimero de

: . . . . - =
intervalo e nimero de envoltéria de grafos orientados nas convexidades E), P3 e P;.

3.1 Preliminares

Seja D um grafo orientado. Se S C V(D) é convexo em uma convexidade €, dizemos
que x € S é um vértice extremo de S se x ¢ Hy (S \ {x}). Denotamos por Exty (S), o conjunto de
vértices extremos de S na convexidade 4. Quando ndo for ambiguo, omitiremos o subindice
indicando qual a convexidade estamos considerando. Seja S C V (D), dizemos que S é co-convexo

numa dada convexidade se V(D) \ S é convexo.

Proposicao 3.1.1. Seja D um grafo orientado e seja Z € {E), l?;, 1;32} Se S # 0 é co-convexo
em %, entdo todo conjunto de intervalo e todo conjunto de envoltoria em 2 contém pelo
menos um vértice de S. Em particular, se v € V(D) e é uma fonte ou um sumidouro, entdo v
necessariamente pertence a qualquer conjunto de intervalo e qualquer conjunto de envoltoria
em 2 de D. Além disso, se 2~ € {?,l?;?}, e v € V(D) é transitivo, entdo v pertence a qualquer

conjunto de intervalo e conjunto de envoltdria na convexidade 2~ em D.

Demonstracdo. Se S for co-convexo na convexidade 27, por definicdo, S deve intersectar
qualquer conjunto de intervalo e qualquer conjunto de envoltdria na convexidade 2" de D. Se v
¢ uma fonte ou um sumidouro, nenhum (#, w)-caminho orientado, para algum u,w € V(D) \ {v},
tem v como vértice interno. Analogamente, se v for transitivo, nenhum (u, w)-caminho minimo

orientado tem v como vértice interno. O]

Para um grafo orientado D e um vértice v € V(D), definimos a se¢do de entrada
(resp. secdo de saida) de v em D, como o conjunto de vértices u tendo um (u, v)-caminho (resp.
(v,u)-caminho) em D e denotamos por S, (v) (resp. S} (v)). Em particular, se u € S}, (v), dizemos

que u € alcangdvel por v em D.
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Dizemos que D é um grafo orientado forte ou fortemente conexo se, para cada par
u,v de vértices distintos de D, ha um caminho de u para v e um caminho de v para u em D. Os
subgrafos fortemente conexos maximais de um grafo orientado D sdo suas componentes fortes.
O conjunto de vértices de todo grafo orientado podem ser particionados em subconjuntos que
induzem suas componentes fortemente conexas. Além disso, hd uma ordem aciclica destas com-
ponentes. Tal ordem aciclica pode ser vista através de um digrafo auxiliar aciclico D’ construido
da seguinte forma: temos um vértice em D’ para cada componente forte de D e um arco em D’
sempre que houver pelo menos um arco entre as componentes correspondentes a estes vértices
em D na mesma direcdo. Veja (Bang-Jensen; Gutin, 2008) para mais detalhes. Diremos que uma
componente forte C de D é uma componente forte fonte (resp. componente forte sumidouro)
se todo arco de D com uma extremidade u € V(C) e a outra v € V(D) \ V(C) € orientado de
u para v (resp. de v para u), ou seja, o vértice correspondente no digrafo auxiliar aciclico D’
mencionado acima é uma fonte (resp. sumidouro) de D’. J4 uma componente forte transitiva
C de D é tal que, para cada u,v,w € V(D) satisfazendo v € V(C), com u,w € V(D) \ V(C),
arcos (u,v), (v,w) € A(D), entdo implica que ha um arco (u,w) € A(D) (em particular, note que
u e w nao podem pertencer a mesma componente forte de D). Ou seja, neste caso o vértice
correspondente em D’ a componente C é um vértice transitivo de D'

Podemos fazer uma observagao:

Proposicao 3.1.2. Seja D um grafo orientado ndo fortemente conexo com grafo subjacente
conexo. Seja u € V(D) um vértice que ndo estd contido em uma componente forte sumidouro
(resp. fonte) de D, entdo existe uma componente forte sumidouro C C D (resp. fonte) tal que

V(C) CSH(v) (resp. V(C) C Sp(v)).

Demonstragdo. E suficiente tomar um caminho orientado maximal P em D, comecando em u.
Note que a outra extremidade w de P distinta de # ¢ um sumidouro ou estd em uma componente
forte sumidouro C de D. Além disso, como C € forte, qualquer vértice de C € alcancavel a partir
de w. Logo, V(C) C S} (v). A demonstragdo para o caso de uma componente forte fonte é

andloga. 0

. 3 . . .
Seja 2" € {?,P3} e seja S C V(D) um conjunto co-convexo na convexidade 2~ em
um grafo orientado D. Logo, nenhum (u,v)-caminho minimo P (de comprimento dois no caso
de 2 = P3) contém um vértice interno de P em §, quando os vértices u, v ¢ S. Isto ocorre em

trés situagdes:
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- ndo existe arco (u,w) € A(D), tais que u € V(D) \ S e w € S, neste caso, dizemos que S é
um conjunto co-convexo fonte em 2’;

- ndo existe arco (w,u) € A(D), tais que u € V(D) \ S e w € S, dizemos que S é um conjunto
co-convexo sumidouro em 2

- existem arcos (u,w),(z,v) € A(D), tais que u,v € V(D) \'S, u # v, w,z € S (w pode ser
igual a 7), mas nenhum caminho orientado mais curto (u,v) (de comprimento dois, no caso
2 = l;;}) contém w, neste caso, dizemos que S € um conjunto co-convexo transitivo na
convexidade 2.

Se D' C D é uma componente forte fonte, sumidouro ou transitiva de D, entdo
dizemos que D’ é uma componente forte extrema de D. Consequentemente, se S C V(D) é tal
que D[S] é uma componente forte fonte (resp. sumidouro ou transitivo), entdo S é um conjunto
co-convexo fonte (resp. sumidouro, transitivo) em 2~ do grafo orientado D. Uma consequéncia

direta da Proposicado 3.1.1:

Corolario 3.1.1. Se D for um grafo orientado e D' C D for uma componente forte fonte ou
sumidouro de D, entdo qualquer conjunto de intervalo e qualquer conjunto de envoltoria em 2
contém pelo menos um vértice de D', para 2" € {?, IT;, ITf} Se D' C D for uma componente
forte transitiva de um grafo orientado D, entdo qualquer conjunto de intervalo e qualquer

: - , L 4
conjunto de envoltéria em 2~ contém pelo menos um vértice de D', para 2~ € {?,P3}.

Um grafo orientado D, tal que V(D) > 2 é fortemente conexo se, e somente se, D
admite uma decomposi¢@o em orelhas, formando a sequéncia (P, Py, ..., P), para algum k > 0,
tal que:

- Py é um ciclo orientado em D;

- paracadai€ {1,...,k}, P, ¢ um caminho orientado de comprimento pelo menos um ou
um ciclo orientado em D, chamado de orelha, ou al¢a, de modo que se P, = (u,...,v)
¢ um caminho orientado, entdo V(P) N (V(Py)U...UV(P_;)) = {u,v}, caso contrério
VE) NV (R)U...UV(P-1))| =1L

- A familia {A(Ry),...,A(P)} € uma particdo de A(D).

Uma orelha P; contendo um tunico arco € dita trivial, independentemente de ser um
lagco ou um caminho de comprimento um, caso contrdrio, uma outra orelha € dita ndo trivial.
Abaixo apresentamos uma versdo mais forte para decomposicao em orelhas: uma decomposi¢do
em orelhas orientadas de comprimento minimo. Para mais detalhes veja o livro (Bang-Jensen;

Gutin, 2008) onde também pode ser encontrada a prova do préximo lema.
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Lema 3.1.1. Um grafo orientado D tal que V(D) > 2 é fortemente conexo se, e somente se, tem
uma decomposigdo em orelhas (Py, Py, ..., P;) tal que

1. Py ¢ o ciclo orientado minimo;

2. Existe j € {0,...,k} tal que Py, ...,P; sdo orelhas ndo triviais, enquanto Pj,1,...,P; sdo
triviais.
3. Se P = (u,w,...,v) é uma orelha ndo trivial, entdo P,,, é um (w,v)-caminho minimo em D;

onde P,,, representa o (w,v)-caminho contido em P.

3.2 Limitantes para o nimero de envoltoria
3.2.1 Convexidade geodésica

%
Proposicio 3.2.1. Seja D um grafo orientado forte, entdo hng(D) < |A(D)| — |V (D)|+ 2. Esse

limitante é apertado.

Demonstracdo. Seja (P, ...,P;) uma decomposi¢do em orelhas como no Lema 3.1.1. Vamos
construir um conjunto de envoltdria geodésico S de D da seguinte forma: adicione a S dois
vértices do ciclo mais curto Py e, para cada orelha néo trivial P, = (u,,wp,...,v,), adicione w),
a S, para cada p € {1,...,j}. Como (F,...,P;) é uma decomposi¢cdo em orelha de D, entdo
k =|A(D)| — |V(D)|. Isto ocorre pois temos exatamente um arco extra (em comparagdo com
o niimero de vértices) por orelha Py, ..., P. Assim, segue-se que |S| < |A(D)|—|V(D)|+2, ja
que escolhemos exatamente dois vértices no ciclo inicial, mais um vértice por orelha ndo trivial
restante.

Afirmamos que S € um conjunto de de envoltdria na convexidade ? de D. Como Py
¢ o ciclo minimo, segue que V(Fy) C ?g(S), pois adicionamos dois vértices, digamos x e y de
Py aS. O (x,y)-caminho e o (y,x)-caminho que formam Py, sdo caminhos orientados mais curtos.
SejaV, =V (R)U---UV(P,), paracada p € {0,...,k}. Agora, por indugdo em p € {1,..., j},
observe que V), C ?ng(S). Pois, por hipétese, sabemos que V,,_1 C ?gp(S), e temos que
P, = (up,wp,...,vp),onde w, € S, v, € ?gp(S) e 0 (wp,v,)-subcaminho de P, ¢ um caminho
orientado mais curto em D, pelo Lema 3.1.1. Consequentemente, V(D) = VoU---UV; = ﬁg(S ).
Veja que um ciclo orientado C tem ﬁg(C) =]A(C)|—|V(C)|+2=2. O

Conjecturamos que o limitante apresentado na Proposicdo 3.2.1 pode ser melhorado

para grafos orientados D nado isomorfos a um ciclo orientado. A seguir, argumentamos que, se
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tal fato for verdade, este limitante s6 pode ser melhorado em no maximo duas unidades.

Proposicio 3.2.2. Sejam D um grafo orientado e P = (u,wy,...,wq,v) um (u,v)-caminho
orientado, onde P ndo é um caminho minimo em D, para algum q > 1. Além disso, com
dyy (wi) =djy(w;) = 1, para todo i € {1,...,q}. Entdo todo conjunto de envoltdria minimo na

. — . T
convexidade g em D, contém pelo menos um vértice interno de P.

Demonstragdo. Observe que em consequéncia de P ndo ser um (u,v)-caminho minimo e com
di(wi) =dp, (w;) = 1, paratodo i € {1,...,q}, ocorre que W = {wy,...,w,} é co-convexo na
convexidade geodésica. Isto ocorre, pois ndo hé (x,y)-caminhos minimos orientados contendo
vértices de W, para qualquer x,y ¢ W. Entdo, pela Proposi¢do 3.1.1 qualquer conjunto de

envoltdria na convexidade E) de D contém pelo menos um vértice de W. [
Corolario 3.2.1. Existe um grafo orientado fortemente conexo D, tal que

%

hng (D) = |A(D)| - [V(D)|.

Demonstragdo. Seja D um grafo orientado obtido a partir de um tridngulo orientado (u,v,w) e
em sequéncia adicionamos k > 2 caminhos orientados P, = (u,z},75,v) paracadai € {1,...,k}.
Pela Proposi¢do 3.2.2, devemos ter pelo menos um vértice interno de cada P, num conjunto de

envoltéria de D. Condigdo suficiente para construirmos um conjunto de envoltéria de D. 0
3.2.2 Convexidade geodésica e de caminhos de comprimento dois

Em sequéncia, vamos determinar valores exatos para o nimero de envoltdria de

_>
um torneio na convexidade geodésica ? e na convexidade P;. Vamos argumentar que, para
um torneio forte nao trivial, é sempre suficiente dois vértices para obtermos um conjunto de

envoltoria.
Proposicao 3.2.3. Se T é um torneio forte ndo trivial, entdo
— —

Demonstragcdo. Suponha que T é um torneio forte. Como 7 € fortemente conexo e nao trivial,
T possui pelo menos trés vértices e qualquer conjunto de envoltdria na convexidade I;i (resp. na
convexidade geodésica ?) tem que conter pelo menos dois vértices.

Por outro lado, perceba que qualquer conjunto de envoltdria na convexidade I?i ¢ um
¢

. L . . . =
conjunto de envoltdria na convexidade ¢, logo € suficiente provar que th§ (T) <2.



36

Sejam u,v € V(T), tais que u e v estdo contidos em um ciclo orientado C3 e que
|ﬁP§({u,v})\ ¢ maximo (dentre todos os pares de vértices u,v € V(T)). Definamos H =
HP; ({u,v}). Queremos mostrar que H =V (T'). Por contradigdo, suponha que H =V (T )\ H # 0
e assuma, sem perda de generalidade, que o arco (u,v) € A(T).

Como u, v estdo contidos em um Cj3 orientado, H induz um forte sub-torneio de 7.
De fato, existe um caminho (v, u)-caminho P orientado (mais curto) de comprimento dois em 7.
Qualquer outro vértice w que € adicionado a H pode ser visto como a adi¢do de uma orelha a
decomposicdo em orelhas anterior ao tinhamos antes da inclusao de w.

Vamos provar que ndo hd vértice w € H tal que Ny (w)NH # 0 e N (w)NH # 0.
De fato, como 7' é um torneio, qualquer vértice de H € a cabeca ou a cauda de um arco com
w. Consequentemente, {Ny (w) NVH # 0,N; (w) N H # 0} seria uma parti¢do de H em dois
subconjuntos ndo vazios e qualquer aresta ligando tais subconjuntos deve ser orientada em
dire¢do a extremidade em N (w) N H, pois H é convexo em 1;3Z e w ¢ H. Contradizendo o fato
de que H induz um subtorneio forte de 7.

Consequentemente, H pode ser particionado em dois subconjuntos H = {ve
V(T)|[veHeHCN;(veH ={veV(T)|veHeHCN;(»}. Nem H nem H
podem ser vazios, pois T ¢ forte. Note que a existéncia de um arco (w,z) € A(T), talque w € H
eze€ H ' implicaria que ﬁpz({w,z}) D {w,z} UH, contradizendo a maximalidade de H, ji
que w, z estariam em um C3 orientado tendo uma envoltdria convexa em l;;z maxima. Assim,
cada aresta tendo uma extremidade em H ' e 0 outra em V(T) \H+ ¢ orientada em diregdo a

extremidade em V (T') \H+, contradizendo a hipétese de que T ¢ forte. O

Proposicao 3.2.4. Se T é um torneio, Dy,...,Dy sdo componentes fortes de T, para algum
inteiro positivo k, e & € {?,PE} entdo:
k
= = — —
in g (T) =) ing (D) e hng (T) =) hng (Dy).
i=1 i=1

Em particular, se existem | < k componentes fortes ndo triviais, entdo
— —
hnp: (T) = hng(T') = |Ext 5 (T)| +21.

Demonstragdo. Perceba que em um torneio 7', todas as componentes fortes sdo extremas, ou seja,
sdo fontes, sumidouros ou transitivas. Pelo Coroldrio 3.1.1, precisamos incluir pelo menos um
vértice de cada uma dessas componentes a todo conjunto de intervalo ou conjunto de envoltdria

de T nas convexidades E e P3. Além disso, se w pertence a um (u,v)-caminho minimo orientado,
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com u #w # vem T, entdo todos devem pertencer a mesma componente forte de 7. Portanto, o
resultado segue da Proposicao 3.2.3, ja que dois vértices sdo suficiente para cada componente

forte ndo trivial.

]

A prova da Proposicao 3.2.3 pode ser usada para mostrarmos 0 mesmo resultado
para ﬁp3 (T') em torneios fortes. Em (Haglin; Wolf, 1996), os autores estudaram subconjuntos
convexos para um dado torneio 7" na convexidade 173> Como seu foco era obter todos os
subconjuntos convexos de um dado torneio, eles fizeram uma anélise profunda da estrutura destes

subconjuntos convexos dos quais eles deduziram a Proposicao 3.2.5.
_>
Proposicio 3.2.5. (Haglin; Wolf, 1996) Se T é um torneio ndo trivial, entdo hnp,(T') = 2.

Demonstracdo. Se T é um torneio forte ja sabemos pela Proposi¢ao 3.2.3 que o resultado é
valido. Agora suponhamos que 7" nao € um torneio forte. Isto implica, que com relagcdo as
suas componentes fortemente conexas, existe uma ordem total. Ou seja, existe uma ordenagao
(Th,...,Tx) com k > 2, tal que {Ti,...,T;} é a familia de componentes fortes de T e, para todos
1<i<j<k,seu; €V(T;)eu;cV(T;),entdo (u;,u;) € A(T). Em particular, perceba que 7
€ uma componente forte fonte e 7, € uma componente forte sumidouro no torneio 7. Sejam #;
e t; vértices em 7] e Ty, respectivamente. Vamos provar que {¢1,#} formam um conjunto de
envoltéria minimo na convexidade 1?3) deT.

Seja C uma componente forte de 7 com C ¢ {71, T;}. Portanto, para todo v € V(C),
existem arcos (t,v) € A(T) e (v,ty) € A(T). Entdo, V(C) C ?p3({t1,tk}). Resta-nos provar que
V(T1)UV(T) C Hey({1,1)-

Assim, sejat; € V(T1) \ {r1}. Como T é fortemente conexo, existe um caminho
orientado P = (t1,uy,...,u,t;). Como afirmado anteriormente, perceba que (u;,#;) € A(T), para
todo i € {1,...,k}. Consequentemente, observe que u; € ?;3({t1,tk}). Portanto, temos que

—sk+1
t € Lp, ({t1,%}) e n6s deduzimos que V(T;) C ﬁp3({l‘1,tk}). A prova para Ty é andloga. [

Observamos que ao calcularmos hnp, (D) em um digrafo D, nés apenas selecionamos
no méximo dois vértices de qualquer subtorneio D’ C D. Vamos agora provar um resultado mais

forte:

Proposi¢io 3.2.6. Se D' é um subdigrafo de D e S é um conjunto de envoltéria minimo de D na

— —
convexidade P3, entdo |[SNV(D')| < hnp, (D).
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Demonstragdo. Observe que na convexidade 1?; ter vizinhos extras em D ndo muda o fato de que
se u e v pertencem a um conjunto S C V(D’) e hd um (u, v)-caminho orientado de comprimento
dois passando por w em D/, entdo w € _I>p3({u, v}), ndo apenas em D', mas também em D.
Assim, nenhum conjunto de envoltéria minimo de D pode conter mais de l;)n% (D') vértices em
D.

Por contradi¢io, sejam D’ um subdigrafo de D e S um conjunto de envoltéria minimo
de D na convexidade l?; tal que [SNV(D')| > 1?11% (D'). Seja S’ um conjunto de envoltdria
minimo de D’ na convexidade ?3, ou seja, |S'| = I’E)IP3 (D). Defina $* = (S\ (SNV(D"))US'.
Perceba que, D’ é um subdigrafo de D, com S’ C §* e §' um conjunto de envoltéria de D' na
convexidade 1?3> Entdo V(D') C ﬁ% (5*) e, como S é um conjunto de envoltéria de D, deduzimos
que, pela construcdo de S*, também € um conjunto de envoltéria de D na convexidade l?; No

_>
entanto, ocorre |S*| < [S| e [SNV(D')| > hnp, (D) = |5'|, contradizendo minimalidade de S. []
Em consequéncia das Proposi¢des 3.2.5 e 3.2.6, obtemos os corolarios a seguir.

Corolario 3.2.2. Se T ¢ um torneio e um subdigrafo de um grafo orientado D, entdo para

%
qualquer conjunto de envoltéria minimo S de D na convexidade P3, ocorre |SNV(T)| < 2.

Lembramos que um grafo cobipartido é um grafo que € o complemento de um grafo

bipartido. Podemos estabelecer algumas consequéncias diretas deste fato.

Corolario 3.2.3. Se D é um grafo orientado tal que o grafo subjacente é o complemento de um
_>
grafo k-partido, entdo hnp, (D) < 2k. Em particular, se D é um grafo orientado tal que o grafo

%
subjacente é cobipartido, entdo hnp, (D) pode ser calculado em tempo polinomial.

Lembre que um grafo G = (V,E) é split, se pudermos particionar V = CUI, onde C

€ um grafo completo e / ¢ um conjunto independente.

Corolario 3.2.4. Se D é um grafo orientado, tal que o grafo subjacente G é um grafo split, entdo

%
hnp, (D) pode ser obtido em tempo polinomial.

Demonstracdo. Seja {S,K} uma particdo de V(G), onde K é uma clique maximal e S um
conjunto independente. Perceba que tal particdo pode ser obtida em tempo linear.

Seja Ss e S;, respectivamente, os conjuntos formados por sumidouros e fontes de G
em S. Vamos provar que se X é um conjunto de envoltéria minimo de D na convexidade I?;,

entdo X tem exatamente os vértices em S U.S;, além de no maximo outros dois vértices.
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Se |K| = 1, entdo cada vértice de S é um sumidouro ou uma fonte, o resultado segue
diretamente. Suponha entdo que |K| > 2. Pela Proposic¢do 3.2.5, sejam {u, v} um conjunto de
envoltéria minimo de D[K]. Pela prova da Proposi¢io 3.2.6, percebemos que K C ﬁp3 ({u,v})
em D. Além disso, cada vértice que ndo € nem um sumidouro nem uma fonte em S, tem que ter
pelo menos um vizinho de entrada e pelo menos um vizinho de saida em K.

Consequentemente, cada vértice que nao € nem uma fonte € nem um sumidouro tam-
bém pertence a ﬁp3 ({u,v}). Entdo SgUS, U{u,v} é um conjunto de envoltdria na convexidade
1?; de D. Pela Proposicdo 3.1.1, sabemos que Sg U S; tem que pertencer a qualquer conjunto de
envoltdria de D na convexidade 1?; Assim, resta-nos verificar se no maximo dois outros vértices

sd0 necessarios, o que pode ser feito em tempo polinomial. 0

3.3 Resultados de dificuldade
3.3.1 Sobre a convexidade geodésica em bipartidos

Seja D um grafo orientado. Seja também Bp um grafo orientado, tal que Bp tem
dois vértices v e v° para cada vértice v € V (D), o grafo Bp tem os seguintes arcos: (v, v°) para

cadav € V(D); (u°,v"), para cada (u,v) € A(D).

%
Teorema 3.3.1. Para qualquer grafo orientado conexo D, tal que n(D) > 2, temos ing(D) =

— — —
ing(Bp) e hng(D) = hng(Bp).

Demonstragdo. Seja P = (u,w1,...,wg,v) 0 menor (u,v)-caminho orientado em D, para algum

q > 0. Perceba que:

o Pl=(ul,u®, Wi w,... o wh w0,

. Pio — (ui’uo’wil’w(l’,___7W2,WZ,Vi7v0)’
. POi = (uoawihw?’”"wil’w‘ol’vi)’

o pOO — (uO,WiUWT, . ,Wé7wguviuvo)'

sdo os menores caminhos em Bp, chamaremos de caminhos correspondentes em Bp para P.
Perceba que se temos caminho orientado em Bp que contém w' como um vértice interno, este
caminho tem que conter também w? e vice-versa, paraw € V(D).

Vamos provar que se Sp € um conjunto de intervalo (resp. conjunto de envoltéria) na
convexidade g de Bp, entdo S = {v € D |1° € Sz ou V' € S} é um conjunto de intervalo (resp.

conjunto de envoltdria) na convexidade §> em D. Sejaw € V(D), tal que w ¢ S. Implica que
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w?,w' ¢ Sp. Portanto, existe u*,1” € Sp (resp. u*,1> € ?gk(SB) para algum k > 0) para algum
x,y € {i,0o} e um menor (u*,1”)-caminho P, onde w° e w' pertencem a V (P). Consequentemente,
u,v € S (resp. u,v e ?gk(S), para algum k > 0), além disso w pertence a um menor (u,v)-
caminho em D. Entdo S é um conjunto de intervalo (resp. de envoltéria) na convexidade ? em
D.

Reciprocamente, suponha que S € um conjunto de intervalo (resp. de envoltoria) na

convexidade g em D. Seja Sg = {f(v) | v € S} onde f: V(S) — V(Bp) é definido como abaixo:

V', se v ndo pertence a uma componente forte sumidouro de D;

fv) =

0

v? , caso contrario.

Sejaw* € V(Bp), tal que w* ¢ Sp, para algum x € {i,0}. Além disso, suponha que w ¢ S. Isso
implica que w’,w’ ¢ Sg. Como S é um conjunto de intervalo (resp. conjunto de envoltéria) na
convexidade ? em D, existem u,v € S (resp. u,v € ?gk(S), para algum k > 0), e um menor
(u,v)-caminho P, onde w pertencem a V (P). Em consequéncia dos caminhos correspondentes
em Bp, nés deduzimos que w € ?g(S) (resp. w € ?gkﬂ (5)).

Suponha que w e w* pertengam a S, para algum x € {i,0}, mas w”’ ¢ S, onde y =
{i,o} \ {x}. N6s precisamos argumentar que w” € ?g(S) (resp. ﬁg(S)). Se D é fortemente
conexo, entdo n(D) >3 e |S| > 2. Seja u* € Sp\ {w*}. Como D é fortemente conexo, existe
um menor (w', u%)-caminho e um menor (%, w°)-caminho. Isto implica que w” € T)g (S) (resp.
ﬁg(S)), ndo considerando y =i ouy = o.

Suponha que D ndo € fortemente conexo. Suponha inicialmente que w ndo pertence
a uma componente forte sumidouro de D. Isto implica que w' € S. Pela Proposicio 3.1.2, existe
uma componente forte sumidouro C’ de D, tal que w; ¢ C' e C' C S}, (w'). Pelo Corolério 3.1.1,
existe um vértice u® € C' N Sp, para algum z € {i,0}. Consequentemente w° estd contido em
algum menor (w', u?)-caminho orientado. Analogamente, suponha que w estd contido em uma
componente forte fonte C. Entdo w’ € Sp e pela Proposi¢do 3.1.2 existe uma componente forte
fonte C’ de D, onde w’ ¢ C' e C' C S;,(w?). Pelo Coroldrio 3.1.1 existe um vértice u* € C' N S,
para algum z € {i,0o}. Consequentemente, w' estd contido em algum menor (4%, w’)-caminho

orientado. O]

Corolario 3.3.1. Dados um grafo orientado D e um inteiro positivo k como entrada, caso

decidir se Hg(D) <k ou se f;)lg (D) < k for um problema da classe NP-dificil ou W[i]-dificil
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parametrizado em k, para algum i € 7', entdo vale o mesmo sob a hipotese adicional do grafo

subjacente de D ser bipartido.

Demonstragdo. Perceba que Bp € um grafo orientado bipartido, dada qualquer orientacdo de
D, pois cada ciclo dobra seu comprimento, logo Bp nao possui ciclos impares. Note que do

Teorema 3.3.1, obtemos a redugao requisitada. [

%
Sabemos, como visto em (Araujo; Arraes, 2021), que decidir se ing(D) < k é W[2]-
_>
dificil parametrizado em k, e decidir se hng (D) < k é NP-dificil, mesmo se o grafo subjacente de

D é bipartido.
3.3.2 Dificuldade do niimero de envoltoria orientada de caminhos de comprimento dois

Nesta secdo, trataremos da dificuldade de determinacao do seguinte problema:

. ) =
NUMERO DE ENVOLTORIA P3 PARAMETRIZADO

Entrada: Um grafo orientado D e um inteiro positivo k.
Parametro: k.

—
Pergunta: hnp, (D) < k?

Teorema 3.3.2. NUMERO DE ENVOLTORIA P3 PARAMETRIZADO é W|2]-dificil mesmo se D é

um grafo orientado aciclico, cujo grafo subjacente é bipartido.

Demonstragcdo. Fizemos uma modificacdo da reducao feita em (Nichterlein et al., 2013), a partir
do problema HITTING SET PARAMETRIZADO para provar que 0 NUMERO DE ENVOLTORIA 173>
PARAMETRIZADO, é W|2]-dificil em grafos orientados aciclicos com grafo subjacente bipartido.

Dado um conjunto U = {uy,...,u, }, uma familia de subconjuntos # = {Wj,..., Wy, }
sobre os elementos de U e um inteiro positivo k¥ > 0, o problema HITTING SET PARA-
METRIZADO, consiste em decidir se existe U’ C U, com |U'| <k’ e U' NW; # 0 para todo
j€{1,2,...,m}. No caso afirmativo, dizemos que U’ é um transversal ou, em inglés, hitting set
de #. Sabemos que este problema ¢ W|2]-dificil com respeito ao parAmetro k', vide (Downey;
Fellows, 2012).

Vamos construir um grafo orientado aciclico D; = (V,A) a partir de uma instancia

[ = (#,U,k") de HITTING SET PARAMETRIZADO. Suponha que inicialmente V(D;) =0 e
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A(Dy) = 0. Para cada W; € #, n6s adicionamos um vértice correspondente w; a V(Dy), para
1<j<m.

Para cada u; € U, com 1 <i < n, seja s(i) o nimero de conjuntos de # tais que u;

pertence. Chamemos wl-l, e ,wl-( Y 0s vértices correspondentes de tais conjuntos. Construimos

dois dispositivos G} e Gl-2 para representar u; e sua relagdo com os conjuntos de #'. Veja Figura 6.

L, .. T s(i
Para Gil, nés adicionamos os vértices ul-l, . u.( ) para V(Dj) e os vértices a; ,bl], cj,

com 1 < j < s(i) — 1. Conclufmos a construgio de G! adicionando os arcos (a!,u!), (al,ul ™),

1771 1771
TR P TR . .
(u J b’) (ul",b]), (cl,ul), (] ,c]), paracada 1 < j <s(i)— 1.

l’ 1 l
Para G? adicionamos os vértices p? 50 ¢ HO V(Dy), adicionamos os
i Pis- 7pl ql yeer 1)s

arcos (qu,pl) para 2 < j < s(i), e os arcos (‘11 7171 ) com 2 < j < s(i) — 1. Conectamos G} e

: s(i) .
G? com wi,...,w;"”, pela adigdo dos arcos (u] ) para 1 < j <s(i), com arcos (pl, ) para
2 < j<s(i)eosarcos (w!,p?) e (qf(), ul) aA(DI)

Por fim, adicionamos dois vértices x,x’ ao conjunto V(Dy), com arcos:

bl ¢/ parax’ paracadal <i<nel<j<s(i);

1771
* w; para x/,paracadal < j <m;
* x em dire¢@o aos vértices a ,paracada 1 <i<nel <j<s(i)—1;
 x em dire¢do aos vértices qi ,paracada 1 <i<ne?2 < j<s(i).

Por construgéo Dy ndo tem ciclos orientados e seu grafo subjacente € bipartido (os

J

vértices x, x', u] e p/ pertencem a uma parti¢o e os vértices aj bJ e w! pertencem

17

a outra). Vamos mostrar que dada uma instancia I = (#',U,k’) do problema HITTING SET
PARAMETRIZADO, existe um conjunto transversal U’ de % com no médximo k’ elementos se, e

_>
somente se, D; tem um conjunto de envoltéria S na convexidade P3 com cardinalidade k = k' + 2.
Afirmacdo 1. Seja S C V(D) tal que x,x' € S. Se u} € ﬁP3 (S), entdo V(G!) C ﬁm (S)

) . — .
Sejal > 1 o menor [ inteiro, tal que ull € Ip, (S). Como x,x' € S, ao considerarmos

1

as adjacéncias de a; e b}, estes vértices sdo internos a (u},x’)-caminhos ou (x,u!)-caminhos

+
de comprimento dois, implicando que a b1 € I p, (5). Como u também € um vértice

_>
I

142 .
interno de um (a!,b})-caminho de comprimento dois, u? € T'p, (). Por fim, ¢! é um vértice

1771

I+3
interno de um caminho de compnmento dois entre u] e u , portanto ¢} € I p, (S). Usando o
mesmo argumento iteradamente para u/, para 2 < j < s(i), obtemos que todos os vértices de G|

pertencem a ﬁp3 (S)

Afirmacéo 2. Seja S CV(Dy) tal que x' € S. Se V(G;) C ﬁp3 , entdo w} ) e ﬁpS
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Figura 6 — Representagdo de G; para u; € U, os vértices cinzas possuem um arco chegando no
vértice x ou um arco saindo em direcdo a x’

G/ N

coo @ — @9
P’ p:(l)—l qu(l)—l pf(l) q:(l)

T Z

Fonte: elaborado pelo autor.

Observe que cada w! é um vértice interno de um (u/,x’)-caminho de comprimento

dois, para cada 1 < j < s(i). Logo, wil,...,wls-(i) € ﬁp3 (S).
Afirmacao 3. Seja S C V(Dy) tal que x € S. Se w},...,wls-(i) € ﬁp3 (S), entdo V(G?) C ﬁp3 (S).

Como w!, w? € ﬁp3 (S), obtemos p? € ﬁp3 (S). Além disso, como x, p? € ﬁp3 (S),
concluimos que g7 € HPS (S). Analogamente, como ¢?, w3 € ﬁp3 (S), o vértice p; € ﬁp3 (S).
Aplicando o mesmo argumento iteradamente a plj , qu € ﬁp3 (S), para 3 < j < s(i), concluimos
que V(G2) C Hp,(S).

(=) Seja U’ um transversal de #" com no méximo k" elementos. Vamos construir
um conjunto de envoltdria S na convexidade IT; para D; com no méximo k = kK’ + 2 elementos.
Comegamos com S = {x,x'}, pois x e X' sdo vértices extremos na convexidade 17; Para cada
u; € U', adicionamos o vértice u} aS. Logo, |S| < k' +2 = k. Afirmamos que S é um conjunto
de envoltoria na convexidade 1?3 para o grafo orientado D;. Para cada u; € U’, pela Afirmagio 1
sabemos que V(G}) C ﬁp3 (S). Pela Afirmacao 2, temos wlj € ﬁP3 (S), para cada u; € U’ e para

cada 1 < j <s(i).



44

No entanto, como U’ € transversal de 7, temos que w j € ﬁp3 (S),paratodo 1 < j <
m. Além disso, utilizando a Afirmagio 3, verificamos que V(G%) C ﬁp3 (S), paratodo 1 <i<n.
Em particular, qf(i) € ﬁp3 (S), paratodo 1 <i<n.

Como q‘;(l) whe ﬁp3 (S), mesmo para u; ¢ U’, concluimos que os u! correspondentes
1

i

1

a tais elementos estdao em ﬁps (S), uma vez que u; é um vértice interno de um (qf-(i) ,W; )-caminho
de comprimento dois, para cada 1 < i < n. Portanto, V(G}) - ﬁps (S), paracada 1 <i<n.
Consequentemente, S € um conjunto envoltoria de Dj.

(<=) Suponhamos que existe um conjunto de envoltéria S na convexidade 1?3 para Dy
com cardinalidade |S| < k = k' +2. Observe que X', x sdo, respectivamente, fonte e sumidouro
de Dj. Logo, estes vértices devem pertencer a S.

Primeiramente, se um vértice v € V(G}) \ {u}} pertence a S, note que S’ = (S
{v})U{u}}, também é conjunto de envoltéria de D; na convexidade I?; pela Afirmagao 1. Logo,
podemos assumir que u} esn V(G} ),paral <i<n.

Suponha que w; pertenga a S, para 1 < j < m. Pela Afirmac@o 2, perceba que S’ =
(S\ {w;})U{ul}, para algumi € {1,...,n}, tal que u; € W;, também € conjunto de envoltéria
de Dy na convexidade I?; Entdo SN{wy,...,wp} =0.

Se v € V(G?) e pertence a S, para algum 1 < j < m, note que S’ = (S\ {v}) U{u}},
também € conjunto de envoltdria de Dy na convexidade PT; em consquéncia das Afirmacgdes 1, 2
e 3. Logo, podemos assumir que SN V(Giz) =0, para todo 1 < i < n. Portanto, sem perda de
generalidade, assumimos que '\ {x,x'} C {u! | 1 <i<n}.

Entdo se S € um conjunto de envoltéria de Dy, existe outro conjunto de envoltéria S/,
com mesma cardinalidade, de modo que '\ {x,x'} C {u! | 1 <i<n}.

Argumentaremos que o conjunto U’ = {u; € U | u} € S} é um transversal de #'.
Tendo em vista que os vértices x’ e x pertencem a S, onde |U’| <k—2 =K.

Suponha, por contradi¢d@o, que existe W; € #/, tal que U’ "W, = 0. Isto implica que

J J () / o St YR S R R |
nenhum u}, que tem w; € N (u; ), pertence a S'. Lembre que ndo existem vértices p;,q;,a;,b;,c;

em S’. Entdo ulj s6 pode ser adicionado a ﬁp3 (8") a partir de um caminho de comprimento dois

contendo w{ como uma de suas extremidades.

Seja u! um vértice adicionado a ﬁm (') e w! € N*(uf), para cada 1 < j < s(i).

S o ~

Como w! foi adicionado a ﬁp3 (S') antes de u] em I'p, (S'), para algum [ > 1. No entanto, w}
TR ﬁ / A J oo d T % J
foi adicionado a Hp,(S’) em consequéncia de p; e x, digamos em I p, (S'),com ot > 1. Se p;

S — o-l . N - .
foi adicionado em I'p; ('), isto ocorreu em consequéncia de w/ e g/~ . Contradizendo a
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construcdo de Dy. [
ENVOLTORIA l;i ORIENTADA PARAMETRIZADA
Entrada: Um grafo orientado D e um inteiro positivo k.
Parametro: k.
_>
Pergunta: hn: (D) <k?

Como grafos bipartidos ndo tem ciclos com trés vértices, obtemos o corolério a

_>
seguir em consequéncia do Teorema 3.3.2 para a convexidade P5.

Corolirio 3.3.2. ENVOLTORIA P? ORIENTADA PARAMETRIZADA é W|2]-dificil em DAG.

Fazendo uma pequena modificacdo na Figura 6, podemos mostrar que para um dado

inteiro k e um grafo orientado aciclico, determinar se hny < k é W/[2]-dificil.

Figura 7 — Representagdo do dispositivo G; para u; € U

Fonte: elaborado pelo autor.
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ENVOLTORIA ? ORIENTADA PARAMETRIZADA

Entrada: Um grafo orientado D e um inteiro positivo k.
Parametro: k.

_>
Pergunta: hng (D) < k?

Corolario 3.3.3. ENVOLTORIA g ORIENTADA PARAMETRIZADA é W|2]-dificil mesmo de D é

aciclico.

Demonstragdo. A prova é andloga ao apresentado no Teorema 3.3.2, entdo vamos omitir os
detalhes. Veja a Figura 7, observe as modifica¢des na constru¢do: um arco de x para x’, arcos de

qu para x/, para todo j € {2,...,s(i)} e de x para wlj, para j € {1,...,s(i)}. ]
3.3.3 Complexidade do niimero de intervalo

Um grafo G ¢ bipartido cordal, se G é bipartido e qualquer ciclo sem corda tem
tamanho quatro. Perceba que, apesar do nome, esta classe de grafos ndo € uma subclasse de
grafos cordais. Recapitulando, um conjunto de dominagdo S C V(D) em um grafo G satisfaz
que cada v € V(D) \ S tem um vizinho em S. O niimero de dominagdo de G, denotado por y(G),

€ a cardinalidade minima de um conjunto de dominacgado de G.

CONJUNTO DE DOMINACAO

Entrada: Um grafo G e um inteiro positivo k.

Problema: Y(G) <k?

Sabemos que o problema CONJUNTO DE DOMINACAO é NP-completo para grafos
bipartidos cordais (Muller; Brandstadt, 1987). Vamos reduzir este problema para o problema do

%
INTERVALO P3 ORIENTADO.

_>
INTERVALO P3 ORIENTADO

Entrada: Um grafo orientado D e um inteiro positivo k.
—
Problema: inp, (D) <k?

_>
Teorema 3.3.3. O problema INTERVALO P3 ORIENTADO é NP-completo, mesmo se a entrada é

um grafo orientado aciclico D e seu grafo subjacente é um grafo bipartido cordal.
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Demonstragdo. Esta prova é similar a (Centeno ef al., 2009). Sabemos que o problema do CON-
JUNTO DE DOMINACAO € NP-completo mesmo se a entrada € um grafo bipartido cordal (Muller;
Brandstadt, 1987).

Perceba que o problema do INTERVALO IT; ORIENTADO pertence a classe NP ja que
dado como certificado um subconjunto de vértices S de um grafo orientado bipartido cordal D,
¢é possivel determinar em tempo linear, se ele tem tamanho apropriado e se, para todo vértice
v e V(G)\ S, existem arcos (vi,v) e (v,v2), paravy,vy € S.

Seja I = (G, k) uma instancia arbitraria do problema CONJUNTO DE DOMINACAO,
onde G = (AUB,E(G)) é um grafo bipartido cordal com n vértices. Vamos construir uma
instancia (D,k +n) do INTERVALO PT; ORIENTADO. Primeiramente adicionamos a D todos
os vértices e arestas de G e orientamos todas as arestas de A para B. Em sequéncia, para
cada v € V(G), nds criamos em D um vértice auxiliar z, e adicionamos a aresta vz,. Se v € A
orientamos o arco (z,,v), se v € B entdo orientamos (v,z,). Seja Z = {z, | v € V(D)}.

Perceba que o grafo subjacente de D € um grafo bipartido cordal, pois a adi¢ao
dos vértices de grau um nao cria ciclos. Além disso, observe que D ndo tem ciclos orientados,
portanto é um grafo orientado aciclico (DAG). Vamos provar que ¥(G) < k se, e somente se,
inp, (D) <k+n.

Suponha que S seja um conjunto de dominac¢do de G com no maximo k vértices.
Afirmamos que U = SUZ € um conjunto de intervalo na convexidade 17; de D. Onde |Z| =n
e |S| <k, entdo que E;p3 <k+n. Sejav eV (D), tal que v¢ U. Como Z C U, perceba que
v € AUB. Veja que S é um conjunto de dominacgdo, existe x € S, tal que vx € E(G). Sev €A,
entdo (zy,v), (v,x) € A(D), com z,,x € U. Portanto, v € T)p3(U ). Analogamente, se v € B,
existem arcos (x,v), (v,z,) € A(D), tais que x, z, pertencem a U. Portanto, v € T)p3 (U).

Reciprocamente, seja U um conjunto de intervalo na convexidade PT; com cardi-
nalidade no méaximo n + k. Pela Proposi¢do 3.1.1, segue que Z C U. Consequentemente,
S =U\Z C AUB tem no maximo k vértices. Como U é um conjunto de intervalo na convexi-
dade 1?; todo vértice v € A\ U deve ter um vizinho de saida x € BNU. Analogamente, todo
vértice v € B\ U deve ter um vizinho de entrada x € ANU. Portanto, S é um conjunto dominante

de G. O]
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=
INTERVALO P3 ORIENTADO

Entrada: Um grafo orientado D e um inteiro positivo k.
%
Problema: inp: (D) <k?

L. o )
Corolario 3.3.4. o problema de INTERVALO P; ORIENTADO é NP-completo, mesmo se tem

como entrada um grafo orientado D sem ciclos e seu grafo subjacente é bipartido cordal.

Para o resultado a seguir, lembramos que os autores (Araujo; Arraes, 2021) provam
_)
que decidir se ing(D) < k é NP-dificil para grafos split, além disso, é conhecido que calcular

inp, (G) é NP-dificil para um grafo cordal G (Centeno et al., 2009).

COBERTURA POR CONJUNTOS PARAMETRIZADO

Entrada: Um conjunto U,.# C Z(U) ek € Z7..
Parametro: k.
Pergunta: Existe #' C Z talque JF' =U e |F'| <k?

_>
INTERVALO P3 ORIENTADO PARAMETRIZADO

Entrada: Um grafo orientado D e um inteiro positivo k.
Parametro: k.

—
Pergunta: inp, (D) <k?

_>
Proposicdo 3.3.1. O problema de INTERVALO P3 ORIENTADO PARAMETRIZADO é W |2|-dificil,

mesmo se o grafo orientado D tem grafo subjacente split.

Demonstragdo. Sabemos que 0 COBERTURA POR CONJUNTO PARAMETRIZADO é W|2]-dificil
(Cygan et al., 2005). Faremos a reducdo do problema COBERTURA POR CONJUNTO PARA-
METRIZADO para INTERVALO I73> ORIENTADO PARAMETRIZADO. Seja .# = (U, # k) uma
entrada para 0 COBERTURA POR CONJUNTO PARAMETRIZADO tal que U = {1,2,...,n} e
F ={F,F,....Fy}.

Primeiramente, perceba que cada elemento em U deve pertencer a pelo menos um
subconjunto F; € .% ji que, caso contrdrio, a instancia € trivialmente NAO. Entdo, assumamos
que y,_F=U.

Consequentemente, se |U| < k, entdo a instdncia é trivialmente SIM, ja que podemos

escolher arbitrariamente um elemento de .# para cada elemento em U. Analogamente, se
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Figura 8 — Exemplo de construc¢ao do grafo orientado D para uma dada instancia do problema
de cobertura por vértices

Fonte: elaborado pelo autor.

|U| = k+ 1, podemos responder facilmente em tempo linear se (U,.%, k) é uma instancia SIM
para o problema de COBERTURA POR CONJUNTO PARAMETRIZADO, checando se existe um
elemento em .% contendo pelo menos dois elementos em U. Portanto, também podemos assumir
que |U| > k+2.

Nés iremos construir um grafo D, tal que (%/,.%,k) é uma instancia SIM se, e
somente se, $p3 (D) <k+2.

Em D, construimos o conjunto de vértices da forma:

V(ID)=A{u;|je{l,....n}}u{filie{l,....m}} U{v,w}.

Vamos definir o conjunto de arcos de D da seguinte forma, adicionamos 0s arcos
(fi,uj) se j € F,paratodo j € {1,...,n} ei e {1,...,m}. Entdo adicionamos os arcos (fj,w)
e (v, f;), paratodo i € {1,...,m}. NGs construimos um torneio transitivo induzido por {f; | i €
{1,...,m}} pela adi¢do dos arcos (f;, f#) sempre que 1 <i < i < m. Finalmente, incluimos os
arcos (uj,v), paratodo j € {1,...,n}.

Perceba que, por construgdo, C = {v}U{f; | i€ {1,...,m}} é uma clique e S =
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{w}U{u;|je{1,...,n}} é um conjunto estivel, portanto o grafo subjacente de D ¢ um grafo
split. Veja a Figura 8. Vamos provar que .# é uma instancia SIM se e, s6 se £p3 (D) <k+2.

Suponha que .# é uma instincia SIM e seja %' C .7, onde &' = {F; | i € I},
UF' =Uce|I|<k SejaSCV(D),tal que S={vw}U{f;i|iel}. Afirmamos que S é
um conjunto de intervalo no grafo orientado D na convexidade 1?3> Inclusive, perceba que
todos os vértices em {f; | i € {1,...,m}} pertence a um (v,w)-caminho com comprimento
dois em D. Além disso, como .#' = {F; | i € I} cobrem todos os elementos em U, para todo
ue{uj|je{l,...,n}}, u pertence a um (f;,v)-caminho orientado para algum f; € S, pois
existe F; € %, comu € F,.

Suponha que S € um conjunto de intervalo na convexidade 1?3 em D, tal que |S| <
k+?2. Como w € um sumidouro, w pertence a todo conjunto de intervalo na convexidade 1?;
Entdo w € S e consequentemente, no maximo k + 1 vértices de S pertencem a U.

Por hipétese, temos que |U| > k + 2 e existe pelo menos um vértice de U que ndo
pertence a S. Veja que Nj (u;) = {v} e S € um conjunto de intervalo na convexidade l?; em D,
concluimos que v € S. Como v,w € S, qualquer vértice em {f; | i € {1,...,m}} pertence a um
(v,w)-caminho orientado.

Podemos construir um conjunto de intervalo S a partir de S, tal que, S’ C {f; |i €
{1,...,m}}U{v,w} pelatroca de cada vértice u € SN{u; | j € {1,...,n}} por um vértice f;, com
j € F;. Relembrando que U.# = U. Além disso, S’ é um conjunto de intervalo na convexidade
1?; de D,poisveSe|S |<k+2. Sejal={ic{l,....m}| fieS}. Onde #' ={F;|iel},

satisfaz U’ = U e |.Z'| < k. Portanto, .# é uma instincia SIM. O

=
INTERVALO P3 ORIENTADO PARAMETRIZADO

Entrada: Um grafo orientado D e um inteiro positivo k.
Parametro: k.

e
Pergunta: inp: (D) <k?

Corolario 3.3.5. O problema INTERVALO P? ORIENTADO PARAMETRIZADO é W |2]-dificil,

mesmo se D possui como grafo subjacente um grafo split.

Demonstragdo. Perceba que na prova da Proposi¢ao 3.3.1, todo caminho com comprimento dois

usado na reducdo € também um caminho minimo. [
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3.3.4 Algoritmos para grafos com largura em clique limitada

Nesta secdo, vamos definir o conjunto de intervalo e o conjunto de envoltdria nas
convexidade IT; e IT;Z, em um grafo orientado D, nos termos de l6gica monédica de segunda
ordem. Em funcao disto, obtermos algoritmos com tempo polinomial para se calcular E)p3 (D),
HP; (D), ﬁp3 (D) e ﬁP’g (D) em grafos com largura em clique limitada.

Sabemos que o Teorema de Courcelle € vélido para o caso de grafos orientados com
grafo subjacente com largura em clique limitada, veja Teorema 2.4.1 na Se¢do 2.4. Como pode
ser visto em (Courcelle; Engelfriet, 2012), a defini¢do de grafo nos termos de MSO; tem as
arestas como pares ordenados de vértices e os autores enfatizam que podemos considerar os
arcos como arestas.

Os exemplos a seguir sdo formulas monddicas que expressam que existe um caminho
de comprimento dois que une os vértices x e y; também mostramos quando os vértices x e y

estdo a distancia dois, com o caminho (x,y,z) no grafo orientado D:
2path(x,z,y) := arc(x,z) Aarc(z,y);
Ind2path(x,z,y) := arc(x,z) Aarc(z,y) A —arc(x,y).

Lema 3.3.1. Podemos descrever um conjunto de intervalo orientado de um dado grafo orientado

— K
D nas convexidades P3 e I?;? com MSO;.

_ . . . . = .
Demonstragdo. Pela defini¢do, S € um conjunto de intervalo na convexidade P3 se todo vértice
z€ V(D) \ S esté contido entre dois vértices de S em um caminho orientado de comprimento

dois. Assim podemos escrever explicitamente como:
IntervalSetz (8) :=Vz(z € SV 3x3y(x € SAy € SA2path(x,z,y))).

Analogamente podemos escrever usando l6gica mondadica de segunda ordem o

. ot
problema na convexidade P5, como:

IntervalSet};z(S) :=Vz(z € SV IxIy(x € SAy € SAind2path(x,z,y))).

3
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Lema 3.3.2. Podemos descrever o problema do conjunto de envoltoria de um dado grafo

%
orientado D nas convexidades P3 e P? com MSO;.

Demonstragdo. Inicialmente, perceba que X C Y e X C Y podem ser representados como

Vx(xeX =x€Y)eX CYAJy(y €Y Ay¢X), respectivamente. Vamos apresentar formulas
. . . =

para representar que um dado conjunto S € convexo. No caso da convexidade P3 apresentamos

tal propriedade por:
Closedg; (X):=Vx,y(x € X Ay € X = —3z(2path(x,z,y) Az ¢ X)).

Analogamente, apresentamos a férmula que representa um conjunto convexo na

) -
convexidade P3 como:

Closed.; (X) :=Vx,y(x € X Ny € X = —Tz(Ind2path(x,z,y) Az ¢ X)).
3
Por fim, apresentamos a seguir as férmulas que representam um conjunto de envolto-

ria S, o tGnico convexo contendo S é V (D), ja que sua envoltdria convexa estd em V(D).

HullSet) (S) := VZ(S C ZAZ & V(D) = —Closedz (7))

HullSetpa(S) =VZ(SCZANZC V(D)= ﬂC10sed? (Z2)).
3 3

]

Proposicao 3.3.2. Dado um grafo orientado D com n vértices, com largura em clique do seu
= = =
grafo subjacente igual a k, entdo existe um algoritmo que calcula inp, (D), inp: (D), hnp, (D) e

%
th§ (D) em tempo ciibico.

Demonstragcdo. Observe que o resultado segue diretamente do Lema 3.3.1, Lema 3.3.2 e Teo-

rema 2.4.1. [
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, =2
4 CONVEXIDADES GEODESICA, PT; E P;: OUTROS LIMITANTES E DIFICUL-
DADE EM TORNEIOS

Continuamos pesquisando sobre os parametros nimero de intervalo e nimero de en-
voltoria nas convexidades ?, IT; e I;; e obtivemos resultados complementares e novos limitantes.
Os resultados a seguir foram obtidos em coautoria com os orientadores e o professor Thiago
Marcilon.

Na Secdo 4.1, fazemos uma breve observacao sobre relagdo do nimero de intervalo
na convexidade geodésica de um grafo G ndo orientado e o menor valor do nimero de intervalo
orientado dentre todas as orientacdes de G.

Em seguida, mostramos que existe um limitante superior apertado para inp,(G),
no caso de grafos ndo orientados, em fun¢do do conjunto de vértices com grau 1. Provamos
também a existéncia de limitantes superiores apertados para EI>P3 e E;P: em fun¢do do conjunto
de vértices extremos. Adicionalmente, para grafos split orientados, provamos que existe limitante
superior para ﬁg e ﬁf’; em fun¢do do numero de componentes fortes ndo triviais e do conjunto
de vértices extremos.

Pesquisamos também sobre o nimero de intervalo em torneios na convexidade I?;,
encontrando sua relagdo com o nimero de dominagdo em torneios. Assim como o problema de
dominagdo em torneios, demonstramos que sempre hd um conjunto de intervalo na convexidade
1?3> com O'(logn) vértices de qualquer torneio 7 com n vértices. Utilizando um resultado
creditado a Paul Erdés (vide (Megiddo; Vishkin, 1988)) sobre o nimero de dominagdo em
torneios, percebemos também que ha torneio 7 com n vértices cujo nimero de intervalo na
convexidade l?; € Q(logn). Estudamos ainda complexidade de se determinar E)p3 (T) quando
T é um torneio. Pela observacgdo anterior, sabe-se que hé algoritmo de tempo subexponencial
de tempo &(n'°¢") para encontrar E)p3 (T), para um dado torneio T com n vértices. Usando
um resultado de (Megiddo; Vishkin, 1988), argumentamos que, sob a Hipdtese do Tempo
Exponencial, ndo ha algoritmo polinomial para se determinar $p3 (T). Mostramos ainda que,
para um dado torneio 7 e um inteiro ndo negativo k, determinar se 7 possui um conjunto de
intervalo na convexidade l;g com tamanho no méximo k é W|2]-dificil, quando parametrizado
em k. Para tanto, provamos que o problema de dominacdo em torneios, parametrizado pelo valor

da solugio, é W([2]-dificil, resultado que ndo encontramos na literatura.
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4.1 Orientacoes em grafos

Podemos observar que nem sempre os valores do niimero de intervalo e do nimero
de envoltoria de um grafo G ndo orientado coincidem com seus correspondentes orientados para

uma dada orientacdo de G.

Figura 9 — Numero de intervalo de uma orientagdo sendo maior que do grafo subjacente

Fonte: elaborado pelo autor.

Observe a Figura 9. O grafo ndo orientado a esquerda tem numero de intervalo na
convexidade geodésica igual a 5, tendo em vista que € necessdrio e suficiente a selegdo de suas
folhas para termos como imagem na funcao de intervalo desta convexidade todo o conjunto de
vértices do grafo. Por outro lado, quando fazemos a orientagao indicada na figura, é necessario e
suficiente escolhermos os 6 vértices na convexidade ? J4 que todos os vértices sdo extremos.
Este valor ndo necessariamente € sempre estritamente maior, pode ocorrer de quando orientamos
um grafo o nimero de intervalo orientado na convexidade geodésica é menor do que para o caso
nao orientado. Na Figura 10, observe que o nimero de intervalo no ciclo impar ndo orientado na
convexidade geodésica € igual a 3, enquanto que o nimero de intervalo geodésico de um ciclo
impar orientado € igual a 2.

Figura 10 — Numero de intervalo do grafo subjacente maior do que o nimero de intervalo de
uma orientacao

Fonte: elaborado pelo autor.

Seja G um grafo simples, definimos como inp, (G) o nimero de intervalo minimo na

. = . -
convexidade P53 dentre todas as orientagcdes das arestas de G.
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Proposicio 4.1.1. Seja G um grafo simples, entdo inp, (G) = inp, (G).

Demonstracdo. Sejam G um grafo e S um conjunto de intervalo de G na convexidade P3 tal que
grafo |S| = inp, (G). Mostraremos que este conjunto ¢ um conjunto de intervalo na convexidade
}T; para uma dada orientagdo D de G. Veja que, para cada w ¢ S, existem u,v € S tais que
w € Ip,({u,v}). Entdo, para cada w ¢ S, fixamos uma escolha de u,v € S tais que w € Ip, ({u,v})
e orientamos (u,w) e (w,v) em D. Quaisquer arestas ndo orientadas no procedimento acima,
podem ser orientadas arbitrariamente em D. Pela defini¢@o, note que S seria também um conjunto
de intervalo na convexidade 1?; desta orientagdo D de G. Obtemos entdo que E1>i>3 (G)<|S|=

—
lnp3 (G)

. . . ~ e e .
Reciprocamente, seja D uma orientagdo de G tal que inp,(D) = in Ps (G). Considere
S um conjunto de intervalo de tamanho minimo de D, ou seja, S| = inp,(G). Veja que, por
defini¢do, para cadaw ¢ S, existem arcos (u,w) e (w,v) em D tais que u,v € S. Logo, S é conjunto

de intervalo para o grafo subjacente G e, portanto, inp,(G) < |S| = inp, (G). Por conseguinte, a

igualdade foi provada. 0

Deve-se observar que a Proposi¢ao 4.1.1 implica, do ponto de vista de Complexidade
Computacional, que resultados de NP-dificuldade e W-dificuldade para o nimero de intervalo na
convexidade P3 no caso ndo direcionado, podem ser imediatamente traduzidos em resultados
similares no caso direcionado. Note que, por exemplo, o Teorema 3.3.3 ¢ uma adaptacdo de uma
demonstracdo similar do caso ndo direcionado (Centeno et al., 2009). Se removida a hipétese
mais forte do grafo orientado D ser um DAG do enunciado do Teorema 3.3.3, tal resultado seria

um coroldrio da Proposicdo 4.1.1.

4.2 Limitantes

Seja G um grafo ndo orientado. Dizemos que S C V(G) é k-dominante se cada
vértice v € V(G) \ S € adjacente a k vértices em S. A cardinalidade de um conjunto k-dominante
minimo de um grafo G é denotada por %(G). Note que determinar um conjunto de intervalo
na convexidade P3 num grafo G € equivalente a encontrar um conjunto 2-dominante. Os auto-
res (Caro; Roditty, 1990) mostraram o seguinte limitante para um k-conjunto dominante minimo

%(G) num grafo G.

Proposicio 4.2.1. (Caro; Roditty, 1990) Seja G um grafo com |V(G)| =n e 8(G) o grau minimo

do grafo G. Se §(G) > k, entdo y(G) < kk+_nl
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Em particular, para k = 2, eles deduzem que 1»(G) = inp,(G) < % para um grafo
G com n vértices tal que (G) > 2. Abaixo, mostramos uma prova distinta para um resultado

andlogo com relacdo ao niimero de intervalo na convexidade P3 que obtivemos.

Proposicao 4.2.2. Se G é um grafo simples com n vértices e V| é o conjunto de vértices de grau 1

de G, entdo inp,(G) < |Vi| + {M—‘ . Esse limitante ¢é apertado.

Demonstra¢do. Vamos construir um conjunto de intervalo S que tem no maximo |V;|+ [ww
vértices. Inicialmente adicione V; a S. Aplique Ip, (S). Iteradamente, enquanto houver vértice
v € V(G) \Ip,(S) (lembrando que v tem grau pelo menos dois), atualizaremos o conjunto S em
funcdo da seguinte andlise de casos:
i) se existe w € Ng(v) NS, como v ¢ Ip,(S) e dg(v) > 2, existe um outro vizinho de v,
digamos u € V(G) \ S. Neste caso, adicionamos u a S. Note que agora v € Ip,(S).
ii) Se Ng(v) NS = 0, entdo existem ao menos dois vizinhos de v, digamos u,w € Ng(v), que
ndo pertencem a Ip, (S). Neste caso, adicionamos u e w a S e, a partir de entdo, tem-se que
v e Ip,(S).

Observe que a cada etapa apds a inclusdo de V; a S, selecionam-se no maximo 2/3
dos vértices remanescentes para pertencer a S. Conclui-se que S € um conjunto de intervalo na
convexidade P3 e |S| <V + {w-‘ :

Veja que o limitante é alcangcado na classe de grafos exemplificada na Figura 11.
Note que este grafo G ndo tem vértices de grau 1. Observe que para cada tridngulo {v; 1,v;2,vi3},
parai=1,...,k, € necessdrio e suficiente selecionarmos dois vértices para obtermos um conjunto

de intervalo para G na convexidade P3.

Figura 11 — Exemplo de grafo atingindo limitante da Proposicdo 4.2.2

V1,2 V2,2 Vi—1,2
V1,1 V1,3 V21 V23 Vk—1,1 Vg-1,3 Vg1

Fonte: elaborado pelo autor.

]

Para um grafo direcionado D, um conjunto de dominagéo gémea S C V(D) é tal que

todo vértice v € V(D) \ S possui um vizinho de entrada e um vizinho de saida em S (Chartrand
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et al., 2003a). O niimero de dominacdo gémea, denotado por y*(D), é a cardinalidade de um
conjunto de dominag¢do gémea minimo de D. Note que, portanto, y*(D) = ﬁm (D).

Os autores em (Chartrand et al., 2003a) provaram o resultado andlogo ao que apre-
sentamos seguir para o nimero de dominagdo gémea. Abaixo apresentamos uma demonstracao

. 1 ) : 4
mais simples e valida também para a convexidade P;.

Proposicio 4.2.3. Seja D um grafo orientado com n vértices e denote por Ext(D) o conjunto de
- % _
vértices extremos na convexidade 2~ € {P3,l;§}. Entdo, ing (D) < {ww + |Ext(D)|.

Além disso, este limitante é apertado.

Demonstragdo. Vamos construir um conjunto de intervalo S que tem no maximo {w-‘ +

Ext(D) vértices. Inicialmente, adicione Ext(D) a S. Lembre que no caso da convexidade P3 tais
vértices sao apenas fontes e sumidouros, enquanto que, na convexidade I?;z, além destes ha tam-
bém os transitivos. Aplique T 2 (S). Iteradamente, enquanto existir vértice v € V(D) \ T 7 (S)
atualizaremos o conjunto S da seguinte forma.

Como v ndo € extremal, existem portanto u € N*(v)ew € N~ (v) em V' \ ?%(S)
No caso da convexidade l?;?, podemos ainda assumir a existéncia de tais u e w de modo que
(w,u) ¢ A(D) ja que v ndo ¢ transitivo. Adicionamos u e w a S, caso jd ndo pertengam (note
que no maximo um deles ja pertence a S, uma vez que v ¢ T 2°(S)). Note que, em ambas
convexidades, v € T 7 (S).

Perceba que cada etapa seguinte a adicionarmos Ext(D) a S estamos selecionando
no maximo % dos vértices remanescentes para pertencer a S. Concluimos que S € um conjunto
de intervalo na convexidade 2~ com no maximo {ww + Ext(D) vértices.

Este limitante é apertado, como mostrado no grafo D da Figura 12. Inicialmente,
perceba que este grafo orientado nao possui vértices extremos. Para cada triangulo orientado
{vi1,vig,viz}, comi=1,...,k, é necessdrio e suficiente que selecionemos dois vértices quais-
quer {u,v} C {vi1,vi2,vi3}, para termos {v;1,vi2,vi3} C ?gg({u,v}).

]

Existe limitante andlogo para o niimero de envoltéria em grafos orientados na convexi-
dade geodésica (Araujo; Arraes, 2021), onde h4 fator constante de 2/3, como na Proposicao 4.2.3.
Notemos que existe uma diferenca deste para o limitante superior andlogo correspondente ao

numero de envoltoria geodésico quando consideramos o caso ndo orientado (Araujo et al., 2013),
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Figura 12 — Exemplo de grafo atingindo limitante da Proposicao 4.2.3

V1,2 V3,2 Vk—-1,2

V2,1 V2,3 Vk,1 Vg,3

Fonte: elaborado pelo autor.

com fator constante 3/5. Observamos que no caso da convexidade Ps, tal diferenca ndo ocorre

entre os casos nao orientado e orientado, como visto nas Proposicoes 4.2.2 e 4.2.3.
Lembramos que um grafo G € dito split se podemos particionar seus vértices em

dois subconjuntos S e K de modo que K € uma clique e S € um conjunto independente de G. Para

representar tal parti¢do, denota-se G por G = (KUS,E).

Proposicao 4.2.4. Sejam D uma orientacdo de um grafo split G = (KUS, E) e Ext(D) os vértices
— —
extremos de D. Entdo, hnyp: (D) < hnp; (DIK]) + |Ext(D) N S].

Demonstracdo. Vamos construir um conjunto de envoltéria X na convexidade I?;Z para D. Pri-
meiramente, note que um vértice extremal de D em K é também extremal em D[K]. Inicialmente,
adicionamos a X um conjunto de envoltéria minimo de D[K]. Em particular, note que tal conjunto
deve conter todos os extremos de D pertencentes a K. Em seguida, adicionamos a X os vértices
de SNExt(D), os quais devem estar contidos em todo conjunto de envoltéria de D.

Note que ﬁm (X) 2 K, uma vez que X contém um conjunto de envoltéria de D[K] e
a inclusao dos vértices em § nao altera o comportamento da funcdo de intervalo com respeito
aos vértices em K, uma vez que sao apenas considerados caminhos minimos de comprimento 2.

Agora observe que, para todo vértice v € S\ Ext(D), existem vértices u,w € K tais
que temos (u,v),(v,w) € A(D) e (u,w) ¢ A(D). Ora, isto implica que S € um conjunto de

envoltdria na convexidade I;E de D. O]

Com respeito a Proposicao 4.2.4 ha duas observacdes a serem feitas. Primeiramente,
deve-se lembrar que sabemos o valor exato do nimero de envoltéria de D[K], pela Proposi-
¢do 3.2.4. Ressalta-se porém que tal valor depende dos vértices extremos de D[K] que ndo
necessariamente sao vértices extremos de D. A segunda observagdo € que todo conjunto de

envoltoria na convexidade P; € também um conjunto de envoltdria na convexidade ? assim
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como ambas tem os mesmos conjuntos de vértices extremos. Portanto tal limitante também &

valido para a convexidade ?

4.3 Calculando niimero de intervalo de torneios na convexidade de caminhos de compri-

mento dois

Nesta se¢do, mostramos uma relagdo muito préxima entre o nimero de intervalo
na convexidade 1?3> e o numero de dominacdo para torneios. Como visto na pagina 26, um
subconjunto de vértices S, em um grafo orientado D, é um conjunto dominante se, para todo
ucV(D)\S, ocorre u € N*(v), para algum v € S. Definimos y* (D) como o tamanho de um
menor conjunto dominante no grafo orientado D.

Dado um torneio T, vamos definir 7*(T) = (V’,A’) como o torneio obtido a par-
tir de 7 pela adigdo de um vértice sumidouro, ou seja V(T¥(T)) =V (T)U{s} e A(T*(T)) =
A(T)U{(u,s) |uecV(T)}. A proposicio a seguir € simples, mas tem consequéncias bastante

relevantes como serd visto ao longo desta sec¢ao.

Proposi¢io 4.3.1. Seja T = (V,E) um torneio e k um inteiro positivo. Entdo, y*(T) =k se, e

_)
somente se, inp,(T*°(T)) =k+ 1.

Demonstragdo. Suponha que S é um conjunto de dominagdo de 7' de cardinalidade minima, ou
seja|S| = y"(T) =k. Sendo s o vértice sumidouro adicionado a 7 em T*%(T), observe que SU {s}
¢ um conjunto de intervalo na convexidade 17§ em T°(T). Logo, Eip3 (T*(T)) < k+ 1. Suponha
que existe um conjunto S, tal que | S" |<| SU{s} |=k+ 1 e S’ é um conjunto de intervalo em
T4(T) na convexidade 1?3 Como s é um sumidouro, temos que s € S’. Observe que para cada
v ¢S, existe u €S, tal que v é um vértice interno de um caminho de comprimento dois que
inicia em u. Por outro lado, isto implica que u,v € V(T) e (u,v) € A(T). Segue que S’ \ {s} é
um conjunto de dominag¢do de T, contradizendo a minimalidade do conjunto de dominagdo S
comrelagdoa 7.

Reciprocamente, suponha que EI>P3(TS (T)) =k+1. Como s é sumidouro, seja
SU{s} um conjunto de intervalo minimo na convexidade l?; de T%(T). Pela mesma argumentago
anterior, note que S € conjunto de dominacdo de 7. Afirmamos que S € um conjunto de dominacao
minimo de 7. Observe que se S ndo é um conjunto de dominacdo minimo em 7, existe um

conjunto de dominagdo S’ tal que | §" |<| S |. Nesse caso, veja que existe um conjunto de intervalo
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com cardinalidade menor que SU {s}, que seria o conjunto S’ U {s}. Isto € uma contradi¢do, pois

SU{s} é um conjunto de intervalo minimo de 7°(7') na convexidade Ps. O

No caso de dominag¢@o em torneios, hd um limitante superior cuja demonstracao é

creditada a Paul Erdds. Tal demonstragdo pode ser encontrada no artigo seguinte:
Proposicao 4.3.2. (Megiddo, Vishkin, 1988) Se T um torneio com n > 2 vértices, entdo
Y™ (T) < [logyn].

Adaptando esta demonstrag@o, conseguimos um limitante similar para o nimero de

. . =
intervalo na convexidade P3.
.~ : . L . T
Proposicao 4.3.3. Seja T um torneio com n > 4 vértices, entdo inp,(T) < [2 logs n—‘
) 3

~ . . . . = . .
Demonstragdo. Vamos construir um conjunto de intervalo S para 7' na convexidade P3 iterativa-

mente. Seja v um vértice do torneio 7' com n > 4 vértices. Observe que }.,cy () df (v) = @

(n—1)
2

Isto implica que existe a0 menos um vértice v € V(T) tal que df (v) > [ -‘ . Assim, seja v
um vértice tal que d7 (v1) > {@W SejaTy =T[{veV(T)|veNT(v)}]. Analogamente,
existe um vértice v, € V(Ty), tal que di (vp) > {@-‘ ,jaque |Th| > W"%]W Observe que
existem ao menos uma quantidade igual a [@-‘ de (v1,v;)-caminhos de comprimento dois.
Adicionamos os vértices vy, v, a S. Note que, apds essa primeira adi¢do, | ?p3 ()| > {('14;3)-‘ +2.
Enquanto houver vértices em V(T \?p3 (S), aplicamos a ideia anterior ao subtorneio de T
formado pelos vértices ndo pertencentes a ?p3 (S). Conseguimos deste modo um conjunto de

intervalo S na convexidade P3 com no maximo {2 log4 n-‘ . ]
3

Deve-se ressaltar que ha um resultado similar ao apresentado na Proposicao 4.3.3
em (Osula; Zuazua, 2019), onde foi demonstrado um limitante superior logaritmico para o
numero de dominacdo gémea de torneios. Como mencionado previamente, o nimero de domi-
nacdo gémea é um parametro equivalente ao ndmero de intervalo na convexidade l?; Porém

acreditamos que este trabalho ainda nao foi publicado em periddicos ou anais de conferéncias.

Corolario 4.3.1. Seja k um inteiro positivo. Se D é uma orientacdo do complemento de um grafo

_>
k-partido G, cada parte possuindo ao menos 4 vértices, entdo inp,(D) <k {2 log% n—‘.

Demonstragcdo. Note que os vértices de D sdo particionados em k subconjuntos que induzem
. - . en . . . =
torneios. E suficiente observar que a unido de conjuntos de intervalo na convexidade P3 de cada

um destes torneios € um conjunto de intervalo para D. O resultado segue da Proposi¢cdo 4.3.3. [
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L. . ; L. . —~ .
Corolario 4.3.2. Um conjunto de intervalo minimo na convexidade P3 de um torneio T com n

: 2N
vértices pode ser encontrado em tempo O (n'°8") = (219" vértices.

Demonstragdo. Veja que, em consequéncia da Proposi¢ao 4.3.3, um conjunto de intervalo na
convexidade l?; com cardinalidade minima pode ser encontrado analisando todos os subconjuntos
ndo vazios de V(T') com cardinalidade até no maximo [2 log% nw = {ﬁ log nw . Verificar se
um dado conjunto € de intervalo na convexidade P3 pode ser feita em tempo polinomial, uma
vez que € suficiente analisar, para cada vértice ndo escolhido, se 0 mesmo possui um vizinho de

entrada e um de saida no conjunto dado. [

Note que o Corolario 4.3.2 implica na existéncia de um algoritmo subexponencial
para decidir se E)p3 (T) <k, dados um torneio 7 e um inteiro positivo k. Portanto, assumindo
como verdadeira a Hipotese do Tempo Exponencial (vide Secdo 2.2), este problema nio deve
ser NP-dificil, uma vez que uma reducdo polinomial de 3-SAT para este problema implicaria
na existéncia de um algoritmo subexponencial para 3-SAT. Por outro lado, ainda sob a mesma
hipétese, ndo se deve esperar um algoritmo polinomial para resolver este problema como veremos

a seguir.

Proposicao 4.3.4 ((Megiddo; Vishkin, 1988)). Se existir algoritmo de tempo polinomial para
decidir se y*(T) < k, dados um torneio T e um inteiro positivo k, entdo hd algoritmo para
decidir SAT em instdncias com n varidveis e m cldusulas que executa em tempo 20(/n) K para

alguma constante K.

Corolario 4.3.3. Assumindo a Hipotese do Tempo Exponencial, ndo hd algoritmo polinomial

para decidir se inp,(T) < k, dados um torneio T e um inteiro positivo k.

Demonstracdo. Note que a existéncia de um algoritmo polinomial para o problema de nimero
de intervalo em torneios na convexidade l?; implica na existéncia de um algoritmo polinomial
para resolver o problema de dominacao em torneios, devido a Proposi¢cdo 4.3.1. Pela Propo-
sicdo 4.3.4 implicaria em algoritmo subexponencial para SAT, contradizendo a Hipdtese do

Tempo Exponencial. [

Ainda com respeito ao limitante provido pela Proposi¢do 4.3.2, Erdés também provou

que, ao menos em ordem de grandeza, este limitante € preciso, usando o Método Probabilistico.
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Teorema 4.3.1 ((Erd6s, 1963)). Para cada constante € > 0, existe uma constante K, tal que,
para todo k > K, existe um torneio Ty, com ndo mais do que 2*k? log(2 + €) vértices satisfazendo

v (T) > k.
Uma outra consequéncia direta da Proposicao 4.3.1 € a seguinte.

Corolario 4.3.4. Para cada constante € > 0, existe uma constante K, tal que, para todo k > K,
. ~ . . . g
existe um torneio Ty, com nédo mais do que 2¥k*1og(2 + &) + 1 vértices satisfazendo in p, (Tk) >

k+1.

Demonstragdo. Basta tomar o torneio obtido do Teorema 4.3.1 e adicionar um vértice sumidouro.

O resultado segue da Proposicao 4.3.1. [l

A demonstragc@o do Teorema 4.3.1 € probabilistica. Entretanto, os autores em (Graham;
Spencer, 1971) apresentaram uma construgdo explicita de um torneio 7 satisfazendo y* (7)) > k

coOmo segue.

Definicdo 1. Sejam k um inteiro positivo e n o menor primo tal que n =3 mod 4 e n > 2%—2k2,

Definimos o torneio T} com n vértices da seguinte forma: V(1)) = Z, ={0,1,...,n—1} e se

2

u,v € Ly com u# v, dizemos que (u,v) € A(T)) se, e somente se, u—v =a~ mod n, para algum

a € Zy.

2» deve-se observar

Como respeito ao “menor nimero primo n tal que n > 222k
que se pp € pp sd@o nimeros primos congruentes a 3 mod 4, entdo 2p|p, + 1 também o é. Isto
implica que 7, tem ndo mais do que n < 2(2%k=2k2)2 4 1 = 2%3k* vértices. Pela Definigdo 1,
note que cada arco de 7 pode ser decidido em tempo linear em 7 e temos (;) arcos. Portanto,
T pode ser construido em & (n) sendo n < 2*—3k*, Tais informacdes serdo titeis na secio

seguinte.

4.4 Dificuldade do numero de intervalo a distancia dois em torneios

Nesta sec@o, vamos provar que determinar o nimero de intervalo na convexidade
P, em torneios pertence a classe W/[2]-dificil, quando parametrizado pelo valor da solug@o.
Lembrando do que foi visto na Pagina 26, o problema de DOMINACAO PARAMETRIZADA
tem como entrada um grafo G ndo orientado e um inteiro k£ ndo negativo, k € o parametro, o

interesse € saber se ocorre ¥(G) < k. Este é um dos mais conhecidos exemplos de problema
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W|2]-dificil (Cygan et al., 2005). Vamos provar um resultado similar que nido encontramos na

literatura para o problema de dominacao em grafos orientados.

DOMINACAO PARAMETRIZADA ORIENTADA

Entrada: Um grafo orientado D = (V,A).
Parametro: Um inteiro k£ > 0.
Pergunta: Y+ (D) <k?

Proposicao 4.4.1. O problema DOMINACAO PARAMETRIZADA ORIENTADA é W 2]-dificil.

Demonstracdo. Vamos provar que o problema DOMINACAO PARAMETRIZADA ORIENTADA
é W|2]-dificil. Faremos a redugdo a partir do problema de DOMINACAO PARAMETRIZADA.
Seja (G, k) uma instancia do problema de DOMINACAO PARAMETRIZADA. Vamos construir
um grafo orientado D a partir de G da seguinte forma. Seja V(D) =V, UV, U{v*}, sendo V;,
para cada i € {1,2}, uma cépia dos vértices de G. Criamos o conjunto de arcos de D de modo
que se uv € E(G) escolhemos a copia u; € V| de u e a copia v, € V; de v, e adicionamos o arco
(u1,v2) € A(D). Para cada vértice u; € V) adicionamos o arco (uy,uy) € A(D), onde upy € V;
€ a copia do mesmo vértice u de G que u;. Adicionamos também, para cada v € V|, o arco

(v*,v) € A(D).

Figura 13 — Exemplificando a construcao do grafo D

G D

u U2 (A1

]

V2 U1

Fonte: elaborado pelo autor.

Vamos provar que (G, k) é instancia positiva do problema DOMINACAO PARAMETRI-
ZADA se, e somente se, (D, k") € instancia positiva do problema DOMINACAO PARAMETRIZADA
ORIENTADA, onde k€’ = k+ 1. Note que a construgdo € feita em tempo polinomial, uma vez que
V(G| =2|V(G)| + 1, e que o parAmetro da instancia criada, k', depende exclusivamente do

parAmetro da instancia (G, k).
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Suponha que temos uma instincia (G, k) positiva para o problema de DOMINACAO
PARAMETRIZADA. Seja S um conjunto dominante de G de modo que |S| < k. Observe que o
tnico vértice que pode dominar o conjunto de vértices V| € v*, logo todo conjunto dominante em
D deve ter v*. Além disso, como S é um conjunto de dominacdo de G, pela construgdo de D, as
c6pias de S em Vj, dominam V5. Concluimos que S’ = {u; € V; | u € S}U{v*} é um conjunto
dominante em D com |§'| <k =k+1.

Reciprocamente, suponha que o grafo orientado D possui um conjunto dominante
S’ com no maximo k' = k+ 1 vértices. Como v* é uma fonte, podemos afirmar que v* estd em
todo conjunto dominante de D. Além disso, a vizinhanga de saida de v* sdo vértices de V. Para
cada v € V;, sabemos que d*(v) = 0, entdo podemos assumir que S’ \ {v*} C V;. Considere
S={ueV(G)|u €8\ {v*}}. Como para cada cépia u; € V; tem na sua vizinhanga de saida
os mesmos vértices da vizinhanga de u € V(G), concluimos que S é um conjunto dominante de

GelS|=|5|—1<k N

Em posse do teorema anterior, provaremos o resultado principal desta se¢dao. Entre-

tanto, precisamos ainda de mais uma ferramenta.

Definicdo 2. (Megiddo; Vishkin, 1988) Dado um torneio T = (V,E) e um inteiro positivo k,
nés definimos outro torneio Ti(T) = (V',E") como segue. SejaV' =V x {1,...,k}. Para todo
i,jecom1<i j<keu#vemV,seudominavemT, ovértice (u,i) domina (v, j) em Tr(T).
Parai# jcomu €V, sei< j, ovértice (u,i) domina (u, j) em Ty(T). Denotamos por T} (T) o

subtorneio Ty(T)[V x {i}], que é isomorfo a T, para todo i € {1,...k}. Veja a Figura 14.

Lema 4.4.1. (Megiddo; Vishkin, 1988) Dados um torneio T = (V,E), um inteiro positivo k e
inteiro i € {1,...,k}, se S é um conjunto de vértices de Ty,(T) o qual domina todos os vértices

do subtorneio T,{i(T) de Ti(T), entdo |S| > y*(T).

Demonstracdo. Seja S um conjunto de vértices de 7;(7T) que domina os vértices em V x {i}.
Logo, para todo vértice u € V, ou existe um j < i tal que (u, j) € S, ou existe um v € V tal que
(v,j) € S, para algum j com 1 < j <k, e vdomina u em T. Seja S’ a projegcdo de S em V, ou
seja, o conjunto de vértices v € V onde (v, j) € S, para algum j € {1,...,k}. Observe que S’ é

um conjunto de dominagdo em 7. O resultado estéd provado, pois Y1 (T) < || <S]. O

Na reducdo a seguir, combinaremos o Lema 4.4.1 com o torneio apresentado ao final

da Secdo 4.3. Ou seja, tomaremos 7' para ser o torneio 7 = 7,/ com ndo mais do que n < k=34
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Figura 14 — Exemplificando a construcgio do grafo 7;(7), sendo T um torneio transitivo com
3 vértices e k = 2. Observe que as cores indicam os vértices correlatos de
T (T) e T3(T)

Fonte: elaborado pelo autor.

vértices, cujo nimero de dominagdo € maior do que k, e que pode ser construido em tempo
0 (n?). Utilizaremos Tj(T) como subtorneio na reducdo. Desse modo, pelo Lema 4.4.1, note
que para dominarmos os vértices de uma copia T,f(T) de T, usando apenas vértices pertencentes
a T;(T), é necessdrio usarmos ao menos k+ 1 vértices.

Lembramos que a defini¢cdo do problema INTERVALO };E ORIENTADO PARAMETRI-

ZADO foi apresentada na Pagina 50.

o , .
Teorema 4.4.1. O problema INTERVALO P; ORIENTADO PARAMETRIZADO é W(2]-dificil em

torneios.

Demonstragdo. Sabemos que o problema DOMINACAO PARAMETRIZADA ORIENTADA é W|2]-
dificil pelo Proposi¢do 4.4.1. Vamos mostrar que ha uma redugdo parametrizada deste problema
para o problema de INTERVALO l;ﬁ ORIENTADO PARAMETRIZADO. Seja (D, k) uma instincia
do problema de DOMINACAO PARAMETRIZADA ORIENTADA.

Vamos construir um torneio 7p a partir do grafo orientado D da instancia dada do
problema de DOMINACAO PARAMETRIZADA ORIENTADA usando na construgdo o torneio 7y (7),
apresentado na Defini¢do 2.

Para construir 7p, iniciamos com k + 1 cdpias do grafo orientado D: Dy, Dy, ...,Dy.
Além disto, adicionamos uma cépia do torneio 7;(7') como na Defini¢do 2. Lembre que 7 = T}/
ndo possui mais do que 2*3k* vértices e tem nimero de dominagio maior do que k, como

visto na Definicdo 1. Além destes vértices, adicionamos a Tp outros trés vértices x, y € z. Vide

Figura 15.
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Desse modo, observe que V(Tp) = <U§:o V(D,-)) U <U§‘:1 V(T,')> U {x,y,z}, onde
aqui abreviamos para 7; a notagdo correspondente ao subtorneio 7}(T) de Ti(T) que, como
mencionado previamente, € isomorfo a 7. Também ja se pode observar que a constru¢do podera
ser realizada em tempo FPT em k, uma vez que |V (Tp)| < (k+ 1)n+2%=3k% 4-3, sendo n
o nimero de vértices do grafo orientado D da instancia de DOMINACAO PARAMETRIZADA

ORIENTADA.

Figura 15 — Torneio Tp

(Te—(p)
&

it
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N LY
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Fonte: elaborado pelo autor.

Além dos arcos ja existentes no torneio 7 (7') e nas cdpias de D (lembre que D ndo é
necessariamente um torneio), precisamos descrever quais sao os demais arcos existentes em Tp.

Trataremos primeiro dos arcos entre vértices de (U;‘:O D,-) U{x,y,z}. Para cada arco
(u,v) € A(D), se vg € o vértice correspondente a v em Dy, pomos (u;,vy) em A(Tp), para cada
copia u; € V(D;) de u, paracadai € {1,...,k}. Caso contrdrio, se (u,v) ¢ A(D), adicionamos
(vo,u;) em A(Tp), para cada i € {1,...,k}. SeuecV(D;) eveV(Dj) com1<i<j<k,
adicionamos (u,v) a A(Tp). Para os demais pares de vértices ndo adjacentes em Dy, Dy, ..., Dy,

ja que D ndo € necessariamente um torneio, adicionamos arbitrariamente um arco de modo
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que V(Tp)[U, V(D;)] seja um torneio. Para cada vértice v € V(Dy), adicionamos os arcos
(v,y), (v,x), (v,z) AA(Tp). Se u € U, V(D;) criamos os arcos (u,y), (x,u), (u,7), adicionando-os
a A(Tp). Por fim, pomos (y,x), (x,z),(z,y) em A(Tp).

Adicionaremos agora os arcos remanescentes, que tem exatamente uma extremidade
em Uf-‘zl T;, uma vez que, por defini¢do, a copia de T;(T') ja é um torneio. Para cada vértice
ueV(Ti(T)) =V(T)U...UV(T}) e para cada vértice de v € V(Dy) U {x,y,z}, adicionamos
o arco (u,v) em A(Tp). Paracadau € V(T;) ev € V(D;), i € {1,...,k}, criamos arcos (v,u) e
adicionamos a A(Tp). Seu € V(T;) ev e V(Dj), comi# jei,je {l,...,k}, entdo (u,v) é
adicionado em A(7p). Estes arcos completam a construc@o de Tp. Observe que Tp é portanto
um torneio. Além disso, pelo Lema 4.4.1, lembre que qualquer subconjunto de vértices S de
Ti(T) que domine os vértices de T; satisfaz |S| > y" (T (T)) = vy (T;) = y(T) > k+ 1, para
cadaie {1,... k}.

Vamos provar que uma instincia (D,k) é uma instincia positiva para o problema
de DOMINACAO PARAMETRIZADA ORIENTADA, ou seja, existe um conjunto de dominacado
S C V(D) com no maximo k vértices se, e somente se, em Tp existe um conjunto de intervalo S
com tamanho no maximo k" = k + 2 na convexidade 1;3?

(=) Suponha que S é um conjunto de dominagéo de D tal que |S| < k. Sem perda
de generalidade, assuma na verdade que |S| = k, pela adi¢do, se necessario, de outros vértices
de Das. SejaS={sy,...,ss} CV(D). Seja v; o vértice correspondente a s; em D;. Defina
S"={v1,...,vx,x,y}. Note que |S'| = k+2. Afirmamos que S’ é um conjunto de intervalo na
convexidade l;;? em Tp.

Veja, pela construcdo de 7p e sabendo que S € um conjunto dominante de D, que
para todo v € V(Dy), existe u € §', tal que v é vértice interno de um (u,x)-caminho minimo
de comprimento dois, sendo ¥ uma copia de um vértice do conjunto dominante S, tal que u
domina o vértice correspondente a v em D, e, para todo v € V(Dy), existe o arco (v,x) € A(Tp).
Observe que se w € V(T;) e u € V(D;) NS (lembre que como tomamos |S| = k, ha exatamente
um vértice escolhido em cada D; para pertencer a S'), para cada 1 < i < k, w € vértice interno do
(u,x)-caminho minimo de comprimento dois. Além disso, por construgdo, cada vértice v € V(D)
para cada 1 <i <k, é um vértice interno de (x,y)-caminho de comprimento dois. Por fim, z é
um vértice interno do (x,y)-caminho minimo de comprimento dois. Portanto S’ é um conjunto
de intervalo na convexidade 1?;} em 1p.

(<) Suponha agora que S’ C V(Tp) é um conjunto de intervalo na convexidade 1;5
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tal que |S'| < k+2. Inicialmente, vamos provar que € necessério e suficiente que dois vértices
dentre o trio {x,y,z} estejam em S’

Note primeiro que néo é possivel que |S' N {x,y,z}| = 0, uma vez que s6 hd um arco
que parte do vértice z, em dire¢do ao vértice y, o qual, por sua vez, também s6 tem um arco de
saida para x. Portanto, z s6 pertence a um Cz direcionado, (x,y,z). Logo, como S’ € conjunto de
intervalo l?;? de Tp e Tp é um torneio, temos que z € §' ou {x,y} C 8, caso contrdrio z ¢ T)Pg (8.
Pela mesma argumentagdo, se |S' N {x,y,z}| = 1, seria necessdrio que ' N {x,y,z} = z. Porém,
uma vez que x ¢ S, veja que y ¢ T)Pg (8), ja que o dnico arco de saida de y segue para x.

Portanto, é necessdrio termos pelo menos dois vértices selecionados em {x,y,z}

—
=1

- -
para §’. Veja que I p+({x,y}) P;({x,y@}), jaqueze 1 P;({x,y}) e, como dito, o tnico

3
triangulo direcionado a que z pertence é exatamente (x,y,z). Assim sem perda de generalidade,
podemos supor que {x,y,z} NS = {x,y}.

Agora defina S = S\ {x,y} e observe portanto que |S| < k. Vamos primeiro provar
que |S| =k, ja que, para cada i € {1,...,k}, deve ocorrer que V(D;) NS # 0. Suponha, por
contradi¢do, que existe D; tal que SNV (D;) = 0, para algum i € {1,...,k}. Como S’ é um
conjunto de intervalo na convexidade 1;;% de Tp, entdo, pela construcdo de Tp, observe que cada
vértice de T; que ndo pertence a S, deve ser vértice interno de um (u, w)-caminho minimo de
comprimento dois, porém u deve necessariamente pertencer a U’]‘-Zl T;. Ou seja, S € um conjunto
de dominacdo de 7;. Portanto, pelo Lema 4.4.1 e pela escolha de T, que é isomorfo a 7;, temos
que |S| > k+ 1, contradizendo a hipétese.

Desse modo, observe que [S'NV(D;)| =1, para cada i € {1,...,k} e que |S| = k.
Consequentemente, S’ NV (Dg) = 0. Afirmamos que o conjunto formado pelas respectivas cGpias
dos vértices de S em D, formam um conjunto dominante de D. De fato, como S’ é um conjunto
de intervalo Ef de Tp e S’ é formado exatamente por um vértice de cada D;, parai € {1,...,k},
além dos vértices x e y, note que cada vértice d € V(Dy) deve ser vértice interno de um (u,w)-
caminho minimo de comprimento dois, sendo que u deve pertencer a (Ulj‘-zl V(D,-)) NS (e
w € S, podendo, por exemplo, ser considerado como o vértice x). Tal arco (u,d) s6 existe em Tp

caso os vértices correspondentes em D também possuam tal arco. Desse modo, y*(D) <k. [
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5 CONVEXIDADE DE CICLOS

Este capitulo € resultado do trabalho do autor com os pesquisadores Carlos V. G.
C. Lima e Thiago Marcilon, ambos professores da Universidade Federal do Cariri, uma versao
deste trabalho pode ser encontrada em (Lima et al., 2024).

Na convexidade de ciclos, dado um grafo G ndo orientado € um subconjunto de
vértices S C V(G), dizemos que um vértice v ¢ S pertence a imagem da funcéo de intervalo, se v
pertence a um ciclo em G[SU{v}|. A fun¢do de intervalo na convexidade de ciclos é denotada
por Icc.

Neste capitulo, trabalhamos com parametros que, apesar de distintos, ttm uma
relagdo com os conceitos e parametros que estudamos nos capitulos anteriores. Seja G =
(V,E) um grafo. Como descrito no Capitulo 1, o pardmetro nimero de convexidade, definido
inicialmente em (Chartrand et al., 2002), denotado por cn(G), € a cardinalidade maxima de
um conjunto convexo préprio S C V. Na Sec¢do 5.2, o problema NUMERO DE CONVEXIDADE,
consiste em determinar se existe um subconjunto de vértices § C V convexo na convexidade
de ciclos, tal que |S| > k. Provamos que este problema é NP-completo e W[1]-dificil quando
parametrizado pelo valor da solucdo na convexidade de ciclos.

Estudamos também o parametro tempo de percolagdo, como visto na convexidade
P3 em (Benevides; Przykucki, 2013) e denotado por pt(G). Lembre que tal pardmetro é o tempo
maximo k > 1 onde S C V(G) temos I¥(S) = V(G) e I¥(S) \ I¥*"1(S) # 0. Em outras palavras,
o tempo de percolagdo é o maior tempo de infeccao dentre todos os conjuntos de envoltdria.
Dados um grafo G e um inteiro positivo k, o problema TEMPO DE PERCOLACAO consiste em
determinar se pt(G) > k. Mostramos que o problema TEMPO DE PERCOLACAO na convexidade
de ciclos pode ser resolvido em tempo linear quando o grafo G dado como entrada € um cacto.
Além disso, demonstramos que dado um grafo G com n vértices, decidir se pt..(G) > 2 pode
ser feito em ¢ (n*). Provamos também que o problema do tempo de percolacio é NP-completo

mesmo quando k£ > 9 € constante.

5.1 Numero de convexidade

Dados um grafo G e um inteiro k > 0, o problema de NUMERO DE CONVEXIDADE
consiste em determinar se existe um subconjunto de vértices S C V convexo na convexidade de

ciclos, tal que [S| > k.
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NUMERO DE CONVEXIDADE

Entrada: Um grafo G = (V,E).
Parametro: Um inteiro k£ > 0.
Pergunta: cn(G) >k

Teorema 5.1.1. O problema NUMERO DE CONVEXIDADE na convexidade de ciclos é NP-

completo e W|1]-dificil quando parametrizado em k.

Demonstragdo. Dados um grafo G e um inteiro positivo k, checar se um dado subconjunto de
vértices S de um grafo G é convexo na convexidade de ciclos e se |S| > k pode ser feito em
tempo polinomial. De fato, suponha que o grafo G = (V,E) tem n vértices. Seja S C V(G).
Para verificarmos se S é convexo na convexidade de ciclos, aplicamos I (S) e verificamos se
I.c(S) = S. Para obter-se I.(S), é suficiente incluir a Ic(S) os vértices de S e todos os vértices
em V(G) \ S que tenham dois vizinhos em S que pertengam a uma mesma componente conexa
de GIS]. Portanto, é um problema em NP.
Para provarmos que o problema NUMERO DE CONVEXIDADE € NP-completo
e W([1]-dificil quando parametrizado em k, vamos fazer uma redugio parametrizada, porém
também de tempo polinomial, a partir do problema do CONJUNTO INDEPENDENTE, que € decidir
se a(G) > k', parametrizado em k', o qual é NP-completo (Karp, 1972) e W[1]-completo (Cygan
et al., 2005).
Seja (G, k) uma instancia do problema CONJUNTO INDEPENDENTE. Vamos construir
um grafo G’ = (V' E’) a partir do grafo G = (V, E), como apresentado abaixo:
e FazemosV CV'e E CE/;
* Adicionamos um vértice x a V' e, para cada uv € E, adicionamos um par de vérti-

1 .2

/ 1ol 02
ces x,,,X,, a V' e as arestas ux

1 vxd Jux? vx2 4 E’. Seja X o conjunto de todos os
vértices adicionados neste passo;
* Finalmente, adicionamos arestas em E’ de modo que os vértices em X formem uma clique
em G'.
A construg¢do acima tem complexidade polinomial, vide Figura 16, visto que a
quantidade de vértices e arestas € polinomial. De fato, se G tem n vértices e m arestas, observe
que o grafo G’ é simples, contendo exatamente n + 2m+ 1 vértices e 5m + (2"’;1) arestas. Note

que G'[V] é isomorfo a G.

Vamos provar que (G, k) é uma instincia SIM do problema CONJUNTO INDEPEN-
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Figura 16 — Grafo G’ construido a partir de um grafo G com apenas dois vértices u € v

T
1 2
Lo Low
u (Y

Fonte: elaborado pelo autor.

DENTE se, e somente se, (G',k’) é uma instincia SIM do problema NUMERO DE CONVEXIDADE
na convexidade de ciclos, onde k¥’ = k+ 1.

Suponha que G possui um conjunto independente S com pelo menos k elementos.
Assim, S’ = SU {x} é um conjunto, diferente de V’/, com pelo menos k + 1 vértices. Temos
também que S’ é um conjunto convexo na convexidade de ciclos visto que S’ € um conjunto
independente em G’ e, portanto, I..(S') = §'.

Reciprocamente, suponha que temos um conjunto convexo S’ # V' em G’ tal que
|S’| > k' = k+ 1. Suponha por contradi¢do que S’ possui dois vértices u e v em X. Como temos
que I..2(u,v) = V', observe que S s6 pode ser convexo caso 8’ = V', absurdo. Logo S’ ndo pode
possuir dois vértices em X.

Como S’ tem no mdximo um vértice em X, entdo S’ possui pelo menos k vértices em
V. Suponha por contradi¢éo que S’ possui dois vértices adjacentes u,v € V. Como I (u,v) 2
{x,ﬂv,xl%v}, temos que, consequentemente, I..>(S') = V’. Por conseguinte, temos novamente
que S’ s6 pode ser convexo caso S’ = V’, um absurdo. Logo S’ ndo pode possuir dois vértices
adjacentes em V. Com isso, concluimos que o conjunto § = §"\ X é um conjunto independente

de ambos os grafos G e G’ de tamanho pelo menos k. [

5.2 Tempo de Percolacio

Seja G = (V,E), lembre que o tempo de percolacdo de um grafo G na convexidade
de ciclos, denotado por pt..(G), é o tempo maximo k > 1, onde existe S C V(G), tal que
1.K(S) = V(G) e 1.5 (S) \ I ~1(S) # 0. Definimos o seguinte problema de decisdo e omitiremos

o subscrito da notagdo pt,.(G).
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TEMPO DE PERCOLACAO

Entrada: Um grafo G = (V,E).
Parametro: Um inteiro £ > 0.
Pergunta: pt(G) > k?

5.2.1 Polinomial para Cactos

Lembrando da defini¢do dada na pédgina 25, seja G um cacto com pelo menos um
ciclo. Definimos o grafo Tg = (%',A) a partir de G de forma que cada né6 em % é um ciclo de G
e temos uma arestas entre dois nés Cy e C; de T se, e somente se, C; e C, compartilham um
vértice em G. Dizemos que um ciclo € folha se ele possui no maximo uma articulagdo. Defina

ainda 1p(G) como o comprimento de um caminho méximo do grafo G.

Lema 5.2.1. Dado um cacto G = (V,E), podemos calcular Ip(T) em tempo linear no tamanho

de G.

Demonstragdo. Sejam € os ciclos de G e T, = (¢ UV,A) a floresta formada quando ligamos
cada vértice w € V a outro vértice C € € se, e somente se, C contém w em G. Portanto, temos
que os caminhos de 77, alternam entre vértices em V e vértices em 4 e que um caminho méaximo
em 77, inicia e termina em um vértice em V. Também temos que o tamanho de T/; € linear no
tamanho de G visto que o numero de ciclos em G € linear na sua quantidade de vértices, ja que
G € um cacto.

Temos que vy, Cp, vi, C1, ..., Ci, Vg4 € um caminho de T(’; se, € somente se, ocorre
de Cy, Cy, ..., C; ser um caminho em 7. Assim, se k € o comprimento de um caminho maximo
de T/, temos Ip(T5) = % Portanto, como T}, é uma floresta, podemos calcular o comprimento
do seu caminho maximo e, consequentemente, Ip(7;) em tempo linear. Adicionalmente, como
podemos calcular todos os ciclos de um cacto em tempo linear, podemos construir 75 também

em tempo linear no tamanho de G. [
Lema 5.2.2. Seja G = (V,E) um cacto com pelo menos um ciclo. Temos que pt(G) = Ip(Tg) + 1.

Demonstrag¢do. Sejam G = (V,E) um cacto com pelo menos um ciclo e k > 0 um inteiro. Vamos
provar que pt..(G) > k+ 1 se, e somente se, existe um caminho de comprimento k em 7.
Primeiramente, suponha que existe um conjunto de envoltdria § de G e um vértice

Vi1 tal que vy € Ikt (S) \Icck(S) para k > 0. Pela defini¢do de um conjunto de envoltéria
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Figura 17 — Exemplo de cacto G, conjunto de envoltéria S, vértices vi,v, e vs3, e ciclos da
sequéncia C,,Cy,Cyp. Os vértices em cinza estdo em S

Fonte: elaborado pelo autor.

na convexidade de ciclos, temos que, se w € Ic*(S) \ I.c* ! (S), entdo existe um ciclo contendo
w tal que todos os outros vértices do ciclo estdo em I..*~!(S), e, se x > 1, pelo menos um dos
vértices deve estar em I..* ! (S) \ICCX_Z(S).

Com isso, podemos definir a seguinte sequéncia de ciclos em G: para todo i =
k, k—1,..., 0, seja C; um ciclo que contém o vértice v,y tal que todos os outros vértices de
C; estdo em I../(S), e, se i > 0, existe um vértice v; em Io./(S) \ I/ ' (S). A Figura 17 ilustra
um exemplo de cacto G e de vértices vi, v, e v3 baseados em um conjunto de envoltéria S, com
cada ciclo da sequéncia C;,Cy,Cy destacado. Note que quaisquer dois ciclos consecutivos C; e
C;_1 dessa sequéncia compartilham o vértice v; e quaisquer dois ciclos ndo consecutivos dessa
sequéncia ndo compartilham vértices visto que G € um cacto. Portanto, essa mesma sequéncia
de ciclos denota também um caminho de comprimento k em 7.

Agora, vamos provar que, se existe um caminho de comprimento k em 7g, pt..(G) >
k+1. Se G € um cacto, definimos Lg como sendo o conjunto de vértices que pertencem a apenas
um ciclo e esse ciclo é extremidade de algum caminho maximo de 7 e, portanto, folha. Para
demonstrar o que queremos, vamos provar por inducio em k que, para qualquer cacto G tal que
Ip(Tg) = k e v € Lg, existe um conjunto de envoltéria S de G tal que v € I.cF1(S) \ 1K (S).

Sejam G um cacto tal que Ip(7g) =0 e v € Lg. Como Ip(7Tg) = 0, G possui exata-
mente um ciclo e v estd neste ciclo e, portanto, o conjunto S = V(G) \ {v} é um conjunto de
envoltoria tal que v € I (S) \ S.

Agora, para k > 1, suponha que para qualquer cacto G tal que Ip(Tg) =k—1 ¢
v € Lg, existe um conjunto de envoltéria S de G tal que existe v € Ioc¥(S) \ Ic¥ 1 (S). Seja G
um cacto tal que Ip(75) =k e v € Lg. Sejam Cy, o ciclo ao qual v pertence, Cy,Cy,...,C; um
caminho médximo de Tg, € V' o tinico vértice comum aos ciclos C; e Cy_1. Finalmente, seja

G =G—(Lg\V(Cy)). Note que nem o ciclo Cy e nem o vértice v estdo em G’, porém V' est.
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Figura 18 — Exemplo com a sequéncia de ciclos Cy,Cy,...,Cy, para k = 2, os vértices v e V/,
e os conjuntos S, Lg e Q representados pelos vértices coloridos com a cor preta,
contornados de vermelho e coloridos com a cinza respectivamente

Fonte: elaborado pelo autor.

Pelas defini¢cdes de Lg e Cp, temos que Ip(7g) = k — 1 e, portanto, o caminho
Co, C1,..., Cx_1 ¢ maximo em T. Logo, invocando a hipétese indutiva, temos que existe um
conjunto de envoltéria ' de G’ tal que v/ € I..* (") \ L.c*~1(S"). Faga S = S'U(Lg \ (V(Co) UQ)),
onde Q é um conjunto de vértices formado quando escolhemos um vértice de cada ciclo de G
que nio estd em G’ e que nio seja articulacdo em G, nos certificando de escolher o vértice v, o
qual pertence a Cy, para fazer parte de Q. A Figura 18 ilustra um exemplo com a sequéncia de
ciclos Cy, Ci,..., Cy, para k = 2, os vértices v e v/, e os conjuntos §’, L € Q representados pelos
vértices coloridos com a cor preta, contornados com a cor vermelha e coloridos com a cor cinza
respectivamente.

Como V(Cp) C V(G'), para mostrar que S é conjunto de envoltéria de G, basta
mostrarmos que os vértices em Q estdo em H(S), o que de fato acontece, pois, para cada w € Q,
considerando C,, como o ciclo que contém w em G, temos que (i) existe um vértice em C,, que
estd em H(S') e, consequentemente, estd em H(S), que é o tnico vértice que também € vértice de
G’; e (ii) todos os outros vértices de C,,, com exce¢do de w, estdo no préprio conjunto S. Logo, S
¢ um conjunto de envoltéria de G.

Seja R o conjunto de vértices de Q que compartilham um ciclo com V. Note que
v € R. Temos que todos os ciclos aos quais V' pertence, exceto Cy_1, sdo folhas em Tg tais
que exatamente um de seus vértices além do préprio v/ ndo estd em S, que sdo exatamente
os vértices em R. Isso, juntamente com o fato de que v/ € I..*(S") \ I.c.¥~!(S), implica que
V' € Ik (S) \ Ik~ 1(S). Consequentemente, todos os vértices em R, incluindo o vértice v, estio

no conjunto I 1(8)\ Ik (S). O
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Corolario 5.2.1. O pardmetro pt(G) pode ser computado em tempo linear quando G é um cacto.

Demonstragdo. O corolario segue diretamente do Lemas 5.2.1, Lema 5.2.2 e do fato de que

pt(G) = 0 se, e somente se, G ndo tem ciclos, o que pode ser verificado em tempo linear. [
5.2.2 Polinomial quando k=2

Sejam G = (V,E) um grafo e v,w € V vértices vizinhos em G. Definimos Rg (v, w)
como o conjunto de todos os subgrafos de G induzidos por um conjunto A U B, onde G[A] é um
ciclo sem cordas que contém a aresta vw e G[B] é um ciclo sem cordas que contém w e ndo

contém v tal que v tem no maximo um vizinho no conjunto B\ {w}.

Lema 5.2.3. Seja G = (V,E) um grafo. Existem vértices v e w vizinhos em G tais que Rg(v,w) #
O se, e somente se, existe um conjunto S CV tal que 1..>(S) \1ec(S) # @. Adicionalmente,
dados G = (V,E) e dois vértices vizinhos v,w € V tais que Rg(v,w) # &, um conjunto S pode

ser computado em tempo linear.

Demonstragdo. Sejam v,w € V(G) vizinhos, além disso, seja G[R] € Rg(v,w) um subgrafo
induzido de G. Consideramos um subconjunto de vértices R =V (C) UV (C"), definimos C como
um ciclo induzido de G que contém a aresta vw e C’ é um ciclo que contém w e ndo contém v tal
que, v tem no maximo um vizinho no conjunto V(C’) \ {w}.

Figura 19 — Exemplo do caso onde v possui exatamente um vizinho no conjunto V(C’')\ {w}. O

ciclo C esté denotado pelas arestas em azul, o ciclo C’ pelas arestas em vermelho e S
pelos vértices com a cor cinza

v Uu

w

/

Fonte: elaborado pelo autor.

Se v tem exatamente um vizinho u € V(C') \ {w}, seja S = V(C’) \ {w}, entdo
v € L2(S) \ L (S). Isso acontece porque (i) v tem apenas um vizinho em S e, portanto, v ¢ I(S);
() ve ICCZ(S), pois w € I¢c(S), hd um caminho de u para w através de C’ e ambos os vértices

sdo adjacentes a v. Um exemplo desse caso € ilustrado na Figura 19.
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Se v ndo tem vizinhos no conjunto V(C') \ {w}, seja S = R\ {v,w}. Jd que, V(C') \
{w} C S, entdio w € Ic(S), o que implica que v € I..>(S). Por outro lado, como v tem apenas
um vizinho em S, este sendo seu vizinho em C e diferente de w, concluimos que v ¢ I.¢(S). Um
exemplo desse caso € ilustrado na Figura 20.
Figura 20 — Exemplo do caso onde v ndo possui vizinhos no conjunto V(C’)\ {w}. O ciclo C

estd denotado pelas arestas em azul, o ciclo C’ pelas arestas em vermelho e S pelo
vértices coloridos de preto

Fonte: elaborado pelo autor.

Suponha que exista um vértice v/ € V(G) e um conjunto S C V(G) tal que Vv €
T2 (S) \ L (S). Portanto, hd um ciclo contendo v'. Seja C um ciclo minimo de G que contém v/
tal que, para todo g € V(C) \ {V'}, temos que g € I(S) e, além disso, existe w’ € V(C) \ {V'} tal
que w' € I.c(S)\ S. Seja D um ciclo que contém w' tal que, para todo g € V(D) \ {w'}, ocorre
g €S. Como Vv € I.2(S) \Iee(S), v tem no maximo um vizinho em V(D) \ {w'}. Observe que
os ciclos C e D existem, pois v € I..2(S) \ Iec(S) e w' € Iec(S) \ S. Além disso, como C é o ciclo
minimo de G que contém V' tal que, para todo g € V(C) \ {V'}, temos ¢ € Ic¢(S).

Podemos ver o ciclo induzido C como dois caminhos disjuntos em vértices ambos
com extremidades em v e w/, um deles vamos chamar de P. Defina v como o primeiro vértice
que ndo estd em D e tem no maximo um vizinho em V(D) \ {w'} que encontramos quando
passamos por P comegando por w', onde w € vizinho mais proximo de w’ em P. Como V' ndo
estd em D e tem no mdximo um vizinho em V(D) \ {w'}, note que o par de vértices v e w estd
bem definido.

Suponha que w € V(D). Se, w = w, v tem no méximo um vizinho em V(D) \ {w},
assim como v tem no maximo um vizinho em V(D) \ {w'}. Se w’ # w, v tem exatamente um
vizinho em V(D) \ {w'}, que é w. Portanto, v tem no maximo um vizinho em V(D) \ {w}. Assim,
de qualquer forma, v tem no maximo um vizinho em V(D) \ {w} e v ¢ V (D), o que implica que

G[V(C)UV(D)] € R(v,w). A Figura 21 ilustra este caso.
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Figura 21 — Um exemplo do caso em que v ndo tem vizinhos em V(C') \ {w}. O ciclo C é
denotado pelas arestas azuis, o ciclo C’ pelas vermelhas e S pelos vértices cinzas

v
Fonte: elaborado pelo autor.

Se w ¢ V(D). Entdo, por defini¢do, w tem dois ou mais vizinhos em V(D) \ {w'}
porque, caso contrério, w seria v. Sejam x e y vizinhos de w em V(D) \ {w'}. Como D é um
ciclo (ndo necessariamente sem corda), existe um caminho P com extremidades em x e y que
evita w'. Seja C’ o ciclo formado por P e o vértice w. Perceba que V (P) C V (D), o que implica
que V(C')\ {w} C V(D). Entéo, como v tem no maximo um vizinho em V(D) \w' e w' ¢ V(C'),
entdo v também tem no maximo um vizinho em V(C") \ w. Concluimos entdo que v tem no
méximo um vizinho em V (C") \ {w} e v ¢ V (D), o que implica que G[V (C)UV(C')] € R(v,w).
A Figura 22 exemplifica este caso.

Figura 22 — Um exemplo para o caso em que w ¢ V(D). O conjunto S contém os vértices

coloridos em cinza. O ciclo C é denotado pelas arestas azuis, o ciclo D pelas arestas
vermelhas e o ciclo C’ pelas arestas tracejadas

Fonte: elaborado pelo autor

Dados os vizinhos v,w € V, para determinar se R(v,w) # & ou nio e, se de fato

R(v,w) # @, para construir um subgrafo no conjunto R(v,w), precisamos apenas construir, se
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existir, um ciclo induzido C que contenha a aresta vw € entfo construir, se existir, um ciclo C’/
que contenha w e ndo contenha v tal que v tenha no maximo um vizinho no conjunto V(C’) \ {w}.
Se houver tais C e C', G[V(C)UV(C")] € R(v,w), caso contrdrio, R(v,w) = &. A verificagdo da

existéncia de C e C’' pode ser feita de forma independente e em tempo linear. [

Lema 5.2.4. Sejam G = (V,E) um grafo, vEV e Q CV. Se v € I..2(Q) \ Iec(Q), entdo existe
um conjunto de envoltéria S D Q de G tal que v € I..*(S) \ Iec(S). Além disso, este conjunto de

envoltoria pode ser calculado em tempo clibico.

Demonstragdo. Suponha que v € I..2(Q) \ Iec(Q). Sejam Ry = {}eV' ={v}UQU(V\H(Q)),
ou seja, V' € o conjunto de vértices formado pelo vértice v juntamente com todos os vértices
que ndo estdo em H(Q) \ Q. Defina, para i > 0, w; como sendo um vértice em V \ H(Q) que
pertence a algum ciclo C de G[V'\ R;_1] que também contém v. Se tal ciclo C existir, seja
Ri = R;—1U{w;}. Se, para um determinado valor de i = k + 1, tal ciclo C ndo existir, a sequéncia
de conjuntos R; acaba no indice k e definimos S = V’\ ({v} URy). A Figura 23 ilustra um

exemplo com o vértice v e os conjuntos Q, H(Q), R; e S.

Figura 23 — Exemplo de grafo com o vértice v e os conjuntos O, com seus vértices com a cor
cinza, H(Q),R3 e S=QUT

H(Q) Rs T

v ws
) )

w2

L w1

Fonte: elaborado pelo autor.

Perceba que Q C S, o que implica que H(Q) C H(S). Isso também implica que
v € Iee(S) ou v € Iee?(S) \ Iee(S), ja que v & S e v € 1.2(Q) \ Ic(Q). Portanto, precisamos
mostrar que S é um conjunto de envoltdria e v ¢ I (S).

Vamos mostrar que S é um conjunto de envoltéria. Para isso, basta mostrar que
V\H(Q) C H(S), visto que Q C S implica que H(Q) C H(S). Seja k o tltimo indice da sequéncia

dos conjuntos R; tal que Ry = {wy,ws,...,wi }. Cada vértice em V \ H(Q) ou estd em R ouem S,
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assim, na verdade, basta mostrarmos que R;, C H(S). Lembrando que V' = {v} UQU (V \ H(Q)),
este conjunto é formado por todo vértice que ndo estd em H(Q), com excecdo de v e os vértices
do subconjunto Q. Defina T =V \ (H(Q) URy) e assim V' \ R, = {v}UQUT. Como TUQ C §
ev e H(S), entdo V' \ Ry C H(S).

Vamos provar por indugdo em i = k,k—1,...,0, que V' \ R; C H(S), o que implica
que Ry C H(S), jd que R, C V'\ Ry. Note que provamos que V' \ Ry C H(S). Assim sendo, seja
0 <i<k—1eassumaque V'\R;;; CH(S). Como w; estd em um ciclo no subgrafo G[V'\ R;]
e V/\Ri+1 C H(S), ocorre que w; 1 € H(S), o que implica que V' \ R; C H(S). Portanto, S é um
conjunto de envoltdria.

Perceba também que v ndo pertence a nenhum ciclo composto somente de elementos
de S, assim como v ndo pertence a nenhum ciclo composto somente dos vértices do subgrafo
G[V'\ Ry], ja que Ry é o tltimo de sua sequéncia. Portanto, concluimos que v ¢ I(S), como
queriamos.

Dados G, v e Q, podemos calcular H(Q) em tempo ctibico, calculando, para cada
k>0eq¢ L1 (Q),seqe Icck(Q) em tempo linear com busca em profundidade. Finalmente,
podemos calcular Ry, e consequentemente S, com um tempo quadratico adicional fazendo
inicialmente R = & e sucessivamente calculando se hd um ciclo no subgrafo G[V'\ R] que tem
um vértice v € V' \ H(Q) com busca em profundidade. Se houver tal ciclo, adicionamos v a R.
Caso contrério, o algoritmo para e retorna S = QU (V \ (H(Q) UR)). Cada iteracdo pode ser
feita em tempo linear devido a busca em profundidade, temos O(|V(G)|) tais iteragdes. Este

procedimento calcula S de v, Q e G em tempo cubico. U
Teorema 5.2.1. Dado um grafo G com n vértices, decidir se pt..(G) > 2 pode ser feito em 0 (n?).

Demonstracdo. Seja G = (V,E) o grafo de entrada. O algoritmo que calcula um conjunto de
envoltdria S de um grafo G tal que I..(S) # V(G), se tal conjunto existir, consiste inicialmente
em verificar se existe um par de vértices v e w, tal que Rg(v,w) # & em tempo ctbico. Se ndo
houver tal par de vértices, o algoritmo para de indicar que ndo ha conjunto de envoltéria S de
G tal que I..(S) # V(G). Caso contrdrio, o algoritmo calcula em tempo linear um conjunto S
tal que ICCZ(S) \ I (S) # @, e, finalmente, em tempo ctibico, estende este conjunto S em um

conjunto de envoltéria S’ O S tal que L. (S) # V(G). O
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5.2.3 NP-Dificuldade para todo k maior ou igual a 9 fixo

Nesta subsecdo, provaremos que o problema TEMPO DE PERCOLACAO é NP-
completo mesmo quando k > 9 € constante. Antes, vamos provar um fato sobre o dispositivo da

Figura 24.

Figura 24 — Dispositivo de perpetuacao
P4 b3

D5 D2
De D1

p

Fonte: elaborado pelo autor.

Lema 5.2.5. Seja G um grafo contendo um subgrafo induzido H isomorfo ao grafo da Figura 24
tal que todos os vértices de H, exceto possivelmente por p, ndo possuem vizinhos em V(G) \ H.

Para qualquer conjunto de envoltdria S de G, ocorre V(H) C I..*(S).

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, suponha que S € um conjunto de envoltéria minimal
de G, isto é, qualquer subconjunto préprio de S ndo € um conjunto de envoltdria de G e seja
§'=SN(V(H)\{p}). Sejam ainda A = {p1,p2,p3}, B= {pa,ps,pe} € C = {p2,p3,p4, s},
onde os vértices p1, p2, P3, P4 ,P5 € pe estdao indicados na Figura 24.

Temos que |S'| > 1, pois, se |S’'| < 1, como ndo existe nenhum K3 em H que contém
p, jamais poderiamos ter que V(H) C H(S). Temos ainda que, para quaisquer u # vem V (H),
se u,v € A, ouu,v € B, entdo H({u,v}) =V (H).

Especificamente, se escolhemos {pi, p2} C A. Vejaque I.c({p1,p2}) = {p1,p2, 03}
pois p3 € o unico vértice que forma um ciclo com os vértices selecionados. Em sequéncia,
Ie>({p1,p2}) = {p1,p2,P3, Pa, Ps}. Na etapa seguinte ainda precisamos infectar os vértices
ps € p, contudo, 1> ({p1, p2}) = {p1,p2, P3, P4, P35, Ps }» jé que o vértice p ndo forma um ciclo
induzido com os vértices p1, p2, 3, pa, ps. Concluindo que I..*({p1, p2}) = V(H). Por simetria,
se considerarmos os vértices {ps, pg} C B, é anélogo.

Se escolhemos {py, p3} C A, temos Iec({p2, p3}) = {p1,p2,p3}, em consequéncia

do K3 induzido por {p1, p2, p3}. Em sequéncia, I..>({p2, p3}) = {p1, P2, P3, P4, P5}. Seguindo,
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temos L.>({p2,p3}) = {p1, P2, P3, P4, Ps, Pe} e finalizamos com Iec*({pa, p3}) = V(H). Por

simetria, se considerarmos os vértices {p4, ps} C B, faremos uma anélise similar.

Se escolhemos {py, p3} C A, temos I..({p1,p3}) = {p1,p2,p3}, pois existe um
K3 induzido pelos vértices {p1, p2, p3}. Seguindo, I..2({p1,p3}) = {p1,p2. P3. P4, p5}. Ainda
nos falta infectar os vértices pg € p, mas na etapa seguinte, aplicando a fun¢do de intervalo
L ({p1,p3}) = {p1,p2,P3, P4, P5, P} j4 que pg forma um K3 induzido com os vértices py
e ps. Finalizamos com I..*({p2,p3}) = V(H). Por simetria, se considerarmos os vértices
{p4,pe} C B, é andlogo.

Se |S’| > 3, S ndo seria minimal, visto que, pelo Principio da Casa dos Pombos, ou
|ISNA| > 2 ou |[SNB| > 2 e, portanto, o conjunto S\ B se [SNA| > 2, ou S\ A se [SNB| > 2,
também seria conjunto de envoltéria de G.

Portanto, podemos inferir que |S'| = 2. Seja entdo S’ = {u,v}. Com isso, temos que
ou u,v €A, ouu,v € B, ou ainda u,v € C, pois apenas assim temos que V(H) C H(S). Desta
forma, independentemente de quem sdo os vértices u € v, temos que aplicar a funcio de intervalo

iteradamente e obtemos V (H) C I..*(S"). O

Dado que o vértice p e dois de seus vizinhos u e v formam um K3 em G, o prop6sito
de um gadget de perpetuacdo € simplesmente garantir que, para qualquer k > 4, se v € Icck(S) \
I..*1(S), entdo u € I F1(S).

Como definido na Sec¢do 2.2, vamos fazer a reducio seguinte a partir do problema

3-SAT, o qual sabemos ser NP-completo por (Karp, 1972).
Teorema 5.2.2. O problema TEMPO DE PERCOLACAO é NP-completo para todo k > 9 fixo.

Demonstracdo. O problema estd em NP, pois um conjunto de envoltéria S de um grafo G tal
que I3 (S) # V(G) é um certificado valido para a instancia (G, k) do problema, o qual pode ser
verificado em tempo polinomial.

Vamos mostrar uma reducio polinomial a partir do problema 3-SAT para decidir se
pt..(G) > 9. No final mostramos como generalizar esta reducdo para qualquer k > 9 fixo. Esta
reducdo utiliza ideias encontradas em (Benevides et al., 2013), onde os autores mostram que o
problema do tempo de percolacdo € NP-completo para qualquer k > 4 fixo na convexidade P3.

Seja @ uma instancia de 3-SAT, podemos assumir sem perda de generalidade que
cada varidvel ocorre a0 menos uma vez positivamente € uma negativamente. Vamos denotar

o conjunto de cldusulas de ¢ por ¢ = {C},C>,...,Cy}, onde C; = {#}, é,ﬁé} € o conjunto de
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literais da i-ésima cldusula de ¢ e o conjunto de varidveis de ¢ por 2" = {X,X>,...,X,}. Consi-
dere a construcdo a seguir para obter uma instincia (G, k) do problema TEMPO DE PERCOLACAO,
definido na P4gina 72, a partir de ¢.

* Para cada cldusula C;, construimos o dispositivo da Figura 25, onde os lacos nos vérti-
ces g, g5, 45, 1%, rb, 1} e 7' representam o dispositivo de perpetuagdo da Figura 24, com
cada um desses vértices na posicao do vértice p da Figura 24. Seja V; o conjunto de
vértices no dispositivo da clausula Cj;

* Para cada par de literais 62 e Ei opostos de uma mesma varidvel, adicione os vértices y; 4 j »
e yﬁa b Forme um K3 com os vértices w' , wi € Yia,jb € adicione um dispositivo da Figura
24 com yi a,jp DA posi¢do do vértice p da Figura 24. Seja Y o conjunto dos vértices y; 4 j »
e Y’ o conjunto dos vértices yéj ajb adicionados nesse passo;

¢ Adicione um vértice x e, para cada par de vértices y;q jp € yi a,jb? forme um K3 com os

JR /
vertices Yia,jbsYia,jp €X

Figura 25 — Dispositivo da cldusula C;. Cada lago representa o dispositivo da Figura 24 com o
vértice p da Figura 24 sendo o vértice visivel no grafo

Fonte: elaborado pelo autor.

A construgdo possui um numero polinomial de vértices e arestas em relagdo ao

tamanho de ¢ e, pela defini¢do acima, a construcdo tem complexidade polinomial. Vamos
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provar que @ € satisfativel se, e somente se, existe um conjunto de envoltéria S de G tal que
I..3(S) # V(G).

Suponha que ¢ € satisfativel. Dada uma atribuicdo que satisfaz @, seja S o conjunto
de vértices de G contendo todos os vértices p; e pp de cada dispositivo de perpetuacio e
composto pelos vértices u!, para cada literal ¢/, avaliado como verdadeiro na cldusula C;, porém
exatamente um para cada i, com 1 < i < m. Pela definicao de S, para cada 1 <i < m, temos
que cada vértice {q}, ¢}, g5, 7%, 5, rh, 7'} C e (S) \ 1o (S) e Y/ C 1e*(S). Assim, temos que os
vértices {ul,ub,ui} CIe>(S), {vi, 15,14} C1e8(S) e, consequentemente {w!, wi, wi}t C I’ (S),
paratodo 1 <i<m.

Perceba que para todo 1 < a < 3, ocorre wl, € I’ (S) \ I..8(S) se ul, ¢ S ou w!, €
I8 (S) \ L.’ () se u, € S. Como para quaisquer dois literais opostos I/ e ll{, temos exatamente
um deles como verdadeiro, entdo no maximo um dos vértices uﬁ, e ui estd em S. Isto implica
que para quaisquer dois literais opostos I/, e l,{, no maximo um dos vértices w', e wi pertence
a 1c.%(8) \ Iec> (S) e o outro pertence a Ioc’ \Iec8(S). Isto implica que todo vértice y;, j5 €
ICCS(S) \ICC7(S). Portanto, ¥ C I..3(S) \ICC7(S) e, consequentemente, como ¥’ C I..*(S) \ICC3(S)
e x € I..”(S) \ I3 (S). Concluindo que pt,.(G) > 9.

Reciprocamente, seja S um conjunto de envoltéria de G tal que I.2(S) # V(G).
Vamos provar que ¢ ¢é satisfativel. Pelo Lema 5.2.5, {¢',¢b, ¢, 7}, 75, 75,2} C1e.*(S) para todo
ieY' ClI*(S). Seja Ui = {uf,ub,ub,vi, v, 1}, para cada i, com 1 < i < m. Observe que o
conjunto V(G) \ U; é um conjunto convexo, assim U; é co-convexo, isto é, em consequéncia
da construcdo do grafo, para qualquer s € U;, ndo existe nenhum caminho em G — U; cujas
extremidades sdo ambas adjacentes a um mesmo vértice em U;. Isso implica portanto que pelo
menos um dos vértices em U; estd em S, paracada 1 <i < m.

Perceba que se S C 8" e v € I.K(S) \ IecF~1(S), entdo v € 1..X(S'). Da estrutura do
dispositivo na Figura 25, podemos ver que, para qualquer d € U;, V; C I..’ ({d} UP), onde P é
o conjunto de vértices de S, escolhidos em cada dispositivo de perpetuagdo. Isso implica que
V; C 1’ (S), ja que SNU; # @. Portanto, ¥ C I..3(S) e, consequentemente, V(G) \ {x} C I3(S).
Entretanto, ja que assumimos inicialmente que I..®(S) # V(G), concluimos que x € I..”(S) \
I.3(S).

Como x € I°(S) \ I3 (S), deduzimos que ¥ C I..3(S) \ I’ (S), ja que a existéncia
de qualquer vértice y; 4 j» € Iee’ (S), implicaria que x € ICCS(S). Portanto, para caday;, j, €Y,

pelo menos um de seus vizinhos, w', e wj, estd em I’ (S) \ Ic®(S), ou seja, ndo podemos ter
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wé,wi e 1..5(8).

Definimos a seguinte atribui¢io para as varidveis em .2": para cada w', € 1.:5(S5),
definimos a varidvel X; como verdadeiro se, e somente se, EZ for o literal positivo de X;. Em
outras palavras, para cada w', € I..%(S), definimos X; como um valor para que ¢! seja avaliado
como verdadeiro. Apds fazer essas atribui¢des, se ainda houver varidveis restantes sem um valor
atribuido, definimos todas elas como verdadeiro.

Afirmamos que nossa atribui¢cdo é bem definida, pois atribuimos um valor a todas as
varidveis e, se for atribuido a uma dada varidvel tanto verdadeiro quanto falso, entdo haveria dois
vértices wi,, wl € I..(S) tais que £ e ¢] sdo literais opostos, o que implicaria que y; o ;» € Lec’ (S),
uma contradi¢io ja que ¥ C Icc3(S) \ Iec’ (S).

Por fim, para conseguirmos uma reducao para qualquer k > 9 fixo, basta repetir k — 9
vezes a seguinte operagdo: adicionar mais um dispositivo da Figura 24 e mais um vértice ¢, e
fazer um K3 com os vértices x, ¢ e o vértice p do novo dispositivo adicionado da Figura 24,

fazendo ¢ ser o novo vértice x. ]
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6 CONCLUSAO

Esta tese iniciou seus estudos apenas com perguntas relativas a convexidades geodé-
sica ?, caminhos de comprimento dois l?; e caminhos minimos de comprimento dois l;i nos
parametros niimero de intervalo e nimero de envoltéria. Com o desenvolvimento dos resultados
e a familiaridade com a convexidade em grafos e varia¢cdes dos parametros iniciais, buscamos
desenvolver resultados na convexidade de ciclos, nos parametros nimero de convexidade e o
tempo de percolacao.

Nosso texto seguiu a ideia de que os capitulos 3, 4 e 5 representam, cada um, um
artigo. No Capitulo 3, dentre outros resultados, mostramos que o nimero de envoltdria nas
convexidades ?, 1?; e l?;} € polinomial para torneios fortes nao triviais. Dentre outros resultados,
demonstramos que o problema de determinar o nimero de envoltdria na convexidade 1;3z ¢ W[2J-
dificil, parametrizado em k, para grafos orientados aciclicos com grafo subjacente bipartido. O
problema de determinar o nimero de envoltdria na convexidade ? é W[2]-dificil, parametrizado
em k, para grafos orientados aciclicos. Em adi¢do, mostramos que o problema de nimero de
intervalo na convexidade I?; € NP-completo mesmo se a entrada é um grafo bipartido cordal.
Provamos que existem algoritmos que calculam o nimero de intervalo e o nimero de envoltoria
nas convexidades l?; e l;ﬁ em tempo cubico para grafos orientados com largura em clique
limitada.

No Capitulo 4, dentre outros resultados, mostramos que existe um limitante superior
para o numero de intervalo na convexidade Pz em fun¢do do conjunto de vértices de grau um do
grafo, sendo este limite apertado. Em adi¢do, mostramos que existe um limitante superior para as
convexidades I?; e 1;;? em fun¢do do conjunto de vértices extremos, sendo este limitante também
apertado. Como visto na Se¢io 4.3, seja T um torneio, 7°(7T') um torneio obtido a partir de 7 com
a adi¢do de um vértice sumidouro e y* (T') o tamanho do conjunto dominante minimo no torneio
T. Provamos que, para k um inteiro positivo, Y (T) = k se, e somente se, E)p3 (T5(T)) =k+1.
Demonstramos que se 7 € um torneio com n > 4 vértices, entao Hp3 (T) < [2 log%; n-‘ . Além
disso, demonstramos que um conjunto de intervalo minimo na convexidade Pz em um torneio 7
com 7 vértices pode ser encontrado em tempo ¢(n'°2"). No resultado principal deste capitulo,
mostramos que o numero de intervalo na convexidade l;gz ¢ W|2]-dificil, parametrizado em &,
para torneios.

No Capitulo 5, demonstramos que o problema do nimero de convexidade na con-

vexidade de ciclos é NP-completo e W([1]-dificil quando parametrizado pelo valor da solug@o.
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Mais ainda, mostramos que o problema tempo de percolacdo na convexidade de ciclos € linear
quando consideramos cactos. Finalmente, provamos que o problema do tempo de percolagdo é
NP-completo mesmo quando k > 9 é constante, porém € polinomial para k > 2.

Ha vérias perguntas em aberto quando consideramos grafos orientados. Lembrando
que a convexidade I;f foi definida primeiramente em (Araujo et al., 2023), um caminho natural é
buscar determinar se os pardmetros em caminhos minimos orientados de comprimento dois sao
equivalentes a outros ja conhecidos, além de estudar outros parametros para esta convexidade.

Com relacdo a convexidade geodésica ndo sabemos sobre a complexidade do nimero
de intervalo na convexidade §> em torneios. O que podemos afirmar sobre a complexidade do
ﬁg (D) e ﬁP; (D) quando D é um grafo split orientado ou cobipartido orientado?

Com relagdo a convexidade de ciclos, convexidade recentemente definida (Araujo et
al., 2018). Primeiramente, seria possivel traduzir os resultados de complexidade existentes em
outras convexidades para a convexidade de ciclos para grafos ndo orientados? Uma pergunta
direta: podemos apertar o intervalo entre dois e nove no problema de tempo de percolacao?
Ainda deve-se pensar sobre o caso da convexidade de ciclos orientado, que ndo foi estudada na

literatura. Abaixo adicionamos na Tabela 3 algumas perguntas.

Tabela 3 — Perguntas

Classe | Convexidade [ Pergunta
Grafos Orientados IF1 Podemos traduzir os resultados de P para Ff’
Torneios :r? é F: Qual a complexidade nos para‘mwlrm‘.ﬁ}g e ﬁp_, 1
Split orientado e f_’f Qual a complexidade nos parimetros ﬁg e ﬁp;?
Cobipartido orientado ? e f_’f Qual a complexidade nos parimetros ﬁg € }ﬁp;'?
Grafos nio orientados cc Podemos apertar o intervalo entre 2 ¢ 9 em pt.?

Fonte: elaborado pelo autor.
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