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RESUMO

Buracos de minhoca (do inglés wormholes, WH) requerem energia negativa e, portanto, uma
fonte de matéria exdtica. Como a energia de Casimir ¢ negativa, ela foi especulada como uma
boa candidata a fonte desses objetos ha muito tempo. No entanto, apenas muito recentemente
uma solu¢ao completa para D = 4 foi encontrada por Garattini[1], indicando que a energia
de Casimir pode ser uma fonte de WHs atravessaveis. Logo em seguida, Alencar, Bezerra e
Muniz[2] mostraram que isso ndo ¢ verdade em D = 3. Nesta tese, demonstramos que a energia
de Casimir pode ser uma fonte de buracos de minhoca do tipo Morris-Thorne para todo espaco-
tempo com D > 3. Além disso, ao introduzirmos a constante cosmologica, descobrimos que,
para D = 3, WHs de Casimir sdo possiveis, mas o espaco-tempo deve ser sempre AdS. Para
D > 3, mostramos que a constante cosmoldgica inverte o sinal com o aumento do tamanho
da garganta. Por fim, estruturamos uma maneira mais consistente de generalizar os buracos de
minhoca de Casimir através de corre¢des do tipo Yukawa, revelando critérios para restricdes em
seus parametros e a possibilidade de uma categoria mais ampla de objetos astrofisicos, como os
buracos de minhoca levemente repulsivos.

Palavras-chave: buracos de minhoca; energia de Casimir; relatividade geral; fator de Yu-
kawa; dimensoes arbitrarias.



ABSTRACT

Wormholes (WH) require negative energy and thus an exotic matter source. Because Casimir
energy is negative, it has long been speculated as a good candidate source for these objects.
However, only very recently a complete solution for D = 4 was found by Garattini[1], in-
dicating that Casimir energy can be a source of traversable WHs. Shortly thereafter, Alencar,
Bezerra e Muniz[2] showed that this is not true in D = 3. In this thesis, we demonstrate that Ca-
simir energy can be a source of Morris-Thorne type wormholes for all spacetimes with D > 3.
Additionally, by introducing the cosmological constant, we find that for D = 3, Casimir WHs
are possible but the spacetime must always be AdS. For D > 3, we show that the cosmolo-
gical constant reverses sign with increasing throat size. Finally, we outline a more consistent
way to generalize Casimir wormholes through Yukawa-type corrections, revealing criteria for
constraints on their parameters and the possibility of a broader category of astrophysical objects,
such as slightly repulsive wormholes.

Keywords: wormholes; Casimir’s energy; general relativity; Yukawa factor; arbitrary dimen-
sions.
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1 INTRODUCAO

A Relatividade Geral (RG), proposta por Albert Einstein em 1915, procura descre-
ver a interacdo gravitacional como um efeito geométrico do espago-tempo em resposta a uma
fonte de matéria [6,7]. Ao longo dos anos tem se mostrado bastante assertiva, garantindo pre-
visibilidade de diversos fendomenos [8—11]. Ainda em 1916, Karl Schwarzschild encontrou a
primeira solugdo analitica ndo trivial para as equagdes de campo de Einstein, que descreve a
influéncia gravitacional de uma matéria estatica, descarregada e esfericamente simétrica locali-
zada [12]. Além disso, a solu¢do de Schwarzschild exibe uma singularidade removivel em um
ponto regular, denominado horizonte de eventos, dando origem a ideia do buraco negro, que foi
recentemente confirmada e fotografada [13, 14].

Ao estudar o interior do horizonte de eventos, uma extensdo analitica das coordena-
das de Schwarzschild revela uma ligagdo com outra regido assintoticamente plana além da sin-
gularidade fundamental, » = 0 [15]. Essas estruturas foram denominadas “Pontes de Einstein-
Rosen”, e conectam essas duas regides separadas em um unico ponto, inviabilizando a passagem
[16,17].

Buracos de minhoca, por outro lado, sdo solucdes previstas pelas Equagdes de Eins-
tein e representam estruturas topologicas com uma garganta conectando duas regides assin-
toticamente planas do espaco-tempo [18], sendo previstas inicialmente por Ellis e Bronnikov
[19,20], com auséncia de for¢as de maré e sem uma discussao efetiva sobre o conceito de atra-
vessabilidade e, posteriormente estudadas em 1988, por Morris e Thorne [21] em um modelo
atravessavel. Para governar a atravessabilidade de um buraco de minhoca, duas condigdes ge-
ométricas sdo impostas, a condi¢cdo de flare-out [22], que estad relacionada a minimizacao da
garganta, e a condi¢do de redshift finito. Contudo, em geral, tais solu¢des ndo satisfazem as
condi¢des energéticas da Relatividade Geral, sendo necessario algum tipo de matéria exdtica
como fonte [23,24].

A partir do procedimento de incorporagdo em coordenadas cilindricas, Kim [24]
mostrou que uma densidade de energia negativa satisfaz a condi¢do de flare-out forte para o
tipo de buraco de minhoca de Morris-Thorne, embora ndo seja necessario para a condi¢do fraca
[25]. A compreensao de tais solugdes tornou-se o tema de intensa pesquisa nos ultimos anos[26],
incluindo a descoberta de buracos de minhoca atravessaveis humanamente por Maldacena e
Milekhin[27].
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1.1 Sobre as hipoteses e objetivos

A necessidade de densidades de energia negativas ¢ satisfeita ao se trabalhar com
setores especificos de campos quanticos. No campo eletromagnético, por exemplo, o efeito
Casimir envolve energias negativas [28]. Os efeitos do espaco-tempo curvo nesta energia do
vacuo ¢ atualmente objeto de discussao na literatura [29—-31], tendo chamado a atengdo desde a
proposta de investigag¢do observacional, no experimento de peso do vacuo de Arquimedes[32].

Pelo perfil de energia negativa, a energia de Casimir foi pensada como um candidato
para produzir um buraco de minhoca atravessavel ha muito tempo por Morris € Thorne e algum
tempo depois por Morris, Thorne e Yurtsever; Visser[18,33]. No entanto, apenas muito recen-
temente uma solu¢do completa foi encontrada por Garattini[1]. O autor encontrou uma funcao
de redshift apropriada e provou que no espaco-tempo quadridimensional a energia de Casimir
pode ser uma fonte de buracos de minhoca atravessaveis.

Ap0s este trabalho seminal, muitas consequéncias foram estudadas [2,34—38]. Nesse
sentido Alencar, Bezerra e Muniz[2] mostraram que, diferentemente do caso com D = 4!, em
D = 3 a energia de Casimir, isoladamente, ndo pode ser fonte de buracos de minhoca e fon-
tes adicionais devem ser adicionadas. Isso levanta a questao se a energia de Casimir pode ser
uma fonte no caso de dimensoes arbitrarias. Isso se torna particularmente importante no caso
D = 5, onde a energia de Casimir ¢ um ingrediente necessario para os buracos de minhoca
humanamente atravessaveis anteriormente mencionados[27].

Nesta tese, propomos estudar a influéncia da dimensionalidade do espago-tempo
sobre o Buraco de Minhoca de Casimir, determinando uma condig¢ao geral de sua atravessa-
bilidade. Faremos essa analise resolvendo as equagdes de Einstein para o caso estatico e es-
fericamente simétrico em D dimensdes, considerando a energia e a pressao de Casimir como
fontes. Nesse mesmo contexto, discutiremos as implicagdes de considerar a constante cosmo-
l6gica como uma fonte adicional do buraco de minhoca de Casimir.

Por fim, consideraremos um efeito de blindagem do tipo Yukawa no cenério D = 4,
proposto por Garattini[39] inicialmente sem levar em consideragdo a relagdo entre pressao e
densidade de energia de Casimir. Ao considerar isto, obtemos uma classe de objetos astrofisicos

mais intrigantes, a de buracos de minhoca gravitacionalmente repulsivos.

1.2 Sobre a construcio desta tese

Para atingir os objetivos aqui propostos o trabalho foi dividido em capitulos, com

organizacao propria ¢ sequencial, de modo que ¢ recomendada a leitura deste texto na ordem

"Neste trabalho serdo trabalhadas dimensdes de espago-tempo, com D = d + 1, sendo d dimensdes espaciais e
uma dimensao temporal.
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apresentada. No capitulo 2, intitulado “Tépicos de Relatividade Geral” discutimos alguns pon-
tos fundamentais da teoria geométrica da gravidade e consequentemente das alguns conceitos
relevantes para o entendimento deste texto. Um leitor familiarizado? com a Relatividade Geral
pode optar por ignorar este capitulo.

No capitulo 3, denominado “Solug¢des de buracos de minhoca atravessaveis” discu-
timos os pontos principais da solu¢ao padrao de Morris-Thorne, enfatizando as caracteristicas
fisicas e geométricas que garantem a sua atravessabilidade.

O capitulo 4, “Buracos de minhoca de Casimir”, engloba os resultados originais da
pesquisa publicada pelos autores [40], os quais buscaram aferir os impactos da dimensionalidade
do espago-tempo na solugao de buracos de minhoca atravessaveis produzidos unicamente pela
energia e pressao de Casimir.

O capitulo 5, “Buracos de minhoca de Yukawa-Casimir”, contém os resultados de se
considerar uma blindagem do tipo Yukawa que preserve o perfil da energia e pressao de Casimir.
Tais resultados, foram contemplados em uma segunda publicacao pelos autores [41].

Por fim, no capitulo 5, realizamos as consideracdes finais, bem como as perspectivas

futuras desta linha de pesquisa.

ZEste capitulo ndo terd como objetivo ensinar Relatividade Geral dos fundamentos ao avangado, apenas rea-
lizar uma construgao logica de algumas das ideias mais importantes que sdo a base desta pesquisa. A um leitor
completamente iniciante fica a recomendacdo de buscar a literatura padrio listada ao final desta tese.
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2 A TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

Neste capitulo buscaremos discutir os principais elementos da Teoria da Relativi-
dade Geral, em particular aqueles necessarios para a compreensao dos resultados obtidos. Espe-
ramos que esta introducdo seja completa e didatica' ao ponto que um leitor leigo, mas com boas
habilidades matematicas, possa compreendé-la. Excelentes livros-texto para estudos iniciais em
Relatividade Geral sao Schutz[42], Rindler[15], Carroll[43] e Cheng[44]. Ja para estudos mais
aprofundados ficam como recomendagdes Padmanabhan[6], Weinberg[45] e Wald[46].

2.1 Uma descricdo geométrica da gravidade

A Teoria da Relatividade Geral (RG) constitui uma teoria geométrica da gravidade,
ao considerar que os fendmenos gravitacionais sao causados por deformagdes no espago-tempo
curvo [44]. O fundamento geral de uma teoria geométrica se baseia na forma de se determinar

distancias, em particular entre dois pontos suficientemente proximos,
ds® = g, (x)dxtdz”. (2.1)

Os indices gregos?, nesse caso, sdo tais que y, v € [0, 3], sendo o indice zero para representar
a coordenada temporal, z° = ct, e os demais para as coordenadas espaciais. O termo () €
denominado métrica, sendo representada por uma matriz quadrada de ordem 4 ndo degenerada,
isto ¢, num dado sistema de coordenadas, g,,, (z) deve ser inversivel. No caso particular de um

espago-tempo plano, a métrica ¢ a de Minkowski, g, = 7, = diag(—1,+1,+1,+1).

2.1.1 Movimento sob o campo gravitacional

Uma particula livre® se move sob a seguinte agao

St = a/ds, (2.2)

'Sempre que um desenvolvimento mais explicito de algo faltar, ser4 realizada a complementagio com materiais
externos citados nas notas de rodapé.
2Destaca-se que indices repetidos indicam soma implicita (denominada convencio de Einstein), portanto

3
A AP =" A AP = AgA° + A AY § Ap A 4 A3 AP,
=0

3Considere o termo “livre” fazendo mengdo a outros campos e/ou potenciais. Uma particula livre no contexto
da Relatividade Geral se move sob influéncia do campo gravitacional através da curvatura do espago-tempo.
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em que a constante « € genérica, ndo havendo relevancia fisica devido ao processo de extremi-
zagao,

08 = a/é(ds) =0, (2.3)

A ultima igualdade ¢ devido ao Principio de Hamilton, que determina que, dentre todas as traje-

torias que um sistema dinamico pode evoluir consistentemente com seus vinculos, a escolhida

é aquela que minimiza® a agfo.

A partir do elemento de linha (2.1) temos que
2dsé(ds) = (0g,,)dx"dz” + 2g,,dz"d(dz"), (2.4)
no referencial da particula, u* = " é a 4-velocidade, assim dz* = u"dr = u"(ds/c), dai
d(ds) = QLCé(gW)u“u”dT + g—‘cwu“d(éar”), (2.5)

em que foi usado que d(dz”) = d(dz"). Assim, como 6(g,,) = g,,07", a Eq. (2.3) se torna

1
0= / [iguy’,\u“u”dx)‘dT + gMu“d((Sx’\)} , (2.6)

o ultimo termo pode, via Integragdo por Partes, ser escrito como

2

T d
/gu,\u“d(&L‘A) = gu,\u%x’\ — / p (guau) sz, (2.7)
T1
por hipétese 627 (1) = d2*(7) = 0, assim, como
d ) dut
E (gu/\uﬂ) = guz\,yuuu + gm\?; (28)

por outro lado, note que u*u” € simétrico na permutagdo x4 = v entdo apenas a parte simétrica

de g, contribui [49]. Portanto, como dréz é arbitrario e ndo nulo, obtemos

du® 1 ,,
Al

dr Gu,v + Guru — gul/,/\) u'u” =0 (29)

definindo os Simbolos de Christoffel (do segundo tipo),

1
g)\a (g/J)\,V + guA,u - g;u/,)\) ) (210)

rs —
2

%

e escrevendo em termos de 2, obtemos a Equagdo Geodésica

27 +17,2"" = 0. (2.11)

*A rigor, o Principio de Hamilton se refere a extremizagio do funcional, de modo que uma analise de minimos
e maximos deve ser feita a partir de variagdes de segunda ordem [47]. Entretanto, do ponto de vista fisico, a maior
parte dos sistemas evolui de modo a minimizar a agdo, de tal forma que é frequentemente referido na literatura
como “Principio da Minima Ac¢ao” [48].
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No caso sem gravitagdo, isto €, nos dominios da Relatividade Restrita a equagdo
acima se reduz a 27 = 0, representando linhas retas no espago-tempo de Minkowski. Assim
sendo, a presenca da gravitagdo estd contida nos simbolos de Christoffel, os quais desempe-
nham o papel do termo da forca gravitacional®, de tal modo que os componentes da métrica

desempenham o papel do potencial gravitacional®.

2.2 Aspectos da Curvatura

Uma das bases da Fisica Classica ¢ o conceito de realidade objetiva, ou seja, de que
0 objeto existe além da observagdo. Em outras palavras, o observador ndo afeta a realidade
fisica, o que permite uma descricdo completamente equivalente entre dois observadores [51].
Do ponto de vista matematico os diferentes observadores num espago-tempo curvo devem ser
conectados via transformagdo geral de sistemas de coordenadas [50]. Quando passamos de um
sistema de coordenadas z* para outro z'#, seus elementos diferenciais transformam-se como,

Ip
ZZV da”, (2.12)

dz'" =

dessa maneira qualquer conjunto de quatro quantidades A" que se transforme da mesma maneira
¢ dito ser um vetor contravariante (ou apenas vetor). Por outro lado, pela regra da cadeia, e dado
uma certa quantidade escalar’ ¢, observa-se que

o6  0x” d¢

ozt Qx't Qv

(2.13)

se transforma com a inversa. Todo conjunto de quatro quantidades que se transforme dessa
maneira ¢ dito vetor covariante (ou covetor).

Um ponto intrigante é de que embora o objeto A" se transforme como um vetor® e o
operador diferencial 0, se transforme como um covetor [52], a derivada 9, A" ndo se transforma
como um tensor 9> Pl

QA = ST (g APy 4 A, (2.14)

OV OxP ox'vOxP

pois hé o termo extra relacionado a variacdo da base ao longo do espago-tempo curvo. Isso ¢

resolvido através do transporte paralelo, em que o vetor A,,(z) ¢é transportado de x para x + dz,
via [50]
Au(z) = Au(z) + T (2) Ay (z)da?, (2.15)

3Veremos, ao longo do capitulo, que os Simbolos de Christoffel assumem particular importancia ndo apenas na
equagdo geodésica, mas também para definir os operadores diferenciais em espagos-tempo curvos.

SA verificaco explicita dessa conexdo entre geometria e gravitacdo encontra-se na Ref. [50].

"Isto ¢, invariante sob transformacdes de coordenadas.

8Devido 4 assinatura da métrica ndo ser positivamente definida ¢ possivel classificar os vetores de trés formas:
A" A, > 0 (vetor tipo tempo), A" A,, = 0 (vetor nulo) e A*A, < 0 (vetor tipo espago), similarmente ao que se
observa do sinal do elemento de linha ds?.
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o que leva a defini¢do de derivada covariante [6]
D, A, = 0,A, — T, A, (2.16)

que pode ser resumida seguindo a nota¢do usual dos livros de RG, no qual 9,4, = A, , e
D,A, = A,,,. Embora a conexao r 4 N30 seja um tensor [52] a derivada D, A, se transforma
como um tensor [50].
Uma vez que, no espago-tempo curvo, o conceito de derivada precisa ser redefinido
j& que o deslocamento do vetor depende da curvatura do proprio espago-tempo, o que se observa
¢ que a derivada covariante perde a propriedade comutativa, isto ¢, [D,,, D,]A,, # 0, de modo
que se obtém
[Dy, Do)A, = R oAy + 2T 4 DAA,, (2.17)

em que T, = FA[CW] ¢ a denominada torgdo’ do espago-tempo [53], e
R =T 0, =T 0 + 19,0, — 19,1, (2.18)

nro

¢ o Tensor de Riemann (ou Tensor de Curvatura). Algumas propriedades do tensor de Riemann

sao

= Antissimetria:

R o = —R o (2.19)

* Primeira identidade de Bianchi:
R + R o + R oy = 0. (2.20)

» Segunda identidade de Bianchi:
R e + R jovia + R oo = 0. (2.21)

Além disso, ¢ possivel construir dois objetos particularmente importantes, o tensor
de Ricci
R/w = R)\;w/\a (222)

que ¢ simétrico, e o escalar de Ricci
R=g"R,, (2.23)

afinal eles fornecem a medida global da curvatura do espago-tempo.

9 A priori, Einstein desenvolveu sua teoria sem considerar efeitos de torgdo e, portanto, consideraremos apenas
os casos de conexdes simétricas, isto €, T)‘(w = 0.
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A partir da segunda identidade de Bianchi é possivel mostrar'® que o tensor simétrico

1
G = R" — S Rg", (2.24)

denominado tensor de Einstein € uma constante covariante, isto ¢, D,G"” = 0, indicando que

o tensor é conservado'!.

2.3 As Equacoes de Campo de Einstein

Como discutimos, o cerne da Teoria da Relatividade Geral ¢ considerar o proprio
espago-tempo como parte da solugéo, onde o tensor métrico g, (x) deve satisfazer o que sdo co-
nhecidas como Equagdes de Campo de Einstein (ECE). Embora nao haja uma dedugao rigorosa

dessas equacdes, uma derivagdo heuristica pode ser encontrada na Ref. [54].

2.3.1 Derivagdo via Principio Variacional

Uma maneira elegante de determinar a dindmica de um campo surge do Principio
Variacional, onde se postula uma lagrangiana que inclui os campos e suas simetrias, € por meio
da extremizagédo da agdo, obtemos as equagdes de movimento'>. Assim, pelo Principio da Co-

variancia Geral, a a¢do para a métrica g,,, deve assumir a forma funcional

S[QW] = /d4x\/—_g£g(gw,(x)), (2.25)

donde £,(g,,) ¢ uma densidade lagrangiana (escalar de Lorentz) construida com a métrica. A
partir dos objetos geométricos discutidos ao longo deste capitulos pode-se construir uma grande

possibilidade de escalares, a exemplo
Ly(gu) = R+ a1R* + asR, R*" + 0y Ryap R + -+ (2.26)

em que os coeficientes «;’s sdo constantes dimensionais. Contudo, muitos desses termos pos-

suem derivadas de alta ordem na métrica e/ou ndo-linearidades, sendo particularmente importan-
. 13 . . ~

tes no contexto de Altas Energias ~, mas igualmente irrelevantes para o contexto usual. A acao

mais simples (no sentido de haver apenas derivadas de primeira ordem no campo) e elegante

10A demonstragdo consta no livro-texto do professor Cheng[44], na Segdo 13.3.2.

Essa simetria esta associada, como veremos, a conservagdo do tensor momento-energia.

2A construgio do Modelo Padrio é conduzida de maneira analoga, buscando-se a lagrangiana mais simples
possivel com os campos e simetrias.

13Um modelo com especial importancia é a lagrangiana de Gauss-Bonnet, dada por [6]

Lep = R? — 4Ry, R" + Ryyap R,

que embora ndo contribua na dindmica em D = 4 por ser um termo de derivada total na agdo, possui ampla
relevancia em modelos de dimensao extra [55].
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que gera as Equacdes de Campo de Einstein ¢ (tomando ¢ = 1)

1
Senlguw] = e /d45€v —gR, (2.27)

denominada acao de Einstein-Hilbert, pela proximidade temporal de suas publicagdes. A cons-
tante 1/167G ¢ introduzida de modo a reproduzir o limite Newtoniano quando considerarmos
fontes de matéria.

Para obter as equacdes de movimento pode-se usar o Principio de Hamilton, 65 = 0
[56], em que 0 representa a variacdo funcional em rela¢do a algum campo especifico. Assim
sendo, € conveniente definir por meio de proposicdo as variagdes de alguns objetos geométricos

em relacdo a metrica.

Proposicio 1. Seja (M, g) uma variedade pseudo-Riemaniana. Sob uma variagdo g,,, — g, ~+

09w, entdo g, g e R, se transformam via
D) 69" = —g" 9" 6gun

i) 09 = 99" 0gu,

iii) 0R,, = D,o0I'",,, — D,0I'",,. (Identidade de Palatini)
Demonstragdo. i) Partindo de g,,¢™" = 6,.”, obtemos que

0= 06(gurg™) = 6g:r0™ + gux09™,
assim, multiplicando ambos os lados por ¢g"*, obtemos
09" = —g" g™ 3G,

i1) Uma vez que g, ¢ um tensor de rank-2 podemos associar uma representagdo matricial, de
modo que vale a identidade [42]

Ing="Tring,,,

efetuando a variacao funcional, obtemos
—1 _ v
g g ="Tr(g"" g ),
assim, como a métrica € um tensor simétrico, podemos escrever

09 = 99" 0 G-

i11) Por fim, para mostrar a Identidade de Palatini, partiremos da variagdo explicita do tensor de
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Ricci em termos dos simbolos de Christoffel (2.10)

SRy = 0,017 — 00T + 17,0017, + 195,01 15 — T2,,0T7, — 7,017,
= (0,070 — 106073 ) — (0661, + D701, — T2 ,50T7,, — 17,017, ),
embora a conexao ndo seja um tensor, o termo ndo homogéneo da transformagdo ¢ o mesmo

para quaisquer duas conexdes I'* € Fjw e, portanto, a diferenga I'* w F;}V ¢ sempre um tensor

[50]. Dessa maneira, a variagao (5F)‘W ¢ também um tensor ¢ podemos escrever sua derivada

covariante,
DodTH,, = 050T",, + TH oy 01, — T2, 007y, — TA,,00%,y,
assim
OR,, = D,oI'",, — D,oI'",,,
0 que encerra a demonstragao. |

Variando a acdo de Einstein-Hilbert, obtemos
6Spn = / d*z6(v/—gR) = / d*z0(v/— 99" Ry
- / 02 [5(V/=9)9" Ruw + \/=906" Ry + /39" 6 Ry
= / d*x <RW _ ng> V—=g0g" + / d*z\/=gg" S Ry, (2.28)

2

o termo entre parénteses ¢ o Tensor de Einstein, G, (= R, — Rg,,/2). A segunda integral,

por outro lado, uma vez que D,g,, = 0 [57] nos permite escrever

gMV(SR,uV = DA(Q/WéF)\uV)_Dl/(gwjdryuz\)
= Dy(g" T, — g"*oT" )
= DU, (2.29)

em que U* = g‘”’él“’\,w — g“’\él“’,w, assim

0Spy = / d*z <R,w — Rg“”> V—g0g"" + / d*x/—gD\U, (2.30)

contudo, para todo 4-vetor vale a identidade [50]

V=GDAUN = d\(v=gU™). (2.31)

Dessa forma, o segundo termo torna-se uma divergéncia total, nio contribuindo na variagio'*

“Embora esse seja o roteiro seguido nos livros-texto de Teoria de Campos e Gravitago, essa afirmagio nio é
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e, portanto, ao impormos 0Sgy = 0 obtemos

1
G =Ry — §gw/R =0, (2.32)

que sao as Equacdes de Campo de Einstein (no vacuo). No caso em que hd campos de matéria
incluidos no problema, isto é

S = SEH[Q;W] + Sm, (233)

em que .5, € o termo da agdo que representa a matéria (como bosons ou férmions), de tal forma
que construimos o tensor momento-energia através de sua varia¢ao funcional em relagdo a mé-
trica [6]

-2 0S5,
T,=——. (2.34)
" V=gagm
Portanto as Equacdes de Campo de Einstein com fonte sao
1
Ruu — 39uwR = /{Tuua (235)

2

em que x (= 87G/c*) é a constante de acoplamento que faz com que, no caso limite newtoniano,

as ECE’s se tornem a Equacao de Poisson [7].
2.4 Primeiras solucdes obtidas

Embora as ECE’s aparentem simplicidade, isto se da pela capacidade de compac-
tificagdo que a notacdo provém. As ECE’s representam um total de 10 Equacdes Diferenciais
Parciais acopladas, uma para cada componente da métrica'>. Além disso, as ECE’s sdo total-
mente ndo lineares, de modo que o Principio da Superposi¢do'®, em geral, ndo é valido, ao
contrario do que ocorre na Gravitagdo Newtoniana, via Equacao de Poisson. Mesmo Einstein
ao propor as ECE’s em 1915 considerou que seria dificil, e até¢ impossivel, resolvé-las analitica-
mente (mesmo a solugdo de vacuo). No entanto, algumas semanas depois, o fisico alemao Karl
Schwarzschild encontrou essa solucdo de vacuo enquanto servia na Primeira Guerra Mundial

[12], e posteriormente encontrou a solu¢do na presenca de matéria.

2.4.1 Solucgoes Estdticas e Esfericamente Simétricas

Nesta subse¢ao buscaremos construir a motivagdo para a métrica de Espago-tempo

Esfericamente Simétrico (SSS, do inglés Spherically Symmetric Spacetime), que sdo ampla-

completamente precisa. Para uma leitura complementar sobre essa condigao de fronteira e suas limitagdes, consulte
o artigo na Ref. [58].

SNote que ha liberdade de escolha no sistema de coordenadas, de modo que temos 6 graus de liberdade.

160 Principio da Superposigdo garante que, quando ¢ valido, se f1, fo, - -, f, forem solu¢des linearmente in-
dependentes de uma equagao diferencial, entdo uma combinacdo linear F' = c; f1 + cafo + -+ - + ¢, f, também €
solugdo. Esse aspecto se mostra fundamental nos estudos de Eletrostatica, por exemplo.
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Figura 1: Karl Schwarzschild. Fonte: Modificado do link.

mente utilizadas para obter solugdes analiticas e numéricas das ECE’s para fontes de matéria-
energia em movimento radial, sendo assim a base para o estudo de espagos-tempo desta tese. Um
espaco-tempo esfericamente simétrico ¢ aquele cujo grupo de isometria contém um subgrupo
que é isomorfico ao grupo de rotagdo SO(3). Solugdes desse tipo devem ser entéo caracterizadas
pelos invariantes de rotagao.

Consideremos um conjunto de coordenadas =" = (ct, i), assim o intervalo infinite-

simal invariante deve ser quadratico em dr’ e em dt. A priori podemos fazer com que
ds® = Adr - dF + B(7 - dFf)* + Cdt(7 - dF) + Ddt?, (2.36)

em que A, B, C, D sao fungdes escalares de ¢ e 77- 7. O vetor 7 € colocado explicitamente ja que
a métrica ¢ uma fungdo do espaco e do tempo, isto é, g, = ¢, (7, t). Podemos entdo tomar
um sistema de coordenadas que possua a simetria desejada, o sistema de coordenadas polares

esféricos, dada por
(z', 2%, 2%) = r(senf cos ¢, senf seny, cos ), (2.37)
e através de redefini¢des de coordenadas!” obtemos que
ds® = goo(r,t)*dt* + g1 (r, t)dr* + r*(d6* + sen®dp?), (2.38)

assim um SSS possui apenas duas fungdes escalares desconhecidas.
E comum, em livros-texto de Relatividade Geral, considerar um sistema de unidades

naturais'® com ¢ = 1 e expressar os termos da métrica como exponenciais de outras fungdes,

170 desenvolvimento explicito consta no Apéndice D.1.
8 A introdugio de unidades naturais oferece a vantagem de uma notagdo mais compacta, eliminando a neces-
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com goo(r,t) = —e!/™ e g1y (r,t) = 9™, Assim, os simbolos de Christoffel nio nulos

0

s30'” em que o ponto simboliza derivada com relacdo a 2° = ct e o apdstrofo com relagao a r.

f J 4 f
FO = ——, FO = —eg f, FO = <>
00 f/2 1 2, o 2
[ty = —re 9, I35 = —rsenfe 9, %33 = —senf cos 0,
F212 = 'r_l, F332 = cot 0, 1—‘313 = r—l’

Consequentemente as componentes nao nulas do tensor de Ricci s@o

A A AW S A
= —(=4+L- 2L 42 AN 2.
RUO (2 -+ 4 4 + , e -+ 9 -+ 4 A y ( 393)
o fy g .9 fa\ 45
= (=—+L 2L ) (24 22 2.
RH (2 -+ 4 4 , 5 -+ 4 4 (& s ( 39b)
Ry = -2, (2.39¢)
r
Ry = [H%(f’—g’)] e’ —1, (2.39d)
Ry3 = Raysen?d. (2.39)

Note que, mesmo solugdes de vacuo, isto € para [?,,, = 0, as equagdes permanecem
complexas de serem resolvidas. Uma maneira de contornar isto ¢ considerar solucdes estaticas,
isto &, que ndo dependam explicitamente do tempo. Esta saida foi utilizada por Schwarzschild®.
Embora possa se questionar da validade dessa premissa, € que Schwarzschild desconhecesse,
alguns anos depois, Birkhoff demonstrou um teorema mostrando que a solu¢do de Schwarzschild

¢, na realidade, valida também para estrelas esféricas explodindo, colapsando ou pulsando [44].

Teorema 1 (Teorema de BirkhofY). Toda solucdo de vacuo (R, = 0) esfericamente simétrica

é estatica.

Demonstragdo. A solugdo esfericamente simétrica depende unicamente de duas fungdes inici-
almente arbitrarias, f = f(7,t) e g = g(7,t). Assim sendo, ao considerar a solucéo de vacuo,

isto ¢ 17, = 0, devemos obter f = (0 = ¢ para demonstrar o Teorema. Para g ¢ imediato, haja

sidade de constantes explicitas nas equagdes. As unidades padrdo podem ser restauradas por analise dimensional
para obter resultados numéricos, se necessario [59].

Um método alternativo para calcular os simbolos de Christoffel via equagio geodésica ¢ apresentado no livro-
texto do Rindler[15], na segdo 10.2.

20Note, contudo, que solugdes estaticas ndo possuem interesse apenas em solugdes de vacuo, mas para solugdes
gerais, uma vez que ao considerar f = 0 = g, o tensor de Ricci torna-se diagonal e, portanto, a fonte de matéria-
energia também.
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vista que Ry; = —g/r = 0. Por outro lado, note que, ao fazer Ryy = 0, observamos que
1+ g(f’ - g’)] e?—1=0, (2.40)

como ¢ nio depende explicitamente do tempo, entdo ¢’ ndo depende, e consequentemente [’
também. Assim sendo, podemos decompor f(7,t) = f1(7) + f2(t), por outro lado, o termo
temporal do invariante ds* nos permite absorver a dependéncia temporal na propria coordenada,
assim

—ef 22 = —enMef2®2qp2 = _oh(2qp2, (2.41)

portanto, nessas coordenadas, as fun¢des da métrica sdo independentes do tempo, portanto a

solucao € estatica. [ |

2.4.2 Solucdo de Schwarzschild

A solugdo de Schwarzschild foi a primeira solugdo exata para as Equag¢des de Campo
de Einstein?!. Esta solugdo, também denominada solugdo de vacuo, descreve o campo gravi-
tacional no exterior de um corpo esférico, massivo em que efeitos de rotacdo e de carga sdo
desprezados®. Nesse sentido, esta solu¢io torna-se uma boa aproximacio para corpos cuja ro-
tagdo ¢ lenta, como € o caso do Sol. Como veremos, a solucao de Schwarzschild apresenta duas
“singularidades”, uma singularidade fisica na origem e uma singularidade coordenada denomi-
nada raio de Schwarzschild. Todo corpo massivo, sem carga e sem rotagdo (ou com rotacao
suficientemente lenta) que tenha um raio menor que o raio de Schwarzschild é denominado
como um buraco negro.

Considerando que a solug@o de véacuo deve ser estatica, isto € f = 0 = g, podemos

tomar e9~/ Ryy + Ry; = 0 e obter

f'+g =0— f(r)=—g(r), (2.42)

a constante de integracdo pode ser absorvida em uma redefinicao da coordenada temporal. Uma

vez que f e g sdo exponenciados na métrica, essa condi¢do implica em
1
—9goo = ——- (2.43)
911

Além disso, tomando Rs; = 0, com essa condi¢do podemos escrever

(1—rg)e =1, (2.44)

2ICom excegdo da ja conhecida solugdo para o espago-tempo plano de Minkowski.

22E importante destacar que, devido ao Teorema No-hair, a solugio para buracos negros massivos e estacionarios
foi estendida para incluir as outras duas Unicas grandezas fisicas independentes (rotagdo e carga elétrica) na solugdo
de Kerr-Newman. Para um estudo dessa solug@o consulte o Box 13.1 do livro dos Professores Guidry e Guidry[59].
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uma maneira de resolver essa EDO ¢ tomar uma nova variavel A(r) = g;;' = e, assim

dx A 1
— 4+ - = - (2.45)
dr r r

cuja solugdo geral & A(r) = Ao(r) + A1 em que A\o(7) € solugdo da EDO homogénea

dA A
0= (2.46)
dr r
e A\; € a solucdo particular. Imediatamente obtém-se que
In A\gr = C, (2.47)

em que C' ¢ uma constante de integracdo. Portanto o produto A\gr ¢ uma constante denominada

raio de Schwarzschild, \jr = —Rg. Assim, A\; = 1 e, portanto
R dr?
ds* = — <1 — —S) cdt? + 1LRS + 72(d6” + sen?0dp?). (2.48)
r _ s

r

A solugao 2.48 ¢ entdo completamente determinada por um Unico parametro, o raio
de Schwarzschild. Note que, no limite Rg/r — 0 a métrica de Schwarzschild se torna a de
Minkowski, assim € esperado que no limite classico isto retorne a Gravitagdo Newtoniana. De

fato, para campos pouco intensos>,

20 2GM
Joo = — (1 — —) =—1+ , (2.49)

c? c2r

em que ¢ € o potencial gravitacional, fazendo com que a solucao de vacuo das ECE’s dependa
unicamente da massa da fonte e da distdncia em que um observador se encontre do objeto com-

pacto. Por comparagao direta, tem-se que

Rs

2GM
- ~M-148-1077 2 (2.50)
c? kg

dando significado fisico ao parametro Rg. A Tabela 1 contém o valor numérico aproximado
de Rg para alguns corpos celestes. Note que, para que a Terra se transformasse em um buraco
negro, seria necessario comprimir toda a sua massa (inclusive as florestas, oceanos, prédios e
seres vivos) em uma esfera com apenas 9 mm de raio, ilustrando a extrema densidade desses
objetos astrofisicos.

A métrica de Schwarzschild possui dois problemas aparentes, em r = 0 e r =
Rs. Em » = 0 ha indeterminacdo na métrica, enquanto que para r = Rg a parte temporal da

métrica desaparece e a parte radial cresce indefinidamente. A esses pontos®* da-se o nome de

23Para uma discussio acerca desse topico em detalhes, consulte a Se¢do 6.4 do livro-texto do Professor Padma-
nabhan[6].
240 termo ponto ndo deve ser entendido literalmente, mas sim a casca esférica de raio r tal que aparecem diver-
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Corpo Massa | Raio de Schwarzschild
celeste M (kg) Rg (m)
Terra 6.0 - 10** 8.9-107°
Jupiter 1.9-10%" 2.8-10"
Sol 2.0-10% 3.0-10°
Sagittarius A* | 8.6 - 10 1.3-10"

Tabela 1: Valores do raio de Schwarzschild para alguns corpos celestes.

“singularidades”. Entretanto, como veremos, a singularidade em » = Rg nao ¢ fisica, isto ¢&,

dar-se-4 por uma ma escolha do sistema de coordenadas®. Para verificar isso devemos estudar

o comportamento das geodésicas de raios luminosos que caem em dire¢ao ao buraco negro.

Devido a simetria esférica podemos desprezar as coordenadas angulares tomando df = 0 = d,
assim (tomemos ¢ = 1)

ds? = _ﬂdﬁ + _r

r r— Rg

como os cones de luz sdo definidos pelo vinculo ds* = 0, entdo

dr?, (2.51)

dt r
—=t—— 2.52
dr r— Rg’ 2:52)
cuja solucdo € direta e dada por
At = £+ (r+ RsIn|r — Rgl), (2.53)

este resultado®® gera o grafico 2. Note que em 7 = Rg obtemos um intervalo At infinito para que
os raios de luz atinjam o horizonte (ficando presos 14), como o esperado ¢ de que os raios caiam
até atingir » = 0 entdo ¢ um indicio de que a singularidade ¢ devido ao sistema de coordenadas.
Se analisarmos o movimento do ponto de vista do tempo proprio da particula em
queda livre a partir da equacao da geodésica 2.11 obtemos que, para a componente o = 0 [4],

dt Cr

== 2.54
dr  r—Rg’ 254)

em que C' ¢ uma constante de integracdo que pode ser fixada C' = 1 para que em r — o0

tenhamos ¢ igual & 7. Assim, como dr? = —ds? [15], obtemos que os raios luminosos que caem

géncias na métrica.
25Um exemplo didatico de que a escolha equivocada do sistema de coordenadas leva & divergéncias na métrica
é 0 caso do plano em coordenadas polares, ds*> = dr? + rdp?, note que se tomarmos uma nova coordenada 7 tal

que r — 7 = a®/r, 0 que leva a
4

ds* = %(d%2 + 72 dp),

que claramente diverge na origem #* = 0. Note, contudo, que o espago continua sendo plano, essa “singularidade”
ocorre devido & uma ma escolha de coordenadas, em que os pontos no infinito foram mapeados para a origem.
20 sinal positivo ¢ para as ondas de saida (outgoing), enquanto o negativo é para as ondas de entrada (ingoing).
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Figura 2: Diagrama de espago-tempo para a métrica de Schwarzschild. Fonte: Adaptado da Ref. [4].

obedecem a

(2.55)

que ¢ finito no horizonte » = Rg. Assim sendo deve existir um sistema de coordenadas que
elimine essa “singularidade”. Devido ao problema se dar nas ondas “ingoing”, eliminemos a

fun¢do logaritmo com uma mudanga de coordenadas,
t—>T:t+R51n|’F—R5|, (256)

assim

t = —r + cte, (2.57)

essas coordenadas (7', r) sdo denominadas coordenadas de Eddington-Finkelstein, e fazem com
que o diagrama de espago-tempo se torne a Figura 3. Nestas coordenadas, os raios “ingoing”
sdo retas em dire¢do a » = 0 enquanto os raios “outgoing” ficam presos no horizonte.

Nas coordenadas adequadas a solu¢ao de Schwarzschild se torna

~R 2R R
ds? = ~ =S qre | 208 g TEDS gy g (d0? + sen®0de?) | (2.58)
r r r

que nao diverge mais em r = Rg.
A maneira pragmatica de se determinar quais sao as singularidades fisicas ¢ calcular

os escalares a partir do tensor de curvatura (R, R"“R,,,, R"" R entre outros), pois todos

UV po s
independem da escolha de coordenadas. O raio de Schwarzschild define a escala de curvatura
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Figura 3: Diagrama de espago-tempo para a métrica de Schwarzschild nas coordenadas de Eddington-
Finkelstein. Fonte: Adaptado da Ref. [4].

dessa geometria, via escalar de Kretschmann?®’ temos que,

R2
K =R"P R, = 12—2

r6’

(2.59)

de fato, o escalar de curvatura apenas diverge na origem r = 0, de modo que esta ¢ a Unica

singularidade fisica da solugdo. A figura 4 ilustra o comportamento do escalar de Kretschmann

para alguns corpos celestes.

T~

————

Figura 4: Escalar de Kretschmann para a geometria de Schwarzschild para os corpos celestes da Tabela

1.

2.5 Testes classicos da Relatividade Geral

O éxito da Teoria da Relatividade Geral de Einstein € notavel ndo apenas por sua

descricdo geométrica das interagdes gravitacionais, mas também por sua capacidade de pre-

2"Neste caso ndo podemos usar o escalar de Ricci pois estamos estudando a solugio de vacuo, isto ¢ R = 0.



36

ver com precisao fenomenos observacionais anteriormente considerados inconcilidveis com o
formalismo newtoniano®®. Ao reformular a natureza da gravidade como a curvatura do espago-
tempo induzida pela presenga de matéria e energia, esta teoria revela-se capaz de explicar desde
o lenteamento gravitacional até a dilatagdo temporal em regides de intensa gravidade. Sua con-
sistente confirmagao por meio de experimentos e observagdes estabelece a Teoria da Relativi-
dade Geral como um pilar fundamental da fisica moderna, transcendendo os confins da Fisica
classica para desvendar os mistérios mais profundos do universo através de um formalismo ele-
gantemente concebido e empiricamente sustentado.

Os testes classicos sdo experimentos e/ou observagdes que corroboram as previsoes
tedricas da teoria em situagoes cotidianas ou em condi¢des extremas. No caso da Relatividade

Geral sao trés os testes mais relevantes:

1. Precessdao do peri¢lio: A precessdo do peri¢lio de Merctrio, isto €, a lenta mudanga na
orientacdo do ponto mais proximo de sua Orbita ao redor do Sol, € um dos primeiros
triunfos observacionais da Relatividade Geral. Enquanto a teoria newtoniana da gravi-
tacdo ndo conseguia explicar completamente essa anomalia, a Relatividade Geral preveé
precisamente esse deslocamento devido a curvatura do espago-tempo causada pela pre-
senca massiva do Sol [60,61]. Os calculos relativisticos correspondem de forma notavel
as observagoes astrondmicas, corroborando assim a validade desta teoria em escalas pla-

netarias;

2. Deflexao da luz: O desvio gravitacional da luz, também conhecido como lenteamento
gravitacional, ¢ uma previsdo fundamental da Relatividade Geral. Quando a luz de uma
estrela distante passa perto de um objeto massivo, como uma estrela ou um buraco negro,
sua trajetoria € curvada devido a deformacao do espago-tempo em torno do objeto massivo
[62]. Esse fenomeno foi observado em varias ocasioes, como em Sobral-CE no Brasil no
dia 29 de maio de 1919%, confirmando a precisdo das previsdes relativisticas e oferecendo

evidéncias convincentes da existéncia e da natureza da gravidade;

3. Redshift gravitacional: O redshift gravitacional ¢ outro fenomeno previsto pela Relati-
vidade Geral. Segundo esta teoria, a luz emitida por objetos em campos gravitacionais
intensos, como estrelas, sofre um deslocamento para o vermelho quando se afasta desses
campos [64]. Esse efeito foi observado em estrelas proximas a buracos negros supermas-
sivos e em sistemas estelares binarios, fornecendo uma confirmagao adicional da validade

da Relatividade Geral em escalas cosmicas [65].

2Toda teoria fisica possui um escopo de validade, isto ¢, um conjunto de condigdes e situagdes sob o qual suas
previsdes sdo assertivas. No caso de campos gravitacionais intensos as leis newtonianas desviam significativamente
do observacional, devendo ser substituida pela Teoria da Relatividade Geral.

2Um compilado das fotografias da expedigdo pode ser encontrada no artigo da Ref. [63].
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Embora cada teste®® tenha sua importancia historica, neste texto, concentraremos
nossa analise nos calculos subjacentes a precessao do peri¢lio de Mercurio, uma vez que a pre-
di¢do newtoniana falha completamente em sua descri¢do. Esta discrepancia ¢ particularmente
notavel e serve como um ponto focal para a compreensao das implicagdes revolucionarias da
Relatividade Geral de Einstein. Enquanto os detalhes dos outros testes podem ser facilmente
encontrados na literatura padrao de Relatividade, discutidos na teoria e/ou exercicios, a preces-
sdo do periélio de Mercurio destaca-se como um exemplo singular que ilustra vividamente as
limitagdes do paradigma newtoniano e a necessidade premente de uma nova teoria gravitaci-
onal para explicar fendmenos observacionais precisos. Portanto, dedicaremos nossa analise a
esse fendmeno especifico, delineando os fundamentos teoricos e os calculos meticulosos que

sustentam a predicao relativistica.

2.5.1 Precessdao do periélio de Mercurio

O movimento planetario descrito pela forga gravitacional de Newton aliado das trés
leis de Kepler, revelam que os planetas executam orbitas fechadas no perfil de elipses limitadas
em um plano’!. Contudo, ao observar a trajetéria de Mercurio constata-se um desvio nio pre-
visto pela mecanica newtoniana. O que se observa ¢ que a Orbita ndo se fecha, mas executa um
sutil movimento de precessdo. Tal movimento ndo ¢ previsto pelas leis newtonianas e ocorre
devido a proximidade do planeta ao centro atrator do Sistema Solar.

Neste caso, como o interesse ¢ para um movimento na regido exterior de um corpo

massivo, pode-se empregar a métrica de Schwarzschild

9 2m 9 om\ /2 9 9 19
ds*=(1——)dt"— (1 - — dr® — r*dQ°, (2.60)
r r
em que 2m = Rg e c = 1. Note que a assinatura da métrica ndo condiz com a utilizada

previamente nesse texto (2.48), esta mudanga temporaria serd empregada com o unico propdsito
de tornar a verificacdo destas aplicagdes suficientemente proxima das utilizadas em artigos da
area. Contudo ¢ importante frisar que os resultados de natureza fisica nao sao alterados pela

escolha da assinatura®.

30A rigor, o desvio gravitacional para o vermelho (redshift) da luz é um teste do principio da equivaléncia de
Einstein, enquanto os outros dois sdo testes da Relatividade Geral (solugdo de Schwarzschild) no limite do campo
fraco.

31sto sendo consequéncia imediata da conservagdo do momento angular.

32Para uma leitura acerca da assinatura da métrica, mas em um contexto de Relatividade Restrita, leia o artigo
[66] recentemente publicado na Revista Brasileira de Ensino de Fisica.
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As equacdes de movimento para cada coordenada sao

at ke, (2.61a)
ds
Pro N (dt\? v (dr\?  _, [do
d20  2drdf do\?
@_;EZE_COSQSGHQ(%> = 0, (2.61c¢)
d
r2d—f = h, (2.61d)

em que x € h sdo constantes, com a ultima sendo relacionada a0 momento angular. Os termos
exponenciais sao notagcdes compactas e muito empregadas na literatura para descrever os termos
da métrica esfericamente simétrica, em que e = g € €/ = g.-. Se fixarmos as seguintes

condigdes iniciais

9 = (2.62a)
t=0 2
do
— = 0, (2.62b)
ds |,
na Eq. (2.61c) revela que ;
d
— = constante = 0, (2.63)
ds

e, portanto, # ndo varia, fazendo com que a 6Orbita esteja confinada em um plano. Uma vez que
o sistema de referéncia sempre pode ser ajustado para satisfazer (2.62a), entdo este resultado
pode sempre ser obtido. Sistemas dessa natureza sdo conhecidos por terem o momento angular
como constante de movimento.

O desenvolvimento seguinte consiste em aplicar as equagdes (2.61a), (2.61d) € (2.63)
em (2.61b) e obter a trajetoria r = r(¢). Uma outra forma ¢ partir do elemento de linha (2.60),

“dividindo-0” por ds? e utilizar os resultados obtidos nessa subsegio, bem como o fato de

dr  dr do
7 2.64
ds dods’ 2.64)

que ¢ uma aplicacdo da regra da cadeia, para obtermos
1dr\® h? 2m
2ol s—) =(—=+1])([1-=—=). 2.65
" r2do r? + r (2.65)

d 1 1 dr
d_<;§ (_;> — 7”_2%’ (2.66)

além disso, note que,
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e tomando uma mudanca de variavel*®

2
(Z—Z) = Z—z - (uQ + %) (2mu — 1). (2.67)

Por fim, diferenciando a equacdo em relacdo a variavel angular ¢, obtemos a equagao diferencial

u = 1/r, obtemos

que descreve o movimento de uma massa ao redor de um centro atrator segundo a Relatividade
Geral, ,

;%2” tu= % + 3ma, (2.68)
um resultado extremamente similar ao obtido pelo formalismo newtoniano, exceto pela presenga
do termo quadratico (3mu?), que torna a equagdo nao linear. Nesse sentido, é esperado que o
termo quadratico seja o responsavel pela correcdo relativistica no movimento planetario.

O método para resolver esta equacao diferencial € tomar a solugdo newtoniana como

uma primeira aproximacdo (u”)) e, entdio, tomar uma série perturbativa,

w=u® £y f @ (2.69)

0)

em que u') & obtido pelo termo imediatamente anterior u¥~Y. Como «® ¢ a solu¢do nio

relativistica, entdo deve ser a solucdo da equacao

Ay L0

— = — 2.70
cuja solugdo € conhecida, a equagdo da elipse em coordenadas polares
u® = (1 + ecos(d — )], 2.71)

h2
em que e = h*/rom — 1, com r( sendo o periélio. Como a posigdo angular inicial ¢, do periélio

pode sempre ser ajustada por mudanca de coordenadas, fixemos ¢, = 0, assim

u® = % [1+ ecos(o)], (2.72)

sendo esta a solugao de grau zero.

O termo de primeira ordem sera entdo solucao da equacao diferencial

2,,(1
%—l—u(l) = 3m(u(0))2
2@ 3Im3 6m?>

como a excentricidade das orbitas planetarias assumem valores pequenos, entio O(e*) — 0.

Além disso, no aspecto dindmico a constante 3m?*/h* ndo ¢ relevante, pois pode ser absorvida

33Esta mudanca de varidvel é muito comum em problemas esfericamente simétricos.
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através de uma mudancga de coordenadas, dessa forma a EDO se torna

2y 6m3
%& +u® = h—nZe oS ¢, (2.74)

cuja solucdo deve ser linearmente independente a «(*), portanto
uV = Agsend, (2.75)
em que a constante A pode ser determinada substituindo a solug@o (2.75) na (2.74), assim
uV) = 3h—”fe¢sen¢. (2.76)

O proximo passo € tomar a solu¢do de 1? ordem para construir a de 2* ordem, contudo

para o caso de Mercurio, considerar até 1* ordem ¢ suficiente diante dos dados observacionais.

Portanto,
u = % <3h—722¢6 seng + 1 + e cos gb) . (2.77)
A presenca de termos aditivos das func¢des trigonométricas nos convida a definir um novo para-
metro a2
Ap = h—nqu, (2.78)

de modo que como m o< G/c? e h o r?, entdo A¢ < 1, de modo que valem as relagdes,

Agpsengp =~ senA¢seng, (2.79a)
cos¢p =~ cosA¢cos o, (2.79b)

portanto, como cos(a — b) = cosacosb + sena senb,
m
u= 3 [1+ecos(p—Ap)], (2.80)

note que esta solugdo ¢ analoga a obtida pelo método newtoniano, contudo como A¢ x ¢ entdo
A¢ é uma variavel dindmica®* e, portanto, agrega com o tempo. Fisicamente, isso faz com que
o periélio de Mercurio execute um movimento de precessdo e, portanto, a 6rbita do planeta ndo
¢ fechada, um resultado nao previsto usando as leis newtonianas da gravitagao.

O planeta encontra-se no perié¢lio quando r ¢ minimo e, por consequéncia, quando

u € maximo, assim ¢ — A¢ = 2, portanto

6= om (1_3_7"2) _or — 0, (2.81)

34Caso A¢ ndo fosse uma variavel dindmica o termo corretivo ndo teria importancia do ponto de vista fisico,
representando apenas uma mudanga geométrica da posi¢do inicial do periélio.
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em que 0¢ ¢é a variacao no periélio, dado por

m? GM

definindo o semi-latus rectum (parametro eliptico®>)

h? ,
T= =01 (2.83)

em que a ¢ o semi eixo maior da drbita, entdo

M
5 = GWGT. (2.84)

Para o caso da 6rbita de Mercurio, temos que GM =~ 1475kme T = 55,3 - 10° km, entdo
8¢ = 5- 10 "rad (por revolugdo), (2.85)

para um melhor dimensionamento desse valor, € usual considerar sua medida dada em segun-
dos de arco. Além disso, como cada revolucao leva 0,241 anos, entdo em um século a orbita
precessiona apenas

5¢sécu10 ~ 437, (286)

2.6 [Efeitos da constante cosmoldgica: A solucio de Kottler

Inicialmente proposta como uma forma de contrabalangar a gravidade e permitir um
universo estatico [67], a constante cosmoldgica A foi posteriormente reinterpretada no contexto
da expansao acelerada do universo, descoberta em observacdes de supernovas distantes [45].
Este termo adicional nas equacdes de Einstein € associado a energia do vacuo ou energia escura
[68], uma forma de energia que permeia todo o espago e influencia a dindmica do universo em

grande escala [69]. Assim, as ECE’s se tornam
G,LLV - Ag;w = '%T,UJM (287)

a qual, seguindo os mesmos passos>® da Secio 2.4 fornece, como solugdo das equagdes de vacuo,

2GM  Ar? dr?
ds* = — (1 - TT) dt? + - @ — A_TQ) + r2dQ, (2.88)
3

r

350 semi-latus rectum de uma elipse é definido como o segmento de reta perpendicular ao semi eixo maior, que
conecta um dos focos a elipse.

3*Uma maneira alternativa de se obter a solugdo com constante cosmoldgica é apresentada na Se¢io 9.1 do livro-
texto do Professor Cheng[44], ao definir a constante cosmologica em termos de um tensor energia-momento do
vacuo, em que a pressao ¢ negativa.
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que na literatura ¢ conhecida como solugao de Kottler [70]. Vale ressaltar que quando a constante
cosmologica € positiva (A > 0) o espaco ¢ chamado de “Espago de Sitter” e quando ela ¢é
negativa (A < 0) o espago ¢ dito “Espago anti-de Sitter” [6].

A solugdo para o caso com constante cosmologica revela algumas importantes pro-

priedades:
= A solugdo de Schwarzschild ¢ imediatamente recuperada quando A = 0;

= A métrica deixa de ser assintoticamente plana no infinito (r — ©0) e, portanto, ndo ¢

possivel garantir a unicidade da solucdo via Teorema de Birkhoff;

» Experimentalmente os dados da radiagdo cosmica de fundo indicam A muito pequeno (da
ordem de 10™%"GeV*) e, portanto, as solugdes de Schwarzschild e de Schwarzschild-de

Sitter sdo suficientemente proximas para pequenos valores de r;

* A medida que r cresce as diferencas se tornam perceptiveis, por exemplo nos cones de

escape dos fotons e nos diagramas de mergulho [71];

* A solucdo de Schwarzschild-de Sitter apresenta dois horizontes de eventos

3£3,/1— M
(2.89)

2A ’

Rsaqs+ =
em que Rgysy € Rggs— sdo os horizontes “cosmoldgico” e de “Schwarzschild”.

No desenvolvimento final do Capitulo 4 veremos os efeitos dessas propriedades nas
solucdes de buracos de minhoca com constante cosmoldgica, em particular a existéncia de um

horizonte de eventos do tipo de Sitter.
2.7 Condicoes de Energia em Relatividade Geral

Um tultimo tépico fundamental a ser abordado neste capitulo introdutorio sobre fun-
damentos da Relatividade Geral sdo as condi¢cdes de energia. Estas sdo de suma importincia
para garantir que a teoria respeite comportamentos fisicos coerentes em relacdo a matéria e a
energia®’. As condi¢des de energia impdem restri¢des ao tensor energia-momento T,.,, assegu-
rando que a energia seja sempre ndo negativa e que a causalidade seja preservada no universo

fisico. As principais condi¢gdes incluem [3]:

37 A rigor, as condi¢des de energia ndo sdo demonstraveis, pois sdo essencialmente restri¢des no tensor energia-
momento que se consideram validas para toda matéria fisicamente plausivel. Elas representam uma suposigo
sobre a defini¢do precisa de ’razoabilidade fisica’.
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* Condi¢do fraca de energia (Weak Energy Condition, WEC) expressa a suposi¢ao de que
a densidade de energia medida por qualquer observador em uma curva temporal deve ser
ndo-negativa:

T,,t"t" > 0, (2.90)

em que t* € um conjunto de vetores tipo tempo.

* Condicao forte de energia (Strong Energy Condition, SEC) exige a positividade de uma

densidade de energia efetiva medida por qualquer observador em uma curva temporal:
T s
T;w — mguy tht 2 0. (291)

* Condigao de energia dominante (Dominant Energy Condition, DEC) exige que o fluxo de
energia-momento medido por um observador seja causal e na diregdo do tempo proprio
do observador:

T,,t"" >0, (2.92)

em que t* e £ sdo vetores tipo tempo co-orientados.

* Condicao nula de energia (Null Energy Condition, NEC) ¢ uma variacdo da WEC, com o

vetor tipo tempo sendo substituido por um vetor nulo k*:

) (2.93)

Embora essas condigdes possam parecer inicialmente desconectadas, € crucial des-
tacar que hé relagdes de causalidade: uma vez que uma delas ¢ atendida, isso implica na outra
que a segue. No contexto das condi¢des discutidas, observamos que a Condi¢cdo de Energia
Dominante (DEC) implica na Condi¢ao Fraca de Energia (WEC), que por sua vez implica na
Condicao Nula de Energia (NEC). Além disso, a Condi¢do Forte de Energia (SEC) implica na
NEC?. Portanto, a NEC ¢é considerada a condi¢io mais fraca entre as quatro, sendo sua violagao
relevante em certas solucdes especificas como serd evidenciado nos proximos capitulos.

As equagdes ilustradas em cada caso acima representam o que a literatura denomina
por forma fisica das condi¢des de energia, pois envolvem o tensor energia-momento. Alterna-
tivamente, ¢ possivel escrevé-las em termos dos tensores de Ricci R, e de Einstein G, em
uma forma denominada geométrica. A tabela abaixo sumariza as condigdes de energia citadas
da RG, em suas formas fisica e geométrica, bem como as condig¢des aplicadas ao caso do fluido
perfeito, isto ¢

" = (p + P)u*u” + Pg"”, (2.94)

38 Apesar do nome, a SEC nio implica a WEC, embora seja geralmente mais facilmente violada [3].
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Condicio Forma Forma Fluido

¢ fisica geométrica perfeito

v "y p=0e

A A
WEC Tt"t” >0 Gtht" >0 Pt P >0
T p+P>0¢e¢
_ HyV S =
SEC (TW D_QgW)tt >0| Rt >0 (D—3)p+(D-1)P>0

DEC T,,t1" >0 Guthe” >0 p > |P]

NEC T, k'E” >0 R K'EY >0 p+P>0

Tabela 2: As principais condi¢des de energia pontuais resumidas. Aqui t# ¢ £# sdo vetores tipo tempo
co-orientados e k* é um vetor nulo. Fonte: Modificada da Ref. [3]

em que p ¢ a densidade de energia, P ¢ a pressdo e u" ¢ a 4-velocidade do fluido, satisfazendo
u'u, = —1. Nos capitulos seguintes, serd mostrado que uma classe especifica de solugdes
da Relatividade Geral infringe todas as condigdes de energia previamente discutidas, exigindo

a apresentacdo de novas condigdes para descrever adequadamente o tipo de matéria exdtica

necessaria.
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3 SOLUCOES DE BURACOS DE MINHOCA PERCORRIVEIS

Neste capitulo buscaremos discutir os principais elementos do artigo seminal de
Morris e Thorne[21] sobre os buracos de minhoca percorriveis'. Buracos de minhoca sdo so-
lugdes para as Equacdes de Einstein e representam estruturas topoldgicas com uma garganta

conectando duas regides assintoticamente planas® do espago-tempo [18].
3.1 Condigoes desejadas para um buraco de minhoca

Em sintese, algumas condig¢des sdo desejadas para que se tenha um buraco de mi-

nhoca dito atravessavel, a saber [21]

1. Critérios basicos:
(a) A métrica deve ser esfericamente simétrica e estatica (independente do tempo). Este
requisito ¢ imposto apenas para simplificar os calculos;

(b) A solugdo deve obedecer em todos os lugares as equacdes de campo de Einstein.

Nos assumimos a validade da teoria da Relatividade Geral;

(c) Para ser um buraco de minhoca a solugdo deve ter uma garganta que conecte duas

regides assintoticamente planas do espacgo-tempo;
(d) Nao devem haver horizontes de eventos, pois caso contrario a viagem de mao dupla
ndo seria permitida;
2. Critérios de usabilidade:
(a) As forcas gravitacionais de maré experimentadas por um viajante devem ser supor-
tavelmente pequenas, garantindo a sobrevivéncia do mesmo;

(b) Um viajante deve ser capaz de atravessar o buraco de minhoca em um tempo ade-
quado finito e razoavelmente pequeno (por exemplo, menos de um ano), medido ndo
apenas por ele mesmo, mas também por observadores que ficam para tras ou que o

esperam fora do buraco de minhoca;

3. Critérios extras:

'Na literatura, também é comum o uso do termo “atravessaveis”.
%Essa condigio do limite minkowskiano no infinito pode ser relaxada em alguns cenarios, como veremos no
proximo capitulo.
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(a) A matéria e os campos que geram a curvatura do espago-tempo do buraco de mi-

nhoca devem ter um tensor de tensdo-energia fisicamente razoavel’;

(b) A solucao deve ser perturbativamente estavel, especialmente quando uma nave es-

pacial passa;

(c) Deve ser possivel criar o buraco de minhoca, isto €, a criagdo deve exigir muito

menos do que a massa do universo e muito menos tempo do que a idade do universo.

Assim sendo, uma solugdo que obedeca aos “critérios basicos” €, por construgado
um buraco de minhoca atravessavel. Os “critérios de usabilidade”, por outro lado, fornecem um
aspecto favoravel (no contexto fisioldgico) a travessia por humanos. Os demais critérios sao
colocados como extras*, em particular o critério (3a) fornece uma maneira estética de ajustarmos
os parametros do buraco de minhoca com a finalidade de tornar o material de sua construcao o
mais compativel possivel com os preceitos atuais sobre as formas de matéria permitidas pelas

leis da Fisica.
3.2 Solucao de Morris-Thorne

Com base nos critérios estabelecidos anteriormente, Morris ¢ Thorne[21] obtiveram
uma solugdo compativel. Tal solugdo, como veremos, apresentara dois parametros inicialmente
arbitrarios’.

A primeira condi¢do desejada a solugdo de buracos de minhoca ¢ de que a mesma
seja estatica e esfericamente simétrica, assim (considerando ¢ = 1)

dr?
b(r)

r
T

ds? = —e?*Mqe? + + 72(d6? + sen?0dp?), (3.1)
em que ®(r) e b(r) sdo fungdes inicialmente arbitrarias que obedegam as Equagdes de Eins-
tein, denominadas func¢do de redshift (por determinar o redshift gravitacional) e de shape (por
determinar a forma geométrica - do inglés, shape - do buraco de minhoca).

No aspecto historico, ¢ importante destacar que a solucao de Ellis-Bronnikov (EB)
foi a primeira solugdo conhecida de buracos de minhoca, anterior a solu¢cdo de Morris-Thorne.

A solucao EB ¢ caracterizada pela escolha especifica das fungdes de redshift e de shape [19,20]

3Veremos, ao longo deste capitulo, que as condigdes anteriores restringem a forma do tensor-momento energia,
de modo que o mesmo viola o que geralmente se entende por “fisicamente razoavel” [72].

*E importante destacar que, em seu trabalho original, Morris e Thorne[21] ndo estabelecem a categoria dos
critérios extras.

SLembre-se que a métrica esfericamente simétrica (2.38) possui essas duas fungdes que caracterizam gog € g11,
respectivamente.
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o(r) = 0, (3.22)
b(r) = 7"73 (3.2b)

no entanto, ndo foi realizada uma analise detalhada da atravessabilidade desses buracos de mi-
nhoca. E importante notar que os buracos de minhoca de Ellis-Bronnikov sdo uma classe parti-
cular que nao apresenta forcas de maré (redshift nulo), tornando-os distintos de outras solucdes
conhecidas. No proximo capitulo, sera explorada uma conexao entre essa solug¢ao e os buracos
de minhoca de Casimir.

Com a métrica proposta podemos obter os simbolos de Christoffel ndo nulos

22/ b —b
01 5 00 , (r—b), 11 2r2(r —b)’
1
F122 =bh— r, F133 = —(7” — b) sen20, F212 = -,
r
1
2,5 = —senf cos b, [, =-2, 395 = cot 6.
T

Assim, as componentes do tensor de Ricci ndo triviais sao

62@

Roo = 53 2(r — b)(r®”" 4+ &' (r® + 2)) — (rb + b)P'], (3.3a)
1 / " / /

Ry = “230 ) [27%(r — b) (@ + @) — (rb/ — b)(2 — r®")], (3.3b)

Ry — zir VY 4 b — 2r(r — D) (3.3¢)

R33 = R22 senQQ. (33(1)

O desenvolvimento matematico, bem como as interpretagdes fisicas podem ser mais
facilmente obtidos escrevendo as quantidades em termos de uma base vetorial ortonormal (o

quadro de referéncia proprio), em que [73]
e; =c Te, e; = (1 —b/r)"%e,, e; =1 e, e; = (rsenf) ey,  (3.4)

portanto, nessa base as componentes nao nulas do tensor de Einstein sdo escritas como [21]

b/
Gy = = (3.52)
b b\ ¢
b br—0b P’ br —b
o= Gua=(1-2) (o 2 2 2y — 2T 3.5

assim, dada uma distribui¢ao de matéria, sera possivel formar um buraco de minhoca se a solugao



48

de b(r) e ®(r) for condizente com as condigdes desejadas.

3.2.1 As Equacoes de Einstein

Como discutimos ao longo do Capitulo 2, o Teorema de Birkhoff garante que a
solucdo esfericamente simétrica ¢ a mesma do vacuo, a de Schwarzschild. Consequentemente
~ 7 ’ . , . A6 L, .
ndo ¢ possivel gerar buracos de minhoca atravessaveis em que 7}, = 0°. Uma vez que a métrica
¢ diagonal isso se espelha nos tensores obtidos a partir dela e, como G/, o< T}, pelas ECE’s,
entdo 7}, ¢ diagonal, além disso 75, = T33. Por estarmos trabalhando em uma base em que o

observador permanece estatico, entdo [18]

p(r) 0 0 0
S 0 —7(r) O 0 (3.6)
" o 0 pr) 0o | '
0 0 0 p(r)

em que p(r) denota a densidade de energia’, 7(r) denota a tensio radial® e p(r) denota a pressio

tangencial’. Portanto, as ECE’s sdo escritas como

V = kpr? (3.7a)
, |

d = m [b - IQTT’3} y (37b)

7 = (p—7)0 — %(T +p), (3.7¢)

esta ultima equagao pode ser interpretada como a lei de conservagao do fluido, V, 7" = 0 [6].
Essa ultima equagao torna-se relativamente mais simples se comparado a forma padrao de G-
que depende das derivadas de b(r) e ®(r).

Um ponto a se destacar ¢ de que as ECE’s constituem um conjunto de trés EDO’s
envolvendo cinco fungdes da posicdo, a fungéo de shape b(r), a fungdo de redshift, a densidade
de energia p(r), a tensdo radial 7(r) e a pressdo tangencial p(r). A priori ndo ¢ possivel de-
terminar todas as fungdes em termos de r. A maneira convencional de resolver esse problema
¢ especificar o tipo de matéria ou campo que gera o buraco de minhoca, através de Equacdes
de Estado (do inglés Equation of State, EoS), do tipo 7 = 7(p) e p = p(p). Uma outra ma-
neira de resolver o problema ¢ fixar a forma de b(r) e ®(r) e entdo obter as componentes de
T,

wv»> buscando fazé-las consistentes com as leis da Fisica. No primeiro caso fixamos a matéria

SA partir deste ponto, serdo omitidos os circunflexos; contudo, a base de vetores utilizada permanece sendo
ortonormal. Caso retornemos a base usual, a mengdo sera feita explicitamente no texto.

"Note que, nas dimensoes usuais, Tpg = ch.

8Em alguns trabalhos [1,38,40], é comum encontrar o tensor energia-momento em termos da pressio radial
pr(r) = —7(r).

Nos casos em que 777 ¢é denominado pressdo, usa-se Tho = p;.
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e obtemos a geometria, o que pode ocasionar em uma solu¢ao que nao atenda aos critérios para
que o0 mesmo seja atravessavel, por outro lado o segundo método fixa a geometria e obtemos a

matéria, o que pode ocasionar em uma distribui¢do de matéria-energia nao usual.

3.2.2 Aspectos Geométricos

Uma vez que um buraco de minhoca €, por construgdo, uma estrutura que conecta

duas regides assintoticamente planas do espago-tempo, entdo devemos verificar os seguintes

limites
lim b(r) = 0, (3.8a)
T—00
lim &(r) =0, (3.8b)
r—00

de modo que no limite assintético se tenha a solugdo de Minkowski'’.

A maneira adequada de visualizar a geometria de um buraco de minhoca, bem como
outras solucdes da RG, ¢ através dos diagramas de mergulho (do inglés embedding), no qual
consideramos uma fatia bidimensional do espaco-tempo e a mergulhamos em um espaco tridi-
mensional [6]. Essa fatia bidimensional, devido a simetria esférica, pode ser tal que ¢ = const.
e § = /2, portanto

e <1 _ @) dr? + r2d?, (3.9)

r

assim, se tomarmos um espaco tridimensional em coordenadas cilindricas'!,
ds* = dz* + dr? + r’dy?, (3.10)

em que z ¢ a dire¢do azimutal ao plano (r, ). Devido a simetria, z = z(r) e, portanto,

2
ds®* = |1+ (%) dr? 4+ r’dy?, (3.11)

por comparagdo direta com a Eq. 3.9, temos que

dz r —1/2
%:i(m—l) , (3.12)

em que o sinal “+” indica de qual lado do buraco de minhoca se estd. Assim, dado b(r) que ca-
racterize um buraco de minhoca, z(r) representara a forma de visualiza-lo bidimensionalmente.
Contudo, pela simetria azimutal, podemos rotaciona-lo de ¢ = [0, 27| e obter a representa¢do

tridimensional do buraco de minhoca (uma representacgao pictorica esta descrita na Fig. 5). Por

10A priori, o limite assintdtico ndo precisa ser nulo; basta que seja constante, podendo ser absorvido em uma
redefini¢do das coordenadas.
A superficie de mergulho deve ser axialmente simétrica [7].
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outro lado € necessario fixar condi¢des de contorno para resolver a integragao.

Universo superior

Garganta —

Universo inferior

Figura 5: Diagrama de mergulho (esquematico) do buraco de minhoca de Morris-Thorne. Fonte: Adap-
tado de Muller[5].

A caracteristica central de um buraco de minhoca ¢ a existéncia de um raio minimo,
10, denominado garganta (do inglés throat), neste ponto a reta tangente a curva z(r) ¢ vertical

e, portanto, a derivada diverge,

d
lim & 5 oo, (3.13)
r—ro QT
assim, devemos ter que
r
li — 1) = 3.14
v (b(r) ) 0, (3.14)

portanto, devemos ter b(r) = 1o como condigdo de contorno da fungdo de shape.
Por outro lado, se pensarmos no problema inverso r = r(z), entdo a garganta re-

presenta um ponto minimo da fun¢do e, portanto, a derivada segunda deve ser positiva, isto é

d*r
— >0 3.15
assim, derivando o inverso da Eq. (3.12), obtemos
b(r) = (r)r
——>0 3.16

a esta condi¢do da-se o nome de flare-out.
As restrigdes estabelecidas sobre b(r) e ®(r) sdo convertidas em restrigdes sobre

T,,, isto &, sobre p(r), 7(r) e p(r). Definamos a func¢do de exoticidade

_ 7(r) = p(r)
((r) = o (3.17)
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aplicando as ECE’s, obtemos entao que

_ 2 B
C(T) - ’b/(T’)‘T’ d2'2 2( b( ))

(3.18)

note que, na garganta (r = ) o segundo termo desaparece, fazendo com que o sinal de ()

seja 0 mesmo da derivada segunda, portanto

C(TO) _ T(T()) — p<TO>

0, 3.19
o)l G.19)

a esta restricdo também da-se o nome flare-out. Observe que essa condigdo implica 7(rg) >
p(ro). Portanto, na garganta, a tensdo radial é maior do que o contetido de energia que gera o
buraco de minhoca, violando a condigdo fraca de energia [24]. A esse tipo de matéria da-se o
nome de “exdtica”. Essa terminologia surge porque um observador movendo-se pela garganta
com velocidade suficientemente grande vera necessariamente uma densidade de massa-energia

negativa [74].
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4 BURACOS DE MINHOCA DE CASIMIR

Neste capitulo discutiremos as condi¢des de existéncia para os buracos de minhoca
de Casimir, inicialmente para espagos-tempo de dimensdo arbitraria. Esta discussao foi com-
pilada em um artigo publicado do autor [40]. Além disso, discutiremos em detalhes a relagdo
com o caso particular, D = 4, que foi obtido por Garattini [1], e que foi a motivagdo para esta
pesquisa. Por fim, discutiremos brevemente sobre os efeitos da constante cosmoldgica como

fonte adicional de matéria-energia do buraco de minhoca.
4.1 A Energia de Casimir

Vimos no Capitulo anterior que, dadas restricdes adequadas sobre as funcdes que
caracterizam a métrica do buraco de minhoca, ¢ necessario um tipo especial de matéria, deno-
minada exotica, que possui densidade de energia negativa, p(r) < 0. Embora o conceito de
densidade de massa-energia negativa seja inconcebivel dentro da Teoria da Relatividade Geral,
por outro lado campos quanticos, em condigdes especificas, podem ter energia negativa, por
exemplo a energia de Casimir. Em linhas gerais, campos quanticos permeiam todo o espago-
tempo e oscilagdes dos proprios campos sdo entendidas como particulas, por exemplo o foton é
uma oscilagdo do campo eletromagnético.

O efeito Casimir ocorre quando duas placas planas', condutoras, paralelas, descar-
regadas e com espagamento muito proéximo encontram-se no vacuo [1]. Como as placas sao
neutras entdo ndo ha forga elétrica entre elas, a forca gravitacional entre elas ¢ totalmente des-
prezivel com o uso de suportes, bem como quaisquer interferéncias externas, como por exemplo
vibragdes mecanicas [76]. Embora o esperado fosse de que nada ocorreria, a presenca dos cam-
pos quanticos e oscilagdes em intervalos curtos de tempo fazem com que haja uma forga atrativa
entre as placas.

Casimir, em seu manuscrito seminal [77], mostrou que a distribuicao de energia que

aparece &
her?

= 4.1
720a%’ 4.1

em que a ¢ a separacao das placas e i € a constante reduzida de Planck. Essa densidade de

pc =

energia gera uma pressdo que obedece a uma Equacdo de Estado (do inglés Equation of State,

"Historicamente, o efeito Casimir foi inicialmente detectado dessa maneira. No entanto, é importante destacar
que ele ocorre em diversas geometrias, como em cascas esféricas concéntricas [75], por exemplo.

2Como o desenvolvimento explicito do tensor energia-momento de Casimir a partir das flutuagdes do vacuo
foge ao escopo deste trabalho, esses detalhes serfo omitidos nesta tese. Os leitores interessados podem consultar a
Ref. [78] para uma explicac¢do detalhada.
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EoS) do tipo
pc = 3pc- (4.2)

4.2 Solucio em D dimensoes

Nesta sec¢ao, iremos estudar as condigdes de existéncia de buracos de minhoca atra-
vessaveis gerados pela energia de Casimir para espacos-tempo de dimenséo arbitraria®. Solu-
¢oes de buracos de minhoca tem sido amplamente estudados no contexto de dimensdes extras
[79—-81]. Uma vez que, como discutido no Capitulo 3 desta Tese, a solu¢cdo de Morris-Thorne é

SSS, entdo a métrica, para D dimensoes € (fazendo ¢ = 1) [21,82-84]

ds? = —e**Mar? + 1_—1wdr2 +r2dQ (4.3)

r
onde df23, , é o elemento de linha de uma esfera unitaria em D — 2 dimensdes [83], ®(r) e
b(r) sdo, naturalmente, as fungdes de redshift e de shape, respectivamente. Ambas as fung¢des
sdo inicialmente arbitrarias de r € [rp, 00), em que o sendo o raio da garganta do buraco de
minhoca. As componentes independentes, e ndo nulas, das Equagdes de Einstein sdo (em uma

base ortonormal)

kpp(r) = DQ;Q (D —4)b+ 1], (4.4a)
kpPi(r) = — DQ;,) 2 (D —3)b+2r(b— )], (4.4b)
kpbi(r) = (1 - g) {@” + 9 (cb’ + Dr_ 3)} -G ;%D )
W [, D-—3 b [, (D=5)(D-3)

em que (') significa derivada com relagdo a r, xp € a constante de acoplamento gravitacional
em D dimensdes, p(r) € a densidade superficial de energia, P,(r) e P;(r) sdo as pressdes radial
e transversa, respectivamente.

A partir da equacdo de conservagdo, V, 7" = 0, podemos obter a equagdo hidros-

tatica para o equilibrio da matéria que sustenta o buraco de minhoca [38]

P(r) = 2 [P(r) — Po(r)] — [p(r) + Po(r)] B'(1). 4.5)

r

De acordo com a Eq. (4.4a), a condigdo de flare-out, b'r — b < 0, ¢ satisfeita para
qualquer dimensdo se pp(r) < 0. Como a densidade de energia de Casimir de um campo
sem massa ¢ um sistema tipico com energia negativa, deve ser possivel construir um buraco de

minhoca, a priori, em qualquer dimensao.

3Entenda dimensao arbitraria como sendo D = d + 1, sendo d dimensdes espaciais e 1 temporal.
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Para dimensodes arbitrarias, a energia de Casimir ¢ dada por (em unidades naturais)
[85]
P (4m)P/2 rD rb’

(4.6)

em que (r(z) ¢ a fungdo zeta de Riemann e I'(z) ¢ a fungdo gamma. O fator D — 2 aparece
devido aos D — 2 graus de liberdade do campo eletromagnética®. Fazendo D = 4, recuperamos
o resultado original [77]. Além disso, a pressao radial ¢ dada pela Equacao de Estado (do inglés
Equation of State, EoS)

Pu(r) = wpp(r) = (D = 1)p(r), (4.7)

em que wp = D — 1 ¢ o parametro da EoS para o caso D-dimensional. Observe que, como
D > 2 entdo wp > 1 (matéria exdtica’), satisfazendo a Condicdo de Energia Fraca Quantica

[1], ou seja,
p(r) + Pu(r) = p(r) [L + wp] = = f(r), fr) >0, >, (4.8)

para qualquer dimensao.
Para obter a fungdo de shape, b(r), usamos a densidade de energia de Casimir (4.6)

para escrever a Eq. (4.4a) na forma

D—4 ! 7"{372
[7’ b(r)] = (4.9)
em que, definimos
_ 2KpAp
TlD 2 = m, (410)

iremos, ao longo desta Tese, denominar 7’2 como sendo o pardmetro de Garattini, ja que é a
generalizagdao do pardmetro convencionado em seu artigo.

Uma vez que o lado esquerdo da Eq. (4.9) ¢ dado por uma derivada total, podemos
integrar e ao fixar as condi¢des de contorno para a fung¢ao de shape na garganta, isto &, b(r) = ro,

obtemos que

D—2 D-3 D-2
N T T
b(r) = R + o {1 — réj_z} , (4.11)

essa ¢ uma generalizacdo dimensional consistente para as fungdes de shape obtidas anterior-

mente na literatura para D = 3 [2] e D = 4 [1]. Além disso, lim b(r) = 0, garantindo que a
r—00

solucdo assintdtica seja a de Minkowski.

Para computar a fun¢do de redshift usaremos a EoS (4.7) e a fungado de shape (4.11)

*Esses dois graus de liberdade reduzidos sdo consequéncia de dois fatores, a auséncia de massa [86] e a simetria
de calibre (gauge) [49].

SPara uma leitura acerca da relagio numérica do pardmetro da equagdo de estado com o tipo de matéria consulte
a Secdo 5.1 da Ref. [87].
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para escrever a Eq. (4.4b) na forma compacta
2ror? 2 (b — 1)@ = [wp — (D = 3)]rory 2 = (D = 3) [rg > —r{ %] m, (4.12)

apesar da equagdo acima nao poder ser resolvida analiticamente para dimensdes arbitrarias, po-
demos analisar a divergéncia de ®(r). Primeiro, voltemos nossa atengio para o termo b — r no

lado esquerdo da Eq. (4.12), o qual pode ser fatorado como

PD_g(’I")
b—r:—(r—ro)W, (4.13)
em que usamos a identidade
n—1
2" —ad" = (xr—a) Z "l (4.14)
i=0
paran > 0, e definimos o polindmio de ordem D — 3, Pp_3(r), como
rlro_l ,se D =3,
Pp_3(r) = (4.15)

D—4
rlD_Qro_l + E rD_5_’r6 ,se D > 3.
i=0

Como Pp_3(r) possui apenas termos positivos, ndo possui raizes reais positivas
[88], portanto ndo sendo um termo de divergéncia fisica. Assim, as anulagdes do termo b — r
na garganta ocorrem apenas devido ao fator » — ry no lado direito da Eq. (4.13). Entdo, a Eq.

(4.12) assume a forma

, lwp—(D=3)]rer) > = (D=3) [rf > =r7]r
¢ = 2ror(r — ro) Pp_3(r) ' (4.16)

Para evitar a divergéncia na garganta do buraco de minhoca, r = ry, o polindmio
de primeira ordem no numerador deve desaparecer neste ponto. Assim, devido a liberdade em

fixar ry, obtemos
D—2

,
wD:(D—:s)?j)—_w 4.17)
1

para D = 4 os resultados de Garattini sdo recuperados [1]. Assim, observe que apenas para
D = 3, nao ¢ possivel usar a fixacao (4.17) para remover a divergéncia na Eq. (4.16), mantendo
a EoS padrao (4.7). Portanto, para D > 3 ¢é sempre possivel usar a energia de Casimir como
fonte de um buraco de minhoca atravessavel e a fungdo redshift ¢ dada pela solugao da seguinte

EDO
(D =3)[ry> =177

2rorPp_3(r)

Enquanto isso, devemos mostrar que a solu¢ao no limite assintotico retorna o espago-

Q' =

(4.18)
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tempo de Minkowski, dada a defini¢do de um buraco de minhoca. Para isso, devemos calcular

: (D—=3)[rg 2 =rP7?] . Tdr!
lim ®(r) = ® 1 @ 41
rg?o (T) (TO) + 2’["0 rgIolo o T/PD_g(T/) ’ ( 9)

em que (rg) ¢ uma constante de integragdo. De fato, como as raizes de Pp_3(r) ndo sdo reais
positivas, entdo o integrando ndo tem divergéncias fisicas, pois » = 0 ndo esta compreendido no
dominio de ®(r), portanto, para D > 3 a integral converge. Assim, podemos fixar ®(r() para
obter o espago-tempo de Minkowski como limite assintotico.

Portanto, para todo espago-tempo de dimensdo D > 3, ¢ possivel construir um
buraco de minhoca de Casimir atravessavel do tipo Morris-Thorne, com uma funcao de shape
e de redshift dada por

(D—=3)rP™2 7P [wp — (D —3)
) = P (e BT, (200
oy (D =3)rg " Twp — (D —3)
V() = S { o } , (4.20b)

respectivamente. Para satisfazer a condigo de forte de flare-out, b’ (r)r—b(r) < 0, para qualquer
dimensao, a funcdo de shape (4.20a), que ¢ inversamente proporcional a poténcias de r, deve
ser positivo definido. Portanto, a constante wp (= P.(r)/p(r)) deve ser restrita a condigdo
wp > D — 3. O limite wp = D — 3 implica uma solucao sem forca de mar¢ e, portanto,
corresponde a solucao de Ellis-Bronnikov [19,20]. Esta ¢ a razdo pela qual a solu¢cdo EB (para
D =4 ew = 1) ¢épossivel de ser obtida a partir da solugao dos buracos de minhoca de Casimir,
como apontado por Garattini [1] em seu manuscrito.

A funcao de shape (4.20a), especificamente para buracos de minhoca de Casimir,
ou seja, com wp = D — 1, satisfaz (para qualquer D > 3) todas as condi¢des necessarias para
uma funcao de shape adequada: 1) Condi¢ao forte de flare-out; ii) Condicdo fraca de flare-out;
ii1) Condicao forte de ndo degenerescéncia radial e iv) Condi¢do fraca de ndo degenerescéncia
radial. Isso pode ser visto na Fig. (6).

Enquanto a condicao de flare-out (forte e/ou fraca) esta associada a minimizagao
do raio da garganta e a finitude da pressdo [24], as condi¢cdes de ndo degenerescéncia radial
(forte e fraca) estdo associadas a defini¢ao de distancia propria e diagrama de mergulho. Como
o dominio da coordenada radial ¢ limitado por 7, definimos a distancia propria, [(7), uma nova

coordenada que mapeia todo o espaco, por [6]

/wDT./DfQ

T d / r
10D fpr (P8 40 — (D = B)(r 4 o)

em que o “+£” depende do lado do buraco de minhoca em que se estd. Observe que neste novo

4.21)
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i |

0 3 ; ; ; T ; o7 ; 5w
((a)) Condigao forte de flare-out, b’ (r)r — b(r) < 0. ((b)) Condigao fraca de flare-out, b’ (rq) < 1.

1

0.84

0.6

0.44

0.29

2

r r

((c)) Condicao de nao degenerescéncia radial forte, 1 — ((d)) Condicdo de ndo degenerescéncia radial forte,
b(r)/r > 0atr > ro. b(r) —r < O0atr > ro.

Figura 6: Condigoes satisfeitas pela fungdo de shape (4.20a) (para rp = 1). Em (a), (c) and (d) temos
D = 4 (linha solida), 5 (linha longa tracejada), 6 (linha tracejada) and 10 (linha pontilhada).

sistema de coordenadas, [(r) € (—oo, +00), e a posigdo da garganta estd em [ = 0. Por outro
lado, permite obter os diagramas de mergulho, uma visualizagdo espago-temporal do buraco de

minhoca, definida por [6]

2(r) = i/T _ i/T Viep — (D=3 + (D —3rodr” o)
PR Lo (255 1) £ 0 -9

para D = 4 resulta no diagrama encontrado na Ref. [1], porém verificamos que para D = 5

(ver Fig. 7a) o buraco de minhoca tende a solu¢ao de Minkowski mais rapidamente. De fato,
pela Eq. (4.17), o valor do tamanho da garganta para D = 4 ¢ ry = 1,0166/p, de acordo com a
literatura [1], onde {p é o comprimento de Planck. A medida que a dimenséo do espago-tempo
aumenta, o tamanho da garganta torna-se subplanckiano. A tabela 3 exemplifica o pardmetro de

Garattini (1) e o tamanho da garganta (r() para alguns valores de D.
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Dimensdo do | Pardmetro de Garattini | Tamanho da garganta
espago-tempo D (ry/1p)P~2 ro/lp
4 7 /90 1.01663
5 3Cr(5)/4n” 0.540149
6 7™ /1260 0.450020
7 15¢(7)/167" 0.429156
8 7 /6720 0.451554
9 315C(9)/1287° 0.444341
10 7 /19008 0.462602

Tabela 3: Alguns valores para o parametro de Garattini e o tamanho da garganta dos buracos de minhoca
de Casimir para dimensdes especificas.

Além disso, a funcao de redshift ainda depende da fixacdo adequada da constante
de integracdo, a fim de garantir que o limite assintotico seja efetivamente nulo. No entanto, tal
fixacdo ndo ¢ necessaria, pois € possivel fazer um escalonamento na coordenada ¢ para absorver

esta constante. Podemos analisar isso em dois casos particulares, para D = 4 ¢ D = 5 na Fig.

(.

((a)) Diagrama de mergulho. (b)) e2®(r)

Figura 7: Comparacdo dos buracos de minhoca de Casimir para D = 4 (linha tracejada) and D = 5
(linha solida).

Outra questao sobre os WHs de Casimir ¢ a identificacdo dos componentes do Ten-
sor Energia-Momento (do inglés Stress Energy Tensor, SET), responsavel pela geragdo efetiva
desses objetos. Fixamos hipoteticamente a forma da densidade de energia (4.6) e a pressdo radial
em termos da EoS (4.7), assim, através da equacgdo de conservagao (4.5) podemos determinar a

pressao transversal por uma EoS ndo homogénea

Py(r) = Qp(r)p(r), (4.23)
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em que §2p(r) é dado por

Qp(r) = — [(wp +1)(D = 3)(D — i;;;f[))fi: +2(D — 2)wp Pp_3(r)] ’ (4.24)

que evidentemente, retoma os resultados ja encontrados na literatura para D = 4 [1]. Observe
que, apenas para o caso limite de EB, a pressdo transversal obedece a uma EoS homogénea,
QOEP = —wp(D — 2)/2, no caso particular de D = 4, obtemos o esperado, P,(r) = —P,(r).
Portanto, a forma final do SET ¢

. (D=2T(D/2)x(D)

= (4m) D72, [diag(—1, —wp, 1,1) + [Qp(r) — 1] diag(0,0,1,1)]. (4.25)

4.3 Efeitos da Constante Cosmologica

Uma possibilidade de contornar a inexisténcia de um Buraco de Minhoca de Ca-
simir para D = 3 foi proposta por Alencar, Bezerra e Muniz[2], adicionando uma constante
cosmoldgica no tensor momento-energia. A equagdo de Einstein com a constante cosmoldgica
¢ modificada por,

RY, — %Raﬁ, + A6Y = kpTiy, (4.26)

onde os indices latinos variam sob as dimensdes DD no elemento de linha dado pela Eq. (4.3).

Assim, a seguinte func¢do de shape ¢ obtida

_ 2A (rP=t =7
b(?”) = b(T) + (D _ 2)(D _ 1)TD74’

(4.27)

em que b(r) ¢ dado pela Eq. (4.11). Por outro lado, para contornar a divergéncia na fungao de

redshift na garganta do buraco de minhoca, devemos fixar

D—-2 2A D
op=(D—3)0 _ "o (4.28)

D=

assim, se fixarmos wp = D — 1 que ¢ a condi¢ao da EoS para a energia de Casimir (4.7), entdo

obtemos uma relagdo entre a constante cosmoldgica e o raio da garganta do buraco de minhoca,

ap  Bp
A(rg) = W2 D (4.29)

em que ap = (D —3)(D —2)/2,e fp = 8n(D — 1)GpAp, e Gp € a constante gravitacional
em D dimensdes, dada por (em unidades naturais) G (p—q41) = 27r1_d/21“(d/2)ldp_1 [89],elp ¢
o comprimento de Planck, e A\p ¢ a constante da energia de Casimir definida pela Eq. (4.6). A
Fig. (8) mostra o comportamento dos valores de constante cosmologica em funcdo do raio da
garganta.

Note que para D = 3 a constante cosmologica ¢ necessariamente negativa, entdo o
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Figura 8: Relagdo entre a constante cosmoldgica, A, e o tamanho da garganta do buraco de minhoca de
Casimir, 7, para D = 3 (linha tracejada) e D > 3 (linha solida).

espago-tempo (2 + 1)-dimensional é do tipo Anti-deSitter (AdS). Por outro lado, para D > 3
a constante cosmologica tem uma raiz Planckiana real, caracterizando uma inversao no sinal.
Assim, para buracos de minhoca com gargantas menores que 7o = (Sp/«a D)l/ (P=2) 3 constante
cosmologica é negativa, enquanto para valores maiores deve ter A > 0, com um valor maximo
(aB/p2) VD=2 [(4/ D)V D=2 _ (2P ) DPYVDP=D] em ry = (DBp/2ap)Y P2 e tendendo a
Zero para 1y — 00.

Em D = 4 o valor da constante cosmologica ¢ A ~ 10™°?m 2 [90], entdo temos
duas possibilidades: ou o buraco de minhoca ¢ planckiano (ry ~ 1.0186/p) ou macroscopico
(ro ~ 10%°m). Assim, para a escala de energia considerada de fonte, o tamanho planckiano é
a unica solugdo fisicamente razoavel, enquanto para A < 0 todos os buracos de minhoca sido
subplanckianos. Por outro lado, no contexto de uma constante cosmologica pequena (negativa)
em D = 3, ela esta necessariamente relacionada a um buraco de minhoca de tamanho macrosco-
pico. Além disso, o limite de |A|— oo tem 0 mesmo comportamento independente da dimenséo,
temos 79 — 0.

Embora para o caso da constante cosmologica nio seja possivel recuperar o limite
minkowskiano (como discutido na Secao 2.6), temos espacos-tempos do tipo deSitter ou Anti-

deSitter, a fun¢do de redshift ¢ determinada resolvendo a seguinte EDO

) ) 2A D—1
— % Pp_yd = rP7 0 4 (D = 3)rP gt — (D = 3)rf
]=O
20D —3)Ar <=
_(D( 0 r Z D—2—j J (4.30)
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em que redefinimos o polindmio de ordem D — 3 da Eq. (4.15) para

_ 2 = .
Pos(r) = Pos(r) = =y p =13 > P (4.31)
j=0

Assim, em casos de constante cosmoldgica negativa, ou seja, buracos de minhoca
de tamanho planckiano, ®(r) ndo possui singularidades no intervalo [ry, c0). No entanto, no
contexto de A > 0 a fungdo de redshift apresenta uma divergéncia caracterizada pelo horizonte

de Sitter.

4.3.1 Buracos de Minhoca de Casimir em 2 + 1 dimensées

Mostramos que considerando a existéncia de uma constante cosmologica além do
campo de Casimir, ¢ possivel contornar a divergéncia na garganta do buraco de minhoca para
a funcdo de redshift para o caso D = 3. Como este caso em particular € o Unico que requer a
existéncia de uma constante cosmoldgica ndo nula, vamos focar nele. Conforme mostrado na
Eq. (4.29), devemos ter A < 0. Portanto, o parametro EoS nos permite escrever

3

re T
r = —2A-2 =2|A| -2, (4.32)
w3 Ws
entdo a fungdo de shape ¢ escrita como
7 2 2 5
b(ry=r—|A|(r—mro) (7" +ror + —15 |, (4.33)
w3

satisfazendo a condi¢@o de contorno, b(ry) = ro, além de todas as quatro condi¢des importantes,
conforme descrito na Fig. (9).

Uma consequéncia da existéncia da constante cosmologica € a perda do limite assin-
totico plano, que se reflete na condi¢do de ndo degenerescéncia radial forte, que ndo estd mais
limitada entre (0, 1] em r > 7 , em contraste com a Fig. (9¢). Essa perda do limite assinto-
tico ¢ uma das condi¢des que podem ser relaxadas nas solugdes de buracos de minhoca, como
mencionado no Capitulo 3.

Além disso, a Eq. (4.30) torna-se

r? + ror —I—T%

' (r) = A (4.34)
r (r + 1o + @Lf)
e, consequentemente, o termo da métrica associado a funcao de redshift ¢ dado por
= - 91— f(@s,ro) 22870 o,
exp (2®(r)) = [ws(r + 70) + 2r(] restiro e’ (4.35)
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((c)) Condigdo de nao degenerescéncia radial forte, 1 — ((d)) Condi¢do de n3o degenerescéncia radial fraca,
b(r)/r > 0atr > . b(r) —r < 0atr > ro.
Figura 9: Condigdes satisfeitas pela fungdo de shape (4.33) (parary = 1). Em (a), (¢) and (d) temos |A|=
10? (linha solida), 10! (linha longa tracejada), 10° (linha tracejada), 10~ ! (linha tracejada-pontilhada) e
102 (linha pontilhada).

cem quc
. 2(2)37”0 + 4(:)37"(2] + 87’8

f(CDS) N wWs (@3 + 27"0) ’ (436)

mostrando que, embora ndo haja dependéncia explicita de A, perde-se o limite assintotico plano,

caracteristico da solu¢do com a constante cosmoldgica |A|< 0. Por outro lado, na garganta, a

fungao de redshift é finita.
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5 BURACOS DE MINHOCA DE YUKAWA-CASIMIR

Neste capitulo discutiremos as condi¢des de existéncia para os buracos de minhoca
de Casimir, inicialmente para espagos-tempo de dimensdo arbitraria. Esta discussao foi com-
pilada em um artigo publicado do autor [40]. Além disso, discutiremos em detalhes o caso
particular, D = 4, que foi obtido por Garattini [1], e que foi a motivagao para esta pesquisa. Por

fim, discutiremos brevemente sobre a solu¢cdo cosmologica.

5.1 Descri¢ao do problema

Garattini, em outro manuscrito recente [39], busca propor uma maneira de estudar o
efeito de termos do tipo Yukawa na funcao de shape do buraco de minhoca de Casimir. Fisica-
mente, essa modificacdo esta relacionada a existéncia de modos massivos com energia negativa
[91]. A extensdo do buraco de minhoca de Casimir proposta ¢ tal que a fungdo de shape (4.20a)

para o caso D = 4 ¢ multiplicada por
fr) =e o), (5.1)
em que . tem dimensdo de inverso de comprimento, em trés contextos:

. . ~ 2rg r(% —u(r—mo)
(i) modificagdo global: b(r) = | — + — | e *"7";

3 3r
. : x . _ 7o —u(r—ro) 7’% .
(if) modificagdo apenas no termo constante: b(r) = 5 € + 3
. - ., 27"0 7"% —pu(r—ro)
(iii) modificacdo apenas no termo variavel: b(r) = 5 + 3, pATTO)
r

Por consequéncia, a equacao (3.7a) obtém a densidade de energia responsavel por gerar o WH

e, impondo a condicao de auséncia de for¢as de maré (do inglés, Zero Tidal Condition ZTC)
d'(r) =0, (5.2)

obtém a pressao radial em termos de uma Equacao de Estado (EoS) ndo homogénea, p,(r) =
w(r)p(r).

A abordagem adotada por Garattini requer, a priori, de um conjunto de suposicoes
questiondveis'. Inicialmente, temos que a funcio de shape adotada no depende apenas de uma
EoS homogénea da pressdo radial, mas também da relagio wr? = rg, obtida para contornar a

existéncia de horizontes na funcao de redshift em r = ry. Além disso, w = 3, que ¢ a solugdo

'Essas suposi¢des sdo quadros particulares para o caso sem corregao.
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caracteristica do campo de Casimir, deve ser modificada por uma EoS nao homogénea, como
apontado pelo autor.

A pressdo de Casimir esta relacionada a sua energia por P = —0FE /0L, onde L é
a distancia de separagdo entre as placas. Assim, uma maneira consistente de manter o perfil de

energia de Casimir € a partir da seguinte relagao de derivada [85]

d

pelr) = =2 lrp(0)]. (53)

Além disso, ao assumir p = 0, o WH Yukawa-Casimir deve, por construcao, re-
tornar a0 WH de Casimir para cada ponto no espago-tempo, com r € [rg, 00), € ndo apenas na
garganta, como obtido por Garattini. Por fim, um WH que generaliza o de Casimir ndo deve
levar a uma condigao de ZTC.

Com base nisso, pretendemos propor uma nova maneira de gerar um Buraco de

Minhoca de Yukawa-Casimir, a partir da fungdo de shape

2 2
b(r) =710 — L+ 2, (5.4)
To T

propondo as mesmas corregdes e obtendo a energia, pressao radial, pressao tangencial, funcao
de redshift e a verdadeira relagdo entre 7, e ry para cada caso. As trés maneiras de modificar a

funcdo de shape listadas acima s3o o assunto das subsecdes seguintes.

5.1.1 A modificacdo global

O primeiro caso que iremos estudar ¢ uma modificacao global na funcdo de forma,

ou seja, multiplicar a solugdo (5.4) pelo fator (5.1) para obter

To

2 2
o) — (ro Say %) ) (5.5)

Como o fator multiplicativo ¢ global na fun¢do de forma, a fungao de forma modi-
ficada satisfaz diretamente as propriedades (i), (ii) e (iii) definidas na Secao 3.1. Para satisfazer
a condigdo de flare-out, ou seja, V' (r)r — b(r) < 0, é necessario que

B (r2 — ri)r + 2rirg

. < p[(rg —ri)r 4+ rivg] (5.6)

que ¢ satisfeita em todos os lugares se r; < rg e u > 0. Portanto, a partir da primeira ECE

(4.4a), obtemos a densidade de energia compativel com a fung¢do de shape.

e Hr=ro) 2 | HT /o 2
P(T):—T 7"1+r—0(7’07’—7"1(7"—7°0)) : (5.7)

evidentemente, o caso em que x4 = 0 retorna a densidade de energia de Casimir sem quaisquer
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suposicoes extras. Por outro lado, na garganta, » = r,, obtemos uma modificacao,

1

2
"
=g+ 2 5.8
p<r0) /i?”% [:UTO rg:| ) ( )

0 que ja era esperado, afinal a energia foi obtida através da derivagdo da fun¢do de shape.
Uma vez que p(r) mudou, é esperado que a EoS que define a pressdo radial também

mude. Para preservar o perfil da energia de Casimir, cuja pressao radial ¢ dada pela Equagao

(5.3), entdo a relagdo entre p e p, torna-se ndo homogeénea, p,.(r) = w(r)p(r), com

[(r2 — r2)r® + rorir?] p® + [(r3 — r3)r? + 3rorir] p + 3rirg

w(r) = 59
(r) [(r2 — r2)r2 + rorir] p+ rirg (59)
que possui as seguintes propriedades:
4,2 3 2 2 3 2
w(rg) = ron” + (1o ‘Z 7"120)# + 7’17 (5.10a)
Py + 71

lim w(r) — oo, forpu #0, (5.10b)

r—00
ll}g(l)cu(T) = 3, (5.10¢c)

voltando ao caso usual. Embora o limite » — oo faga com que w tenda ao infinito, a pressao
radial possui um fator de protecdo geral que garante a finitude da pressdo. Ao contrario da
proposta de Garattini, ndo ¢ necessario impor um limite duplo, TIE?O plg% w(r), para retornar ao
caso padrdo. Essa unica condicdo, u = 0, ja mapeia o0 WH de Yukawa-Casimir para os de
Casimir.

Para evitar a divergéncia da fungdo de redshift na garganta, podemos aplicar a se-

gunda ECE (4.4b), em r = ry. Supondo que (1) < oo, obtemos que

b(r 1
kp,(ro) = —% = (5.11)
0 0

a qual, pelo uso das Equagdes (5.10a) e (5.8), obtemos a relagdo entre ry € ry,

1-— u2r2 — urop
2 0 2
= . 5.12
" { 34 2urg "o ( )

A equacdo acima elimina a divergéncia da funcao de redshift na garganta, concor-
dando com a condigdo r; < 7y e, para u = 0, recuperando o resultado padrio rj = 3r7. Assim,

¢ possivel reescrever a densidade de energia (5.7) e a fungdo de estado (5.9), como

e MV [(w? —w) p* + (Bu® —u—1) i” + (2w +u—1) o + 1]
A 5.13
p(u) G | (5.13)
! 3 2\ -4 3 _3
p— _ 3 _
<) (W — )@+ (Bui—u— D2+ (w2 +u—1)a+1 (W —u?)p* + 3(u® — u)fa

+(2u® + 4u® — 3u — 3)p® + (20 + 3u — 3)i + 3], (5.13b)
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onde definimos a densidade de energia adimensional, p(u) = krgp(u), a coordenada radial,
u = r/r9, € pardmetro de massa adimensional, i = purg. Além disso, para obter a pressdo tan-
gencial, usamos a conservagdo de energia (4.5) para obter p;(r) e fazemos Q(r) = p.(r)/p(r),
satisfazendo uma EoS ndo homogénea diferente. Devido ao tamanho da equagao, ndo a exibi-
remos aqui, apenas alguns graficos indicando seu comportamento.

A Figura 10a mostra a condic¢ao de flare-out para alguns valores do parametro adi-
mensional i e ilustra o fato de que ela ¢ satisfeita para todo i+ > 0. Nas Figuras 10b e 10c,
plotamos a densidade de energia adimensional (5.13a) e a pressdo radial, respectivamente, para
alguns valores de ji. Elas mostram que a modificagao global diminui a energia e a pressao
radial quando i aumenta, devido a existéncia de modos massivos com energia negativa. Na
Figura 10d, plotamos a pressdo tangencial para alguns valores de i, € podemos notar que o
comportamento para i = 1.0 € muito diferente dos outros casos, ja que exibe um valor maximo
proximo da garganta. O resultado analitico da pressdo tangencial na garganta mostra que esse
comportamento muda em torno de i = 0.72. Finalmente, ¢ possivel obter o redshift a partir
da Equacgao (4.4b) e o diagrama de incorporagdo pela Equacao (3.12), ambos numericamente, e
eles sdo representados na Figura 11a e na Figura 11b, respectivamente.

Uma caracteristica intrigante é que, uma vez que ®' nio ¢ monotonica, isto ¢, ndo
tem um sinal bem definido dados os valores de i, ¢ observada a existéncia de um valor maximo
na pressdo tangencial, ver Figura 10d. Assim, se ®,,(r) caracteriza o redshift para um determi-
nado valor do parametro Yukawa e . o caracteriza como um valor que exibe um ponto critico
em p,(r), entdo ®,, () = 0 paratodos r > ry, fazendo com que 0 WH Yukawa-Casimir obedeca
ZTC desde que b, (r) satisfaca a condigdo de flare-out. Além disso, para 0 < p < p., 0o WH
exerce uma gravidade atrativa, mas para p > [, 0 redshift se transforma em uma desvio blu-
eshift tornando o WH Yukawa-Casimir ligeiramente repulsivo. Esse comportamento ¢ ilustrado

na Figura 11a. Neste caso, temos o valor . =~ 0, 276.

5.1.2 A modificagdo no termo constante

O segundo tipo de corre¢do proposta ¢ do tipo
2 2
b(r) = (ro —~ ﬁ) emr—o) L 11 (5.14)
To r

ou seja, apenas no termo constante. No caso original, ou seja, sem a correc¢ao do tipo Yukawa, o
termo constante na fun¢do de forma nao tinha muita relevancia, ja que a maioria das quantidades

de interesse fisico sdo obtidas através da derivagdo de b(r). Nesta corre¢do, no entanto, esse
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((a)) Condigdo forte de flare-out, b (r)r — b(r) < 0.  ((b)) Densidade de energia, p(r).
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((c)) Pressio radial, p,.(r). ((d)) Presséo tangencial, p;(r).

Figura 10: Comportamento da condicdo de flare-out ¢ dos componentes do tensor momento-energia
associados a modificagdo global. Em todos os graficos, temos g = 0.0 (linha sé6lida), & = 0.1 (linha
tracejada e pontilhada), jz = 0.5 (linha tracejada) e ;1 = 1.0 (linha pontilhada).

termo deve ser relevante. Naturalmente, b(r) = 79 €

2 2 .2
b/(T’()) _ [Tl + Mr(f;(;n[) Tl)] < 1’ (515)
0

assumindo que rj > 7%, verificavel posteriormente. A partir da primeira EFE, obtemos a densi-
dade de energia que gera tal buraco de minhoca
2

. n H 2 2\ —p(r—r
Pr) = i ~ a0 e pr=ro), (5.16)

o primeiro termo refere-se ao campo de Casimir que € recuperado se u = 0, enquanto o se-

gundo vem da corregdo de Yukawa. O sinal da energia é preservado pela condigdo rj > 77.



68

((a)) Fungdo de redshift, ®(r). ((b)) Diagrama de mergulho, z ().
Figura 11: Em (a), temos p = 0.0 (linha s6lida), © = 0.1 (linha tracejada e pontilhada), 4+ = 0.276 (linha
tracejada), ;» = 0.5 (linha pontilhada) e 4 = 1.0 (linha longamente tracejada). Em (b), sdo utilizadas as
mesmas notagdes da Figura 10

Consequentemente, a pressao radial ¢ dada por

2 2 .2
po(r) = _3ﬁ _ (rg — i) p(pr + 1)€,M(T,r0);
krd kror?

(5.17)

de maneira similar, o primeiro termo ¢ puramente Casimir, enquanto o segundo termo ¢ uma
correcdo. A relacao entre p e p, ¢ dada por uma EoS (equagdo de estado) ndo homogénea

determinada por
(1 — r3) (ur + Ve 1 302y
pr?(r3 — ri)e—mr=ro) 4 rir,

w(r) = ) (5.18)

que para p = 0, retorna o valor padrdo w = 3.

Por outro lado, esta equagdo, ao fornecer a contribui¢do de um termo anteriormente
negligenciavel, impde uma restri¢do a constante de Yukawa. Este limite ¢ visualizado na Figura
12a, onde ;1 = 1.0 (comparavel a ry) viola a condicao de flare-out. Nesse sentido, a condi¢ao
de flare-out € violada no regime 0.618 < p < 1.43.

A partir da segunda EFE, obtemos a relacdo entre 1, ¢ € L,

1=

2.2
worg 4 pro — 1
) {#2T3+M2_3} re; (5.19)
0

para p = 0, temos rg = 37“%. Além disso, vale notar que ry > r1, uma desigualdade necessaria
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((a)) Condigao forte de flare-out,

b'(r)yr —b(r) < 0.

0 0.8
0.71

-0.21
0.6

-0.41
0.5
2 -0.67 < 0.4

-0.8

T T T T
1 1.5 2 2.5

((b)) Densidade de energia, p(r).

0.34

0.29

0.14
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Figura 12: Comportamento da condicdo de flare-out ¢ dos componentes do tensor momento-energia
associados a modificacdo constante. Em todos os graficos, temos iz = 0.0 (linha sélida), iz = 0.1 (linha
tracejada e pontilhada), iz = 0.5 (linha tracejada) e ;1 = 1.0 (linha pontilhada).

((d)) Presséo tangencial, p;(r).

para que a condicao de flare-out (5.15) seja satisfeita. Portanto, obtemos

[2° + (1 = 2uPe V)i — 1]

plu) = — AE T =3) : (5.20a)
o 3(E+p—1) 0 2p(putl) a

pr(u) = T Er i) R @A) A1), (5.20b)
&' () (2 — i+ 1) + (au?(iu + 1) — u?)e P (5200

(72 +p = 3)u? + 2ue M=V — (@2 + i — 1))
Finalmente, a pressao tangencial ¢ obtida pela conservagao do tensor energia-momento
(4.5). A expressao analitica para a pressao tangencial sera omitida, e seu comportamento sera
mostrado na Figura 12d.
Similarmente ao caso global, o caso constante também apresenta um valor maximo

na pressdo tangencial, seguido por uma inversao no comportamento da fungdo de redshift como
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observado nas Figuras 12d e 13a, respectivamente. No entanto, nesse caso, ji. ~ 0.286 € subs-

tancialmente proximo ao valor observado no caso global.

((a)) Fungdo de redshift, ®(r). ((b)) Diagrama de mergulho, z (7).
Figura 13: Em (a), temos ¢ = 0.0 (linha sélida), 4+ = 0.1 (linha tracejada e pontilhada), u = 0.28646
(linha tracejada), 4 = 0.5 (linha pontilhada) e 4 = 1.0 (linha longamente tracejada). Em (b), sdo
utilizadas as mesmas notagoes da Figura 10

5.1.3 A modificacdo no termo varidvel

A ultima corre¢do proposta ¢ aplicar o fator de Yukawa no termo com dependéncia

radial da fun¢ao de forma.
2 2

r e
b(r) = rg — = + Lerr=ro), (5.21)
To r
como a maioria das quantidades fisicas depende das derivadas da fun¢do de shape, uma mo-
dificagdo que ignora o termo constante tenderd a divergir suavemente da solugdo inicial. Isso
ocorre porque fungdes que diferem apenas por constantes aditivas t€ém as mesmas derivadas.
Essa corre¢ao, como esperado, obedece a todas as condigdes que a fungao de shape

de Casimir ja obedecia, em particular,

2
ry(pro + 1)
W) = ==

<1 (5.22)

Assim, obtemos a densidade de energia que gera tal buraco de minhoca

2

r —p(r—r
p(r) = =5 (pr + e s (5.23)
além disso, a pressao radial ¢
rt 2,2 —pu(r—r0)
pr(r) = = (0P 4 3 + 3)e 707, (5.24)
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cujo fator da EoS ndo homogénea ¢

_pPrt43ur+3

w(r) P

, (5.25)

0 que naturalmente resulta em w = 3 para u = 0. Note que as unicas maneiras de ter w(rg) = 3
sdo se 4 = 0 ourg = 0. A primeira ¢ a solucdo trivial do buraco de minhoca de Casimir,
enquanto a segunda ndo caracteriza um buraco de minhoca atravessavel.
Com a segunda ECE (4.4b), obtemos a seguinte relagdo entre as constantes para
contornar a existéncia de horizontes na garganta
2
2 _ "o
Tl - 2,.2 )
WA 4 3preg + 3

(5.26)

o0 que resulta, ao adotar as escalas de coordenadas radiais previamente definidas (u = r /1) e a

redefini¢do (i1 = ury), na seguinte energia adimensional

ﬁ(u) — _i _ (/_LU —i: 1) e—ﬂ(u—l)'
ut (2 + 31 + 3)

(5.27)

Analogamente, a pressdo tangencial ¢ obtida através da lei de conservagdo, cujo
resultado ¢ expresso na Figura 14d. Neste caso, como a derivada da fung¢ado de redshift € mond-
tona, nao ¢ possivel obter solugdes sem forca de maré, como vemos na Figura 15a, onde ndo ha

inversdo de comportamento.

5.1.4 Analise de Estabilidade

Dadas as modificagdes feitas no buraco de minhoca de Casimir, € interessante veri-
ficar as condigdes de estabilidade das solugdes, uma vez que o tensor momento-energia possui
anisotropia local (p, # p;) [92,93]. Essas condigdes podem resultar em restricdes nos valores
possiveis para o parametro ;. Uma maneira de fazer isso ¢ calcular o quadrado da velocidade

do som, dado por [94]
20 _ dpe(r) _ p(r)
SO T

O modelo ¢ instdvel para v2(r) < 0, enquanto vZ(r) > 0 leva  estabilidade. Para o

(5.28)

buraco de minhoca de Casimir, temos v> = 3, entdo eles sio estaveis. Usando as Equagdes (5.7)

(caso global), (5.16) (caso constante) e (5.23) (caso radial) e suas respectivas pressoes radiais,

2

s~ global> A analise numérica revela que, para garantir

segue-se que teremos v V2 onstant © Vo radial-

a estabilidade das solugdes, as seguintes restrigdes sao impostas ao parametro de Yukawa:
(1) V7 _gobar > 0V 7 € [ro, 00) se pu < 2.56,

(i) V2 ongan > 0V 7 € [rg,00) se pu < 1.01,
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((c)) Pressio radial, p,.(r). ((d)) Presséo tangencial, p;(r).

Figura 14: Comportamento da condicdo de flare-out ¢ dos componentes do tensor momento-energia
associados a modificacdo no termo varidvel. Em todos os graficos, temos zi = 0.0 (linha sélida), z = 0.1
(linha tracejada e pontilhada), iz = 0.5 (linha tracejada) e ;1 = 1.0 (linha pontilhada).

(iii) v2_ g > 0V 1 € [ro, 00) para todos os valores de /.

s

Observe que o caso radial € o inico que € estavel para qualquer valor do parametro de
Yukawa. Isso ocorre justamente porque ele varia muito pouco em relagdo ao buraco de minhoca
de Casimir. Por outro lado, o caso global recebe sua primeira restri¢ao, enquanto o caso radial
impde sua segunda restri¢cao, sendo a primeira dada pela condi¢do de flare-out. Em todos os
casos, o comportamento do quadrado da velocidade do som foi plotado (em escala logaritmica)

na Figura 16.

5.1.5 Correcio para pequenos pardmetros

Embora ndo seja possivel obter uma solucao analitica completa para a fungao de

redshift nos casos considerados nas segdes 5.1.1-5.1.3, uma andlise complementar consiste em



73

0.79 2

0.64

0.59

0.44

0.39

0.29

0.1

1 2 3 4 5 I 12 14 16 18 2

I L
o "o

((a)) Fungdo de redshift, ®(r). ((b)) Diagrama de mergulho, z ().
Figura 15: Em todos os graficos temos & = 0.0 (linha solida), ;1 = 0.1 (linha tracejada e pontilhada),
= 0.5 (linha tracejada) e i = 1.0 (linha pontilhada).

comparar os trés modelos de generaliza¢do de buracos de minhoca de Casimir para pequenos
valores do parametro p. O valor = 0 deve modelar o buraco de minhoca para o caso usual
de Casimir, assim, pequenos valores de y estdo na fronteira do que ja € conhecido na literatura.
Além disso, como vimos na subsec¢ao anterior, o buraco de minhoca Yukawa-Casimir € estavel

A . . ,
para pequenos valores do pardmetro de Yukawa. Portanto, os termos exponenciais locais em ¢
podem ser expressos via série de Taylor.

1
eI = =l — o) + S = o) (5:29)

entdo, uma corre¢do de primeira ordem seria considerar todos os termos do tipo x4/ com j < 1,

de segunda ordem com j < 2, e assim por diante.

5.1.5.1 Corregdo de primeira ordem

Vamos considerar correcdes de primeira ordem para a funcio de redshift. Nesse

caso, temos

’ — To 6(’/’ + 7“0)7’0
Pylr) ~ Br+ro)r  (3r+1)? # (5.302)
di(r) = Py(r), (5.30b)
/ ~ o
P(r) Grrror (5.30c)

em que ®,(r), ®(r) e ®(r) se referem aos casos discutidos na Secdo 5.1.1, Segdo 5.1.2, e

Secdo 5.1.3, respectivamente. Assim, as funcdes de redshift corrigidas de primeira ordem de p
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Figura 16: Grafico de vg(r) versus . Em todos os graficos, temos p = 0.0 (linha s6lida), u = 0.5 (linha
tracejada e pontilhada) e 4 = 1.0 (linha longamente tracejada). Em (a), temos p = 2.56 (linha tracejada)
e 1 = 3.0 (linha pontilhada). Em (b), temos x = 1.01 (linha tracejada) e i = 1.5 (linha pontilhada). Em
(¢), temos p = 1.5 (linha tracejada) e p = 3.0 (linha pontilhada).

sao dadas por

4dr o 3r 1
) ~ 1 — — 2r9)In { — 4+ = 31
o(7) n <3r n 7”0) or 1 30 [3(1“ o) + (67 + 2r¢) In <4r0 + 4)} ,(5.31a)
4r
D, ~ 1 ) 5.31b
(r) n (37" + 7”0) ( )

Observe que, no caso radial, a solucdo ¢ basicamente o redshift do buraco de mi-
nhoca de Casimir, mas com uma sutil mudang¢a no numerador do argumento do logaritmo. Essa
diferenca se deve a defini¢ao de ®(ry), onde constantes aditivas ndo tém implicagdo fisica. Por
outro lado, os casos global e constante se comportam da mesma maneira para mudangas de

primeira ordem.
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5.1.5.2 Correg¢do de segunda ordem

Nas corregdes de primeira ordem, observamos que o redshift nos casos global e
constante sdo os mesmos. Além disso, o desvio para o vermelho no caso radial ¢ independente

do parametro de Yukawa p. Desta forma, ¢ sugestivo considerar corregdes de segunda ordem.

Assim,
o 6(r + ro)ro 3(3r3 — 4r?rg — 15r¢r — 8rd)rg
ol ~ — 2 (532
e(7) (Br+ro)r  (3r+ry)? por 2(3r +19)3 W (5:322)
o) ~ ot St 86 TG ), (5.32b)
(Br+ro)r  (3r+1)? 2(3r +19)?
o 3ré(r+ro) o
P’ R~ ; 5.32
((7) (3r+mro)r  2(3r+ To)Zu ’ (320
assim, as fung¢des de redshift corrigidas de segunda ordem de . sdo dadas por,
1 702 3r 1o
O (r) ~ ( —> —12642r2 — 2160 — 324) In [ = + 22
e(7) 36(3r+r0)2{r+3 (Z126y7rg = 216pro = 320 In { = +
2 12 2
+1267¢ <r + %) (W’o + 7) pln(rg) 4+ 324 (r + r_30> In(r)
25urd 5 2
+54ry | — PIO (222 2 ro + pur? —2r ) u(r —ro) |, (5.33)
18 2 3
1 70\ 2 3r 71
ulr) ~ e | (r+ 2) (36073 — 1080 — 162)In ( 5 + 2
(T) 18(37" + 7,0)2 |: r+ 3 ( H T HTo ) n 4 + 4
702 702
+367 <r + §> w(pro + 3) In(rg) + 162 (r + §> In(r)
11pr2 2
+27rg (— ’19”0 + (—ZT;L - §) ro + pur? — 27“) (r — T‘())[L:| : (5.34)
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o comportamento dessas solu¢des em fungdo de r/ry é plotado na Figura 17. Nesta ordem de
aproximacgao, como vemos na Figura 17, os casos global (linha tracejada) e radial (linha ponti-
lhada) diferem pouco um do outro. E por isso que os valores de /i, nesses casos sio proximos.

Essa diferenga, proxima a garganta r/ry = 1, é tdo pequena que se torna desprezivel.
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Figura 17: Comportamento da func¢do de redshift modificada de segunda ordem em relagdo ao pardmetro
4 para o buraco de minhoca Yukawa-Casimir.
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6 CONSIDERACOES E PERSPECTIVAS

6.1 Consideracoes Finais
6.1.1 Buracos de minhoca de Casimir

Nesta tese, estudamos a formagao de buracos de minhoca estaticos, esfericamente
simétricos e atravessaveis para espacos-tempos de dimensdo arbitraria, generalizando os tra-
balhos recentes [2] e [1]. Para isso, analisamos a equacdo de Einstein para um espago-tempo
estatico e esfericamente simétrico em D) dimensdes e consideramos a energia € a pressao de
Casimir como fontes. Encontramos, a semelhanga das Refs. [1,2], que a solugdao depende ape-
nas das fungdes redshift e shape. Para garantir a condigdo de flare-out e finitude do redshift,
analisamos o raio da garganta e as dimensdes que permitem uma fixacdo que remova as raizes
na equacao de redshift.

Obtivemos uma expressao analitica para a funcao de shape para D arbitrario (4.11)
que reproduz as expressoes encontradas para D = 3 [2] e D = 4 [1], além de ser assintotica-
mente nula. De fato, mostramos que as condi¢des de contorno e flare-out podem ser satisfeitas
para qualquer D. Portanto, essas condi¢cdes ndo impdoem nenhuma restricdo para buracos de
minhoca Casimir em dimensoes D.

Por outro lado, para poder ser atravessado, devemos encontrar uma solugdo de bu-
raco de minhoca que evite um horizonte de eventos. E exatamente aqui que aparece uma restri-
¢do. Na Ref. [2] os autores mostram que, diferentemente do caso D = 4[1], uma divergéncia
em r = ro no parametro de redshift ¢ inevitdvel se a energia de Casimir for a unica fonte.
Para encontrar a origem desta singularidade, obtivemos uma condig¢ao geral a ser satisfeita pelo
parametro de estado wp, para evita-la. E dado por

T‘D_2
wp = (D — 3)709372, (6.1)
1

e esta expressdo revela que para D = 3 devemos ter w3 = 0, eliminando a fonte de Casimir.
Isso explica a razao pela qual, para espagos-tempos tridimensionais, ndo ¢ possivel formar um
buraco de minhoca, resultado anteriormente apresentado na Ref. [2]. Em paralelo, mostramos
que, embora ndo tenha sido possivel obter uma expressao analitica para ®(r), o integrando néo
possui divergéncias ao longo do dominio quando D > 3. Isso garantiu que ®(r) seja finito em
todos os lugares e que nao temos horizontes. Mostramos também que, no limite assintético,
a integral converge permitindo uma fixagdo em ®(r¢) (4.19) e garantindo que a solugdo seja
assintoticamente plana.

Com base nos resultados acima, concluimos que a energia de Casimir pode ser usada
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como fonte de buracos de minhoca do tipo Morris-Thorne para todo espago-tempo de dimensao
D > 3. Devemos apontar que isso deve ter consequéncias para a fisica de dimensdes extras,
particularmente relacionadas ao recém-descoberto buraco de minhoca da Ref. [27].
Finalmente, discutimos as consequéncias de considerar a existéncia de uma cons-
tante cosmologica diferente de zero. Neste cendrio, temos uma funcao de shape (4.27) que
satisfaz todas as condi¢des impostas. Mostramos que para contornar a divergéncia da garganta

devemos estabelecer uma relag@o entre o valor da constante cosmologica e o raio da garganta

por
(D—3)(D—2) 87T(D—1)GD)\D

A = — . 6.2

(ro) 2rk rP (62)

Da expressdo acima, vemos que em D = 3 um buraco de minhoca de Casimir ¢ possivel,

mas o espaco-tempo deve ser AdS. Isso ¢ muito semelhante ao buraco negro BTZ, onde uma
constante cosmologica negativa deve ser adicionada para fornecer uma solugdo nao trivial [95].
Para D > 3 descobrimos que ambas as possibilidades, de Sitter e anti-de Sitter, sdo permitidas.
A expressao acima também mostra que o sinal da constante cosmoldgica € controlado pelo raio
da garganta. O caso A = 0 para D = 4 também fornece o valor de ry encontrado anteriormente
na Ref. [1]. Por fim, a eq. (6.2) mostra que, para D > 3, no contexto de um espaco de Sitter
com uma constante cosmoldgica pequena, existem duas op¢des para ry, mas apenas a solucao

planckiana ¢ fisicamente razoavel.

6.1.2 Buracos de minhoca de Yukawa-Casimir

Ainda nessa tese, propomos uma maneira mais consistente de generalizar o buraco
de minhoca de Casimir com termos do tipo Yukawa nas fungdes de forma nas trés abordagens
inicialmente propostas por Garattini[39]. O buraco de minhoca de Casimir ndo possui redshift
constante, portanto, ndo ha motivo para construir um buraco de minhoca Yukawa-Casimir con-
siderando o ZTC. Em nossa abordagem, mantivemos o carater da pressao sendo dado pela deri-
vada da energia, o que revelou uma fisica completamente nova para esses objetos astrofisicos.
Com os resultados obtidos, o buraco de minhoca Yukawa-Casimir, em todos os casos conside-
rados, satisfaz a chamada QWEC [1]

p('f’) +pr(r) = —g(T); g<T) >0Vre [T’O,OO), (63)

como visualizado na Figura 18. Na corre¢ao no termo variavel, devido as pequenas discrepan-
cias entre as curvas, uma escala logaritmica foi considerada na variavel independente.

Além disso, apenas na corre¢do do termo constante ¢ que restrigdes aparecem no
valor da constante de Yukawa, ja que 0.618 < p < 1.43 viola a condi¢ao de flare-out. Esse

tipo de restricao ¢ visto apenas nesta abordagem. Outra caracteristica desta metodologia foi um
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Figura 18: Verificagdo da Condi¢do de Energia Fraca Quantica (QWEC). Em todos os graficos, temos
= 0.0 (linha so6lida), ; = 0.1 (linha tracejada e pontilhada), 4 = 0.5 (linha tracejada) e 4 = 1.0 (linha
pontilhada).

alcance natural, nos casos global e constante, de ser possivel ndo apenas construir WH sem forga
de maré, mas também obter casos em que a forga gerada € repulsiva, caracterizando um blueshift
(desvio para o azul).

Outro tipo de restri¢do no parametro de Yukawa ¢ estabelecido ao estudar a estabili-
dade das solucdes através do calculo do quadrado da velocidade do som. Nesta analise, apenas
a mudanca no termo variavel ndo produziu solugdes instaveis, devido ao fato de nao ser muito
sensivel a mudancas nos valores de ;.. Enquanto isso, para o caso global, a restricdo p < 2.566
¢ necessaria para que o buraco de minhoca Yukawa-Casimir seja estavel. Finalmente, no caso
constante, essa condi¢do restringiu ainda mais os valores permitidos para o parametro de Yu-
kawa, de modo que devemos ter ;¢ < 0.618.

Em todos os casos, a solucdo completa da func¢do de desvio para o vermelho ndo pode

ser obtida analiticamente devido a termos exponenciais locais no integrando. Portanto, foram
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adotadas duas abordagens. Inicialmente, integragcdo numérica foi realizada para a variavel r/r
e definindo ;¢ = 0.1, que foram reproduzidas nas Figuras 11a, 13a e 15a,. Finalmente, uma
andlise foi realizada para pequenos valores do parametro de Yukawa, que na primeira ordem
revelou que ®,(r) = ®(r), enquanto, para o caso radial, a fun¢do de desvio para o vermelho nao
depende explicitamente do parametro de Yukawa. Por outro lado, na segunda ordem, descobriu-
se que os casos global e constante se tornam ligeiramente diferentes. Nossa analise de pequenos
parametros ndo apenas nos permitiu obter o desvio para o vermelho de forma analitica, mas
também revelou insights sobre a fronteira entre os buracos de minhoca de Casimir e Yukawa-
Casimir. Essa analise langa luz sobre o motivo pelo qual o valor que causa a mudanga no desvio
para o vermelho ¢ semelhante nos casos global (como mostrado na 11a) e constante (como

mostrado na Figura 13a), pois eles diferem apenas na segunda ordem de .
6.2 Perspectivas futuras

Algumas possiveis extensoes futuras deste trabalho com correcao do tipo Yukawa
incluem generalizagdes dimensionais, um estudo dos efeitos do Principio da Incerteza Genera-
lizado e andlises que modifiquem a densidade de energia em vez da fun¢do de shape.

Além disso, buscaremos obter solucdes de buracos de minhoca com outros campos
que possuem, em determinadas situagdes, densidade de energia negativa, como ¢ o caso do

campo tensorial de matéria [96].
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APENDICE A - SIMPLIFICACAO DA METRICA ESFERICAMENTE SIMETRICA

Por uma questao de completeza, neste apéndice, apresentaremos a demonstragao da
relacdo da métrica esfericamente simétrica que foi omitida ao longo do texto principal.

Partiremos da métrica construida com os invariantes de rotagao
ds® = Adr - di + B(7 - dF)* + Cdt(7 - dF) + Ddt?, (1)

em que A, B, C, D sdo fungdes de t e r. Ao considerarmos um sistema de coordenadas polares

esféricas (7,0, ), em que [97]
T o= rr, (2a)
dF = dri+ rdff + rsenfdpp, (2b)
em que {7, 6 .} ¢é a base de vetores diretores ortonormais. E importante destacar, no entanto,

que esta base (ao contrario da base retangular cartesiana {Z, 3, 2}) ndo ¢ independente do tempo.

Os produtos escalares sdo entdo diretamente obtidos

Foro= 12 (3a)
F-di = rdr, (3b)
dr-dr = dr® 4 r?dQ?, (3¢c)

em que dQ* = df? + sen®Ady?®. Assim, o invariante de linha ¢ dado por
ds®> = [A + Br?dr® + Ar*dQ* + Crdrdt + Ddt?, 4)

o coeficiente de dr? pode ser renomeado, A + Br? = B. Uma vez que temos a liberdade
para renomear as coordenadas, podemos realizar mudangas em prol de diagonalizar a métrica,

preservando a simetria esférica. Assim, tomemos [44]
t—=t=t+ f(r), (5)
em que f(r) é inicialmente arbitraria. Assim, dt = dt + f'dr e, consequentemente,
dt* = dt* — f?dr* — 2f'drdt, (6)

assim,

ds* = Ar?dQ* + [B — Crf' 4+ Df"?|dr* + [Cr — 2D f'|drdt + Ddt?, (7)
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assim, o termo cruzado se anulara desde que

(8)

por outro lado, podemos tomar uma nova coordenada radial, do tipo #* = Ar?. Portanto, ao

absorver os parametros e redefinir as coordenadas, obtemos

ds® = goo(r, t)*dt* + gi1 (r,t)dr? + r*dQ>. (9)
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APENDICE B - ARTIGOS CIENTIFICOS PUBLICADOS E EM PREPARACAO

Com o proposito de facilitar a compressao dos resultados obtidos, os quais deram

origem a esta Tese, segue a lista dos trabalhos publicados e em preparacao:

= P H.F. Oliveira, G. Alencar, I. C. Jardim e R. R. Landim. Traversable Casimir wormholes
in D dimensions. Mod. Phys. Lett. A, v. 37,n. 15, p. 2250090, 2022.

» P. H. F. Oliveira, G. Alencar, I. C. Jardim ¢ R. R. Landim. On the Traversable Yukawa—
Casimir Wormbholes. Symmetry, v. 15, n. 2, p. 383, 2023.

* P.H.F. Oliveira, I. C. Jardim and R. R. Landim, Wormholes supported by a Antisymmetric

Tensor Matter Fields in a Curved Spacetime (em preparagdo).
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