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RESUMO

A analise das vibracbes desempenha um papel crucial em aplicacbes estruturais,
destacando-se a determinacéo da frequéncia natural como um fator essencial. Essa
determinacao é essencial para prevenir a ressonancia da estrutura com excitagdes
externas, uma vez que a ressonancia pode levar a falhas graves devido as amplitudes
significativas de vibracdo geradas por esse fendmeno. Neste contexto, o objetivo
deste estudo é avaliar o impacto das variagdes na secao transversal e nas condicdes
de contorno na frequéncia natural de vigas. Isso é realizado por meio de analises
computacionais, utilizando o método de elementos finitos em conjunto com solugdes
analiticas. Para alcancar esse objetivo, foram inicialmente validados os métodos
utilizados, baseando-se em estudos prévios. Posteriormente, as dimensdes de perfis
retangulares, "I", tubulares quadrados e tubulares redondos foram variadas,
considerando diferentes condi¢gdes de suporte, como engastamento em uma
extremidade, engastamento em ambas as extremidades e suporte simples. O software
Ansys 2023, com licenca estudantil, foi escolhido para realizar as simulagcbes por
elementos finitos. Os resultados indicaram que a variagdo na sec¢ao transversal
impactou significativamente as frequéncias naturais, com maior influéncia nos perfis
retangulares, seguidos pelos tubulares redondos, tubulares quadrados e, por ultimo,
o perfil "I". Quanto as condicées de contorno, vigas engastadas demonstraram as
menores vibragdes naturais, seguidas pelas simplesmente apoiadas, enquanto as bi
engastadas exibiram as maiores frequéncias naturais. Este estudo contribui para uma
compreensao mais aprofundada dos efeitos da variagdo da secéo transversal e das
condicdes de contorno na resposta vibratoria de vigas, com implicacbes importantes
para o projeto e a analise estrutural. Observou-se que as variacbes médias nas
frequéncias naturais para uma variagao de 100% nas dimensdes dos perfis analisados
foram determinadas e sao de 100% para o perfil retangular, 2,82% para o perfil I,
5,89% para o perfil tubular redondo e 4,62% para o perfil tubular quadrado, que a
frequéncia natural wn para a condi¢do de bi engastada € igual a frequéncia natural
wn-1 para a condicao engastada e, por fim, que as vigas simplesmente apoiadas
apresentaram suas frequéncias naturais entre as frequéncias de engastada e bi

engastada.

Palavras-chave: frequéncia natural, ressonancia, viga, elementos finitos, vibracéo.



ABSTRACT

Vibration analysis plays a crucial role in structural applications, highlighting the
determination of natural frequency as an essential factor. This decision is essential to
avoid resonance of the structure with external excitations, since resonance can cause
serious failures due to the vibration amplitudes generated by this influence. In this
context, the objective of this study is to evaluate the impact of variations in cross-
section and boundary conditions on the natural frequency of beams. This is carried out
through computational analyses, using the finite element method in conjunction with
analytical solutions. For this objective, the methods used were initially validated, based
on previous studies. Subsequently, the dimensions of rectangular profiles, "I", square
tubular and round tubular profiles were varied, considering different support conditions,
such as embedding at one end, embedding at both ends and simple support. Ansys
2023 software, with a student license, was chosen to conduct finite element
simulations. The results indicated that the variation in the cross section significantly
impacted the natural frequencies, with the greatest influence on rectangular profiles,
followed by round tubulars, square tubulars and, finally, the "I" profile. As for the
boundary conditions, the fixed beams increased the lowest natural vibrations, followed
by simply reinforced beams, while the double-fixed beams exhibited the highest natural
frequencies. This study contributes to a more in-depth understanding of the effects of
varying cross-section and boundary conditions on the vibrational response of beams,
with important implications for design and structural analysis. Note that the average
variations in natural frequencies for a 100% variation in specific profile dimensions
have been determined and are 100% for the rectangular profile, 2.82% for the | profile,
5.89% for the round tubular profile and 4.62% for the square tubular profile, that the
natural frequency wn for the bi-fixed condition is equal to the natural frequency wn-1
for the fixed condition and, finally, that the simply reinforced beams complemented
their natural frequencies between the frequencies set and bi-set.

Keyword: natural frequency, resonance, beam, finite elements, vibration.
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1 INTRODUGCAO

As vibragcbGes permeiam o cotidiano da sociedade humana desde tempos
remotos. Dos nomes que contribuiram para os estudos na area temos Isaac
Newton que desenvolveu a teoria da vibragao harménica simples.

Esses principios tém aplicagbes abrangentes em diversas &reas da
sociedade. Por exemplo, a capacidade auditiva depende da vibragdo dos
timpanos, a respiracdo ocorre por meio da vibragdo dos pulmdes, e a fala é
viabilizada pela vibracdo da laringe. Além disso, esses conceitos encontram
aplicacao nas tecnologias de radio, onde a ressonancia € explorada para ampliar
a amplitude das ondas, permitindo uma transmisséo de sinal mais eficiente e um
alcance expandido. Esses fendmenos extrapolam para as estruturas mecanicas,
onde é imperativo evitar que a frequéncia natural coincida com a frequéncia de
excitacdo, pois tal coincidéncia pode desencadear ressonancia. Nesse contexto,
a amplitude das vibracbes aumenta, podendo resultar em falhas estruturais,
como evidenciado no incidente da Ponte Tacoma (Figura 1). Neste caso, uma
falha de projeto permitiu que a ponte entrasse em ressonancia com os ventos

intensos do dia, resultando em uma falha estrutural.

Figura 1 — Falha na Ponte Tacoma por ressonancia.

."r_

Fonte: Tagliani, 2021.
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No estudo de vibragdes, destaca-se a analise modal, um procedimento com
o propdsito de descrever estruturas com base em suas propriedades dindmicas
ou modais. Essas propriedades incluem a frequéncia natural, a frequéncia de
amortecimento e os modos de vibragao (Avitabile, 2001).

A frequéncia natural das estruturas pode ser obtida por um
desenvolvimento tedrico analitico ou por uma simulagdo computacional pelo
método de elementos finitos, com os desenvolvimentos destes dois métodos, é
possivel validar os resultados obtidos e aplicar os conceitos presentes na
bibliografia.

As influéncias da secao transversal e das condicoes de contorno sao
assuntos de ampla discussdo no meio cientifico, por exemplo, Ece (2006)
desenvolveu um estudo sobre a vibracdo de uma viga de sec¢éo transversal
variavel para trés tipos de condicbes de contorno e concluiu que a nao
uniformidade na sec¢éo transversal influencia as frequéncias naturais, verificou
que a amplitude das vibracbes aumenta para o alargamento das vigas e diminui
para o estreitamento delas. Ja influéncia das condigbes de contorno nas
frequéncias naturais de uma viga € objeto de estudo em Yesilce (2013), que
desenvolve diversas condicdes diferentes para que os resultados pudessem ser
comparados.

Deste modo, as analises citadas foram desenvolvidas para observar a
influéncia dos parametros geométricos de uma viga, no qual os calculos
desenvolvidos no método analitico foram comparados as simulagbes pelo

método de elementos finitos utilizando o software Ansys.
1.1 Justificativa

Neste trabalho serd discutida a relevancia, na frequéncia natural, de
mudancas na secao transversal, tanto variando o tipo de se¢éo, quanto variando
as dimensdes de uma mesma secao, e a relevancia das condi¢des de contorno
de uma viga, visando evitar o fenbmeno da ressonancia em projetos estruturais.
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1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho € verificar a influéncia da variacao da
secao transversal e do tipo de suporte da viga nos valores de frequéncia natural.

Para objetivos especificos, tém-se:

a) Selecionar diferentes perfis de vigas e tipos de apoios;

b) Variar as dimensdes dos perfis e 0s apoios e verificar a mudanca dos
valores das frequéncias naturais;

c) Aplicar a método analitico e método numérico para a obtengdo das
frequéncias naturais;

d) Comparar os métodos para obtencdo das frequéncias naturais de

sistemas dinamicos.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo serdo abordados tépicos relevantes para o
desenvolvimento do trabalho, como o0s conceitos relativos a elementos
estruturais, especialmente sobre vigas, conceitos sobre vibragdes, sobre

elementos finitos e as equagdes necessarias.
2.1 Conceitos sobre elemento estruturais do tipo viga

Para a construcao de estruturas duraveis e confiaveis, se faz necessario
desenvolver estudos sobre os elementos que a compde, como a viga, para
analise. Por isso, nesta secéo, serao desenvolvidos conceitos utilizados neste
trabalho. Vigas sao elementos que resistem a flexdo e podem ser encontrados
em aplicacbes de construcdo civil,b como pontes, casas e edificios, na
composicao do chassi de veiculos automotores, na constru¢do naval, maquinas
e equipamentos industriais e em veiculos aéreos. Este ultimo exemplo péde ser
observado em Lovely (2021), que desenvolveu um estudo que considerava a
frequéncia natural em uma viga de um veiculo aéreo ndo-tripulado (VANT). Na

Figura 2, esta exposto um exemplo de viga, neste caso, de perfil I.

Figura 2 — Exemplo de uma viga de perfil I.

Fonte: Yena, 2023.

Segundo a NBR 6118:2003, “vigas sao lineares em que a flexdo é
predominante”. Elementos lineares sdo aqueles que o comprimento longitudinal
supera em, pelo menos, trés vezes o diametro de sua secao transversal (Bastos,
2017).
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2.1.2 Momento de inércia de area

Para desenvolver a analise de uma viga, é necessario compreender o
conceito de momento de inércia, que se trata de uma propriedade geométrica da
secao transversal utilizada no estudo da deformacdo de elementos estruturais

indica a resisténcia a tensao de deformagao do material (Silva, 2016).
Por definicdo, momento de inércia de area de um elemento de area dA

em relagdo aos eixos x e y sdo dl, = y*dA e dl, = x*dA, respectivamente

(Figura 3).

Figura 3 — Elemento de area em
um plano x-y
b

)
Fonte: Hibbeler, 2011.

Para obter o momento de inércia da area A completa, tem-se, por meio de

integracao:
L= y2da (1)

— 2
I, = f x4dA, (2)

A partir das equagdes (1) e (2), é possivel aplicar o teorema dos eixos
paralelos para determinar o momento de inércia desta area em relagdo a
qualquer eixo paralelo ao eixo que passe por um eixo centroide. Para aplicar este
teorema, sera desenvolvido o momento de inércia da area presente na Figura 4
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Figura 4 — Elemento de 4érea
deslocado em um plano x-y

¥

(@]
Fonte: Hibbeler, 2011.
Inicialmente, é determinado um elemento de area distante do centroide x’
em relagéao ao eixo y' e ¥y’ em relagédo ao eixo x', considerando que a distancias
entre os eixos x e x’ é dy, 0 momento de inércia de dA sera dl, = (y' + dy)?dA,

integrando para a area inteira obtém-se:

L, =j(y’ + dy)? = jy’z dA+2dny’dA+dyzjdA (3)

Destas, a segunda integral é igual a zero, pois x' passa pelo centroide,
assim, obtém-se:
L, =1, + Ady? (4)
E, por consequéncia:
L, = I, + A dx? (5)

2.1.2.1 Perfis retangulares

Para determinar o0 momento de inércia de area em um corpo de se¢éao
retangular, pode ser escolhido um elemento infinitesimal, como na Figura 5, onde
o elemento esta a uma distancia y' do eixo x', assim se faz necessaria uma
integracao de y' = —% ay = % considerando dA = b dy'.

h h
2

_ 2 2 1
L= [yraa= [Lyway =b [Lymay = om 6)
2 2
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Aplicando em I, = I, + A dy?, obtém-se:
2

1 h
— — ph3 _ 7
l = 7 bh® + bh (2) (7)
1
Ingbh3 (8)

Figura 5 — Momento de inércia em
perfil retangular.

)]

bl

b b

Fonte: Hibbeler, 2011.

2.1.2.2 Perfis circulares

Para obter o momento de inércia de area para perfis circulares, a partir da

representacdo da Figura 6, tem-se que dA = 2x dy e, assim:

L= [yraa= |y @ody= |y @@=y dy (©)

L, =— (10)
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Figura 6 — Momento de inércia em
perfil circular.

- X —=f= X —

| o O

\ a /, /

Fonte: Hibbeler, 2011.

2.2 Conceitos basicos sobre vibracoes

Nesta secao serdao desenvolvidos os conceitos necessarios para analises
de vibragbes em vigas que possibilitardo um melhor entendimento do que esta

sendo estudado neste trabalho.
2.2.1 Vibracao

Entende-se por vibracao, ou oscilacao, movimentos que se repetem apos
um intervalo, este fenbmeno pode ser verificado na corda de um violdo, por
exemplo. O estudo da vibracao observa esta oscilagdo nos corpos e as forcas
associadas a este movimento (Rao, 2008).

Conforme Thomson (1993, p. 5)

O estudo da vibragao preocupa-se com os movimentos oscilatérios dos
corpos e as forgas a eles associadas. Todos 0s corpos que possuem
massa e elasticidade sdo capazes de vibrar. Assim, a maioria das
maquinas e estruturas de engenharia sofrem vibracéo até certo ponto, e
seu projeto geralmente requer consideracdo de seu comportamento

oscilatorio.
2.2.2 Partes elementares de sistemas vibratorios

Geralmente, um sistema vibratorio possui um meio de armazenar energia
potencial elastica, como uma mola ou um corpo eléstico (k), um meio de

armazenar energia cinética, como uma massa ou uma inércia (m), além de um
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modo de perder gradualmente energia, como um amortecedor (c). A vibragdo de
um sistema nestas condi¢des se relaciona com a mudanga na forma da energia
de potencial para cinética e vice e versa, com uma consequente perda gradual
de parte desta energia por meio do amortecimento nos sistemas em que esta
variavel for levada em consideracao.

Também € importante entender a diferenca entre as vibragdes
amortecidas e ndo amortecidas, quando o sistema apresenta dissipacéo de
energia, este é considerado amortecido, caso ndao haja energia dissipada, a
vibragdo € considerada ndo amortecida. Para este trabalho, os sistemas

analisados serdo ndo amortecidos (Rao, 2008).
2.2.3 Graus de liberdade

O conceito de graus de liberdade pode ser entendido como a quantidade
minima de coordenadas independentes necessarias para determinar
completamente as posi¢cdes de cada parte do sistema vibratério. Um exemplo
para um grau de liberdade € um sistema massa-mola-amortecedor, onde ocorre
a oscilacao apenas em uma direcao ao longo do tempo, como esta representado
na Figura 7.

Figura 7 — Sistema massa-
mola-amortecedor.

\ v

m

Fonte: Thomson, 1993.

Entender os graus de liberdade permite determinar as frequéncias

naturais de vibragdo e compreender os modos de movimento do sistema.
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Além disso, a classificacdo de um sistema estad intrinsecamente
relacionada a presenca de uma forca externa. Quando um sistema nao é
submetido a acdo de uma forca externa, € denominado sistema livre. Por outro
lado, quando esta sujeito a uma forga externa, a vibracao é caracterizada como
forcada (Rao, 2008).

2.2.4 Frequéncia natural

A frequéncia natural é a frequéncia com a qual um corpo sem
amortecimento significativo se mantém oscilando, mesmo que ja tenha passado
uma perturbagéo inicial, os corpos podem ter n modos de vibrar e cada um
destes tera uma frequéncia natural. Esta grandeza é representada pela sigla wn
e é determinada em funcéo da elasticidade e da massa do corpo em questao
(Rao, 2008).

Segundo Borobia (2012), em sistemas de um grau de liberdade, a
frequéncia natural é a frequéncia do movimento harménico livre para uma

velocidade inicial e um deslocamento. Esta é representada conforme equacao

(11).

on= |~ (11)
m

onde k € a rigidez do corpo e m sua massa.
2.2.4.1 Ressonancia

Conforme Borobia (2012), ressonancia € um fendmeno que ocorre
quando a forca que excita o sistema se iguala a frequéncia natural deste, nestes
casos, a amplitude de vibragcédo pode ser varias vezes maior que o deslocamento
obtido a partir da acdo de uma forca de mesma magnitude.

Para Thomson (1993), o fenémeno da ressonancia pode causar
oscilacdes perigosamente grandes, podendo gerar a falha de estruturas como
pontes, edificio e asas de avido.

O fendmeno da ressonancia pode ser verificado no famoso caso da ponte
Tacoma, ilustrada na Figura 1, esta ponte foi construida em Washington, nos
E.U.A. e chegou a apresentar amplitude de oscilagéo de 90 cm ao ser submetida
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a um vento de 65 km/h que ndo havia sido previsto em seu projeto (Tagliani,
2021).

Na andlise de estruturas se faz necessario observar a ressonancia para
evitar falhas, porém, este conceito pode ser utilizado positivamente, em
aplicac6es de radio, em que o sinal € amplificado com o aumento da amplitude

de onda.
2.2.5 Analise modal

Para a analise de vibragoes, se faz necessario desenvolver um modelo que
envolva todas as caracteristicas do sistema. Este modelo é estudado por meio
da analise modal.

Andlise modal € o processo para a determinagcdo das caracteristicas
dindmicas de um sistema mecanico que podem ser utilizadas para desenvolver
um modelo matematico do comportamento dindmico do sistema estudado
(Borobia, 2012).

Este modelo matemético é denominado um modelo modal, ou seja, é
composto pelas caracteristicas modais do sistema que séo a frequéncia natural,
0s modos de vibrar. Estas informacdes dependem da massa, da rigidez e do

amortecimento do sistema (He & Fu, 2001).
2.2.6 Procedimento de andlise de vibracoes

Nesta secdo, as caracteristicas modais serdo analisadas, porém, vale
ressaltar que, neste trabalho ndo serdo consideradas vibragcdes amortecidas. Na

Figura 8, esta apresentado um passo a passo para andlise de vibracoes.

Figura 8 — Passo a passo do procedimento de andlise de vibracoes.

Modelagem _| Derivagéo das | Solugao das _| Interpretac@o
matematica o equactes o equacdes " | dos resultados

Fonte: Produzido pelo autor.

Inicialmente, o modelo matematico desenvolvido para solucionar o

sistema vibratorio deve ser o mais simples possivel e este modelo deve ser
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desenvolvido até atingir as circunstancias basais para a soluc¢ao do sistema, por
exemplo, na Figura 9, esta exposto o desenvolvimento de um modelo de um
martelo de forjar onde, em primeiro momento, Figura 9a, tem-se a representagcéo
geral, em seguida, na Figura 9b é representado um modelo considerando a
elasticidade e o amortecimento da bigorna e da base como um corpo s6 e, na
Figura 9c a bigorna e a base sdo separadas, cada uma com sua elasticidade e

amortecimento.

Figura 9 — Modelagem de um sistema de forjar.

—+ Martelo-pilao
}-— Martelo-pildao
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(a) ) (b)
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\
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X

Amortecimento i I Rigidez do
do coxim elastico coxim eldstico

Bloco de base _‘}

Xy
Amortecimento -\:I‘j é- Rigidez
do solo do solo
R
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Fonte: Rao, 2008.

Em seguida as equacbes que governam o sistema devem ser
desenvolvidas a partir do diagrama de corpo livre, as equagdes do movimento
podem ser obtidas. Neste trabalho, estas serdo desenvolvidas para um sistema
estatico. Obtidas as equacoes, estas devem ser aplicadas para as condicoes
especificas do sistema a dependerem do que sera determinado na situagao e,
com isso, os resultados podem ser interpretados conforme as necessidades do
projeto.
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2.2.7 Equacoes do movimento

Para a analise de um sistema de vibragéo, faz-se necessario obter as
equacdes de movimentos, nesta secao serao desenvolvidas as equagdes que
regem o movimento e, a partir delas, serd obtida a equacao da frequéncia
natural.

A partir do diagrama de corpo livre do elemento de viga apresentado na
Figura 10b, na qual uma secao de corte da viga é retirada para analise, onde
M (x,t) € o momento fletor, V(x,t) € a forga de cisalhamento e f(x,t) € a forca
externa por unidade de comprimento da viga. Considerando que a forgca de

inércia atuante nesta viga é:

Ay de 2 ot
pAG) dx 3 (1)

a equacao do movimento na direcao z é:

2%w
—(V+aV) + f(x, )dx +V = pA(x) dx = (x.t) (12)

onde p € a densidade da massa e A(x) é a se¢do transversal da viga.

Figura 10 — Uma viga em flexao.

flx, 1)

——_———

< 1 el yx o Vix, 1) V(x, 1) +dV(x, 1)

<—x—>{ dx|k }edr%{

< / > J_________—-———-—r—x

(a)

Fonte: Rao, 2008.

A partir da Figura 10 a equacdo do movimento para 0 momento em
relacdo ao eixo y que passa pelo ponto 0 pode ser desenvolvida. Conforme a
equacao (13).

dx
(M +dM) — (V +dV)dx + f(x,t)dx——M =0 (13)
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Considerando dV = g—de e dM = Z—de e desconsiderando termos que

possuem o quadrado de dx as equacgdes (12) e (13) podem ser escritas da

seguinte forma:
2

W 4 Fnt) = Al de Y (x e (14)
— (0 + f(n0) = pAG) dx = (x,0)

oM
Sy 00 —VxH =0 (15)

Aplicando V = Z—A; da equacéo (15) na equacéo (14) obtém-se:

2 2

— t) + t) = pA(x) d 9w t (16)
922 (x,t) + f(x, ) = pA(x) dx 52 (x, 1)

Pela teoria de Euler-Bernoulli da flexdo de vigas, a relacdo entre o

momento fletor e a deflexdo pode ser expressa como:
2

d*w
M(x,t) = EI(X) —— (x,t) (17)
onde E é o mddulo de elasticidade e I(x) € o momento de inércia de area da
secao transversal da viga em relacdo ao eixo y. Aplicando a equacao (17) na
equacao (16), o resultado é a equacado do movimento para a vibragcao lateral

forcada de uma viga nao-uniforme:
d%w
—l (x) (x t)l +PAC) Zz (D) = f(x.0) (18)

A equacao (18) é valida para pequenas deformacdes. Para uma viga

uniforme tem-se:

E164W t) + pA W t) = f(x,t (19)
= (D) +pAog (60) = f(x D)
Para vibragéao livre tem-se f(x,t) = 0:
tw 2w
2 e = 20
g () + 57 () =0 (20)
Onde:
El
= |— 21
= 0 (21)

2.2.7.1 Condigbes de contorno

Considerando que a equacao do movimento contém a segunda derivada

em relagdo ao tempo e a quarta derivada em relagéo a x, é necessario utilizar
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duas condicdes iniciais e quatro condi¢coes de contorno para cada solucéao de
w(x,t). Geralmente os valores de deslocamento lateral e velocidade séo
especificados como wy(x) e Wy (x), respectivamente, em t = 0 de modo que as

condigdes iniciais ficam:

w(x, t =0) =wy(x) (22)
== (6t = 0) = wy(x) (23)

2.2.7.2 Vibrac&o livre

Um método que pode ser utilizado para determinar a vibragéo livre é o

método de separacdo de variaveis:

w(x, t) = W(x)T(x) (24)
Aplicando a equacéo (24) na equagéao (20) e organizando, obtém-se:
Z2 o0tw 1 0°T(t
¢ oW 1 0Tw (25)
W(x) ox* T(t) Ot2

onde a = w? é uma constante positiva, esta equagdo pode ser escrita dos

seguintes modos:

W (x)
pprant B*W (x) = 0 (26)
0%T
atgt) + w?T(t) =0 (27)
Onde:
2 2
gt == pif;’ (28)

A equacao (27) pode ser solucionada da seguinte forma:
T(t) = Acoswt + B senwt (29)
sendo A e B sdo constantes que podem ser determinadas pelas condi¢coes
iniciais. Ja para a equagéao (26), pode ser solucionada do seguinte modo:

W(x) = Ce®* (30)
onde C e s sdo constantes, e a equacgao auxiliar pode ser desenvolvida:
st—=pt=0 (31)

Que tem por raizes:
S12 = 1P, S34 = Tif (32)
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Assim, a solugéo da equacéo (29) é:
W (x) = C,eP* + C,e ™ P* + C;e* + C,e~tB* (33)
ou
W(x) = Cycos Bx + Cysen Bx + Cszcosh fx + C,senh Bx (34)
ou
W(x) = C,(cosBx + coshfx) + C,(cosfx — coshfix)
+C3(sen fx + senh fx) + C,(sen fx — senh [x) (39)
onde C;, C,, C; e C, sado constantes que podem ser determinadas pelas

condicées de contorno. As frequéncias naturais da equacao (29) podem ser

5 |ET El
wn = Bn jp:A— (Bal)? / AT (36)

onde B, é uma constante que varia conforme as condi¢des de contorno, onde n

determinadas por:

€ 0 modo de vibrar analisado, sendo ;para o primeiro modo, 8, para o segundo

e assim sucessivamente. Valores para 3, estdo dispostos na Tabela 1.

Tabela 1 — Condicées de contorno de uma viga.

Condigbes de contorno da viga Valor de B,1
Bi apoiado Bl=mu
le = 277:

* * Bl =31
Bul = 4m

Bi engastada
9 Bl = 4730041

g

7 B,l = 7,853205
Bsl = 10,995608
B,l = 14,137165

NN\
R

Engastada-Livre Bl =1,875104

7 Bl = 4,694091
Bsl = 7,854757

A Bsl = 10,995541

Fonte: Rao, 2008.
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2.3 Método De Elementos Finitos

Em algumas situagdes, o desenvolvimento de equacbes pode se tornar
demasiadamente complexo, assim, se faz necessaria a aplicacdo de
ferramentas computacionais.

O método de elementos finitos (MEF) trata de simula¢cdes computacionais
para realizar estudos de projetos estruturais. Neste método a geometria é
submetida a carregamentos e restricbes e é dividida em pequenas partes,
chamadas de elementos, que representam o corpo de modo continuo. Quanto
menores 0s elementos, maior a capacidade de analisar corpos complexos,
assim, as infinitas variaveis existentes nas situacdes reais sdo simuladas
computacionalmente com variaveis finitas de modo a obter um resultado préximo
ao real (Mirlisenna, 2016).

O MEF aplica o conceito de “continuum” que trata o corpo como diversos
elementos infinitesimais, desconsiderando espacos entre estes elementos de
modo a permitir que os calculos em torno de um ponto geométrico, de volume
igual a zero, sejam realizados por um limite matematico, tal como a definicdo de
derivadas (Ribeiro, 2004).

Existem diversos programas que utilizam elementos finitos, como o Siemens
NX, Abaqus, Ansys, SolidWorks (Engrenar Jr, 2019). O software utilizado neste
trabalho foi o Ansys.

2.3.1 Conceitos envolvidos no MEF

Dentre os principais conceitos que serdo utilizados no método de
elementos finitos, tem-se 0 ndé ou pontos nodais, estes sdo o0s pontos que
conectam os elementos de um modelo (Mirlisenna, 2016). Outro conceito de
relevante importancia é o de malha, que se trata do conjunto de todos os nds
presentes no modelo que formam os elementos (Brasil, 2020), a ilustracao de
um modelo com malha esta presente na Figura 11.
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Figura 11 — Modelagem pelo MEF realizada no software Ansys.

Fonte: Produzido pelo autor.

Inicialmente, na modelagem computacional de um fendmeno fisico, sao
determinadas caracteristicas que influenciam de modo relevante no projeto
realizado, ou seja, devem ser determinados os principios fisicos e as variaveis
dependentes e independentes do sistema, para a determinacdo de um modelo
matematico constituido de equacdes diferenciais. A segunda etapa a ser seguida
€ determinar a solucdo do sistema matematico por meio de aplicagdo
computacional (métodos numéricos). Um exemplo de modelagem computacional
para a obtencdo de resultados pelo MEF esta presente na Figura 11.
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Para analisar os efeitos das variacdes da secao transversal e das condi¢oes

de contorno na frequéncia natural, foram desenvolvidas as etapas no fluxograma

da Figura 12.

Figura 12 — Passo a passo da metodologia.

]
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métodos para as resultados entre

as condigbes de
contorno

Fonte: Produzido pelo autor.

Primeiramente, foram definidos os perfis, depois os materiais foram
selecionados para que os meéetodos numérico e analitico de obtencdo das
frequéncias naturais pudessem ser validados a partir de resultados obtidos em
um trabalho publicado (Reis, 2016), com isso, foram desenvolvidas duas
analises.

Uma delas foi analisado da influéncia da alteracdo dos perfis
selecionados, por meio da comparacéo entres as frequéncias obtidas em cada
um; e na outra foram definidas condicbes de contorno para que um dos perfis
selecionados fosse submetido, com isso, foi possivel aplicar os métodos
validados e comparar os resultados observando a influéncia das condigbes de

contorno nas frequéncias naturais da viga.
3.1 Material

Todas os resultados foram obtidos para o0 ago SAE 1020, para ser possivel
determinar a influéncia das variacoes fisicas aplicadas nos perfis das vigas e das
mudancas nas condigbes de contorno. A Tabela 2 apresenta as informagdes
utilizadas deste material para o desenvolvimento das anélises realizadas.
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Tabela 2 — Especificacdes do material utilizado.

Modulo de elasticidade

Coeficiente de Poisson

Material

Densidade

Aco SAE 1020

205

01

GPa
29

7870 k/m3

Fonte: Reis, 2016.

Vale citar que as propriedades de amortecimento histerérico do material

nao foram levadas em consideracdo no desenvolvimento deste trabalho, tendo

em vista que o objetivo principal deste € analisar os valores de frequéncia

natural.

3.2 Geometrias

Para analisar a influéncia da secdo transversal na frequéncia natural,

foram escolhidos os seguintes perfis: retangular, |, tubular redondo e tubular

quadrado.

3.2.1 Perfis Retangulares

Para analisar as frequéncias naturais dos perfis retangulares, as

dimensdes estdo descritas na Tabela 3 e demonstrados na Figura 13.

Tabela 3 — Dimensdes perfis retangulares.

Altura (mm)  Largura (mm) Comprimento (mm)  Finalidade
3,0 21,5 432,5 Validacéo
3,0 21,5 2000 Comparacao
6,0 21,5 2000 Comparacao
9,0 21,5 2000 Comparacgao

Figura 13 — Dimensodes dos perfis retangulares.
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Fonte: Produzido pelo autor.
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Entre as analises com os perfis | a variacao ocorreu na largura da alma,

que foi aumentada, as dimensdes iniciais tém base em Lovely (2021). Estas

dimensdes estao descritas na Tabela 4 e demonstrados na Figura 14.

Tabela 4 — Dimensées perfis |.

Altura da alma

Largura da alma

Largura da aba

Altura da aba

(mm) (mm) (mm) (mm)
41,78 1,905 34,29 5,31
41,78 9,525 34,29 5,31
41,78 19,05 34,29 5,31

Figura 14 — Dimensdes dos perfis I.

34,29

5,31

1,91

41,78

(@)

Fonte: Produzido pelo autor.

34,29

5,31

41,78

9,53

3.2.3 Perfil Tubular Redondo

34,29

5,31

41,78

19,05

Nos perfis tubulares redondos foi mantido o didametro externo e alterado a

espessura do metal, ou seja, o didmetro interno foi reduzido, as dimensdes

iniciais tém base em Lovely (2021). Estas dimensdes estdo descritas na Tabela

5, as espessuras dos tubos estdo dispostas na Tabela 6 e demonstrados na

Figura 15.
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Tabela 5 — Dimensdes perfis tubulares redondos.

Diametro externo (mm) Diametro interno (mm)
12,7 9,4
12,7 4,7
12,7 2.4

Figura 15 — Dimensdes dos tubulares redondos.

812.7 0121

912,7

(a) (b) ()

Fonte: Produzido pelo autor.

Tabela 6 — Espessura chapa perfis tubulares redondos.

Perfil Espessura do perfil (mm)
(a) 1,17
(b) 4,00
(c) 5,18

3.2.4 Perfil Tubular Quadrado

Nos perfis tubulares quadrados foi mantida a medida do lado externo e
alterado a espessura do metal, ou seja, o lado interno foi reduzido, as dimensdes
iniciais tém base em Lovely (2021). Estas dimensdes estdo descritas na Tabela
7, as espessuras dos tubos estdo dispostas na Tabela 8 e demonstrados na
Figura 16.

Tabela 7 — Dimensdes perfis tubulares quadrados.

Lado externo (mm) Lado interno (mm)
19,1 15,9
19,1 7,95

19,1 3,98
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Figura 16 — DimensGes dos tubulares quadrados.
19.1

15,9 5 : - 3,98

2 “ - = teal
—_ =

(@) (b) ()

Fonte: Produzido pelo autor.

Tabela 8 — Espessura chapa perfis tubulares quadrados.

Perfil Espessura do perfil (mm)
(@) 1,57
(b) 5,55
(c) 7,54

3.3 Validacao dos modelos

Antes de iniciar as analises nos perfis selecionados, foi aplicado o método
numerico, com o Ansys, e o método analitico em um modelo estrutural que teve
como referéncia o trabalho de Reis (2016), com um perfil mais simples de secao
retangular e comprimento de 432,5mm, os resultados foram comparados aos
obtidos pelo autor, que obteve resultados pelos métodos analitico, experimental
e por elementos finitos. Ao validar o método, em seguida, foram realizadas
andlises com outras dimensdes de perfis retangulares, com perfis I, com perfis
tubulares circulares e quadrados. Além disso, com a finalidade de manter um
padrdo de comprimento entre todos os perfis, estes foram analisados com um
comprimento total de 2000mm.

3.4 Condicoes de contorno

Apos validagédo, o método foi replicado para o perfil retangular, variando
as seguintes condicdes de contorno: engastada (Engastada-Livre), bi engastada

(Engastada-Engastada) e simplesmente apoiada (bi apoiado).
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3.5 Método analitico

Para obter as quatro frequéncias naturais por meio do método analitico, foi
utilizada a equacao (36).

o |EL El
wn = B JP:A— Bal)* | (36)

Foram utilizadas as informagdes do material dispostas na Tabela 2, ja o

comprimento da viga, foi considerado o comprimento de 432,5mm para o calculo
do modelo de validacdo e de 2000mm para os modelos utilizados para
comparacao. Ademais, as areas e os momentos de inércia foram obtidos a partir
as caracteristicas especificas de cada modelo, dispostos nas Figuras 13 a 16 e
nas Tabelas 3 a 8. Os momentos de inércia foram calculados com base nas
equacoes (8) e (10).

1

I, = gbh3 (8)
wa*

I, = e (10)

3.6 Método de Elementos Finitos

Para realizar uma simulagéo utilizando o MEF, no software Ansys. O tipo
de elemento utilizado foram elementos 3D de elasticidade linear e de dificil
convergéncia, com o intuito de obter as frequéncias naturais de um corpo, tem-

se o fluxograma apresentado na Figura 17:

Figura 17 — Passo a passo para a determinacao das frequéncias naturais pelo
MEF.

DEFINIR DEFINIR
CONDICOES DE = TIPCDE
CONTORNO ANALISE

DEFINIR DEFINIR | DESENHAR | DEFINIR
PERFIS 7| MATERIAL | GEOMETRIA o MALHA =

Y
Y

RESULTADOS

Y

Fonte: Produzido pelo autor.

12 Etapa: Determinacao dos perfis analisados, neste trabalho, serédo utilizados
os perfis ilustrados nas Figuras 13 a 16.

22 Etapa: Devem ser inseridas as informacoes do aco SAE 1020 presentes na
Tabela 2 nos dados de engenharia do Ansys.
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32 Etapa: Devem ser obtidas as geometrias a serem simuladas no SpaceClaim,
um dos softwares de CAD internos do Ansys.

42 Etapa: Definida a geometria, devem ser geradas as malhas utilizadas nos
modelos seguindo o procedimento exposto na Figura 18.

Figura 18 — Procedimento para gerar uma malha no

Insert

Update

: 2 Generate Mesh
Preview

Create Finch Controls

¥
=1 Group All Similar Children
@

Clear Generated Data
(i) Press F1 for help.

J- Rename

Start Recording

Fonte: Ansys, 2023.
Os perfis de viga analisados com as malhas aplicadas estao

demonstrados a partir da Figura 19 até a Figura 22.

Figura 19 — Modelo de perfil retangular com malha aplicada.

Ansys

2023 R2
STUDENT

Fonte: Produzido pelo autor.
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Figura 20 — Modelo de perfil | com malha aplicada.

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 21 — Modelo de perfil tubular redondo com malha aplicada.

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 22 — Modelo de perfil tubular quadrado com malha aplicada.

Fonte: Produzido pelo autor.

52 Etapa: Estabelecer as condi¢des de contorno do modelo, considerando faces

fixas ou restricbes de deslocamento, por exemplo.
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Para inserir a condicao de engastada em uma viga no Ansys, foi aplicado
um suporte fixo na analise modal e selecionada uma das duas faces nas
extremidades como geometria deste suporte fixo.

Semelhante a engastada, para inserir a condicao de bi engastada em uma
viga no Ansys, devem ser inseridos dois suportes fixos na analise modal e
selecionada uma extremidade como geometria de cada suporte fixo.

Para inserir a condi¢cao de simplesmente apoiada em uma viga no Ansys,
foram aplicadas duas restricdes de deslocamentos na analise modal, permitindo
movimento apenas no sentido axial do eixo, em seguida, foi selecionado um né
da malha de cada lado, atentando-se que estes nds estivessem posicionados na
posicao inferior da viga, como esta exemplificado na Figura 23.

Figura 23 — Seleg¢ao de n6 no modelo para aplicacédo de
restricao de deslocamento.

Fonte: Produzido pelo autor.

62 Etapa: Definir o tipo de analise a ser realizada, como de deformacao total
para obter os modos de vibrar do corpo analisado.

A sequir foi aplicada a analise de deformacéo total que, dentre outras
informacgdes, fornece os modos de vibrar do corpo com as condigdes fornecidas
até entao (Figura 24).

Figura 24 — Procedimento para aplicar a andlise de deformacao
total_kr]‘gu Ansys.

R
gl o Insert 3 Deformation ) = Total I
£ solve Strain ] ﬂq Directional Total
& Clear Generated Data Sbes ’ Insert a Total Deformation object.
I Rename B2 Linearized Stress ] This result provides the magnitude
U of displacements on nodes.
5 Group All Similar Children Frobe ,
= Open Solver Files Directory Cooiinie S ine B (@) Press F1 for help.
Q Volume
ﬁ User Defined Result
.-\ Python Result
User Defined Criteria  »
B commanas Tabular Data ittt
S TV e R R ey B PthonCode  foo -aOx

Fonte: Ansys (2023).
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72 Etapa: Definidos todos os parametros, € possivel executar a simulagao e obter
os resultados das frequéncias naturais dos modos de vibrar obtidos.
Estabelecidos todos os parametros para a execugao da simulagéo, foi

selecionada a opgéao de resolver a simulagéo (Figura 25).

Figura 25 — Procedimento para executar a simulacao de uma
andlise modal no Ansys.

BN oo
....... 750 Pr Insert b
....... ( IIH Ar 2 golve
B ?@ [
il B Export Nastran File -
s - Solve
| Duplicat :
= EHIERE Start the solution process
& Clear Generated Data using the current solve
process settings.
¥ Delete
[: Rename (i) Press F1 for help.
E' Group All Similar Children
3 Open Solver Files Directory

Fonte: Ansys (2023).

Com isso, o software gera uma tabela com os seis primeiros modos de
vibrar por padrdo, podendo ser configurado para fornecer quantos forem

necessarios, um exemplo de tabela com os valores esta presente na Figura 26.

Figura 26 — Tabela com os
modos de vibrar gerada
pelo software Ansys ao
executar a simulagao.

Mode ||7 Frequency [Hz]
A 1313 '
2|2 82,264
3|3 93 632
414 230,31
b M= 451,27
6l6. 48543

.'I.:o'r;te: Produzido pelo autor.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta secao serdo expostos os resultados das simulagdes e do método

analitico, para que estes possam ser validados e comparados.
4.1 Validacao dos métodos

Para validar os métodos utilizados, esses foram realizados para o perfil
de Reis (2016), considerado como o trabalho base nesta se¢ao, na Tabela 9
estao dispostos os resultados da solugcédo analitica e pelo MEF para as quatro
frequéncias naturais obtidas e a diferenga relativa entre os métodos. Neste caso,

diferencas inferiores a 5% serao consideradas irrelevantes.

Tabela 9 - Diferenca relativa entre as frequéncias
analiticas e por elementos finitos.

Frequéncias Solugao Elementos Diferencga
naturais analitica (Hz) Finitos (Hz) relativa
w1 13,22 13,13 0,70%
w2 82,86 82,26 0,73%
w3 232,02 230,31 0,74%
w4 454,68 451,27 0,75%

Visto que todas as diferengas permanecem no intervalo de 0,7% a 0,75%,
os resultados podem ser considerados satisfatorios. Na Tabela 10, esta disposta
a comparacao entre os resultados pelo método analitico deste trabalho e do

trabalho base.

Tabela 10 - Diferenca relativa entre as frequéncias
analiticas obtidas neste trabalho e em Reis (2016).

Frequéncias Analitico (Hz) Analitico Diferenga
naturais Reis (2016) (Hz) relativa
w1 13,33 13,22 0,81%
w2 83,57 82,86 0,84%
ws 233,99 232,02 0,84%
w4 458,53 454,68 0,84%

Visto que todas as diferengcas permanecem no intervalo de 0,81% a
0,84%, os resultados podem ser considerados satisfatorios. Na Tabela 11, esta
disposta a comparacao entre os resultados pelo método de elementos finitos

deste trabalho e do trabalho base.



Tabela 11 - Diferenca relativa entre as frequéncias por
elementos finitos obtidas neste trabalho e em Reis (2016).

Frequéncias Elementos Finitos (Hz) Elementos Diferenca
naturais Reis (2016) Finitos (Hz) relativa
wt 13,26 13,13 0,99%
w2 83,08 82,26 0,99%
ws 232,59 230,31 0,98%
w4 455,71 451,27 0,97%
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Visto que todas as diferengcas permanecem no intervalo de 0,97% a

0,99%, os resultados podem ser considerados satisfatérios. Nas Tabelas 12 e

13 estao dispostas as comparagdes entre os resultados do método experimental

do trabalho base e o método analitico deste trabalho e entre o método

experimental do trabalho base e o0 método de elementos finitos deste trabalho,

respectivamente.

Tabela 12

Diferenca

relativa entre as frequéncias
experimentais do trabalho base e as frequéncias analiticas
deste trabalho.

Frequéncias Experimental (Hz) Analitico Diferenga relativa a
naturais Reis (2016) (Hz) solugéo analitica
w1 11,73 13,22 11,30%
w2 66,85 82,86 19,33%
ws 176,44 232,02 23,96%
w4 369,16 454,68 18,81%
Tabela 13 - Diferenca relativa entre as frequéncias

experimentais do trabalho base e as frequéncias pelo MEF
deste trabalho.

Frequéncias Resultado analitico (Hz) Elementos Diferencga relativa

naturais Reis (2016) Finitos (Hz) ao MEF
w1 11,73 13,13 10,67%
w2 66,85 82,26 18,74%
w3 176,44 230,31 23,39%
w4 369,16 451,27 18,19%

Foram verificadas elevadas diferengcas nas comparacgdes das Tabelas 12

e 13, de 10,67% a 23,96%, especialmente nas frequéncias mais altas, porém

estas se aproximam com as obtidas no trabalho base, isto ocorre por conta das

simplificacdes dos modelos analitico e de elementos finitos em relagdo ao

procedimento experimental. Na Tabela 14 estdo dispostas diferencas obtidas
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neste trabalho e as diferencas obtidas em Reis (2016), para verificacao da
proximidade dos resultados.

Tabela 14 — Comparacao entre as diferencas.

Diferenga solugé@o
Frequéncias analitica em relagao a

Diferenca Elementos Finitos Diferenca

atras | oparmonaido | °Stiepeenentl obida o
trabalho base
w1 11,30% 10,67% 12,00%
w2 19,33% 18,74% 20,00%
w3 23,96% 23,39% 24,60%
w4 18,81% 18,19% 19,50%

Assim, sera possivel seguir adiante com os valores obtidos pelos métodos
deste trabalho, como foi realizado no Reis (2016).
Os quatro modos de vibrar obtidos para cada condi¢cdo de contorno estao
apresentados nas Figuras 27 a 29. Na Figura 27, estdo dispostos os modos de
vibrar analisados para todos os perfis engastados.

Figura 27 — Modos de vibrar analisados nas vigas engastadas.

(c) (d)

Fonte: Produzido pelo autor.

Na Figura 28, estao dispostos os modos de vibrar analisados para todos os
perfis bi engastados.

Figura 28 — Modos de vibrar analisados nas vigas bi engastadas.

() (d)

Fonte: Produzido pelo autor.
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Na Figura 29, estao dispostos os modos de vibrar analisados para todos os

perfis simplesmente apoiados.

Figura 29 — Modos de vibrar analisados nas vigas simplesmente apoiadas.

Fonte: Produzido pelo autor.

4.2 Influéncia da secao transversal nas frequéncias naturais de uma viga

Nesta secao foram considerados os resultados para as vigas engastadas,
enquanto as dimensodes dos perfis sdo variadas, de modo a verificar, para as
mesmas condi¢cdes de contorno, o impacto destas variacdes. Além disso, foram
tracados graficos baseados nos valores das solugbes analiticas, para facilitar a
observacgao destas variagbes. Também foram determinados os tipos de funcao

que as frequéncias obedecem a partir das variagdes dos perfis.
4.2.1 Perfil Retangular

As comparagdes entre os resultados do método analitico e do MEF para

os perfis retangulares estédo dispostas nas Tabelas 15 a 17.

Tabela 15 — Comparacgéo entre os resultados dos métodos
analitico e de elementos finitos para o perfil retangular
engastado com 3mm de altura.

Frequéncias Solugao Analitica Elementos Diferenca
naturais (Hz) Finitos (Hz) relativa
w1 0,62 0,61 1,00%
w2 3,88 3,84 0,99%
w3 10,85 10,74 0,99%

w4 21,26 21,05 0,99%
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Tabela 16 — Comparagcao entre os resultados dos
métodos analitico e de elementos finitos para o perfil
retangular engastado com 6mm de altura.

Frequéncias Solugao Elementos Diferenga
naturais Analitica (Hz) Finitos (Hz) relativa
w1 1,24 1,22 1,00%
w2 7,75 7,67 1,01%
w3 21,70 21,48 1,01%
w4 42,52 42,09 1,02%

Tabela 17 — Comparagdo entre os resultados dos
métodos analitico e de elementos finitos para o perfil
retangular engastado com 9mm de altura.

Frequéncias Solugao Elementos Diferenca
naturais Analitica (Hz) Finitos (Hz) relativa
w1 1,86 1,84 1,02%
w2 11,63 11,51 1,03%
w3 32,55 32,21 1,04%
w4 63,79 63,12 1,05%

Gréfico 1 - Comportamento dos modos de vibrar com a variagdo da altura do

perfil retangular engastado.
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Fonte: Produzido pelo autor.

Verificando estas tabelas, percebe-se que as diferencas variam de 0,99%

a 1,05%, assim, podem ser consideradas conformes. No Grafico 1 estédo

distribuidas as frequéncias naturais em funcdes lineares, de modo que seja
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possivel observar a variagdo de cada modo de vibrar em relacao a altura do perfil
da viga. Assim, a cada 100% de variacdo na altura dos perfis retangulares,
obteve-se, em média, 100% de aumento nas frequéncias naturais deste.

4.2.2 Perfil |

As comparacgdes entre os resultados do método analitico e do MEF para

os perfis | estao dispostas nas Tabelas 18 a 20.

Tabela 18 — Comparacdo entre os resultados dos
métodos analitico e de elementos finitos para o perfil |
engastado com 1,91mm de espessura da alma.

Frequéncias Solucao Analitica Elementos Diferencga
naturais (Hz) Finitos (Hz) relativa
w1 15,50 15,47 0,19%
w2 97,13 94,90 2,30%
ws 271,96 257,30 5,39%
o 532,94 482,80 9,41%

Tabela 19 — Comparacao entre os resultados dos
métodos analitico e de elementos finitos para o perfil |
engastado com 9,53mm de espessura da alma.

Frequéncias  Solucao Analitica Elementos Diferenca
naturais (Hz) Finitos (Hz) relativa
w1 13,04 13,05 -0,08%
w2 81,73 81,27 0,56%
w3 228,85 225,22 1,59%
w4 448,45 434,92 3,02%

Tabela 20 — Comparagcdo entre os resultados dos
métodos analitico e de elementos finitos para o perfil
| engastado com 19,05mm de espessura da alma.

Frequéncias Solugao Elementos Diferenca
naturais Analitica (Hz) Finitos (Hz) relativa
w1 11,69 11,70 -0,09%
w2 73,23 73,02 0,29%
w3 205,05 203,08 0,96%
w4 401,83 394,13 1,92%

Verificando estas tabelas, percebe-se que as diferencas variam de -0,09%
a 9,41%, assim, podem ser consideradas aceitaveis por estarem abaixo de 10%.
No Gréfico 2 estao distribuidas as frequéncias naturais em fungdes polinomiais
de segundo grau, as fungdes para cada modo de vibrar estdo dispostas no
grafico.
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Gréfico 2 - Comportamento dos modos de vibrar com a variagao da altura do

perfil | engastado.
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Fonte: Produzido pelo autor.

Verificando a variagao, percebeu-se que, quando a altura foi duplicada, a
frequéncia natural também duplicou. Realizando uma comparagdo entre 0s
resultados do perfil com a espessura da alma de 1,91mm (Tabela 18) e com a
espessura da alma de 9,53mm (Tabela 19), para um aumento de 500% na
espessura da alma, houve uma reducao de, aproximadamente, 15,9% nas
frequéncias naturais da primeira em relagdo a segunda. J& observando a
comparacao entre a espessura da alma de 1,91mm (Tabela 18) e com a
espessura da alma de 19,1mm (Tabela 20) para um aumento de 1000% na
espessura da alma, houve uma reducao de, aproximadamente, 24,6% nas
frequéncias naturais da primeira em relagdo a ultima. Assim, a cada 100% de
variagao nas espessuras das almas dos perfis |, obteve-se, em média, uma
reducao de 2,82% nas frequéncias naturais destes.
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4.2.3 Perfil Tubular Redondo

As comparacoes entre os resultados do método analitico e do MEF para
os perfis tubulares redondos estédo dispostas nas Tabelas 21 a 23.

Tabela 21 — Comparagcao entre os resultados dos
métodos analitico e de elementos finitos para o perfil
tubular redondo engastado com 3,30mm de

espessura.
Frequéncias Solucao Elementos Diferenca
naturais Analitica (Hz) Finitos (Hz) relativa
w1 2,79 2,79 0,00%
w2 17,46 17,47 -0,06%
w3 48,88 48,88 0,00%
w4 95,78 95,72 0,06%

Tabela 22 — Comparacao entre os resultados dos
métodos analitico e de elementos finitos para o perfil
tubular redondo engastado com 8,00mm de

espessura.
Frequéncias Solugao Elementos Diferenca
naturais Analitica (Hz) Finitos (Hz) relativa
w1 2,39 2,39 0,00%
w2 14,96 14,97 -0,07%
ws 41,89 41,91 -0,05%
w4 82,10 82,10 -0,03%

Tabela 23 — Comparacdo entre os resultados dos
métodos analitico e de elementos finitos para o perfil
tubular redondo engastado com 10,35mm de espessura.

Frequéncias Solugao Elementos Diferenca
naturais Analitica (Hz) Finitos (Hz) relativa
w1 2,28 2,28 0,00%
w2 14,27 14,28 -0,08%
w3 39,96 39,98 -0,05%
w4 78,30 78,32 -0,02%

Verificando estas tabelas, percebe-se que as diferencas variam de -0,08%
a 0,06%, assim, podem ser consideradas aceitaveis por estarem abaixo de 10%.
No Gréfico 3 estao distribuidas as frequéncias naturais em fungdes polinomiais

de segundo grau, as func¢des para cada modo de vibrar estdo dispostas no
grafico.
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Gréfico 3 - Comportamento dos modos de vibrar com a variagao da altura do

perfil tubular redondo engastado.
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Fonte: Produzido pelo autor.

Realizando uma comparacdo entre os resultados do perfil com a
espessura do tubo de 3,30mm (Tabela 21) e com a espessura do tubo de
8,00mm (Tabela 22), para um aumento de, aproximadamente, 242% na
espessura do tubo, houve uma reducdo de, aproximadamente, 14,3% nas
frequéncias naturais da primeira em relacdo a segunda. Ja observando a
comparacdo entre a espessura do tubo de 3,30mm (Tabela 21) e com a
espessura do tubo de 10,35mm (Tabela 23) para um aumento de,
aproximadamente, 313,64% na espessura do tubo, houve uma reducao de,
aproximadamente, 18,3% nas frequéncias naturais da primeira em relagdo a
ultima. Assim, a cada 100% de variacdo nas espessuras dos tubos de perfis
tubulares redondos, obteve-se, em média, uma redugdo de 5,89% nas

frequéncias naturais destes.
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4.2.4 Perfil Tubular Quadrado

As comparacoes entre os resultados do método analitico e do MEF para
os perfis tubulares quadrados estdo dispostas nas Tabelas 24 a 26.

Tabela 24 — Comparacéao entre os resultados dos
métodos analitico e de elementos finitos para o
perfil tubular quadrado engastado com 1,57mm de

espessura.
Frequéncias Solugao Elementos Diferenca
naturais Analitica (Hz) Finitos (Hz) relativa
w1 5,05 5,06 -0,20%
w2 31,66 31,67 -0,03%
w3 88,65 88,51 0,16%
w4 173,71 172,97 0,43%

Tabela 25 — Comparacéao entre os resultados dos
métodos analitico e de elementos finitos para o
perfil tubular quadrado engastado com 5,55mm de

espessura.
Frequéncias Solugao Elementos Diferencga
naturais Analitica (Hz) Finitos (Hz) relativa
w1 4,2 4,21 -0,24%
w2 26,34 26,37 -0,11%
w3 73,74 73,75 -0,01%
w4 144,51 144,32 0,13%

Tabela 26 — Comparagao entre os resultados dos
métodos analitico e de elementos finitos para o
perfil tubular quadrado engastado com 7,54mm
de espessura.

Frequéncias Solugao Elementos Diferenca
naturais Analitica (Hz)  Finitos (Hz) relativa
w1 3,96 3,97 -0,25%
w2 24,83 24,86 -0,12%
w3 69,52 69,56 -0,06%
w4 136,23 136,16 0,05%

Verificando estas tabelas, percebe-se que as diferencas variam de -0,25%
a 0,43%, assim, podem ser consideradas aceitaveis por estarem abaixo de 10%.
No Gréfico 4 estao distribuidas as frequéncias naturais em fungdes polinomiais
de segundo grau, as fung¢des para cada modo de vibrar estdo dispostas no

grafico.
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Gréfico 4 - Comportamento dos modos de vibrar com a variagao da altura do
perfil tubular quadrado engastado.
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Fonte: Produzido pelo autor.

Realizando uma comparacdo entre os resultados do perfil com a
espessura do tubo de 1,57mm (Tabela 24) e com a espessura do tubo de
5,55mm (Tabela 25), para um aumento de, aproximadamente, 353,5% na
espessura do tubo, houve uma reducado de, aproximadamente, 16,8% nas
frequéncias naturais da primeira em relacdo a segunda. Ja observando a
comparagdo entre a espessura do tubo de 1,57mm (Tabela 24) e com a
espessura do tubo de 7,54mm (Tabela 26) para um aumento de,
aproximadamente, 480,25% na espessura do tubo, houve uma reducéo de,
aproximadamente, 21,6% nas frequéncias naturais da primeira em relagdo a
ultima. Assim, a cada 100% de variacdo nas espessuras dos tubos de perfis
tubulares quadrados, obteve-se, em média, uma reducao de 4,62% frequéncias
naturais destes.

Verificou-se que, com excec¢ao dos perfis retangulares, todos os outros
apresentaram reducgdes nas suas frequéncias naturais, apesar do aumento no

momento de inércia.
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4.3 Influéncia das condicdes de contorno nas frequéncias naturais de uma

viga

Nesta secao foram considerados os resultados para as vigas, enquanto suas
condigdes de contorno sdo variadas, de modo a verificar, para o mesmo perfil, o
impacto destas variagdes. Os perfis com as menores dimensdes entre as
variadas foram considerados nestas analises.

A comparacao entre os resultados do método analitico das trés condicoes

de contorno do perfil retangular esta disposta na Tabela 27.

Tabela 27 — Comparagédo entre os resultados
analiticos das condicbes de contorno para o
perfil retangular de altura 3mm.

Frequéncias Engastada- Bi . .
naturais Livre engastada Bi apoiada
w1 (Hz) 0,61 3,90 1,72
w2 (Hz) 3,84 10,75 6,87
w3 (Hz) 10,74 21,08 15,45
wa (Hz) 21,05 34,84 27,47

A comparacao entre os resultados do método analitico das trés condi¢des

de contorno do perfil | esta disposta na Tabela 28.

Tabela 28 — Comparagédo entre os resultados
analiticos das condicbes de contorno para o
perfil | de espessura da alma igual a 1,91mm.

Frequénqias Enge_lstada- Bi Bi apoiada
naturais Livre engastada
w1 (Hz) 15,47 95,41 43,16
w2 (Hz) 94,90 252,63 168,26
w3 (Hz) 257,30 471,94 363,69
w4 (Hz) 482,80 738,80 614,22

A comparagéo entre os resultados do método analitico das trés condigbes de
contorno do perfil tubular redondo esta disposta na Tabela 29.
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Tabela 29 — Comparacao entre os resultados
analiticos das condi¢gbes de contorno para o
perfil tubular redondo de espessura igual a

3,30mm.
Frig‘?uerg(i:slas EngLéil\f::da engaletada Bi apoiada
w1 (Hz) 2,79 17,74 7,82
w2 (Hz) 17,47 48,86 31,28
w3 (Hz) 48,88 95,71 70,34
wa (Hz) 95,72 158,05 124,94

A comparacao entre os resultados do método analitico das trés condi¢des

de contorno do perfil tubular quadrado esta disposta na Tabela 30.

Tabela 30 - Comparacdo entre os resultados
analiticos das condigbes de contorno para o perfil
tubular quadrado de espessura igual a 1,57mm.

Frequéncias Engastada-

Bi engastada  Bi apoiada

naturais Livre

w1 (Hz) 5,06 32,15 14,19
w2 (Hz) 31,67 88,42 56,62
w3 (Hz) 88,51 172,81 126,91
w4 (Hz) 172,97 284,58 224,41

Primeiramente, é possivel analisar que os primeiros modos de vibrar para
as condigbes de contorno “Bi engastada” de todos os perfis sdo iguais aos
segundos modos de vibrar da condigdo “Engastada-Livre”, este fen6meno se
deve ao fato de que o movimento do corpo é restrito ao ter uma de suas
extremidades engastadas, por isso um modo de vibrar é “perdido”. Além disso,
todos os valores de frequéncia natural para as vigas simplesmente apoiadas
ficaram entre as engastadas e as bi engastadas, na Tabela 31 estao as relagdes
percentuais das frequéncias para a condicdo de simplesmente apoiada em
relacédo a bi engastada.

O Graéfico 5 apresenta a comparacao entre as condi¢cdes de contorno para
cada modo de vibrar, a constatacao de que os modos de vibrar da condi¢do de
bi engastada (colunas laranjas) séo iguais aos modos anteriores da condigéo de
engastada (colunas azuis) pode ser observada com clareza nesta
representacao.
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Tabela 31 — Relagdo percentual das
frequéncias entre a condicdo de
simplesmente apoiada e bi engastada.

Frequéncias Simplesmente apoiada em
naturais relacdo a bi engastado
w1 (Hz) 35,50%
w2 (Hz) 51,71%
w3 (Hz) 59,46%
w4 (Hz) 63,98%

Gréafico 5 — Comparacdo das frequéncias naturais entre as condigbes de
contorno para o perfil retangular.
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Fonte: Produzido pelo autor.
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5 CONCLUSAO

O modelo desenvolvido apresentou conformidade em relacdo a referéncia
utilizada para validacédo, Reis (2016), as diferencas relativas obtidas entre os
resultados analiticos neste desenvolvidos e os da referéncia permaneceram
inferiores a 1,00%, 0 mesmo ocorreu para os resultados obtidos pelo método de
elementos finitos. Nesse contexto, as diferengas obtidas em relagdo ao método
experimental deste permaneceram, também, proximas. Por isso, os modelos
utilizados foram considerados validos.

Ademais, tratando-se do impacto do perfil das vigas nas frequéncias naturais,
as variacoes médias nas frequéncias naturais para uma variagdo de 100% nas
dimensodes dos perfis analisados foram determinadas e séo de 100% para o perfil
retangular; 2,82% para o perfil |; 5,89% para o perfil tubular redondo e 4,62%
para o perfil tubular quadrado.

Assim, as geometrias analisados mais sensiveis a variagdes em seus perfis
sdo, nesta ordem, o perfil retangular, o perfil tubular redondo, o perfil tubular
quadrado e o perfil 1.

Além disso, observando as mudancgas nas condi¢cées de contorno, verificou-
se que a frequéncia natural wn para a condicdo de bi engastada é igual a
frequéncia natural wn-1 para a condicdo engastada, ja a bi engastada nao
apresenta extremidades livres, o primeiro modo de vibrar das vigas engastadas
néao pode ser detectado nas vigas bi engastadas.

Também se percebeu que as vigas simplesmente apoiadas apresentaram
seus valores de frequéncias naturais entre os valores das frequéncias de
engastada e bi engastada, ao se relacionar estes valores com as das vigas fixas,
foi possivel verificar relagées percentuais variando de 35,5%, no primeiro modo
de vibrar, até 63,4% no segundo modo de vibrar, sendo, quanto maior o modo
de vibrar, mais este se aproximou do resultado obtido na condicdo de bi
engastada.

A compatibilidade entre os resultados analiticos e numéricos também
mostram a viabilidade do uso da ferramenta Ansys tanto para pesquisas, quanto
para abordagem didatica em sala de aula, contribuindo para melhor
compreensao dos conceitos envolvidos.
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5.1 Sugestoes para os proximos trabalhos

Como sugestao para préximos estudos a partir do que foi desenvolvido
neste trabalho tem-se a verificagdo da convergéncia dos valores de frequéncias
naturais considerando elementos de uma dimens&o no método de elementos
finitos e com vigas de comprimentos menores. Também pode ser desenvolvido
um estudo semelhante ao desenvolvido neste trabalho, porém considerando
valores de amortecimento. Outra sugestao € de desenvolver um estudo para
entender a causa dos comportamentos diferentes dos perfis ao terem sua segao
variada, entender o motivo de algumas frequéncias diminuirem, enquanto outra

cresce.
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