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Resumo

As propriedades mecanicas de nano e micro sistemas tém motivado muitos estudos
com o objetivo de entender como a interagao mecanica afeta os materiais em pequenas
dimensoes. A nanoindentacao foi desenvolvida no inicio dos anos 1970 e é amplamente
usada para extrair propriedades mecanicas de materiais, como por exemplo, o modulo
de Young. Tem-se observado que modelos matematicos classicos da mecanica do contato
com base no contato Hertziano (derivado do contato eldstico semi-infinito) nao descre-
vem adequadamente os campos de tensao e deformacao devido aos efeitos do substrato
e tamanho do indentador. Esse trabalho tem por objetivo adaptar o modelo proposto
por Hertz para simular o contato entre indentadores com uma superficie de espessura
finita. O método de elementos finitos (MEF) foi utilizado para modelar as geometrias do
contato esférico e conico, permitindo a investigacao da resposta mecanica desses contatos
por simulagoes de indentagao computacional. Os dados obitidos pelo MEF permitiram o
ajuste do modelo de Hertz e fatores de correcao foram incluidos para levar a informacao da
espessura da amostra e assim melhorar o entendimento do efeito do substrato em nanoin-
dentacoes. Esses ajustes do modelo de Hertz em conjunto com os dados experimentais de
microscopia de forga atomica sao importantes no estudo das propriedades mecanicas de
materiais biolégicos, pois fornece a possibilidade de obter dados quantitativo e qualitativos
a respeito do comportamento eldstico de sistemas em pequena escala.



Abstract

The mechanical properties of nano and micro systems motivated many studies aiming
understanding of how materials are affected by mechanical interactions in low dimensions.
Nanoindentation was developed in the early 1970s and is widely use to extract material
mechanical properties, e.g. Young’s modulus. It has been observed that classical mathe-
matical models of the mechanics of contact based on the Hertz contact solution (which is
the derived for the semi-infinite elastic contact), doesn’t adequately describe the indenta-
tion stress field due to the effects of substrate and indenter tip size. The purpose of this
work is the modification of the model proposed by Hertz to describe the contact between
indenters with a surface of finite thickness. The finite element method (FEM) was used
to model the spherical and conical geometries of the contact allowing investigation of the
mechanical response of these contacts by computational simulations of indentation. By
fitting the data obtained by FEM for samples with different thickness, it was possible to
(7) to understand the role of the substrate during nanoindentation of thin samples, and
(17) to determine the correction factor of the Hertz model to account for sample thickness.
These modification can be used to analyze nanoindentation experiments performed with
atomic force microscopy to study the mechanical properties of small-scale systems.
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1 Introducao

O interesse no estudo do contato entre superficies iniciou a mais de uma século como os
estudos de problemas entre sélidos elédsticos desenvolvidos por (Hertz-1881) et al. [1, 2] e
(Boussinesq-1885) et al. [3], onde desenvolveram expressoes analiticas para a deformagao
gerada por uma forca em relacao a uma amostra de espessura infinita. Apesar do in-
tenso estudo e atencao dispensados, muitos comportamentos relacionados a deformacao
de contato ainda nao foram completamente desvendado. Nas ultimas décadas muitos tra-
balhos foram desenvolvidos nessa area devido a melhoria de ferramentas matematicas e

computacionais e o grande interesse nas ciéncias dos materiais, engenharias e medicina.

Snelddon [1] se baseou na abordagem adaptada por Boussinesq e desenvolveu uma
metodologia baseada em transformagoes de integrais. Derivou solugoes para diversas geo-
metrias de indentadores assimétricos, considerando apenas problemas envolvendo amostra
de espessura infinita. Landau [5] resumiu a abordagem Hertziana reproduzindo seus resul-
tados e obteve expressoes para os campos de tensao e deslocamento. Célculos envolvendo
andalise de propriedades elasticas de materiais de espessura finita tém exigido uma alta
performace em cédlculos numéricos [0, 7]. Aleksandrov [3, 9] utilizou métodos assintéticos
e a transformada integral para resolver deformacoes em uma camada finita, embora seus
resultados nao sao aplicados para materiais incompressiveis, que é o caso da maioria
dos tecidos biolégicos. Calculos analiticos [10] fazem uma estimativa das caracteristicas
elasticas de amostras incompressiveis de espessura finita deformadas por um indentador

esférico, sendo o resultado mais indicado a se comparar com o presente trabalho.

A identificacao de propriedades mecanicas de micro e nanosistemas vem sendo muito
explorado como, por exemplo, nanotubos de carbono (estruturas de grafeno, onde traba-
lThos mostram que seu ponto de quebra é 200 vezes maior que o ago [l 1], tornando-se o
material mais resistente e flexivel ja testado), sistemas biolégicos no estudo de resposta
eldstica de membranas celulares [12], e no estudo de mobilidade de células cancerigenas,
onde as mudancas morfoldgicas sofridas por essas células influenciam caracteristicas como

mobilidade, adesao e capacidade de invasao [13, 14].
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A microscopia de forga atomica (AFM - Atomic Force Microscopy) é uma técnica po-
derosa na investigagao mecanica de micro e nanosistemas, sendo considerada muito cedo
uma ferramenta 1til na andlise de sistemas biolégicos sob algumas condicoes fisiologicas,
devido ao seu modo de operar em liquidos [15]. A Figura 1 mostra o diagrama esquemético

do principio de funcionamento de um AFM. O AFM desde o seu desenvolvimento é utili-

Laser

Fotodiodo

Cantilever

Amostra

Scanner
Piezoelétrico

Figura 1: Diagrama esquematico do principio de funcionamento de um AFM. Adaptado

[49]

zado como indentador, onde a relagao da variacao da forca com a indentacao ¢ interpretada
em conjunto com modelos matematicos apropriados permitindo estudar as propriedades
eldsticas de sistemas complexos [10]. Estudos utilizando a técnica de microscopia de forga
atomica mostraram que células cancerigenas de seios, pulmao e pancreas em processo de
metdstase sao em torno de 70% mais flexiveis que as células boas. Mostrando diferentes
padroes de rigidez para diferentes tipos de canceres, pode-se concluir que informacoes
intrinsecas de elasticidade celular sao importantes para diferenciar células cancerigenas

das células saudaveis, mesmo que a nivel morfolégico ela sejam semelhantes [17].

No entanto tem-se observado que modelos matematicos classicos da mecanica do con-
tato nao descrevem adequadamente o comportamento de sistemas com espessuras finitas,
ou seja, esses modelos tém que ser corrigidos para sistemas em pequena escala. O método
de elementos finitos (MEF) é uma ferramenta numérica utilizada em vérias linhas de pes-
quisa [18, 19, 20, 21] para resolver equacoes diferenciais parciais que descrevem sistemas
fisicos com geometrias complexas e diferentes condigoes de contorno. Com a utilizagao
do MEF pode-se adaptar o modelo Hertziano para o contato entre superficies possibili-
tando a interpretacao com mais confiabilidade das curvas de forca do microscopio de forca

atomica.
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O objetivo desse trabalho é adaptar o modelo Hertz para o contato elastico entre
superficies infinitas para superficies finitas utilizando o MEF para modelar o contato de
indentadores do tipo esférico ou conico sob diferentes condigoes de contorno. Sera apre-
sentada a teoria dos sélidos (Capitulo - 2) com objetivo de familiarizar o leitor com as
notacoes adotadas e assim propocionar um melhor entendimento das equagoes funda-
mentais no estudo de deformagoes. O modelo de Hertz para o contato é apresentado
no capitulo 3 mostrando suas principais caracteristicas como, suposicoes, calculos para
os identadores do tipo esférico e conico, suas limitacoes e como pode ser aplicado a na-
noindentagoes. O fundamento do método (MEF) utilizado para a modificacao do contato
Hertziano e suas aplicagoes em varias linhas de pesquisa sao expostas no capitulo 4. No
capitulo 5 foi analisado o comportamento da deformacao de amostras com espessura fi-
nita para condigoes de contorno diferenciadas através de simulagoes computacionais de
nanoindentacgoes, obtendo assim as curvas de forca-deformacdo em funcao da espessura

da amostra para os identadores esférico e conico.
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2 Teoria da Deformacao dos
Solidos

O presente capitulo vem a apresentar os conceitos basicos da elasticidade como: estado
de deformagoes, estado de tensao e constantes elasticas dando assim um suporte para o

entendimento das equacoes fundamentais para o estudo da mecanica dos sélidos.

2.1 Teoria de pequenas deformacoes: o tensor de de-
formacoes

Seja um corpo como uma barra retangular submetida a uma forca externa em uma
de suas extremidades gerando um campo de deformagoes. A Figura 2 apresenta fibras
do corpo dispostas como uma malha quadrada para representar os elementos da barra
que se deformam localmente, ou seja, os elementos dentro da malha sao submetidos a

deformagoes de extensao e de cisalhamento.

Considere uma fibra definida por dois pontos materiais vizinhos na barra (Figura
2(b)). Na configuracao nao deformada, eles ocupam as posigoes Py e P, que definem o
vetor posicao relativa r. Apods deformacao esses pontos estao localizados nas posicoes
P} e P'. De acordo com a teoria da elasticidade linear (pequenas deformagoes), pode-se
calcular o deslocamento relativo entre os pontos Fy e P fazendo uma expansao em série
de Taylor em coordenadas cartesianas do vetor r’ em torno do ponto P,. Sendo assim os

vetores r e r’ sdo representados por:

r = u(z,y,2)i+0"(z,y,2)j +w'(z,y,2)k
v’ = u(zr,y,2)i+u(r,y, 2)j+w(,y 2)k

onde u°, v° e w® sdao as componentes do vetor r referente a configuracao nao deformada
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/ P’ /
/ /
/ /‘. //
I /
! r/ ,/
I / /
| / /
I / /
\ ¢ /
\ ,
\ P° II
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Nao deformado Deformado
| |
, 7 o,
Nio deformado Deformado

(a) (b)

Figura 2: (A) Fibras representando a variagao local dos elementos ap6s deformagao; (B)
Posicionamentos de dois elementos que compoes as fibras antes e depois da deformacao.[22]

e i, j e k sao os vetores unitarios das diregoes x, y e z.

Aplicando a expansao para u, v € w, tem-se

ou

u = uo—ir%(u—uo)jtg—?;(v—vo)—l—%(w—wo)
vo= UO+%(U—UO)+2—Z(’U—UO) gZ(w w) (2.1)
w = w )+ S = o)+ S — o)
Define-se que o campo de deslocamento Ar dado por Ar =1’ —r, e assim:
Ar, = %Au + Z—ZAU + %Aw
Ar, = g—zAu + gZAU + ngw (2.2)
Ar, = %Au + g—wAv + 2—2Aw
escrito em notacgao tensorial, Ar torna-se
Ar; = J; jAu; (2.3)

Onde J; ; ¢ chamado de tensor gradiente de deslocamento e pode ser escrito na sua forma
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matricial em coordenadas cartesianas.

ou ou du
oxr Oy 0Oz

| o o

JZ’] dr Oy Oz (2'4)
ow  dw dw
ox oy 0z

O tensor J; ; pode ser decomposto em uma parte simétrica e outra anti-simétrica,

Jij=eij+ w;,j (2.5)
Onde
1
em = 5 (Ji’j + Jj,i) (26)
1
wiy = 5 (Jig = Jii) (2.7)

O tensor e;; é chamado de tensor de deformagoes (Strain) e o w; ; é referido como tensor
de rotagao[22]. Usando as equagbes 2.3 e 2.5, observa-se que o deslocamento relativo
entre dois pontos vizinhos para teoria das pequenas deformacoes é dada em termos de

uma soma de deformacoes e componentes de rotacao.
—_— 0 . . . / .
u; = u; + e jdr; + wj ;dz; (2.8)
E interessante comentar a interpretacao fisica dos elementos do tensor de deformacao.

Os indices ¢ e j representam as coordenadas x,y e z e assumem valores 7,7 = 1,2 e 3.

Para i = j = 1 nas equagoes 2.7 e 2.8, obtem-se:

by L (0 0w) o

= 2 Y11t C2\90z  Ox) Oz
1

U)lll = —(ul,l—uu):O

’ 2
Generalizando-se, a componente e;;(j = i) do tensor de deformacao representa uma pe-

quena deformagao na dire¢ao x;. Assim e; = g; representa uma deformacao relativa ao

eixo principal z; e é adimensional como mostra a Figura 3.

ou
Au = u; — u(l) = gpdry = —dx

ox

Agora vamos analisar o caso i = 1 e j = 2 somente para a equacao 2.7.

1 (g + o) 1 (0u n ov
e =Ez = (U u — — —
1,2 v=35 1,2 2,1 2\ oy " ox
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Figura 3: Deformacao relativa na direcao x

Com a ajuda da Figura 4 é facil compreender que ¢,, leva a informagao da variagao

dos angulos entre os semi-eixos positivos z e y.

1 1/0 0 1
Eay = 5 (ur2 +u21) = 5 (a_Z + a—z) =3 (61 + 02)

O termo 0, + 05 ¢ a variagao do angulo entre os eixos = e y e é designado por 7 2 que

estd intimamente relacionado com o tensor de deformagao ; ; = 1/27; ;.

Trabalhando o tensor de deformacao e; j, as suas componetes sao expressas por:

ou ov ow
Ex — a_:[‘ Ey = @—y g, = —az (29&)

1 0u Ov 1 0v oOw 1 0w Ou
=50y ) =3 gy =l ey (2.9b)



22

Figura 4: Indentador esférico:(A) segao transversal do contato entre uma esfera e um
sélido de raio Rg; (B) Esquema do posicionamento dos angulos para calcular h.

Utilizando a equacao 2.8 com a contribuicao apenas do tensor de rotagao para casos

particulares ¢ = 1,2 e 3, temos:

R (TR
dl; = w; ;dz; = 2\ 0z, ~ om; dz; (2.10)

Para i = 1, temos a soma em j com j # 1.

. 1 5u1 (?uQ 1 6U1 8u3

= —Rgdl’g + RQdiL’g = (R X dI‘)l
Do mesmo modo para i =2com j #2ei=3com j # 3

de = —Rgdl’l + Rldl‘g = (R X dI‘)Q
dlg = —Rgdxl + Rldl’g = (R X dI')g



seguintes segmentos:

23
Assim percebemos que w;; descreve uma rotagao de um segmento dr de um angulo v em
torno de um eixo na direcao de R. Consideremos um exemplo em que R = Resz e com 0s

— —
ABl = d:clel € ABQ = d£C2€2

(2.11)
Considerando apenas os efeitos de rotacao podemos escrever esses segmentos defor-
mados utilizando a equagao 2.8

—_
ABj = dz1e; + Rez x drie; = drie; + Rdrie,
—

(2.12)
ABé = d!L’geg + Re3 X dl‘gez = dl’geg — Rd!L’gel (213)
Os seguimentos ABy, AB,, AB] e AB) sao mostrados na Figura 5
rotagoes infinitesimais é dado por:

5. O angulo v para

Rdel RdIQ
tan~y = = — =R 2.14
i dl’l dl‘g ( )
,,,, \
- \
T
\ \
\ \
\ \
\ \
\\ dy ‘\ /
\ Wb
\ _ =\
\ -
\ _-~-" dx ,y .
A By

Figura 5: Exemplo de rotacao - 2D Adaptado]

]

2.2 Aplicacoes de forcas: o tensor de tensoes

Seja um corpo arbitrario sujeito a forcas externas mostrado na Figura 6. Para inves-
tigar e quantificar a distribuicao interna de forcas dentro de um sélido continuo, foi feita

uma secao onde existe uma pequena area 6A com um vetor normal n. A resultante de

forcas superficiais que atua sobre a area 0 A é representada por dF. Atensao é definida
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por:

OF
T(x,n) = 521—1»10 A (2.15)

Figura 6: Secao de um sélido sob a acao de forgas externas. Adaptado[22]

De acordo com o elemento infinitesimal de volume na Figura 7, considere o caso em
que 0A coincide com cada um dos trés planos de coordenadas e com o vetor normal n
apontando ao longo dos eixos positivos unitarios e;, e; e e3. Neste caso a tensao pode ser

escrita para cada face como:

T(x,n=e;) = o0,€1+ Ty€2+ Ty.€3
T(x,n=e3) = 7€ +0yes+7.€3 (2.16)
T(x,n=e3) = 7,61+ T,y€2+ 0.€3
y
Oy

7

Tz )—))’/f
7

zy ﬁ——) o,

Tor I—

Oz

Figura 7: Componentes positivas de tensao em um elemento de volume.

As nove componentes sao chamadas de componente de tensao, onde o,, 0, € 0, sao
as componentes normais e as quantidades Ty, Tpz, Tyz, Tysz, Toy € Tz S@0 componentes de

cisalhamento.
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Assim quando um corpo em equilibrio sofre a acao de uma ou mais forcas externas,
aparecerao componentes de tensao em todas as diregoes no seu interior. Independente do
sistema de coordenadas, as componentes normal de tensao sempre atuam tensionando ou
comprimindo a face do elemento de volume, precisando assim de apenas um indice para
representar a sua direcao. Dependente do sistema de coodenadas, as componentes de
cisalhamento precisa de dois indices, o primeiro indica o plano de atuacao e o segundo a
direcao da tensao. As componentes do tensor de tensoes podem ser formalmente escritas

na forma matricial.

Or Txy Taz
Oij = | Tya Oy Tyz (2.17)

Tex Tzy Oz

Apesar do tensor ter nove componentes, apenas seis sao importantes, pois ele é

simétrico em relagao a diagonal principal como serd mostrado na secao 2.3.2.

2.3 Propriedades elasticas dos materiais

Cada material responde de maneira especifica em deformacoes quando submetidos a
tensoes e essa informacao é representada através das equacgoes constitutivas. O compor-
tamento mecanico, diferente para diversos tipos de materiais, é indentificado no ensaio
de tracao. A figura 8 mostra a relacao tensao-deformacao para trés tipos de materiais
obtidos por esse procedimento experimental. Observa-se inicialmente um comportamento
linear para pequenas deformacoes seguido de um comportamento nao linear que pode

levar a grandes deformagoes. Assim a parcela de deformagao linear elastica €, é essencial-

ol

Ago

Ferro fundido

Aluminio

\

Figura 8: Curva tensao-deformagao uniaxial de trés materiais metdlicos
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mente proporcional a componente de tensao o, neste ensaio uniaxial e é reversivel. Apds
removida a tensao, a deformagcao desaparece e a esse fenomeno chamamos de deformacao
elastica. Dessa forma para uma forca uniaxial no regime eldstico pode-se escrever a

relagao:
o, = Ee, (2.18)

Onde E ¢é o médulo eldstico (ou médulo de Young) e nao é apenas a inclinagao da curva
do ensaio de tracao, este parametro representa a rigidez eldstica do material. A unidade

métrica do médulo de Young E ¢é o Pascal (Pa) onde ¢ dado em (N/m?).

Fisicamente o médulo de Young esté fortemente associado com as forgas interatomicas.
Em um sélido os atomos exercem forcas atrativas e repulsivas criando um equilibrio
quando estao perfeitamente separados. Uma forga externa tentando aproximar ou separar
esses atomos vai fazer com que naturalmente o sistema resista a nao sair do equilibrio,
entao quanto maior for essas ligacoes maior sera o modulo de Young, precisando ser

submetida a uma forca externa maior para gerar uma deformacao maior.

Uma outra propriedade importante é a razao ou coeficiente de Poisson. Seja um corpo
isotrépico (Figura 9) submetido a uma tracao uniaxial longitudinal o, (0, = o, = 0).
Como consequéncia surge uma contracao lateral perpendicular a extensao ¢, e £,. A
razao de Poisson v ¢é a razao entre a contragao lateral e a extensao longitudinal quando

submetido a tensao uniaxial deste material.

Figura 9: Elemento de volume submetido a uma tensao o,.

Considere um elemento infinitesimal de volume submetido a uma tensao o, como

mostra a Figura 9. A tensao na dire¢ao y gera deformacoes em todas as diregoes. A razao



27

de Poisson e dada por:

€, €
]/:——:——y

2.19
- L (2.19)

Como a extensao longitudinal é uma deformacao positiva e a contracao transversal é
negativa, a razao de Poisson v é definida negativa para obter um coeficiente positivo. O
valor de v varia entre 0 < v < 0.5, onde valores pequenos de v representam materiais
que sofrem pouca contragao lateral quando submetidos a extensoes longitudinais. Valores
de v proximos de 0.5 caracterizam materiais quase incompressiveis, ou seja, nao sofrem
variacao de volume sob tensao. Na Tabela 1 é mostrado as constantes eldsticas de alguns

materiais reportados na literatura.

| Material | E(GPa) | v |
Nitreto de Silicio(AFM) | 280-290 | 0.27-0.3
Vidro 75 0.18-0.3
Indentador de Diamante 1141 0.07
Aco 200 0.30
Néilon 6.6 1.58-3.80 0.39
Titanio 107 0.34

Tabela 1: Modulo de eldsticidade e razao de Poisson de materiais conhecidos [23].

2.3.1 Lei de Hooke generalizada

Na secao 2.3 definimos a relacao linear entre tensao e deformacao uniaxial. Essa
relagao é conhecida como lei de Hooke. A lei de Hooke generalizada[22] para um material

homogéneo e isotropico é dada por:

FE vE

Wy T -2

Ekk0ij (2.20)

Onde ¢;; é o delta de Kronecker.

Na equacao 2.20 é utilizada a notacao de Einstein para o somatério implicito repre-

sentado por indices repetidos, temos:
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E E
O = £x + v (ex +ey+¢r) (2.21a)
(1+v) (I1+v)(1-2v)
E vE
_ n . 2.21b
Uy (1 + I/) 5y (1 + V)(l _ QV) (5 Ey € ) ( )
E E
o, = £, + v (ex + €y +¢2) (2.21¢)
(1+v) (I1+v)(1-2v)
E
Toy = —2(1 7 Yey (2.21d)
E
. (2.21e)
2(1+v)
E
=501 0) ) (2.216)

A lei de Hooke generalizada também ¢é encontrada na literatura escrita em fungao do

moédulo de cisalhamento G e da constante de Lame A,

Oij = 2G €ij + )\61']'5@']' (222)

onde,

FE vE
=iy A= aEoa =) (2:23)

2.3.2 Equacoes de equilibrio

Seja um corpo em equilibrio sujeito a forgas superficiais e volumétricas Fa e F1 como
mostra a Figura 6. Essas forcas satistazem as equacgoes basicas do equilibrio, ou seja, o
somatoério de todas forcas e momentos é zero. Para o equilibrio estatico, a consevacao do
momento linear implica que estas forcas sao equilibradas e sua resultante é nula. Portanto
se o corpo esta em equilibrio pode-se escolher de maneira apropriada uma porcao do corpo
para se aplicar o principio do equilibrio. Entao a partir do somatério das focas superficiais

e volumétricas obtem-se:

/EdSJr/EdV:O (2.24)
S \%
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Podemos escrever as forcas de superficie em termos do tensor de tensoes como mostrado

na secao 2.3.
s 1%
Aplicando o teorema da divergéncia na equacao 2.25
/ (0ij; +Fi)dV =0 (2.26)
v

Como o integrando é continuo e volume V' é arbitrario e diferente de zero, entao a integral

desaparece.
oij; +Fi =0 (2.27)

A equagao 2.27 pode ser escrita da seguinte forma.

0o,  OTyy 0Ty
_I._

Ox Ay 0z e =0
OTpy  Ooy 0Ty B
5ty s T =0 (2.28)
07y, 01y, 0o,
F pr—
or T dy T T 0

Essas relacoes sao chamadas de equacoes de equilibrio e todo campo de tensoes no

equilibrio deve satisfazer as equagoes 3.29.

Usando a lei Hooke generalizada dada pela equagao 2.20

vE FE

T T A —2) T [y T (2.29)

e substituindo na forma geral das equacoes 2.9b

=5\, " o

obtem-se a equacao do equilibrio da forma:

E 0%y E 9%y

2(1+v)0x,? * 2(1+v)(1 — 2v) Ox;0x +h=0 (2.30)

Essas equagoes diferenciais parciais descrevem os deslocamentos sofridos por um corpo

em equilibrio submetido a forcas externas Fj.

Utilizado o principio do momento angular em que o momento de todas as forcas



atuantes em uma porg¢ao do corpo ¢é nula, temos:
/5ijk$ka dsS +/ EiijL‘ij dV =
S \%
= /a-jkxjolknl ds —|—/ Sijkl’ij dV
s 1%
Aplicando o teorema da divergéncia
/ [(eijnxjomm) +eijpxj Fil dV =0
1%

Simplificando a integral a equacao 2.33 torna-se

/ 5z'jk(7jk dV =0
14

30

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

Como a regiao V' é arbitraria o integrando deve ser ;0. = 0. Devido as propriedades de
kO j

antisimetria do tensor €;;, encontra-se que o tensor de tensoes ¢ simétrico, ou seja, 0;; =

0j;. Assim o tensor de tensoes tem nove componentes, onde apenas seis sao importantes.

No préximo capitulo serd utilizado a base tedrica dos campos de deformagoes em um

problema pratico. Problemas envolvendo o contato entre diferentes tipos de superficies

sao bastante utilizados em fisica aplicada para estudar a natureza desse contato e assim

retirar informacoes reolégicas dos materiais.
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3 Modelo de Hertz para o
Contato entre Superficies

O modelo de Hertz oferece uma maneira de calcular deformacoes localizadas e a dis-
tribuicao de pressao entre dois corpos eldsticos em contato. As tensoes e deformacoes
decorrentes desse contato tém uma aplicacao pratica em desgastes, teste de dureza, de-
sign de dentes de engrenagem, diagndstico de doengas [24, 25, 26] e em muito outros caso
onde o contato entre um indentador perfeitamente rigido e um plano é um modelo de

interesse particular.

3.1 Contato elastico entre dois sdlidos

3.1.1 Teoria de Hertz

Hertz[!, 2] na tentativa de entender o processo de indentacao e a natureza do contato
entre os corpos elasticos, ele tentou atribuir uma forma a surperficie de contato e usou

algumas hipéteses a fim de facilitar a analise:

1. O material dos corpos em contato € isotropico e homogéneo.

2. A forca aplicada € estdtica. Essa suposicao permite que dissipagao de energia sismica

(vibragoes ou ondas sonoras) durante o contato dos corpos seja desprezado.

3. O material € linearmente eldstico. A lei do Hooke descreve o comportamento do

material.

4. O raio de curvatura dos corpos em contato € muito grande em compara¢do com o
raio de contato. A teoria de hertz é baseada no problema de um espaco elastico semi-
infinito, no qual esta sujeito a pressdoes em uma pequena area localizada. Tracoes

fora da area de contato tendem a zero.
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5. As dimensoes dos corpos sao muito maiores que a dimensao da superficie de contato.
Isso garante que tensoes geradas devido ao contato desaparecam nas extremidades

do corpo, pois o objetivo de Hertz era estudar tensoes somente na regiao de contato.

6. O contato entre os corpos € suave. O efeito do atrito gerando durante o contato das

superficies é desprezado.

7. A deformacdao € muito pequena. Consequentemente a nao-linearidade na geometria

devido as largas deformacoes nao é considerada.

3.1.2 Indentador esféricos

Considere o contato entre uma esfera de raio R’, médulo eldstico E’, razao de Poisson
V' e uma superficie de raio R, onde as constantes eldstica sdo E e v. Na auséncia de
forca aplicada o indentador apenas toca a superficie da amostra de raio Ry como mostra
a Figura 10(a). A distancia h entre um ponto da periferia do indentador & superficie da
amostra mostrada na Figura 10(b), é dada por:
2
h:ﬁ’ r< R (3.1)

Onde R é a curvatura relativa entre o indentador e a amostra.

Figura 10: Indentador esférico: (A) secao transversal do contato entre uma esfera e um
sélido de raio Rs. (B) Esquema do posicionamento dos angulos para calcular h.



33

Ao aplicar uma forca (dire¢do normal) ao indentador em contato com uma superficie
plana (fazendo na equacdo (3.2), Ry — o0), observa-se que o ponto de contato onde a
forca é aplicada se desloca ¢ na diregao vestical. Esta distancia pode ser considerada a
aproximacao multua entre o indentador e a amostra quando medida em relagao a um
ponto distante na amostra [3]. De maneira geral tanto o indentador quanto a amostra
sao submetidos a deformagoes. As deformagoes v/ (relativo ao indentador) e u,(relativo a
amostra) em um ponto arbitrario dentro da drea de contato sdo mostradas na Figura 11.
Aqui sera trabalhado com v, = v/, e u, = ., pois a deformacdo que estamos focando
¢ a deformagao da superficie de contato (ver apéndice - secao A.2). O contato entre um
indentador rigido e um plano deformavel é mostrado em (A), onde a indentacao § = .o
serd dada pela deformagao da amostra, pois v/, = 0. O perfil do contato ou raio de contato
é representado por a. Em (B) temos um plano perfeitamente rigido u, = 0 e aproximagao
mutua entre eles é 6 = «’, + h. A linha tracejada representa a forma do indentador se
ele nao fosse submetido a deformacao. Em (C') temos o caso em que tanto o indentador

como o plano podem se deformar e a indentacao para esse tipo de contato é dado por:
d=u,+u,+h (3.3)

A deformagao dentro da area de contato obtida da pela equacao A.22 derivada das funcoes

de Boussinesq[3] (demonstrada em anexo) é expressa por:

1 — 2
u, = %%(2@2 —7), r<a (3.4)

A distribuigao de pressao na drea de contato foi definida por Hertz[!] da seguinte forma:
21

p(r) = poll = )" (3.5)

Onde r é a distancia radial do centro da superficie de contato e py é a maxima pressao

aplicada perpendicularmente a supericie de contato e ocorre no centro de contato r = 0.

Utilizando a equacgao 3.5, a forga total P sobre a area de contato é dada por:

“ 3
P = / p(r) 2mrdr = §p07r7“2 (3.6)
0

Consequentemente a pressao maxima pg é % vezes a pressao média P, = W—ZQ

Usando a equagao 3.4 na condicao de contorno de deslocamento (equagao 3.3) para o
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Figura 11: Processos de indentagdo: (A) indentador perfeitamente rigido (B) (plano-
amostra) perfeitamente rigido (C') indentador e amostra deforméveis

caso de deformacao mutua entre o indentador esférico e a amostra plana, temos:

u, +ul, = (%) 7;—];0 (2a® —r?)

7“2

- §— 7 (3.7)

onde E* ¢ dado por:

1 _(1—V2)+(1—u’2)
E* E E

(3.8)

Como a equacao 3.4 é valida somente dentro da area de contato, ou seja, para r < a faz

-se 7 = 0 na equagao 3.7

- () oo
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E para condi¢ao em que r = a, tem-se:

" — (gpl%R) (3.10)

Como na pratica especifica-se a forca total, entao é mais conveniente usar a equacao 3.6

combinada com as equacoes 3.9 e 3.10, tem-se:

PR\ /3
a= (:le?) (3.11a)

% 9p> \'?
"=R= (W) (3-11b)

3P 6PE«2\ "
Po=5 5= ( ey ) (3.11c)

Os graficos da distribuicao de pressao em funcao do raio de contato e da forca em

funcao da indentacao sao mostrados a seguir na Figura 12:

Pressao de contato p
Forca normal P

Distancia radial r a Indentagao &

(a) (b)

Figura 12: Modelo de Hertz: (A) Grafico da distribuigdo de pressdo sobre a drea de
contato pela distancia radial de contato r. (B) Grafico da forga normal sobre a regiao de
contato pela indentagao (deformagao normal) 6.
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3.1.3 Indentador conico

Na secao 3.1.2 observou-se que o contato Hertziano se restringe a superficies suaves e
continuas garantindo dessa forma que as tensoes sejam finitas em todo o sélido. Considere
agora um cone de angulo « indentando uma superficie elastica plana. Essa indentagao o é
pequena comparada com as dimensoes dos solidos, podendo assim ser utilizada a solucao
elastica do espago semi-infinito para essa interagao. Para o indentador conico a equacao

que relaciona o raio de contato a com a forga de indentagao P ¢é dada por [30]:

Figura 13: Esquema usando a simetria do contato entre um indentador conico e um plano
deformével.

P = gaQE* cot a (3.12)

a condicao de contorno de deslocamento da superficie dentro da area de contato é:

Uy, = (g—g)acota r<a (3.13)

Substituindo a equagao 3.12 em 3.13 com r = 0, onde u.|,—o = J, obtem-se que a forca

total é dada por:
2F*

™

pP=

tan o 02 (3.14)

Estas equagoes de contato se aplicam a um contato completamente eldstico entre o in-
dentador e a amostra. A ponta infinitamente afiada serve para garantir que a deformagao
pléstica ocorreria assim que o contato fosse estabelecido [31]. Dessa forma singularidade
na ponta do cone previsto por estas equacoes seria evitada. Na pratica, um indentador
nao teria uma ponta infinitamente afiada e assim os estagios iniciais de contato seriam

semelhantes ao que envolve um indentador esférico.
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3.1.4 Limitacoes do modelo de Hertz

Embora o estudo de Hertz em relagao ao campos de tensao produzidos pelo contato
entre uma superficie plana e um indentado esférico seja bastante reportado na literatura,

ele apresenta algumas limitacoes a respeito de sua aplicagao.

e Hertz nao calcula a magnitude das tensoes em pontos ao longo do interior do sélido.
Ele somente considera tensoes na area de contato para calcular o valor da identagao
0, entao o seu modelo oferece uma sugestao quanto ao carater dessa distribuicao de

tensao calculada sobre a superficie e ao longo do eixo de simetria.

e O objetivo do modelo era investigar tensoes e deformacoes em um pequena area
localizada, por isso foi definido que o raio de curvatura dos sélidos que entram em
contato é muito grande em comparacao com a area de contato. Assim o modelo
de Hertz nao leva a informagao da espessura dos solidos que entram em contato,

precisando assim ser modificado para ser aplicado a sistemas finitos de contato.

3.2 Nanoindentacao

As propriedades mecanicas de micro e nano sistemas tem motivado muitos estudos
com o objetivo de entender como interagoes mecanicas afetam esses sistemas. A micros-
copia de for¢a atomica (AFM - Atomic Force Microscopy) é uma técnica de varredura
por sonda muito poderosa e tem se mostrado muito util na investigacao das proprieda-
des mecanicas desses sistemas. O microscépio de forga atomica (AFM - Atomic Force
Microscope) é compostos basicamente por um brago flexivel chamado de Cantilever mi-
crofabricado normalmente de Nitreto de silicio (Si3/N;) e um sistema de posicionamento
constituido de ceramicas piezoelétricas. O AFM ¢é usado como micro indentador e sua
utilizagao para medir propriedades elasticas foi introduzida no inicio de seu desenvolvi-
mento [16]. Esses sistemas como células e tecidos bioldgicos [11] tém as suas propriedades
eldsticas estudas por meio das cuvas de (for¢a - deformagao) obtidas pelo AFM e usa-
das em conjunto com modelos mateméaticos que descrevem a mecanica do contato para

estimar o médulo de Young e outras propriedades materiais [11].

A figura 14 mostra o esquema dos parametros relevantes para o estudo de deformagoes
utilizando o AFM como um nanoindentador. Os dados obtidos usando a técnica de
microscopia de for¢a tem a forma d = f(z) (curvas de forca), onde d é deflexdo do

cantilever e z representa o deslocamento da ceramica piezoelétrica. O ponto de contato
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Figura 14: AFM utilizado como indentador no processo de deformacao.

entre o indentador e a superficie da amostra é representado por (dy, zg) e dessa forma
tem-se Ad = dy —d e Az = zy — z, pois o cantilever tem um certa deflexdo antes da
deformagao e a ceramica piezoelétrica desloca-se para engatar o contato entre o indentador
e a superficie da amostra. Observa-se facilmente através do esquema de contato que a
variacao de deslocamento da ceramica Az é igual a soma da variacao de deflexao do

cantilever e a indentacao.
Az=Ad+0—0=Az—Ad (3.15)

As equagoes que relaciona a forga com parametros eldsticos e geométricos F'(0, R, h, E,v)
e F(d,tan(a), h, F,v) para os indentadores esférico e conico podem ser relacionadas pela
forca de deflexdo transmitida a amostra obtida pela lei de Hooke F' = k.Ad, onde k. é a

dureza do cantilever.

F=kAd=F(,R h,E,v)=F(5tan(a),h, E,v) (3.16)

Substituindo a equacao 3.15 na equacgao 3.16, tem-se:
1 /
d:d0+?F(Zo—do—Z—Fd,R,h,E,l/) =
1
=dy+ ?F(zo —do — z +d,tan(a), h, E,v) (3.17)
As expressoes 3.17 mostram a complexidade da relacao dos parametros geométricos e
materiais do problema do contato para os indentadores ja citados. O ajuste de tal modelo
matematico para sistemas em pequena escala utilizando os dados experimentais, fornece

uma estimativa para os parametros desconhecidos E e v.
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4 Método Computacional:
Elementos Finitos

Neste capitulo sera apresentado o método de elementos finitos, suas principais carac-
teristicas e aplica¢oes. O método de elementos finitos (MEF) é uma abordagem numérica
bastante utilizadas em fenomenos fisicos como: eletromagnetismo, fluxo de fluidos, trans-
feréncia de calor e analise de tensoes e deformacoes. O fato de oferecer étimas possibili-

dades de modelagem faz do MEF uma ferramenta poderosa aliada a pesquisa cientifica.

4.1 Aplicacoes

O método de elementos finitos (MEF) tem uma gama de aplicagdes muito grande

como por exemplo:
1. Analises de tensoes, deformacoes e térmica em componentes industriais, como: apa-
relhos elétricos, chips eletronicos, motores de automéveis e aviao.
2. Analise de acidentes de carros, trens e avioes.
3. Analise eletromagnética de antenas e transistores.

4. Analise de procedimentos cirirgicos, como: cirurgia plastica de reconstrucao déssea

e correcao de escoliose.

5. Estudos sismicos de barragens e edificios de grande altura.

O MEF vem despertando bastante interesse em diversas areas de atuagao, como a
medicina. A comunidade médica viu grandes possibilidade de utilizar esse método em
medicina preventiva no qual visa utilizar imagens médicas e dados de monitoramento
para construir modelos com base em anatomia e fisiologia. Esses modelos sao usados para

prever a resposta do paciente a tratamentos alternativos, como procedimentos cirirgicos.
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Na Figura 15(a) mostra a utilizacdo do modelo de elementos finitos para o planejamento
do procedimento cirturgico visando otimizar a modelagem de sultura, pois o MEF per-
mite uma modelagem em alta precisao, o que € necessario para representar anatomias

complexas. Alguns modelos, como por exemplo, o modelo de um coragao mostrado pela

(b)

Figura 15: (a) Mostra o MEF modelando uma mao ferida com 863 nodos para anélise de
tensdo da regiao da ferida durante a sultura [18]. (b) Modelagem de um coragao para a
andlise da dinamica do fluido cardiaco [19].

Figura 15(b) ainda s@o temas de pesquisa tendo uma grande importancia no estudo de

substituicao de valvulas e adptacao de proteses em diversos procedimentos cirirgicos.

A industria automobilistica utiliza a analise de elementos finitos em diversas aplicacoes,
como: estudo da acustica para reduzir o ruido interno, anélise de vibragoes para melhorar
o conforto e otimizar a rigidez dos chassis, o aumento da vida 1til dos componentes de
suspensao e do motor para que as temperatura e tensoes sejam aceitaveis. A Figura 16(b)
mostra uma analise nao linear utilizando MEF com o objetivo de simular um acidente
para ambos os modelos do carro e do ocupante. Durante o processo de fabricacao de uma
aeronave é necessario incluir tensoes gerada por milhares de forcas para teste de falhas e

fadiga e assim evitar catéstrofes (Figura 16(a)).

Estudos utilizando elementos finitos vem sendo utilizado cada vez mais em linhas de
pesquisas completamente diferente, como em processos de decisao ambiental e redugao de
riscos a niveis aceitaveis. A dispersao de um aerosol quimico em meio a cidade de Atlanta
¢ mostrado na Figura 16(c), onde a maior concentracdo do aerosol é representada pela
cor vermelha. A complexidade da geometria da cidade é fundamental para determinar a
dispersao, podendo ser explorado em detalhes por esse método pelas diversas condigoes

de contorno ajustaveis. Outras areas de aplicacao em que esse método oferece dtimas
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Figura 16: (a) Modelo para a andlise de falha e fadiga na estrutura de uma aeronave.; (b)
Simulagao dos efeitos de choque mecanico em um carro e condutor [21]. (¢) Dispersao de
um agente quimico na cidade de Atlanta [20)].

possibilidade de modelagem sao em terremotos, resposta de construcoes a abalos sismicos,

efeitos causados pelo vento a estruturas e outros.

4.2 Métodos de elementos finitos - Conceitos

As equacoes diferenciais parciais sao utilizadas para descrever varios fendmenos fisicos
e sua solucao por métodos cldssicos como por exemplo, separacao de variaveis, pode torna-
se muito dificil ou até mesmo impossivel. A andlise de elementos finitos é um método
numeérico no qual equagoes diferenciais parciais sao solucionadas, mesmo que essas solugoes
sejam consideradas aproximadas sob o ponto de vista matematico. Alguns fenémenos
fisicos sao tratados considerando a matéria um meio continuo e envolvem varias variaveis,

como por exemplo, problemas de contato no qual envolvem campos de deformagao e



42

tensao. Esse campos variam de ponto a ponto e possuem um nimero infinito de solugoes

no dominio.

O método de elementos finitos (MEF) basicamente divide o dominio em um niimero
finito de subdominios chamados de elementos e expressa as variaveis desconhecidas em
termos de funcoes aproximadas dentro de cada um desses elemento. Essas funcoes sao
chamadas de fungoes de interpolacao e sao definidas em termos das variaveis em pontos
bastante especificos chamados de nds no qual definem a fronteira dos elementos e se

conectam ao elemento adjacente.

A discretizacao do domino em nés e elementos é chamada de malha e sua densidade
depende da precisao da andlise e dos recursos computacionais disponiveis. Normalmente
uma malha refinada produzira um resultado mais preciso aumentando o custo computa-
cional. Como a malha normalmente nao é uniforme, a malha refinada pode ser usada em
areas onde o gradiente de deslocamento é maior ou onde a precisao é fundamental para
a andlise. Para o estudo de deformacoes geradas por contatos entre corpos de materiais
e geometrias (dominios) diferentes, a malha deve ser refinada nas regides proximas ao
contato devido a natureza localizada das tensoes e deformacoes nesta regiao. Utilizar ma-
lhas pouco refinadas podem levar a uma ma detecgao do contato, causando problemas de

convergéncia numérica. Na tabela 2 mostra algumas vantagens e desvantagens do método

de elementos finitos na modelagem de problemas.

] Vantagens \ Desvantagens
Analise estatica e dinamica, deterministica e estocatica Solugoes aproximadas
Geometrias irregulares e grandes deformagcoes Os resultados dependem

da  discretizacao  do
dominio (malha)

Diversos tipos de materiais com inclusao de nao-linearidade

Carregamentos e condicoes de contorno complexas

Tabela 2: Vantagens e desvantagens do método de elementos finitos.

4.2.1 NOs e elementos

A discretizagdo do dominio em subdominio (elementos) permite representar matema-
ticamente problemas fisicos praticos, onde os elementos sao conectados uns aos outros por
meio dos nds. Os nos representam as coordenadas de localizagao no espaco onde viculos
fisicos existem como mostra a Figura 17. As funcoes de interpolacao sao chamadas de

funcoes de base local pelo o fato de serem definidas em pequenas parcelas do dominio e
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levam a um sistema de equagoes numericamente estavel das varidaveis de interesse.

Coordenada local Terceiro
elemento

(27,97)  (56,56)  (w5,75) A

(331,1/1)
3?2792)

(73,Y3) ,
YA Coordenada Nés em comum

global

T

Figura 17: Discretizagao do dominio em elementos. Adaptado [37]

A geometria do problema ou dominio pode ser discretizado por linhas, areas ou ele-
mentos de volume. A Figura 18 mostra a variagao desses elementos pelo nimero de nés.
A geometria e a natureza fisica do problema sao extremamente importantes no processo

de discretizacao e solucao do problema.

joe———— 2

Elemento linear

4 4
3 3
i
2 1
v ¥y Y
L, n.°?
X X

L.

Triangular Retangular Quadrildtero
4
3 3 4
T 5
b 7 3
e ‘
y | Y5 Y
6 2
X X x
z 4 z
Tetraédrico Prisma regular Hexaédrico inrregular

Figura 18: Classificagdo dos elementos pelo nimero de nés. Adaptado [37]

Em problemas lineares a solucao é determinada pela resolucao de um sistema de
equagoes lineares, onde o nimero de incégnitas ou varidveis de campo (tensao, deformagao,

temperatura, potencial elétrico e magnético entre outros) é igual ao nimero de nos.



44

As equagoes diferencias parciais (equagoes 2.30) desenvolvidas na se¢ao 2.3.2, sdo
conhecidas como formas fortes do sistema de equagoes que regem a deformacao para
corpos em equilibrio. A forma forte em comparac¢ao com uma forma fraca [38, 39], exige
forte continuidade no campo de varidveis que nesse caso sao os deslocamentos (u, v e w)
e obter a sua solucao exata é muito dificil quando aplicada a problemas de geometrias
complexas em duas e trés dimensoes. A forma fraca das equactes é geralmente criada
utilizando alguns métodos, por exemplo, principio da energia (principio de Hamilton) ou
método de poderacao residual no qual é uma ferramenta matematica mais geral aplicada
a solucao de todo tipo de equagao diferencial parcial. Esse métodos sao utilizados para
criar as equacoes do MEF, onde o principio de Hamilton é aplicado a problemas de
sOlidos e estruturas, e o de poderacao residual é usado na formulacao de problemas de
transferéncia de calor. A falta de exigéncia sobre as variaveis de campo, e a operacao de
integragao (a forma fraca é apresentada muitas vezes em uma forma integral), gera um
conjunto de equacgoes discretizadas do sistema obtendo um resultado muito mais preciso,

principalmente para geometrias complexas.

Para simplificar a construcao das equacoes do MEF é preciso usar sistemas de coor-
denadas locais (Figura 17) que é definindo para um elemento em relagdo ao sistema de
coordenada global que é geralmente definido para toda a geometria. De acordo com o
sistema de coordenada local definido em um elemento, o deslocamento dentro do elemento
é assumido como uma interpolagao polinomial usando o deslocamento de cada né e é dado

por:
nd
u(l’,y, Z) = ZNZ(ZL’,Z/, Z)dl = N(.T,y, Z>de (41)
i=1

onde ng é o nimero de nés que formam o elemento, d; é o deslocamento do i-ésimo no.

d; deve ser calculado e pode ser expressado de forma geral como:

d
dy
d; = _ (4.2)
| d"f J
di, dg, ..., d,, sao as componentes de deslocamento do i-ésimo no, e ny é ntmero de

graus de liberdade do i-ésimo néd. Para uma geometria 3-D ny = 3 e as componentes do
deslocamento tornam-se, d; = u;, do = v; e d3 = w;. As componentes do deslocamento

dos nés podem ter contribuicao de efeitos de rotagao, assim o vetor d. representa o
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deslocamento do elemento inteiro e escrito como:

d.=| (4.3)

d,,

Dessa forma d; representa o deslocamento do né 1 e d,,, o deslocamento do n4-ésimo
n6 (ultimo né que compde o elemento). O numero de graus de liberdade do elemento é
ng X ny. O fator N na equagao 4.1 é a matriz de fungoes de interpolagao para os ndés que
formam o elemento, sendo pré-definida a assumir as diferentes formas de deslocamento

em relagao as coordenadas. De forma geral essa matriz pode ser escrita,

N("E?yaZ) = [N1($,y,2> N2($,y, Z) Nnd($7yvz)] (44)

sendo Ni(z,y,z) a forma da fungao de interpolacao referente ao né 1 e assim sucessi-
vamente. N; é a matriz de forma de funcoes referentes aos deslocamentos e pode ser

representada na forma matricial por:

Na 0 0 0
0 No 0 0
N, (4.5)
0 0 0
[ 0 0 0 Ny, |

Entao Ny, é a forma da fungao para a k-ésima componente do i-ésimo nd. Para geometrias
em 3-D, ny = 3, onde muitas vezes temos N;; = N;3 = N;3. A forma das funcoes nao
precisam ser a mesma para todas as componentes dos deslocamentos, podendo ser usada
por exemplo, uma funcao com uma forma para representar o deslocamento translacional

e outra o rotacional.

4.3 MEF modelando problemas de contato

O problema estudado neste trabalho envolve a simulagao do contato Hertziano (capitulo-
3) entre superficies de diferentes geometrias (contato esférico e contato conico) e materi-
ais. A simulacao é projetada para estudar os efeitos do contato para configuragoes com
condigbes de contorno diferentes e modificar o modelo de Hertz (baseado em espessuras
infinitas) para espessuras finitas. O MEF foi utilizado para modelar as geometrias de

contato e solucionar as equagoes diferenciais 2.30 sob diferentes condigoes de contorno
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de deslocamento. Devido o contato apresentar simetria, a geometria e os calculos foram
simplificados para a uma anélise bidimensional utilizando simetria axial. A figura 19(c)
mostra a segao transversal do contato entre uma esfera de raio R’ (indentador) e um plano
de espessura Ly (amostra), onde campos de deformagoes e de tensoes gerados por uma
forca P aplicada ao indentador serao estudados. O valor de L ¢ utilizado de tal forma a

reproduzir o contato Hertziano para espessuras infinitas.

Eixo de Eixo de
simetria simetria

R R

Eixo de

simetfria

\ P Regido de
:l l l l aplicagdo das

- condigdes de

. contorno para o
deslocamento

Figura 19: (A) Condicao de contorno de deslocamento do tipo bonded. (B) Condicao de
deslocamento do tipo nobonded. (C') Esquema idealisado para o contato entre uma esfera
e um plano utilizando simetria axial.

As condicoes de contorno utilizadas, estao relacionadas em reproduzir o deslocamento
que a base inferior da amostra sofrera apds o contato. Essas condigoes de contorno sao
denominadas por, bonded e nobonded. A condigao de contorno do tipo bonded (Figura
19(a)) representa a falta de deslocamento da superficie inferior da amostra, ou seja, a su-

perficie inferior estd totalmente ligada sem deslocamento nas diregoes = e y. A condicao
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de contorno nobonded (Figura 19(b)) reproduz a condi¢ao em que apenas existe desloca-
mento na direcao x, restringindo o movimento em y. Essas condi¢oes de contorno também

serao aplicadas ao contato entre um indentador do tipo conico e uma superficie plana.

Durante o processo de modificacao do modelo de Hertz, curvas que relacionam a forca
normal imprimida sobre a amostra pelo indentador e a indentacao correspondente a essa
forca sao analisadas para diferentes valores de Ly. Devido a falta de relacao analitica entre
a forga e a indentagao para um dos modelos de contato (indentador conico), as curvas de
forca por indentacao 0 para diferentes valores de Ly geradas pelo MEF foram ajustadas
numericamente por um polinomio. As constantes intrinsecas do material como médulo de

Young (E, E') e razao de Poisson (v, 1) a priori ndo sao determinadas, mas assumidas.
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5 Simulacoes Numeérica

5.1 Modelo de Hertz para Espessura Finita: Inden-
tador Esférico

O modelo de Hertz tradicional (baseado em materiais de espessuras infinitas) quando
utilizado para retirar informacoes elasticas de materiais em pequena escala, introduz erros
pela resposta do substrado (material onde a amostra ¢ fixada) sob a amostra. Sistemas
em micro e nano escala sao muitos estudados e suas propriedades mecanicas tém sido
fundamental em tecnologias de filmes finos [35], possibilitando diversas aplicagoes em

mecanica, elétrica e engenharia biomédica.

A andlise de elementos finitos foi utilizada em todas as investigagoes e os resultados
numéricos foram comparados com as previsoes do modelo teérico de Hertz para estudar
eventuais discrepancias. O modelo do contato esférico 2-D (Figura20) foi construido
utilizando 5965 elementos do tipo triangular (Figura 18) formado de 8 nds, podendo

assim se adaptar melhor a formas irregulares de geometrias sem perder precisao.
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Figura 20: (a) Simetria axial do modelo do contato entre uma esfera e um plano utilizando
MEF. (b) Segao transversal do contato entre uma esfera e um plano.




49

Os elementos que representam o indentador e a amostra possuem cores diferentes
indicando que esses materiais sao constituidos com propriedades elasticas distintas. No
presente trabalho assume-se que o indentador tem um moédulo de Young (E’) superior ao
modulo de Young da amostra (E) em oito ordens de grandeza, garantindo que durante
o contato o indentador nao sofra deformacgao. Os coeficientes de Poisson referentes ao
indentador (v = 0.27) e amostra (v = 0.5) foram escolhidos dessa forma com o objetivo
de estudar o contato entre um indentador de Nitreto de silicio (Si3/Vy) e uma amostra
praticamente incompressivel, porem ainda no regime elastico com v = 0.4999. A forca P
foi aplicada em 50 passos a fim de obter pequenos valores de forcas no inicio da deformagao
e assim capturar as curvas de forca por indentacao e pressao de contato por distancia radial

do ponto de contato.

5.2 Resultados

Nos graficos de grandezas adimensionais (Figura(21)) tem-se uma comparagao entre a
relacao forca-indentacdo e o perfil da superficie de contato obtido pelo modelo tradicional
de Hertz e o modelo de elementos finitos. Observa-se que o MEF reproduz perfeitamente

o contato Hertziano para uma amostra de espessura Ly. Os campos correspondentes a

x10°

3.5

Modelo de Hertz Modelo de Hertz
o MEF- L0 o MEF—L0

w
T
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5 o~ b

o
o
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0 0.005 0.01 0.015 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14
Unidades de Indentagéo (9) rla

(a) (b)

Figura 21: Resultados (a) Comparativo entre as curva de forga por indentagao obtidas
pelo MEF e o modelo de Hertz para o contato de um indentador esférico. (b) Comparativo
do perfil da superficie de contato obtido pelo MEF e modelo de Hertz para o contato de
um indentador esférico.

natureza do contato localizado entre uma esfera e um plano sao mostrados na Figura
(22). A cor azul representa a regiao de maior tensao (Figuras 21(a), 21(b)) e essa regiao

se localiza préximo a &rea de contato. Na Figura(21(b)) a cor azul representa a regiao
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que sofre maior deformacao, onde a regiao proxima ao contato se desloca em mesma

quantidade que o indentador.

A medida que a espessura da amostra diminui alguns comportamentos fisicos ligados
as diferentes condigoes de contorno atribuidas a amostra nao sao considerados pelo modelo

de Hertz tradicional. A Figura 23 mostra a mudanga de comportamento da relagao for¢a-

Figura 22: Simulagdo (a) Linhas do campo de tensdo (o,) na direcao(y) caracteristica
da natureza do contato. (b) Campo de deformacéo (u,) na direcao (y). (c) Perfil da
superficie de contato e campo de tensao (o) préximo ao ponto de contato.

indentagao com a variagao da espessura da amostra para as condigoes de contorno bonded
e nobonded, onde observa-se um afastamento da curvas em relacao a curva referente ao
modelo de Hertz. Para a condigdo de contorno do tipo bonded (Figura 23(a)) tem-se
valores de indentacoes menores em comparacao a condicao de contorno do tipo nobonded
(Figura 23(b)), ou seja, quanto menos espessa a amostra for, menos o indentador esférico

penetra para uma mesmo valor de forca P. A condigao de contorno nobonded permite que
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a base inferior da amostra sofra um deslocamento cisalhante na direcao y (Figural9(h))
em relacao ao substrato, permitido uma acomodagao maior do material que constitui da
amostra nesta direcao durante a deformagao. Por isso a condi¢ao de contorno nobonded
permite um intervalo de deformagao maior (na curva for¢a-indenta¢ao) em comparagao
a condigao de contorno bonded. A Figura 23(c) mostra o comportamento de deformacao

para as condigoes de contorno bonded e nobonded para uma amostra com espessura de
11% L.
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Figura 23: Resultados (a) Grafico de for¢a-indentagdo para a condi¢ao de contorno do tipo
bonded. (b) Gréfico de for¢a-indentagdo para a condi¢ao de contorno do tipo nobonded.(c)
Comparativo entre o precesso de deformacao de uma amostra com espessura de 11%Lg
para as condigcoes de contorno bonded e nobonded.

O perfil da superficie de contato também é alterado com a mudanca da espessura da
amostra e espera-se fisicamente que o raio de contato a diminua para uma amostra de

espessura pequena, pois a medida que a espessura diminui os graus de liberdade suscetiveis
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a deformagao diminui.
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Figura 24: Resultados (a) Modificacao do perfil do contato com a espessura da amostra
para a condic¢ao de contorno bonded. (b) Perfil de contato caracteristico para as condicoes
de contorno bonded e nobonded.

O gréfico 24(a) mostra uma diminui¢ao do raio de contato relacionada com a variagao
da espessura da amostra e esse comportamento vem acompanhado de um aumento na
pressao. Esse aumento de pressao é necessario para compensar a diminuicao do raio de
contato, mantendo assim o valor da for¢a P constante. No gréfico 24(b) compara-se o
perfil do contato para as condi¢oes de contorno bonded e nobonded em um amostra de
espessura 6%Lg. O raio de contato para o sistema (contato esfera-plano) com condigao
de contorno bonded é menor em comparagao com a condi¢ao de contorno nobonded, pois

ele permite um valor maior de deformacao para um mesmo valor de forca P.

O modelo de elementos finitos (MEF) consegue reproduzir perfeitamente o compor-
tamento das linhas de tensoes na superficie inferior da amostra como mostra a Figura 25.
Antes de atingir a superficie inferior da amostra, as linhas de tensoes durante o processo
de deformacao tém componentes em todas as diregoes (na segao transversal essas compo-
nentes estdo presentes nas diregoes x e y). A condigao de contono nobonded permite a
componente x da tensao gerar um deslocamento da amostra na direcao x. Esse desloca-
mento acontece até que o equilibrio se estabelece e apenas a contribuicao da componente
y da tensao permanece, fazendo com que as linhas de tensoes cheguem de maneira per-
pendicular a supeficie inferior da amostra ( Figura 25(a)). Para o caso bonded (Figura
25(b)), as tensodes nas diregoes x e y nao conseguem gerar deslocamento devido a condigao
imposta sobre a amostra e permanecem com as duas componentes na parte inferior da

amostra.
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Figura 25: Simulacao (a) Comportamento das linhas de tensao na parte inferior da amos-
tra para a condi¢ao de contorno nobonded. (b) Comportamento das linhas de tensao na
parte inferior da amostra para a condi¢ao de contorno bonded.

5.2.1 Proposta de modificagao do modelo de Hertz para o con-
tato esférico

As propriedades mecéanicas de materiais isotrépicos e linearmente elasticos considera-
dos neste trabalhos podem ser completamente descritos por dois parametros intrinsecos
para uma certa geometria especifica, o médulo de Young E [N/m?| e a razao de Poisson
v. Devido a natureza complexa do contato a forca depende dos seguintes parametros
F(5,R',h,E,v), onde (F,v) sdo parametros da amostra que devem ser extraidos, e R e
h sao o raio de curvatura do indentados e a espessura da amostra (parametros que levam
informagoes da geometria do contato). De acordo com a equagao 3.11b espera-se que a

forca se relacione com esse parametros de maneira nao linear da seguinte forma,

4F
F=——"__R'?§?[14+ A¢ + B¢ 3. 1
3(1_]/2)1% 87 [1+ A¢+ BE +C¢% .. ] (5.1)
onde o valor £ deve ser fungao dos parametros (9, h, R') de tal forma quando h — oo

a expressao 5.1 reproduza a modelo de Hertz.

O trabalho [10] desenvolveu analiticamente uma expressdo andloga a equagao 5.1
modificando a expressao A.19 escrevendo-a em termos das fungoes de Green [5] para
caracterizar a deformacao da superficie de contato devido a uma forca pontual. Esse
trabalho analitico usou para o material da amostra v = 0.5 e as expressoes modificada

para as condigoes de contorno bonded e nobonded tém a seguinte forma:
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Bonded
16E 1/253/2
F = 5 ——RY252 [1 +1.333x + 1.283x* + 0.769x° + 0.0975x"] (5.2)
Nobonded
16E 1/253/2
F=——RY2§°7[1+ 0.884x + 0.781x* + 0.386x” + 0.0048x"] (5.3)

onde y = (R6)Y%/h, R e E representam o raio do indentator e médulo de Young
da amostra. As figuras 26 mostram a relagdo (F'/Cpert. - ) obtida pelo o método de

elementos finitos (MEF) para diferentes valores de h, onde (gepe. = Rl/ 2532 6 o

3(1

termo natural Hertziano para o indetador esférico.

2.4 T T

* MEF
— Ajuste polinomial
221 R 22+
o
2 2
o]
18 8
8 ° 8
o o
= 1.6 o - 1.6
o]
OO
4r 14}
1.4 i 00
- o
12+ o] 1.2
M -
10 0.‘1 O.‘2 0.‘3 0.‘4 0.5 10 011 0.‘2 04‘3 0.‘4 0.5
2 e
(a) (b)

* MEF
— Ajuste polinomial

Flrertz

I I I I
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

I
0.6 0.7

Figura 26: Resultados (a) e (¢) Curvas (F/Cpert. - €) obtidas pelo MEF para as condigoes
de contorno bonded e nobonded. (b) e (d) Ajustes polinomiais de 5* ordem para as relagoes
(F/Chert- - &) para os caso bonded e nobonded.
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As Figuras (26(a), 26(c)) mostram o comportamento de F'/(g.,+. para diferentes valor
de espessura h, onde F'/(yer. = 1 é obtido para pequenos valos de &, ou seja, para valores
grandes de h. Nas figuras (26(b), 26(d)) tem-se o ajuste utilizando um polinémio de 5*

obtendo as expressoes corrigidas pelo MEF para os casos bonded e nobonded dadas por:
Bonded

AE
F = m}zl/?é?’/? [0.9935 + 1.085¢ + 2.727€% + (—6.737)&* + 21.74¢" + (—18.7)£°]5.4)
Nobonded
4E 1/253/2 2 3 4 5
F = m}z 6%/%[0.9941 + 0.6815¢ + 1.779&> + (—5.767)€* + 13.16¢* + 9.953¢°[5.5)

onde & = (RJ)Y2/h.

25 T T T T T T 25

— Método analitico até 4° ordem
©  MEF

T T T
Método analitico até 4* ordem
o  MEF

Figura 27: Resultados (a) Comparagao entre o ajuste analitico e MEF para a condigao
de contorno bonded. (b) Comparacdo entre o ajuste analitico e MEF para a condicao de
contorno nobonded.

5.3 Problema do contato para o indentador conico

A modelagem do contato entre um indentador do tipo conico e um plano utilizando o
MEF foi desenvolvida da mesma forma do contato esférico. Os modulos de elasticidades
(médulo de Young) do indentador e amostra foram assumidos com oito ordens de gran-
deza de diferenca de tal forma que o indentador nao se deforme durante o processo de
indentac@o. Os coeficientes de Poisson do indentador (¢ = 0.27) e amostra (v = 0.499)
foram escolhidos para representar o contato entre um indentador conico de Nitreto de

silicio (Si3N,) e uma amostra praticamente incompressivel.
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Duas geometrias para o indentador conico foram analisadas e estao representadas na
Figura 28 para a = 80° e @ = 68° de acordo com o esquema 3.1.3 apresentado na secao
13.

<L
Pl
= S
R R
OO SRR
OO ORISR
e S

(a) (b)

Figura 28: (a) Contato conico (o = 80°) modelado pelo MEF com 47288 elementos do
tipo triangular. (b) Contato conico (o = 68°) modelado pelo MEF com 10149 elementos
do tipo triangular.

Os dados de forca e deformacao foram obtidos submetendo o sistema a uma forca P
(Figura 19(c)) dividida em 50 passos a fim de obter inicialmente pequenos valores de forgas
e assim obter uma boa convergéncia pelo método de elementos finitos. O comportamento

da deformacgao produzida por uma forga P é mostrado na Figura 29.
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Figura 29: Resultados (a) Curvas de forca-indentacao obtidas para um cone com a = 68°
pelo MEF em comparagao com o modelo de Hertz. (b) Curvas de forca-indentagao obtidas
para um cone com « = 80° pelo MEF em comparacao com o modelo de Hertz.

Observa-se que os valores numéricos (MEF) para pequenos valores de indentagoes sao
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mais instaveis para o caso em que o = 68°. J& os valores sao mais comportados (seguem
mais estdaveis a curva tedrica) para a = 80°. Isso deve-se a problemas de convergéncia
devido a geometria do cone (contato nao é tao suave quanto o da esfera) onde angulos
pequenos de o geram valores muito grandes de tensoes nas primeiras indentagoes. Assim
menos area de contato tera o inicio do processo de deformagao, precisando valores maiores
de a para garantir uma area de contato inicialmente e uma melhor convergéncia dos valores

numeéricos.

As linhas de tensoes e deformacoes para o contato conico sao mostradas na Figura
30. As linhas assumem formas semelhantes ao contato esférico tendo maiores valores bem

préximos ao ponto de contato representados pela cor azul.

Figura 30: Simulagdo (a) Linhas do campo de tensao (o,) na direcdo(y) caracteristica
da natureza do contato. (b) Campo de deformacao (u,) na direcdo (y). (c) Perfil da
superficie de contato e campo de tensao (Uy) proximo ao ponto de contato.

O comportamento das curvas de forga-indentacao com a mudanca de espessura e
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condicgoes de contorno da amostra é apresentado na Figura 31. Esses comportamentos sao
semelhante ao comportamento do contato esférico, onde pequenos valores de indentagoes
sao permitidos para um mesmo valor de forca P com o decréscimo de espessura da amostra
(Figuras 30(c),30(b)). Em relacao as condigoes de contorno bonded e nobonded (Figura
31(a)), o comportamento (for¢a-deformacao) continua sendo o mesmo, onde maiores de-
formagoes sao permitidas para a condicao de contorno nobonded para um mesmo valor

de espessura h e de forga P.
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Figura 31: Resultados (a) Gréfico de for¢a-indentagdo para a condigao de contorno do
tipo bonded para o = 80°. (b) Grafico de for¢a-indenta¢ao para a condigao de contorno
do tipo nobonded para a = 80°. (¢) Comparativo entre o precesso de deformagao de uma
amostra com espessura de 3% L para as condicoes de contorno bonded e nobonded.
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5.3.1 Proposta de modificacao do modelo de Hertz para o con-
tato conico

Como nao se tem uma expressao analitica para a corre¢ao do modelo conico de contato,
o método de elementos finitos (MEF) mostrou-se um método 1ltil na modifigao desse tipo
de contato para amostras com pequenas espessuras. Na secao 5.2.1 foi comentado sobre a
complexidade do contato e a relagao nao linear entre a forca e os parametros geométricos.
De acordo com a equagao 3.14, vamos investigar a priori a correcao para o contato conico

utilizando a seguinte expressao:

F = (yers [1+ A+ BE+CE ] (5.6)

onde (pere = 22 tan(a)d® e £ = §/h.

Nas figuras 32 a relagdo (F'/(gert» - €) foi construida para os cones com a = 68° e
a = 80° sob as condigoes de contorno bonded e nobonded e utilizando um intervalo de
espessura h que vai de 29% Lg a 3% L. Essa relacao para as condigoes de contorno bonded e
nobonded é mostrada nas Figuras (32(a), 32(b)), onde percebe-se curvas bastante distintas
para cada tipo de geometria e uma grande instabilidade numérica para pequenos valores

de £ para a geometria o = 68°.
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Figura 32: Resultados (a) Curvas (F/Cpert. - §) obtidas pelo MEF para a condigao de
contorno bonded com a = 68° e a = 80°. (b) Curvas (F/(yer. - £) obtidas pelo MEF
para a condicao de contorno nobonded com o = 68° e av = 80°.

Devido a geometria a« = 80° apresentar melhor resultado numérico, um ajuste utili-

zando um polinomio de 3* para essa geometria com as condicoes de contorno bonded e
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nobonded é apresentada na Figura 33. A relagao (F/Cyert. - §) foi obitda em um intervalo

de espessura h que vai de Lg a 1%Ly obtendo a seguinte correcao.
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Figura 33: Resultados (a) e (¢) Curvas (F/Cpert- - £) obtidas pelo MEF para as condigoes
de contorno bonded e nobonded. (b) e (d) Ajustes polinomiais de 3* ordem para as relagoes
(F/Chert» - &) para os caso bonded e nobonded.

Bonded
2F*
F = tan(a)d” [1.032 + 3.435¢ + 29.58¢” + 139.6£°] (5.7)
T
Nobonded
2L*
F== tan(a)d” [1.029 + 1.796¢ + 25.91&> + (—33.28)¢?) (5.8)

Utilizando a equagao 5.6 com uma modificagao onde £ = tan(a))d/h, ou seja, colocando

a informacao do raio do contato conico na expansao, assim observa-se um padrao bem
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semelhante (Figura 34) entre as relagoes (F/Cpert. - €) para os cones com a = 68° e
a = 80°, dessa forma pode-se encontrar uma expressao ajustada para as duas geometrias

de forma geral como foi desenvolvida para o ajuste esférico.

3 3
o O Cone 80 o ©  Cone8o
©  Cone 68" ©  Cone 68
251 Bl 25
2 2

05 I I I I I I I 05
0 . . . . 0

Figura 34: Resultados (a) Curvas (F/Cgert, - €) obtidas pelo MEF para a condi¢ao de
contorno bonded com o = 68° e a = 80°. (b) Curvas (F/Cyert- - &) obtidas pelo MEF
para a condicao de contorno nobonded com a = 68° e o = 80°.

Utilizando a geometria com a = 80° devido um melhor comportamento numérico

tem-se:
Bonded
2L
F = tan(a)6” [1.032 4 0.6058¢ + 0.92€” + 0.7661¢°] (5.9)
m
Nobonded
2E*
F = tan(a)d® [0.9861 + 0.8744¢ + (—0.7397)&* + 0.9621&%] (5.10)

™
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5.4 Conclusoes e Perspectivas

Observou-se que o método de elementos finitos (MEF) é uma ferramenta fundamental
no estudo de defomacoes de materiais com caracteristicas diferentes como tipos de mate-
riais e geometrias complexas. Os resultados (Capitulo-5) mostraram que as condigdes de
contorno e a espessura da amostra sao essenciais no processo de deformacao dos inden-
tadores e que o perfil do contato é semelhante tanto para a esfera quanto o cone. Para
a condi¢ao de contorno bonded mostrada na Figura 23(a), tem-se valores de indentagoes
menores em comparagao a condigdo de contorno do tipo nobonded (Figura 23(b)), ou
seja, quanto menos espessa a amostra for, menos o indentador esférico penetra para uma
mesmo valor de forca P. A condicao de contorno nobonded permite que a base inferior da
amostra sofra um deslocamento na direcao y em relagao ao substrato, permitido uma aco-
modagao maior do material que constitui da amostra nesta direcao durante a deformagao.
Por isso a condi¢ao de contorno nobonded permite um intervalo de deformagao maior (na
curva for¢a-indentagdo) em comparagao a condigdo de contorno bonded. Os dados obti-
dos de simulagoes computacionais de nanoindentagoes permitiu observar que os ajustes
numeéricos das curvas de forca-indentac¢do do indentador esférico segue a mesma tendencia
do trabalho analitico no qual foi comparado, concluindo que a utilizacao do MEF para a
modificacao numérica do contato conico é viavel e assim proporcionar uma interpretacao
mais confidvel as curvas de forca e assim possibilitar um melhor entendimento dos efeitos

do substrato em nanoindentacoes.

A correcao das curvas de forca é um passo fundamental na interpretacao de medidas
de nanoindentacao realizadas com o AFM. Tais medidas sao utilizadas na investigagao
das propriedades mecanicas de diversas amostras, como, por exemplo, células e filmes de
petréleo. Entretanto, a andlise tedrica dessas amostras somente em regime elastico nao é
suficiente, pois estas tém comportamentos fisicos que vao além do regime eldstico como,
viscosidade e plasticidade, existindo assim a necessidade de introduzir tais comportamen-

tos nos ajustes das expressoes.
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APENDICE A - Espaco elastico
semi-infinito (Half-space )

A.1 Funcoes potencial de Boussinesq and Cerruti

A descricao matematica de campos de indentacao de tensao associado com particulares
tipos de indentadores comegou com a analise de condicao de ponto de contato utilizando
forgas normais ao plano de contato. Isto foi estudado por Boussinesq [3] em 1885. A
solucao de Boussinesq para o ponto de contato permite determinar a distribuicao de
tensao para qualquer distribuicao de pressao dentro da area de contato pelo o principio
da superposi¢ao. Trabalho semelhante foi desenvolvido por Cerruti [32] considerando
apenas forcas tangenciais no plano de contato. Estas duas abordagens sao classicas e
iniciaram o estudo do efeito de uma distribuicao de tensoes proveniente de um contato

entre dois sélidos.

Vamos analisar a tensao e a deformagcao produzidas em um espaco semi-infinito, de-
limitada por uma superficie plana z = 0, sobre a acao de forcas nas dire¢oes normal e
tangencial aplicada em uma area fechada S da superficie na vizinhanca da origem. Fora

da area S as forcas normal e tangencial tende a zero.

Seja um semi-espaco eldstico mostrado na Figura 35. C(&,7) é um ponto qualquer
dentro da regiao de interesse S onde estao aplicadas as forgas e A(z,y, z) é ponto genérico
posicionado no interior de um dos corpos elasticos semi-infinito. A distancia entre esse

dois pontos é dado por:
p=[E -2+ @n—y)?+2" (A1)

As distribuicoes de forgas normal e tangencial p.(&,7), ¢.(&,n) e ¢,(§,n7) atuam na

area de contato S.

As funcoes pontenciais de Boussinesq ¢1, ¢o e ¢3 representam a carga total aplicada
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Figura 35: Semi-espago eldstico [27].

em uma dada direcdo dentro da area S e sao representadas pelas equagoes A.2

b1 = /S pelE.) (2 1n(p + 2) — p) dé dn (A.2a)
by = /S py(E,m) (2In(p + 2) — p) d€ di (A.2b)
gs = / p2(€,17) (21n(p + 2) — p) d€ di (A.2)

Defini-se 11, 15 e 13 como sendo as derivadas das fungoes ¢1, @2 e ¢3, como mostrado nas

equagoes A.3

0

v = 52 = [ palen) o+ 2) ds dy (A.32)
0

tr= 52 = [ el +2) dedy (A.3h)
0

v= 52 = [ pemGo+ ) dgar (A30)

Define-se também o gradiente das funcoes potenciais:

_0¢1 | D9y O3
¢= ox + y + 0z

L0 Oy | Oty
v= ox * dy + 0z

(A.4a)

(A.4D)

Os deslocamentos em um ponto qualquer A(z,y, z) é escrito em termos das fungoes po-
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tenciais e de seus gradientes [33]:

L1 (o o 9
VAYE <2 0z Oz * 2”6:5 Z@x) (A.52)

A N Y
Uy = <2 P dy +2v o Z@y) (A.5b)

1 O B oY

Esses deslocamentos sao determinados em relacao a um ponto distante da regiao de

contato, onde nesse ponto em p — oo podemos considerar os deslocamentos nulos.

Utilizando a lei de Hooke generalizada, equagbes (2.20 e 2.21) trabalhada com as

equagoes (2.10 e 2.11) é obtida o campo de tensoes

Te = (12—]/(2;1/) (a(‘;;x + 85;9 + %I;Z) 2G ox (A-Ga)
7= 12_'/621) (5;@? + %Z;y + %Z:> + 2G% (A.6b)
o (et )t e
Toy = G (%l;x + %) (A.6d)
e = G (%f + %ZZ) (A.6e)
m (2 20 "

Dessa forma percebemos que através de uma solucao formal foi possivel obter os
campos de deformagao e tensao para o problema de um corpo elastico semi-infinito sujeito

a condicao de ponto de contato.

A.2 Forca normal na area de contato

Vamos considerar o caso em que temos apenas a distribuicao de pressao p,(§,7n) na

area de contato e como ela atua na vizinhanga da origem, temos que:

p=("+y*+ 22)1/2 (A.7)
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E de acordo com as equagoes A.3

1 P
Yo = /5 &) dedn & vy = — (AS)

Onde P ¢ a forga total aplicada na regidao de contato S. Como ¢,(£§,n) = ¢,(&,n) =0e

de acordo com as equacoes A.4 teremos:

0
8 =00 =y, (A.99)

v v _ oy

¢_E oxr  0x0z

(A.9D)

Para calcular o campo de deslocamento u, vamos precisar de alguma derivadas, entao

temos:

063 P 1 oy P o (1N x
or  (z+p)p 0z _p:>P89:< )_ P (4.10)

Substituindo as equagoes A.9 e A.10 em A.5a

1 Oy Oy dp O\
ArG (2 9z  Ox +2V% _Z%) -

Uy

1 ( P x+2 P x+ Pa:)
= — — % — z— =
G\ (p+2)p (p+z)p p°
P T 2T
- W —1) + 2
47TG(p(p+Z)(V )+p3)

Trabalhando da mesma forma para os campos u, e ., obteremos o campos de deformacao

para pressao puramente normal.

P x 2T
__F Y o1+
Uy = C (p(/H— ) (2 1)+ p3) (A.11Db)
P (2(1-v) 2_2 .
U = ( p + p3) (A.11c)

Uma vez encontrada a deformagao em qualquer ponto do sélido podemos expressar

as componentes da tensao dada pelas equacoes A.12



B o N T et T I
o o2 P o2 e e

P 1-2 1 2 g2 2 321>
S SR VO ekl
o o? P o p? 0P

3P 23

0, = ————=

21 pd

P [(1-2v) 1N\ wy wyz| 3ayz
Ty=5-9— = (1=~ ) =2——5 :
2 « p) « P p

Onde o? = 22 + ¢

3P x2?

Tez = =%
2m pd

3P yz?

Tys = —
v 2m pP
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(A.12a)
(A.12b)
(A.12¢)
(A.12d)
(A.12e)

(A.12f)

Trabalhando em um sistema simétrico usaremos coordenadas polares x — r, y — 0,

z — z, onde p? = 22 +y? + 22 = r?. Assim as componentes da deformacao podem ser

escritas como:

Uy =

U, =

E as componentes da tensao:

P (1—2) 1 2z 3rlz
o, = — ) | = — _
r2 r(r2 4 22)1/2 r(r? + 22)5/2

2

3P z
27 (r2 + 22)5/2

O, =

3

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

Fazendo a anélise sobre a superficie de contato em z = 0 como mostra a figura 11, onde

G = ﬁ, temos para as componentes de deformacao:
P
U = — 1-2v)(1
Y 27TET( V)( + V)
P
_Z — - 1 - 2
Y 7TE7“( V)

(A.17)

(A.18)

Podemos observar nas equacgoes 3.22 e 3.23 que u, e u, — 0 quando r — 00, ou seja,

distanciado do ponto de aplicacao da forca a deformacao diminui.

A deformagao u, em um ponto geral da superficie B(x,y) e as componentes da tensao

no interior do corpo em A(x,y,z) produzidos por uma distribui¢do de pressao p,(&,n)
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Figura 36: Secao transversal do espaco elastico semi-infinito deformado, sob acao apenas
de p.(&;n).

sobre a superficies de area S sao encontrados por superposicao. A figura 37 é uma analise
do espago elastico semi-infinito em coordenas polares (s, ¢) cuja origem esta localizada
em B, onde a pressao p(s,¢) atuando sobre um elemento de area posicionado em C' é

equivalente a uma for¢a de médulo dP = p(s, ¢)s dsdp. A deformacao da superficie w,

Figura 37: Esquema do espago elastico semi-infinito em coordenadas polares.

devido a essa forga e dada por:

1— 12
7F

U, = /p(s, ®) dsdg (A.19)
5
Entao conhecendo a priori a distribuicao de pressao dentro da regiao S é possivel
encontrar a deformagao e a tensao em qualquer lugar do sélido. Devido a complexidade
das equagoes de Boussinesq, problemas simples podem apresentar dificuldades por nao

terem solucao analitica bem definida.
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A.3 Pressao Hertziana

Escrevendo a pressao definida por Hertz (equagao 3.5) sobre a area de contato em

coordenadas polares com origem em B(r,0), temos:

Figura 38: Espago eldstico semi-infinito em coordenadas polares. Adaptado [27].

P(s,¢) = Z;O (a® —1?) — 2rcos(¢)s — 32}1/2 (A.20)

Substituindo essa distribuicao de pressao na equacao A.19, obtem-se:

1-2
u, = y/p(sa¢> d8d¢:
7TE S
1 - 2Vp0 Sl 1/2
= —5 gb/ (a®> = r?) — 2rcos(¢)s — s°}

Trabalhando a integral com dependéncia em s , temos:
51 1/2 1 1 T
{( =285 =}/ ds = Sap+ 5 (a? + 9 {5 — tan"'(8/a) |

S} é a raiz positiva do integrando, onde a? = (a® —r?) e 3 = rcos¢. Os termos Ba e
tan~! (/) desaparecem quando integrados em relagao a ¢ entres os limites [0, 27]. Assim

tem-se,

1-2
u, = WEV/O ]Z;Z (a2—r2)+7’20082(q§)}1/2d¢:

— (1 ;?V2) %(2&2 . 7“2) (A.Ql)
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Dessa forma temos:

(1= v®) mpo

7 aa (2a*> —7?), r<a (A.22)

u, =

Com a expressao A.22 obtem-se a deformacao da superficie de contato para a r < a.
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