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Resumo

A mecanica quantica desempenha um papel fundamentakoagio e entendimento dos
fendmenos naturais. De fato, os fendmenos que ocorrenmenesicala muito pequena (atdmica
ou sub-atdmica) nao podem ser corretamente explicadaslfocontexto da mecanica quantica.
Alem disso, existem muitos fendbmenos em escala magoastque revelam o comportamento
quantico da natureza. Nesse sentido, podemos dizer quedmit@ quantica & a base de todo
nosso atual conhecimento sobre os fendmenos naturaisa@etke uma particula em quantica
é descrito matematicamente pela sua funcao de ¥h@da ) e a evolugao temporal dé(T,t)

é governada pela Equacgao de Schrodinger dependentengho t Dessa forma, podemos enun-
ciar que o problema fundamental da mecanica quanticasteream solucionar a Equacao de
Schrodinger numa situagdo arbitraria. Neste trabadistudamos uma técnica numérica de
solucao da Equacao de Schrodinger dependente ouandepte do tempo conhecida como
Split Operator Essa técnica utiliza formas aproximadas para a expaslet@isoma de op-
eradores que nao comutam para implementar o operadorcéeotamporal, permitindo re-
duzir o processo de solugao da Equacao de Schrodingacessivos processos de simples
multiplicagao e de solucao de sistemas de equag@easrks tridiagonais, que podem ser facil-
mente realizados por um computador. O formalismo da ta@mt coordenadas cartesianas foi
estudado em detalhes, onde mostramos como aplica-lo igeeenas com condi¢cdes de con-
torno periddicas ou com condi¢des de contorno finitadizeiinos essa forma da técnica para
estudar o comportamento de um elétron confinado numaoregi&nergia potencial aleatoria,
onde nos deparamos com o fendmeno de Localiza¢ao de ordeklém disso, desenvolvemos
a técnicaSplit Operatorem coordenadas generalizadas, aplicando-a para estuddierpa de
um elétron confinado na superficie de um cilindro. Os tadok obtidos numericamente con-
cordam muito bem com os resultados obtidos analiticamembsirando que a técnic@plit
Operatorem coordenadas generalizadas nos leva a resultados @fiav



Abstract

Quantum mechanics plays a fundamental role in the desmmipind understanding of the
natural phenomena. Actually, the phenomena that take phaatomic and subatomic scale
can not be well explained without the quantum mechanicsagmbr. Furthermore, there are
a lot of phenomena in macroscopic scale that reveals thetguamehavior of nature. In this
sense, we can say that quantum mechanics is fundamenthkfontlerstanding of all natural
phenomena. In Quantum Mechanics the state of a particle isematically described by the
wave functionW(r,t) and its time evolution is governed by time-dependent Stihger equa-
tion. Thus, we can state that the fundamental problem of tgpamechanics is to solve the
Schrodinger Equation in an arbitrary situation. In thigkyave study a numerical technique to
solve the time-dependent and time-independent Schrédiguation known as Split Operator
technique. This aproach uses approximations for the exmisleof sum of operators that do
not commute in order to implement the time-evolution opmrdt makes possible to reduce the
solution of the Schrodinger equation to a successive geaseof multiplication and solution
of tridiagonal system of linear equations. It can be eas#sfgpmed using a computer. The
technigue was studied in detail using cartesian coordsnated we also explained how to use
the technique with periodic or finite boundary conditionse kvake use this technique to study
the behavior of an electron subjected to a random poteii#this situation we face the Ander-
son Localization phenomena. Furthermore, we develope&piie Operator technique using
generalized coordinates, and studied the problem of atrefeconfined to a cylinder surface.
It was verified that the numerical results agree with the dital ones. So we can conclude
that the Split Operator technique using generalized coatds produce reliable results.
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1 Introducao

“Mecanica quantica € a descricao do comportamentoat&nia em todos os seus detalhes
e, em particular, dos acontecimentos em uma escala atoAscaoisas em uma escala muito
pequena nao se comportam como nada de que vocé tenha agperéncia direta. Nao se
comportam como ondas, nao se comportam como partic@dasencomportam como nuvens,

ou bolas de bilhar, ou pesos ou molas, ou como qualquer coéseateé ja tenha visto.”

R. P. Feynman
1°Paragrafo do Vol. lll de

“The Feynman Lectures on Physicfl].

A matéria € composta de atomos e esses, por sua vez, Fposims de um niamero finito
de particulas elementares. Essa € possivelmente a ef@ommais relevante da fisica.

No estudo dos atomos e das particulas elementares nasuhezacom novos aspectos da
natureza. Esses novos aspectos sao comumente chamaeio8rderios quanticos. A disciplina
gue os estuda & chamada de fisica quantica, enquantofouaalismo matematico da fisica
quantica é conhecido como mecanica quantica [2].

Na versao de Schrodinger da mecanica quantica, o estadona particula & descrito
matematicamente pela sua funcdo de d#dg,t), cuja a integral do médulo ao quadrado em
um certo intervalo, nos fornece a probabilidade de encontm essa particula nesse intervalo
em instante [3]. A evolucdo temporal d& (T',t) & governada pela equacao de Schrodinger
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dependente do tempo

0 .
iAW) =RY(rL) | (1.1)

ondeH é a Hamiltoniana do sistema dada por

-~
H =S +V(TY) (1.2)

P2 = —_R°[? . (1.3)

Assim, na formulagao de Schrodinger, o problema fundaatela mecanica quantica con-
siste em solucionar a Equacgao de Schrodinger numa adabitraria.

A teoria de Schrodinger da mecanica quantica nao éca teoria quantica, nem tampouco
a mais fundamental. Ela se baseia em pelo menos duas dsaaioximacoes [2]:

i) O fendmeno de criacao e destruicao de particulan@&glo;

i) Supde-se que todas as velocidades relevantes sao defic@rie pequenas, de modo
gue a teoria & nao-relativistica.

Nesse sentido, a teoria quantica de Schrodinger namé tiescricao do comportamento da
matéria em todos os seus detalhes”, no entanto, funcioita bem até a escala de moléculas
e atomos, e, portanto, pode ser utilizada para se estudaiogiandos fendmenos em fisica da
matéria condensada.

1.1 Escopo da Dissertago

Apesar de fornecer um método bastante simples de se ahordaroblema em quantica,
somente para um pequeno nimero de problemas é que adbgieafthrodinger possui solucdes
analiticas fechadas. Na maioria dos casos, se faz neicess#so de técnicas aproximadas de
solucao.

Nessa Dissertacao, estudaremos uma técnica numerstdubao da Equacao de Schrodinger
conhecida com&plit Operator Essa técnica utiliza formas aproximadas para a exposlaiei
soma de operadores que nao comutam, para implementaradoperolucao temporal, e que,
utilizando a propagacao no tempo reabu a propagacao no tempo imaginarie- it, € capaz
de resolver tanto a Equagao de Schrodinger dependertengm quanto a independente do
tempo.
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No Capitulo 2, estudaremos em detalhes a técBpla Operatorem coordenadas carte-
sianas, onde mostraremos como aplicar a técnica paranasteom condi¢coes de contorno
periddicas ou finitas. Nesse mesmo Capitulo, desenwrhes também a técni&plit Opera-
tor em coordenadas generalizadas.

No Capitulo 3, definiremos um modelo unidimensional bdstaimples para estudar o
comportamento de um elétron em um solido desordenadca raedelo possuira apenas trés
parametros L, o tamanho do sistemg; o grau de rugosidade do potenciaN B, o nUmero de
pontos da rede - no entanto mostrara possuir 0s ingredibaggcos para se estudar o fendmeno
de Localizagao de Anderson. Aplicaremos a técBipght Operatorem coordenadas cartesianas
para para obter as fun¢des de onda do estado fundamental é&tron nesse sistema e sua
evolucao temporal.

No Capitulo 4, obteremos as Equacdes de Schrodingarymaa particula confinada nas
proximidades de uma superficie ou de uma curva qualqude prostraremos a existéncia de
um potencial devido a curvatura da superficie ou da cureséggempre negativo ou zero. Em
particular, obteremos a Equacgao de Schrodinger pardétromrconfinado nas proximidades da
superficie de um cilindro e aplicaremos a técrggdit Operatorem coordenadas generalizadas
para resolvé-la. Os resultados obtidos numericameng® sermparados com os resultados
obtidos analiticamente a fim de verificar a confiabilidadedaita.

As conclusdes desse trabalho sao apresentadas nolG&piEm seguida, no Apéndice A
mostramos como a utilizagcao da propagac¢ao no tempdmé&idge do processo de ortonormalizacao
de Gram-Schmidt nos leva a obtencao dos auto-estados midtétaana do sistema, e, no
Apéndice B, apresentamos as demonstracoes das f@myt@rtantes utilizadas no Capitulo
2. Por fim, listamos as referéncias utilizadas nessa Dessas.
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2 Tecnica Split Operator em
Coordenadas Generalizadas

A técnicaSplit Operatorconsiste, basicamente, na implementacao do operadtcéeo
temporal utilizando formas aproximadas para a exponedeidoma de operadores que nao
comutam (no caso, o operador energia cinética e o operadagia potencial). Foi inicialmente
idealizada por M. D. Feit, J. A. Fleck e A. Steiger [4] e apliaapor exemplo, no estudo dos
niveis de energia de moléculas triatdmicas [5] e no estlodcaos quantico [6]. Na sua forma
original, a técnica utilizava transformada de Fourierapaalcular o resultado da aplicacao do
operador ex@i‘%DZ}, fato este que impde condi¢cdes de contorno periddichseso sistema.
Para evitar isso, M. H. Degani modificou 0 método utilizaadormula aproximada ex{raA] =
[ —E—ZA]_l [14— g—ZA] ao invés da transformada de Fourier, permitindo, assinplieagao do
método a sistemas em que a invariancia translacionakbrgda [7]. Essa forma da técnica
vem sendo utilizada com sucesso no estudo das propriedadssrdturas semicondutoras em
diversos trabalhos [7, 8, 9, 10, 11]. Em todos esses trabathtecnica sempre foi usada em
coordenadas cartesianas, ou seja, tanto a funcao deétbgdanto a energia potencMleram
funcio das coordenadasy ez, aléem disso o Laplaciano era escrito na foriifa= 6‘3—)(22 + dd—yzz +
‘3—222, sendw, y ezas coordenadas cartesianas convencionais. Quando tatwsltom sistemas
gue nao possuem simetria cartesiana, essa forma de abgnadnlema pode gerar imperfei¢coes
na definicao das fronteiras do sistema, cagoi@ utilizado nao seja suficientemente refinado,
podendo também aumentar o custo computacional, quandistgue usagrids com muitos

pontos.

Uma adaptacao da técnica para se estudar problemas@eson coordenadas esféricas
com simetria axial foi feita por M.R. Hermann e J.A. Fleck][1Qutra adapta¢cao mais recente
foi realizada por Andrey Chaves. Ele estendeu a técnica $istemas que envolvem spin e a
aplicou no estudo de grafenos [13].

Nesse Capitulo, estudaremos em detalhes o formalismexdecaSplit Operatorem coor-
denadas cartesianas, mostrando como aplicar a técnacaipmas com condi¢cdes de contorno
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periodicas ou com condi¢Oes de contorno finitas sem saedtilizar transformada de Fourier.
Alem disso, desenvolveremos a técnBait Operatorem coordenadas generalizadas.

2.1 Solu@es Formais da Equago de Schibdinger

Retornemos para a Equacgao de Schrodinger dependergmgo,t

0 .
iR WY = AW(rL) . (2.1)

SejaW(r,t) a solucdo da Eq. (2.1) com a condicao ini¢iF,tp). Escrevenddd(r,t) na
forma
W(rt) =U(t,t)W(T,to) , (2.2)

ondeU (t,tg) & conhecido como operador evolucio temporal, obtengssformas possiveis
paraU (t,tp) [14], cada uma delas para um tipo de Hamiltoniana especifica

i) Se a Hamiltoniana ndo depender explicitamente do tempsgjaysé/ =V (T), entdo
G(t.0) =exp| ATt (2.3)
i) Se a Hamiltoniana depender do tempo e se o comufikioy, H(t')] = 0 p/V t et’, ent&o
U(t,tg) = exp{—iﬁ/tot I—?(t’)dt’} : (2.4)
ii) Se o comutadoH (t),H(t")] # 0, entao

U(t,to) =1+ 21(—%)n/t:dt1/t dip-- / tLH(t)H(t)---H(t) . (2.5)

As demonstracdes das Eqgs. (2.3), (2.4) e (2.5) podem sentadas na referéncia [14]
(capitulos 2 e 5).

Podemos dizer, portanto, que o problema numérico paricoloale evolugcao temporal da
funcao de onda & a implementacao da Eq. (2.2), Gtho) dado por uma das Eqgs. (2.3),
(2.4) e (2.5).E nesse ponto que entra a tecn8lit Operator que estudaremos em detalhes
nas proximas Secoes.
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2.2 TecnicaSplit Operator Exposi@ao do Problema

Para 0 caso mais simples, em que temos um sistema conserVatiW (F), obtemos das
Egs. (2.2) e (2.3) que a propagagao em um teAtsera dada por

W(F’,t—l—At):exp{—lﬁl:lAt} W(rt) , (2.6)
onde .
i P V(P 2.7
=2 +V() (2.7)
e
P2 — _R2[2

O problema técnico:&como calcular a exponencial de um operador que & dado pala s

de dois operadores que nao comutam? Pois, sabemos que

exp[A+B| = exp(A) exp(B) se, e somente seg/A,B] =0 .

Uma solucao para esse problema foi dada por Masuo Suzaiki §uzuki apresenta uma
forma aproximada para o célculo da exponencial de uma cw@pao linear de operadores

a .
€N A
2"

ondefm (Aq, Ay, -, Aq) &um “aproximante” & (¢™1) & um erro da ordem dg™"1). Assim

exXp = fm (A:L)AZ? e 7Aq) + 7 (£m+1) ) (28)

o céalculo desses aproximantiggspode ser til quando tem@smuito pequeno.

As expressdes paff (A1, Ao) e fm (Ar, Az, Ag) param=1 e 2 sao dadas abaixo:

f1 (A1, Az) = expleAq] expleAy] . (2.9)

f5 (Al,Az) = exp[ Al] expleA;] exp[ ] . (2.10)

f1 (A1, A, Ag) = expleAq] expleAg] expleAs) (2.11)

fy (Al,Az,Ag) = exp[ Al} exp[ Ag] expleAy) exp[ Ag] exp[ } ) (2.12)

Com a finalidade de manter em todas as aproximagdes um éxonm da ordem de
A3, utilizaremos os aproximantes (Aq,A), Eq. (2.10), ef (A1, Az, Ag), Eq. (2.12), cujas
demonstracdes se encontram no Apéndice B dessa Diga®rta

Como podemos ver nas Egs. (2.9), (2.10), (2.11) e (2.12) iaagpb do operador ex-
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ponencial de uma combinacao linear de operadoresLeegﬁj], foi dividida em sucessivas
aplicacOes de exponenciais que dependem apenas de umeatagdares. Como veremos nas
proximas Sec0des, isso vai nos permitir reduzir o prazdssolucao da equacao de Schrodinger
dependente do tempo a sucessivos processos de simplgsicagéio e de solugao de sistemas
de equacdes lineares tridiagonais.

2.3 Implementago da TecnicaSplit Operatorem Coordenadas
Cartesianas

Nessa Sec¢ao, desenvolveremos 0 método para um sisterserativo e tridimensional,
em queV =V(Xx,Y,z), ondex,y e zsao as coordenadas cartesianas. Nesse caso, temos

|32

H=— 1V 2.13
om T (X,Y,2) (2.13)
e ~
U(t+At,t) = exp |At i iV(x 2) (2.14)
) - p 2mﬁ ﬁ 7y7 bl .
onde
I52:|5X2+|5y2—|—|522 , (2.15)

correspondendo ao operadnomentum

~ 0> 0% 9°
2_ 207 0% 0%
Sl ((3x2+(9y2+(922)

Utilizando as Egs. (2.8) e (2.10), podemos reescrever aZtyd)Yna forma

. iV (x,Y,2) At iP2At iV (x,Y, 2) At
U(t—i—At,t):expl—%} [— 2mﬁ} e [—(27)%)

]+ﬁ(m3). (2.16)

ComoW(x,y,zt+At) = U (t+At,t)W(x,y,z1), entdo

" . "2 "
iV (XY, z)At] ox [_IP At] ox [_lv (X,y,z)At

WXy, zt+At) = exp{— ] W(xy,zt)+0(At3) .

2h 2mh 2h
(2.17)
Assim, paralt muito pequeno, podemos escrever
W(x,y,zt+At) = ex V(Y. 2)At ex it ex V(xy,2)At W(x,y,zt)
7y7 l - p Zﬁ p 2mﬁ p Zﬁ 7y7 ) M

(2.18)
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Calcularemos¥(x,y, z,t + At) em trés passos, cada um correspondendo a aplicacado de um
dos operadores exponenciais na Eq. (2.18):

i) Calcularemo< (x,y,zt+ At), resultado da aplicacao do primeiro operador expongrazia
seja,

iV (XY, 2)At

E<X7y7 Z7t+At) = exp [_ oh

] Y(xy,zt) . (2.19)

A aplicacao do operador exponencial acima nao passa desimples multiplicacao. As-
sim, substituindo a Eq. (2.19) na Eg. (2.18), obtemos

. s
LIJ(X7y7Z,t+At) & eXp[_M} [ 1P<At

o exp|— ZmH} E(Xy,z,t+At) . (2.20)

i) Calcularemos, agorg,(x,y,zt+At), resultado da aplicacéo do segundo operador exponen-
cial, isto &,

iP2
r’(x7y7z7t+At> = exp -

t
ZmH} E(xy,zZt+At) . (2.21)

Substituindo a Eg. (2.15) na Eq. (2.21), obtemos

i (P2+P2+P2) At
2mh

n(xy,zt+At) =exp [— ] E(Xy,zt+At) . (2.22)

Como[R, R = [R, P = [R,P,] = 0, entdo podemos escrever a Eq. (2.22) na forma

B iP2At iR2t iP2At
n(xy.zt+At) —exp[— Zmﬁ] exp[— P exp{— Zmﬁ} E(xY.zt+At) ,  (2.23)
ou, ainda,

ihAt 02} {iﬁAt 02} [iﬁA’[ 0°
X ex

10220 =00 35| P 3 | P 3 7

] E(xy,zt+At) . (2.24)
Resolveremos a Eq. (2.24) em trés etapas:

a) Calcularemosx(x,y,z,t+ At), resultado da aplicacao do primeiro operador exponkncia

: 2
a(x,y,zt+At) = exp{%%} E(x,y,zt+At) . (2.25)

b) CalcularemogB(x,y,zt+ At), resultado da aplicagcdo do segundo operador exponencial
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ihAt 92
B (X, y,thrAt)_exp{2 3

a(xy,zt+At) . (2.26)

c) Calcularemog)(x,y,zt+ At), resultado da aplicacao do terceiro operador exponkencia

: 2
n(x, y,Zt'i'At)—€Xp['gAt:2}B(x,y,Z,t+At) . (2.27)

Para aplicarmos o operador exponencial na Eq. (2.25)zariimos a seguinte formula
aproximada (cuja demonstracao pode ser encontrada endiqe B dessa Dissertacao)

~ EA -1 EA 4
exp(eA) = 1—7 1—|-? +0(&%) . (2.28)
Substituindo na Eq. (2.28)por At e A por . 6‘722, temos
iAAt 92 iAAt 9277, iAAt 62 .
N A 2 O

Substituindo a Eg. (2.29) na Eq. (2.25),

iRAt 02771, iAot 92
a(x,y,z,t+At) = {l_Tﬁ} {1+ am 2 2} Xy, zt+At) . (2.30)
Aplicando o operado(l— %3—;) pela esquerda dos dois lados da Eq. (2.30), segue que
1 At o° a(x,y,z,t+At) = 1+Imt o E(Xy,zt+ At (2.31)
_mﬁ (7y77 )_ 4—ﬁ <7y77+ )7 .

onde deixamos de usar o simbéio

Sejak = ihAt/4m, assim, a Eq. (2.31) torna-se

2 2
a(x,y,zt+At) — Kk ;2 a(xy,zt+At) =&(xy,zt+At) + :zf(xy,zt-i—At). (2.32)

O nosso objetivo, agora, & resolver numericamente a aqudiferencial (2.32) acima,
lembrando qué (x,y, z t + At) & conhecido e queremos enconwmdk, y, z,t + At).

Para isso, vamos supor que o0 nosso sistema esta definido dentma caixa de dimensdes
Lx, Ly e L, e discretizaremos os intervalosOx < Ly, 0<y<Lye 0<z<L,emNy, Ny e
N, pontos, respectivamente. Dessa forma, as distancias @mtiponto e seus vizinhos mais
proximos seradx = Ly /Ny, Ay = Ly /Ny e Az=L;/N,.

Naturalmente, uma fun¢&o= f(x,y, z), definida nesse intervalo, também sera discretizada
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emNy x Ny x N, pontosf (x;,yj, %), ou simplesmentef; ; , ondei =1,2,..Ny, j =1,2,...Nye
k=12, ..N,.

A Fig. 2.1 ilustra esse processo de discretizacao do espde uma funcao definida nesse

espaco no caso unidimensional.

ot

— f(X) continua
. |e—-of(x) discretizada

f(x)

X

Figura 2.1: Discretizacao do espaco e de uma funcanidafnesse espago no caso unidimen-
sional.

Assim, da teoria das diferencas finitas[16][17], podensusexer as derivadas dgj x em

relacao & como

: fijies— fi ke
o7 k= = +12AZI71/ l+ﬁ(A22) (2.33)
° 02 f 2f f
ij kel — Alijjkt Tij k-
2 k= Lk AIZJZ Se +ﬁ(A22) . (2.34)

As demonstracdes das Eqs. (2.33) e (2.34) para fungdemd variavel podem ser encon-
tradas no Apéndice B dessa Dissertacao.

Utilizando a Eq. (2.34), a Eq. (2.32) pode ser escrita naumad discretizada como

—Az0 j -1+ (L42A2) O jk— A0 ki1 = A2&i j o1+ (1—2A2) & jk+ A2 jks1 - (2.35)
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onde
L i DAt

2T A2 AmAZ (2.36)

Resta-nos, agora, aplicar as condi¢des de contornoegida: Consideraremos dois casos:
i) Condi¢Oes de contorno finita(smde consideraremos qi&z < 0) =WY(z> L, = O); i)
Condigdes de contorno peri(’)dioétmde diremos qu(z=0) =W(z= Lz)).

Se as condi¢des de contorno forem finitas na diregamos que
Qijo=0ijn+1=0 e &jo=3& jn+1=0  p/vi,j. (2.37)
Logo, par&k =1, a Eq. (2.35), torna-se
(1+22) dij1— A j2o=(1-2A) & j1+Aij2 » (2.38)
e, parak = N,

—A20i j N—1+ (1+2A2) aijn, = Az jN,—1+ (L—2A) & jN, - (2.39)

Por outro lado, se as condi¢des de contorno forem peaddia dire¢caa, devemos ter

Qijo=0ijN, OijN+1=0ij1 € &ijo=E& N, &ijn+1=¢&j1 P/Vi,j. (2.40)

Portanto, park =1, a Eq. (2.35), fica
(L+2A) i j1— Az j2— Azt jN, = (L—2A2) & j 1+ A j2+ AN, (2.41)
e, parak = Ng,

—Az0i 1= A0 jN—1+ (14+2A7) ai j N, = AZéij 1+ A N1+ (L=2A) & jn, - (2.42)
Definiremos uma variavey,, tal que

0, se o sistema for finito na direcao
0, = (2.43)

1, se o sistema for periodico na direcéo

Dessa forma, as Egs. (2.35), (2.38), (2.39), (2.41) e (d@em se resumidas em
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1424, —A, 0 0 ... =5 aij1
A, 1422, —A, 0 0 aij2
0 Az 1427, —A; ... 0
0 0 0 -
i jN-1
—OA, 0 0 cee —Az 1422, ai j N,
1-2A, Az 0 0 ... &, éij1
Az 1-2A, Az o ... 0 éij2
0 Az 1-2A; A; 0 :
, (2.44)
0 0 0
&i.iN—1
oA, 0 0 o A 1-2A, &i.iN,

ondei =1,2,3---Nye j=1,2,3,---N,.

Assim, para obtermos (x,y,zt + At), devemos resolver dsy x Ny sistemas tridiagonais
deN; equacOes 8, incognitas representados acima.

Essas matrizes na Eq. (2.44) sao conhecidas como trichagyesd, = 0, ou como tridiag-
onais ciclicas s, = 1. No primeiro caso, podemos utilizar a subrotina TRIDAG\Wonerical
RecipeEl8] para resolver os sistemas de equacgdes (2.44). Nondegraso, podemos usar a
subrotina CYCLIC, também ddumerical Recipes

Seguindo os passos do calculoagx,y, z t + At), Eq. (2.25), também podemos calcular
B(x,y,zt+At), Eq. (2.26), &) (x,y,zt + At), Eq. (2.27).

iif) Nesse Ultimo passo, finalizamos o calculd¥de, y, z, t + At) aplicando a Ultima exponen-
cial

iV (x,y,z)At

PY(xy,zt+At) = exp{— o5

} nxy,zt+At) . (2.45)

Realizando todo esse processo varias vezes etoapnobtemos a evolucao temporal da
funcao de onda para qualquer intervalo de tempo.

Podemos observar que, como foi dito anteriormente, comeeguesumir o problema de
resolver a equacao de Schrodinger dependente do tengolalema de solucionar sistemas de
equacoes lineares tridiagonais, que podem ser rapidamesolvidos por um computador.
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Se, aléem da evolucao temporal da funcao de onda, aquisaobter os autoestados da Hamil-
toniana, podemos trocar a evolu¢cao no tempo real pelaiggolno tempo imaginario e uti-
lizar o processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidis Elietalhes, no Apéndice A dessa

Dissertacao.

2.4 Implementago da TecnicaSplit Operatorem Coordenadas
Generalizadas

Nosso objetivo, nessa Secao, é calcular numericameselacao temporal da fun¢ao de
onda de uma particula em um sistema descrito pela Hanahani
p2

H= ?n'i'v (QLQZaQS) ) (246)

ondeqs, 0 € g3 sao trés coordenadas curvilineas quaisquer definidaepacdes do tipo

Q1 =01(X%Y,2), Q=0(X,y,2) € Oz=0as(X,y,2) , (2.47)
onde
C0(9%.9) | gg o0 das
da dgp 943
0z 0z 0z

A condicao na Eq. (2.48) significa que as EqQs. (2.47) posssueas inversas [19] e, por-

tanto, podemos escrever o vetor posiB&mmo

R= R(q1, 92, 93) = X(q1, G, 43) R+ Y (q1, U2, d3) ¥ + (1, G, G3) 2 - (2.49)

Assim, as component&; do tensor métricapodem ser definidas como [20]

R 0R

= 2.50
= 5q 3, (2.50)

INessa Dissertacao, utilizaremos a notacao tensarialv@s da notagio de Lamé [21, 22]. A diferenca basica

entre essas duas notagbes & que, na notacao de Labd#h#mos com os coeficientes de Lémé= g—";;, onde
3
X1 =X, X2 =Yy exXz =1z nolugar de5;;. Essas duas grandezas se relacionam através das esj@agée Z Pmihmj
m=1

3
eGj = z h2. = h?. A notacao de Lamé é a mais utilizada nos tradicionaisdide Fisica Matematica de Butkov
m=

1
[23] e de Arfken [24]. No entanto, preferimos utilizar a ng#ta tensorial, utilizada por R. C. T. da Costa nos
artigos [25] e [26].



2.4 Implementa@o da Tecnica Split Operator em Coordenadas Generalizadas 26

Nesse caso, a solucao formal da equacao de Schrodiagendente do tempo sera

iP2
LIJ(qJJ dz, CI37t +At> = exp [At <_ﬁ_ ﬁv(qb dz, QS))} t.I"'((:'l:l.a(-qZ?(-:137t> . (251)

Utilizando a Eqg. (2.10), podemos aproxinéfas, gz, gz, t +At), com um erro da ordem de
(at3), por

- - "2 -
|V(Q1:Q2:Q3)At} ox {_IP At] exp[_N(QLQZ,QS)m

w(Q17QZ7Q37t+At) gexp [_ " omh oh

:| qJ(qL ao, QS,t) :
(2.52)

De maneira analoga ao que foi feito na Se¢ao antericzulzabemos¥(qs, gz, gs,t + At)
em trés passos, cada um correspondendo a aplicagaodesusperadores exponenciais na Eq.
(2.52):

i) Calcularemo< (q1,0p, 0s,t + At), resultado da aplicagao do primeiro operador exponkncia

IV (0, O, ) At
E(q17q27q37t +At) = €exp |:_ (ql g}i— q3) :| LP(QLQLQ&U : (253)

A aplicacao do operador exponencial na equacao acamaassa de uma simples multiplicacao.
Assim, substituindo a Eq. (2.53) na Eq. (2.52), obtemos

" . A2
\4 (QLQZ,QS)M} eXp|: IP°At

2R - ZmH} &(01,0p, 03, t+At) . (2.54)

W(q, 02, 03, t + At) = exp{—

ii) Calcularemog)(qs,d2,03,t + At), resultado da aplicagcao do segundo operador exponencial

- A2
|
n (QL gz, q37t +At) = exp [_

¥
| €(0002.G0 00 259

Como estamos trabalhando na representacao de posigéus que

P2 = —R?00° . (2.56)
Escrevendo o Laplaciarid® em coordenadas generalizadas [20], temos

P2 = _R? c 10 (\/ée”i) (2.57)

ondeG = Det (Gjj) e G/ = (G—l)ij .

Se nos limitarmos a sistemas de coordenadas ortogonaiss tgueGjj; = 0 parai # j.
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Assim, 0 operadomometuntorna-se

> —R? %, G,G3 0 %, G1G3 0 0 ( GG, 0 )
= \/ + \/ + \/ ,
VG1G2G3 | 0o Gi1 dg1) O Gz dgz) O3 Gs dgs
(2.58)
ondeG; = Gj;.

Definimos, agora, um operadé?, dado por
. - 9 i 0
PP F(')—) , 2.59
- et (2:59)

onde
FO =, /—Gégk . comi# j £k . (2.60)
|
Assim, segue das Eqgs. (2.58), (2.59) e (2.60) que
P2 — P2 P24 P2 . (2.61)

Observe que, em gere{ll?iz, PJZ] #£ 0 parai # |.

Substituindo a Eg. (2.61) na Eq. (2.55), obtemos

iIAt 5 oy A
U(QLCIZaCISat +At> = €exp [_ﬁ(Piz-i_ P22+ PS?):| E(QLCIZaCISat +At) . (262)

De acordo com as Eqs. (2.8) e (2.12), o operador exponercceduacao acima pode ser
aproximado, com um erro da ordem @&%) no maximo?, por

P —z—m(PﬁPﬁPs)} = expl—rmpl P~ amn "2 P " omh 2
IAt A At «
exp[—m%ﬂ exp [—m 12] . (2.63)

Substituindo a Eqg. (2.63) na Eq. (2.62),

~ |At 29 |At 52 IAt 52
Nt 2, e, t+AL) = exp{—rmﬁpl} EXP{—WF’S} eXp{_z—mﬁPZ}
|At a2 IAt o

iA
eXp{—mps} expl—mpf} E(q17q27q37t+At) : (264)

Resolveremos a Eq. (2.64) em 5 etapas:

2A Eq. (2.63), no caso em qUe?,PZ| = [PZ,P5] = [PZ,PZ] =0, & exata.
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a) Calcularemosx(qs, 02,03t + At), resultado da aplicagao do primeiro operador exponkncia

IAt A
a(q17q27q37t +At) = €exp [_mpf] E(Ch,QZ,QS,t +At) ; (265)

b) Calcularemo$B(qs, 02,03, t + At), resultado da aplicagcdo do segundo operador exponencial

a (g, 2,03, t +At) ; (2.66)

B(Ql,QZaQS,t +At) = eXp |:_4—rnﬁP3

c) Calcularemog/(q1,dp,0s,t + At), resultado da aplicagéo do terceiro operador exponiencia

IAt A
V(Q17q27CI3at+At) = exp {_ﬁp22:| B(Q1aQZ,Q3,t+At) ; (267)

d) Calcularemo®(qs1,qp, gs,t + At), resultado da aplicagao do quarto operador exponencial

iAt -
5(01, 02, G, t +At) = exp{—mPﬂ (01, 02,03, t +At) ; (2.68)

e) Calcularemog)(q1,dp,0s,t + At), resultado da aplicagéo do quinto operador exponencial

IAt A
n(QI,QZ,QSat‘i‘At) = eXp {_mp]?} 5(Q1:Q2:Q37t+At> . (269)

Para aplicarmos o operador exponencial na Eq. (2.65ar@mos mais uma vez a formula
aproximada dada pela Eq. (2.28). Assim, obtemos a segujoseao para (qs, dz, gz, t + At)

IAL 5 it
(1+ %Piz) a(q17q27q37t+At> = (1— mplz) E(Q1,QZ,Q3,t+At> . (270)

Portanto, utilizando a Eqg. (2.59) na Eq. (2.70), obtemogaiste equacao diferencial

9 9
a(qi, 02,0z, t+At) — K (ql,qz,Qs)a—mF(”(ql,Qz,q@a—ma (01,02, O3, t+At)

2

— k(q1,02,093)F Y (q1, G2, 43) == @ (ql1, G2, O3, t + At) =

ac}
o 9
& (01,092,093, t +At) + K (01,92, 03) 5—F (1,02, d3) 5— & (A1, 2, 03, t +At)

o o
2

0
_K(CILQZ,QS>F(1)(C|17CI27CI3)0—qZE(QLQZ,QS,t+At> 9 (271)
1

ondek = ihAt/8my/G1G2Gs.
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De maneira analoga ao que fizemos com a Eq. (2.32), resolesra Eq. (2.71) numerica-
mente utilizando o método das diferencgas finitas. Degsadpopodemos obter a Eq. (2.71) na
sua forma discretizada

/ /
ALKkt Bkt Cijk@isnik = A j€i-1ik B &k TG ik, (272)

onde & V) )
.7j7k —_— 9 -
ANGE
2Ki kF~(-1)
Bi’j7k: 1 L1, 2|,]7k : (2_74)
Aqg
(1) (1) (1)
Kijk <Fi—1,j,k — 4R - Fi+1,j,k>
Gk =2 , (2.75)
(1) (1) (1)
A Ki,j k (Fifl,j,k+4Fi,j,k_ Fi+1,j,k) (2.76)
i ik — ) )
J 4Aq%
1)
2Ki,j,kF'(' k
FPES Ml VL (2.77)
a1
1 1 1
Clik= ANGE ’ (278)

comi=1,2,3---Ng, j =1,2,3,---Ng, ek=1,2,3,---Ng,.

Devemos, agora, aplicar as condicdes de contorno ngadike;. Novamente, consider-
aremos dois casos: i) Condi¢des de contorno finitas; ijd@@es de contorno periddicas.

Se as condi¢des de contorno forem finitas na direcap ,demos que
ao’Lk: aqu+1,j,k:O e Eo,j,k: Equ+l,j,k:O p/v j,k (279)
Assim, pard = 1, a Eq. (2.72), torna-se

B1jk01jk+Crjk02jk=B1jkéLik+Crjké2ik (2.80)
e, para = Ng,,

. . . . — / . / . .
ANQl’JﬁkaN%*l’J?k_'— BNQl’JvkaNQrJ’k - ANqu?kEqufl,j,k + BNQ17J7kENQ1717k ) (2.81)
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Caso contrario, se as condi¢Oes de contorno foremdlieaé enyy;, devemos ter

p/vi,j.
(2.82)

aO7Jk = aqu7j7k7 aqu+17Jk = al7Jk e EOLk = ENQ]_?Lk’ Equ+lj7k = ElLk

Portanto, para= 1, a Eq. (2.72), torna-se
A kONg, jk+ Bi j k01 j k+Crjk02jk = AL jéng, ik T BLjké1jk+Crjké2jk  (2.83)

e, para = Ng,,

- - - . - - JE— / - / . / -
ANleJ KNG -1, 'S BNQrJ 7kaNQ1717k+CNq17J kAL j k= AquJ 7kENQ1*171 K+ BNq17J'7kENQ1717k+CNCI1J 7kEl7l K-

(2.84)
Se definirmos uma variavéy,, tal que
0, se o sistema for finito ey
Oy = : . (2.85)
1, se o sistema for periodico eta.
As Eqgs (2.72), (2.80), (2.81), (2.83) e (2.84) podem senmmasas em
Brjk  Coijk O Oy A k 1jk
Aojk  Bajk Cojk 0 0 02,j k
0 Asjk Bsjk Cajk 0 : _
0 0 ' ' 0
) ' aquflJ?k
5t]1Cquyj7k 0 0 Aquijk Bquvjyk aquvjyk
B&Lk Cg-Lk 0 5q1A3-]7k El7jk
w 2ik Cojk O 0 &2,j k
/ / / .
0 Azik Bajk Cajx 0 (2.86)
0 0 0 ’
: : ENgy 1,1k
5qlC’,\|qlvj7k O O Ag\lqlvjyk B;\lqujvk Equ’j’k

ondej =1,2,3,---Ng, ek=1,2,3,---Ng,.

Resolvendo odly, x Ng, sistemas representados pela Eq. (2.86) obtenigs, o, 03, t +
At), Eq. (2.65), e, realizando calculos analogos a essemaisi@, y, & e n definidos, respecti-
vamente, pelas Egs. (2.66), (2.67), (2.68) e (2.69).
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iif) Nesse Gltimo passo, finalizamos o céalculd4d@), a2, g3,t + At) aplicando a Ultima expo-

nencial

iV (a1, 0, g3) At
(Q1gﬁ_QS) N(qu, G2, G, t + At) . (2.87)

W(01,02,03,t +At) = exp| —

Novamente, se realizarmos todo esse processo varias ggzesnloop, obteremos a
evolucao temporal da funcéao de onda para qualquewaitede tempo. Alem disso, podemos
trocar a evolucao no tempo real pela evolu¢ao no tempgiin&rio para, utilizando o processo
de ortonormaliza¢ao de Gram-Schmidt, obter os autoestda Hamiltoniana. Mais detalhes,
no Apéndice A dessa Dissertagao.

Dessa forma, conseguimos resumir o processo de solucimuacao de Schrodinger
(dependente e independente do tempo) a sucessivos preockssonples multiplicacao e de
solucao de sistemas de equacdes lineares tridiagop@podem ser facilmente realizados por
um computador. No proximo Capitulo, aplicaremos a Té&8plit Operatorem coordenadas
cartesianas para estudar o problema de um elétron conimema regido de energia potencial
aleatobria, onde nos depararemos com o fendmeno de Lagatizie Anderson, e, no Capitulo
4, aplicaremos a Técni@plit Operatorem coordenadas generalizadas para estudar o problema
de elétrons confinados em curvas e superficies.
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3 Aplicacado da Tecnica em Coordenadas
Cartesianas: Localizago de Anderson

Em 1912, experimentos de difracao de raio X mostraram euoneum cristal, os atomos
se distribuem em um arranjo periodico tridimensional,tendo possivelmente um pequeno
namero de imperfeicdes e impurezas [28]. Esse fato @rpetal levou os fisicos a propor
modelos aproximados para o estudo do comportamento dered&m cristais.

Como um possivel modelo, poderiamos supor que os etettertonducao em um cristal
perfeito interagem com os atomos da rede, que se supdesn ditcavés de um potenchl(r)
peridodico com a mesma periodicidade da rede, ou seja,

V(1) =V (F+ma +ndz +ngds) (3.1)

ondeny, Ny e Nz SAo0 nUmeros inteirosad, d, e dz sao os vetores de base da rede.

Essas suposi¢des nos levam a solucdes da equacabrddiSger conhecidas como funcoes
de Bloch, que possuem a seguinte forma

W (7,t) = exp[iiR~F’] u (7,1) (3.2)

ondeu, (T,t) € uma fungao periodica com o mesmo periody ¢e).

Esta funcao de onda representa uma onda plana, cuja adgditmodulada por uma funcao
periddica que reflete o efeito do potencial cristalino [2BEssa forma, podemos dizer que a
funcao de onda esta delocalizada em um cristal perfeitcseja, existe uma probabilidade
diferente de zero de se encontrar o elétron em qualqueiiaety cristal. Na Fig. 3.1(A)
retirada da Ref. [30], vemos um exemplo unidimensional da fum¢ao de Bloch onde a linha
continua representa a funcao de onda e a linha tracegpdasenta a modulacéo periodica.

No entanto, existe uma classe de solidos que nao podenatsetds como cristais perfeitos.
Esses materiais sao chamados de solidos desordenadas¢oios) e nao possuem estrutura
cristalina bem definida.
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Com o intuito de estudar o comportamento dos elétrons sesgielos desordenados, P.
W. Anderson [31] prop0s pela primeira vez um modejbt-bindingranddmico undimensional
e estudou o processo de difusdo dos elétrons em potenai@®micos. Anderson encon-
trou que as funcdes de onda dos elétrons permaneciafizémtzs, ou seja, ndo se difundiam,
quando o potencial randdémico era suficientemente fortge EEndmeno ficou conhecido como
Localizagao de Anderson e rendeu o Prémio Nobel de 19&/qeientista.

A forma de uma funcao de onda localizada pode ser vistagna3:1L(B), onde observa-
mos que a funcao de onda (linha continua) esta conclentias proximidades de alguns poucos
atomos e sua amplitude cai exponencialmente conformefastgmos desses atomos. A en-
voltoria tracejada cai com expaR), ondeR é a distancia ao centro da localiza¢ae & uma
grandeza conhecida como inverso do comprimento de localiZ&0] e nos da uma informacao
do quao localizada esta a funcao de onda.

~—
—
-

\
,’/ﬂ m \\\
—"ﬂf;’\ n f\ 7‘\::%“__

T

Figura 3.1: Diferenca entre fungdes de onda delocatig@&dlocalizadas. Uma fung¢ao de onda
delocalizada do tipo funcao de Bloch € mostrada em (Ap tuncao de onda exponencialmente
localizada € mostrada em (B).

Outra grandeza que nos da uma medida da localiza¢ao dadaie onda, e que sera usada
nessa Dissertacao, € a funcao razao de partiaa¢a2, 33], definida da seguinte forma: seja
W(x) uma funcdo de onda definida no dominio discrete x;, ondei = 1,2,3...N. A funcéo
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Razao de Participacg®é definida como

s > |
Z'“’

Para verificarmos comf pode nos dar uma informacao do quao localizada 14,

Z|H

analisaremos dois casos particulai@$¥(x)|? = &; i) |¥(x)|? = a= cte

Nesse primeiro caso, em que a funcao de onda esta totaroealizada em um Unico

<de> Y o
Zldk

No segundo caso, temos uma fung¢ao de onda totalmenteatiztata e, portanto,

ponto, temos que

1 (Na)?

B=N"NZ

1. (3.5)

Assim, essa fungao varia entréN\, para estados completamentes localizados em um Gnico
sitio da rede, e 1, para estados delocalizados com depgsiggorobabilidade constante sendo,
portanto, uma medida conveniente de localizacao, quetanto possui um erro da ordem de
1/N, tendendo a diminuir com o aumento Nepara estados localizados, como indica a Eq.
(3.4).

Nesse Capitulo, aplicaremos a técrfgit Operatorem coordenadas cartesianas para es-
tudar o problema de um elétron confinado em uma regiao dgianeotencial aleatéria. Na
Secao 3.1, definiremos 0 nosso modelo tebrico. Na Sé@a@presentaremos nossos resulta-
dos numeéricos e, finalmente, na Secao 3.3, faremos nosselsisdes.

3.1 Modelo Terico

Com o objetivo de estudar o comportamento de elétrons emalidbosdesordenado de
tamanho finito, definiremos nessa Secao um modelo basiamées, mas que possue 0s ingre-
dientes béasicos para se estudar o fendbmeno de LocadizizAnderson.

s

De maneira pictorica, vamos imaginar que nosso “soliceoienado” € composto por
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uma cadeia unidimensional &P atomos e que cada atomo possui uma posicaoxfjxa=
1,2,--- /NP, com um valor de energia potenci&(x;) aleatoria, conforme ilustrado na Fig. 3.2
paraNP = 32. Além disso, vamos supor que 0 nosso sistema seja finihouco tamanhd.,
assim, 0< x; < L. Fora dessa regiao a energia potencial sera considerauitai

yi2

V(X)

/

BOALY P+ X¥%QHA2AL 4POHESOAQOHLIXEO

1234567 8 910111213141516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

| L |

-y/2

Figura 3.2: llustragao de uma cadeia unidimensionataimés, em que cada atomo é represen-
tado por uma energia potencial aleatdfig;), ondei = 1,2, --- 32,

Em termos préticos, consideremos um elétron confinadateciér de um pogo de poten-
cial infinito de largurd., com a energia potencisl(x) variando aleatoriamente (seguindo uma
distribuicdo uniforme) no intervalo dey/2 <V (x) < y/2, ondey & uma grandeza que defin-
imos como sendo o grau de rugosidade do potencial. Dessa,fartdamiltoniana do nosso
sistema & dada por

FV(X) (3.6)

ondeP? = —ﬁzg—; é a componente do operadomomentumime € a massa do elétronEx)
€ um potencial unidimensional definido em um dominio disxx = x;, ondei = 1,2, 3...NP,
como

V(Xi):{ Ma-1/2) , se0<x<L _—

0o | sexp<Ooux >L ,

onded € uma variavel aleatéria uniformemente distribuidamervalo 0< & <1 eNPéo
namero de pontos da rede.

Dessa forma, os parametros do nosso modeld_s@tamanho do sistemg, o grau de
rugosidade do potencial NP, o nUmero de pontos da rede.
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Na Fig. 3.3, temos o perfil do potencial definido na Eq.(3.TapeP = 512.

(00) (/0]
N A
— NP =512

> yi2
0

_y/2 | | |

0 L2 L

X

Figura 3.3: Perfil do potencial paNP = 512.

Paray = 0 0 nosso sistema se torna um simples poco de potenciatinfirja solucao é bem
conhecida e pode ser encontrada, por exemplo, na Ref. [Hudduncdes e os autovalores da
Hamiltoniana nesse caso sao dados, respectivamente, por

Wi = |/ 2sin( ) (3.9)

_ n?rPh?

=—— 3.9
ol (3.9)

n
onden=1, 2, 3, ... .

Definimos, agora, um parametro adimensionglue se mostrara de grande influéncia no
comportamento dg
4

V=g - (3.10)

ondeE; € a energia do estado fundamental do sistema sem rugosidade

Dessa forma, substituindo= 1 na Eq. (3.9) e substituindo o resultado na Eqg. (3.10),

obtemos
2me
R2 2

y= yL? . (3.11)
Como podemos ver das Egs. (3.10) e (3.¥9pmpara o grau de rugosidade do sistema
com a energia do estado fundamental do sistema sem desorgl@rolee dois parametros do

modelo,y eL.
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Na proxima Sec&o, apresentaremos os resultados ohtiduaricamenteutilizando a técnica
Split Operatorapresentada no Capitulo anterior. Inicialmente estatl@aseo comportamento
da Funcao Razao de Participa¢Bo,calculada para a fungcao de onda do estado fundamental
do elétron, quando variamgse L. Em seguida, verificaremos como se comporta a média da
Funcao Razao de Participacdo, >, calculada sobre uransemblaede NR sistemas para a
funcao de onda do estado fundamental do elétron, quaadanvosy. Por fim, estudaremos
como ocorre a evolugao temporal de uma funcao de ond= Isestema.

3.2 Resultados e Discugses

3.2.1 Fun@es de Onda no Estado Fundamental

Nessa sub-Sec¢ao, temos como objetivo mostrar qiidepende dé& e y através dey, ou
seja, pretendemos mostrar gie= 3 (y(L,y)).

Nas Figs. 3.4, 3.5 e 3.6 temos 0 modulo ao quadrado dasdsmg onda do estado funda-
mental para varios valores tee y. Os valores da funcao razao de participa@a&&o mostrados
nas legendas de cada figura, todas elas obtidas para umasiemlP = 512.

Na Fig. 3.4 mantivemos o tamanho do sistema fixoles 20ag e fizemosy = 1,4,16
e 64&;,. Observamos que conformyeaumenta as funcdes de onda vao ficando cada vez mais
localizadas em torno de um certo ponto. Esse fendmenalestgordo com a previsao de P.
W. Anderson[31], que mostrou que as funcdes de onda ficdveatizadas quando o poten-
cial randdémico era forte o suficiente. Essa localizagioeflete no valor d@ que decresce
conformey aumenta.

JanaFig. 3.5, mantivemgs= 4k, e fizemod. = 10,20,40 e 8@y. Dessa vez, verificamos
que as func¢des de onda tendem a se localizar em torno dertorpoato, conforme aumen-
tamos o tamanho do sistema. Por outro lado, se compararnfeigsaas3.4 e 3.5, podemos
constatar uma incrivel semelhanca entre as functesdie wos quadros identificados com a
mesma letra em cada figura. Essa semelhanca é confirmadgpaidade nos valores @&
apesar dos parametrb® y serem diferentes nos quadros a, ¢ e d das duas figuras.

Analisemos, agora, a Fig. 3.6. Nessa figura tentos: 81ag e y = 1E, na Fig. 3.6D,

INessa Dissertacao, utilizamos em todos os resultadasoshi sistema de unidades atdmicas [35, 36], onde
consideram-se unitarias as seguintes quantidadesbasic a massa de repouso do elétrera carga elementar;
h'=h/2m, a constante de Plank dividida par24rtey, 41T vezes a permissividade do vacuo. Assim, as unidades de
comprimento (comprimento de Bohg), energia (energia de Hartré&g) e tempo €p), por exemplo, serao dadas
(em unidades do Sl) pa@p = 4mEgh? /me€? = 5.292x 10~ 11m, E,, = h?/mead = 4.360x 1028 e 19 = A/Ep =
2.419x 10 17s,
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0.2
— L=20;y=1;B=0452| [03-|— L=20;y=4;pB=0.289|
a oo b -
0.1 - L i
0.1 |
0O 210 2000 1‘0 20
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Figura 3.4: Modulo ao quadrado das funcdes de onda ddefiadamental para = 20ay e
y=1,4,16 e 64&;,. Os valores da funcao razao de participa@a&io mostrados nas legendas.

0.4
— L=10;y=4;B3=0452| [03-|— L=20;y=4;pB=0.289|
a oo b A
0.2~ -1 L i
0.1 |
% 5‘5 10 % 1‘0 20
1
" |— L=40;y=4;p3=0.203| 1 — L=80;y=4;p3=0.024
0.2 — L i
: cC | d
0.5 —
0.1F . w
O L | L 0 J | L
0 20 40 0 40 80

Figura 3.5: Modulo ao quadrado das funcdes de onda ddekiadamental pada= 10,20,40
e 8(xy e y = 4E;,. Os valores da fungao razao de participa@@&ao mostrados nas legendas.
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0.125 0.4
— L=81;y=1;B3=0.202 — L=27,;y=9;p3=0.202
a b
0.0625— — 0.2 —
12 0O 1 27 54 1 81320 1 9 18 1 27
| [—L=9;y=81;B=0.202 1 |[—L=3;y=729;B=0.202
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0,6 —{1,8— _
oO 1 3 6 1 9 00 1 1 2 1 3

Figura 3.6: Modulo ao quadrado das funcdes de onda ddefiadamental para = 81ap e
y=1En, L=27a9ey=9E;, L =9agey=81E, eL =3ag e y= 729%;,. Os valores da fungao
razao de participacd® sao mostrados nas legendas.

L =273y ey=9E, na Fig. 3.6bL =9ay e y=8lag ha Fig. 3.6c & = 3ag e y=72% na
Fig. 3.6d. Observamos que apesar das diferencas nossdekee y a forma da funcao de
onda e os valores g8 sao os mesmos em todos os quadros. Por outro lado, se caloslas
valores de/L? verificaremos que esse valor nao muda na Fig. 3.6. O mesm@aouzs quadros

a, b, c e ddas Figs. 3.4 e 3.5. Isso nos leva a concluir que anfluericia de fato o valor de
B & o produto entrg e L2, ou melhor, o valor dg. Assim, de agora em diante, os dois (nicos
parametros do nosso modelo seyz®NP.

3.2.2 Medias das Rades de Participago

Nessa sub-Secao, analisaremos cem® > (calculada sobrensemblesom numero de
sistemad\NRigual a 30 e 50) se comporta quando variameNP. Além disso, mostraremos
nos graficos barras de erro cujo comprimento representaBl2M, ondeEPM € o erro padrao
da média definido pela expressao

DP
EPM= —— (3.12)

VNR '’
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onde DP €& o desvio padrao amostral, definido como

NR
Z(Bi— <B>)?

DP=\| = 1
NR—1 (3.13)

e < 3 > é calculada através da formula

NR
ZlBi
i=
< >=—. 3.14
B>="x (3.14)
O Erro Padrao da Média EPM representa a precisao da rdediana amostra como es-
timativa da média de uma populacao tendendo diminuifazare aumentamos a tamanho da

amostra. Assim, os graficos pad&k = 50 devem ter as menores barras de erro.

O intervalo< B > +EPM para uma estatistica que tenha uma distribuicao norepaé+
senta um intervalo de confianca deZBB% para a estimativa de 8 >, ou seja, a probabilidade
de que o valor correto de 3 > esteja dentro desse intervalo & de2d8so [37, 38].

Nos resultados que se seguem, variapds 1® a 1& e trabalhamos com sistemas com
um namero de pontos da retd® igual a 32, 64, 128, 256, 512, 1024 e 2048.

0.7 T T \
T NR =30
0.6 T m
— NP = 256
o 5. Fase Delocalizadap I -------- NP =512| |
' NP = 1024
A o4l T NP = 2048 |
(an
V 0.3 m
0.2+ n
Fase Localizada
0.1 J/ .
O | | | | e
10° 10" 10° 10° 10" 10° 10°

Figura 3.7: Média da funcao razao de participacasugy paraNP =256(preta), 512(ver-
melha), 1024 (verde) e 2048(azul) e paiia = 30.

Nas Figs. 3.7 e 3.8, encontramos os graficos @&> versusy paraNP = 256, 512, 1024 e
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0.7 T \
' = NR =50
0.6 " n
— NP = 256
0.5.Fase Delocalizadg. I -------- NP =512 |
' NP = 1024
N\ 0.4+ FELRT NP =2048 |
(el
V 0.3 .
0.2+ 7
Fase Localizada
0.1- J/ -
0 | | | | e
10° 10" 10° 10° 10" 10° 10°

Figura 3.8: Média da funcao razao de participacaswey paraNP =256(preta), 512(ver-
melha), 1024(verde) e 2048(azul) e paria= 50.

0.67,

0.66
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0.01= .. -

0.005

Figura 3.9: Zoom das extremidades da Fig. 3.8.

2048 e par&dNR= 30 e 50, respectivamente. Nas duas figuras, & possivelvabseas regioes
em que< B > varia muito pouco com o aumento g¢ie A primeira regiao, correspondente a
pequenos valores de foi denominada de fase delocalizada, ja que nessaf#se possui os
maiores valores e, como vimos anteriormente, iSso cornelgpa fungcdes de onda espalhadas
por quase todo o sistema. A segunda regiao, corresponalgnéades valores dee a valores
de < B > proximos de zero, foi denominada de fase localizada, pEssanfase as funcdes de
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onda estao bastante localizadas em torno de algum ponistdma. Nessas duas regides, as
barras de erro sao muito pequenas indicando uma pequeraciiotdos valores g&em torno
de < B >. No entanto, na regiao intermediaria do gréafico as bateasrro sao bem maiores,
mostrando que ha uma maior flutuacdo nos val@reéssim, podemos esperar que para um
mesmo valor dg/, dependendo da realizagao, podemos ter funcdes delocaiadas ou
delocalizadas. Alem disso, os valoresd¢8 > praticamente nao dependem @ em cada
uma das fases, no entanto, na regido de transicao pauesse/ar quec 8 > € crescente com

o aumento d& P, comportamento esse que &€ mostrado claramente nos quagrosediarios
das Figs. 3.10 e 3.11. Isso corre porque, quando fixam®aumentamos o valor deP,
estamos, na verdade, aproximando os pontos da rede e issedaw processo de difusao da
funcao de onda.

0.6

0.68

32 64 128 256 512 1024 2048
\ \

0.03- _

- .5
0.02- y=10 -

0_01,‘ | —

\ ! T ™ \
32 64 128 256 512 1024 2048

NP

Figura 3.10: Média da func&o raz&o de participac@susNP paray = 10°, 107° e 1, e para
NR= 30.

Na Fig. 3.9, temos 0 zoom da Fig. 3.8 nas fases localizaddseatizadas, onde podemos
observar os cruzamentos entre as curvas. Nas extremidadesld uma das faseg{ 10°
e y — 10°) verificamos que, na verdade,3 > & ligeiramente decrescente com o aumento de
NP, comportamento que esta dentro da margem de erf® elgue, como indicado pela Eq.
(3.4), ja era previsto para fungdes de onda localizadas)eém mostrado nos quadros de cima
e de baixo das Figs. 3.10 e 3.11.

Comoy O yL2, o comportamento das curvas nas Figs. 3.7 e 3.8 indica qaeipasistema



3.2 Resultados e Discusss 43

0.03- _

- _ .5
0.02- y=10 -

0_01,‘ | .

\ T T T ]
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Figura 3.11: Média da func&o raz&o de participacasusNP paray = 10°, 10?° e 1, e para
NR=50.

muito grandeL. — o, qualquer rugosidade do potencial, por menor que seja,cidzqrie as
funcdes de onda se tornem exponencialmente localizadagntanto, se o sistema tiver um
tamanho finito, & necessario que o grau de rugosigadga da ordem de $8;, ondeE; é a
energia do estado fundamental do sistema sem rugosidadeyyaas funcdes de onda fiquem

exponencialmente localizadas.

3.2.3 Evolu@o Temporal. Augncia de Difusio

Nessa sub-Secao, estudaremos como ocorre a evolugaored de uma fungao de onda no
sistema definido na Secao 3.1. Para isso, utilizaremosgaturazao de participagao, definida
na Eg. (3.3), e a fungao deslocamento quadratico médimida como

(r2) = /rZ\LIJ(r,t)|2dr , (3.15)

onder = x—L/2 e a integracado é realizada sobre todo sistema. A ridg deslocalmento
quadratico médio com o tempo nos fornece uma informagioapacidade do elétron de se
difundir através do sistema.

Nos resultados que seguem, procedemos da seguinte forma:

i) Consideramos como condicao inicial ém= 07p uma funcdo de ond®(x,0) gaussiana
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localizada no centro do sistema

W(x,0) = Aexp

(x=L/2)°
Uo7 ] , (3.16)

ondeA & uma constante de normalizagao;

i) Deixamos a fungao de onda evoluir por um terhpo240tg em um sistema cota = 2003y
e NP = 4096;

iii) Geramos os graficos gext e <r2> x t para uma dada realizacéo para varios valorgg de
iv) Repetimos os passgseii) para umensemblele NR= 50 sistemas.
v) Geramos os graficos dB) x t e ((r?)) x t para véarios valores de

Antes de comecarmos a analisar os resultados obtidos aigaptbcedimento acima, &

interessante entender como ocorre a evolucao temporahdduncao de onda gaussiana para

uma particula livre.

Utilizando o resultado obtido no Compleme@pda Ref. [34], se erh= 0 tivermos como
condicao inicial a seguinte funcao de onda

2 \ Y4 r2
W(r,O):(@) exp(—?), (3.17)

entao a funcao de onda em um sistdrpara uma particula livre de magsasera

222\ " explio) —r?
4, 4ﬁ_t) a+ Ty
(a2
ondeg, que é real e independenterde& dado por
2ht
tan(2¢) = _m—atZ , (3.19)

0 que nos permite calcular a densidade de probabilittittet)|> em um instante

—2a
W(r,t)2 —,/ \/7%2 ( 4ﬁzt2> . (3.20)
m2at
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Podemos, ainda, calcular a evolugcao temporal da fudegtmcamento quadratico médio,

definida pela Eg. (3.15), para a particula livre com a céwlinicial dada pela Eq. (3.17)
+o00 a2 ﬁz
2 2 2 2
<I’ >P.Livre: /oo r |l'IJ(r,t>| dr: Z-i—wt . (321)

Observe qu«§r2>p.|_ivre cresce com o quadrado do tempo e depende do valor da corstante
que diz o quao delocalizada esta a fungao de onda gaassiaial. No nosso caso, comparando
as Egs. (3.16) e (3.17) e consideraride- 200ap, temos quea = 2ap. Assim, no sistema
atomico de unidades, temos

t2
<r2>P.Livre: 1+Z : (3.22)
O grafico da Eq. (3.22) &€ mostrado nas Figs. 3.14 e 3.15.

Outro caso de interesse € quando a densidade de probdbéifidare o sistema é constante,
ou sejaW(x,t)|? = cte= 1/L, com 0< x < L. Nesse caso, temos que a funcio deslocamento

quadratico médio & dada por

(3.23)

L =200
0.8 3

T

Tl o NP = 4096

=a y=0.0

T

0.6 5| P le—o"y=10"
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T
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Figura 3.12: Evolucao temporal da fungcao razao deqaaicao calculada sobre uma funcao
de onda inicialmente gaussiana e localizada no centro tenss onde o tempo & dado em
unidades deg = 2.419x 10~ 1’s, paral = 200ag, NP = 4096 ey =0.0, 1¢, 107, 1¢?, 10%, 10

e 1¢.
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Na Fig. 3.12, temos os graficos que mostram a evolucaoaehda funcao razao de
participacag3. A funcdo de onda erh= 01 € a definida na Eq. (3.16), onde consideramos
gueL = 200ap. Aleém disso, consideramos sistemas com numero de poatasiéN P = 4096
ey=0.0, 10", 1(% 10°, 10, 1 e 1¢F. Nas curvas parg = 0.0, 10", 10?2 e 1¢ B cresce
inicialmente de maneira linear com o tempo. Isso ocorreywegfuncao de onda do elétron,
inicialmente localizada no centro do sistema, comeca asallear por todo o sistema como
se fosse a func@o de onda de uma particula livre, mosirqud atéy = 10° a influéncia da
rugosidade do potencial na evolugao da fungcao de orgleaée nula. Para essas curvas, em
t = 1001y, a funcdo de onda ja esta estendida por quase todo onaiggecomeca a sentir a
presenca da fronteira do sistema, o0 que explica a quedaesoitrento d¢8 parat > 100ry.

A partir det = 12515, B comecga a oscilar fortemente, pois parte da funcao de refiigida
pelas fronteiras comeca a interferir com o restante dggfude onda gerando situagdes em que
a funcao de onda pode estar mais ou menos localizada.

Ainda na Fig. 3.12, parg= 10* observamos qug & inicialmente crescente came que
a partir de um certo instante de tempé=(501p) comeca a oscilar de maneira aparentemente
desordenada, mas sem passar de um valor ma8ime= 0.4. Isso mostra que paye= 10%, a
rugosidade do potencial ja perturba significativamentecéugao temporal da funcao de onda
e que, embora ainda permita que a funcao de onda se espalparfe do sistema, ja comeca
a dificultar o processo de difusdo. Ja pgra 10° e y = 10°, B & sempre proximo de zero
mostrando que, para esses valoreg,derugosidade do potencial ndo permite que a funcéo de
onda se espalhe pelo sistema.

Como o comportamento d& dependera da realizacao considerada, € interessstote e
darmos o comportamento da média@iealculada sobre um conjunter(semblede sistemas
diferentes, mas com os mesmos valoredl&e y. Por esse motivo, na Fig. 3.13 apresentamos
os graficos da média da fungao razao de participgfacalculada sobre uransembleeom
namero de realizacd@$R = 50 para os mesmos parametros considerados na Fig. 3.12. Com
parando essas duas figuras, observamos que as curvas-pafa, 1% e 1 sdo praticamente
idénticas. Isso mostra claramente que, para esses vd®pes rugosidade do potencial em
nada afeta a evolugao temporal da funczo de onda.yRadd?, podemos ver que as oscilagbes
que aparecem na Fig. 3.12 desaparecem na Fig. 3.13,(@ndesce suavemente com o
tempo até atingir um certo patamar, mostrando que, nesse aa funcdes de onda tendem
inicialmente a se espalhar pelo sistema sem, no entanteggoinem se estender por todo o
sistema. Ja pana= 10° e 1, podemos observar qyf) & constante com o tempo, indicando
que as funcgdes de onda permanecem localizadas em uraa megifo pequena do sistema.
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Figura 3.13: Evolucao temporal da média da funcaaoaie participagao calculada sobre um
emsemblele NR= 50 sistemas para funcdes de onda inicialmente gaussdnaalizadas no
centro do sistema, onde o tempo & dado em unidadesa@.419x 10~1’s, paral. = 200a,
NP=4096 ey = 10!, 1%, 1C°, 10%, 10° e 18. As barras de erro representam duas vezes o erro
padrao da média definido na Eqg. (3.12).

Na Fig. 3.14, temos as curvas que mostram a evolucao tamgeifuncao deslocamento
quadratico médio. Apresentamos as curvas paza0.0, 10, 107, 10°, 104, 10° e 1, para
a particula livre, Eq. (3.22), e o valor d€?) para|W(x,t)|* = cte= 1/L, Eq. (3.23). Nas
curvas parg/ = 0.0, 104, 1% e 1%, o comportamento inicial dér?) &€ o mesmo da particula
livre (P. Livre, na legenda). Isso mostra que para valoreg menores que ) a rugosidade
do potencial praticamente nao afeta a evolucao tempiardlincao de onda. Nessas curvas,
parat = 100rp, 0 crescimento dér2> comeca a cair significativamente, fazendo com @3#
atinja um patamar ondé?) = L?/12. A queda na derivada de?) significa que o elétron
comeca a ter dificuldade de se difundir. Isso ocorre porgelétcon comeca a sentir a presenga
das fronteiras do sistema. Para:- 10%, <r2> também & inicialmente crescente, mas agora com
uma taxa de crescimento menor que a da particula livre,ramaii que o elétron ja comeca
a ter mais dificuldade de se difundir. No grafico auxiliasé), podemos observar melhor o
comportamento das curvas (i@} x t paray = 10° e 1. Na curva parg/ = 10°, vemos um
pegueno crescimento (z{e2> de zero até aproximadamenteaé&eguido de uma oscilagcao de
<r2> em torno desse valor, mostrando que paral0® praticamente nZo ha difusao da funcao
de onda. Ja parg= 10°, <r2> € sempre muito proximo de zero, mostrando claramente a
auséncia de difusao.
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Figura 3.14: Evolucao temporal da funcao deslocamentidratico médio calculada sobre
uma funcao de onda inicialmente gaussiana e localizadzenitwo do sistema, onde o tempo
é dado em unidades dg = 2.419x 10 1’s, paral = 2008y, NP = 4096 ey =0.0, 10, 1%,
103, 10%, 10° e 1®. No grafico auxiliar, temos o zoom das curvas ppra 10° e 1F. A
curva da evolugao temporal da funcao deslocamentorgtieol médio calculada analiticamente
sobre a mesma funcao de onda inicial para a particuefambém & apresentada. O valor de
(r?) = L2/12= 33333333 representa o valor dg?) para|W(x,t)|* = cte= 1/L.

Na Fig. 3.15, temos as curvas pdria?)), onde a média dér?) foi calculada sobre um
ensembleomNR= 50, para 0s mesmos parametros considerados na Fig. 3.l@nfbda-
mento das curvas nessa figura & muito parecido com o companta das curvas na Fig. 3.14.
As Unicas diferengas sao que na Fig. 3.15, paral0%, ((r?)) atinge um patamar proximo de
150035 e que as oscilagdes presentes na curva pard0° na Fig.3.14, desaparecem na Fig.
3.15.

Comoy O yL?, o comportamento das curvas nas Figs. 3.13 e 3.15 indicarparaeum
sistema muito grandd, — oo, qualquer rugosidade no potencial nao permite o processo d
difusado do elétron. Ja se o sistema for finito, & necessme o grau de rugosidadedo
potencial seja da ordem de®H, ondeE; é a energia do estado fundamental do sistema sem

rugosidade, para observarmos a auséncia de difusao@alezdoria.
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Figura 3.15: Evolugao temporal da média da funcaoodashento quadratico médio calculada
sobre umensemblele NR = 50 sistemas para fun¢oes de onda inicialmente gaussdoeal-
izadas no centro do sistema, onde o tempo & dado em unidades=.419x 10~ 1’s, para

L = 20089, NP = 4096 ey = 10!, 10?, 10%, 10%, 10 e 1. As barras de erro representam
duas vezes o erro padrao da média definido na Eq. (3.12).rn/a da evolucao temporal da
funcao deslocamento quadratico médio calculadatiaatiente sobre a mesma funcao de onda
inicial para a particula livre também & apresentada. I0re (r?) = L2/12 2 333333333

representa o valor d@?) para|W(x,t)|* = cte= 1/L.
3.3 Conclusio

Com o objetivo de estudar o comportamento de um elétron ensalitio desordenado,
definimos um modelo unidimensional bastante simples, deesiees parametros ; o tamanho
do sistemay, o grau de rugosidade do potenciall®, o nUmero de pontos da rede - mas que
mostrou possuir os ingredientes béasicos para se estudadbméno de Localizagao de Ander-
son. Aplicamos a técnicaplit Operatorem coordenadas cartesianas para obter as fun¢des de
onda do estado fundamental de um elétron nesse sistemabtuggevtemporal de um elétron
descrito por uma funcao de onda inicialmente gaussianeatizada no centro do sistema.

Inicialmente observamos qy&= B(y(y,L)), ondef & a funcao razao de participacao
ey= 2meyL2/ﬁ2n2. Em seguida, estudamos o comportamento da média daduagao
de participacadp) calculada sobrensemblesom NR= 30 e 50, ondeNR & o nUmero de
realizagdes, quando variamp NP. Verificamos que, para valores pequenoy/dg < 10Y),
as funcdes de onda do estado fundamental do elétron extmratizadas sobre o sistema, cor-
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respondendo aos maiores valoregf@gnas curvas das Figs. 3.7 e 3.8, e que para valores altos
dey (y > 10°) tinhamos funcdes de onda exponencialmente localizadasespondendo aos
valores d€/3) muito proximos de zero. Isso mostra que se o sistema foorgrainde. — oo,
qualquer rugosidade no potencial faz com que as funcoesidie do estado fundamental do
elétron fiquem exponencialmente localizadas. Além disbservamos que, mantengdixo e
aumentando o nimero de pontos da rdé o valor de(f3) tende a aumentar.

No estudo da evolucao temporal de um elétron nesse sistetiizamos novamente a
funcao razao de participacgd e a funcao deslocamento quadratico mé<d1%>. Observa-
mos que para valores ge< 103, a rugosidade do potencial praticamente nao afeta a @mluc
temporal da particula, e o elétron se difunde(a?é atingir um certo patamar, cujo valor corre-
sponde ao valor dérz> para a funcao de onda com uma densidade de probabilidadtaote.

No entanto, conforme aumentamos o valoyaepatamar atingido pc(rr2> vai diminuindo até
que, pargy = 10°, observamos uma auséncia completa de difus&o. Esse dameato mostra
gue para um sistema muito grande;—+ o, qualquer rugosidade no potencial acarretara na
auséncia de difusao do elétron. Ja se o sistema for,fanitecessario que o grau de rugosidade
y do potencial seja da ordem de®H), ondeE; & a energia do estado fundamental do sistema
sem rugosidade, para que seja observada a auséncia deditusede aleatbria prevista por P.
W. Anderson [31].
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4  Aplicacao da Tecnica em
Coordenadas Generalizadas: &frons
Confinados em Curvas e Supécfes

Recentes avancos em nanotecnologia tornaram possieskeovblvimento de sistemas de
baixa dimensionalidade de diversos formatos, onde o®sfgitanticos desempenham um papel
fundamental. Em particular, ja € possivel fabricar gate elétrons em superficies de formas
arbitrarias, onde a curvatura aparece como uma novaveada interesse [39, 40, 41, 42, 43,
44, 45, 46, 47].

Nesse Capitulo, obteremos a Equacao de Schrodingarypaa particula confinada nas
proximidades de uma superficie ou de uma curva. Esse campstddo se mostra bastante
adequado para a aplicacao da técriqdit Operatorem coordenadas generalizadas. Como
ilustragao disso, utilizamos a técnica para estudangpootamento de um elétron confinado na
superficie de um cilindro.

4.1 Medanica Quantica de Parficulas Confinadas em Supeities

Nessa Sec¢ao, temos como objetivo deduzir a Equacadualédieger para uma particula de
massam confinada nas proximidades de uma superficie gen&ridafinida por uma equacgao
paramétrica do tip@ =T (g1, 02). Além disso, pretendemos separar a Equacao de Scigeidin
em duas equacgdes: uma equacao “tangencial’, que emacbomente as coordenadps g»
definidas sobre a superficie; outra equacao “normal’eqwelvera uma terceira coordenaga
que dara a distancia de um ponto no espaco a superficie.

O formalismo que utilizaremos foi desenvolvido por R. C.&Qbsta nas Refs. [25, 26, 27],
onde fizemos apenas uma pequena mudancga incluindo um bMy{c, d2), para simular
alguma outra caracteristica do sistema, como, por exe@goesenca de campo elétrico ou o
confinamento da particula em uma regiao finita da superfic
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O primeiro passo desse formalismo consiste em definir a gelarde sistema, onde obter-
emos a forma do operador energia cinélic&Em seguida, devemos definir o potencial de confi-
namentd/ (qi1,02,qz) que tera dois termo¥, (gs), responsavel pelo confinamento da particula
na superficie; &s(q1,02), obtendo, assim, a Equacao de Schrodinger. Por fim,é&stiéde um
processo de limite, separaremos a Equacao de Schrodiageaneira desejada.

Como foi dito anteriormente, a superficie em questadigida por uma equacao do tipo

r=T7(01,02) = X(01,02) X+ Y (01, 02) Y+ 2(q1,02) Z , (4.1)

onder(qgy,gy) € o vetor posicao que localiza um porRale coordenadag; e gy sobre a su-
perficie, veja Fig. 4.1 retirada da Ref. [25]. Um pomas proximidades da superficie a uma
distanciags da mesma, & localizado por um veRe R(qy, 2, 3) definido como

R(01, 02, 08) =T (qr, 02) + 0aN (01, G2) (4.2)
ondeN (qy,q2) dado por
‘ 5% % 5%
N (01, 02) = Tor arl (4.3)
5 8

€ 0 vetor unitario normal a superficie no poRto

Nesse momento, vale a pena revisarmos algumas propriatiadematicas das superficies
no 03 e do nosso sistema de coordenadas definido na Eq. (4.2). Deegeodiferencial de
superficies [20, 21], temos que os componentes da prireadi@segunda forma fundamental
sao dados, respectivamente, por

or or

gij:d—qi'd—qj , 1,]=1,2 (4.4)
e .
or oJN

hi=—2 %0 =12, 4.5

ij G de J (4.5)

A primeira forma fundamental também & conhecida como salemétrica da superficie.

Como as derivadas do vetor nornﬂaﬂql, gp) sdo paralelas ao plano tangente a superficie,

entao podemos escrever
oN 2 or

AN i A 4.6
a; ~ 2% ag (4.6)

O elementanij = aij (01, 02) da matriza nos diz o quant® varia na direcao deg; quando
caminhamos na dire¢ao dea’partir do pontdaqs, gy) sobre a superficie. Essa mataippossue

algumas caracteristicas importantes:
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Figura 4.1: Sistema de coordenadas curvilineas definitboesa superficieS de equacao
paramétricad =1 (q1,02)-

e seus autovaloresg, e K, S0 as curvaturas principais da superficies, ou sejaloses de
maxima e de minima curvatura da superficie no pégioqy);

e seus autovetores sao as dire¢des de maxima e de miniw@dlra da superficie no ponto
(01,92), conhecidos simplesmente como as dire¢cdes de curvaigaprficie;

e seu determinante & a curvatura gausskanau curvatura total, da superficie;
e seu traco € duas vezes a curvatura métida superficie;

e seus elementos dependem da escolha do sistema de cooslenaaidem ser escritos
como fungdo da primeira e da segunda forma fundamenéaféstidas equacdes de Wein-
garten [21]

hi1 —0g11h
(g21h11— 911h21) , 4.7)

(91221 — 011h22)

(g12h21—0O22h11) , Q2=

(01222 —022h12) , O22=

011 =

Ql- Ql-
Ql- Ql=

021 =

ondeg = Det(g) = 911022 — 912021
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Utilizando as Eqs. (4.2) e (4.6), podemos escrever

IR 2 o ..
- = +a YY) |7 :17273 48
o0 jZl (éj IJqS) aq; : “9
e I
R —>
— =N(qy, . 4.9
FIen (01,02) (4.9)

Dessa forma, 0 tensor métrica cuja as componentes saaldsfjpor

R IR . .
i=—-—-— ,i,j=1,2,3, 4.10
i g g, J ( )
tera a forma
Gi1 G2 O
G=| Gz G2 O (4.11)
0 0 1
e sua inversa sera
G —=Gpo 0
G G
Gl=| & & o |, (4.12)
0 0 1
ondeG = Det(G) = G11G22 — G12G21 €
Gij = gl] + [ag+(ag)T]lj O3+ (agaT)ij q% ’ I?J = 172 ’ (413)

onde o superescrifb denota a matriz transposta.

Assim, o operador energia cinétitadefinido por

. 3 1 9 o0
T — v —" (VGG . 4.14
2mi,]Z=1\/€aqi ( 0qj) (149

ondeG' = (G™1),;, sera dado por

. 22 1 9 i 0 R2 (9% 0 0
- _ - - D I I T _
T Z_ , <\/GG aq,~> = (aq§+0qg (ln\/é) 0q3) . (4.15)

De acordo com o que foi dito anteriormente, o potencial déicamento sera dado por

V (Q1,02,03) = Vs(d1,02) +Vi (A3) (4.16)

onde o segundo term\, (gs) & o responsavel pelo confinamento da particula na sojged’
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deve ter a seguinte caracteristica

0 ~=0
imV, () =4 = o® ! (4.17)
Ao o , sedz#0

Como podemos ver na Eq. (4.17), o indicRinciona como um paramétro de confinamento
que mede a for¢a do potencig| (gz). Um exemplo de um potencial desse tipo & o potencial do
oscilador harmdnic¥, (gz) = A q§/2, em que a constante da mola funciona como o parametro
de confinamento.

Desta maneira, a Equacao de Schrodinger dependentmgo sera dada por

) L (‘92_‘“+i (invG) aw) + (418)

P2 1 a( L OW
- VGG! ——
2mi,Z 2m\ 9g% = 9q3 7Jo ]

>, Vooa VO 5y,

Vs (O, d2) W+ V) () ¥ = iﬁﬁa—Ltp -

A Eqg. (4.18) ndo é separavel porque o primeiro termo daghp, apesar de s6 possuir
derivadas em relacao@ e gp, depende das trés coordenadasq, € gs. Porém, antes de
tentarmos separar as equacdes nesse caso geral, iretondar @sn caso particular bastante
simples em que a superficie tera curvatura constanteat &geero, ou seja, a particula estara
confinada nas proximidades de um plano, no caso o ptgndsso vai nos permitir discutir
algumas questdes delicadas sobre o quao confinada a ueriGepuma particula quantica
pode realmente estar.

Nesse caso, a geometria do sistema sera

qi =X, 2=y, G3=2,
F=xX+y, N=2, R=xk+y+2, (4.19)
Gj=8;, G=le Gl=gj.

Consideraremos o seguinte potencial de confinamento
\ <X7 Y, Z) =Vs (X7 y) +V1/LZ (Z) ) (420)
onde

Vs(X,y) =0 p/V Xy (4.21)

0, sel<z<L, ,
Vi, (2) = { z (4.22)

o sez<Oouz>L; .
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O potencial definido na Eq. (4.22) for¢a a particula a seenoa regiao entre os planos
z=0ez= L, Assim o paramétro de confinamento sér& 1/L, onde, no caso limite em que
A — oo, a particula ficaria completamente confinada ao plan@u no outro caso limite em
queA — 0, a particula estaria livre nas trés direckege z.

Substituindo as Egs. (4.19), (4.20) e (4.21) na Eq. (4.18gm0s

h? ( 92 9% 9°

0
_?n W'i'a—yz'i'ﬁ)LIJ(Xayazat>+V1/LZ(Z)LIJ(X7y7Z7t>:Iﬁaw(xayazaw . (423)

Supondd¥ (x,y,z,t) = Xt (X,¥) Xn (2) T (t), conseguimos separar a Eq. (4.23) em trés equacgdes

R? [ 92 92
~5m (W + (3—)/2) Xt (X,y) = Etxt (X,y) (4.24)
R? d?
—ind—szn (2) +V1/1,Xn (2) = EnXn (2) (4.25)
d iE
STO=-2T() . (4.26)

ondeE = E; + E, € a energia da particula.

A solucao da Eq.(4.24) é

Xtgery (%,¥) = AeXpli (ke +kyy)] (4.27)
com R
By = 5 (KK - (4.28)

Ja a solucao da Eq. (4.25) cafyy, (2) definido pela Eqg. (4.22) &

Xn (2) = \/Lzzsin(%z) , 1=1,2,3--- (4.29)

com F2,2p2
En = m . (4.30)
Assim, a energia da particula sera
2 i\ 2
Bkl = 5 KE+ K3+ (L—Z) ] ,1=1,2,3- (4.31)

Podemos, agora, analisar o que acontece com 0s niveis dgaenes casos limites em
quel; tende a zero ou a infinito. No primeiro cadg — 0), vemos da Eq. (4.31) que todos
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0s niveis de energia divergem, mostrando que nao podamesd potencial de confinamento
arbitrariamente forte. No segundo cdtg — =), & possivel mostrar que a diferenga entre dois
niveis de energia proximdsg, = Bkt +1— Bk ok, tende a zero, ou seja, 0 espectro de energia
€ continuo e nao ha mais estados ligados.

A divergéncia da energia pode ser vista como uma conseguédireta do principio da
incerteza de Heisenberg e, portanto, independente dahasdol potenciaV, (z). Vejamos
porque: se multiplicarmos pela esquerda os dois lados d44E2p) poryx, (z) e integrarmos
de —o0 a 400, Obteremos

oo 2 o o
%n/_w X (2) (_52%) Xn(@dzt [ xa @V @xe(@dz=En [ xi@xn(dz

2
En= % + MV (2) . (4.32)

Por outro lado, sabemos que

AP, =/ (P2) —(P)? = (P?)=AP?+(P)? . (4.33)

Assim, substituindo a Eq. (4.33) na Eq.(4.32), obtemos

2
_ A_Pzer@JrM @) . (4.34)

E
" 2m 2m

O principio da incerteza de Heisenberg afirma que

ﬁZ
AZAP, > — . (4.35)

2
Dessa forma, se fizermos a forca do potencial arbitraritengrande A — o, entaoAz
tendera a zero e, portantd, tendera a infinito, consequentemente, como podemos vey.da E
(4.34), a energi&, também tendera a infinito.

Assim, surge de maneira natural a questao de quao bidiomahsm sistema bidimensional
pode de fato ser. Burguess e Jensen [48] e Exner e Seba [4@jciparam com essa questao
e chegaram, respectivamente, a um limite inferior e a untdisuperior para a espessdrda
superficie.

No primeiro trabalho [48] entituladd=ermions near Two-dimensional SurfatBsirguess
e Jensen enfatizam que a idéia de fazer o potencial de cordiria infinitamente forte &
fisicamente apenas uma aproximagao e que & impossivedrdar indefinidamente a inten-
sidade do potencial sem violar alguma condicao fisigaosta sobre o sistema. Para mostrar
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iSso, 0s autores introduziram relatividade ao formalisimeedo a equagao de Dirac para uma
particula confinada nas proximidades de uma superficestidndo que o aumento arbitrario
do potencial de confinamento causa a criacao de parasiparéintiparticula, o que destrbi a
idéia de confinamento absoluto em um sistema relatigistissim, poderiamos argumentar
gue seria necessario um tratamento relativistico quanaatencial & muito forte, no entanto,
experimentalmente nao se observa que um gas de elétxpake expontaneamente pares de
particula-antiparticula. Dessa forma, &€ importantieiobm limite inferior para a espessuta
da superficie, abaixo do qual, esses efeitos relatbasttomecam a existir. Burguess e Jensen
mostraram que essa espessura minima & da ordem de um Bobre que equivale a aproxi-

madamente meio angstron.

Como veremos nessa e na proxima Secao, o resultado qaotid®. C. T. da Costa mostra
que a influéncia da curvatura da superficie ou da curvaesmionovimento da particula confi-
nada aparece como um potencial que & sempre negativo auGammo consequéncia disso, é
possivel que haja estados ligados na superficie ou na como resultado apenas da variacao
da curvatura com a posi¢cao. No segundo artigo [49] eatituf Bound States in Curved Quan-
tum WaveguideSExner e Seba demonstraram utilizando um formalismo nBxtivestico que
tais estados ligados devem existir em superficies conssspesi menor que 18R,

Assim, combinando o resultado desses dois artigos, temadaira de valores de espes-
surad da superficie em que estados ligados podem ser obtidﬁé:ﬂ)d < 103A e, como os
autores supracitados destacam, esse valores saoales¢oOm a tecnologia atual.

Podemos, agora, voltar para o caso geral representado ge(d.E8). Estamos interessa-

dos numa nova fungao de onglaqs, d2,qs,t), tal que

X (01,02,03,t) = Xt (d1,02,t) Xn (43, t) (4.36)

onde

Probabilidade de encontrar a particula numa éf®aas

4 0PdS— 4.37
| Xt (011, 02, 1) { proximidades deéqy,02) em um instanté ( :

Probabilidade de encontrar a particula eqge gz +dgs
[Xn (0l3,1)|*dog = { _ (4.38)
em um instante.

Os subscritos e n fazem alusao a “tangente” e “normal”, respectivamente.

Sabemos que a probabilidadP de se encontrar a particula em um volud\enas prox-
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imidades de€qs, g2, 03) em um instanté sera

dP = |W (0,02, 03,1)[*dV . (4.39)

Assim, a transformacao adequada,— x, pode ser inferida a partir da expressao para o
elemento de volumdV em funcao das coordenadags g, e gs. De fato, temos que

R y IR IR
oqr 0 J03

dv = ‘ dgdpdas . (4.40)

Substituindo as Egs. (4.8) e (4.9) na Eq. (4.40), obtemos

dV = f(01,02,03)dSdg (4.41)
onde 5 5
Fooor
dS=|— x — |dogydp = dod 4.42
‘dql dqz‘ch(h vodadop ( )
e
f (01,02, G) = 1+qgTr (a) + ggDet(ar) . (4.43)

Substituindo a Eqg. (4.41) na Eq. (4.39),

dP= |qJ(Q17QZ7Q37t)‘2 f (QlﬂZﬂs)de@ . (444)

Dessa forma, a transformacao adequada sera

W (q1,02,G3,t) = [ (a1, G2,98)] 2 X (a1, 02, O3, 1) (4.45)

pois das Eqgs. (4.36), (4.44) e (4.45) podemos concluir que
P= (Ix (02,02, /*dS) (1xn (Ga.t) " det) - (4.46)

Portanto, substituindo a Eq. (4.45) na Eq. (4.18), obtemos
aX _ 2 i J X
= = { ]Z 0q.[ GG aq; \ T +Vs (01, d2) X
P2, LT(20) o
003 993

No limite em queA — o, a fungcdo de onda so tera valor significativamente elifer de

003 Taf

x} +Vi (a3) X - (4.47)

zero em um pequeno intervalo ggproximo degz = 0. Nesse caso, podemos faggr— 0 em



4.1 Me@nica Quantica de Pariiculas Confinadas em Supieiés 60

todos os coeficientes da Eq. (4.47), exceto no termo quemt(gz). O resultado, utilizando
as Egs. (4.13) e (4.43), &

ﬁz 2 1 0 ﬁZ aZX 5X
J - T T A —_—
Zm”zlﬂql (fd dqj)+vc(ql,qz)x+vs(q1,qz)x 2maq2+ Vi (dg) x =in—-
(4.48)
onde
ﬁz 1 2
Ve (01, G2) = ~om {éTr(a) —Det(a) ¢ . (4.49)

O potencialV; (gi1,0p) pode ser escrito como fungao da curvatura métlia da curvatura
gaussian& da superficie, como
HZ

Ve (01, Qo) = (M2 —K) , (4.50)

- 2m

ou ainda, como fun¢ao das curvaturas principais k2 da superficie, como

ﬁZ
Ve (au,02) = —5 - (K1~ k2)” . (4.51)

Podemos, finalmente, utilizando a Eq. (4.36) separar a aqua Schrodinger da maneira

desejada
ﬁz aZXn 0Xn
qu +Vi (q3)X =ih—=- ot (452)
R 219 (\fg,axt)w V) | w5
2mi7jz_1\/gaqI c 1, 02) Xt T~ Vs (Q, 02 ot _

A Eq. (4.52) & apenas a Equacao de Schrodinger unidiorealgpara uma particula de
massan sujeita ao potencial, (gz). Ja a Eq. (4.53), que descreve de fato a evolu¢ao temporal
da funcao de onda da particula confinada a supericieais interessante pela presenca do
potencial devido a curvatura da superfigi€qgs,g2). Como podemos ver da Eq. (4.51), esse
potencial & sempre negativo ou zero e inversamente priopaica massa da particula. 1sso
implica na possibilidade de se obter estados ligados nafstipecomo consequéncia apenas
da variacao da curvatura com a posicao, abrindo, assinteque de opc¢oes para investigacoes
em fisica teorica e experimental [40, 42, 43, 45, 46, 4758052, 53, 54, 55, 56, 57, 58].



4.1 Me@nica Quantica de Pariiculas Confinadas em Supieiés 61

4.1.1 Aplicaggo em um caso particular. Supericie Cilindrica
Nessa sub-Secao, obteremos a forma da Eq. (4.53) para padisular de uma superficie
cilindrica.

Nesse caso, a superficie sera definida pela seguinte@mpatameétrica

= (rocost) X+ (rosinga) y+ o2 , (4.54)

1/

12, .
onderg = (X*+y?) ~“ € oraio do cilindro e

h=¢ =tan?! G) e p=2z. (4.55)

Dessa forma, podemos obter os vetores unitafips, € N, dados por

-1

or |or
h=—=—-|=—| = (—sing1)X+(co y 4.56
=30 19a; (—singy) X+ (cosqs)y (4.56)
or |or |t
LAY A 4.57
®= 0 o (*.57)
g or
N= 22" 9% _ (cosgy)R+ (sincy)y . (4.58)
or L or
’5(11 Jo

Esses vetoreg;; Gz € N formam um triedro movel de vetores ortonormais sobre arfigjgedo

cilindro.

A matriz dos coeficientes da primeira forma fundamentals@iermétrica da superficie),

(50
g_<o 1) . (4.59)

Assim, segue da Eg. (4.59) que

definidos na Eq. (4.4), sera

g=Det(g) =r3 (4.60)
e
1 1/r3 O
g _< 0 1). (4.61)

Ja a matriz dos coeficientes da segunda forma fundameetalidds na Eq. (4.5), sera

B —rg O
h_< . o) . (4.62)
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Desta maneira, segue das equacgdes de Weingarten, Eqq#e#a matrizx sera dada por

B 1/I’0 0
a_< . 0). (4.63)

Det(a)=0 e Tr(a)=1/rg . (4.64)

e, portanto,

Por conseguinte, utilizando as Egs. (4.49), (4.53), (4e58)64) podemos obter a Equacao

de Schrodinger para a particula confinada na superfécigrdcilindro
2 2 2 2
o (2247 + 32 ) X P20~ X (920 %92 (9.20) = TR x (0.20)
(4.65)

onde podemos notar a presenca do potencial constﬁt&%mrg devido a curvatura do cilin-
dro. Nas Secdes 4.3 e 4.4, aplicaremos a tecpt Operatorpara resolver a Eq. (4.65) para
alguns potenciai¥s (¢, z) especificos.

4.2 Medanica Quantica de Parficulas Confinadas em Curvas

Nessa Secao, deduziremos a Equacao de Schrodingenparparticula de masseconfi-
nada nas proximidades de uma cutyaefinida por uma equacao paramétrica doftipd (s ),
ondeq; &€ o comprimento de arco. Novamente utilizaremos o forrmalidesenvolvido por R.
C. T. da Costa nas Refs. [25, 26, 27].

Sejamf (q1), (1) e b(o1) os vetores tangente, normal e binormal da c@yeespectiva-
mente. De maneira analoga ao que foi feito na Secao 4raduziremos, agora, Nn0sso sistema
de coordenadas definido sobre a cutM@eja Fig. 4.2, retirada da Ref. [25])

R(01, G2, 03) = T (q1) + G212 (qr) + Gsfiz (q) (4.66)
onde
fiz (1) = cosB (a1) A(qr) —sinB (q1) b(aa) (4.67)
e
Az () = sin@ (a1) A(cr) +cosB (au) b(an) (4.68)
com 40
ﬁ = T(q1> ’ (469)

ondert (0;) é a tor¢ao da cuna.
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C

Figura 4.2: Sistema de coordenadas curvilineas definiole socurv& de equacao paramétrica
r= F’(ql)

Das EqQs. (4.66), (4.67), (4.68) e (4.69), podemos obter

R .
o [1—k(qq) f (01,02,03)] t(a1) (4.70)
e 35
R
= L i=12, 4.71
in | (ql) ( )
onde
f (d1,02,03) = c0sO (d1) g2+ SiNB (1) Gs (4.72)
e I
t
K(q) = d (4.73)

€ a curvatura da cun@no ponto de comprimento de arge.
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Assim, a matriz dos coeficientes do tensor métrica, defsni@oEq. (4.10), sera

(1-kf)> 0 0
G= 0 10| . (4.74)
0

Dessa forma, o operador energia cinéficalefinido na Eq. (4.14), sera

. R[] 1 0 1 9 3
T:_fn{l—dem(l—Kfaql)JrJ;

De maneira semelhante ao que foi feito no confinamento enrfgtips, consideraremos

2 9 d
—+—In(1—kf)— . 4.75
og?  0q; ( )0qj” 479)

um potencial de confinamen¥y (gz,g3) com a seguinte propriedade

0, segs+0g3=0

(4.76)
© , seg5+a#0 .

lim V, (02,03) = {
A —o0

Consequentemente, a Equacao de Schrodinger depewideiei®mpo sera dada por

h? 1 0 1 v 3
- +

Zm{l—Kfaql (1—Kfaq1) ;

Das Eqgs. (4.40), (4.70) e (4.71), segue que o elemento denealu sera dado por

AU, | v
+—In(1—kf)=—
ELEE] ( )0qj'

oY
}+VA (G, R3) W Iﬁﬁ :
(4.77)

dV=(1-«kf)dqpdgpdag . (4.78)

Como foi discutido na Secao 4.1, isso sugere a seguimtsfnanacao

W(01,02,03,t) = [1— K (1) f (A1,02,03)] X (01,02, 03, 1) - (4.79)

Substituindo a Eq. (4.79) na Eq. (4.77), obtemos

FOX _ R 1 d 1 4 X R K X
ot 2m(1—kf)Y20m |1-kfdm (1—kf)¥2| 8M(1—kf)?
R 9% | 0%
V. . 4.80
(0q2+0q2)+ ) (02,08) X (4.80)

No limite em quer — o, podemos assumir que— 0, assim, obtemos da Eq. (4.80) que

R2 92 R2 R /o 92
X (qu)?x - (X X

. OX
- 2m a2 ~Bm" 02 + 0q2) +Vi (G2, 03) X = 'ﬁﬁ : (4.81)
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Podemos, agora, separar a Eq. (4.81) tomagp@R,dz, ds,t) = Xt (d1,t) Xn(d2,03,t), de
modo que

R (0% | %X 9 Xn
(dqz + == 52 ) +V; (G2, 03) Xn = ith—= ot (4.82)
© h? 92 R? 9
—%W)g am K (Q1) Xt_lh_a)it . (4.83)
1

A Eq. (4.82) é simplesmente a Equacao de Schrodingénbitsional para uma particula
de massansujeita ao potencid, (gz,q3). Por outro lado, a Eq. (4.82), que descreve a evolugao
temporal da funcao de onda da particula confinada a capvasenta um potencial um potencial
induzido pela curvatura (q;) que & sempre negativo ou zero e inversamente proporconal

massa da particula, como no caso de particulas confinedasperficies.

4.3 Modelo Térico

Estudaremos o problema de um elétron confinado na suieetiaum cilindro de raiog,
cuja dinamica & governada pela Equacao de Schrodotiiela na sub-Secao 4.1.1, Eq. (4.65).
Consideraremos duas situacoes: i) o elétron encoatcaisfinado numa regiao finita do cilin-
dro(0< ¢ <me 0<z<Ly,);ii) o eletron encontra-se livre na direcado eixo do cilindro e
confinado na direca¢ (0 < ¢ < m), na presenca de um fio muito longo uniformemente car-
regado com densidade linear de calgparalelo ao eixa do cilindro a uma distancid do
mesmo, veja Fig. 4.3.

ANV

Figura 4.3: Corte transversal do semi-cilindro infinito.

Na primeira situacao, o potench(¢,z) que aparece na Eq. (4.65) sera bastante simples
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e tera a forma

Vs(9.2) =Vy (¢)+V2(2) (4.84)
onde
0, se0<¢<m,
Vy (@) = (4.85)
+(9) {oo , caso contrario
e
Vy(2) = 0, se0<z<L, , (4.86)
’ o, sez<Oouz>L, . '

Na segunda situacao, temos que o potencial elétrico adist@ncial, Veiet (1), do fio
infinito uniformente carregado com uma densidade lineaadgad € dado por

Voot (1) = -2 1n ('—) : (4.87)

471189 a
ondegp € a permissividade do vacud/get (a) = 0.

Como a superficie do cilindrb= a & uma equipotencial, podemos materializa-la como a
superficie de um condutor [59], onde a densidade supérfiei@argac desse cilindro esta
relacionada com a densidade lin@dadlo fio através da seguinte equagao

A =2mao . (4.88)

Da Fig. 4.3, podemos ver que

| = (13+d?— 2rdsing) " . (4.89)

Assim, substituindo a Eq. (4.89) na Eqg. (4.87), obtemos

A r2+d2—2rodsin
Vetet (1) = —4n80|n( 0 2 0 ¢) . (4.90)
Dessa forma, o potencisl (¢, z), na segunda situacao, tera a forma
Vs(6,2) =Vy (¢)+V2(2) , (4.91)
onde
e |n <r§+d2_2rodsin¢> se0< ¢ < T
Vo (9) =4 4™ a ’ - (4.92)

0 caso contrario,

ondee é a carga elementar e
Vz(z)=0 p/Vz. (4.93)
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\ /
04 \_/ r,= 1003
a =103
0.2 — A= 0.1e/ao; d= 10%
— A= 0.1e/ao; d= 50.’?J
II-J} A= O.1e/ao; d= 80%
;, Of -- A=-0.le/g; d = 10g
—— A= —O.le/ao; d= 50%
A =-0.1e/g; d = 803

T

O
N
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~

Figura 4.4: Perfis do potencid (¢), Eq. (4.92), paraip = 10080, a = 10ag, A = £0.1e/ap €
d =10,50 e 8@&y.

Na Fig. 4.4, encontramos os perfis do potenejalg), Eq. (4.92), parag = 1008y, a =
10ap, A = £0.1e/ag ed = 10,50 e 8@y, onde podemos observar que o potencialges 77/2
é atrativo, para = 0.1le/ay, e repulsivo, pard = —0.1e/ap.

4.4 Resultados e Discuses

Nas duas situacdes apresentadas na Secao anteriempsdeparar a Equacao de Schrodinger,
Eq. (4.65), em trés equacdes supond@p,zt) =P (¢)Z(z)T (t). De forma que

h2  d? h?
—RW¢(¢)—W¢(¢)+V¢(¢)¢(¢) =E®(¢) (4.94)
A? d2
—%@Z(z) +V;(2)Z(2) = EZ(2) (4.95)
e .
%T ()= —%T(t) , (4.96)

ondeE = Ey + E; & a energia do elétron.

Na primeira situagéo, ondé (¢) eV, (z) sao dados pelas Egs. (4.85) e (4.86), respecti-
vamente, & possivel resolver o problema analiticamdéddssa forma, a solucao da Eq. (4.95)
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comV;(z) dado pela Eq. (4.86) &

Zn(2) = \/Lzzsin (%Z) , (4.97)

_ n?rPh?
o7 2mL2

com
n=123,- (4.98)

Ja asolugao da Eq. (4.94) cofp(¢) dado pela Eq. (4.85) &

P (¢) = \/miosin(ld)) (4.99)

12R2 h?

com

Ep =—5——= , =123, 4.100
"7 2m2  8miZ ( )
Assim, a energia do elétron sera
R /P2 |2 h?
Eni=—(—+5|—— nl=123,--- 4.101
n,l 2m ( L% + r(z)) 8mrg ) 9 it i ( )

Além disso, desenvolvemos um codigo utilizando a té&cBiplit Operatorcapaz de re-
solver a Eqg. (4.65) para qualquer potendal¢,z) dado. Utilizando esse codigo, obtivemos
a curva da energia do estado fundamental versus o raio ddrclna primeira situacao. As
comparagOes entre as curvas obtidas analiticamentg184) comn,| = 1, e numericamente
paral, = 100y e para.; = 10ag sao apresentadas nas Figs. 4.5 e 4.6, respectivamente.

Na Fig. 4.5, observamos que existe uma boa concordancia @ntresultados analiticos
€ numeéricos pargg > 2ap. O grafico auxiliar inse)), que destaca a parte inferior das curvas,
mostra isso mais claramente.

Na Fig. 4.6, novamente observamos uma boa concordanceaamnturvas obtidas analiti-
camente e numericamente. O grafico auxilias€) destaca a parte inferior das curvas e mostra

que, nesse caso, a concordancia entre os dois resulta@is agerceira casa decimal.

Na segunda situagao, em oug(¢) eV, (z) séo dados pelas Egs. (4.92) e (4.93), respecti-
vamente, a Eq.(4.95) torna-se a Equ¢ao de Schrodingeartigaula livre cuja solugao pode ser
escrita como

Z(z) = Aexp(iksz) , (4.102)

com
E,=-—k . (4.103)
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Figura 4.5: Energia do estado fundamental, em unidades eeiarde Hartre&;, versus o
raio ro do cilindro, em unidades de comprimento de Bagir A curva continua representa a
solucao analitica, Eq. (4.101) caml = 1. A curva pontilhada representa a solu¢ao numérica
obtida utilizando a técnic&plit Operator O grafico auxiliar destaca a parte inferior das curvas.
Em ambas as curvas considerarhgs- 100ag.
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Figura 4.6: Energia do estado fundamental, em unidades eryidrde Hartred,,, versus o
raio ro do cilindro, em unidades de comprimento de Bagir A curva continua representa a
solucao analitica, Eq. (4.101) caml = 1. A curva pontilhada representa a solu¢ao numérica
obtida utilizando a técnic8plit Operator O grafico auxiliar destaca a parte inferior das curvas.
Em ambas as curvas considerarhgs- 10ag.
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Quanto a Eqg. (4.94), conseguimos calcular a solucaatmaatios casos particulares em
queA =0 oud =0. Sed = 0, entao a solucao sera

®1(9) =/ o-sin(19) (4.104)

I o Al (ro
S 2mrp 8mr 2me \a

com

Ey, ) 1=1,23... (4.105)

Por outro lado, s& = 0, o problema se reduz ao considerado anteriormente, dujigaso
é dada pelas Eqs. (4.99) e (4.100).

Desenvolvemos um cbédigo utilizando a tecn®jalit Operatorpara resolver a Eq. (4.94)
no caso mais geral. Os resultados obtidos para a funcaodbedo estado fundamental sao
apresentados na Fig. (4.7).

0.08 :
- A= O.Oe/a0
— A= 0.1e/ao; d= 10%
o= 1002?J — A= 0.1e/ab; d= 503
0.06+ - 10 A= O.le/ao; d= 8053
a=1% -- A=-0.1e/q; d=10g
o ot a-aol
— =-0.1e/g; d = 80g
£ 0.04- /\ 0]
£ |4 A
Lod " “ ]
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Figura 4.7: Mbdulo ao quadrado da funcdo de onda do edtedtamental parag = 100ay,
a=10ap, A =0.0e+0.1e/ag ed = 10,50 e 8@y.

Na Fig. 4.7, temos o grafico do modulo ao quadrado da funighonda do estado fun-
damental parap = 1008y, a = 10ag, A = 0.0 e £0.1e/ap ed = 10,50 e 8@p. A curva azul
corresponde & = 0.0e/ap. As curvas continuas correspondem & 0.1e/ag, enquanto que
as curvas tracejadas correspondei-a —0.1e/ag. Podemos observar que para= 0.1e/ag
as funcdes de onda sao localizadas nas proximidadgs-det/2, ficando mais localizadas
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conforme aumentamos o valor da distargtido fio ao centro do cilindro. Isso ocorre devido
a atracao coulombiana entre o elétron confinado a dopedo semi-cilindro infinito e a carga
positiva do fio, como indica os perfis do potendigi(¢) mostrados na Fig. 4.4. Como era de
se esperar, pava= —0.1e/ayp, as fungdes de onda tendem a ficar localizadas nas exadesd
da superficie, ja que o potencig (¢) em¢ = 11/2 &, agora, repulsivo.

Dessa forma, podemos dizer que a téci8pdit Operatorem coordenadas generalizadas

nos leva a resultados confiaveis.
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5 Concluges e Perspectivas

Nesse trabalho, estudamos em detalhes o formalismo diaaé&yplit Operatorem coor-
denadas cartesianas e desenvolvemos a téSpidaOperatorem coordenadas generalizadas.
Alem disso, aplicamos a técnica para estudar o compontnage um elétron confinado numa
regiao de energia potencial aleatéria e de um elétrofiramo nas proximidades de uma su-
perficie cilindrica.

No Capitulo 2, mostramos que a técnilit Operatorresume o processo de solu¢ao da
Equacao de Schrodinger dependente ou independentengo e sucessivos processos de sim-
ples multiplicacao e de solucao de sistemas de e@sdgteares tridiagonais, que podem ser
facilmente realizados por um computador.

No Capitulo 3, definimos um modelo unidimensional bastambples para estudar o com-
portamento de um elétron em sélido desordenado. Esselonpokesui apenas trés parametros
- L, o tamanho do sistemg, o grau de rugosidade do potencialN®, o nimero de pontos
da rede - no entanto mostrou possuir os ingredientes Isapa@ se estudar o fendmeno de
Localizacao de Anderson. Aplicamos a técrisgdit Operatorpara obter as func¢des de onda do
estado fundamental de um elétron nesse sistema e sua&@vadusporal. Observamos que, se
o sistema for muito grande, qualquer rugosidade no poteiazi@om que as fungdes de onda
do estado fundamental do elétron figuem exponencialmeoédizadas, implicando, também,
numa total auséncia de difusao quando analisamos a,éeolemporal do elétron representado
por uma funcdo de onda inicialmente localizada no cerdrsistema. Caso contrario, se o Sis-
tema for finito, observamos que o mesmo so ocorre quandaialgraugosidadg do potencial
é da ordem de FE;, ondeE; & a energia do estado fundamental do sistema sem rugosidade

No Capitulo 4, demonstramos as Equac¢des de Schrodiagaruma particula confinada
nas proximidades de uma superficie ou de uma curva qualggsr (4.53) e (4.83), respecti-
vamente, onde mostramos a existéncia de um potencialaawidrvatura da superficie ou da
curva que é sempre negativo ou zero. Em particular, obtgearEquacao de Schrodinger para
um elétron confinado nas proximidades da superficie deilimdro, Eq. (4.65), e aplicamos a
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técnicaSplit Operatorpara resolvée-la. Os resultados obtidos numericamentmodam muito
bem com os resultados obtidos analiticamente, demonstigunela técnic&plit Operatornos
leva a resultados confiaveis.

Como perspectivas para trabalhos futuros, podemos, pongaeno problema tratado
no Capitulo 2 considerar que a particula encontra-se @sepca de campo magnético, iSso
modificaria a forma do operador enegia cinética e, consgguente, modificaria as expansdes
realizadas nesse Capitulo. No modelo definido no Ca@tydoderiamos introduzir algum tipo
de correlacao no potencial aleatorio a fim de estudargeriaaalgum tipo de transicao de fase
do tipo localizada-delocalizada nas fungdes de ondaogama pela variagao da correlagao que
poderia ser de curto ou de longo alcance. No problema tratad@apitulo 4, a possibilidade
de novos trabalhos & imensa, visto que podemos trabalhaguoalquer tipo de superficie ou
curva e considerar, ou nao, a presenca de campos eleméticag externos.
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APENDICE A - Evolucdo no Tempo Imagiario e
Processo de Ortonormalizap de
Gram-Schimidt

A.1 Evolucao no Tempo Imagirario

Consideremos o seguinte operador
R 1~
G (r.10) —exp| ~gH (T 10)] (A1)

obtido fazenda = —it ety = —i1g N0 operador evolucao temporal, definido na Eq. (2.3), onde
T € conhecido como tempo imaginario [60].

Uma caracteristica importante do operdddr, 7o) & que, apesar de ser Hermitiano, ele nao
€ unitario, assim a norma da funcao de onda nao € prteena evolugao no tempo imaginario.
De fato, o que ocorre & que apbs um longo tempo a funcaodeeiaicial ¥ (7', 7o) evolui para
a funcao de onda do estado fundameiglr), desde que

a0 = / WE (F) W (F, o) 3 #£0 . (A2)
\Vejamos porgue isso ocorre:

T—

lim U (1,70) W(F,T0) = ;@wo (T,70) Y antn (7) (A.3)

ondeH g, (F) = Enin (7).

Assim, substituindo a Eq. (A.1) na Eq. (A.3), obtemos
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lim U (1,70)W(F,70) = lim exp{—%HA (T— To)} Zanllfn (7

T— T—

= 3 alim exp[—%En(T— To)} Un (F)
~ aoexp[—%eou— roﬂ do(®) . (A4)

Yo (F) = lim

: (A.5)

desde que a Eq. (A.2) seja satisfeita.

Este esquema é bastante estavel, sendo fracamente defeedd funcao de onda inicial
W(r,10), € a convergéncia é rapida sucedendo quando

d

d * 8 3,
SE( E/L” T 1) AW (T, 1) =0 . (A.6)

A.2 Processo de Ortonormalizago de Gram-Schmidt

Podemos obter os estados excitados do sistema combinanadugd® no tempo ima-
ginario com o processo de ortonormalizacao de Gram-®itj60].

Realizando todo o processo descrito na Se¢ao anteriermals o estado fundamentgj (1)
do sistema descrito pela hamiltoniafia Se repetirmos 0 mesmo processo, mudando apenas a
funcao de onda inicial, considerando, agora, comodardg onda inicia¥1 (T, 79) ortogonal a
Yo (T) e definida como

Wi (7, 7o) = — - To) — 3ot (F) (A7)

W (T, To) — aoo (T)|

onde
ap = / L,Uo ? TO ) (A8)

obteremos o primeiro estado excitafip(r) do sistema desde que
ay = / Wi (F)W (7, 7o) & £0 . (A.9)

Realizando mais uma vez a evolugao no tempo imaginailzando uma nova funcao de
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onda inicialW; (T, 7o) ortogonal ap (F) e Y1 () e definida como

W (F, 7o) —agpo (T) — a1y (7)

rT , A.10
Y2010 = G 1) —aoto (7) — ant () #19
onde
al—/Llll W(r 1) b (A.11)
obteremos o segundo estado excitgd¢r) do sistema desde que
ay = / W3 (F)W(F,10)dr #0 . (A.12)

Dessa forma, podemos obter todos os estados excitadosetosiepetindo a evolugao no
tempo imaginario seguidas vezes, tendo cuidado apenaseda fyncao de onda inicial seja
ortogonal aos estados obtidos anteriormente.
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APENDICE B - Demonstra®es Matenaticas

Por uma questao de completeza, nesse Apéndice, apmressrda demonstracdes das formulas
importantes utilizadas nessa Dissertacao.

i) Queremos demonstrar a seguinte formula

exple (AL +A)] = exp[ Al] expleAs] exp[ Al] +0 (). (B.1)

Demonstracao

Por definicio, a exponencial de um operadi@r[34]

exp[A] = 3 —n (B.2)

|
&l

Assim,

~ ~ ~ ~ 2 ~ ~
exp[s (A1+A2)} = 1+8(A1+A2)+%(A1+A2)2+ﬁ(£3)
2 82'\ 2

2
~ ~ & ~ E° A E7 A
= l+eh+ehot Sk + S Rh+ AT+ A+ 0 (€9)(B.3)

Por outro lado,

14+ 2A+5 A2+ﬁ( £%)

exp[ Al] exp[eAz]exp[ ] = >

2
(1+ A + %A§+ % (53))

(

<1+;A1+ —Af+0 (£
<1+;A1+ R0
(

2

€A
1+2A1+ A2+£A2+ 2A2A1+ 2A§+ﬁ( ))

m N N N

2 2 2
£
= 1+eh+ehp+ 2A1A2+ £ RoAy+ A2 2A2—|—ﬁ’( %)

2 2
(B.4)
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Comparando as Egs. (B.3) e (B.4), concluimos que

exple (A1+A2)] = exp[ Al] expeAy)] exp[ Al] +0 (e ) (B.5)

i) Queremos demonstrar a seguinte formula

exple (A +Ax+As)] = exp[ Al} exp[ Ag] exp[eA;] exp[ Ag} exp[ Al] +0(&%).
(B.6)

Demonstracao

Utilizando a Eq. (B.1), podemos escrever

exple (Ar+Ax+As)] = exp —Al: exple (A2+A3)}exp[ Al]—i—ﬁ( 3

= exp_—Al: {exp[ A3} expleAy)] exp[ A3}+ﬁ’( )}exp[ A1]+ﬁ( 3

= exp _—Al: exp[ A3:| expeAy) exp[ A3:| exp[ Al} +0 (&%)

iii) Queremos demonstrar a seguinte féormula
A - eA
exp(eA) = l1—7] {1+ 5 } +0(e%). (B.8)

Demonstracao

A

exp(eA) = lexp(eA) = [exp(—%\)} N [exp(—%\)} exp(eA). (B.9)

A

Assim,

1
exp(eA) = {exp(—%)} exp<%‘) . (B.10)

Utilizando a Eq. (B.2), obtemos

exp(eA) = [1—8—5+ﬁ’(52)}_ [1+—+@’( )} (B.11)

(B.7)
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e, portanto,
A 71 A
exp(eA) = ll—g—:] [1-1— %\} +0(g%). (B.12)
|
iv) Queremos demonstrar as seguintes formulas
df(x)  f(x+Ax)— f(x—Ax) 5
ix = DA + 0 (DX7) (B.13)
) R 1008 21 () + 1 (x—x)
X X+ Ax) — 2 (x) + f(x—Ax 5
= A +0(0X). (B.14)
Demonstracao
A série de Taylor de uma funcddx) pode ser definida como
B df(x) 1d%f(x), , 1d3f(x) 1 d*f(x)
F(xH0%) = F(X) + =2 20X+ S A+ = Ax3+m T A+ (B.15)
ou ainda, trocandAx por —Ax
B df(x) 1d%f(x), , 1d3f(x) 1 d*f(x)
F(x—0%) = F(X) = = 20X 5= O — = A IR, A —.... (B.16)
Subtraindo a Eq. (B.16) da Eq. (B.15), obtemos
df(x)  f(x+Ax)— f(x—AX) 1d3f(x), , 1d°f(x)
dx 2% T3 a8 Bl ab B = ). (8.17)
fesm 00 100 — (x—
df(x)  f(x+Ax) — f(x—Ax 5
i = TN + 0 (BAX7) (B.18)
onde 1 x) 451 (x)
1 X 1 X
2 = —— 2—— — s e .
0 (DX%) = 3 ad T E g A c.q.d. (B.19)
Agora, se somarmos as Egs. (B.15) e (B.16), obteremos que
d?f(x)  f(x+Ax)—2f(x)+ f(x—AX) 2d4(x) ., 2d®f(x)
dx Ax2 (_E dxt Ax 6l d AX4_W)' (B.20)
Dessa forma,
2 _ _
d=f(x) _ f(x+Ax) — 2f(x) + f(x AX)-i—ﬁ’(sz), (B.21)

dx2 DX
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" 2 d*f(x) 2 d®f(x)
2 %) A X _ ..
0 (bx°) ! —Ox 5 a0 A

c.q.d. (B.22)
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