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RESUMO

A otimizacao topoldgica é um dos campos mais interessantes da otimizagao estrutural, possi-
bilitando a concepcao de projetos eficientes e leves. Nos ultimos anos, os métodos numéricos
sem malha tém surgido como uma alternativa significativa em relacdo as abordagens com malha.
Embora tenham historicamente se apoiado no Método dos Elementos Finitos, as técnicas de
otimizagdo topoldgica vém sendo associadas a varios métodos sem malha. No entanto, a maioria
dessas abordagens numéricas acaba recorrendo a uma malha, seja para construir as fungdes
tentativas ou para realizacdo da integracdo numérica. O método de Petrov-Galerkin Local Sem
Malha Direto (Direct Meshless Local Petrov-Galerkin - DMLPG) € caracterizado como um mé-
todo verdadeiramente sem malha, pois ndo faz uso de uma malha em todo seu desenvolvimento.
Esse método tem sido aplicado para resolver diversos problemas de valor de contorno, obtendo
resultados com boa precisao e eficiéncia computacional, uma vez que a integragao € realizada
sob polindmios de baixo grau, ao invés de considerar funcdes de forma complicadas. Neste
trabalho, uma nova abordagem de otimizagdo topoldgica é proposta, combinando o DMLPG com
um método de Otimizagao Estrutural Evoluciondria Bidirecional (Bidirectional Evolutionary
Structural Optimization - BESO), com o intuito de mostrar a viabilidade desse procedimento
numérico nessa drea. O DMLPG ¢é usado para obter os deslocamentos, deformacdes e tensoes,
enquanto o BESO atualiza a geometria estrutural com base nos valores de sensibilidade. Alguns
exemplos, considerando a minimizac@o da energia total de deformacdo de estruturas eldsticas
lineares, foram realizados, demonstrando a aplicabilidade e validade da técnica ao comparar os

projetos 6timos obtidos com outros resultados encontrados na literatura existente.

Palavras-chave: otimizacio topoldgica; métodos sem malha; método DMLPG; método BESO.



ABSTRACT

Topology optimization is one of the most interesting fields of structural optimization, enabling
the conception of efficient and lightweight designs. In recent years, meshless numerical methods
have emerged as a significant alternative to mesh-based approaches. Although historically reliant
on the Finite Element Method, topology optimization techniques have been associated with
several meshless methods. However, most of these numerical approaches using a mesh, either
to construct the trial functions or to perform the numerical integration. The Direct Meshless
Local Petrov-Galerkin - DMLPG method is characterized as a truly meshless method, as it does
not use a mesh throughout its development. This method has been applied to solve various
boundary value problems, obtaining results with good precision and computational efficiency,
since integration is performed under low-degree polynomials instead of considering complex
shape functions. In this work, a new approach to topological optimization is proposed, combining
DMLPG with a Bidirectional Evolutionary Structural Optimization - BESO method, in order
to show the feasibility of this numerical procedure in this field. DMLPG is used to obtain
displacements, strains and stresses, while BESO updates the structural geometry based on
sensitivity values. Some examples, considering the minimization of the total deformation energy
of linear elastic structures, were carried out, demonstrating the applicability and validity of
the technique by comparing the optimal designs obtained with other results found in existing

literature.

Keywords: topology optimization; meshless method; DMLPG method; BESO method.
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20
1 INTRODUCAO

Com o avanco da tecnologia e a crescente complexidade das demandas em diversos
setores, como nas industrias da construgdo civil, automotiva, aeroespacial, entre outras, tornou-se
essencial desenvolver métodos eficazes para projetar estruturas que sejam nao apenas seguras
e estdveis, mas também econdmicas e leves. A otimizagdo estrutural surge nesse contexto,
buscando alcangar o projeto com melhor desempenho possivel, de forma a maximizar ou
minimizar uma funcio predefinida e satisfazer restrigdes impostas.

A otimizagdo estrutural pode ser categorizada em trés principais dreas: otimizacao
dimensional, otimizacdo de forma e otimizacdo topoldgica. A otimizacdo dimensional tem
como objetivo ajustar as dimensdes dos elementos estruturais enquanto mantém a forma e
a topologia inalteradas (Figura 1a). A otimizacdo de forma concentra-se na modificacdo do
contorno da estrutura, permitindo ajustes em seu formato, mas mantendo sua topologia fixa
(Figura 1b). Por outro lado, a otimizacao topoldgica busca determinar a distribui¢do 6tima de
material dentro de uma regido de projeto, o que inclui a possibilidade de adicionar buracos e
realizar mudangas na conectividade (Figura 1c). A caracteristica genérica e a complexidade
envolvida na redistribui¢do de material torna a otimizacdo topoldgica um dos campos mais
desafiadores da otimizacao estrutural (LI et al., 2010; LUO et al., 2012c; MUNK et al., 2015;
KHAN et al., 2023).

Figura 1 — Ilustracdo dos tipos de otimizagdo estrutural. Os problemas iniciais
sao mostrados no lado esquerdo e as solugdes 6timas sdo mostradas no lado

direito.
(a) Otimizacao dimensional.

=

(b) Otimizagao de forma.

XXX - XX

(c) Otimizacao topoldgica.

Fonte: Bendsge e Sigmund (2004).

Com o crescente interesse dos pesquisadores no campo da otimizagao topoldgica,
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apos a aplicacdo do método de Homogeneizacao proposto por Bendsge e Kikuchi (1988), diversos
estudos foram conduzidos, resultando em uma variedade de técnicas propostas, incluindo: as
abordagens de densidade (BENDS@E, 1989; ZHOU; ROZVANY, 1991; STOLPE; SVANBERG,
2001); as abordagens evoluciondrias (XIE; STEVEN, 1992; XIE; STEVEN, 1993; QUERIN
et al., 1998); as abordagens de conjunto de nivel (SETHIAN; WIEGMANN, 2000; WANG et
al., 2003; ULLAH; TREVELYAN, 2016; XIA et al., 2018b); entre outras (ESCHENAUER et
al., 1994; WANG, 2004; NORATO et al., 2007; SIGMUND; MAUTE, 2013). As abordagens
de densidade, que incorporam um dos métodos mais conhecidos, o Material Isotrépico Sélido
com Penalizacido (Solid Isotropic Material with Penalization - SIMP) (BENDS@E, 1989),
sdao fundamentadas na representacao da distribui¢ao de material por meio de uma variavel de
densidade, que varia continuamente em todo o dominio de projeto. Por outro lado, nas abordagens
de conjunto de nivel, uma funcao de conjunto de nivel é definida no dominio estrutural, de modo
que a fronteira da estrutura é representada pela curva de nivel zero dessa funcdo. Conforme a
funcdo de conjunto de nivel € atualizada e a fronteira se move, a topologia 6tima € alcancada.

As abordagens evoluciondrias, que se referem as técnicas baseadas em alguma regra
evolutiva para alcancgar a estrutura 6tima, em particular, t€m se tornado bastante populares entre
os métodos de otimizagdo topoldgica, devido a sua simplicidade conceitual e facilidade de
implementacdao (ANSOLA et al., 2007; HUANG:; XIE, 2009; KOKE et al., 2015; TEIMOURI,
ASGARLI, 2019; LIN et al., 2020; GAN; WANG, 2021; JIANG et al., 2023). O método
de Otimizag¢do Estrutural Evolucionéaria (Evolutionary Structural Optimization - ESO) (XIE;
STEVEN, 1992; XIE; STEVEN, 1993) parte do pressuposto bésico de que uma estrutura evolui
para a otimalidade ao remover gradualmente material de regides ineficientes, ou seja, com
baixa tensdao ou energia de deformac¢do. Uma extensao do ESO é o método de Otimizacao
Estrutural Evoluciondria Bidirecional (Bidirectional Evolutionary Structural Optimization -
BESO) (QUERIN et al., 1998), que ndo apenas permite a remog¢do, mas também a adi¢cdo de
material, contribuindo para a busca por solucdes mais eficientes.

A obtenc¢do de um projeto otimizado topologicamente segue um processo iterativo,
conforme ilustrado de forma simplificada na Figura 2. Estabelecendo-se um modelo inicial, uma
andlise numérica € conduzida para obter dados essenciais, como deslocamentos, deformacgdes
e tensdes. Essas informacdes sdo entdo analisadas e empregadas na atualizacdao do projeto,
por meio da modificacio das varidveis de projeto, que representam os parametros suscetiveis a

alteracdes em busca da solugdo ideal. Esse processo de otimizagdo prossegue iterativamente,
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avaliando e modificando um projeto existente até que um critério predefinido seja alcancgado.

Tradicionalmente, as abordagens de otimizagao topoldgica utilizam como procedimento numérico

Figura 2 — Processo iterativo da otimizagdo topoldgica em alto nivel.

Projeto inicial [Anélise numérica

Atualizacdo do
projeto

Projeto 6timo

Fonte: Elaborada pelo autor.

0 Método dos Elementos Finitos - MEF, cujo o dominio de projeto é discretizado através de
uma malha (Figura 3a) (BENDSQ@E; KIKUCHI, 1988; BENDS@E, 1989; ESCHENAUER et
al., 1994; QUERIN et al., 1998; SETHIAN; WIEGMANN, 2000). No entanto, as dificuldades
inerentes associadas ao uso de uma malha tornam a aplicacio dessas abordagens em problemas
mais complexos complicada, especialmente, quando remalhamento é necessario, com a garantia
de geracdo de uma malha de boa qualidade (ZHENG et al., 2012; JUAN et al., 2010; LI et al.,
2020; SOHOULI et al., 2020).

Figura 3 —Discretizagdo de um dominio com diferentes métodos de andlise numérica.
(a) Métodos dos Elementos Finitos. (b) Métodos sem malha.

Nés

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nos ultimos anos, diversos métodos sem malha foram propostos com o objetivo
de superar as dificuldades associadas ao uso de malha (GINGOLD; MONAGHAN, 1977,
BELYTSCHKO et al., 1994; LIU et al., 1995; ONATE et al., 1996; BABUSKA; MELENK,
1997; SUKUMAR et al., 1998; MIRZAEIL; SCHABACK, 2013). Nessas abordagens, o dominio
¢ discretizado em um conjunto de nés, sem qualquer conexao explicita entre eles (Figura 3b). A

flexibilidade de adaptacdo e a obtencao de solugdes precisas (LI; ATLURI, 2008a; NGUYEN;
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BUI, 2022), tornam as abordagens sem malha bastante atrativas, levando a aplicacdo de varios
métodos na otimizacao topoldgica de estruturas, tais como: o método de Galerkin Livre de
Elementos (Element-Free Galerkin - EFG) (DU et al., 2008; LUO et al., 2012c; YANG et
al., 2016; ZHANG et al., 2018; ZHANG et al., 2022); o Método de Interpolacdo de Ponto
Radial (Radial Point Interpolation Method - RPIM) (ZHENG et al., 2008; LEE et al., 2009;
GONCALVES et al., 2022a); o método de Galerkin Sem Malha (LUO et al., 2012a; ZHAO,
2014); o método Hidrodinamico de Particulas Suavizadas (Smoothed Particle Hydrodynamics -
SPH) (LIN et al., 2017; LI et al., 2020); o método de Colocagdo Misto baseado no método de
Petrov-Galerkin Local Sem Malha (Meshless Local Petrov-Galerkin - MLPG) (LI; ATLURI,
2008a; LI; ATLURI, 2008b); entre outros (CHO; KWAK, 2006; ZHENG et al., 2009; LI et
al., 2010; WU et al., 2017; HUR et al., 2017; ZHAO et al., 2020; SOHOULI et al., 2020;
ULLAH et al., 2022; GONCALVES et al., 2022b; LIU et al., 2023). No entanto, a maioria
dessas abordagens aplicadas na otimizac¢do topoldgica, apesar de serem consideradas sem malha,
faz uso de uma malha de fundo para a constru¢do das fungdes tentativas ou para a realizagdo da
integracdo numérica.

Mirzaei (2011) propos o método de Petrov-Galerkin Local Sem Malha Direto (Direct
Meshless Local Petrov-Galerkin - DMLPG), que € considerado uma abordagem verdadeiramente
sem malha, uma vez que ndo utiliza malha em nenhuma etapa do seu desenvolvimento. Com
base em uma forma generalizada do método dos Minimos Quadrados Méveis (Moving Least
Squares - MLS), o DMLPG completamente ignora a constru¢ao de fun¢des de forma complica-
das, realizando a integracdo numérica em polindmios de baixo grau, o que possibilita alcancar
resultados com precisdo equivalente, porém, com melhor eficiéncia computacional, quando com-
parado a outras técnicas com e sem malha (MIRZAEI, 2011; MIRZAEI; SCHABACK, 2013;
MIRZAEI; SCHABACK, 2014; MIRZAEI, 2015; ILATIT; DEHGHAN, 2016; ABBASZADEH et
al., 2022; DEHGHAN et al., 2022). Apesar de ser um método relativamente recente, o DMLPG
ja foi aplicado com efic4cia na resolu¢c@o de uma variedade de problemas, como: conducao de
calor (MIRZAEI; SCHABACK, 2014); potenciais (MAZZIA et al., 2012; ABBASZADEH;
DEHGHAN, 2020); elastostatico (MIRZAEI, 2015); elastodinamico (MIRZAEI; HASANPOUR,
2016); eletrostatico (TALEEI; DEHGHAN, 2014); termoelasticidade (HASANPOUR; MIR-
ZAEFI, 2018); e com ndo-linearidades (DARANI, 2017; SHOKRI; BAHMANI, 2019; SHOKRI;
BAHMANI, 2021; ABBASZADEH; DEHGHAN, 2022). No entanto, at¢ o0 momento, sua

utilizacdo na otimizagdo topoldgica de estruturas ainda ndo foi abordada na literatura existente.
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1.1 Objetivo e Contribuicao

Métodos baseados em malha t€ém uma historia rica e sdo amplamente utilizados
em diversas disciplinas cientificas e de engenharia. Em contraste, os métodos sem malha sdo
relativamente recentes, mas estdo emergindo como uma alternativa significativa a abordagens
com malha. Os pesquisadores no dominio dos métodos sem malha t€m a tarefa de seguir a
trajetoria dos métodos baseados em malha para poder corroborar seu potencial de aplicabilidade
e versatilidade. Assim, neste trabalho, uma nova abordagem de otimizagdo topoldgica que
combina o método DMLPG com um método BESO € proposta, com o intuito de demonstrar a
viabilidade desse método verdadeiramente sem malha nessa area. Para alcancar tal propdsito,
ajustes sdo realizados em um algoritmo BESO baseado no MEF, permitindo sua integragao
com a metodologia sem malha e o problema da minimizacao da energia total de deformacao de
estruturas eldsticas lineares sob restri¢ao de volume € considerado.

A principal contribui¢do deste trabalho consiste entdo em fornecer uma nova possibi-
lidade na area de otimizacao topoldgica com base em uma técnica verdadeiramente sem malha,
0 DMLPG, abrindo caminho para que esse método sem malha possa ser estabelecido como uma

ferramenta potencial nesse campo desafiador da otimizagao estrutural.

1.2 Organizacao do Trabalho

O restante deste trabalho esté estruturado em quatro capitulos. No Capitulo 2, sdo
apresentados diversos estudos que utilizaram uma abordagem de otimizagao topoldgica associada
a um método numérico sem malha. No Capitulo 3, a técnica de otimizagdo proposta, que combina
o método DMLPG com uma abordagem BESO, € descrita. No Capitulo 4, sdo abordados os
testes conduzidos e discutidos os resultados obtidos. Finalmente, no Capitulo 5, sd@o apontadas

as conclusdes e sugestoes para trabalhos futuros.
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2 TRABALHOS RELACIONADOS

Desde o final dos anos 80, a partir do trabalho seminal de Bendsge e Kikuchi (1988),
varios métodos de otimizacdo topoldgica ja foram propostos (BENDS@E, 1989; ZHOU; ROZ-
VANY, 1991; XIE; STEVEN, 1992; XIE; STEVEN, 1993; QUERIN et al., 1998; SETHIAN;
WIEGMANN, 2000). Embora, tradicionalmente, a maioria dessas abordagens seja baseada no
MEF, existem muitas outras técnicas de andlise numérica que podem ser utilizadas, como os
métodos sem malha. Esses métodos t€m atraido a atencdo de diversos pesquisadores, devido ndao
s6 a obtengdo de solugdes precisas, bem como a sua facilidade de adaptatividade.

Neste capitulo, sdo apresentados alguns trabalhos de otimizagdo topoldgica baseados
em procedimentos numéricos sem malha, separando-os pela abordagem de otimiza¢do empregada.
Na Secao 2.1, s@o mostrados modelos baseados em abordagens de densidade. Nas Se¢des 2.2
e 2.3, sdo descritos estudos que fizeram uso de um método de conjunto de nivel € um método
evoluciondrio, respectivamente. Pesquisas que utilizaram outros tipos de técnicas sdo relatadas
na Secdo 2.4. Por fim, na Secdo 2.5, algumas consideracdes finais a respeito deste capitulo sdao

tecidas.

2.1 Abordagens de Densidade

Cho e Kwak (2006) resolveram problemas de otimizagdo topoldgica de estruturas
geometricamente nao lineares, associando um modelo de otimizacdo baseado em densidade com
o método sem malha de Nucleo Reprodutor (Reproducing Kernel - RK). As funcdes de forma
da aproximac¢do RK sdo utilizadas na discretizacdo dos campos de deslocamento e densidade,
permitindo que pontos sejam facilmente removidos ou adicionados no dominio de projeto. Com
essa propriedade, o problema de convergéncia associado a subdominios com baixa densidade,
comumente presente quando se lida com estruturas nao lineares, € tratado através da exclusao
dessas regides. Instabilidades numéricas resultantes da deficiéncia do posto da matriz do sistema
sdo evitadas por meio da selecio de um ndmero adequado de pontos materiais independentes.
Exemplos numéricos realizados mostraram a eficiéncia do método na resolucdo de problemas
envolvendo grandes deformacdes e a vantagem do esquema de exclusdo de subdominios em
termos de custo computacional.

Zheng et al. (2008) combinaram o método SIMP (Apéndice A.2) com o RPIM.

Na abordagem numérica RPIM, as fun¢des de forma sido construidas através de Funcoes de
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Base Radial com Suporte Compacto (Compactly Supported Radial Basis Function - CSRBF).
O uso de CSRBF garante que as condi¢des de contorno essenciais, isto é, as condi¢des de
deslocamentos prescritos, sejam aplicadas diretamente, haja visto que a propriedade da fun¢do
Delta de Kronecker € satisfeita. O RPIM ¢ utilizado para obtencao dos deslocamentos nodais
e a estrutura é topologicamente modificada através da atualizacdo das densidades nodais via
aplicagdo do Critério de Otimalidade (Optimality Criteria - OC). A abordagem OC € amplamente
utilizada em conjunto com o SIMP para a atualizag¢do das varidveis de projeto, conforme pode
ser verificado em diversos estudos (LI; ATLURI, 2008a; ZHENG et al., 2009; GONG et al.,
2010; LI et al., 2010; ZHENG et al., 2012; LUO et al., 2012c; GONG et al., 2012; YANG et
al., 2016; LIN et al., 2017; CUl et al., 2017; GONG et al., 2018; ZHAO et al., 2020; LAVAEI,
FIROOZJAEE, 2021; ZHANG et al., 2022). Os resultados obtidos com o modelo proposto
foram comparados com os resultados alcangados com o MEF, demostrando a viabilidade da
técnica (Figura 4).
Figura 4 — Projeto 6timo obtido para uma viga em balango com o modelo proposto por

Zheng et al. (2008). O resultado foi comparado com o alcangado utilizando o MEF.
(a) Viga em balanco. (b) Projeto 6timo. (c) Projeto 6timo - MEF.

10

Fonte: Zheng et al. (2008).

Li e Atluri (2008a) propuseram uma nova abordagem para resolucio de problemas
de otimizac¢do topoldgica de estruturas eldsticas isotrpicas acoplando o SIMP com um método
de colocacao misto baseado no método MLPG. Nesse modelo, os deslocamentos e as tensdes sao
interpolados de forma independente, no entanto, ambas as interpolacdes utilizam as fungdes de
forma construidas através da aproximagdo MLS. A func¢do teste da forma fraca local € adotada
como sendo a fun¢do Delta de Dirac, eliminando assim a necessidade de resolver integrais
durante o processo. No mesmo ano, os autores estenderam essa técnica para tratar de problemas
de otimizagdo topoldgica com sélidos ortotropicos (LI; ATLURI, 2008b).

Du et al. (2008) tiveram como propdsito estudar o uso de métodos sem malha

em otimizagdo topoldgica para avaliar o desempenho de mecanismos flexiveis com atuadores
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termomecanicos. Ao contrdrio de grande parte das pesquisas em otimizacdo topoldgica que
adotam como func¢ao objetivo a minimizac@o da energia total de deformacao, nesse tipo de
problema o objetivo é maximizar o deslocamento final. O método sem malha EFG é empregado
para discretizar o dominio de projeto e obter as temperaturas e os deslocamentos nodais. Por sua
vez, a abordagem Assintétas Mdéveis (Method of Moving Asymptotes - MMA) é usada com o
SIMP para a atualizac@o das varidveis de projeto. Em Du et al. (2009), os autores aprimoraram o
modelo ao incorporar uma andlise geométrica ndo linear, proporcionando uma representacao
mais precisa do comportamento da estrutura em situagdes de grandes deslocamentos.

Um modelo que combina o SIMP com o método MLPG associado ao Método
de Volume Finito (Finite Volume Meshless Local Petrov-Galerkin - FVMLPG) foi proposto
por Zheng et al. (2009). No FVMLPG, a aproximacdao MLS ¢ utilizada para a obtencao das
fungdes de forma, que s@o usadas para interpolar de maneira independente os deslocamentos e
as deformacgdes em pontos distribuidos aleatoriamente. O uso das deforma¢des como varidvel
independente permite que as integrais da forma fraca local sejam realizadas sem a necessidade do
célculo das derivadas das funcdes de forma, melhorando a eficiéncia da técnica em comparagdo
ao MLPG original (ATLURI; ZHU, 1998).

Um estudo sobre otimizacao topoldgica de estruturas sob multiplas cargas e restri-
¢oes de tensdo, baseado no EFG em conjunto com o SIMP, foi desenvolvido por Gong ef al.
(2010). Nos casos de multiplas cargas, cada uma das cargas atua individualmente na estrutura e
corresponde a uma funcao objetivo. A fun¢do objetivo geral € analisada através de um método
de ponderagdo, sendo expressa como a soma das fung¢des objetivo de cada carregamento, cada
uma multiplicada por um fator de ponderagdo. Nas situagdes envolvendo restricdo de tensao,
a tensdao de von Mises € considerada e, uma vez que o numero de restricdes de desigualdade
torna-se igual ao nimero de n6s no dominio de projeto, dificultando a solu¢io do problema, uma
funcdo penalidade € introduzida no modelo. As densidades e os deslocamentos no campo de
projeto sdo aproximados através do MLS. Um resultado obtido para uma estrutura submetida a
multiplas cargas € mostrado na Figura 5.

A otimizacdo topoldgica de placas Reissner-Mindlin usando o SIMP com um método
sem malha de Petrov-Galerkin de Vizinhanca Natural (Natural Neighbour Petrov-Galerkin -
NNPG) foi investigada por Li et al. (2010). No NNPG, as funcdes tentativas sobre um dominio
local sdo construidas baseadas em uma interpolacao de vizinhanga natural, e as fungdes testes

sdo definidas como sendo as fungdes de forma de um elemento triangular de trés nés do MEF. A
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Figura 5 —Resultado obtido para uma estrutura sob multiplas
cargas com o modelo proposto por Gong et al. (2010).
(a) Dominio de projeto. (b) Projeto 6timo.

(35

1
1
Fonte: Gong et al. (2010).
interpolacdo de vizinhancga natural € realizada com base no diagrama de Voronoi e na tesselagdo
de Delaunay e as fun¢des de forma obtidas, empregadas para aproximar ambos os campos de
densidade e deslocamento, possuem a propriedade Delta de Kronecker.

Zheng et al. (2012) aplicaram o SIMP em conjunto com o EFG para tratar de proble-
mas de otimizacgdo topoldgica de estruturas continuas sujeitas a vibragdo livre. Na formulagdo
do problema topoldgico, o objetivo € maximizar o autovalor fundamental. No desenvolvimento
da abordagem SIMP, o tensor de material e a matriz de massa sdo relacionados com a densidade,
de modo que ambos sofrem a influéncia de uma poténcia de penalizacdo. O EFG € usado para
a geracdo do sistema de equagdes discretas, que, apds ser resolvido, permite a obtengdo dos
autovalores e autovetores associados ao problema.

Fazendo uso também do EFG e do SIMP, Luo et al. (2012¢) desenvolveram um novo
modelo que utiliza uma aproximacgdo em dois niveis para as densidades, empregando a funcdo de
Shepard. No primeiro nivel, a fung¢do de Shepard € utilizada para aproximar as densidades nodais.
A densidade em um né arbitrario no dominio de projeto é avaliada de acordo com as varidveis de
densidades nodais localizadas dentro do dominio de influéncia do n6 em questdo. No segundo
nivel, a func¢do de Shepard € usada para aproximar a densidade em qualquer ponto computacional
no dominio de projeto, que mais tarde € definido como um ponto de integragdo. A densidade
em qualquer ponto computacional € determinada considerando as densidades atualizadas, no
primeiro nivel, dos nds dentro do dominio de influéncia do ponto de interesse. No EFG, as
funcdes de forma utilizadas para a aproximacgdo dos deslocamentos nodais sao construidas através
do MLS, e sendo, portanto, a funcao de Shepard usada apenas para a obtencdo das densidades.

Inicialmente, somente estruturas eldsticas lineares foram consideradas, porém, posteriormente,
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uma andlise geométrica ndo linear foi incorporada ao modelo com o intuito de tratar problemas
envolvendo mecanismos flexiveis com grandes deslocamentos (WANG et al., 2015a).

Um método de otimizagdo topolégica modal baseado no SIMP com o EFG foi
apresentado por GONG et al. (2012). O processo de otimizacdo modal estabelecido visa
encontrar a distribui¢do mais razodvel dos materiais no dominio de projeto, de modo a maximizar
a frequéncia natural de primeira ordem. Para evitar o fendmeno de multifrequéncia, cada
autovalor € multiplicado por um fator constante elevado a uma poténcia. A matriz de massa
também € modificada, de forma que, no dominio com baixa densidade relativa, a massa € definida
como sendo muito baixa adotando um valor elevado para uma poténcia de penalizagao.

Baseado no EFG e em um esquema independente de interpolagcdo para o campo de
densidade, He et al. (2014) apresentaram um método de otimizagao topoldgica para estruturas
geometricamente nao lineares. O EFG € utilizado para discretizar o dominio de anélise e obter os
deslocamentos nodais. Para descrever a distribui¢do de material no dominio de projeto, primeira-
mente, as varidveis de densidade sdo definidas em um conjunto de pontos que € independente do
conjunto de nds da andlise numérica e uma interpolacio via fun¢do de Shepard € entdo realizada.
No processo de interpolacdo, a densidade em um ponto computacional é obtida através das
varidveis de densidade localizadas dentro do dominio de influéncia do ponto considerado. Para
superar o problema de convergéncia decorrente de regides com baixa densidade, um critério de
convergéncia baseado na energia de deformacao € utilizado.

Wang et al. (2015b) empregaram uma abordagem numérica sem malha para resolver
problemas de otimizagdo topoldgica no projeto de compdsitos microestruturais. O método da
Homogeneizacdo (Apéndice A.1), em sua forma inversa, é aplicado para avaliar as propriedades
efetivas do compdsito. As fungdes de forma do RPIM sao utilizadas para a interpolacao dos
campos de deslocamento e densidade. No processo de otimizacdo, as varidveis de densidades
nodais sdo atualizadas através do MMA.

Yang et al. (2016) aplicaram o EFG para resolver problemas de otimizagdo topoldgica
de estruturas continuas sujeitas a restricoes de deslocamento. Na formulacdo matemadtica
desenvolvida através do SIMP, a minimizacao do peso € considerada como fun¢do objetivo, e
as densidades dos pontos de integracao sdo adotadas como varidveis de projeto. Uma relacao
explicita entre as varidveis topoldgicas e as restricdes de deslocamento € estabelecida permitindo
a evolucdo do modelo.

Uma abordagem alternativa de otimizagdo topoldgica, baseada em um algoritmo
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sem malha SPH foi sugerida por Lin ef al. (2017). Inicialmente, problemas presentes no SPH
classico (LIU; LIU, 2010), que complicam sua aplicagdo em mecanica dos s6lidos, foram
tratados. A deficiéncia, denominada "inconsisténcia", que pode ser causada, por exemplo, pela
distribui¢do irregular das particulas, fazendo com que uma fung¢do constante ou a derivada de
uma funcdo linear ndo possam ser aproximadas pelo método, € solucionada através do uso de um
procedimento de corre¢do. Nesse procedimento, a forma corrigida da aproximacao da particula
para a funcdo de deslocamento € alcancada mediante a aplicacdo de uma expansdo em série de
Taylor. No entanto, o emprego dessa estratégia ocasiona outro problema chamado "instabilidade
de tracdo", que resulta em agrupamento e fragmentagdo das particulas. Para contornar essa
dificuldade, uma funcdo de Kernel na configuracdo inicial sem deformacao é utilizada. No
processo topoldgico, um método SIMP modificado é considerado, sendo o médulo de Young de

uma particula definido pela seguinte relacao:
E =E"— pP(E° — EY), 2.1

onde £° e EY representam o médulo de Young dos materiais sélido e vazio, respectivamente, p
¢ a densidade e p € o expoente de penalizagdo. A Figura 6 mostra um dos resultados obtidos.
Inicialmente, apenas estruturas eldsticas lineares bidimensionais sob a acdo de uma tnica carga
foram abordadas. Entretanto, em Li ef al. (2020), o modelo foi ampliado para lidar com casos de

multiplas cargas.

Figura 6 —Resultado obtido com o modelo proposto por Lin et al. (2017).

(a) Viga em forma de L. (b) Projeto 6timo.
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Fonte: Lin et al. (2017).

Cui et al. (2017) apresentaram um método de otimizacdo topoldgica para estruturas
com multiplos materiais, aliando o EFG com um algoritmo de fase ativa alternada. Nesse

algoritmo, o calculo da otimizacao é realizado através de lacos aninhados de tal forma que, em
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cada lago interno, um subproblema de otimizagao topolédgica de duas fases é resolvido. Durante
o processo de resolucao realizado pela abordagem SIMP, a topologia das duas fases que estao
sendo consideradas (fases ativas) é variada, enquanto que a topologia das outras fases restantes
permanece fixa no ultimo resultado obtido. Os deslocamentos nodais sdo aproximados através
do MLS convencional. Entretanto, para a obtencao das densidades nodais, a interpolacdo de
Shepard é combinada com a funcao de forma do MLS.

Com o intuito de reduzir o custo computacional em métodos de otimizagado topologica
baseados no EFG, Zhang et al. (2017) propuseram uma abordagem de acoplamento considerando
0 EFG e o MEF. A chave para o desenvolvimento do método é a construcdo da fung¢ao peso
utilizada no EFG — uma fung¢do cosseno, em que o tamanho de seu suporte depende de um
parametro de dilatacdo. Quando um valor pequeno para o parametro de dilatacdo € usado,
as funcdes de forma do EFG se aproximam das funcdes de forma do MEF, cuja propriedade
do Delta de Kronecker € satisfeita. Um algoritmo de diagrama de Voronoi centroidal restrito,
associado a varidvel de densidade do SIMP, € aplicado para gerar o conjunto de pontos do EFG.
Além disso, as densidades sdo aproximadas através da estratégia de dois niveis sugerida por
Luo et al. (2012c) e sao atualizadas por meio do MMA. Em Zhang et al. (2018), os autores
estenderam o modelo para considerar estruturas hipereldsticas.

A resolucgdo de problemas de otimizacao topoldgica de estruturas, baseada no SIMP
em conjunto com um método de Galerkin Livre de Elementos Melhorado (Improved Element-
Free Galerkin - IEFG), fo1 sugerida por Wu et al. (2017). O IEFG tenta superar, através do uso de
uma aproximac¢do melhorada dos Minimos Quadrados Méveis (Improved Moving Least Squares
- IMLS), a desvantagem das matrizes singulares que as vezes ocorre no EFG convencional. No
IMLS, as funcdes de base algébrica utilizadas no MLS tradicional sao substituidas por funcoes
de base ortogonal construidas através da ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt. Além de tratar do
problema de matrizes singulares no EFG, os autores mostraram que o uso do IMLS também
melhora a eficiéncia do método, visto que nesse esquema de aproximacao o cdlculo de uma
matriz inversa ndo € mais necessario.

Com base no modelo material SIMP integrado com o EFG, Gong et al. (2018)
propuseram uma nova metodologia que considera o0 movimento das particulas para alcangar
o projeto 6timo. O movimento das particulas é controlado levando em conta o valor de sua
densidade, isto €, particulas com densidades inferiores a um valor limite sio movidas para

posicdes com valores de densidades mais elevadas, enquanto as particulas com densidades altas
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sao mantidas iméveis. O processo finaliza quando todas as particulas possuem densidades
maiores ou iguais ao valor limite. Para evitar a sobreposi¢cao de particulas, um valor para a

distancia minima entre elas € considerado. Um dos resultados alcancados € mostrado na Figura 7.

Figura 7 —Resultado obtido com o modelo proposto por Gong et al.
(2018).

(a) Viga em balanco. (b) Projeto 6timo.

4

Fonte: Gong et al. (2018).

Um modelo numérico para otimizacdo topoldgica de estruturas térmicas isotropicas
e anisotropicas, combinando o método EFG com uma abordagem denominada Aproximacao
Racional de Propriedade Material (Rational Approximation of Material Properties - RAMP),
foi proposto por Zhang et al. (2019). Através do método RAMP, a condutividade térmica do
material, ao invés de ser descrita por um modelo matemético baseado em uma fungao de poténcia,
como acontece na metodologia SIMP, € representada por meio de uma fungdo racional que
depende de um fator de penalizacdo. A dissipacdo da capacidade potencial de transporte de
calor € tomada como funcio objetivo, e as densidades relativas dos nds do EFG sdo consideradas
como varidveis de projeto, sendo atualizadas através do OC. As estruturas 6timas alcangadas
apresentaram bom desempenho na dissipacdo de calor, possuindo fronteiras mais nitidas quando
comparadas com as obtidas com o MEF.

Sohouli et al. (2020) investigaram a otimizagao topoldgica de estruturas com e sem
a presenca de fissuras, empregando uma abordagem sem malha Peridindmica associada a um
método SIMP modificado. A Peridindmica € uma forma néo local da mecanica do continuo em
que, ao invés de resolver uma equacao diferencial parcial, uma equacgdo integro-diferencial é
considerada. No modelo topoldgico proposto, as propriedades materiais sdo interpoladas através
do esquema SIMP, e além do tradicional esquema de atualizacdo das densidades através do
uso do OC, outro mecanismo também ¢é adotado. Nesse método, denominado de Otimizacao
Topolégica Proporcional (Proportional Topology Optimization - PTO), a andlise de sensibilidade

comumente empregada nas técnicas de otimizacao topoldgica ndo € realizada, e a atualizac@o
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das varidveis de projeto € feita considerando o valor da fun¢do objetivo. As duas abordagens
sdo comparadas, mostrando que resultados diferentes podem ser alcangados quando fissuras sdo
introduzidas no dominio de projeto.

Em um estudo que integra o Método de Diferencas Finitas Generalizado (Generalized
Finite Difference Method - GFDM) sem malha com a abordagem SIMP, Zhao et al. (2020)
propuseram uma estratégia de otimizagao topoldgica para problemas de condugdo de calor em
estado estaciondrio. No GFDM, uma expansao em série de Taylor e uma aproximag¢do MLS sdo
utilizadas para discretizar a equagdo diferencial parcial governante em férmulas de diferencas
explicitas, abordando as derivadas parciais necessarias das varidveis nodais desconhecidas. Para
alcancar o caminho otimizado de conducao térmica, um modelo matemdtico de otimizacao
topoldgica € estabelecido, no qual a minimizagdo da capacidade potencial térmica € adotada
como funcdo objetivo, sob restricio do nimero de nés. O método SIMP é empregado para
desenvolver a relacdo entre os coeficientes de condugdo de calor e as varidveis de densidade
nodais.

Usando uma distribui¢do irregular de nés e as densidades nos pontos de integracao
de Gauss como varidveis de projeto, Lavaei e Firoozjaee (2021) integraram os métodos EFG
e SIMP. Para assegurar a presenca de uma quantidade suficiente de nés dentro do dominio de
suporte de um ponto arbitrario, proporcionando resultados com boa precisdo, o raio do dominio
de suporte é calculado com base em uma distancia média entre os nés. Exemplos comumente
encontrados na literatura foram realizados, mostrando a viabilidade do modelo.

Nguyen e Bui (2022) desenvolveram um novo modelo combinando os métodos PTO
e RPIM. O médulo de Young de cada né € definido conforme a Equacgdo (2.1), e as densidades
dos pontos de integracdo sdo consideradas como varidveis de projeto. O resultado obtido para
um disco carregado tangencialmente € mostrado na Figura 8.

Figura 8 —Resultado obtido para um disco carregado tangencialmente

com o modelo proposto por Nguyen e Bui (2022).
(a) Dominio de projeto. (b) Projeto 6timo.

Fonte: Nguyen e Bui (2022).
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Ullah et al. (2022) também apresentaram uma abordagem PTO, porém a associaram
com um método sem malha baseado em entropia maxima para resolver problemas envolvendo
restricdo de tensdo e minimizacao da energia total de deformacdo. As funcdes base de entropia
méaxima (SUKUMAR; WRIGHT, 2007) possuem a propriedade Delta de Kronecker, facilitando a
aplicacdo das condic¢des de contorno de deslocamento. Essas fungdes, assim como suas derivadas,
sdo calculadas apenas uma vez no inicio da simulagdo e sdo utilizadas em cada iteragdo do
processo de otimizacao para computar a matriz de rigidez, a tensdo e a energia de deformacao.
O modelo SIMP estabelecido pela Equagdo (2.1) é adotado para obtencao das propriedades de
material, e as varidveis de projeto, definidas como as densidades em cada ponto de integracao,
sdo computadas com base nos valores da tensdo de von Mises e da energia de deformacao.

Um algoritmo de otimizagdo topoldgica para estruturas periddicas com materiais
ortotrépicos, utilizando o EFG e o método SIMP, foi desenvolvido por Zhang et al. (2022). O
dominio € inicialmente dividido em subdominios de projeto, e o modelo € entdo estabelecido
usando a matriz de rigidez elastica ortotropica e impondo restricdes periddicas aos subdominios
gerados. Exemplos realizados mostraram que o nimero de subdominios deve ser apropriadamente
controlado para que estruturas periédicas com complexidade moderada possam ser alcancgadas.

Liu et al. (2023) aplicaram um Método de Contorno Singular do tipo Burton-Miler
(Burton—Miller-type Singular Boundary Method - BM-SBM) sem malha semi-analitico para
analisar o desempenho acustico de barreiras de som com diferentes formatos e obter, através
da combina¢do com uma abordagem SIMP, a distribui¢do 6tima de materiais absorvedores de
som sobre a superficie das barreiras. No método BM-SBM, a equacio diferencial governante é
aproximada como uma combinacdo linear das solu¢des fundamentais nos pontos nodais. Para
o processo de otimizagdo topoldgica, a minimizac¢do da pressdo sonora em um dado plano
de referéncia € tomada como funcao objetivo e as densidades nodais sdo atualizadas através
da abordagem MMA. Resultados obtidos indicaram que o efeito da redu¢do de ruido ndo
€ necessariamente melhor se toda a superficie da barreira de som € coberta com materiais

absorvedores de som.

2.2 Abordagens de Conjunto de Nivel

Luo et al. (2012a) desenvolveram um método de Conjunto de Nivel (Level-Set - LS)
(Apéndice A.3) para otimizagao topoldgica e de forma de estruturas continuas, usando um método

de Galerkin sem malha com forma fraca global. Nesse modelo, CSRBF sdo utilizadas para
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parametrizar a funcdo de conjunto de nivel e construir as funcdes de forma para a aproximagao
sem malha da forma fraca. Dessa maneira, os dois estdgios numéricos, geralmente envolvidos
nos métodos LS convencionais, que correspondem a propaga¢do da funcao de conjunto de nivel
discreta e a aproximacgdo das equagdes discretas, sdo unificados sobre um conjunto de nds de
campo dispersos. Apesar de uma configuragdo inicial para a topologia ser necessdria para a
evolugdo do modelo, caracteristica comum presente em abordagens LS, a exclusdo e adi¢do de
novos buracos na estrutura sdo realizadas diretamente, sem a necessidade de aplicacdo de técnicas
adicionais. Um dos resultados obtidos € mostrado na Figura 9. Em Luo et al. (2012b), os autores
expandiram a técnica proposta para tratar de problemas envolvendo estruturas geometricamente

ndo lineares com atuadores flexiveis multifisicos.

Figura 9 —Resultado obtido com o modelo proposto por Luo et al. (2012a). Topologia no
conjunto de nivel zero.
(a) Dominio de projeto.
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Fonte: Luo et al. (2012a).

Um modelo que combina o0 EFG com uma abordagem LS foi proposto por Khan et
al. (2019). A fung¢do de conjunto de nivel é tomada como sendo uma fung¢do distancia com sinal,
e as funcOes de forma do MLS sdo empregadas para aproximar os deslocamentos nodais. Uma
Unica discretizacdo € utilizada tanto para a andlise estrutural quanto para a funcao de conjunto
de nivel discreta, permitindo uma avaliacao rapida das sensibilidades de forma e topoldgica.
Nenhuma configuracdo inicial para topologia € necessdria, porém, a inser¢do de buracos no
modelo € realizada por meio do uso de derivadas topoldgicas. Para conseguir gerar buracos
de forma automatica e eliminar a utilizacao de derivadas topoldgicas, em Ullah et al. (2022)
foi realizada uma modificagdo no método, em que a funcdo de conjunto de nivel passou a ser
parametrizada através de CSRBF. Além disso, em Khan et al. (2023), os autores mostraram
como converter o projeto 6timo obtido em um formato Computer Aided Design - CAD padrio,
permitindo a sua fabricagdo.

Integrando um método de conjunto de nivel com o RPIM, Ai e Gao (2019) projetaram
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metamateriais mecanicos microarquiteturados bidimensionais. Fazendo uso da mesma estratégia
adotada por Luo et al. (2012a), a fun¢do de conjunto de nivel é parametrizada via CSRBF. As
propriedades elasticas efetivas do material compdsito, como médulo volumétrico, médulo de
cisalhamento e coeficiente de Poisson, sdo determinadas por um método de Homogeneizacdo
baseado em energia de deformacao. Tanto o caso de um tinico material s6lido quanto o caso de
dois materiais solidos, ambos com uma fase vazia adicional, sdo otimizados topologicamente.
Para cada um dos casos, trés problemas sob restri¢do de volume sdo considerados: maximizar
o0 modulo volumétrico; maximizar o moédulo de cisalhamento; e minimizar o coeficiente de
Poisson. Na situacdo multimaterial com duas fases sdlidas, cada fase é associada a uma fungao
de conjunto de nivel. A insercdo de buracos € feita de forma automatica durante o processo de
otimizacdo, mas a dependéncia de uma configuracdo inicial para a topologia se faz presente.
Neofytou et al. (2020) apresentaram um método de conjunto de nivel com uma
abordagem de particula RK para minimizar a energia total de deformacao de estruturas sujeitas
a cargas de pressdo em suas fronteiras. Inicialmente, as particulas de dominio sdo colocadas
nas posicdes nodais de uma malha de fundo criada com o propdsito de resolver a integracao
numérica através da quadradura de Gauss. A cada iteracdo, particulas sdao adicionadas nos
pontos de intersec@o entre a malha de fundo e as bordas da estrutura. Se uma particula ficar
muito préxima a uma particula de borda, a mesma é removida. Antes de iniciar a otimizacao, as
particulas nas bordas com carga de pressdo sdo marcadas como particulas de pressdao. Durante o
processo, dependendo do valor da fun¢do de conjunto de nivel e da posi¢ao da borda de pressao,
as particulas podem ser classificadas nos seguintes tipos: particulas sélidas, que estdo dentro da
estrutura; particulas vazias, que estio fora da estrutura; particulas de borda, que estdo sobre a
borda da estrutura; e particulas de pressdo, que indicam onde a carga de pressdo deve ser aplicada.
Testes realizados com a metodologia proposta mostraram que projetos finais equivalentes sao
obtidos considerando ou nao uma configuragdo inicial para a topologia. Posteriormente, em
Neofytou et al. (2021), os autores modificaram o modelo proposto em que, ao invés de fazer
uso da quadratura de Gauss, a integracdo numérica € realizada através de um esquema nodal
estabilizado naturalmente, empregando dominios nodais construidos por meio do diagrama de
Voronoi. Em cada iteracdo da otimizagao, as particulas de borda sdo colocadas nos pontos em
que as bordas da estrutura interceptam os elementos de uma malha de conjunto de nivel e as
particulas no interior sdo posicionadas livremente. Para analisar essa nova proposta, problemas

baseados em tensdo também foram considerados.
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2.3 Abordagens Evolucionarias

Lee et al. (2009) descreveram uma técnica de otimizacao topoldgica baseada no
método ESO (Apéndice A.4) com uma abordagem sem malha para o desenvolvimento de
estruturas de trelicas bidimensionais. No algoritmo ESO, o dominio inicial evolui para a
topologia 6tima através da remog¢ao dos nés com baixa tensdo. A remocao € realizada atribuindo
ao n6 um moédulo de elasticidade baixo. Pequenas quantidades de material sdo removidas em
cada etapa do processo, evitando instabilidades no algoritmo e garantindo uma transi¢do suave de
uma topologia gerada para a subsequente. O RPIM € usado para a avaliacdo dos deslocamentos
e tensdes nodais.

Uma abordagem ESO juntamente com o método EFG foi proposta por Juan et al.
(2010). Considerando a minimizacdo do peso como fun¢do objetivo, a formulagdo matematica
do problema de otimizacdo é desenvolvida baseada em um critério de remogao através da tensao.
Assim como no trabalho de Lee et al. (2009), nés como baixa tensdo sao removidos. Um dos

resultados obtidos com a técnica € mostrado na Figura 10.

Figura 10 —Resultado obtido para uma viga com suportes fixos utili-
zando o modelo proposto por Juan et al. (2010).
(a) Viga apoiada. (b) Projeto 6timo.
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Fonte: Juan et al. (2010).

Zhao (2014) associou um método de Galerkin sem malha com uma abordagem
BESO (Apéndice A.4) modificada. No esquema BESO sugerido, uma aproximagdo em dois
niveis para as densidades € realizada. Assim como no trabalho de Luo et al. (2012c), a fun¢ado de
Shepard € utilizada para aproximar primeiramente as densidades nodais e, em seguida, € usada
para aproximar a densidade nos pontos de integracdo de Gauss com base nas densidades nodais
atualizadas. O critério de Densidade de Energia de Deformacao (Strain Energy Densities - SED)
€ usado para adicdo e remocao de material. Dessa forma, nés com valores elevados de SED

passam a ter material sélido, caso contrario, material suave € atribuido. No método de Galerkin,
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CSRBEF siao utilizadas para construc¢do das fungdes de forma e para obter os deslocamentos
nodais.

Um método BESO combinado com o EFG foi sugerido por Shobeiri (2015a). A
formulagdao matematica da otimizacao topoldgica é desenvolvida considerando a minimizagao
da energia total de deformagao como fungio objetivo, porém, restricdes sao impostas no peso
da estrutura, ao invés do volume, como acontece em grande parte das pesquisas. A energia de
deformacao nodal € utilizada como critério para remog¢ao e adi¢do de material. Limiares para a
energia de deformacao nodal sdo especificados com base no peso pretendido em cada iteragao.
A Figura 11 mostra um dos testes realizados e o resultado alcangado. Em Shobeiri (2015b), o
método proposto foi ampliado para considerar estruturas com a presenga de fissuras.

Figura 11 —Resultado obtido para uma viga em balango com o modelo

proposto por Shobeiri (2015a).

(a) Viga em balancgo. (b) Projeto 6timo.
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Fonte: Shobeiri (2015a).

Gongalves et al. (2022a) propuseram uma nova abordagem topoldgica associando
um algoritmo BESO modificado com o RPIM. No algoritmo de BESO proposto, baseado no
valor de uma média cubica para a tens@o de von Mises, regides com uma mudanca significativa no
nivel de tensdo sdo identificadas e reforcadas com material solido. Esse processo evita que partes
estruturalmente importantes do dominio se tornem muito finas. Para mostrar a aplicabilidade
do método, testes em pecas de aeronaves foram realizados. Em Gongalves et al. (2022b,
2022c¢), o modelo proposto foi alterado substituindo o RPIM por um Método de Interpolacio de
Ponto Radial com Vizinhanca Natural (Natural Neighbour Radial Point Interpolation Method
- NNRPIM). Na formulagdo NNRPIM apresentada, a integragdo numérica ¢é realizada via a
constru¢ao de uma malha de fundo obtida através do diagrama de Voronoi e da triangulacao de
Delaunay. Uma célula de Voronoi associada a um determinado n6 € dividida em um nimero
finito de subcélulas por meio da triangulacdo de Delaunay. Os pontos de integragcdo sdo entdao
localizados dentro de cada subcélula na posicao de seu baricentro. Depois de construir a malha

de integracdo, as funcdes de forma sdo obtidas com base em um conceito de célula de influéncia.
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Nesse conceito, o dominio de influéncia de um ponto de interesse € obtido considerando os nés
cuja célula de Voronoi possui uma aresta em comum com a célula que contém o ponto. Além de

considerar estruturas de aeronaves, pecas automotivas também foram otimizadas.

2.4 OQutras Abordagens

Zhou e Zou (2007) combinaram o método RK com uma descri¢do topolégica im-
plicita. Uma func¢ao implicita € estabelecida de modo que seu valor depende da localizag¢ao do
ponto no dominio de projeto. Essa funcdo, assim como os deslocamentos nodais, € aproximada
através das fungdes de forma do método sem malha. As varidveis de projetos, que sdo atualizadas
durante o processo de otimizac¢do via a andlise da sensibilidade da energia de deformacao, sao
definidas como a funcao implicita nos nds. Forcas concentradas, que sdo comuns em otimiza¢ao
estrutural, mas pouco discriminadas na literatura sem malha, sdo consideradas. Essas forcas
sdo tratadas através de uma fun¢do delta generalizada que converte o problema para aplicacao
de condi¢des de contorno de tragdo distribuida. Problemas elastostaticos bidimensionais foram
resolvidos e os resultados foram comparados com uma abordagem SIMP sem malha, mostrando
a plausibilidade da técnica proposta (Figura 12).

Figura 12 — Resultado obtido para uma viga em balanco com o modelo proposto por Zhou e
Zou (2007).

(b) Distribuicdo inicial do
(a) Viga em balanco. material. (c) Projeto 6timo.
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Fonte: Zhou e Zou (2007).

Um método Otimo de Pareto com uma abordagem de Galerkin sem malha foi
proposto por Zhao (2013). Para a aplicacio da teoria Otimo de Pareto, primeiramente, o
problema com um tnico objetivo é transformado em um problema multiobjetivo. Para realizar
essa modifica¢cdo, uma teoria de otimizacdo ponderada € aplicada, e o problema passa a ser
definido pela minimizacao da soma da funcdo objetivo com o volume desejado para a estrutura,
ambos ponderados por pesos predefinidos. O projeto final € obtido via derivadas topoldgicas,

em que uma topologia é considerada um Otimo de Pareto se nenhuma outra topologia existir
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com menor valor para a fun¢do objetivo e mesmo volume. As fun¢des de forma do método de
Galerkin sao construidas através de CSRBF, sendo esse utilizado para obter os deslocamentos,
as deformagdes e as tensdes nodais.

Uma abordagem de otimizacao topoldgica utilizando derivadas topolégicas e um
Método Sem Malha baseado em Splines (Spline-based Meshfree Method - SBMFM) foi proposta
por Hur et al. (2017). O SBMFM surgiu a partir da Andlise Isogeométrica (Isogeometric
Analysis - IGA), que integra projeto e analise através de fun¢des Non-uniform Rational B-spline -
NURBS. No modelo desenvolvido, 0o SBMFM faz uso da técnica de recorte do sistema CAD,
representando o dominio usando curvas NURBS. A derivada topoldgica € aplicada para descrever
a sensibilidade das curvas e, em seguida, essas curvas sdo atualizadas por meio de um algoritmo
de ajuste de curva. Mudangas topoldgicas sdo alcangadas através da insercdo de novas curvas, que
sao determinadas comparando as derivadas topoldgicas nas fronteiras e em pontos de avaliacao
dentro do dominio de projeto.

A otimizacdo topoldgica de estruturas através de um método baseado em Componen-
tes Morfaveis Moveis Sem Malha (Meshless Moving Morphable Component - ML-MMC) foi
proposta por Li et al. (2022). Na abordagem ML-MMC, o dominio de projeto é ocupado por um
numero finito de componentes estruturais solidas que podem se mover e deformar. A topologia
6tima € entdo alcangada otimizando os pardmetros geométricos associados a essas componentes.
A anélise estrutural € realizada apenas na regido s6lida ocupada pelas componentes, dessa forma,
a distribuicao dos nés sem malha nessa regido passa a ser de grande importancia. No modelo
proposto, inicialmente, um certo ntimero de nos e pontos de integragdo de Gauss sdo distribuidos
uniformemente no dominio de projeto. Em seguida, os nds e pontos de integra¢do cobertos por
componentes sdo ativados. Por fim, nds adicionais sao distribuidos nas bordas e na regido onde a
carga externa € aplicada, permanecendo ativos durante todo o processo de otimiza¢do. Como a
distribuicdo dos nds ativos € frequentemente nao uniforme, o dominio de influéncia desses nos é
ajustado dinamicamente para evitar problemas de singularidade na matriz de rigidez. Com esse
tratamento, mesmo que as componentes estejam desconectadas no dominio de projeto fisico,
elas passam a estar conectadas na analise numérica. O EFG € a estratégia sem malha adotada, e
0 MMA ¢ utilizado para atualizar as varidveis de projeto. A Figura 13 mostra um dos resultados

obtidos.
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Figura 13 —Resultado obtido com o modelo proposto por Li et al. (2022).
(a) Dominio de projeto.

ﬁ““'

(b) Topologia inicial. (c) Projeto 6timo.

n ne

Fonte: Li et al. (2022).

2.5 Consideracoes Finais

Neste capitulo, foram apresentados alguns métodos de otimizagao topoldgica basea-
dos em uma andlise numérica sem malha. A Tabela 1 sintetiza as pesquisas relatadas. Nota-se
que vdrias técnicas de otimizacao topoldgica, especialmente a abordagem SIMP, t€m sido associ-
adas a diversos métodos numéricos sem malha, sendo o EFG o mais utilizado. No entanto, é
interessante apontar que a maior parte desses procedimentos numéricos, tal como o EFG, faz
uso de uma malha de fundo em alguma etapa do desenvolvimento, seja para construir o espago
de funcdes tentativas ou para realizar a integracdo numérica. Desse modo, neste trabalho, uma
técnica verdadeiramente sem malha é empregada, isto €, que ndo utiliza nenhuma malha em todo
0 processo, associando-a com um método BESO, que, no contexto de otimizacio topoldgica sem
malha, ainda € pouco explorado. No préximo capitulo, essa nova metodologia de otimizacdo
serd descrita.

Tabela 1 —Pesquisas em otimizacao topoldgica baseadas em uma andlise numérica sem malha.

Métodos
Sem Métodos de Otimizacao Topoldgica
Malha
Conjunto de
Abordagens de Densidade Evoluciondrios Outros
Nivel
SIMP Outras ESO BESO
Neofytou et al.
Cho e Kwak Zhou e Zou
RK (2020), Neofytou
(2006) (2007)
et al. (2021)
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Métodos
Sem Métodos de Otimizacgio Topologica
Malha
Conjunto de
Abordagens de Densidade Evoluciondrios Outros
Nivel
SIMP Outras ESO BESO
Wang et al.
Zheng et al. Gongalves et al.
RPIM (2015b), Nguyen Ai e Gao (2019) Lee et al. (2009)
(2008) (2022a)
e Bui (2022)
Gongalves et al.
(2022b),
NNRPIM
Gongalves et al.
(2022¢)
Du et al. (2008),
Du et al. (2009),
Gong et al.
(2010), Zheng et
al. (2012), Luo et
al. (2012c¢),
GONG et al. He et al. (2014),
Khan et al.
(2012), Wang et Gong et al.
(2019), Ullah et Juan et al. Shobeiri (2015a),
EFG al. (2015a), Yang (2018), Zhang et Li et al. (2022)
al. (2022), Khan (2010) Shobeiri (2015b)
et al. (2016), Cui al. (2019), Ullah
et al. (2023)
etal. (2017), et al. (2022)
Zhang et al.
(2017), Zhang et
al. (2018), Lavaei
e Firoozjaee
(2021), Zhang et
al. (2022)
IEFG Wu et al. (2017)
Luo et al.
Galerkin (2012a), Luo et al. Zhao (2014) Zhao (2013)
(2012b)
Colocagao Li e Atluri
com (2008a), Lie
MLPG Atluri (2008b)
Zheng et al.
FVMLPG
(2009)
NNPG Li et al. (2010)
GFDM Zhao et al. (2020)
Lin et al. 2017),
SPH
Li et al. (2020)
Peridina- Sohouli et al.
mico (2020)
SBMFM Hur et al. (2017)
BM-SBM Liu et al. (2023)




Tabela 1 - continuacéo da pagina anterior

43

Métodos
Sem Métodos de Otimizacgio Topologica
Malha
Conjunto de

Abordagens de Densidade Nivel Evoluciondrios Outros
SIMP Outras ESO BESO

Entropia Ullah et al.

Maixima (2022)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3 OTIMIZACAO TOPOLOGICA BASEADA EM UMA ANALISE NUMERICA
SEM MALHA

Destacando-se por sua capacidade de fornecer solucdes precisas e eficientes, o
método DMLPG tem se tornado uma escolha cada vez mais comum para pesquisadores e en-
genheiros que buscam uma anélise numérica verdadeiramente sem malha robusta e confidvel
(MIRZAEI; SCHABACK, 2014; MIRZAEI; HASANPOUR, 2016; HASANPOUR; MIRZAETI,
2018; DARANI, 2017; SHOKRI; BAHMANI, 2019; SHOKRI; BAHMANI, 2021). Neste capi-
tulo, a metodologia de otimizacao topoldgica proposta € apresentada, a qual integra o DMLPG
a um método BESO, tendo como objetivo a minimizacao da energia total de deformacdo com
restricdo de volume em estruturas continuas eldsticas lineares. A abordagem BESO desenvolvida
€ baseada no algoritmo apresentado por Huang e Xie (2010b), adaptado para o contexto de um
procedimento numérico sem malha.

O fluxograma mostrado na Figura 14 sintetiza os passos da abordagem proposta.
Inicialmente, o dominio de projeto inicial, juntamente com suas condi¢des de contorno, é definido
e alguns parametros dos métodos DMLPG e BESO sio estabelecidos. Em seguida, o dominio é
discretizado em um conjunto de nds e os pontos de integracdo sdo criados. Para reduzir o custo
computacional, algumas matrizes do DMLPG, que permanecem constantes, sdo pré-computadas.
O processo iterativo comeca com a andlise DMLPG, na qual um sistema linear é construido

Figura 14 — Visdo geral da técnica proposta.

Definicdo do modelo e dos Pré-processamento DMLPG: Anaise Numérica - DMLPG: Algoritmo BESO:
métodos:

calcular a

sensibilidade nodal

criar nés e calcular as
matrizes A'B

criar pontos de
integracdo
parametros dos

métodos v

criar a matriz de rigidez
local e o vetor de forga local

definir o dominio

'

para todos os
pontos de integragdo

montar a matrizKe o
vetor f do sistema global
aplicar as condigdes de
contorno essenciais
resolver o sistema linear
Ku=f
A

definir as condi¢des
de contorno

aplicar filtro de

sensibilidade

aplicar processo de

estabilizacdo

atualizar projeto

convergiu?

definir os

sim

atualizar a matriz de
material dos pontos de
integracdo

iter++

projeto étimo

>

A

Fonte: Elaborada pelo autor.
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e resolvido para determinar os deslocamentos, deformacgdes e tensdes em cada nd. O método
BESO ¢ entao inicializado com o cdlculo das sensibilidades nodais e, logo apds, um filtro e um
processo de estabilizagdo sdo aplicados para prevenir a ocorréncia de instabilidades numéricas e
melhorar a convergéncia. As varidveis de projeto sdo atualizadas determinando quais nés terao
material adicionado ou removido. Se o processo convergir, o projeto 6timo € alcancado. Caso
contrdrio, a matriz de rigidez eldstica € atualizada em cada ponto de integracao, € 0 processo
iterativo continua.

Nas se¢Oes seguintes, as etapas do método de otimizacdo topolégica mencionadas
anteriormente sao descritas de forma mais detalhada. Na Sec¢ao 3.1, a formulacio do DMLPG
¢ apresentada, abordando seus principios fundamentais. Na Secdo 3.2, a abordagem BESO,
adaptada para empregar a andlise numérica sem malha, é explanada. As considera¢des finais

decorrentes das discussdes realizadas sdo apontadas na Secdo 3.3.

3.1 Meétodo DMLPG

Em contraste com outros métodos sem malha, como o MLPG (ATLURI; ZHU, 1998)
e o EFG (BELYTSCHKO et al., 1994), o método DMLPG caracteriza-se por evitar a constru¢ao
de fun¢des de forma complicadas, realizando seu processo de integracdo apenas sobre polindmios.
Nesta sec¢do, a teoria relacionada ao DMLPG € apresentada. Na Subsec¢do 3.1.1, o problema
de valor de contorno elastostatico a ser resolvido € definido. Em seguida, na Subsecdo 3.1.2, a
forma fraca local € determinada e descrita na forma matricial. Nas Subsecoes 3.1.3 e 3.1.4, a
construgao das fungdes tentativas através da aproximag¢do Minimos Quadrados Moéveis Genera-
lizado (Generalized Moving Least Squares - GMLS) é demostrada e a funcao teste utilizada é
estabelecida. Posteriormente, na Subse¢do 3.1.5, o sistema linear global € montado. As condi¢des
de contorno essenciais sdo aplicadas na Subse¢do 3.1.6 e a obtencdo dos deslocamentos, tensdes
e deformacdes é considerada na Subsecao 3.1.7. Um algoritmo em alto nivel para o DMLPG ¢é

descrito no Subsec¢do 3.1.8, resumindo as etapas discutidas ao longo deste capitulo.
3.1.1 Problema de Valor de Contorno

Considere um corpo, conforme ilustrado na Figura 15, com dominio  C R4

(d = 1,2 ou 3), limitado por uma fronteira I', sujeito a deformagdes infinitesimais. O problema
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eléstico linear é governado pela equagao diferencial de equilibrio
0ij,5 + bz = 0, cm Q, (31)

onde o;; sdo as componentes do tensor de tensdo de Cauchy e b; sdo as componentes da forga
de corpo, para 1 <i,j < d, sendo (-) ; = 9(-)/0z;. As componentes o;; sdo relacionadas com
as componentes do tensor de deformacao infinitesimal, €y, para 1 < k,[ < d, através da lei de

Hooke generalizada,

Oij = €ijki€kl, (3.2)

sendo e;;1; os coeficientes de rigidez eldstica do material.

Figura 15 — O dominio global {2 e a fronteira global I" de
um corpo arbitrdrio bidimensional. As fronteiras ', e 'y,
nessa ordem, sdo as partes de I' em que as condicdes de
contorno essenciais e naturais sdo especificadas. u e t sdo
os deslocamentos e as tensdes prescritas, respectivamente. n
€ o vetor normal unitario em I e b € a forca de corpo.

X
Fonte: Elaborada pelo autor.

O tensor de deformag@o em um ponto x € €2 € definido como a parte simétrica do

gradiente de deslocamento, assim
Wij + Ui

5 (3.3)

Eij =

com u; € u; denotando as componentes do deslocamento.
A fronteira ' é composta por duas sub-regides: I',, onde a condi¢do de contorno
essencial é prescrita, e [';, onde a condicdo de contorno natural € especificada (Figura 15). Dessa

forma,

u; = u;, emI',, (3.4a)

0Ny = Z?Z', cm Ft, (34b)
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de modo que, i; representa a i-ésima componente do deslocamento prescrito em I, ; denota
a 1-ésima componente da tensdo prescrita em I', e n; € a j-ésima componente do vetor normal
unitério na fronteira I'. O campo de deslocamento deve satisfazer a Equagdo (3.1) em cada ponto

x € (), além das Equacdes (3.4a) e (3.4b) na fronteira I'.
3.1.2 Forma Fraca Local

Considere que o dominio do corpo e sua fronteira sdo cobertos por nos distribuidos
arbitrariamente e que cada né / possui um subdominio local, {);, com uma fronteira local, I';
(Figura 16). Os subdominios podem ter formas arbitrarias, tais como quadrados, circulos, entre
outras (ATLURI; SHEN, 2002). Mirzaei (2015) observou que tanto formas circulares quanto
quadrilaterais alcancam resultados satisfatérios nos métodos sem malha. Assim, neste estudo,

optou-se por utilizar apenas subdominios circulares.

Figura 16 —Ilustracdo da distribuicdo de nés para a abordagem
DMLPG. Cada n6 € associado a um subdominio local, juntamente
com sua fronteira local. Por exemplo, os nés J e K possuem
subdominios locais §2; e (g, respectivamente, com fronteiras I ;
e I'x. Se um subdominio esta totalmente contido no dominio
global, como o subdominio de J, entdo I'; = I'jy. No entanto,
se 0o subdominio de um n¢ intersecta a fronteira global, como
o subdominio de K, entdo sua fronteira local é definida como
'y = I'ko U T'ky UT'ky, onde I'ip € a parte de I'x em que
nenhuma condi¢@o de contorno € aplicada, enquanto I'x, e 'k
sdo, nessa ordem, as partes de ['x onde as condi¢des de contorno
essenciais e naturais sao especificadas.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como exemplificado na Figura 16 para I = K, a fronteira I'; de um n6 I pode ser

decomposta em até trés partes distintas,

I'r=Tpuln,Uuly. (3.5)
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Nesse contexto, [';q representa a regido de ['; onde nenhuma condi¢do de contorno € estabelecida,
enquanto que 'y, e [';; denotam as regides de I'; onde as condi¢des de contorno essenciais e
naturais sdo especificadas, respectivamente.

Uma forma fraca local generalizada sobre o subdominio local €2; para a Equacado (3.1)

pode ser escrita como

/ [O'ijJ‘ + bz] U[idQ = 0, (36)
Qr

onde vy; € a i-ésima componente da funcdo teste definida sobre o subdominio local £2;. A

Equacdo (3.6) deve ser vélida para qualquer valor de vy;, 0 que permite representd-lo como
vri(x) = 05:(x) Vi, (3.7)

sendo #;;(x) uma fungdo definida de forma conveniente e Vy; um fator de escala arbitrario.

Aplicando o teorema da divergéncia na Equacgao (3.6), tem-se

/ aijnjvh-dF — / O-ijUIi,de + / bﬂ)[idQ =0. (38)
F] QI QI
Em seguida, decompondo a fronteira I'; em suas partes constituintes (Equacao (3.5)) e impondo

a condicao de contorno natural (Equacao (3.4b)), obtém-se

/ Oij”jUIidF—i-/ Uijnjvlidr+/ tivpdl
FIO FIu F]t

—/ O'Z'jU[i,de—i‘/ bIU]ZdQZO
Q[ QI

Considerando a funcdo teste conforme definida na Equacao (3.7), a Equacao (3.9)

(3.9)

pode ser expressa na forma matricial como

v?{ ©/Nodl' + | ©O;Nodl'+ [ ©;tdl

o Pru Tre

— | 9TodQ + GlbdQ] =0,
Q] QI

(3.10)

onde o ¢ a representacio do vetor coluna do tensor de tensdo, V7 é o vetor linha dos fatores
de escala arbitrarios, ®; é a matriz diagonal da parte da funcao teste que depende de x (veja
Equacdo (3.7)), N € a matriz que contém as componentes do vetor normal unitdrio em relacio a
fronteira I, t € o vetor de tensdo prescrita em I'7;, b é o vetor de forga de corpoe ¥; = L;O; é
a matriz das derivadas de ®;, com L, denotando a matriz de operadores diferenciais.

As Equagdes (3.2) e (3.3) também podem ser representadas na forma matricial,

o = De, (3.11a)

e = Lju, (3.11b)



49

sendo € a representacdo vetorial do tensor de deformacgdo, u o vetor de deslocamento e D a
matriz dos coeficientes de rigidez eldstica do material. Neste trabalho, um material isotrépico
serd considerado.
Sabendo que V; € um vetor de valores arbitrdrios, para que a Equacgdo (3.10) seja
satisfeita, € necessario que a expressao dentro dos colchetes seja igual ao vetor nulo, isto &,
O, Nodl' + O, Nodl' + Otdl
T'ro Try T

— | ¥lod0+ [ ©bdQ=0.

Qr Qr

(3.12)

Dessa forma, substituindo as Equagdes (3.11) na Equacao (3.12), a forma fraca local pode ser
expressa como
UIDLud — ©;NDLjudl' — ©®;NDL,udl
Q] F[O Flu

— | edar+ [ ©bda.
Tre Qr

(3.13)

Para o caso bidimensional, por exemplo, as matrizes e os vetores das Equacdes (3.10)

a (3.13) podem ser definidos do seguinte modo,

011 €1 v
Uy I1
O=10x2|,&=|¢cn|, 0= , Vi= ’
Ug Vrio
012 Y12
I— 1?1 b= by @, = On O N-= ny 0 n 7
tQ bQ 0 9[2 0 nNo Ny
0 0 1 v 0
Ll = |9 Or2| ¢ D= 71 0
d 0 1 — p2 ]
0 — — 1-0v
81'2 8.1'1 0 0
2
com
B E para estado plano de tensao,
E = g (3.14)
do plano de deformacao
2 para estado p cdo,
e
v para estado plano de tensao,
7 — , (3.15)

para estado plano de deformacao,
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onde £ é o mdédulo de Young e v € o coeficiente de Poisson do material.
3.1.3 Funcgoes Tentativas

O método DMLPG utiliza a aproximacdo GMLS para estimar os deslocamentos. Essa
estimativa € alcancada por meio da defini¢do de funcionais lineares, os quais sdo posteriormente
estabelecidos através da forma fraca local (Subsecao 3.1.5). Nesta subsecdao, o GMLS e sua
funcao peso sdo discutidos de forma geral, tendo como base os estudos de Mirzaei e Schaback

(2013) e Abbaszadeh e Dehghan (2022).
3.1.3.1 Aproximagcdo GMLS

Considere a equacgao linear
A(u) = 5, (3.16)

onde \ e [ sdo funcionais lineares e u € uma fungdo desconhecida, por exemplo, o deslocamento,
com u; € C™(£2), ou seja, as componentes pertencem a um espago de fungdes continuas e sao
m vezes diferencidveis.

Seja X = {xi,Xs,...,Xx} um conjunto de nds dispersos no dominio €2 ou na
fronteira I'. O objetivo do GMLS & aproximar A(u) por A(u). Essa aproximagio pode ser

expressa pela combinacdo linear

Aw) = Aw) =Y as(\ps(u), (3.17)

J=1
dos funcionais p;(u) com coeficientes a ;. Os funcionais A e ;; podem representar, por exemplo,
avaliacdes pontuais de u ou de qualquer uma de suas derivadas até a ordem m, uma integral

local que contenha u ou qualquer uma de suas derivadas, etc. (MIRZAEI; SCHABACK, 2013).

Assuma P = span{pi, pa, ..., P} como sendo um subespaco finito de fungdes
polinomiais, em que as componentes, pg;, ¢ = 1,...,d, de um vetor da base, py, para k =
1,...,G, tém continuidade C™(f2), com G = (mfj)!. Por exemplo, para o espago bidimensional,

m:a:

d = 2, com base candnica e ordem quadrética, m = 2, tem-se

2 2
1 T Ty x] 12 x5

P = span , , , , , i (3.18)
1 x To x? 129 x3
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Para todas as fungdes p € P, a igualdade

N

Ap) = a;(A)us(p) (3.19)
J—1

¢ valida. Assim, busca-se uma aproximacdo p* € P de u que minimize

{Z(w(u) - m(p))gwj} : (3.20)

J=1
onde w; € o valor de uma fun¢do peso que mede a influéncia do né J no processo de minimizacao.
Reescrevendo p como uma combinacao linear dos vetores da base de P e levando

em conta a linearidade dos funcionais y 5, entdo

pa(p(x)) = ps (Z ckpk(x)> = aus(pr(x) = py,c, (3.21)

"=

sendo p;, = [1(P1(x)) pts(P2(x)) -+ ps(pa(x))] ec” =[er e -+ gl

O problema de minimizagao irrestrita € definido como

minimizar 7 (c), (3.22)
com
N
J() =) (us(u) - pj c)w, (3.23)
J=1

obtido substituindo a Equacao (3.21) na Equacdo (3.20).
Para realizar o processo de minimizagdo, € necessario igualar a derivada de J em

relacdo a cada coeficiente ¢, a zero, ou seja,

0T Al
o = 22 (m(w) = Py s (pr)ws = 0.
J=1
0T =
= =-2) (us(u) = p,, ) (p)ws =0,
ds ; R (324)

0T ZN
8_(:G = —2 (1s(a) — pZJC>UJ(pG)wJ = 0.
J=1
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Simplificando e reorganizando os termos da Equacdo (3.24), tem-se

N N

> nspr)wspl,e = ps(pr)wsps(w),

J=1 J=1
N N

Z 1 (P2)w, Py, = Z ps(P2)wsps (),

g v (3.25)
N N

Z M.J(PG)W.JPZJC = Z 1y (Pa)wsp ().

J=1 J=1

O sistema de equagdes lineares na Equacgao (3.25) pode ser escrito na forma matricial

como
Ac = Bpu(u), (3.26)
onde A = PTWP e B = PT"W, com
Py wi 0 - 0 pa(u)
T 0 wy --- 0 u
po [Pl w0 Y e =
_pEN_ i 0 O cee U)N_ MN(U>

ApOs o processo de minimizagao, os coeficientes ¢* do polindmio 6timo, p* € P,

sdo dados por

c* = A 'Bu(u). (3.27)

Na aproximagdo GMLS, a solucio 6tima é definida como A(u) = A(p*). Desse

modo, usando as Equagdes (3.21) e (3.27), tem-se

Au) = A(p*) = plc* = pl A" 'Bu(u). (3.28)
3.1.3.2  Fungdo Peso

Neste trabalho, a fun¢do peso utilizada € a fung¢do gaussiana com suporte circular

compacto. Essa funcdo pode ser escrita como

exp(—(ery)?) — exp(—€?)
1 — exp(—¢€?)

wy =w(ry) = (3.29)

)

com0 < r; < 1,onde r; = ||x — X;]||/7w, sendo 7, o raio do suporte circular compacto

centrado em um ponto x € € um parametro que controla a curvatura do perfil em forma de sino
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da funcdo. A Figura 17 mostra as contribui¢des de um né para um dado ponto x. Quanto mais
distante um no6 estiver do ponto, menor serd sua contribui¢do. Se um né estiver fora da regido de
suporte (r; > ), sua contribui¢io serd nula (w(r;) = 0), como exemplificado pelo né L na
Figura 17.

Figura 17 — O raio r,, do suporte compacto de uma

fungdo peso centrada em um ponto x € ilustrado. Al-

guns nds na vizinhanga sdo exemplificados: J, K e

L. Como o né J € o mais préximo ao ponto x, sua

influéncia é maior do que a do n6é K. O né L ndo tem

influéncia, uma vez que esté fora da regido de suporte
da funcdo.

WLZO

y
Wk
by
Fonte: Elaborada pelo autor.

Como observado na Equacgdo (3.27), a matriz A deve ser inversivel. No entanto,
como apontado por Atluri e Zhu (1998) e Liu (2009), para que essa condicao seja satisfeita, é
necessario que N > @, isto é, o nimero de nés dentro do dominio de suporte da funcdo peso

deve ser maior ou igual ao ndmero de vetores da base de P.
3.1.4 Funcoes Teste

As funcgdes teste sdo centradas nos nds e suas regides de suporte sao definidas pelo
raio r., coincidindo com os subdominios dos nds. Nesta pesquisa, a abordagem DMLPGS5

(MIRZAEI, 2015), que considera a fungdo teste como uma fun¢do de Heaviside (Figura 18), é



empregada. Assim, baseado na Equacao (3.7),

1, xeQy,
9[,‘ (X) =
0, caso contrério,

parai=1,...,d.

Figura 18 —Fungdo de Heaviside em um caso bidimensional
centrada no n6 [ de suporte compacto com raio 7.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.1.5 Discretizacdo
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(3.30)

Como a fungdo de Heaviside € uma fung¢do que assume valores constantes, sua

derivada € nula, fazendo com que a integral de dominio do lado esquerdo da Equacdo (3.13)

desapareca. Assim, sabendo que ®; = I e com base na Equacio (3.16), o problema discretizado

pode ser definido como

AI(U) = [,

onde

)\1(11)

Ao(u)

}\](U) = . = — NDLdudF
: FroUl1y

Ad(u)

€

A

B = 5_2 :/ tdF+/ bdQ,
: Iy Qr

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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coml=1,..., M. Seja N o ndmero total de nés no dominio discretizado, para que o sistema
admita solugdo, € necessario que M > N (MIRZAEI; SCHABACK, 2013). No entanto, por
simplicidade, assume-se M = N , ou seja, os funcionais sdo avaliados nas N localizagdes nodais.
Note que os funcionais A\(u) e 3 (Equagdo (3.16)) sdo definidos para cada dimensdo i = 1,. .., d.

Considerando as Equagdes (3.17) e (3.28), nas quais as componentes de g sao
tomadas como as avaliacdes do deslocamento nas dire¢des ¢ para o né J, pode-se aproximar

A7(u) por

N
Ar(u) = ZaJ()\I)u(x,]) = pi, Pu, (3.34)
J=1

onde N < N € o nimero de nds dentro do dominio de suporte da funcdo peso centrada em x,

ou seja, os nés J em que wy > 0. @ € RI“*4N ¢ yma matriz em blocos,
P, Py PN
P — (I)?l (I)?Q o (I)?N , (3.35)
| Po1 Do Qo |

onde cada bloco d x d € escrito como

¢rg 0O 0
0 0
B, = gb’f" , (3.36)
0 0 - b

sendo ¢ 7 0 elemento [A~'B|,; da matriz ¢ = A~'B. pg:l € R94% ¢ yma matriz representada

como
P, = [Ar(p1) Ar(p2) -+ Ar(pa)), (3.37)
com
Ar(pr) = — / NDP,dl (3.38)
FIOUFIu
parak=1,...,Ge
Py =Ly [diag{pk}] : (3.39)

A notagdo diag{py } representa uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal sdo

as componentes dos vetores da base, pg, aplicados em um ponto x. Vale mencionar que, segundo
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Mirzaei e Schaback (2013), considerando inicialmente a base canOnica para o subespaco P,
€ possivel melhorar a estabilidade e precisdo da aproximacdo modificando os termos dessa
base. Desse modo, as componentes dos vetores py, podem ser definidas de forma que, ao
invés de utilizar os termos dos mondmios na forma natural {z" }¢<,<, esses valores podem ser

deslocados e escalonados com base em

{ (xd: Z)’i } : (3.40)
min 0<k<m

onde z representa uma avaliacdo da posi¢do do né [ e d,;, € a distancia euclidiana minima entre

dois nés no dominio. Assim, por exemplo, a Equacao (3.18) pode ser reescrita como

Ty —ZTn To — Tg2 (71 — $11)2

1 dmin dmin d12nin
)\ et o s T | (x1 —zn)* |’

dmin dmin d?nin (3 41)
(951 - 3711)(1'2 - 9512) (5172 - 1'12)2 '

d2 in d?nin
(x1 — $115ﬂ<‘$2 —x2) | 7| (22— xp0)

dr2nin dIQnin

O sistema linear construido a partir da Equacao (3.31) pode ser expresso como
Ku=f, (3.42)

onde K é uma matriz quadrada de dimensdes (dM) x (dM), enquanto u e f séo vetores coluna
de dimensdes compativeis. A matriz de rigidez K € gerada a partir de cada bloco K;; € R9*¢
definido como

Ky =p;,®. (3.43)

e o vetor de forca f é composto pelos vetores

fr = Br. (3.44)

6,

A notagdo “:” na Equagdo (3.43) representa a J-ésima coluna da matriz de bloco ®. As integrais
que compdem cada bloco K;; (Equacdo (3.38)) e o vetor f; (Equacgdo (3.33)) sdo resolvidas
através da quadratura de Gauss-Legendre (Apéndice B). Note que o sistema linear global ainda

precisa ser modificado para levar em conta as condi¢des de contorno essenciais.
3.1.6 Aplicacdo das Condicoes de Contorno Essenciais

Uma vez que a propriedade do delta de Kronecker nio pode ser garantida nos nds,

as condicdes de contorno essenciais sao impostas usando o método de colocacao do MLS (LIU,
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2009; MIRZAEI, 2015). Para um né [ na fronteira I',, a linha correspondente do sistema linear
global na (Equacao (3.42)), onde a condicao € estabelecida para a dire¢ao ¢, € zerada. Em seguida,
com base na Equacgdo (3.17), tomando A como a avaliagdo pontual em X, isto é, A = dx,, e i

como o deslocamento do ponto x;, a seguinte equagdo € aplicada:

N
i(xr) = Y a,(dx,)ui(xs) = p§, P, (3.45)
J=1
sendo @;(x;) a condi¢do de contorno essencial prescritanond [ comi =1,...,d, ¢ = A™'B,
P;, = [Pa(xr) pai(xr) -+ pai(xr)] e w] = [u; ugi -+ upil.

xr
3.1.7 Obtengdo dos Deslocamentos, Deformacdes e Tensoes
Segundo Mirzaei et al. (2012), uma boa aproximagdo dos deslocamentos € obtida

ao resolver o sistema linear (Equacao (3.42)). No entanto, o deslocamento real em um ponto x

pode ser calculado como

N
u(x) = Z a;(0x)u(x,) = p;, ®u, (3.40)
J=1
onde p§_ = [p1(x) p2(x) -+ pa(x)] € R A deformagio e a tensdo podem ser obtidas

com as Equacdes (3.11) usando a Equagao (3.39) para conseguir as derivadas de ps, .
3.1.8 Algoritmo

O Algoritmo 1 apresenta os passos do método DMLPG. A entrada consiste na
defini¢do do modelo e das condi¢des de contorno. A discretizagdo € realizada na Linha 1. Na
Linha 3, o algoritmo determina os nds, J, que estdo dentro dos dominios de suporte de cada n6 7,
considerando o raio, r,,, da fun¢do de peso (Equagio (3.29)), € entdo calcula as matrizes A~'B
(Equagdo (3.26)). Nas Linhas 5 a 11, os pontos de integrag@o sdo criados dentro dos subdominios
de raio r. e a matriz de rigidez local e o vetor de forca local sdo determinados e montados
no sistema global (Equagdes (3.42) a (3.44)). Se x; € I',,, a condicdo de contorno essencial €
imposta no sistema global nas Linhas 12 a 17 (Equagao (3.45)). Finalmente, na Linha 19, o

sistema linear, Ku = f, € resolvido para obter os deslocamentos nodais, u (Equacgdo (3.46)).
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Algoritmo 1: Método DMLPG.
Input: Dominio €2; Contorno I'; Ndmero total de nés M ; Nimero total de elementos no
vetor de base polinomial GG; Raios r, e ..
Output: Deslocamentos aproximados nos nds, u.
1 M < CriarNé6s(M, €2, T')
2 for x; € M do

3 C <« EncontrarVizinhos(M, X1, 7,) ; // nés J com w(||x;—x/||) >0
4 A~1'B < CalcularMatrizA~'B(C, x;, G)
5 @Q < CriarPontosIntegracdo(xy, ., ')
6 for x, € O do
7 f; < CalcularVetorFor¢aLocal(x,)
8 K;; + CalcularMatrizRigidezLocal(x,, A~'B,() ; // J sdo os
vizinhos C representados nas colunas da matriz A~'B
9 MontarVetorForcaGlobal(f7, f)
10 MontarMatrixRigidezGlobal(K;;, K)
11 end
12 if CondicaoContornoEssencial(x;) then
13 L < EixosComCondi¢aoContorno(x;)
14 ZerarLinhasSistemaLinear(L, f, K)
15 ImporCondi¢caoContornoEssencial VetorFor¢aGlobal(x;, L, f)
16 ImporCondi¢doContornoEssencialMatrizRigidezGlobal(x;, A™'B, C, £, K)
17 end
18 end

19 u < ResolverSistemaLinear(K, f)

3.2 Método BESO

O método BESO € uma técnica amplamente utilizada na concepc¢do de estruturas
otimizadas, devido a sua simplicidade conceitual e a capacidade de fornecer solucdes eficientes
(HUANG:; XIE, 2010a; XIA et al., 2018a). Ao iterativamente remover e adicionar material
na estrutura, o método busca atingir configuragdes estruturais ideais que garantam resisténcia,
rigidez e leveza. Desde que foi proposto por Querin et al. (1998), diversas melhorias foram
realizadas no BESO (XIA et al., 2018a). Um dos estudos mais conhecidos foi desenvolvido por
Huang e Xie (2010b) (YAN et al., 2014; KEFAL et al., 2019; YAN et al., 2019; XIONG et al.,
2023), no qual um algoritmo BESO, fundamentado no modelo sugerido por Huang e Xie (2009),
¢é apresentado. Nesse método, o material ndo € verdadeiramente removido da estrutura, sendo
apenas suavizado, e um esquema de interpolacao material com penalizacdo é empregado.

Nesta se¢do, € descrita a abordagem BESO utilizada neste trabalho, baseada no algo-
ritmo apresentado por Huang e Xie (2010b), adaptado para integracdo com o método DMLPG.

Na Subsecdo 3.2.1, é definido o problema de otimizacao a ser resolvido. Na Subsecao 3.2.2, é
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demonstrado o cdlculo das sensibilidades nodais, as quais passardo por processos de filtragem
e estabilizacdo, discutidos na Subsecao 3.2.3. Em seguida, na Subsecdo 3.2.4, € explicado o
procedimento de atualizacdo das varidveis de projeto. Por fim, na Subse¢do 3.2.5, sdo apresenta-
dos os critérios de convergéncia e como modificar a matriz de rigidez eldstica caso os requisitos

estabelecidos ndo sejam satisfeitos.

3.2.1 Definigcao do Problema

O problema de otimizagdo estrutural é definido como

M
. 1
minimizar C = 5 ; elo;V, (3.47a)
sujeitoa  Ku="f, (3.47b)
M
V* — Z Vi Xp =0, (3.47¢)
I=1
Xr=Xnin ou 1, (3.47d)

onde C' representa a aproximacao da energia total de deformagdo, V* é o volume prescrito, V;
€ o volume nodal superestimado e X; é a varidvel de projeto binaria noné /. X; = 1 indica a
presenca de material sélido, enquanto X; = A,,;;,, denota o vazio, sendo X,,,;,, um valor pequeno
e ndo nulo. O uso de um valor baixo, diferente de zero, para representar a auséncia de material
caracteriza a formulagdo apresentada como uma abordagem soft-kill. Nesse tipo de abordagem,
o material ndo é de fato removido do dominio, ao invés disso, é suavizado, o que evita que a
matriz de rigidez, K, se torne singular (HUANG; XIE, 2009). A suavizacao indica que o material

contribuird apenas marginalmente para a rigidez da estrutura.
3.2.2 Andlise de Sensibilidade

A andlise de sensibilidade tem como propdsito determinar a sensibilidade de cada no,
que serd o parametro utilizado para definir quais nés terdo o vazio ou material sélido atribuido.
As sensibilidades sao determinadas através da derivada da fun¢do objetivo em relacdo a cada
varidvel de projeto.

Considerando

D(X;) = XDy, (3.48)
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onde p € o expoente de penalizacdo e D € a matriz de rigidez eléstica inicial, a Equacgdo (3.11a)

para o tensor de tensdo pode ser reescrita como
=D(X))e = A7Dye. (3.49)

Com base na realizagdo de testes numéricos, Huang e Xie (2009) afirmaram que qualquer valor
maior que 1 para p € suficiente para um bom funcionamento do método, porém recomendaram o
usode p > 1,5.

Substituindo a Equacao (3.49) na Equacdo (3.47a), tem-se

M
ZsI (X))e Vi = Zs?X}’DOsIV[. (3.50)
I:l

Assim, a derivada da energia total de deformagdo em relacdo as varidveis de projeto é calculada

como

pXP!
E?D()E]‘/[ (351)

IVI

oL 1 79
v Z
Baseado na Equacao (3.51), o valor da sensibilidade para um né [ € definido da
seguinte forma,

1oCc  xr!
Do 2 eTDye;V;. (3.52)

oy =

Nota-se que, para X7 = X,,.;,, quando p tende ao infinito, o valor da sensibilidade nodal pode ser
considerado igual a zero. Esse caso, torna-se equivalente a situacdo em que &,,;, = 0, conhecida
como abordagem hard-kill, na qual o material € de fato removido do dominio (HUANG; XIE,

2010b).

3.2.3 Filtragem e Processo de Estabilizacdo

O fendmeno do tabuleiro de xadrez é uma instabilidade numérica comum presente em
métodos de otimizacdo topoldgica (SIGMUND; PETERSSON, 1998; BENDS@E; SIGMUND,
2004). Esse fenomeno € caracterizado pelo surgimento de pontos dispersos e sem continuidade
estrutural na solugdo, formando, em alguns casos, regides contendo espacos vazios e espacos
com material que se alternam de forma semelhante a um tabuleiro de xadrez (SIGMUND;
PETERSSON, 1998; YANG et al., 2016), conforme ilustrado na Figura 19. Uma das formas de
solucionar esse problema € através do uso de técnicas de filtragem (SIGMUND; PETERSSON,
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1998). Desse modo, uma filtragem nas sensibilidades nodais € realizada. O filtro baseia-se em
um raio, ry;,, que ajuda a encontrar os nds adjacentes que influenciam a sensibilidade de um

determinado né (XIA et al., 2018a). Os nimeros de sensibilidade filtrados, & , sdo estabelecidos

como _
N
Z W(T]J)Oéj
Gy = T : (3.53)
> ()
J=1
com
Tmin —T7, T < Tmin,
w(r) = (3.54)

0, caso contrério,
onde N € o nimero de nds que estdo dentro do raio de influéncia r,;, € » = r;; € a distancia
euclidiana entre os nés [ € J.

Figura 19 — Exemplo da instabilidade nu-
mérica do padrao do tabuleiro de xadrez.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Com o objetivo de alcangar uma melhor convergéncia, reduzindo a ocorréncia de
grandes varia¢des da funcdo objetivo durante o processo (HUANG; XIE, 2007), um procedimento
de estabilizacdo € aplicado. Nesse procedimento, as sensibilidades dos nds s@o modificadas

considerando a média dos valores das sensibilidades nas itera¢des atual, k, e anterior, k — 1,

arg+ Qrgp—1
ay = ————""—.

5 (3.55)

3.2.4 Atualizacdo do Projeto

A obtencdo de uma nova topologia para a estrutura € alcancada através da atualizagdo

das varidveis de projeto. Esse processo de atualiza¢ao inicia-se com o cdlculo do volume da
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iteracdo atual, V}, determinado como
Vi = Vic1(1 — ER), (3.56)

onde F'R ¢ a taxa evoluciondria, que representa a redug@o gradual do volume das iteragdes até
que o volume objetivo, V'*, seja alcangado.

O método BESO busca efetivamente balancear a SED entre todos os nds, garantindo
que a estrutura resultante seja robusta e resistente, com base no seguinte critério de otimalidade:
“as densidades de energia de deformacgdo dos materiais s6lidos sdo sempre maiores do que as dos
materiais suaves” (ZHAOQO, 2014). Desse modo, se a sensibilidade de um né [ for alta, a variavel
de projeto X € atualizada para o valor 1, caso contrdrio, é atualizada para o valor X,,,;,,. O limiar
usado para classificar o valor de sensibilidade comega com o valor médio das sensibilidades
méxima e minima, e € atualizado com base em quanto a estrutura deve mudar para atingir o
volume V.

O processo de atualizacdo das varidveis de projeto, visando a constru¢dao de um novo
projeto, € entdo realizado através da execugdo dos seguintes passos:

1. Calcule o volume da iteracdo, V.
2. Encontre os valores das sensibilidades minima, cv,,;,, € maxima, o, ...
3. Verifique se
Qmaz — Qmin <, (3.57)
amaz
onde ¢ € um numero suficientemente pequeno. Se a desigualdade ndo for
satisfeita, defina o limiar oy, para os valores de sensibilidade como a média

dos valores &,,in € Mpmaa, 180 €,

g = W_ (3.58)

4. Se a sensibilidade do n6 for menor que oy, atualize sua varidvel de projeto
para X,,;, (auséncia de material), caso contrario, atualize para 1 (material
sélido).

5. Compute o valor do volume da estrutura obtida. Se o volume computado for
maior que Vj, modifique o valor de a,;,, para oy, caso contrdrio, modifique o
valor de v, para ayy,.

6. Repita os passos 3 a 5 até que a desigualdade definida na Equacgdo (3.57) seja

satisfeita.
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Alguns problemas abordados em otimizacdo topoldgica requerem a obtenciao de um
projeto 6timo para estruturas simétricas. Muitas vezes, para reduzir o esfor¢co computacional,
apenas a parte simétrica é otimizada. No entanto, quando € necessdrio otimizar a estrutura
completa, os erros numéricos acumulados durante o processo podem acarretar um resultado
final assimétrico. Para contornar esse problema, antes de iniciar o processo de atualizacdo das
varidveis de projeto, nesses casos, as sensibilidades dos nds, que sdao simétricos em relagao ao

eixo de simetria, sdo modificadas assumindo o valor médio das sensibilidades desses nos.
3.2.5 Critérios de Convergéncia e Atualizacao da Matriz de Rigidez Eldstica

O processo iterativo continua até que o volume objetivo, V¥, seja obtido e o seguinte
critério de convergéncia, definido em termos da variacio da funcdo objetivo, seja satisfeito,

n

Z(Ck—i—i-l — Chn—it1)

erro = =1 <7, (3.59)

0 =
E Ck7i+1
i=1

onde £ representa o nimero da iteragdo atual, 7 € a tolerancia de convergéncia permitida e 7 esta

associado a quantidade de iteracdes em que a fungdo objetivo € analisada, 27).

Caso a convergéncia do processo de otimizacdo nao seja alcangada, a matriz de
rigidez eldstica deve ser atualizada em cada ponto de integracdo para ser utilizada na préxima
iteracdo na andlise numérica (Equagao (3.38)). Para esse fim, uma varidvel de projeto estimada,
A, € definida para cada ponto de integragdo, na posi¢ao x,, como um valor médio ponderado
com base nas varidveis de projeto dos nds adjacentes,

N

Z w(TJ)XJ
J=1
Xy =, (3.60)
2 wlry)
J=1
onde w € a funcdo peso centrada em x, (Equagdo (3.29)) e NV € o numero de nés dentro do
raio de influéncia r,,. A matriz de rigidez eldstica € entdo computada substituindo X; por X na
Equacdo (3.48), ou seja,

D(X,) = X’Dy. (3.61)
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3.3 Consideracoes Finais

Neste capitulo, a abordagem de otimizac@o topoldgica proposta, que associa o
DMLPG a um método BESO, foi apresentada. Inicialmente, a teoria que norteia a formulagdo
da abordagem DMLPG, aplicada a resolu¢do de um problema eléstico linear, foi explicada.
Ao longo da exposicao, os principios fundamentais subjacentes ao DMLPG foram destacados,
incluindo a determinagdo da forma fraca do problema, a construcdo das fungdes tentativas e
testes, e a discretizacdo do sistema global. O processo de aplicacdo das condicdes de contorno
essenciais e de como obter os deslocamentos, tensdes e deformagdes, também foram discutidos.
Nota-se que ao fazer uso da aproxima¢ao GMLS para estimar a forma fraca local, o processo
de integracdo do DMLPG ¢ executado exclusivamente sobre polindmios. Além disso, também
€ possivel perceber que, o uso de uma malha ndo é necessdrio em nenhuma etapa de seu
desenvolvimento, o que caracteriza 0 DMLPG como uma técnica verdadeiramente sem malha.

Em seguida, todas as etapas da abordagem BESO utilizada foram descritas, abran-
gendo desde a formulagdo do problema topoldgico até a atualizacdo iterativa do projeto com
base nas sensibilidades nodais. Tendo como fundamenta¢do um algoritmo BESO que utiliza
o MEF, algumas modifica¢des foram realizadas para permitir sua associacdo com a andlise do
DMLPG. Devido a propagacdo de erros numéricos, um tratamento para estruturas simétricas
foi incorporado no procedimento de atualizacdo das varidveis de projeto. Além disso, uma
etapa de atualizacdo da matriz de rigidez eldstica nos pontos de integracao foi adicionada ao
processo iterativo, permitindo a obtengdo precisa das tensdes e deformacgdes. Para demonstrar a
viabilidade da metodologia proposta, diversos testes foram realizados, os quais serdo descritos

no préximo capitulo.
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4 RESULTADOS

Neste capitulo, os testes conduzidos com intuito de demonstrar a viabilidade da
técnica proposta, que associa os métodos DMLPG e BESO para a otimizagdo topoldgica de
estruturas, sao apresentados. Inicialmente, na Secdo 4.1, os parametros de ambos os métodos,
que s@o comuns a todos os exemplos, sdo estabelecidos. Posteriormente, nas Secoes 4.2 a 4.7, 0s
testes realizados sdo especificados e discutidos. Por fim, na Secdo 4.8, as discussdes abordadas
sdo sintetizadas.

E importante mencionar que, devido 2 auséncia de solugdes analiticas, a validacdo da
abordagem € realizada comparando os resultados obtidos com outros encontrados na literatura,
proporcionando, uma base sélida para a execugdo desse processo. Ademais, para assegurar a
integridade e a confiabilidade dos resultados, alguns fatores que podem exercer influéncia sobre
estes sdo examinados, como a discretizagdo do dominio de projeto, o tratamento de simetria, a
defini¢do de regides com e sem material predefinidas, além da aplicacdo do filtro de sensibilidade
e do processo de estabilizacgao.

A implementacdo foi desenvolvida na linguagem de programacao C++ e a biblioteca
Eigen (GUENNEBAUD et al., 2021) foi empregada para realizar as operacOes matriciais e

resolver o sistema de equacdes lineares na andlise DMLPG.

4.1 Definicao dos Parametros

Para os exemplos abordados, os quais sdo executados no espago bidimensional
(d = 2) e sob o estado plano de tensdo, diversos parametros e configuragdes sdo inicialmente
estabelecidos no método DMLPG:

e O subespaco P € definido considerando uma base polinomial candnica modificada
de ordem quadratica. Dessa forma, define-se m = 2, onde m representa a ordem
polinomial. A base candnica € modificada conforme a Equacao (3.40), sendo
portanto, seus vetores constituintes estabelecidos como descrito na Equacdo (3.41);

e Atribuindo um valor nulo para a forca de corpo, apenas integrais de borda necessi-
tam ser resolvidas durante a anélise com o DMLPG (Equagdes (3.33) e (3.38)). A
quadratura de Gauss-Legendre € aplicada para solucionar essas integrais, em que
um espaco paramétrico, &, € definido para uma linha ou um arco de, no maximo,

90° do subdominio (Apéndice B). Quatro pontos de integracao sdo criados em
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cada espago paramétrico (Figura 20).

Figura 20 — Defini¢do dos pontos de integragdo, x,.
Cada subdominio € dividido em setores circulares
de angulos, no méaximo, de 90°. Dado um espago
paramétrico —1 < £ < 1, os pontos de integracao
sdo criados nos arcos de 90° e nas linhas, caso
existam, de intersec@o da fronteira do subdominio
com a fronteira do corpo, ambos parametrizados
em &.

Espago Paramétrico

-1 0 1

o N6 % Ponto de integragdo

Fonte: Elaborada pelo autor.

e Parametro de forma da fung@o peso gaussiana, € = 4 (Equacao (3.29));

e Raio do dominio de suporte da funcio peso, r,, = 4d,,;, (Equacdo (3.29)) e raio
do dominio de suporte da fun¢ao teste, . = 0,7d,,.;, (Equacdo (3.30)), onde d,,;,, €
a distancia euclidiana minima entre dois nés no dominio de projeto. Caso a matriz
A ndo seja inversivel (Equagdo (3.27)), r, é aumentado em 10%, como sugerido
por Taleei e Dehghan (2014);

e Moddulo de Young, F = 200G Pa (Equacio 3.14), e coeficiente de Possion, v = 0,3
(Equagdo 3.15), do material.

A principio, a menos que seja especificado de outra forma, o dominio de projeto é
considerado totalmente preenchido com material s6lido. Portanto, as varidveis de projeto nodais
na abordagem BESO comeg¢am o processo iterativo com valor igual a 1. Outros parametros do
BESO, que sdo compartilhados por todos os exemplos, incluem:

e Varidvel de projeto associada a auséncia de material, X,,,;,, = 1073 (Equacdo (3.47d));

Expoente de penalidade, p = 3 (Equacio (3.48));

Raio da fungdo peso no processo de filtragem, 7,,,;, = 3di (Equagdo (3.54));

Taxa evoluciondria, £ R = 2% (Equagéo (3.56));

Limiar do processo de atualizacio das varidveis de projeto, ( = 107° (Equa-

cao (3.57));
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e Tolerancia de convergéncia, 7 = 1073 (Equacdo (3.59));
e Valor associado a quantidade de iteracdes em que a fungdo objetivo € analisada,

1n = 5 (Equacdo (3.59)).
4.2 Viga em Balanco

O problema da viga em balango emprega o modelo ilustrado na Figura 21, com
L = 0,08m, D = 0,05m e uma carga P = 4500N distribuida sobre uma regido de area h x 7',
onde h = 0,004dm e 7" = 0,001m, sendo 7" a espessura da viga. O volume objetivo, V*, é

definido como 40%.

Figura 21 —Defini¢édo do pro-
blema da viga em balanco.
L

hzxy| D
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P

Fonte: Elaborada pelo autor.

Primeiramente, um teste com discretizacdo de 81 x 51 n6s (Figura 22a) foi realizado
para comparar com a solucdo alcangada utilizando um método BESO baseado no MEF com
discretizacdo similar. A solucdo baseada no MEF é obtida fazendo uso do algoritmo em
MATLAB disponibilizado por Huang e Xie (2010b). Uma vez que, na execucido com o MEF, a
malha considerada possui 80 x 50 elementos, o nimero de nés em ambos os testes € 0 mesmo.
Observar-se que os métodos produzem resultados semelhantes, existindo apenas pequenas

diferencas entre ambos (Figuras 22b e 22c).

Figura 22 — Resultados para o problema da viga em balanco utilizando o
método proposto e uma abordagem BESO baseada no MEF.
(c) Projeto 6timo obtido
utilizando o algoritmo
(a) Discretizacdiode 81 x  (b) Projeto 6timo com de Huang e Xie (2010b)
51 nés. 81 x 51 nés. com 80 x 50 elementos.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Conforme mostrado na Figura 23, embora as abordagens e alguns pardmetros sejam
distintos, o resultado alcancado também € compativel com outros encontrados na literatura

(HUANG, 2020; ULLAH et al., 2022; LI et al., 2022).

Figura 23 — Comparacao do resultado obtido para o problema da viga
em balanco com outros encontrados na literatura.
(a) Projeto 6timo. (b) Projeto 6timo - Huang (2020).

(c) Projeto 6timo - Ullah et al.
(2022). (d) Projeto 6timo - Li et al. (2022).

Fonte: Huang (2020), Ullah ef al. (2022) e Li et al. (2022).

A Figura 24 ilustra o processo iterativo do teste realizado. Os histéricos de evolugdo
da funcao objetivo e da fracdo de volume sdo apresentados na Figura 25. A energia total de
deformagdo aumenta e a topologia se desenvolve gradualmente em dire¢dao a otimalidade a
medida que o material € adicionado/removido do dominio de projeto. Entre as iteracdes 25
e 40, ocorrem oscilagdes mais acentuadas na energia total de deformacdo devido a mudancgas
significativas na topologia, ocasionadas pela quebra de conexdes (Figura 24). No entanto, apds
esse intervalo, a energia total de deformacao se recupera, retornando a uma ascensdao mais suave.
Em aproximadamente 45 iteragdes, a fracdo de volume atinge o volume objetivo de 40% e a
energia total de deformac@o comeca a se estabilizar até satisfazer o critério de convergéncia. O
projeto 6timo € estabelecido em 55 iteracdes.

Para demonstrar a influéncia do processo de estabilizacdo na obten¢do do projeto
6timo, o teste com 81 x 51 nos foi realizado sem considerar essa etapa. As Figuras 26 e 27
mostram o resultado obtido e o comportamento da fungdo objetivo e da fracdo de volume,

respectivamente. Observa-se que, em comparacao com o resultado anterior, a energia total de
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Figura 24 — Sequéncia de iteragdes para o problema da viga em balango com uma
discretizagdo de 81 x 51 nés.
(a) Iteracdo 0. (b) Iteracdo 10. (c) Iteragdo 15.

(d) Iteracao 20. (e) Iteragdo 25. (f) Iteragao 30.

() Iragao 3. () Ieragao 4. ()PJeto 6timo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 25 — Histérico da evolugdo da energia total de deformacao e
da fracdo de volume para o problema da viga em balan¢co com uma
discretizagdo de 81 x 51 nés.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

deformagao exibiu mais oscilagdes, com picos mais acentuados, o que resultou em um aumento
significativo no numero de iteragdes necessarias para alcancar o projeto final. O projeto 6timo

foi alcancado em 161 iteragdes, apresentando uma configuracdo diferente da obtida com a
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aplicacdo da estabilizacdo. Portanto, torna-se evidente que o processo de estabilizacdao € uma
etapa essencial para garantir um bom desempenho do método.
Figura 26 —Resultados para o problema da viga em balan¢co com uma

discretizagdo de 81 x 51 nés sem e com o processo de estabilizagdo.
(a) Projeto 6timo sem estabilizacdo.  (b) Projeto 6timo com estabilizagdo.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 27 — Historico da evolugdo da energia total de deformacao e
da fracdo de volume para o problema da viga em balan¢o com uma
discretizacdo de 81 x 51 nds sem a etapa de estabilizacao.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Quando se considera a otimiza¢do de uma estrutura simétrica, a propagacao de erros
numéricos pode resultar em um projeto final assimétrico. Para resolver esse problema, € aplicado
um tratamento de simetria, calculando-se a média das sensibilidades para os nds simétricos. A
Figura 28 mostra os resultados obtidos para a discretizacdo de 81 x 51 nds, tanto sem quanto com
o tratamento de simetria. Observa-se que a auséncia do tratamento, apesar de nao ter impactado
significativamente a topologia, resultou na perda de simetria em vdrias partes do contorno da

estrutura, conforme evidenciado pelos nés destacados em vermelho (Figura 28a).
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Figura 28 —Resultados para o problema da viga em balan¢co com uma
discretizagdo de 81 x 51 nds sem e com o tratamento de simetria.

(a) Projeto 6timo sem o tratamento  (b) Projeto 6timo com o tratamento
de simetria. de simetria.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

4.3 Viga MBB

O modelo para a viga Messerschmitt-Bolkow-Blohm - MBB ¢é apresentado na
Figura 29, com L = 1,2m, D = 0,2m e uma carga P = 220000N distribuida sobre uma regiao
de dreal x T, onde [ = 0,004m e T" = 0,01m, sendo 7" a espessura da viga. O volume objetivo,
V*, é definido como 50%.

Figura 29 — Defini¢do do pro-

blema da viga MBB.
/

i

.

L

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considerando uma discretizacio de 121 x 21 nds (Figura 30a), o resultado alcangado
foi comparado com o projeto 6timo obtido utilizando o método BESO baseado no MEF (HUANG;
XIE, 2010b), no qual uma discretizacao de 120 x 20 elementos foi empregada. Nota-se que
0s projetos 6timos apresentam similaridades, embora a quantidade de buracos formados seja
distinta (Figuras 30b e 30c). A Figura 31 reforca a plausibilidade do resultado alcancado ao
mostrar seu alinhamento com outros reportados na literatura (WEI; WANG, 2009; LUO et al.,
2012a; LUO et al., 2012c).

Algumas iteragdes do processo de otimizagdo e os histdricos de evolugdo da funcio
objetivo e da fracdo de volume sdo mostrados nas Figuras 32 e 33, respectivamente. Assim
como no exemplo anterior (Secdo 4.2), a energia total de deformacdo aumenta, sofrendo algumas

oscilacdes mais acentuadas no intervalo entre aproximadamente as iteracdes 15 e 30, decorrentes
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Figura 30 — Resultados para o problema da viga MBB utilizando o método proposto e uma

abordagem BESO baseada no MEF.
(a) Discretizacdo de 121 x 21 nds.

(c) Projeto 6timo obtido utilizando o algoritmo de
Huang e Xie (2010b) com 120 x 20 elementos.
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Figura 31 — Comparagdo do resultado obtido para o problema da viga MBB com outros

encontrados na literatura.
(a) Projeto 6timo. (b) Projeto 6timo - Wei e Wang (2009).

(c) Projeto 6timo - Luo et al. (2012a). (d) Projeto 6timo - Luo et al. (2012c¢).

Fonte: Wei e Wang (2009), Luo et al. (2012a) e Luo et al. (2012c).

de mudancas mais expressivas na estrutura devido a perda de ligacdes (Figuras 32). Apds esse
intervalo, em cerca de 35 iteragdes, o volume objetivo de 50% € alcangado e a energia total
de deformagdo tenta se manter mais estdvel, resultando em poucas mudangas na topologia
(Figuras 32). O projeto 6timo € entdo estabelecido na iteragdo 71.

O tratamento de simetria foi utilizado no resultado apresentado. No entanto, para
verificar a influéncia desse procedimento, a viga, empregando a mesma discretizagdo, também
foi analisada sem sua aplicagdo. Como pode ser observado na Figura 34, em compara¢ao com
o teste realizado anteriormente (Sec¢ao 4.2), a ndo utilizagdo do tratamento resultou em uma
estrutura em que a caracteristica antissimétrica se torna bastante evidente, o que pode dificultar
a interpretacdo do resultado. Assim, ao lidar com estruturas cujo comportamento simétrico €
esperado, o tratamento de simetria se mostra um mecanismo importante para assegurar a geragao

de projetos 6timos vidveis.



Figura 32 — Sequéncia de iteracdes para o problema da viga MBB com uma

discretizagdo de 121 x 21 nds.
(a) Iteracgdo 0.

(b) Iteragao 10.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 33 — Histérico da evolugdo da energia total de defor-
macao e da fracdo de volume para o problema da viga MBB
com uma discretizacdo de 121 x 21 nos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 34 —Resultados para o problema da viga MBB com uma discretizagdo de 121 x 21 nds

sem e com o tratamento de simetria.
(a) Projeto 6timo sem o tratamento de simetria.

(b) Projeto 6timo com o tratamento de simetria.
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Fonte Elaborada pelo autor.

4.4 Viga Simplesmente Apoiada

Uma viga simplesmente apoiada, conforme ilustrado na Figura 35a, é considerada,

com dimensdes L = 1,2m e D = 0,6m, sujeita a uma carga P = 200000N distribuida sobre
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uma regido de drea [ x T, onde [ = 0,00dm e 7" = 0,01m, sendo 7" a espessura da viga. No
entanto, para otimizar o esfor¢co computacional, devido a sua simetria, apenas metade da viga é
analisada, aplicando-se as condi¢des de contorno adequadas (Figura 35b). O volume objetivo,

V*, é definido como 60%.

Figura 35 —Definicao do problema da viga simplesmente

apoiada.
(a) Modelo completo. (b) Parte simétrica.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

O problema foi inicialmente analisado com uma discretizagdo de 61 x 61 nds
(Figura 36a) para comparacdo com o método BESO baseado no MEF (HUANG:; XIE, 2010b),
utilizando uma malha de 60 x 60 elementos. Projetos 6timos semelhantes foram obtidos,

resultando em estruturas com o mesmo nimero de buracos (Figuras 36b e 36¢).

Figura 36 —Resultados para o problema da viga simplesmente apoiada
utilizando o método proposto e uma abordagem BESO baseada no
MEF.
(c) Projeto 6timo ob-
tido utilizando o algo-
ritmo de Huang e Xie
(a) Discretizacdo de (b) Projeto 6timo com  (2010b) com 60 x 60
61 x 61 nds. 61 x 61 nds. elementos.

jagsss

Fonte: Elaborada pelo autor.

Com o objetivo de investigar o comportamento da técnica com o uso de diferentes
discretizacdes, foram realizados dois outros testes, com as discretizacdes de 56 x 56 e 66 X 66 nos.

A Figura 37 apresenta os projetos 6timos alcancados com todas as distribuicdes consideradas.
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Os resultados obtidos foram espelhados para permitir a visualizacdo completa da estrutura. E
importante observar que o projeto final, com menos nds, exibe uma configura¢do mais simples,
ou seja, possui menos buracos em comparagdo com os demais. Geralmente, o uso de uma malha
mais refinada resulta em um maior nimero de buracos. Esse fato é equivalente ao fendmeno
de dependéncia de malha que pode ocorrer na otimizagao topoldgica de estruturas baseada no
MEF (BENDS@E; SIGMUND, 2004; LUO et al., 2012¢). Todos os resultados alcangados sdo
Figura 37 — Resultados para o problema da viga simplesmente apoiada com diferentes discretiza-

coes.
(a) Projeto 6timo - 56 x 56 nés.  (b) Projeto 6timo - 61 x 61 nés.  (c) Projeto 6timo - 66 x 66 nds.

Fonte: Elaborada pelo autor.

considerados plausiveis, estando em conformidade com o que se espera com base na literatura
(WANG et al., 2004; NORATO et al., 2007; LEE et al., 2009), como pode ser observado na
Figura 38.

Figura 38 —Resultados da literatura para o problema da viga simplesmente apoiada.

(a) Projeto 6timo - Wang ef al. (b) Projeto 6timo - Norato er  (c) Projeto 6timo - Lee et al.
(2004). al. (2007). (2009).

[N

Fonte: Wang et al. (2004), Norato et al. (2007) e Lee et al. (2009).

4.5 Viga com Suportes Fixos

O modelo para a viga com suportes fixos € ilustrado na Figura 39a, com dimensdes
L =1,0me D = 0,5m, sujeito a uma carga P = 200000N distribuida sobre uma regido de drea
I xT,onde! = 0,00dmeT" = 0,01lm, sendo 7" a espessura da viga. Porém, com o intuito de
reduzir o esforco computacional, em virtude de sua simetria, apenas metade da viga é otimizada,
estabelecendo-se as condicdes de contorno de maneira apropriada (Figura 39b). O volume

objetivo, V*, é definido como 40%.
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Figura 39 —Defini¢do do problema da viga com supor-

tes fixos.
(a) Modelo completo. (b) Parte simétrica.
L ‘ %
B
D BN D
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Para comparacao com a abordagem BESO com MEF (HUANG:; XIE, 2010b), usando
uma malha de 50 x 50 elementos, uma discretizacdo de 51 x 51 n6s foi empregada (Figura 40a).

Resultados similares foram obtidos (Figuras 40b e 40c). A compatibilidade do projeto 6timo

Figura 40 — Resultados para o problema da viga com suportes fixos
utilizando o método proposto e uma abordagem BESO baseada no
MEEF.
(c) Projeto 6timo ob-
tido utilizando o algo-
ritmo de Huang e Xie
(a) Discretizacdo de (b) Projeto 6timo com  (2010b) com 50 x 50
51 x 51 nés. 51 x 51 nés. elementos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

com outros disponiveis na literatura também pode ser verificada, como mostrado na Figura 41,
refor¢ando a validade da técnica proposta (LI; ATLURI, 2008a; ULLAH et al., 2022).

A eficécia da aplicacao do filtro de sensibilidade € verificada neste exemplo. Para
isso, o teste com a discretizacdo de 51 x 51 nds foi realizado sem a execucao desse procedimento.
Conforme mostrado na Figura 42, a instabilidade do padrdo de tabuleiro de xadrez se torna

proeminente sem o uso do filtro, destacando a necessidade de sua aplicacao.
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Figura 41 — Comparacao do resultado obtido para o problema da viga com suportes fixos em

relacdo a outros encontrados na literatura.
(b) Projeto 6timo - Li e Atluri  (c) Projeto 6timo - Ullah et al.

(a) Projeto 6timo. (2008a). (2022).

Fonte: Li e Atluri (2008a) e Ullah et al. (2022).

Figura 42 — Resultados para o problema da
viga com suportes fixos utilizando uma discre-
tizagdo de 51 x 51 nds sem e com a aplicacao
do filtro de sensibilidade.

(a) Projeto 6timo sem o (b) Projeto 6timo com

filtro. o filtro.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

4.6 Viga em Forma de L

A andlise da viga em forma de L foi conduzida considerando dois modelos. No
primeiro modelo, delineado na Subsecdo 4.6.1, a viga € definida em seu formato padrio, enquanto,
no segundo, abordado na Subsecao 4.6.2, um buraco € introduzido na estrutura, caracterizando

uma regido predefinida sem material.
4.6.1 Viga em Forma de L Padrdo

Neste exemplo, a viga em forma de L utiliza o modelo representado na Figura 43,
com L = 0,1lm e uma carga P = 35000N distribuida sobre uma regido de area [ x 7', onde
[ =0,002m e T = 0,01m, sendo 7" a espessura da viga. O volume objetivo, V*, é definido como
40%.

A estrutura foi analisada utilizando duas distribui¢des regulares de nds distintas na
regido quadrada de dimensdo L x L, considerando apenas os nds contidos na drea em formato

de L. As distribui¢des de nds foram 61 x 61 e 73 x 73, resultando em 2821 e 4033 nds dentro da
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Figura 43 — Defini¢ao do pro-
blema da viga em forma de
L.

Lop

——

L
Fonte: Elaborada pelo autor.

area em formato de L, respectivamente (Figura 44a). Os resultados obtidos sdo apresentados
nas Figuras 44b e 44c. Como observado na Secdo 4.4, diferentes discretizagdes podem produzir
projetos distintos. Nota-se que com 0 aumento do nimero de nds, mais buracos surgiram na

estrutura. No entanto, conforme evidenciado na Figura 45, os resultados sdo consistentes com

Figura 44 — Resultados para o problema da viga em forma de L. com diferentes

discretizacgoes.
(a) Discretizacdo de 2821 (b) Projeto 6timo com (c) Projeto 6timo com
nos. 2821 nds. 4033 nés.

Fonte: Elaborada pelo autor.

outros reportados na literatura (ZHANG et al., 2013; ZHAO, 2014; GONCALVES et al., 2022c).

4.6.2 Viga em Forma de L com Buraco

Uma modificagdo € realizada no modelo da viga em forma de L utilizado anterior-
mente, através da introduc¢do de um buraco circular, que representa uma regido predefinida sem
material, conforme ilustrado na Figura 46. O tamanho do dominio, a carga aplicada e o volume

objetivo sdo os mesmos estabelecidos no exemplo anterior. O circulo que define o buraco é
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Figura 45 —Resultados da literatura para o problema da viga em forma de L.
(a) Projeto 6timo - Zhang  (b) Projeto 6timo - Zhao  (c) Projeto 6timo - Gongal-
etal. (2013). (2014). ves et al. (2022c).

P

Fonte: Zhang et al. (2013), Zhao (2014) e Gongalves et al. (2022c).

centralizado no quadrado de lado L /2 localizado na parte inferior do lado direito e possui raio

h = 0,01m.

Figura 46 — Defini¢ao do pro-
blema da viga em forma de L.

com um buraco.
/
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A solucdo para o problema foi obtida utilizando as distribui¢des de 2821 e 4033 nds,
como no caso anterior. Neste exemplo, entretanto, para os nos que estao dentro da zona circular
do buraco, as variaveis de projeto da abordagem BESO sao inicializadas com o valor de &,,;,, e
nao sdo atualizadas durante o processo iterativo. A Figura 47 mostra os resultados alcancgados.
O buraco ¢ evidenciado apenas para facilitar a identificacdo de sua localizagdo. Observa-se
que a predefini¢cao de uma regido vazia na estrutura ndo impossibilitou o método proposto de
determinar uma solucio 6tima. O material foi distribuido de forma adequada mantendo a regido

livre de material.
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Figura 47 —Resultados para o problema da viga em
forma de L com um buraco.

(a) Projeto 6timo com (b) Projeto 6timo com
2821 nos. 4033 nos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

4.7 Ponte

O ultimo exemplo executado trata de uma estrutura de ponte, cujo modelo inicial
¢ ilustrado na Figura 48a, com L = 2,0m, D = 1,0m e uma carga P = 200000N distribuida
uniformemente no topo, que equivale a uma regido de drea L x 7', onde 7" = 0,01m representa a
espessura da estrutura. O volume objetivo, V*, é definido como 40%. Devido a caracteristica
simétrica do problema, apenas metade da ponte € otimizada, estabelecendo-se as condi¢des de

contorno de forma apropriada (Figura 48b).

Figura 48 — Defini¢do do problema da ponte.
(a) Modelo completo. (b) Parte simétrica.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Na parte superior da ponte, hd uma &drea predefinida, de modo que os nés que
pertencem a essa regido nao podem ter suas variaveis de projetos modificadas, sendo atribuido
o material solido durante todo o processo de otimizagdo. Uma discretizacdo de 33 x 33 nos
foi empregada (Figura 49a) e o niimero de nds na direcao vertical da parte com material fixado
¢ estabelecido como 3, assim h = 0,1m, significando que cerca de 10% do volume objetivo

ja é satisfeito. O resultado obtido, apds o espelhamento da parte simétrica, € apresentado na
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Figura 49b, mostrando sua concordancia com o projeto 6timo obtido no estudo de Li e Atluri
(2008a) (Figura 49c), apesar da técnica e alguns parametros serem diferentes. Observa-se,
portanto, que a metodologia sem malha proposta lida bem com situagdes que envolvem estruturas

com dreas predefinidas de material s6lido.

Figura 49 —Projeto 6timo alcancado para o problema da ponte comparado com o resultado
alcancado no estudo de Li e Atluri (2008a).

(a) Discretizacao (c) Projeto 6timo - Li e Atluri
de 33 x 33 n6s. (b) Projeto 6timo com 33 x 33 nos. (2008a).

. _Bra 1

%3.

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.8 Consideracoes Finais

Neste capitulo, foram apresentados os testes realizados com o objetivo de validar
a técnica proposta. Durante a discussdo, analisou-se a influéncia do filtro de sensibilidade,
do processo de estabilizacdo, do tratamento de simetria, da predefinicdo de regides com e
sem material, e da discretizacdo na obten¢do do projeto 6timo. Observou-se que o filtro de
sensibilidade elimina eficientemente o fendmeno do tabuleiro de xadrez, enquanto o processo de
estabilizacdo reduz a ocorréncia de variagdes na funcao objetivo, melhorando a convergéncia
do processo. O emprego do tratamento de simetria garante a obten¢ao de estruturas simétricas
e o estabelecimento de regides predefinidas com e sem material na estrutura ndo prejudica o
funcionamento do método. No entanto, o fendmeno de dependéncia de discretizacio, que pode
também ocorrer com o uso do MEF, esté presente, e, portanto, diferentes discretizagdes podem
resultar em solucdes Otimas distintas. A validade dos resultados alcancados foi assegurada por
meio de sua compatibilidade com uma abordagem BESO baseada no MEF e com outros relatados

na literatura, demonstrando, assim, a viabilidade e a aplicabilidade do método proposto.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

A otimizagdo topoldgica desempenha um papel crucial no campo da otimizacao
estrutural, possibilitando a criagdo de projetos mais eficientes e leves ao otimizar a distribui¢dao
de material dentro de uma regiao de projeto. Nesse contexto, abordagens sem malha t€m sido
cada vez mais adotadas, emergindo como alternativa aos métodos baseados em malha, como o
MEF, devido a sua capacidade de fornecer soluc¢des precisas e a flexibilidade que proporcionam.
O método DMLPG, uma abordagem sem malha, vem sendo amplamente utilizado na resolucao
de diversos problemas de engenharia e das ciéncias em geral. Ao contrdrio das tradicionais
técnicas sem malha empregadas em otimizacao topoldgica, como o EFG e o RPIM, o DMLPG
nao requer uso de malha em nenhuma fase de seu desenvolvimento, caracterizando-o como um
método verdadeiramente sem malha. Sendo assim, este trabalho propos uma nova abordagem de
otimizagdo topoldgica, associando o DMLPG a um método BESO, com o propésito de explorar
a viabilidade dessa abordagem numérica, verdadeiramente sem malha, nessa area.

O método BESO, embora ainda seja pouco utilizado em conjunto com técnicas sem
malha, tem despertado o interesse de muitos pesquisadores devido a sua simplicidade conceitual,
facilidade de implementagdo e capacidade de fornecer solucgdes eficientes. Um método BESO
soft-kill usando um esquema de interpolacdo material com penalizagdo foi adotado, realizando
adaptacdes de uma abordagem baseada no MEF para permitir sua integracao e funcionamento
adequado com o método DMLPG. Uma etapa de atualizacao da matriz de rigidez eldstica e um
procedimento para o tratamento de simetria foram adicionados ao processo.

Definindo o problema de otimiza¢cdo como a minimizacdo da energia total de defor-
magao, sujeita a restri¢do de volume e considerando estruturas bidimensionais eldsticas lineares,
foram conduzidos vdrios testes para validar a técnica proposta. Ao incorporar um filtro de
sensibilidade, o método eficientemente elimina a instabilidade numérica do padrao do tabuleiro
de xadrez, um desafio comum na otimizacao topoldgica. O tratamento de simetria garante a
obtenc¢do de estruturas simétricas, quando necessario. No entanto, o fenomeno da dependéncia
de discretizacdo existe, em que discretizacdes diferentes podem levar a resultados distintos. De
maneira geral, os resultados alcancados ressaltaram a viabilidade e aplicabilidade da abordagem
proposta, uma vez que estes se mostraram consistentes com os resultados da abordagem BESO
baseada no MEF e com outros relatados na literatura existente.

Com este estudo, uma nova possibilidade para o campo de otimizacdo topoldgica é

entdo oferecida, sendo esta baseada em um método verdadeiramente sem malha. No entanto,
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este é apenas o primeiro passo para demonstrar as potencialidades do DMLPG nessa drea. Para
fortalecer seus beneficios, especialmente em comparagao com métodos baseados em malha, é
necessario explorar caminhos que envolvam uma maior complexidade. Portanto, como trabalhos
futuros, sugere-se expandir a aplicagdo da abordagem de otimizagdo topoldgica proposta para
incluir estruturas tridimensionais e com bordas curvas, adaptatividade da discretizacdo empre-
gada, problemas com ndo-linearidades geométricas e a propagacdo de fissuras. Além disso, uma
investigacdo mais profunda sobre o fendmeno da dependéncia de discretizacdo também pode ser
conduzida, buscando mecanismos que possam ser adicionados a0 modelo para contornar essa
instabilidade, de forma que o uso de uma discretizacdo refinada alcance o mesmo resultado ao

considerar uma discretizagdo mais grosseira, porém com contornos mais definidos.
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APENDICE A - TECNICAS DE OTIMIZACAO TOPOLOGICA

Neste apéndice, uma ideia geral das principais técnicas utilizadas na resolucao de
problemas de otimizagdo topoldgica é apresentada. Na Secdo A.1, o método de Homogeneizagao
¢ discutido, enquanto que sua variante conhecida como Material Isotrépico Sélido com Penali-
zagdo (Solid Isotropic Material with Penalization - SIMP) € descrita na Secao A.2. Na Secao
A.3, a metodologia Conjunto de Nivel é explicada. Por ultimo, na Se¢do A.4, as abordagens

Evoluciondrias sio explanadas.

A.1 Homogeneizacao

A otimizagao topoldgica consiste em determinar quais pontos do dominio contém
material e quais ndo contém (Figura 50), ou seja, trata-se de um problema binério do tipo 0-1.

Desse modo, o ideal é que existisse uma parametrizagao do tipo (BENDS@E; SIGMUND, 2004),

1, sex € Qmat

Dijkl - 1QmatDlekl7 1Qmat = 5
0, sex e Q\Qme

/ ].QmatdQ - Vol(Qmat) S V - VOl(Q),
Q

onde 2 é o dominio de projeto, 2™ & o subconjunto de §2 dos pontos que contém material,
D?j 11 S40 as componentes do tensor de elasticidade do material isotrépico dado e Dy, sdo as

componentes do tensor calculadas para um ponto x. Essa natureza discreta complica o processo

Figura 50 — Representacdo do problema de oti-
mizacao topoldgica.

Q @—» pontos sem material

®— ponto com material

N

Fonte: Elaborada pelo autor.

de resolugdo, pois envolve uma grande quantidade de varidveis de projeto e nao ha garantia de
solucdo (SIGMUND; PETERSSON, 1998). A fim de relaxar esse problema, foi proposto o uso
de variaveis de projeto continuas com o método de Homogeneiza¢do (BENDS@E; KIKUCHI,
1988).
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No método de Homogeneizacao, utiliza-se o conceito de materiais compositos
formados por células de base unitdria, ou microestruturas, que se repetem de forma periddica
gerando a heterogeneidade do meio (REIS, 2016), conforme ilustrado na Figura 51. Essas
microestruturas sdo compostas por materiais homogéneos, geralmente isotrépicos. O meio
heterogéneo € entdo substituido por um meio homogéneo equivalente (REIS, 2016), em que as
propriedades efetivas sdo parametrizadas pelas caracteristicas geométricas das microestruturas

(SANT’ANNA, 2002).

Figura 51 —Representacdo de um material compdsito.

Ve N [
Zoom / \ Zoom
| !
R
¥ / 5
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. o Célula unitaria
Microestrutura periddica

Material composito

Fonte: Elaborada pelo autor.

Cada célula unitdria possui vérias varidveis de projeto que definem suas caracteristi-
cas geométricas e sua densidade. Assim, as seguintes equagdes sao estabelecidas (SANT ANNA,

2002)

Dijkl(x) - Dijkl(lu’(x)’ V(X)a s ’G(X))7
p(x) = p(pu(x),v(x),...),
[ stiia <v.
0<p(x) <1,
x € (),

onde /i,7,... sdo os pardmetros geométricos da célula e ¢ € sua orientagdo. D;jj; sdo as
componentes do tensor de elasticidade do material equivalente homogeneizado e p € a densidade
de material na célula. A introducdo da densidade como uma varidvel continua ¢ a ideia central
do modelo para evitar as dificuldades associadas a resolu¢do do problema de natureza discreta.
O valor p = 0 indica um ponto sem material, p = 1 corresponde a um ponto com material e
os valores intermedidrios, ou seja, 0 < p < 1, representam um material composto poroso e

periddico.
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Atualmente, existem duas vertentes associadas a esse método. Na abordagem
original, conhecida somente como Homogeneiza¢do (BENDS@E; KIKUCHI, 1988), parte-se
de consideracdes sobre a estrutura microscopica e chega-se ao comportamento macroscopico
do material (PINTO, 2011). Enquanto que, na Homogeneizacdo Inversa (SIGMUND, 1994),
parte-se do comportamento macroscopico e busca-se obter as propriedades microscépicas do
material (PINTO, 2011), isto €, o tensor do material € prescrito e utilizado como uma restri¢ao

no problema de otimizacao topoldgica.

A.2 Material Isotrépico Sélido com Penalizacio

O método SIMP, introduzido por Bendsge (1989) e posteriormente por Mlejnek e
Schirrmacher (1993) e Fujii e Kikuchi (2000), € uma variacdo do método de Homogeneizacao,
no qual uma tnica varidvel de projeto é considerada: a densidade do material, p(x). Dependendo
da geometria da microestrutura, muitos parametros devem ser otimizados, o que leva a uma
elevacao do custo computacional do método de Homogeneizagao. Dessa forma, o uso de uma
Unica varidvel de projeto torna o procedimento mais simples.

Na abordagem SIMP, o tensor de elasticidade do material € parametrizado da seguinte

forma:
Diji(x) = PP(X)D%M,
/ p(x)dQY <V,
Q
0<p(x) <1,
x € (,

onde p € o fator de penalizacdo. A escolha do valor de penalizacdo depende do problema fisico
a ser tratado. Por exemplo, para o problema da minimizacdo da energia total de deformacao,
p > 1 penaliza as densidades intermedidrias tentando se aproximar de solugdes do tipo 0-1.
Escolher um valor para p muito baixo ou muito alto causa uma escala de cinza abundante ou uma
convergéncia bastante rdpida para minimos locais (SIGMUND; MAUTE, 2013). Para problemas
em que a restri¢do de volume é considerada, geralmente, a obtencdo de projetos 0 — 1 € alcancada
levando em conta p > 3 (BENDS@E; SIGMUND, 2004). Um ndmero “magico” que garante
uma boa convergéncia é p = 3 (BENDS@E; SIGMUND, 2004; SIGMUND; MAUTE, 2013).
O problema de otimizagao pode ser resolvido com diferentes algoritmos de otimi-

zacdo baseados em gradiente, tais como (ZHENG et al., 2012; LUO et al., 2012c): o método
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critério de otimalidade (ZHOU; ROZVANY, 1991); o método das assintotas méveis (SVAN-
BERG, 1987); e o método de programacao linear sequencial (FUJII; KIKUCHI, 2000).

A.3 Conjunto de Nivel

O método de Conjunto de Nivel (Level-Set - LS) foi proposto na otimizac¢ao topo-
légica estrutural por Sethian e Wiegmann (2000). Nessa abordagem, a fronteira do dominio
de projeto € definida pela curva de nivel zero de uma fun¢do de conjunto de nivel. Seja ® um
dominio computacional e €2 o dominio de projeto que ocupa uma parte de ® (Figura 52). Se a
estrutura projetada for composta de um tinico material, ® € considerado como sendo ocupado
por dois materiais, um € o material s6lido e o outro é vazio. €2 pode entdo ser representado
implicitamente por uma fung@o de conjunto de nivel p(x), que é definida no dominio ® da
seguinte forma:

p(x) >0, Vx € (material),

o(x) =0, Vx el (interface),

p(x) <0, VxeD\(QUT) (vazio).

Figura 52 — Representacdo da abordagem de
conjunto de nivel para um unico material.

I
<0

£3)

Fonte: Elaborada pelo autor.

A otimizacdo topoldgica acontece através da movimentacdo da fronteira I' (CAR-
VALHO, 2020). Esse processo advém da atualizacao da fun¢do de conjunto de nivel, que é
geralmente realizada por meio da solug¢do da equacdao de Hamilton-Jacobi expressa por (SIG-

MUND; MAUTE, 2013; DIJK et al., 2013)

Op _
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ou, considerando n = (Vo) /(||Vel|),

dp
vy -0
% Vvl =0,

onde ¢ é um pseudo-tempo que representa a evolugio do projeto no processo de otimizacdo e V/
€ o médulo do vetor velocidade (speed function). A obtengdo do resultado 6timo depende, em
muitos casos, da definicdo de uma configuracdo inicial para a topologia (SIGMUND; MAUTE,
2013; ULLAH et al., 2022).

Durante o processo de atualiza¢do da func¢do de conjunto de nivel, os gradientes

V|| ~ 1 (SIGMUND;

dessa funcao devem ser uniformes ao longo da interface, por exemplo,
MAUTE, 2013). No entanto, a equa¢do de Hamilton-Jacobi ndo garante esse requisito e esquemas
de reinicializac@o sdo usados para evitar que os gradientes se tornem muito ingremes ou muito
planos ao longo da interface (WANG et al., 2003). O uso da equacao de Hamilton-Jacobi também
ndo permite a criagdo de novos buracos durante o processo de otimizacao. A introduc¢do de um
novo buraco normalmente € realizada em uma etapa separada, que pode afetar a convergéncia
do processo (SIGMUND; MAUTE, 2013). Abordagens utilizando, por exemplo, derivadas
topologicas (WANG et al., 2007; KHAN et al., 2019) e combinando o método de conjunto de
nivel com fun¢des de base radial j4 foram propostas (ULLAH et al., 2022).

A.4 Otimizacao Estrutural Evolucionaria e Otimizacio Estrutural Evolucionaria Bidire-

cional

Visto que o problema de otimizagdo topoldgica original € de natureza discreta, 0—
1, € natural tentar resolvé-lo utilizando uma abordagem de otimizacdo discreta. Um campo
importante que faz uso desse tipo de abordagem sao os métodos de otimizacao evoluciondrios.
O método de Otimizacdo Estrutural Evoluciondria (Evolutionary Structural Optimization - ESO)
foi introduzido pela primeira vez por Xie e Steven (1992, 1993). A ideia central consiste no
conceito de que a estrutura evolui em direcdo a um 6timo removendo lentamente materiais de
regides consideradas “ineficientes”. Tipicamente baseado no Método dos Elementos Finitos
- MEF, assim como as outras técnicas citadas anteriormente, a avaliacdo da ineficiéncia das
regides foi associada originalmente ao nivel das tensdes nos elementos. Elementos com tensdes
mais baixas sdo removidos da andlise. Essa abordagem é conhecida como hard-kill. Com o
intuito de maximizar a rigidez da estrutura, Chu et al. (1996) modificou o critério de tensdo para

a energia de deformacao do elemento.
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Uma extensdao do ESO foi proposta por Querin et al. (1998), sendo denominada
Otimizacao Estrutural Evoluciondria Bidirecional (Bidirectional Evolutionary Structural Op-
timization - BESO). O BESO permite ndo apenas retirar elementos ineficientes, mas também
adicionar elementos em regides consideradas “eficientes”. Novos elementos sdo adicionados em
locais préximos aos elementos com tensdes mais elevadas.

Nos métodos ESO e BESO originais, a remog¢dao completa de um elemento do
dominio do projeto pode resultar em dificuldades tedricas no processo de otimizacao topoldgica
(HUANG; XIE, 2009; HUANG; XIE, 2010b). Algumas solucdes podem ser encontradas na
revisdo de Xia et al. (2018a), como a proposta por Huang e Xie (2009). Nessa abordagem,
uma estratégia de penalizacdo material, similar a utilizada na técnica SIMP, € incorporada ao
método BESO por meio de uma metodologia soft-kill. Nessa metodologia, os elementos ndo
sdo verdadeiramente removidos, sdo apenas suavizados, contribuindo pouco para a rigidez da

estrutura.
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APENDICE B - INTEGRACAO NUMERICA

Neste trabalho, as integrais sdo aproximadas através da quadratura de Gauss-Legendre.
Sendo assim, este Apéndice apresenta uma breve explicagdo dos principais passos envolvidos
nesse processo. A Secdo B.1 mostra a constru¢do dos subdominios locais e suas fronteiras,

enquanto que a Sec¢do B.2 aborda como as integrais de borda sao resolvidas.

B.1 Construcao dos Subdominios Locais e suas Fronteiras

Considerando um dominio {2, sua fronteira I" é aproximada por segmentos de retas,
como ilustrado na Figura 53. O corpo € discretizado por um conjunto de nds, em que cada né
I possui um subdominio local, {2;, com uma fronteira local, I'; (Figura 53). Para construir os
subdominios, neste trabalho, sdo utilizados circulos centrados nos nés. As fronteiras locais podem
ter suas formas modificadas, dependendo da intersecdo com a fronteira I', como exemplificado

na Figura 53 com os nés K e L.

Figura 53 — Aproximacao da fronteira I' do dominio global {2 por
segmentos de retas. As fronteiras dos subdominios locais, I';, [' e
I';, sdo construidas a partir de circulos centrados nos nds e de suas
intersecoes com a borda I'.

Borda real
— Borda aproximada

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para estabelecer a fronteira local, I';, de um subdominio, €27, é necessario computar

os pontos de interse¢do do circulo de raio r. centrado no né I, na posicdo x; = [z y7]*

2

com cada segmento de reta, p;p;+1, no sentido anti-hordrio, como mostrado na Figura 54.

Substituindo a equagdo paramétrica da reta que contém o segmento P;Pi+1,

w(t) = 2 + t(zip1 — 4),
p(t) = pPi +t(Piy1 — Pi) = t €R, (B.1)
y(t) = vi + t(yir1 — i),
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na equacao do circulo,

(x—a1)*+ (y —y1)* =r?, (B.2)

obtém-se

(i + t(ipr — 20)) + (i + tyis — yi))? =12, (B.3)

Figura 54 — Representagdo
da interse¢@o de um circulo
com a fronteira do domi-
nio, formada por segmen-
tos de retas ordenados no
sentido anti-horério.

Pi+2

Pi+s
p;

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Equacdo (B.3) pode ser reescrita como uma equacdo de segundo grau na varidvel

paramétrica t,

(zigr — 20)” + (Yira — 1))t
+2((zi — 2r) (@i — 1) + (Y — y1) Wi — vi))t

(i — 21+ (ys —yr)* —r2 = 0.

Definindo & = (Piy1—Pi)- (Pit1—Pi)» b = 2(pi—X1) - (Piy1—Ps) € ¢ = (Pi—X1) - (Pi—X1) =77,
obtém-se a forma padrao

at> + bt +c¢=0. (B.4)

Resolvendo a Equacdo (B.4), trés casos sdo possiveis dependendo do valor de
A = b* — 4ac. Se A < 0, entdo ndo existe interse¢do entre a reta que define o segmento € o
circulo (Figura 55a). Se A = 0, entdo existe um tnico ponto de intersecio, isto &, to = t; =

(—b+ \/Z) /2a (Figura 55b). Caso contrdrio, A > 0, existem dois pontos de interse¢do, dados
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pelas raizes reais, ty = (—b — V/A)/2a e t; = (—b + v/A)/2a, porém, é necessario analisar
onde ocorrem. Se t; < 0 outg > 1 (Figs. 55¢c e 55d), ndo existe interse¢do do segmento com o
circulo. Se tp > 0 e t; > 1 (Figura 55e), existe apenas um ponto de intersecao no segmento de
reta. O mesmo acontece para o caso em que tp < 0 e t; < 1 (Figura 55f). Sety <0et; > 1
(Figura 55g), ndo hé interse¢do, contudo o segmento estd completamente dentro do circulo. Se
to > 0ety < 1 (Figura 55h), existem dois pontos de intersecdo entre o circulo e o segmento
de reta. Sendo assim, os casos que de fato alteram a fronteira do subdominio sdo representados
pelas Figuras 55e-55h.

Figura 55 — Casos de intersecao entre a reta que define o segmento
P:Pi+1 € o circulo.

(a) A <O0. (b) A = 0.
___________ [ S 0 =t 1

Pi Pi+; p; Pi+1

A >0et; <0. (dA>0etyg>1.

t t 0 1 0 1t f

- S --M-- - - -
pP; Pi+ Pi Pi+:

Fonte: Elaborada pelo autor.

B.2 Quadratura de Gauss-Legendre

Uma vez que a for¢a de corpo nao é considerada neste trabalho, apenas integrais
de borda precisam ser resolvidas (Equacoes (3.33) e (3.38)). Levando em conta o exemplo
da Figura 54, apés o cdlculo das intersecdes (Secdo B.1), a fronteira do subdominio pode ser
decomposta em dois casos: segmentos de reta e arcos de circunferéncia, conforme mostrado na

Figura 56a. Seja 6, um limiar para o angulo maximo de um arco. Se 6 > 6,;, (Figura 56a), entdo
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€ necessario subdividir o setor circular, criando arcos menores com angulos 6 < 6, (Figura 56b).

Figura 56 —Decomposi¢do da fronteira de um subdominio em retas e arcos.

(a) Subdominio apés a intersecdo com (b) Subdivisao do setor circular para
a fronteira do dominio global. criar arcos com angulos 6 < 0y,.
Arco Arco 1

Arco 2

Y
L}

LB
99@ I Reta 2
‘/l\leta 1

I Reta 2
‘/;{eta 1 Arco 3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dessa forma, apds os processos mencionados anteriormente, os pontos de integragcdo
podem ser gerados para cada caso. A Secao B.2.1 apresenta a quadratura de Gauss-Legendre
para o caso do segmento de reta, enquanto que a Se¢do B.2.2 mostra para o caso do arco de

circunferéncia.
B.2.1 Segmento de Reta

Considere a integral

/ f(,y)d, (B.5)
Iy

onde f é a funcdo a ser integrada e ['; é uma parte da fronteira I'; definida por um segmento de
reta, pop1- Os pontos de integracdo da quadratura de Gauss-Legendre sdo estabelecidos em um

espaco paramétrico &, para —1 < ¢ < 1 (Figura 57), o que requer uma mudanga de varidvel,

1
= [ (@) v s (B.6)
T, 1
Tomando
( _ Tot+T | r— T
p(é):p0+p1+p1_p0§: (&) = 2 2 & B.7)
2 2 _ ’
\y(é—) _ yO;—yl + 1 5 9057
tem-se )
_ Q?l(é) - e xov
p'(§) = % = _2 (B.8)
v = 252
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Figura 57 — Representacao do
espaco paramétrico £ e do seg-
mento de reta pop;.
-1 § 1 y
| i
P, P P

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim sendo, a integral da Equacdo (B.5) é aproximada com a quadratura de Gauss-

Legendre da seguinte forma,
Q
[yl = hig(&), (B.9)
Ly i=1

onde @ € o total de pontos de integracdo, g(&;) = f(x(&), y(£))|Ip’(&)|| e 1; € o peso associado
ao ponto i na posicdo &; definido na Tabela 2. E importante notar que existem mais valores tabela-
dos dependendo do total de pontos de integracdo utilizados para a aproximacao (KAMERMANS,
2011).

Tabela 2 — Valores tabelados das posi¢des paramétricas e dos pesos

para diferentes quantidades de pontos de integracdo na quadratura
de Gauss-Legendre (KAMERMANS, 2011).

pzl(:f:l ((122) parall)lfzg;)c‘;ss &) Pesos (1)
2 +0.5773502691896257  1.0000000000000000
3 0.0000000000000000  0.8888888888888888
+0.7745966692414834  0.5555555555555556
4 +0.3399810435848563  0.6521451548625461

+0.8611363115940526  0.3478548451374538

Fonte: Elaborada pelo autor.

B.2.2 Arco de Circunferéncia

Seja agora I'; um arco de circunferéncia de raio r., com angulo 6 < 6,,, definido

pelos pontos py € p1, como ilustrado na Figura 58. A mudanca de varidvel na Equacgdo (B.6) é
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feita de modo que

p(§) = (B.10)

onde

0 0 0, — 0
:o+1+1 0

() = T 4+ 2

¢, (B.11)

em que 6 e A, sdo os angulos associados aos pontos pg € p1, respectivamente. Desse modo,

01 — b0y

ﬁ@)cﬂ@rg 9 Jsinl6©), .
716 = (57 ) costh)

A integral € entdo resolvida com a aproximagao da Equagao (B.9).

Figura 58 —Representacao do
espaco paramétrico £ e do arco
de circunferéncia de raio r,,
com angulo 6, definido pelos

pontos pg € p;.

e

P,

Fonte: Elaborada pelo autor.
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