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RESUMO

Nesta tese, exploramos de maneira abrangente modelos e teorias que buscam estender a me-
lhor teoria conhecida para a gravitagdo: a Relatividade Geral. Na primeira parte, iniciamos
com uma revisao abrangente, explicando as motivacdes tedricas e experimentais que levaram
a aceitagdo da Relatividade Geral de Einstein como a teoria mais adequada para descrever a
interagdo gravitacional. Demonstramos seus sucessos experimentais, mas também apontamos
suas limitacdes. E precisamente nessa incompletude que os modelos de gravidade modificada
ganham destaque na literatura atual. Apresentamos os principais modelos de gravidade modi-
ficada, destacando suas vantagens e desvantagens. Na segunda parte, exploramos uma forma
especifica de extensdo da Relatividade Geral: a adicdo de novos campos. Nesse contexto, ado-
tamos o cendrio de violagdo da simetria de Lorentz, introduzindo uma nova perspectiva para
a gravitagdo. Adicionamos ao setor gravitacional puro, descrito pela acdo de Einstein-Hilbert,
um novo campo vetorial. Devido a sua dinamica geradora de dire¢des preferenciais no espago-
tempo, esse campo quebra espontaneamente a simetria local mais importante da Relatividade
Geral: a simetria de Lorentz. Como aplicacdo desse novo panorama, exploramos em diferen-
tes geometrias os efeitos das excitagcdes do campo vetorial de auto-interacdo conhecido como
Bumblebee. Na terceira parte, modificamos a teoria de Einstein adicionando novos invariantes
a acdo gravitacional usual, ou seja, ao escalar de Ricci. Detalhamos os principais modelos na
literatura que introduzem esses novos invariantes, destacando seus sucessos e limitagdes. No
final, apresentamos nossos principais resultados por meio de duas aplicacdes, baseadas na te-
oria de gravidade cubica. Essa teoria de alta curvatura € construida por meio de invariantes
formados com trés tensores de curvatura. Abordamos diferentes gravidades cubicas, como a
chamada Gravidade Ctbica Einsteiniana, que serviu como base para nossa primeira aplicacdo
com solugdes de buracos negros, onde a fonte € dada por uma eletrodinamica ndo linear. Para
concluir a tese, desenvolvemos uma teoria de alta curvatura com interagdo cubica no contexto

de mundos-brana.

Palavras-chave: gravitacio; teorias de gravidade modificadas; violacdo de Lorentz; gravidade

cubica.



ABSTRACT

In this thesis, we comprehensively explore models and theories aimed at extending the best-
known theory for gravity: General Relativity. In the first part of this thesis, we begin with a
comprehensive review, explaining the theoretical and experimental motivations that led to the
acceptance of Einstein’s General Relativity as the most suitable theory to describe gravitatio-
nal interaction. We showcase its experimental successes but also highlight its limitations. It
is precisely in this incompleteness that modified gravity models have been gaining prominence
in the current literature. We present the main models of modified gravity, as well as their ad-
vantages and disadvantages. In the second part, we explore a specific way to extend General
Relativity: the addition of new fields. In this case, we adopt the Lorentz symmetry violation
scenario. In this context, we introduce a new perspective on gravitation by adding to the pure
gravitational sector described by the Einstein-Hilbert action a new vector field. Due to its dy-
namics generating preferential directions in spacetime, this field spontaneously breaks the most
important local symmetry of General Relativity: Lorentz symmetry. As an application of this
new framework, we explore, in different geometries, the effects of excitations of the vector field
of self-interaction known as the Bumblebee. In the third part, we modify Einstein’s theory by
adding new invariants to the usual gravitational action, i.e., to the Ricci scalar. In this case, we
detail the main models in the literature that introduce these new invariants, highlighting their
successes and limitations. In the end, we present our main results through two applications,
based on cubic gravity theory. This high-curvature theory is constructed through invariants for-
med with three curvature tensors. Different cubic gravities were addressed, such as the so-called
Einsteinian Cubic Gravity, which served as the basis for our first application with black hole
solutions, where the source is given by nonlinear electrodynamics. To conclude the thesis, we

construct a high-curvature theory with up to cubic interaction in the context of braneworlds.

Keywords: gravitation; modified gravity theories; Lorentz violation; cubic gravity.
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1 INTRODUCAO

1.1 Qual a teoria correta para descrever a gravidade?

A gravidade tem sido um desafio constante para os fisicos teoricos. Entre as interagoes
fundamentais conhecidas - gravidade, eletromagnetismo e forcas nucleares fraca e forte - a gra-
vidade, responsavel por governar estruturas em grande escala como planetas, estrelas e galdxias,
apresenta os maiores desafios de entendimento. Isso é especialmente frustrante, considerando
que a gravidade € a interacao mais antiga reconhecida pela humanidade. O chamado “problema
da gravidade”, que se refere ao conjunto de fendmenos macroscopicos inexplicdveis e lacunas
tedricas nao compreendidas no regime microscopico relacionado a gravidade, representa um
dos campos de pesquisa mais amplos na fisica atual.

Vamos explorar cada um desses problemas. No entanto, antes disso, € crucial es-
tabelecer qual teoria € utilizada para descrever a gravidade e compreender por que essa teoria
enfrenta esses desafios. Atualmente, a melhor teoria para explicar a gravidade € a Relatividade
Geral (RG), formulada por Albert Einstein em 1915 [1]. E necessério entender como essa teo-
ria se tornou a explicac@o mais eficiente para a dindmica gravitacional na natureza e, a0 mesmo
tempo, compreender os limites dessa teoria. Respondendo a essa ultima questdo, surge a per-
gunta fundamental: € necessario estender a RG? Este serd o objetivo central deste primeiro
capitulo da tese

Quando nos referimos a fenomenos macroscépicos inexplicaveis, estamos, essen-
cialmente, falando sobre matéria escura e energia escura - costumeiramente chamado de setor
escuro. A matéria escura estd associada a observacdo astrofisica das curvas de rotacdo de
galdxias [2], sugerindo a existéncia de uma forma de matéria que interage apenas gravitacional-
mente com a matéria comum, sendo denominada “escura”. Até hoje, ndo temos uma explicacao
para a origem dessa matéria, que parece desempenhar um papel fundamental na estruturagdo
do universo. Outro problema surge das observacdes de 1998 por Adam Riess e Saul Perlmutter
[3-5], que mostraram que o universo estd se expandindo de maneira acelerada. Essa observacao
nao pode ser explicada puramente pela Relatividade Geral (RG).

Esses dois problemas estdao incorporados no chamado Modelo Padrao Cosmoldgico,
também conhecido como ACDM, que se baseia nas equagdes de campo da RG. Contudo, tal-

vez o maior desafio da gravidade seja o fato de que, ao contrario das outras trés interacdes
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fundamentais, ela ndo possui uma formulacdo quantica livre de divergéncias completamente
consistente. Essas divergéncias no regime microscopico sao consideradas lacunas na teoria.

A auséncia de evidéncias diretas para a gravitagdo em niveis quanticos levanta a
questdo: por que os fisicos buscam tanto quantizar a gravidade? A resposta central € a ideia
de unificagdo, a crenca de que deve existir uma teoria completa capaz de unificar todas as qua-
tro forcas fundamentais da natureza. No entanto, ao tentar incorporar a gravidade no quadro
quantico, nos deparamos com o desafio de que a gravidade descrita pela RG, no nivel perturba-
tivo, € ndo renormalizdvel e, portanto, ndo quantizavel.

Existem abordagens alternativas para tratar o problema quantico da gravidade, como
a Teoria das Cordas [6], Horava-Lifshitz [7] e Gravidade em Lacos [8]. No entanto, essas teorias
muitas vezes requerem premissas radicais, como a existéncia de dimensdes extras ou a violagao
da simetria de Lorentz. O campo é complexo e desafiador. Para os propdsitos desta tese, a
abordagem escolhida é motivar modificacdes da gravidade apenas no regime macroscopico,
que serao referidas como “modificacdes cldssicas”.

A RG ¢ a teoria final capaz de descrever corretamente a gravidade ainda (ou unica-
mente) no regime cldssico? Ao considerarmos apenas o regime macroscopico, como podemos
ter certeza de que essa teoria descreve com precisao o funcionamento do universo, desde o Sis-
tema Solar até as proximidades do horizonte de eventos de um buraco negro? A resposta esté
nos testes experimentais e observacoes.

A histdria dos testes da RG comecou logo apds Albert Einstein formular a teoria
em 1915. Embora a RG fosse uma abordagem inovadora, testd-la tornou-se essencial. Expe-
rimentos realizados ainda no Sistema Solar, como a deflexdo da luz confirmada em 1919 e a
corre¢ao da precessao andmala do periélio de Merctrio, foram cruciais para a aceitagao global
da RG [9]. No entanto, esses foram apenas os primeiros passos. Os testes mais significativos
para a RG ocorreram a partir da década de 1960, quando a teoria foi aplicada a regimes mais
energéticos, levando a criacdo da “Fisica Gravitacional”. Podemos citar trés acontecimentos a

partir da 1960 que foram essenciais para responder a pergunta dessa se¢ao:

1. O experimento de Robert Pound e Glen Rebka Jr. (1960): primeira medic¢ao laboratorial

bem-sucedida do desvio gravitacional para o vermelho da luz (redshift) [10];
2. Teoria de Brans-Dicke (1960): uma alternativa “tensor escalar” a teoria RG [11];

3. O experimento de Thomas Matthews e Allan Sandage (1960): a descoberta dos quasares
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[12].
ds* = guydx*dx” (1.1)

O primeiro experimento citado completa os chamados “os trés principais experimentos da RG”.
No entanto, o experimento de Pound-Rebka na verdade prova o Principio da Equivaléncia (PE),
que € a base tedrica da RG, como iremos ver mais adiante. Porém a teoria rival da época, a
Teoria de Brans-Dicke, também tem como base o PE. Isso leva ao seguinte questionamento:
qual € a teoria correta? Vale a pena pontuar, que na época havia outras teorias candidatas
desenvolvidas por fisicos como Henri Poincaré, Edward Arthur Milne e George Birkhoff. Para
responder a essa pergunta foi preciso fazer experimentos para confirmar ou refutar essas teorias.

Em 1964 o proprio Dicke dividiu esses experimentos em duas categorias:

1. Testar os fundamentos da teoria da gravitacao;

2. Usar o formalismo PPN (“Parametrized post-Newtonian™).

O primeiro teste baseou-se essencialmente em experimentos como os de Eotvos, Pound-Rebka
e outros para verificar a validade do Principio de Equivaléncia (PE). Toda teoria compativel
com o PE € classificada como métrica. A confirmacgdo de alta precisdo desse principio levou
a falsificacdo de muitas teorias ndo-métricas. A segunda categoria de experimentos € exclu-
siva para teorias métricas, marcando um marco na fisica gravitacional experimental. Esses
experimentos utilizam o formalismo PPN, que descreve o movimento em campos fracos, de
baixa velocidade ou no limite pés-newtoniano das teorias métricas da gravidade, através de dez
parametros. Para mais detalhes, veja a excelente Ref. [13].

A estrutura PPN mostrou-se altamente util na andlise de experimentos gravitacio-
nais no Sistema Solar, focando na medi¢ao dos valores dos parametros PPN. Isso possibilita a
distincdo entre diferentes teorias da gravidade e sua conformidade com os dados observacio-
nais. No entanto, muitas teorias métricas convergem nesse limite, tornando dificil a distingdo
entre elas. Para superar essa limitagc@o, foi necessario testd-las em campos gravitacionais mais
intensos.

Somente em 1974, com a descoberta de pulsares binarios por Joseph Taylor e Rus-
sell Hulse, obtivemos mais restricdes sobre as teorias métricas vigentes na época. Esses siste-
mas apresentam campos gravitacionais altamente relativisticos, permitindo a medi¢cdo da taxa
de perda de energia orbital devido a emissdao de radiacdo gravitacional. Essa previsao concor-

dava com a Relatividade Geral (RG).
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Ao testar as teorias em sistemas gravitacionais que emitem radiacdo gravitacional,
entramos no “regime da gravidade dinamica”. Isso difere do “regime da gravidade forte”, ca-
racterizado pela quantidade € ~ %, onde G € a constante gravitacional newtoniana, ¢ € a velo-
cidade da luz, m é a escala de massa caracteristica do fendmeno e r € a distiancia caracteristica.
Por exemplo, quando € ~ 1, estamos préximos de um horizonte de evento de um buraco negro,
indicando um regime de gravidade forte. Em contraste, para o Sistema Solar, temos £ ~ 107,
o que corresponde a um regime de campo fraco.

Até o momento, identificamos trés cendrios nos quais as teorias da gravidade podem
ser testadas. O primeiro € o das pequenas distancias, no chamado regime quantico. Apesar
de ser um problema extremamente importante que merece aten¢cdo, como ja mencionado, ndo
abordaremos a gravidade quantica nesta tese. O segundo cenario € o das longas distancias. Ao
mencionar longas distancias, referimo-nos a cosmologia e aos desafios enfrentados pelo Modelo
Padrao Cosmolégico, conforme previamente discutido. Por fim, temos o cendrio da gravidade
dinamica e gravidade forte, que estd essencialmente relacionado a fisica de buracos negros e
a evolucdo estelar.

Motivamos a extensdo da Relatividade Geral (RG) para os dois primeiros cenarios,
restando agora justificar para o ultimo. Por que precisamos modificar a RG para a fisica dos
buracos negros e a evolucao estelar? Abordaremos essa pergunta em dois caminhos distintos.

O primeiro estd relacionado as patologias encontradas dentro do buraco negro, que
podem estar associadas a possiveis aspectos quanticos dele e, em certo sentido, ao colapso
estelar também. Apds a formagdao do buraco negro, por meio dos famosos Teoremas de Sin-
gularidade [14, 15] formulados nas décadas de 1960 por Stephen Hawking e Roger Penrose,
existe uma singularidade protegida pelo horizonte de eventos dentro do buraco negro. Singu-
laridades sdo problematicas em qualquer teoria, pois podem indicar o limite de validade dessa
teoria. Portanto, muitos acreditam que € nesse ponto que a RG falha em descrever completa-
mente a fisica de buracos negros, justificando assim a necessidade de estender a RG. Alguns
defendem que uma descricdo quantica da gravidade seria suficiente para resolver o problema
das singularidades [16]. Existe também outra abordagem menos radical para lidar com as sin-
gularidades. Uma vez que estamos em um regime de gravidade forte, seria razodvel acreditar
que podemos resolver esse problema com modelos de gravidade modificada ainda no regime
cléssico, os quais podem ‘“‘curar’essas patologias.

O segundo caminho tem uma motivagdo menos imediata, mas € bastante razodvel
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do ponto de vista cientifico. A RG € uma teoria que nao possui parametros livres, o que signi-
fica que, ao ser testada, € tudo ou nada, ja que ndo ha ajuste de parametros disponiveis. Como
veremos mais adiante, a RG foi desenvolvida com base em hipdteses e suposi¢des que, ao longo
dos anos, foram sendo testadas. Contudo, esses testes ndo foram realizados em campos gravita-
cionais muito intensos. Assim, seria prudente estender essa teoria, suavizando algumas dessas
hipdteses e suposi¢des, sem, € claro, descartar os experimentos ja realizados. Essa abordagem
prepara o terreno para uma possivel modificacido detectada em futuros experimentos de campo
forte. Podemos encerrar esse segundo caminho com a reflexdo de Ruth Lazkoz sobre o vasto
oceano de possibilidades para estender a RG: “Yet, in my personal view, the current wide spec-
trum of enigmas is nothing but a manifestation of our need to improve and extend the standard

body of our knowledge in gravity."”[17].

1.2 Como estender a Relatividade Geral?

Nesta secdo, discutiremos as possiveis modificacdes na Relatividade Geral e apre-
sentaremos algumas teorias que propdoem essas alteracOes. Vale ressaltar que este serd apenas
um panorama geral, dado que as oportunidades de estender a RG sado vastas. Para uma melhor
organizagdo, categorizamos essas possibilidades em cinco grupos principais: teorias em altas
dimensdes, adicdo de novos campos, alteracdo da geometria, introdu¢do de novos invariantes
e gravidade quantica, conforme esquematizado na Figura (1). Embora abordemos todas essas
categorias de maneira geral, o foco desta tese estard nas trés categorias destacadas (os baldes
verdes), ou seja, teorias em altas dimensoes, adi¢do de novos campos e introducdo de novos
invariantes. Portanto, nesta secdo, daremos maior €nfase a essas categorias, mas antes, faremos
breves comentérios sobre as outras categorias.

Uma abordagem natural, embora um tanto radical, para modificar a Relatividade
Geral (RG) € a introducdo de novos graus de liberdade a teoria. A formulacao padrao da RG
¢ expressa em uma variedade lorentziana de quatro dimensdes equipada com uma estrutura
métrica g,y € uma derivada covariante Dy,. Essa derivada € assumida ser compativel com a
métrica, i.e., Dy gyv = 0 [18]. Além disso, presume-se a auséncia de tor¢do - essa quantidade
serd definida mais adiante -, implicando que o tnico campo dinamico da teoria € a métrica,
e sua dindmica € governada pelas equacdes de Einstein. As consequéncias dessas suposi¢oes

resultam em uma conexao completamente determinada pela métrica, conhecida como a conexao

ltradugdo: No entanto, na minha visdo pessoal, o amplo espectro atual de enigmas nio passa de uma
manifestacdo da nossa necessidade de aprimorar e expandir o corpo padrao do nosso conhecimento em gravidade
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Figura 1: Esquema com as possibilidades de estender a Relatividade Geral.

TEORIAS
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CAMPOS
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Fonte: elaborado pelo autor.

de Levi-Civita.

O que algumas teorias modificadas propdem € considerar a conexao também como
um campo dindmico. Quando tanto a métrica quanto a conexdo sdo tratadas como varidveis
dindmicas, denominamos a teoria como métrica-afim [19]. Nessas teorias, além do tensor
de curvatura, novas quantidades geométricas, como o tensor de torcao e o tensor de ndo-
metricidade, podem ser definidas. A definicdo matemética dessas quantidades serd apresentada
posteriormente. Exemplos de tais teorias incluem a Gravidade Teleparalela e a de Einstein-
Cartan. Nestes casos, nds dizemos que houve modificacdes a RG através de mudangas na sua
constru¢do geométrica padrao.

A busca pela gravidade quantica envolve uma variedade de propostas tedricas e de-
safios substanciais. Dentre os principais candidatos, a Teoria das Cordas destaca-se como uma
abordagem que unifica as for¢cas fundamentais, considerando as cordas vibrantes como cons-
tituintes fundamentais da realidade. No entanto, ela requer a existéncia de dimensdes extras e
enfrenta complexidades matematicas. A Gravidade Quantica em Loop, por outro lado, aborda
a quantizacdo do espaco-tempo, tratando-o como uma rede discreta de volumes minimos. Em-
bora ofereca insights sobre a natureza discreta do espaco-tempo, ainda ndo estd completa-
mente formulada para casos mais complexos. Além disso, a teoria € criticada por sua falta

de reconcilia¢do com a relatividade especial. Ambas as abordagens enfrentam o desafio comum
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de realizar experimentos observacionais para validar ou refutar suas previsoes, uma vez que as
escalas relevantes sdo muitas ordens de magnitude além das capacidades atuais. O confronto
entre a gravidade quantica e observacdes astrofisicas continua a ser um dos desafios mais signi-
ficativos, incentivando uma investigacdo mais profunda e uma busca por novas perspectivas na

compreensao fundamental da gravidade no contexto quantico.
1.2.1 Teorias em Altas-Dimensades

Uma abordagem natural para expandir a gravidade € a introducdo de novas di-
mensdes ao espaco-tempo. A Relatividade Geral (RG), formulada originalmente em quatro
dimensoes (trés espaciais € uma temporal), levanta a questdo de quais seriam as implica¢oes
de adicionar dimensdes adicionais a essa teoria. Kaluza e Klein foram os pioneiros a explorar
essa ideia [20, 21], demonstrando conjuntamente a possibilidade de unificar a RG e a eletro-
dinamica cldssica ao introduzir uma dimensao extra compactificada. Posteriormente, diversos
trabalhos seguiram essa linha, resultando em modelos como os de Arkani-Hamed-Dimopoulos-
Dval (ADD) e Randall-Sundrum (RS), inseridos na teoria mais abrangente conhecida como
mundos-branas. Neste trabalho, focaremos especificamente nos modelos de Kaluza-Klein

(KK) e Randall-Sundrum (RS).
1.2.1.1 Teoria de Kaluza-Klein

Até 1914, a busca apaixonada dos fisicos tedricos por teorias de unificacdo ja era
evidente. Nesse contexto, Gunnar Nordstrom (1881-1923) destacou-se ao observar as conexoes
entre o eletromagnetismo de Maxwell e o espaco-tempo de Minkowski em quatro dimensoes.
Em resposta, propds uma extensao dessas teorias conhecida como gravitacdo de Nordstrom
[22]. Esse modelo descreve a gravitacao por meio de um campo escalar acoplado ao traco do
tensor energia-momento e adiciona uma dimensao extra ao espago-tempo, resultando em uma
variedade em cinco dimensdes. No entanto, devido a varias incompatibilidades com a realidade,
esse modelo foi rapidamente abandonado.

Somente por volta de 1921, a ideia de dimensao extra ressurgiu com o fisico The-
odor Kaluza (1885-1954). Sua abordagem inicial consistiu em assumir uma quinta dimensao
extra compactificada no contexto da Relatividade Geral (RG) [20]. Em 1926, o fisico sueco
Oskar Klein (1894-1977) aprimorou a teoria de Kaluza ao introduzir o principio de Covariancia
Geral [21]. Consequentemente, essa teoria ficou conhecida como Kaluza-Klein (KK).

A ideia central do modelo Kaluza-Klein € que o nosso espago-tempo, uma varie-
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dade de quatro dimensdes My, estd imerso em um espago-tempo maior Ms. Dessa forma, eles
conseguiram derivar as equacoes de Maxwell e de Einstein, contanto que a quinta dimensao
fosse compacta, ou seja,

x*t~ x4+ 2nR. (1.2)

Esse processo € chamado de compactificacdo toroidal [23]. Ou seja, o espago obtido € o produto
do espago-tempo de Minkowski com um circulo, M4 ® S, que pode ser imaginado como sendo
um cilindro em cinco dimensdes de raio R. Mas esse modelo mostrou algumas limita¢des
experimentais, COmo veremos a seguir.

O mecanismo KK considera uma espago-tempo em cinco dimensdes com uma to-
pologia My ® S;. Além disso, temos que x* = (x*,x*), onde x*(u = 0, 1,2,3) pertence a M e
gap € a métrica em cinco dimensdes. Desse modo, nés podemos escrever o elemento de linha

como

ds? = gapdxdx®

= guvdxHdx’ + 2gu4dx”d4 + g44(dx4)2. (1.3)

Em cinco dimensdes para teoria KK, temos um total de 15 graus de liberdades, que sdo com-
postos pela métrica gy,v, um campo vetorial, que vamos chamar de A, € por um campo escalar,

¢. A métrica sugerida por Kaluza € escrita como

ds% _ 62a¢ds4 +€2B¢(dZ+AudX’u)2 (1.4)

onde x* = z é a dimensdo extra, e o e 3 sdo constantes que devem ser escolhidas de maneira
adequada mais a frente.

Através dessa métrica, Kaluza conseguiu recuperar tanto as equacdes de Einstein
quanto as equacdOes de Maxwell por meio de uma reducao dimensional. Para entender esse
processo, consideremos a densidade lagrangiana de Einstein-Hilbert em cinco dimensdes, dada
por:

167rG /d xv/—gsR, (1.5)

onde G5 representa a constante gravitacional newtoniana, /—g5 € o determinante da métrica,
e R é o escalar de Ricci, todos em cinco dimensdes. Essas quantidades serdo definidas poste-
riormente, mas por enquanto, a auséncia dessas defini¢des ndo compromete a andlise. Kaluza

assumiu que os campos nao dependem da dimensdo extra, uma hipotese que ficard mais clara
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adiante.

Para realizar a redu¢do dimensional da lagrangiana (1.5) na dire¢do das coordenadas
Z € garantir que a teoria compactificada seja expressa no referencial de Einstein, adotamos o
formalismo de Scherk—Schwarz e assumimos que B = —2a. Dessa forma, a lagrangiana em
cinco dimensdes, na dire¢ao da coordenada z, € dada por:

ef6a¢

/ d4x\/—_g4(R—%(8¢)2— 1 Fqu’”>,

~ 167Gs

onde ¥ = 27R; e R, representa o raio da dimensdo extra. Além disso, R e /—g4 sdo as
quantidades definidas em ds%. O campo de intensidade de for¢a F), € definido como Fyy =
duAy — dyAy, onde Ay, é o campo vetorial. Vale observar que a a¢do acima estd no referencial
conforme de Einstein. A constante de acoplamento, normalmente chamada de constante de

acoplamento do dilaton, @, € obtida pela seguinte definicdo: ot = Nota-se que, por meio da

2\/
reducdo dimensional, recuperamos os termos de Maxwell e a Relatividade Geral convencional.
No apéndice A, nds realizamos a mesma redug¢do dimensional para um modelo especifico em
(D+d)-dimensoes.

Além disso, podemos analisar como a dimensao extra afeta os campos. O campo

escalar, por exemplo, é periédico na varidvel x* com um perfodo de L = 27R, ou seja,
4 4
o(H xT+L) = (xH,x7). (1.6)
Dessa forma, podemos expandi-lo em uma série de Fourier como

4
o (x*, %) LI/ZZ% exp(Zi?tnxz), (1.7)

onde os n representam os modos de Kaluza-Klein. Observamos imediatamente na Eq. (1.7) que,
para um raio de compactificagdo pequeno, como inicialmente sugerido por Kaluza, o momento
associado 7 € muito grande, resultando na observacido apenas do modo zero, ou seja, n = 0.
Com a decomposicdo KK, a equacdo do movimento em 5-dimensdes para o campo escalar é

expressa como
2

0¥ a(xH) = T3 9u(). (18)
Consequentemente, é gerada uma torre de Kaluza-Klein de campos com massas m?> = Z—i Nota-
se que, se L estd na ordem do comprimento de Planck, ~ 10733 ,cm, entdo as massas dos modos
de Kaluza-Klein sdo da ordem de 10!, GeV, que é a escala da massa de Planck. Isso repre-

senta uma escala de energia que impossibilita qualquer tentativa de comprovacgdo experimental
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na escala de energia atualmente acessivel em laboratdrios. Essa caracteristica levou a criticas
significativas a esse modelo na época. Entretanto, ainda € possivel estabelecer um limite supe-
rior (upper-bound) para o raio de compactificacdo R, considerando que a massa dos modos de
Kaluza-Klein seja menor que a escala de energia atingida nos colisores de particulas, ou seja,
menor que a escala de TeV. Assim, o limite superior encontrado para o raio de compactificacdao

R é da ordem de

R~ 10" ¢cm, (L.9)
um valor extremamente pequeno que impossibilita sua verificacdo experimental.
1.2.1.2 Mundos-Branas

A ideia de estar imerso em um espago-tempo de dimensdes superiores foi tempora-
riamente negligenciada apds os pioneiros trabalhos de Kaluza-Klein, uma vez que as perspec-
tivas experimentais para verificar a existéncia de dimensdes extras eram minimas. Além disso,
a Teoria Quantica de Campos (TQC) em (3+1) dimensdes j4 se mostrava eficaz na época. No
entanto, nas décadas de 1980, as teorias com dimensdes extras ressurgiram com Vvigor.

A reinsercdo da ideia de dimensdes extras na comunidade cientifica ocorreu devido
a limitacdes encontradas na Teoria Quantica de Campos em (3+1) dimensdes, especialmente
na compreensao das interagdes fortes. Buscando uma descricdo mais consistente para essas
interacdes, que nao era plenamente alcancada pela TQC, surgiu uma teoria que tentava descre-
ver as interagdes hadronicas de maneira mais fundamentada. Experimentos de espalhamento de
hadrons revelaram que o espectro dos estados do modelo assemelhava-se ao espectro de uma
corda vibrante [24]. A partir dessas observacdes e de hipéteses que atendiam aos requisitos
tedricos, chegou-se a uma descri¢do das interagdes fortes conhecida como a férmula de Vene-
ziano. Esse foi o ponto inicial para o surgimento da Teoria das Cordas, uma teoria que s6 €
consistente se incluir dimensodes extras. No espectro bosonico, por exemplo, a Teoria das Cor-
das torna-se consistente em 26 dimensdes; no entanto, se a supersimetria for incluida, sdo ne-
cessarias 10 dimensdes. Assim como na Teoria de Kaluza-Klein, a Teoria das Cordas apresenta
um cardater unificador, onde todas as interacoes resultam das vibracdes de cordas fundamentais
[23].

E relevante mencionar o trabalho crucial de Petr Horava e Edward Witten em 1998,
durante o auge da Teoria das Cordas e da supergravidade. Em seu artigo [25], eles desenvolve-

ram um mecanismo para compreender o acoplamento forte em um cendrio de supergravidade
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em sete dimensoes, utilizando duas branas imersas em um hiperespaco de seis dimensdes. Essa
ideia de empregar duas branas, como veremos mais adiante, tornou-se fundamental para os
modelos de Randall e Sundrum.

Paralelamente ao avango da Teoria das Cordas, novas linhas de pesquisa surgiram
para abordar questdes como a Constante Cosmoldgica e o Problema da Hierarquia, aproveitando
os conceitos das teorias com dimensoes extras. Por volta de 1990, as teorias D-branas e M-
branas ganharam destaque, explorando objetos extensos com dimensdes extras [26,27]. Exem-
plos dessas teorias incluem os modelos de Rubakov-Shaposhnikov [28], Arkani-Dimopoulos-

Dvali (ADD) [29] e Randall-Sundrum (RS) [30, 31]
1.2.1.3 Modelos de Randall-Sundrum

Finalmente, abordaremos os modelos de Randall-Sundrum (RS), que se dividem em
RS-I [30] e RS-II [31]. Ambos foram propostos em 1999 por Lisa Randall e Raman Sundrum
com o proposito de resolver o problema da Hierarquia de Calibre. Esses modelos compartilham
semelhan¢as com o modelo ADD, ou seja, sao modelos de branas. No entanto, ao contrario do
modelo ADD, o RS trabalha em um espago-tempo de apenas cinco dimensdes, onde a métrica
€ ndo fatordvel. Além disso, como veremos mais adiante, esses modelos podem ter a dimensao
extra tanto compacta quanto ndo compacta.

No primeiro modelo, Lisa Randall e Raman Sundrum incorporaram ideias tanto do
modelo ADD - que aborda o problema da Hierarquia com branas e dimensdes extras compac-
tificadas - quanto do modelo Horava-Witten de supergravidade, que utiliza duas branas imersas
em dimensdes extras. No entanto, no RS, essas duas branas sdo colocadas em um espago-tempo
ambiente (bulk) com a topologia da tinica dimensio extra sendo S! /Z;, ou seja, a dimensio ex-
tra é compacta e segue a simetria orbifold [30]. E importante observar que essas duas branas
tém espessuras nulas, o que significa que, ao construirmos suas agdes, as integraremos ao longo
de um volume em 4D. Na brana “visivel”, localizam-se os campos de matéria, correspondendo
ao nosso universo. Por outro lado, na brana “escondida”, a constante cosmoldgica é grande,
veja a Fig. (2). Além disso, assume-se que apenas a gravidade pode se propagar na dimensao
extra. Mas como esse modelo resolve o problema da Hierarquia? Iniciaremos introduzindo o

elemento de linha proposto por RS, dado por:

dst = —e0)ds?  +dy’. (1.10)
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Aqui, A(y) = —2ky é o fator de dobra, dependendo apenas da dimensdo extra compacta 0 <y <
L, e k esté relacionado a curvatura escalar do bulk (esse ponto ficard mais claro ao abordarmos
a dindmica do modelo). O ds%mn ., € 0 elemento de linha da brana, que, como veremos mais adi-
ante, pode apresentar um espago-tempo com curvatura. No entanto, para este primeiro modelo,
consideraremos apenas que

2 v
dsirana = Muvdx*dx", (1.11)
ou seja, assumimos que o espaco-tempo na brana € plano.
Uma outra forma de escrever o ansatz (1.10) é escolhendo coordenadas conformes.
Podemos alcangar essa mudanca se considerarmos que

== (1.12)

Se substituirmos (1.12) no ansatz (1.10), nés obtemos que
, P
ds: = Z—z(nuvdx“dx" +dz?). (1.13)
onde [ = 1/k € o raio de curvatura do bulk.
Precisamos estudar a dindmica do modelo, ou seja, resolver as equacgdes de Einstein
em 5D considerando (1.10) para explicar o porqué da gravidade ser tdo fraca aqui em nossa

brana. A agdo cléssica do nosso modelo pode ser escrita como
S:SEH+SViS+SESC7 (114)

onde Sgy € a acdo de Einstein-Hilbert em cinco dimensdes com um termo cosmoldgico dado
por

Sen = 2M° /(R—A)\/—g5d5x (1.15)

onde \/—g5 é o determinante da métrica em 5D e M> ¢ introduzido para deixar a a¢io adimen-
sional. Ja as duas outras acdes que descrevem as branas visivel e escondida, respectivamente,

podem ser escritas como

Syis = /(fvis - Vvis)d4x (1.16)

Sesc = /(aiﬂesc - Vesc)d4x- (1.17)

onde .Z,;s e .Z,;s sdo as lagrangianas nas 3-branas.

Se nos variarmos a acao (1.14) em relagdo a métrica iremos obter as equagdes de
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Einstein em 5D dada, portanto , por

R 1
Rap— < =——(A+T, 1.18
AB — 5 84B 4M3( + Tap) (1.18)

onde o tensor energia-momento Txp € dado por
Tap = 84 65 [Viisgjiv 6 (v — L) + Vescg [y 8 (V)] (1.19)

No final das contas, o que RS encontraram resolvendo as Eqs.(1.18) foi que o fator

de dobra € dado por
A
T2 Iy,

/A

Em (1.20) usamos a simetria Z,. Notamos de imediato que A precisa ser negativo, por isso

Aly) == (1.20)

de modo que k pode ser escrito como

dizemos que as 3-branas estdo mergulhadas em um espago-tempo com A < 0 chamado de Anti
de Sitter, AdSs. Porém ainda ndo respondemos como o modelo RS-I resolve o problema da
Hierarquia. A resposta estd na andlise da acdo cldssica gravitacional (1.14). Depois de ter cons-
truido uma métrica que € invariante de Poincaré como (1.10), podemos agora fazer uma redugao
dimensional para obter uma ac¢do efetiva. O que RS fizeram foi analisar as flutuacdes gravitaci-
onais, i.e., guy = Nyuv + 6hyy, onde esse tltimo termo representa as flutuacdes gravitacionais.

Com isso eles encontraram uma teoria efetiva em 4-dimensdes que previa que
M3
2 _ Ms5p —2kL
MPlanck - k (1 —e ) (1.22)

Ou seja, as escalas dependem tanto do raio da compactificagdo, quanto da geometria nao-
fatordvel de Ms5. Assim, podemos ajustar as escalas de energias apenas com 0s parametros
kelL.

Porém esse modelo tem uma problema: a tensao negativa da brana visivel gera uma
gravidade efetiva repulsiva [30]. Para resolver esse problema foi desenvolvido o modelo RS-II,
que iremos comentar logo a seguir.

Ja no modelo de RS-II, para resolver o problema da gravidade repulsiva, foi ob-
servado que a relac@o entre as escalas de energia (1.22) continua finita se L — oo, ou seja, a

dimensdo extra ndo € mais compacta. Nesse caso, a 3-brana escondida é removida e nosso
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Figura 2: Modelo Randall-Sundrum I. Duas branas planas e paralelas mergulhadas em um
AdSs5 com uma fator de dobra exponencial

M~Mp

Hierarquia

TeV

an
Fonte: elaborado pelo autor.

universo que estd na 3-brana visivel tem agora uma tensio positiva. A consequéncia mais in-
teressante desse modelo € que foi encontrado um estado ligado do graviton ordinario 4D sem
massa e assim como estados massivos, que corrigem o potencial gravitacional da seguinte ma-

neira:

v(r)ul(ljui). (1.23)

1.2.2 Adicionando novos campos

Outra abordagem para estender a Relatividade Geral (RG) € a adi¢dao de novos cam-
pos, nao relacionados a matéria, mas que incorporam a préopria gravidade. Essas teorias sao
denominadas Escalar-Tensoriais. Um exemplo anteriormente mencionado € a teoria de Brans-
Dicke. Essa teoria escalar pode ser generalizada para uma familia de modelos que envolvem
lagrangianas contendo derivadas de segunda ordem do campo, ainda resultando em equagdes
de movimento de segunda ordem, conhecidas como teorias de Horndeski [32].

A vantagem dessas teorias € a auséncia de “fantasmas’e instabilidades de Ostro-
gradski, problemas comuns em teorias que introduzem novos invariantes na acao de Einstein-

Hilbert, como sera discutido posteriormente. Além disso, é possivel estender a RG incorpo-
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rando graus de liberdade tensoriais. Exemplos incluem a gravidade massiva [33] e a bigravidade
[34]. No entanto, um dos focos desta tese € nas teorias vetoriais para a gravidade, especialmente
aquelas que resultam na quebra espontanea da simetria de Lorentz. O campo que serd explorado
para atingir esse objetivo é denominado campo de Bumblebee, e uma sec¢do dedicada desta tese

sera destinada a esse modelo.
1.2.3 Adicionando novos invariantes

Agora vamos a ultima forma de estender a RG, i.e., modificando o setor gravitacio-
nal puro. A maneira de fazer isso € construindo escalares de Lorentz de tensores métricos, i.e.,
em func¢do de tensores de curvatura de Riemann, tensores de Ricci e de suas derivadas. Assim,
feito isso, nds os adicionamos a a¢do de Einstein-Hilbert. Um exemplo simples seria a seguinte
acao:

16G/ r/=gf(R), (1.24)

onde f(R) é alguma funcgdo do escalar de curvatura de Ricci. Um exemplo para essa fungio
bastante famoso é f(R) = R+ aRP, onde B > 2. Os modelos f(R) podem ser renormalizdveis
a um-/oop e descrever uma fase de expansdo acelerada do universo [35]. Além disso, pode-
mos contruir outros invariantes como RuvR“" € RuvaﬁR“"aﬁ, 1.e., podemos construir uma
teoria f (R,R”VR“V,R“vaﬁR“"“ﬁ). Talvez a mais famosa é aquela descrita pelo termo de
Gauss-Bonnet 4 = R* — 4R, RMY +R“vaBR“"°‘ﬁ. Porém esse termo em quatro dimensdes
€ topoldgico, i.e., ele pode ser escrito como uma derivada total e, logo, ndo vai contribuir na
equagdo do movimento [36]. Note que nada nos proibe de fazer contracdes ciibicas com esses
invariantes. A gravidade cibica vai ser explorada mais a fundo mais a diante. Até agora,
nds construimos apenas invariantes em quatro dimensdes. Mas podemos adicionar dimensoes
extras. Uma teoria que constroi invariantes de alta-curvaturas em D-dimensoes € chamado de
teoria de Lovelock [37]. Essa teoria estd incluida em uma teoria maior, que iremos abordar com

mais detalhes na terceira parte dessa tese.

1.3 Principio da Equivaléncia de Einstein: testes experimentais.

Na secdo anterior, discutimos a motivacao para estender a Relatividade Geral (RG)
e exploramos algumas das abordagens para tal extensao. No entanto, ndo examinamos como a
RG se consolidou como a teoria mais adequada para explicar a gravidade, nem discutimos as

bases tedricas subjacentes a essa teoria.
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A RG ¢ fundamentada no Principio da Equivaléncia (PE), que remonta a 1686,
quando Isaac Newton, em seu livro “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica”, afirmou
que corpos de diferentes massas e estruturas caem no campo gravitacional com a mesma aceleragao.
Essa formulag@o é conhecida como o Principio da Equivaléncia Fraco (PEF). Uma outra ma-
neira de expressar essa ideia € afirmar que as massas inerciais (que respondem a forcas externas)
e as massas gravitacionais (que respondem a forca gravitacional) sdo equivalentes.

O que Einstein fez foi estender essa ideia, conjecturando que ndo apenas 0s mo-
vimentos mecanicos, mas todas as interacdes possiveis, como a nuclear, ndo seriam afetados
pela gravidade em queda livre. Ele imaginou um observador em um elevador em queda livre,
onde, na prética, a gravidade seria “desligada”. Einstein propds que todos os experimentos ndo
seriam influenciados pela gravidade em queda livre, o que levou a formulagdo do Principio da
Equivaléncia de Einstein (PEE). Este principio afirma que ha uma equivaléncia entre um campo
gravitacional homogéneo e um sistema em aceleragdo constante.

O PEE, versio forte do PEF 2, estabelece dois critérios adicionais: invariancia de
Lorentz local, afirmando que resultados de experimentos ndo gravitacionais locais ndo podem
depender da velocidade do aparato, e invariancia de posicao local, afirmando que esses expe-
rimentos ndo podem depender de onde e quando foram realizados. O PEE implica que a gra-
vidade € uma propriedade do espago-tempo curvo, caracterizando teorias geométricas. Teorias
que seguem o PEF sao chamadas de teorias métricas, sendo a RG o exemplo mais proeminente
desse tipo de abordagem. N6s podemos resumir sucintamente o que seria uma teoria métrica da

gravidade como tendo as seguintes caracteristicas:

1. O espacgo-tempo é dotado de uma métrica;
2. As linhas-mundo de corpos de teste sdao geodésicas dessa métrica;

3. Em referenciais locais em queda livre, as leis ndo-gravitacionais da fisica sdo aquelas da

relatividade especial.

Além disso, nds podemos completar essa passagem do texto adicionando um importe resul-
tado expresso na chamada conjectura de Schiff, que afirma que qualquer teoria da gravidade
completa e autoconsistente que incorpore o PEF também incorpora necessariamente o PEE
[13].

’Na verdade, para ser mais preciso, o Principio da Equivaléncia Forte ¢é diferente ao de Einstein. Para o
primeiro, o PEF € vélido para qualquer corpo teste descarregado e auto-gravitante, enquanto para o dltimo basta
considerar o corpo descarregado. Para uma definicdo mais precisa de corpo teste ndo carregado, nds indicamos a
Ref. [13]
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Para provar empiricamente se o PEE € valido, uma série de experimentos foram

feitos. Vamos enumerar alguns e logo ap6s comentar rapidamente cada um.

1. Experimento de E6tvos;
2. Experimento de Hughes-Drever;
3. Experimento do Desvio para o Vermelho (redshift);

4. Variacdo das constantes fundamentais.

O primeiro experimento visa testar a validade do Principio da Equivaléncia Fraco
(PEF). Para realizar esse teste, € necessario comparar a aceleracao de dois corpos de diferentes
composi¢des em um campo gravitacional externo. Se esses corpos sentirem esse campo de ma-
neira diferente, isso implicaria a invalidade do PEF. O experimento mais famoso nessa dire¢dao
foi conduzido por Lorand E6tvés com a chamada balanca de tor¢cdo. Ele comparou uma massa
de platina com massas de cristal de antimonio e alcancou uma precisio de 7 < 10~8 em 1889.
O experimento mais preciso até hoje, realizado por Schlamminger, alcangou uma precisao de
n<10-14,

O experimento de Hughes-Drever testou a invariancia de Lorentz Local, explorando
se existe alguma direcao preferencial no espago-tempo que poderia afetar a matéria. Eles inves-
tigaram os niveis de energia do niicleo atomico do ’Li. O resultado mostrou que se houvesse
uma dire¢@o preferencial, o singleto formado no estado fundamental do litio j = 3/2 se que-
braria devido a rotacdo da Terra. O parametro adimensional que mede a for¢a da anisotropia
induzida foi da ordem de 10>, A possivel violagdo da invariancia de Lorentz Local é discutida
como indicio de uma nova fisica, sendo algumas teorias, como a teoria das cordas, preditoras
dessa violagdo.

Os dois ultimos experimentos estdo relacionados ao teste da invariancia de posi¢ao
local. O experimento de redshift, mencionado anteriormente, estd associado a mudanga na
frequéncia do f6ton entre seu ponto de emissao e recep¢do. Experimentos modernos reforcam
a validade do redshift, indicando que experimentos ndo gravitacionais locais ndo dependem de
onde sdo realizados. Além disso, experimentos que buscam por “variagdes’nas constantes fun-
damentais da natureza ao longo do tempo, como comparagdes de linhas espectrais em galdxias
distantes e quasares, mostraram que o PEF ainda é valido. Esses resultados contribuem para
descartar teorias alternativas e reforcar a consisténcia do PEF em diferentes contextos experi-

mentais.
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1.4 Gravidade como uma teoria métrica

N6és mostramos na sec¢ao anterior que hd inimeras razdes tedricas e experimentais
para acreditar que uma teoria da gravidade consistente € uma teoria geométrica (métrica). Preci-
samente, para alcangar essa descricao para a gravitacao, nos precisamos utilizar as ferramentas
matematica da geometria diferencial. No entanto, nao € o objetivo dessa tese mostrar formal-
mente essa descricdo. Ao invés disso, iremos mostrar apenas os principais resultados dessa
area. Para quem tiver interesse em se aprofundar, podemos indicar essa incrivel Ref. [38].

O conceito fundamental da geometria diferencial € a variedade (ou manifold em
inglés). Podemos definir esse conceito como espacos topoldgicos que se assemelham local-
mente a um pedaco de R”, onde n é a dimensao da variedade. Para diferentes pedagos, podemos
relacioné-los por meio de Transformagdes Gerais de Coordenadas (TGC), x (x). Chamamos de
tensores os objetos que podem ser definidos globalmente na variedade, ou seja, que apresentem
certas propriedades de transformagdes em relacao as TGC.

O espago-tempo € precisamente uma variedade em 4 dimensoes (€ possivel estender
para mais dimensdes), onde podemos definir um tensor ndo-degenerado, portanto inversivel, e
simétrico, chamado de métrica g,v. Essa quantidade mede distancias e angulos, além de ser
usada para elevar e baixar indices. Além desse tensor, hd uma quantidade crucial relacionada ao
transporte paralelo (para mais detalhes, consulte a Ref. [39]), denominada conexao afim FW“.
Ela também € usada para definir a generalizacdo de derivada em espagos curvos, conhecida

como derivada covariante, expressa por:
DyC¥y = 9uC" +Tpa"C% =T *CY . (1.25)

Para um campo escalar, essa derivada coincide com a derivada parcial, ou seja, Eugb = du¢.
A principal propriedade da derivada covariante é que ela € um operador diferencial linear que
transforma um tensor do tipo (p,q) em um do tipo (p,q+ 1) - isso justifica seu nome. Além
disso, ela obedece a regra de Leibniz e a identidade de Jacobi.

Quanto a conexao, podemos decompondo-a em dois termos em relacdo a troca de

indices covariantes, uma parte simétrica e outra parte antissimétrica, ou seja,
a __ a a
F“v = F(uv) +F[uv} . (1.26)

A parte antissimétrica da conexdo estd relacionada a uma quantidade importante chamada
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torcao, definida como

Tyv® = —20 % (1.27)

Existem duas quantidades importantes que podemos definir a partir da conexdo: a
curvatura e a tor¢cdo. No entanto, antes de explorar esses conceitos, € relevante definir o que
¢ auto-transporte paralelo, também conhecido como geodésica. Se o vetor tangencial a uma

T . ~
curva vt = % = xH é paralelo a si mesmo ao longo da curva, entdo

VD = + 3P T pot = 0. (1.28)

O que aconteceria se utilizdssemos o transporte paralelo para mover dois vetores com o in-
tuito de fechar um paralelogramo? No espaco plano, nada de surpreendente aconteceria, afinal
o paralelogramo fecharia adequadamente. No entanto, no espago curvo, isso nem sempre €
verdadeiro. O que falta para fechar o paralelogramo é justamente o que mede a tor¢do®.

A outra quantidade mais adequada para nossa formulacdo, a curvatura, esta relaci-
onada ao transporte paralelo em uma curva fechada. Como esse transporte depende apenas da
curva e ndo dos pontos iniciais e finais, se, em uma curva fechada, o vetor inicial ndo coinci-
dir com o vetor transportado paralelamente, significa que estamos em um espago-tempo curvo.

Essa diferenca é medida pelo tensor curvatura, cuja expressao pode ser dada por
%uvol = aorwl“ - a)LFvcu + Faourv,la — Faxurvoa- (1.29)

Essa quantidade nao depende da métrica para essa formulacdo mais geral. Além disso, ob-
servamos que o tensor de curvatura possui apenas uma simetria: € antissimétrico nos ultimos
dois indices. Para aqueles que ja estudaram a Relatividade Geral (RG), pode parecer estra-
nha a auséncia das outras simetrias padrdes. No entanto, essas simetrias ndo surgem para uma
conexao geral!

E importante notar que nio hd motivos matematicos para assumir que a conexio
depende da métrica. Nem muito menos que a métrica seja compativel com a derivada covari-
ante, ou seja, Dag,w = 0, embora essa imposicao tenha sido feito por Einstein na formulacdo
da RG, como iremos ver mais adiante. De modo que podemos definir o chamado tensor de
nao-metricidade dado por

Ouva = —Dygyy. (1.30)

3Existem teorias que consideram esse tensor, como as teorias Teleparalelas e Einstein-Cartan. Embora sejam
teorias extremamente promissoras, ndo fazem parte dos objetivos desta tese. Para leitores interessados, as seguintes
Refs. [40,41] podem ser teis.
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Esse tensor relaciona a conexdo afim e a métrica do espago-tempo de maneira geral. Além

disso, o vetor de Weyl, obtido pela simetria com os ultimos indices no vetor acima, é dado por

Ouwv". (1.31)

Para obter a conexdo afim geral que descreve um espaco-tempo métrico conectadamente afim,

temos que expandir Dy gps + Dpgou — Dogup, fazendo isso € possivel mostrar que a conexdo

¢ dada por
A A A A
FHV - +KMV +Luv (1.32)
uv
onde
) glc
= T(aﬂg0v+avg0u _aogﬂv) (1.33)
uv

Essa ultima quantidade é chamada de simbolo de Christoffel. Note que ela é completamente
definida pela métrica. O tensor KHV}L ¢ chamado de contorcao e € definido pela tor¢do da
seguinte maneira:

i 8¢

Por dltimo temos o tensor LHV’l definido pelo tensor de ndo-metricidada da seguinte maneira:

1
Luv)L = E (qu/l + QV,LL)L - Qluv) . (1-35)

Para diferentes imposicdes sobre as quantidades R, 7' e Q, teremos, consequen-
temente diferentes espacos-tempo. Por exemplo, se ndés assumirmos que Q = 0 (Postulado
métrico), dizemos que a conexao é compativel-métrico e o espaco-tempo é chamado de Einstein-
Cartan. Resumimos na Fig. (3) os principais tipos de espacos-tempo.

Antes de encerrar esta secdo da tese, € crucial definir o chamado tensor e escalar de
Ricci, que serdo fundamentais para nossas andlises futuras. Como mencionado anteriormente,
o tensor de curvatura possui apenas uma simetria associada a ele, de maneira geral. Portanto,
¢ necessdrio ter cautela ao definir o tensor de Ricci. Podemos realizar essa defini¢cdo de duas
maneiras:

:@’uv = %Gugv - _%G“vg (136)

%.l/lv :%Go'uv. (1.37)
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Figura 3: Esquema com os espacos-tempo métricos conectadamente afim equipados com uma
métrica.

Espaco-TEmpo mérrico =0
CONECTADAMENTE AFIM

Fonte: elaborado pelo autor.

O primeiro € o tensor de Ricci usual dada por

e o segundo é dada por

%LV - —avraau + a‘uraav (139)

Note que se a conexdo fosse simétrica, o tensor %Lv seria justamente a parte antissimétrica de

Pyv. O escalar de Ricci € definido como sendo
:@:g'uvRuv, (1.40)
uma vez que g“"%;w = 0, portanto o escalar de Ricci € tnico.

1.5 Relatividade Geral

Ap6s discutirmos as razoes pelas quais a Relatividade Geral € a teoria métrica mais
apropriada para descrever a gravidade, inclusive apresentando sua extensao, e explorarmos os
fundamentos tedricos com o Principio da Equivaléncia e os aspectos matematicos com a Geo-
metria Diferencial, estamos agora preparados para abordar as suposi¢des feitas por Einstein em

1915. Essas suposicdes culminaram na formula¢do de uma das teorias mais bem-sucedidas ja
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concebidas pelo ser humano: a Relatividade Geral. E importante destacar que a formulacio de
Einstein para esta teoria emerge como uma extensao natural da Relatividade Especial. Esta te-
oria métrica, a primeira vista, dispensa a necessidade de conceber a gravidade como uma forca
separada, tratando-a como uma manifestacao da propria curvatura do espago-tempo. Mas, afi-
nal, quais foram as suposicoes feitas por ele para criar essa teoria? Vamos enumera-las e depois

vamos comentar cada uma.
1. O Principio da Equivaléncia de Einstein € vélido;
2. O Postulado Métrico também € assumido;
3. A tor¢do ndo desempenha um papel importante;
4. O campo fundamental da teoria € a métrica;
5. As equacgdes de campo sdo covariantes.

A primeira suposicao ja foi exaustivamente comentada. Ela implica que a teoria é
métrica, portanto geométrica. Assim, podemos utilizar a geometria diferencial para descrevé-la
matematicamente. A segunda € relacionada ao tensor 0, definido na Eq. (1.30) e define que
essa quantidade € nula, ou seja,

Dag’uv :O, (141)

portanto a conexdo é compativel com a métrico. J a terceira suposi¢do assume que 7y, * =0, ou
seja, desconsideramos as correcdes da parte antissimétrica da conexao. Ao assumir essas duas

ultimas hipdteses, resulta diretamente que a conexao (1.32) € expressa apenas pelo simbolo de

Christoffel (1.42), ou seja,

gﬂm

A
Fuvl — =5 <8ug6v +vgou — agg”v> . (1.42)
uv

O que implica que a conexdo ¢é definida exclusivamente pela métrica. Isso, por sua vez, nos
conduz a quarta suposicdo, na qual a conexdo deixa de ser um campo fundamental.

Outra implicagdo dessas suposi¢Oes € o surgimento de novas simetrias no tensor de
Riemann (1.29). O tensor de Riemann agora apresenta antissimetria nos dois primeiros indices
e simetria na troca entre o primeiro par e o segundo par de indices. Assim, podemos construir
um tensor de segunda ordem a partir dessa quantidade sem a necessidade da métrica. Este tensor

€ precisamente o tensor de Ricci Ry, , conforme definido na Eq. (1.43). Podemos agora definir
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isso utilizando esta nova notac¢do, uma vez que a outra quantidade (1.39) € nula devido a essas

novas simetrias. Assim, o tensor de Ricci, assumindo tudo isso, € dado por:
A A A A
R,UV :alr‘ 'uv—avr ul +F O-}LFO-/JV_F G‘uro-“/l. (143)

Agora vamos analisar a ultima suposicao. Mencionamos que a métrica € o campo
dindmico da teoria gravitacional, mas até esse momento nao falamos como podemos descrever
essa dindmica. Bom, Einstein encontrou a resposta para isso através da equacao de Poisson, ou
seja,

V29 =4np (1.44)

onde p € a densidade de matéria. O que ele fez inicialmente foi assumir uma versdo cova-
riante dessa equagdo - invariante sobre transformacdes de coordenadas -, cuja lado esquerdo
da equacgdo € dado por equacdes diferenciais de segunda ordem apenas da métrica, e do lado
esquerdo temos apenas a contribuicdo da matéria. Mas como construir de fato isso covarian-
temente? O lado direto € o mais facil, pois podemos usar o chamado tensor energia-momento
T,y que € a versdo covariante de p, para mais detalhes veja a Ref.[42]. Mas e lado esquerdo?

N6s teriamos algo mais ou menos parecido com isso
(V28] v o Tyy. (1.45)

Porém, precisamente, qual a quantidade covariante que nds conhecemos composta por derivadas
segunda da métrica? Vimos que o tensor de Ricci tem essa qualidade. Porém h4 um problema

em escolher apenas Ry no lugar de V2¢. Sabemos que o tensor Ty € conservado, portanto
D,TH =04 (1.46)

Isso implicaria diretamente no seguinte vinculo: DyR*Y = 0, que ndo é zero, em geral. Na
verdade, é possivel mostrar que Dy, RH*Y = %D"R, onde R é o escalar de Ricci. Para resolver
isso, um novo termo foi colocado justamente para zerar o lado esquerdo da Eq. (1.45), quando
contraido com a derivada covariante. E esse termo é exatamente %D"R. Portanto, a equacgdo

covariante inspirada pela equacdo dindmica de Poisson gravitacional, que veio a ser conhecida

4Observe que ndo estamos mais utilizando o til sobre a derivada covariante. Isso se deve ao fato de que a
conexao agora estd associada a derivada covariante de Christoffel. Portanto, daqui em diante, ndo faremos mais
uso desse til em nossas derivadas covariantes.
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como equacdes de campo de Einstein, é dada por
1

Esse 871G, onde G € a constante gravitacional universal é encontrado quando analisamos essa
equacgdo no limite de campo fraco. Note que quando contraido com a derivada covariante a Eq.
(1.47), ambos os lados zeram. Para mais detalhes de como obter as equagdes de Einstein, veja
a Ref.[43].

Outra maneira de derivar a Eq. (1.47) € através do Principio da Minima Ac¢do. A
formulacao lagrangiana para a gravitagdo € extremamente util. No entanto, ndo iremos discutir
o processo em detalhes, e as derivadas das equacdes de Einstein a partir da formulagdo lagran-
giana podem ser encontradas detalhadamente em muitos livros de referéncia, sendo possivel
consultar, por exemplo, a Ref. [18]. Vamos, no entanto, analisar este formalismo de maneira
mais qualitativa, uma vez que ele nos proporciona valiosas percepcoes sobre a dindmica gravi-
tacional.

Antes de aplicar o Principio da Minima Ac¢@o a uma teoria de campo, € crucial
determinar qual campo serd considerado como fundamental na teoria. Conforme definido an-
teriormente, na Relatividade Geral convencional, a descricao € unicamente dada pela métrica,
assumindo o Postulado Métrico e a ndo-contribui¢do da torcdo. Esse enfoque € conhecido
como o Formalismo Métrico. Nesse contexto, nossa conex@o nao € mais um grau de liberdade
dindmico, pois pode ser expressa em termos da métrica, como demonstrado na Eq. (1.42). Por
outro lado, podemos suavizar algumas dessas condi¢des e tornar a prépria conexao um campo
dindmico. Nesse caso, teriamos o chamado Formalismo de Palatini.

Optaremos pelo Formalismo Métrico, e a acdo que utilizaremos para derivar a Eq.

(1.47) é a bem conhecida acdo de Einstein-Hilbert, dada por

1

Spy = ——
EH = 161G

/ d*x/—gR. (1.48)

Existem duas caracteristicas importantes sobre essa acdo. Primeiramente, ela é um escalar co-
variante, o que implica que o elemento de volume, ou seja, d4x\/—_ , também é um escalar
covariante. Em segundo lugar, o escalar R ndo depende apenas das derivadas primdrias da
métrica, mas também das derivadas de segunda ordem. Em principio, isso sugeriria a presenca
de equacdes de movimento para a métrica de terceira ordem. No entanto, na pratica, ndo ob-

servamos essa complexidade. Por que ndo encontramos tal complexidade? A resposta para
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isso pode ser encontrada de maneira mais detalhada no livro [44]. Vamos, no entanto, abordar
rapidamente o que estd acontecendo e como podemos resolver esse problema. Para comegar, ao

variar a acao (1.48) em relagdo a métrica, obtemos:

1
167G

3Sgn = { /, d*x\/—gGyuydgh’ —2 /5 . d3x\/—h5K} , (1.49)

onde ¥ e 87 sdo, respectivamente, o volume ¢ a fronteira do volume da variedade. O tltimo

termo da acdo acima vem exatamente da variacao do tensor de Ricci; mais precisamente

/ d*x/=g(6Ruy)g" = —2 /5 d*xv/—héK, (1.50)
V4 4

onde o K € o trago da curvatura extrinseca dessa fronteira, a expressdao exata para essa quan-
tidade pode ser encontrada no livro [18]. No entanto, ndo podemos simplesmente anular esse
ultimo termo, pois isso implicaria em fixar, ndo s6 a métrica, mas também suas derivadas na
fronteira 67". Como ndo temos graus de liberdade suficientes para fazer isso, o termo de su-
perficie dado pela Eq. (1.50) ndo pode ser nulo. A solugdo consiste em corrigir a acio de
Einstein-Hilbert para eliminar o termo de superficie. Isso € feito ao adicionar um termo da
seguinte forma:

1
Sy = Sen + 872G )y d*xv/—hSK. (1.51)

Agora sim, a acdo acima leva a equagdo (1.47) adequadamente.
Nos falta definir como podemos obter o lado direito da Eq. (1.47). Vamos definir

uma agao para o campo de matéria dada por

S = /yd“w—gfm(guv,w), (1.52)

onde y € um campo de matéria qualquer. O tensor energia-momento, portanto, € dado por

.2 54,
SERVE T I

(1.53)
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2 VIOLACAO DA SIMETRIA DE LORENTZ

Nesta segunda parte, exploraremos um tema amplamente debatido na pesquisa em
fisica de altas energias: a possibilidade de violagdo da simetria de Lorentz em determinados
regimes de energia. Inicialmente, apresentaremos a motivacdo histdrica por trds dessa ideia.
Em seguida, introduziremos uma teoria que incorpora os conceitos de violacao da simetria de
Lorentz, com o intuito de aproximé-la dos resultados experimentais. Essa teoria ¢ conhecida
como Modelo Padrao Estendido (MPE). Posteriormente, abordaremos as flutua¢des de campo
do Bumblebee, que fazem parte do setor gravitacional do MPE e representam um exemplo de
modelo de gravidade modificada adotado nesta pesquisa. Por fim, aplicaremos esses conceitos

a diferentes cendrios gravitacionais, como cosmologia em mundos-brana e buracos negros.

2.1 Modelo Padrao Estendido (MPE)

Na fisica moderna, dois alicerces fundamentais sustentam nosso entendimento do
universo: a Mecanica Quantica (MQ) e a Teoria da Relatividade Geral (RG). Ambas sao cruciais
para compreender desde as interacdes mais elementares da matéria até a dinamica e origem do
cosmos. Embora tenham surgido praticamente na mesma €poca, esses dois pilares apresentam
principios distintos. O mundo quantico € intrinsecamente probabilistico, enquanto a RG é deter-
ministica. Entre as quatro interacdes fundamentais - eletromagnetismo, nuclear fraca, nuclear
forte e gravidade - apenas a gravidade carece de uma descri¢dao quantica fechada, conhecida
como gravidade quantica (GQ). Apesar das inimeras teorias propostas para essa quantizagao, a
falta de evidéncias empiricas persiste.

A falta de evidéncias empiricas para o comportamento quantico da gravidade pode
ser inicialmente justificada pela limitacdo tecnoldgica. Acredita-se que esse comportamento se
manifestaria na chamada escala de Planck, onde mp ~ 10~ 1°GeV . Essa escala estd muito além
da capacidade dos experimentos em altas energias realizados aqui na Terra. No entanto, a busca
por esse comportamento estd longe de ser encerrada. Existem abordagens para tentar detecta-lo
de maneira indireta, e é neste ponto que a violagdo de Lorentz assume relevancia.

A simetria de Lorentz é, inquestionavelmente, uma das simetrias mais fundamen-
tais na fisica moderna, governando a invariancia das leis fisicas sob transformacdes de espago-

tempo. Apesar disso, entre as décadas de 1960 e 1990, surgiu a questdo entre alguns fisicos
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sobre a possibilidade de quebrar essa simetria em algum regime de energia. Violagdes de sime-
trias na natureza sdao ocorréncias comuns € bem documentadas. O Mecanismo de Higgs, por
exemplo, € responsavel pela geracdo de massa para particulas elementares no Modelo Padrao
[45]. Outro exemplo € a violacdo da Paridade-Carga (CP), que foi experimentalmente observada
em 1964 [46]. Ao longo da histdria, varias violagdes similares foram identificadas.

Dessa forma, ndo € surpreendente considerar a possibilidade de violagdo da simetria
de Lorentz. Mas como isso poderia ocorrer? E, se ocorrer, como podemos detectar? Quais
seriam as implicacoes de tal violacdo? Essas sdo questdes cruciais que motivaram investigacoes
aprofundadas nesse campo

Foi precisamente com as teorias candidatas a gravitacdo quantica que a quebra da
simetria de Lorentz ganhou destaque. Modelos gravitacionais quanticos, indo além da Teoria da
Relatividade Geral (GR), sugerem a presenca de diversas “assinaturas reliquias”de efeitos gra-
vitacionais quanticos em baixas energias, resultando em desvios das previsoes da teoria padrao
(Modelo Padrao mais RG) em regimes especificos. Esses fendmenos emergentes, frequen-
temente agrupados sob o termo “fenomenologia da GQ”, incluem a violacdo da simetria de
Lorentz. Diversas teorias, como gravidade ndo-comutativa [47], gravidade de Hotava-Lifshitz
[48], Gravidade em Lacos [49], Relatividade Duplamente Especial [50], entre outras, introdu-
zem essa violagdo de maneiras distintas. Isso pode ocorrer devido ao tratamento diferenciado do
tempo e do espaco em diferentes intervalos de energia, a presenca de uma direcao preferencial
no espago-tempo, ou a introducdo de outros invariantes além da velocidade da luz.

Contudo, o foco desta tese estd nos modelos que introduzem a quebra espontanea
da simetria de Lorentz por meio de um campo tensorial com valor esperado no véacuo (VEV)
nao nulo, resultando em uma direcao preferencial. Denominamos essa violagdo como quebra
espontanea da simetria de Lorentz. Esse mecanismo foi inicialmente descrito em 1989, em um
artigo paradigmatico que fundamenta esse conceito nas Teorias de Cordas [51]. Se, no futuro,
detectarmos indicios de violacdo de Lorentz, isso seria uma forte indicacdo de um comporta-
mento quantico para a gravitagdo. A questdo que se coloca agora é: como podemos formular
uma teoria capaz de descrever desvios da simetria de Lorentz, ndo necessariamente na escala
de Planck?

Uma excelente candidata para essa teoria de campo efetiva € o chamado Modelo
Padrao Estendido (MPE) [52]. Este modelo introduz a violagdo de Lorentz de maneira inde-

pendente de qualquer teoria fundamental, embora tenha sido inicialmente inspirada por Teorias
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de Cordas [51]. Para assegurar a consisténcia com a fisica ja conhecida, o MPE deve incorpo-
rar o Modelo Padrdo das particulas e a Relatividade Geral, incluindo termos que conduzam a
violacdo de Lorentz. Adicionalmente, em 1991, demonstrou-se que além da quebra espontinea
da simetria de Lorentz ser possivel do ponto de vista do setor bosdnico da teoria de cordas, essa
violag@o também implicaria em uma quebra da simetria CPT [53].

Nos anos de 1997 e 1998, dois trabalhos fundamentais de Don Colladay e Alan
Kostelecky estabeleceram as bases iniciais do Padrao Estendido do Modelo minimo em um
espaco-tempo plano [52,54]. Esse framework forneceu uma estrutura tedrica para violagdes da
simetria de Lorentz em todo o espectro do Modelo Padrao de particulas, oferecendo insights
sobre os tipos de sinais que poderiam ser observados em futuras pesquisas experimentais. Em
2004, os termos dominantes com violacao da simetria de Lorentz no contexto de espago-tempo
curvo foram apresentados [55], completando, assim, o quadro do MPE minimo. O foco desta
parte da tese esta direcionado exclusivamente para o setor gravitacional do MPE

Antes de nos aprofundarmos na constru¢do do setor gravitacional do Modelo Padrao
Estendido (MPE), € crucial distinguir dois tipos de violacdo de simetria: a explicita e a es-
pontianea. A violacdo explicita € diretamente incorporada na lagrangiana do MPE, onde cada
termo que infringe a simetria de Lorentz € um escalar sob as transformacdes de Lorentz do
observador. Esses termos sao construidos através da contracio de operadores de campo padrao,
sendo acompanhados por coeficientes de controle denominados coeficientes de viola¢ao de Lo-
rentz. Devido a supressao pela escala de Planck, esses coeficientes tendem a ser pequenos.

Por outro lado, a quebra espontanea ocorre no nivel das equagdes do movimento.
Quando um campo tensorial adquire um valor esperado no vacuo (VEV) diferente de zero, ou
seja,

<Tuva.. >=1tuva.. (2.1)

esse VEV pode gerar uma direcdo preferencial no espaco-tempo. Em outras palavras, a la-
grangiana € um invariante de Lorentz, mas o vicuo deixa de ser neste contexto. A interagdao
desse VEV com a matéria ordindria pode deixar vestigios visiveis dessa violacao, tornando-se
objeto de busca em experimentos. Vale ressaltar que um resultado crucial, demonstrado por
Kostelecky em 2004, € que apenas a quebra espontanea da simetria de Lorentz € compativel
com as identidades de Bianchi [55]. Portanto, essa forma de quebra é adequada para imple-
mentar a violagdo no setor gravitacional. Embora ndo seja a tinica; podemos citar a geometria

de Finsler [56]. Dessa forma, dado nosso interesse exclusivo no setor gravitacional, focaremos
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especificamente na quebra da simetria de Lorentz gerada pela dindmica de um campo de fundo.

Um resultado de extrema relevancia relacionado a modelos que incorporam a que-
bra espontanea da simetria de Lorentz foi apresentado por Kostelecky. Utilizando o formalismo
do vierbein, ele demonstrou que esse processo também acarreta na quebra do difeomorfismo
[57]. Essa andlise sera detalhada a seguir..

Um objeto fundamental no formalismo € o vierbein ¢j;, que pode ser entendido
como fornecendo, em cada ponto da variedade espaco-tempo, uma ligagcdo entre os componen-
tes covariantes 7;yq.. de um campo tensorial em uma base de coordenadas e os correspondentes
componentes covariantes T, de um campo tensorial em um referencial local de Lorentz. Essa
ligacdo € estabelecida por

Tuva.. = ezel\?/efxTabc.,- (22)

O formalismo do vierbein permite o tratamento de ambos os tipos bésicos de transformagdes
do espaco-tempo relevantes para teorias da gravidade: transformacdes locais de Lorentz e dife-
omorfismos. Como? Primeiro, nds temos que diferenciar as duas transformagdes.

Considere um ponto P na variedade do espago-tempo. As transformacdes locais
de Lorentz em P agem sobre os componentes tensoriais 7. por meio de uma matriz de
transformacdo A?, aplicada a cada indice. Em contraste, um difeomorfismo ¢ um mapeamento
de P para outro ponto Q na variedade do espaco-tempo, com um mapeamento associado de
tensores em P para tensores em Q. O puxamento de um tensor transformado em Q para P difere
do tensor original em P. Portanto, torna-se evidente que, se localmente a simetria de Lorentz €
violada, ou seja, < Ty ># 0, entdo da Eq. (2.2) < Tyyy ># 0, uma vez que < ey ® >= 6,%.
Assim, a quebra espontanea e local da simetria de Lorentz induz uma violagdo espontanea da
simetria de difeomorfismo também.

No contexto da violagdo de Lorentz, € essencial distinguir entre as transformacoes
de observadores e as transformacdes de particulas. As transformacdes de observadores referem-
se as mudangas de coordenadas e tempo entre sistemas de referéncia inerciais diferentes, mantendo-
se a posicdo e o tempo das particulas inalterados. Essas transformacdes sdo fundamentais
para preservar a consisténcia das leis da fisica em diferentes referenciais. Por outro lado,
as transformacdes de particulas estdo relacionadas as propriedades intrinsecas das particulas,
como suas energias € momentos. Em cendrios de violacdo de Lorentz, as transformagdes
de observadores podem permanecer inalteradas, preservando a invaridncia de Lorentz para

observacdes macroscopicas, enquanto as transformacdes de particulas podem ser afetadas, in-
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troduzindo modificagdes nos valores das energias ou momentos das particulas. Essa distin¢ao é
crucial para compreender como a viola¢ao de Lorentz pode se manifestar em diferentes escalas,
desde observagdes macroscOpicas até propriedades fundamentais das particulas no nivel mi-
croscopico. Para uma abordagem bastante pedagdgica sobre essas transformagdes no contexto
da violacdo de Lorentz, veja a Ref.[58].

Dentre os campos tensoriais que quebram espontaneamente a simetria de Lorentz, o
mais simples € vetorial. Portanto, foram estabelecidos modelos no dmbito da teoria de campos
efetivos que englobavam campos gravitacionais € um campo vetorial B, com um valor de vacuo
nao nulo,

< By >=by. (2.3)

Esses modelos ficaram conhecidos como modelos de Bumblebee !. Podemos construir a den-
sidade lagrangiana do setor puramente gravitacional do MPE com o campo de Bumblebee da

seguinte forma [55]:

1 1 1 1
& =——(R—2A)— 0o~ ByyB"' + 0y =Dy ByD"B" + 03 =D, B" D B"
+ BiBuB" R+ B2B*BY Ryy — V (BuB" Fb*) + L, (2.4)

onde .Z;, € o termo de matéria e o primeiro termo € justamente o termo de Einstein-Hilbert com
constante cosmoldgica. Os termos com as constantes ¢ e 3 sdo os possiveis termos cinéticos
e termos com acoplamento ndo-minimo com a gravidade, respectivamente. N6s definimos que
By = dyBy — dyBy. O potencial V tem um minimo com respeito ao seu argumento e ¢ vincu-
lado a ser zero quando

ByB* Fb* =0, (2.5)

onde definimos e assumimos que
byb* = £b* = const. > 0 (2.6)

O sinal dessa constante depende da natureza do VEV, podendo ser do tipo-espago (positivo),
tipo-tempo (negativo) e nulo. Note que condicao (2.5) € satisfeita quando tomamos a Eq. (2.6).
Além disso, a forma do potencial pode ser escolhida de diversas maneiras. Como exemplo,

temos o potencial com multiplicador de Lagrange estudado em [60]. No entanto, o exemplo

10 termo “modelo do Bumblebee”, proposto por Kostelecky [59], é inspirado em um inseto cuja habilidade
de voo por vezes foi questionada em termos tedricos, mas que, no entanto, demonstra a capacidade de voar com
sucesso.
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que iremos explorar mais adiante é um potencial quadratico suave. Esse formato possui carac-
teristicas bastante especiais, CoOmo veremos.

Antes de estudar as consequéncias fisica para um potencial quadratico suave, nos
iremos definir uma densidade lagrangiana que nos servird como base. Essa densidade é dada
pelo chamado modelo Kostelecky-Samuel (KS) obtido quando oy = lex =3 =1 =, =
B3 = 0 na Eq. (2.4), portanto temos que

1 1
Lks = @(R —2A) — ZBWB”" —~V(ByB* ¥b*) + %, (2.7)

Tanto a lagrangiana mais geral (2.4) quanto a lagrangiana KS (2.14) sdo invariantes sob as
transformacodes de Lorentz locais e difeomorfismos. A viola¢do ocorre quando um campo de
fundo fixado adquire um valor de vacuo nao nulo em um referencial de Lorentz local, desenca-
deando a quebra espontanea.

Como serd evidenciado posteriormente, o modelo (2.14), com uma escolha apro-
priada de potencial, pode gerar modos de Nambu-Goldstone ndao massivos € modos massivos.
No entanto, € relevante mencionar que existem varias solugdes na literatura para diferentes
configuracoes das escolhidas para obter a lagrangiana KS (2.14). Uma das configuragdes mais
comuns introduz o acoplamento ndo-minimo B*BYR,, . Considerando apenas as correcoes
devido ao VEV, solug¢des foram encontradas para buracos negros [61-63], buracos de minhoca
[64], e solucdes cosmoldgicas [65]. Além disso, solugdes foram encontradas com campos que

sdo tensoriais antissimétricos, em vez de campos vetoriais, como discutido em [66].

2.2 Flutuacoes de campo Bumblebee

E amplamente reconhecido na literatura que a quebra espontinea da simetria re-
sulta no surgimento de modos de campos. Esse fendmeno € particularmente evidente no Mo-
delo Padrao das particulas, onde a quebra de simetrias internas ocorre de maneira proeminente.
Um exemplo notdvel ocorre na quebra espontanea da simetria interna global, resultando no
surgimento de um ou mais modos nao massivos de Nambu-Goldstone [67,68]. Em contraste,
quando a simetria € local, emerge a presenca de modos massivos, um fendmeno elucidado pelo
bem-conhecido Mecanismo de Higgs [69]. Tanto o modo ndo massivo quanto 0 massivo, a
quebra espontdanea de simetria geralmente é motivada pelo termo potencial na densidade de
Lagrange. A configuracdo do campo de vacuo se encontra no minimo Vy de V. Os modos

de Nambu-Goldstone sem massa podem ser interpretados como as excitagdes do campo em
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torno do véacuo, preservando o valor V,. Por outro lado, em muitos casos de potenciais, sur-
gem excitacoes adicionais associadas a valores diferentes de V. Essas excitacdes, comumente
denominadas modos de Higgs, representam modos massivos suplementares que se distinguem
de quaisquer campos de calibre massivos. Portanto, os modos massivos (Higgs) sdo excitacdes
que nao se mantém no minimo do potencial. Nesse contexto, 0s modos massivos sao ortogonais
as excitacoes de Nambu-Goldstone. Agora, surge a indagagdo: caso optemos por quebrar sime-
trias externas, como a simetria de Lorentz, em vez de simetrias internas de forma esponténea,
esses mesmos modos poderiam emergir?

A resposta para essa pergunta € afirmativa! Em primeiro lugar, foi demonstrado em
2005 que ha modos de Nambu-Goldstone que emergem da quebra espontanea da simetria local
de Lorentz. Além disso, ficou evidenciado que esses modos estdo intrinsecamente relacionados
tanto a geometria do espaco-tempo quanto a dinamica do campo tensorial, desencadeando a
violacdo espontinea das simetrias locais de Lorentz e do difeomorfismo [57]. A propagacdo,
ou seja, a dinamica desse modo ndo massivo, depende da lagrangiana adotada. No caso de
interesse, isto é, a lagrangiana KS (2.14), é possivel demonstrar que os inicos modos de Nambu-
Goldstone que se propagam sao dois modos transversais sem massa, apresentando propriedades
andlogas as do féton em um calibre axial [70].

A producdo de modos tipo-Higgs por meio da quebra espontinea da simetria de
Lorentz ndo ¢ tao direta quanto a geracdo dos modos nao massivos. Essa complexidade advém
do fato de que, na Relatividade Geral, com quebra espontanea de Lorentz, reconhece-se que
um mecanismo de Higgs convencional ndo pode atribuir massa ao graviton. Isso ocorre devido
ao andlogo do termo de massa do Higgs usual, que incorpora derivadas da métrica [71]. No
entanto, podemos construir mecanismos gravitacionais de geracao de massa com violagao de
Lorentz, porém distintos do Mecanismo de Higgs convencional [69] e do gravitacional sem
violagdo de Lorentz [72]. Podemos citar o Mecanismo de Higgs de Lorentz, onde usando
vierbein € possivel mostrar que quando o modo de Nambu-Goldstone desempenha o papel de
uma componente extra da conexdo de spin, alguns componentes da conexao de spin adquirem
massa através das derivadas covariantes [57]. Outro exemplo, que serd escolhido nesta tese para
a geracao de massa, é o chamado Mecanismo de Higgs Alternativo, introduzido em [70].

Este mecanismo gravitacional de geracao de massa difere do mecanismo de Higgs
convencional. Isso ocorre porque, no padrao estabelecido por Higgs, o potencial sem derivadas

ndo inclui o préprio campo de calibre, o que impede que o potencial contribua diretamente



47

para a geracdo de massa do campo de calibre. O ponto crucial aqui € garantir que o potencial
inclua tanto o campo vetorial quanto a métrica. Nesse caso, podemos aplicar isso no contexto da
violagdo espontanea de Lorentz e difeomorfismo de maneira simples, assumindo que o potencial

seja quadratico suave da seguinte maneira:
A 22

onde A é uma constante de acoplamento que mede a “for¢ca”da viola¢do de Lorentz. Note que
a métrica também estd presente neste potencial, pois ByB* = g"VB,By. Neste caso, o valor
de vicuo by é uma solugdo de V =V’ =0, onde o’ ¢ a derivada em relagdo ao argumento do
potencial, ou seja, X = ByB* F b2
Agora, vamos explorar as excitacdes dos campos. Para fazer isso, estudaremos
essas excitacdes em torno da solugdo de vacuo by e, a partir disso, classificaremos essas
excitacdes. Os dois principais tipos de excitagdes que abordaremos aqui sdo: os modos de
Nambu-Goldstone e 0 modo massivo. Os primeiros sao gerados pela acdo virtual dos geradores
quebrados de Lorentz e difeomorfismo no vacuo da violacao da simetria. Além disso, eles pre-
servam a condi¢do de viacuo V =0 e V'’ = 0. Por outro lado, os modos massivos sdo excitagdes
para as quais a quebra de simetria gera termos de massa quadratica, com X # 0 e potencial di-
ferente de zero, V # 0 e V' # 0. Para ver isso na prética vamos adotar a seguinte decomposi¢ao
proposta em Ref.[70], dada por
By = by + xu (2.9)

onde x representa as excitacdes do campo de Bumblebee em torno do valor do viacuo e que

podem ser decompostas em
Xu = Ay + Bby, (2.10)

onde A u € 0o modo transversal e 8 Z’u € o modo longitudinal (todos em relagdo a campo de fundo

by). N6s podemos definir isso de uma maneira mais formal através dos operadores de proje¢ao

| _ buby
P, = 2.11
v = 2.11)
byb
Lo_ uby

Pl = guv — Sahe (2.12)
onde nés temos que A o= P”Lv x'epP l;ﬂ = P)le x". Como consequéncia, nés temos que A ubt =0
- por esse motivo chamamos esse modo de transversal -, e mais Bu@“ = F1, onde lsu = —5;»2.

Finalmente, podemos substituir a expansao (2.9) no potencial (2.8), e se nds considerarmos até



48
o termo quadratico em f3, nés encontramos que
V & 41[(b%q)B)?, (2.13)

ie., V(X)#0e V' #£0, portanto o modo longitudinal é o nosso modo massivo! Além disso,
entre todas as excitagdes, apenas o modo longitudinal 8 do campo de Bumblebee € invariante
tanto sob difeomorfismos de particulas quanto sob transformacdes locais de Lorentz. E, por-
tanto, um grau de liberdade fisico em qualquer calibre. Isso serd um fato importante, pois,
como veremos, a teoria KS pode ser uma candidata a eletrodindmica em um calibre axial, como

mostrado na Ref.[70] .
2.2.1 Modelo Einstein-Bumblebee com Mecanismo de Higgs Alternativo

O modelo que vamos explorar no restante da parte II dessa tese é descrito pela
seguinte acao
Sks = / d*x/—g {2—’1@(1% —2A) — %BNVBNV - %(B“B“ Fb2)?| 4 S (2.14)
onde \/—g é o determinante da métrica e k? = 87G. Vamos obter as equacdes do movimento
para esta acdo e, posteriormente, vamos substituir a decomposicao (2.9) nela, com o objetivo
de analisar as flutuacdes de Bumblebee em espago-tempo curvo. Variando (2.14) em relagdo a
métrica, nds obtemos que

Guy — Aguv = KTy (2.15)

onde Gy € o tensor de Einstein dado por (1.47) e T,y € o tensor energia-momento dado por

Tuv = Ty + Ty (2.16)
onde
1
va =By *Bya — ZguvBaoBaG (2.17)
€
Ty = —Vguv+2V'ByB,. (2.18)

Por outro lado, se nds variarmos agora (2.14) em relacdo ao campo de Bumblebee nds obtemos
que

DyB"* =J§ (2.19)
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onde Jg surge da autointeracao do Bumblebee e ¢ dada por
Jg =2V'B*. (2.20)
Além disso, a antissimetria do campo de for¢a de bumblebee B,y implica uma lei de conservagao:
DyJy =0. (2.21)

Antes de explorarmos as flutuagdes do Bumblebee em espago-tempo curvo, preci-
samos abordar um desafio prévio: como definir o VEV b, em um ambiente de espago-tempo
curvo? Ao contrario do espago-tempo plano, que nos permite estabelecer um VEV constante,
duby = 0 (consulte a Figura 4), a curvatura impde restri¢des ao VEV de b,. De fato, a suposi¢io
de um VEV covariante constante, ou seja, Dby = 0, resulta na restrigio b, R* vep =0 (vejaa
Figura 5)?. Essa restri¢do implica que a curvatura desaparece na dire¢iio do vetor de fundo.

Adotar uma definicdo de VEV menos restritiva, supondo que a norma do VEV

b* = g"Vbyby é constante, leva a seguinte condi¢do no VEV:
(DybH )by, = 0. (2.22)

Portanto, daqui em diante, adotaremos essa restri¢io da norma b? constante, conforme expresso
na Equacio (2.6).

Substituindo a decomposic¢do (2.9) na Eq.(2.19), encontramos que
Ox” —DY(Dux") =Ry x° +Dyb*¥ =~ 4A(x*by)bY, (2.23)

Onde buv — a‘ubv - a\/b’u € X/JV - a/JXV - a\/x’u. Além diSSO temos que |:| - DIJD’u - g,UVD/JDV
€ o operador D’ Alembertiano. Podemos fazer a mesma substitui¢ao no tensor energia-momento
(2.16), assim temos que
o o o 1 oo 1 oo
Tuv ~ bu bva + b{u %V}Oﬂ + x‘u XV(X - Zg‘uvb(xob - Eg‘uvb(xgx (2.24)
1
— Zg[.LVX(XO'XaG — 22; (baxa)zguv + 42« (ba%a)b‘ubv ‘I’ 82;« (ba%a)b‘u%v,
onde descartamos os termos de terceira ordem nas flutuacdes ). Além isso, € importante no-

tar que para a solugdo de vacuo, ou seja, By = by a Eq. (2.19) é dado por D,b*Y = 0, pois

2Em ambas as figuras, as equacdes sdo apresentadas com indices latinos maitdsculos, estendendo nossa anlise
para modelos com dimensdes extras, como os de Randall-Sundrum. Essa escolha € feita porque uma das aplica¢des
desta parte da tese esté relacionada a modelos de branas.
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Figura 4: O campo de fundo by, definido globalmente em um espago-tempo de Minkowski My.

orbri=0

Fonte: elaborado pelo autor.

temos um minimo do potencial, V' = 0, para a solugdo de vdcuo. Mas, como mostrado na
Eq.(2.23), quando assumimos flutuacdes em torno do valor do vacuo, esta equacdo de movi-
mento ¢ modificada pelas flutuacdes. O préximo passo consiste em assumir a decomposi¢cao
(2.10) na equacdo acima e estudar os modos transversais (Nambu-Goldstone ndo massivos) e
modos longitudinais (massivos) em um espago-tempo de fundo curvo. Esta tarefa, nada trivial,
envolve tentar desacoplar esses modos.

Usando a decomposi¢ao (2.10) e as condigdes (2.6) e A“bu =0, a equacao de mo-

vimento para o modo longitudinal 8 é dado por

(OB) (B by) — [Ry B by — (Db )bk +4A (4 by) (b¥by)|B ~
(Dyb*Y)by + by [D* (DyAY)] + R *A%by +2(DyA*)(DVby,)
+A*(DVDyby,), (2.25)

enquanto o modo transversal A, € governado por

0AY —DYDyA* —Ry VAH ~ [4A(b"by)bY — R, YHH]B

+ DO(BbY)+Dyb*" . (2.26)
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Figura 5: O campo de fundo by, em geral, nao pode ser definido globalmente em um
espago-tempo de curvo.

Dn bm X0

(Em geral)

Fonte: elaborado pelo autor.

Além desse conjunto de equacdes, a Eq.(2.21) de conservacdo gera um vinculo adicional para
0 modo massivo dada por

Dy (Bb*) ~0. (2.27)

Ao contrario do espago-tempo de Minkowski [70], em um espaco-tempo geral, ndo
€ possivel desacoplar os modos longitudinal e transversal. Essa limitagdao surge devido a natu-
reza curva do espago-tempo, resultando em um Valor Esperado no Vacuo (VEV) varidvel e em
novos acoplamentos entre as flutuacdes e o tensor de curvatura. No entanto, como discutiremos
na proxima secao, ao impor certas simetrias no espaco-tempo e selecionar VEVs que preservam

essas simetrias, € possivel alcancar a desacoplacdo desses modos.

2.3 Aplicacoes com excitacoes de Bumblebee

Nesta secdo, exploraremos diversas aplicacdes envolvendo as excitagdes de Bum-
blebee, considerando a presenca dessas flutuagoes e do Valor Esperado no Vécuo (VEV) b,
em um espago-tempo curvo. Assim, adotaremos a condi¢do (2.6) para o VEV e as Eqgs (2.25),
(2.26) e (2.27) para as flutuacdes. No entanto, € importante destacar que, devido a curvatura,

esses modos estdo intrinsecamente acoplados. Superar esse desafio se torna possivel em deter-



52

minadas configura¢des de vacuo e simetrias do espagco-tempo, conforme demonstraremos nos
exemplos a seguir. Desta forma, o proposito inicial desta se¢ao da tese € compreender como a
geometria modifica a dindmica das flutuagdes e, posteriormente, explorar como essas flutuacoes

influenciam a geometria do espago-tempo.
2.3.1 Excitacdes de Bumblebee em cosmologia de mundo-branas

Esta primeira aplicagdo € baseada no artigo [73]. Nesta primeira aplicacdo, aborda-
remos a influéncia da curvatura e da dimensdo extra na propagagdo das excitacdes de Bumble-
bee, considerando a métrica (2.102). Em outras palavras, examinaremos como os modelos de
Randall-Sundrum afetam a dinamica dos modos de Bumblebee e, além disso, investigaremos
como a presenc¢a de uma brana cosmoldgica e a expansdo do universo impactam esses modos.

A acgdo que exploraremos é andloga a apresentada em (2.14). No entanto, como
estaremos fixando a geometria, ndo incluiremos o termo de Einstein-Hilbert; em outras palavras,
nao estaremos interessados no backreaction, ou seja, ndo investigaremos como as flutuacoes de
Bumblebee afetam a geometria. Além disso, substituiremos os indices gregos por indices latinos
maidsculos, uma vez que estamos introduzindo uma dimensao extra. Assim, podemos definir o
modelo KS em 5D da seguinte maneira:

o A
Sks = / d’x\/—g { — ZBMNBMN — E(BMBM +b%)?|, (2.28)

onde \/—g é o determinante da métrica no espago-tempo de 5 dimensdes, cujo intervalo é
ds% = gyvdxMdx" . Para manter a dimensdo de massa do campo Bumblebee igual a um, intro-
duzimos a constante o também com dimensao de massa igual a um, cujos detalhes discutiremos
posteriormente.

Para investigar os efeitos da curvatura do espaco-tempo e das dimensdes extras no

campo Bumblebee, adotamos uma geometria especial de dobra da forma:
dst=eYds?, . +dy?, (2.29)

onde e 2% ¢ o fator de dobra do modelo de Randall-Sundrum (RS), que depende apenas da
dimensao extra y. Na verdade, é a mesma métrica ja introduzida na parte I dessa tese, veja a Eq.
(2.102). A constante ¢ tem dimensao de massa e esta relacionada a curvatura do bulk [30]. Para

um 3-brana plana, ou seja, a’sir ne = Muvdx*dx¥, essa métrica um espago-tempo anti-de Sitter,
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AdSs, que em coordenadas conformes tem a forma de
» P 2
dss = Z—z(nuvdx“dxv +dz°), (2.30)
onde / =1/c é oraio de AdS e
s 231)

O espaco-tempo anti-de Sitter € uma solugcdo das equacgoes de Einstein com constante cos-
moldgica negrativa da forma Ryy — 1 /2Rgpn + Aogun = 0, com Ag = —6¢2. E nesse espago-
tempo de fundo simétrico que estudamos o comportamento das flutuacdes do Bumblebee.
Vamos primeiro analisar os efeitos da acdo efetiva da curvatura do espago-tempo
extra na dimensdo 3 + 1 e as correspondentes constantes efetivas A € . Suponha que o campo
Bumblebee e sua expectativa de valor no vacuo (VEV) tenham uma dependéncia na dimensao
extra conforme z, da seguinte forma: By, = By (x*)Y(z) € byy = bys(x*)¥(z). Assim, a condicio
do VEV (2.6) leva a:
by = (1/2)by (x*) (2.32)

onde by b = b? é constante em relacdo 2 métrica plana de 5-dimensdes do tipo Minkowski
NundxMdxN = Nuvdxtdx’ + dz*. Supondo que o campo Bumblebee decai conforme o VEV
by, obtemos By = (1/2) By (x*).

Vamos agora considerar duas 3-branas paralelas e fixas, uma na origem e outra em
y = L, o conhecido modelo RS-I [30]. Para by = (1/2)by(x*) e By = (1/2)By(x*), o termo

potencial é dada por

1 ~ ~
Sv=—3 / dyke™ / d*xv/=ga("'BuBy +b°)*. (2.33)

Portanto, podemos definir uma constante de acoplamento auto-interagente dependente de y,
A(y), como
Ay) = de . (2.34)

Veja a Fig. (6).

Para uma dada 3-brana, yy € fixo e, portanto, A(yp) é a constante de acoplamento
nessa 3-brana. Assim, a curvatura AdSs no modelo RS I resulta em uma supressdo exponencial
da constante de auto-interacdo do Bumblebee entre a 3-brana em y =0 e em y = L. Dessa
forma, a curvatura do bulk reduz os efeitos da violacdo de Lorentz na 3-brana localizada em

y=L
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Figura 6: Constante de acoplamento em fun¢@o da dimensao extra no modelo RS-I

AdSs

y=0 y=L

Fonte: elaborado pelo autor.

Realizando a reducao dimensional no termo cinético, obtemos

1

SK:—Z

(e 2 dy) / d*xB"V B,y (2.35)
Portanto, o tem a seguinte dependéncia ao longo da dimensao extra
a(y) = ae 2. (2.36)

Portanto, a curvatura AdSs reduz os efeitos da dinimica do Bumblebee na brana visivel em
y = L tanto nos termos cinéticos quanto nos potenciais.

Outro cenario curvo com dimensao extra é fornecido pelo modelo RS II, no qual
ha apenas uma 3-brana na origem [31]. Integrando o termo potencial 5-D na dimenséo extra,

obtemos

P .
Sy=—5 [ ey / d*xy/=ga(M"VB By £ 7). (237)
0

Assim, a constante efetiva de acoplamento (3 + 1) na 3-brana fina na origem é dada por

1
Refr = 52 (2.38)

Como ¢ tem dimensao de massa um, para uma constante de acoplamento auto-interagente do

Bumblebee de cinco dimensdes A com dimensio de massa um, entiao leff ¢ uma constante
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adimensional. Para o «, integrando o termo cinético ao longo da dimensao extra, obtemos
Sk = —2a / (e dy) / d*xB"YByy. (2.39)

0
Portanto, a relagdo entre o o de cinco dimensdes € o o, de quatro dimensdes € dada por
(04

Oloff = —. 2.40
eff = 5 (2.40)
Mais uma vez, o s efetivo na brana € adimensional e ndo depende do comprimento da di-
mensao extra, mas da curvatura do espaco-tempo AdSs. Um resultado de reducdo dimensional

semelhante aparece no modelo original RS II para a constante gravitacional e a escala eletro-

fraca [31].
* Flutuacoes de Bumblebee em cosmologia de branas

Agora, vamos analisar como as flutua¢des do Bumblebee se propagam na 3-brana e ao longo da
dimensao extra. Como mencionado anteriormente, os modos transversais e longitudinais estao
fortemente acoplados devido a curvatura do espaco-tempo. No entanto, como demonstraremos
a seguir, ao assumir espacos-tempo com determinadas simetrias e fazer escolhas apropriadas
para VEV by, podemos desacoplar esses modos. Para iniciar, consideramos uma 3-brana FRW

imersa em um bulk AdSs, descrita por
ds* = e 2V (—dt* + a(t)*dx'dx;) +dy*, (2.41)

onde a(t) é o fator de escalae i =1,2,3.
Considere um VEV de natureza espacial apontando ao longo da dimensdo extra.
Entdo, em coordenadas conforme, by; possui apenas uma quinta componente nao nula na forma

by = (0,0,b (5)), (242)

<

onde b é uma constante que surge da condi¢io de norma constante (2.6). A escolha de VEV
em (2.42) resulta em uma for¢a de campo nula, ou seja, by;y = 0. Além disso, essa escolha de
VEV restringe o modo transversal AM 3 3_brana, ou seja, A* =0, uma vez que AMpyr =0

Vamos realizar a decomposi¢do Kaluza-Klein (KK) para o modo transversal na
forma

Ap(x,2) = Ay ()T (2). (2.43)
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Da Eq. (2.26), a dependéncia da brana para o modo transversal A u satisfaz
1
vV —84

enquanto a dependéncia da dimensao extra € regida por

O (v/—gagh%g"* Fpp) = m*AY, (2.44)

1
I — I +m’T =0, (2.45)
Z

onde F, 3 = duAj; — 93 Aq € m é uma constante chamada massa KK.

A solucdo da Eq. (2.45) é dada pelas fungdes de Bessel de primeira e segunda
espécie, respectivamente, como I'(z) = I'yzJ; (mz) + I'22Y; (mz), onde I'| 5 sdo constantes. As-
sim, similar ao campo vetor de calibre, o modo transversal de Bumblebee adquire massa devido
a reducao dimensional [74].

Para o modo sem massa, ou seja, para m”> = 0, a Eq. (2.45) leva a uma solugio

I'(z) =To+ %zz, (2.46)

onde I'y e ¢ sdo constantes. Além disso, observe que I'(z) cresce com z, enquanto A u satisfaz
DuF MV = 0. Portanto, o modo transversal de Bumblebee se propaga livremente na 3-brana
e ao longo da dimensdo extra. Similarmente ao campo de calibre de Maxwell, é necessaria
uma interacao adicional, fornecida pelo campo dilaton, para aprisionar o modo transversal de
Bumblebee na brana [74].

Para o modo longitudinal, ao assumir a decomposicao KK

B(x,2) = B(x)Y(2), (2.47)
a Eq. (2.25) simplifica para
4 ~ A ~ ~ ~ ~ A
{ DiD*Y + (1_2 + b4Db4) Y} B+ {D”D“ B +47Lb2ﬁ] Y =byD*DyA*.  (2.48)
Considerando a lei de conservagdo Eq. (2.27) para o caso tipo-espaco, encontramos que
bp

s ((l/z)4Y> —o, (2.49)

ou seja, a solugdo é dada por Y(z) = Yo (z/I)*, onde Y é uma constante. Substituindo Y(z) na

equagdo acima, encontramos que

DyD*B + 4053 = Yo(1/2)* T D, AH. (2.50)
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Note que o primeiro termo da Eq. (2.48), que carrega a dependéncia com a dimensao extra, se
anula devido a Eq. (2.49). Além disso, a massa KK do modo transversal acopla Au a B Para
o modo transversal sem massa, m* = 0, e considerando que o campo I se anula no infinito, ou
seja, I' = I’y = const., os modos transversal e longitudinal se desacoplam, recuperando assim
a simetria U(1). Outro ponto importante que precisamos enfatizar a partir da Eq. (2.50) € que,
devido a lei de conservacdo de corrente (2.49), o modo longitudinal no caso tipo-espaco nao
gerou torres de Kaluza-Klein. Uma andlise das torres de KK na presenca de campos éter que
violam Lorentz no espago-tempo com dimensdes extras foi feita em Ref. [75].
Finalmente, vamos explorar os efeitos da expansao cosmoldgica da brana na dindmica

do modo massivo. Assumindo que B = E (t) em m> =0, a Eq. (2.50) leva a
B+3HB + 405 B ~0, 2.51)

onde o ponto representa a derivada em relacdo ao tempoe H = % ¢ o fator de Hubble. Podemos
ver novamente que os termos da parte cinética de 3 que dependem de z se anulam com os termos
de massa devido a restri¢ao (2.49). Note também que a expansao cosmologica produz um termo

H

dissipativo proporcional a 3H. Para uma fase acelerada de Sitter, ou seja, a(t) o< ¢, a solugdo

da equacdo (2.51) é dada por

. -1 (3H0+\/9H§—167L132)t

B = Boe (2.52)

onde By e Hy sido constantes. Supondo Hy ~ 10'°GeV (era da inflagdo), o modo longitudinal de-
cai em um tempo de amortecimento Az = 10~19(GeV)~!, correspondendo a um tempo césmico
de cerca de 10738 segundos. Para m? = Ab* ~ Hg, o modo longitudinal tem a mesma ordem
de grandeza que a escala GUT? e decai exponencialmente no tempo. Para m% << Hg, B decai
exponencialmente. Por outro lado, para m?B > %Hg, o modo massivo exibe uma oscilagdo

amortecida com frequéncia wg = 16mf3 —9H3.
Principais Resultados

Assumindo duas 3-branas finas paralelas incorporadas em um volume AdS5 (mo-
delo RS-I), o espago-tempo curvo leva a uma supressdo exponencial da constante de acopla-
mento auto-interagente A entre as branas e o VEV do Bumblebee by, também decai com a

dimensao extra. Portanto, a curvatura de AdSs no modelo RS-I pode explicar os efeitos de

3Grand Unified Theory, inglés.
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violacdo de Lorentz ainda ndo observados como resultado da supressao ao longo da dimensao
extra. O parametro &, que foi incluido para manter o campo Bumblebee com dimensdo de
massa um, acaba sendo equivalente a uma configura¢ao especifica de campo dilaton. Uma vez
que o campo dilaton surge devido a simetria conforme da superficie do mundo de corda; uma
extensdo do presente trabalho analisando a possivel invaridncia conforme e suas respectivas
acoplagens ao campo Bumblebee parece promissora.

Também estudamos a propagacao das flutuagdes do campo Bumblebee )y = By —
by sobre o VEV by;. Ao assumir o VEV by ao longo da quinta dimensao, o modo transversal
Apy ndo tem componente na dimensao extra. Ao contrario do campo Bumblebee no espacgo-
tempo plano [70], a curvatura e o VEV varidvel by, tornam o modo NG transversal Ay; € 0s mo-
dos longitudinais 3 altamente acoplados. Assumindo a decomposicdo de Kaluza-Klein (KK)
para os modos, encontramos uma torre de massas KK para o modo transversal. O modo longi-
tudinal adquiriu apenas uma massa que viola a Lorentz, m%; = Ab?, pois a lei de conservacio de
corrente impede que 3 adquira massas KK.

Ao longo da 3-brana fina, a evolucdo cosmoldgica da brana também modificou a
propagacdo do modo longitudinal. Ao assumir uma 3-brana FRW incorporada no bulk AdSs, a
curvatura da brana devido a expansdo cosmoldgica leva a um termo dissipativo proporcional a
constante de Hubble H = d/a. Para uma expansio acelerada de de Sitter, a taxa de decaimento
temporal é proporcional a 1/Hp. Assim, a expansdo cdsmica suprime o modo longitudinal f3,
deixando apenas o0 modo NG Ay, em tempos tardios. Portanto, se a violagdo espontinea da
simetria de Lorentz ocorreu no inicio do universo, o periodo inflaciondrio pode ter suprimido
fortemente os efeitos do modo longitudinal. Assim, essa supressdo cosmoldgica pode explicar
o modo longitudinal ainda ndo ser observado. Este resultado sugere uma andlise adicional dos

efeitos combinados de flutuagdes Bumblebee, gravidade e matéria no inicio do universo.
2.3.2 Solugoes de buracos negros em um modelo Einstein-Bumblebee-Dilaton

A segunda aplicagao das excitagdes de Bumblebee é contextualizada no estudo de
solucdes de buracos negros, conforme detalhado na Ref. [76]. O objetivo central deste estudo
¢ investigar os efeitos do acoplamento do campo escalar dilaton ao campo Bumblebee em um
espaco-tempo caracterizado por simetria estdtica e simetria esfericamente simétrica.

Diferentemente da abordagem anterior, agora estamos tratando o problema de forma
mais abrangente. Nao nos limitamos a examinar apenas como o espaco-tempo curvo influen-

cia a dindmica das flutuacdes, mas também exploramos como essas flutuagdes modificam a
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geometria do buraco negro em questao.

O modelo que adotaremos € definido pela seguinte agao:

o209 2,029

Sks = /d4x\/—_g [2—11@ (R - %(3@2) ~ B" By —

(B*B, —b*)?|.  (2.53)

A principal inovacao na acao dada pela Eq. (2.53) reside na presenca do campo escalar sem
massa ¢, também conhecido como dilaton. O acoplamento do dilaton introduz uma espécie
de amortecimento na dinAmica do campo Bumblebee. Embora a interacdo do dilaton no mo-
delo Einstein-Maxwell-escalar tenha sido extensivamente estudada [77-79], nosso foco aqui €
estender essas andlises para o campo Bumblebee e suas flutuagdes associadas.

E importante notar que a acdo apresentada na Eq. (2.53) pode ser formalmente
derivada por meio da redu¢do dimensional de Kaluza-Klein, um procedimento detalhado no
apéndice (A). Vale ressaltar que na acdo ndo ha termos de acoplamento ndo minimal do tipo
BHBYR,y. Consequentemente, as andlises e resultados apresentados neste estudo diferem sig-
nificativamente daqueles encontrados na Ref. [80].

Como mostrado por Ref.[73], os modos longitudinal e transversal estdo altamente
acoplados em espacos-tempo curvos em geral. No entanto, € possivel simplificar a andlise
para espagos-tempo com certas simetrias. Portanto, vamos assumir um espago-tempo estético e
esfericamente simétrico na forma

2

dr

2 r(P\df?
ds® = —f( )dt+f(r)

+R(r)?dQ3 (2.54)

onde dQ3 = r2d6? + r?sin®> 0d 2.

Supondo que o VEV tenha uma dire¢do preferencial apenas na dire¢do radial, é
facil mostrar que a inica componente nao nula do VEV depende apenas da coordenada radial,
ou seja, temos que by = 8[“17\,] = 0. Além disso, temos que A” = 0, devido & decomposicio
b“A“ = 0. Considerando tudo isso, substituimos a decomposicao (2.10) na a¢do (2.53) e assu-
mimos o espago-tempo (2.54). Isso nos leva a seguinte acdo linearizada em relacdo as flutuacdes
do Bumblebee

Q20 )y o
FyyFRY —2Ap2B3e200) | (2.55)

Sis = [ atx/=g| 3 (R 300007 ) -

E relevante mencionar que ndo hd termo cinético para o modo longitudinal B. Isso se deve
precisamente a escolha do VEV e a simetria estética e esférica do espaco-tempo [73]. Portanto,

o B = By é uma constante nessa configuragdo. Esse resultado concorda com o fato de que, em
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espacos-tempo planos, o modo longitudinal 8 nédo se propaga.

A acdo na Eq.(2.55) se assemelha a acao Einstein-Maxwell-dilaton com um termo
de constante cosmoldgica A = lbzﬁg. Esse termo de constante cosmoldgica também € amor-
tecido pela interagdo com o dilaton. Portanto, o modo transversal do Bumblebee A” ¢ seme-
lhante ao campo de calibre e 0 modo longitudinal B fornece uma fonte para uma constante
cosmoldgica. Através dessa identificacdo, podemos calcular um limite superior para o modo
massivo nao dindmico fy em d = 4. Combinando o limite superior estabelecido por Ref. [80]
no teste cldssico de atraso de tempo da luz para o pardmetro Ab> ~ 10! com a avaliacio
experimental da constante cosmoldgica ¢2A ~ 1073%V?2, conforme estimado por [81], con-
cluimos que a magnitude do modo massivo estd limitada superiormente por uma ordem de
Bg ~ 10717ev2,

Agora buscamos solucdes de buracos negros em (3+1)-dimensdes para um espaco-
tempo de Einstein-Bumblebee-Dilaton descrito pela acdo métrica (2.55). Variando esta agcdo
em relacdo a métrica, ao campo vetorial e ao campo escalar, obtemos as seguintes equacoes,

respectivamente:

~ o~ o 1. = 1 1
Guv =Guy — KZe? (Fu “Fyo— ZFAcFnguv - VO&W) - ED#‘PDV‘P + ZDG‘PDG‘P&W =0,

(2.56)
Dy (290 FHY) =0, (2.57)
DD ¢ = 4K%Ge*™ (%FMF’“’ + vo) : (2.58)
onde o termo de potencial de violacdo de Lorentz Vy é dado por
Vo =2Ab°B3. (2.59)

Observe que a viola¢ao de Lorentz resulta em um potencial positivo, sendo necessario A > 0
para induzir uma quebra espontinea da simetria de Lorentz.

Da acdo na Eq.(2.55), o modo transversal tem uma dinamica semelhante ao campo
de calibre. Consequentemente, podemos considerar a existéncia de uma carga elétrica isolada
descrita pela Eq. (2.57), e a forca correspondente tem a forma
Ge2a9

F, =
tr R(r)2 )

(2.60)

onde g € uma constante de integracdo que se relaciona a uma carga elétrica andloga pela féormula
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0= ﬁ J 2 2394 F . onde * é a dualidade de Hodge e $2 é uma esfera bidimensional.

As equacdes do movimento (2.56), (2.57) e (2.58) geralmente ndo sao integraveis.
Para superar esse problema, adotamos a mesma abordagem feita em Ref. [82], onde a fungdo R
¢ dada por

R(r) = . (2.61)

onde N é uma constante. Como resultado, acabamos com quatro equagdes independentes® e trés
variaveis que precisam ser determinadas: ¢, N e f. Portanto, nosso sistema é potencialmente

integravel. Podemos expressar as equagdes do movimento como

N 1 NBN-2)f Nf —oae [ O 3 1
t — _ _ _ 2 2a¢ = 4a¢ - — 2 —
G =5 > ke 5 an T Voe 4f(¢ )7=0, (2.62)
3 1 N2f Nf 5 o O 4 1.
Or=bay— 2 T, ke “ W+V°ea¢ T/ =0 (2:65)

. AN(N—1)f Nf f" nni [ O? - 1
o, — L ke = et | + - £(0))? = 2.64
G o sa ot ke Ay ~ Vo |+ f(97)7 =0, (2.64)

, 52
ZNZCQ) —|-(p/f/—}—f¢”:4k‘26~l€2d¢(—Q—€4d¢+VO>, (2.65)

onde ’ € a derivada em relacdo a coordenada radial r.
* Limite do desacoplamento dos modos

Um caso interessante surge quando as flutuagdes do Bumblebee se desacoplam do
campo dilaton, ou seja, quando @ = 0. Na a¢do (2.55), recuperamos um termo Einstein-Maxwell
com um campo escalar sem massa e um termo de constante cosmoldgica A = M)Zﬁoz. Assim,
esperamos obter uma solugdo de Sitter-Reissner-Nordstrom.

De fato, a partir de Eq.(3.112) e Eq.(3.113) com G' t — G r e assumindo a Eq.

(2.61), obtemos o dilaton na forma
o(r)=¢o+2y/N(1—N)Inr, (2.66)

onde ¢y € uma constante. Substituindo a solu¢do do dilaton Eq.(2.66) em Eq.(2.64) e Eq.(2.110),

“Trés equagdes independentes de (2.56) e uma equacdo adicional de (2.58), considerando que a Eq. (2.57) ja
foi resolvida usando a solugdo (2.60).
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obtemos o elemento de linha
AbZ 2 le 2 —1
ds? = — (1 5,2 _B()rz) dr® + <1 - %S + r—% - —Borz) dr* +2dQ3. (2.67)

A partir de Eq.(2.66), a condi¢do N = 1 leva a um dilaton constante. Portanto, a acao Einstein-
Maxwell-de Sitter € recuperada da agdo em Eq.(2.55).

Vale ressaltar que a flutuacdo do modo transversal do Bumblebee A“ d4 origem a
um buraco negro eletricamente carregado, enquanto o modo longitudinal massivo € uma fonte
para um termo de constante cosmoldgica. No espaco-tempo plano, o modo transversal do Bum-
blebee € um campo ndo massivo que pode ser identificado com o f6ton. Por outro lado, 0 modo
longitudinal 8 é um campo massivo que pode ser mostrado como néo propagante. A Eq.(2.119)
revela que, no regime de campo forte, o modo transversal do Bumblebee ainda pode ser iden-
tificado com o foton, pois fornece a mesma solucdo métrica. No entanto, o0 modo massivo
longitudinal adquire uma nova interpretacdo. Apesar de ndo ser propagante, esse modo fornece

uma fonte para a constante cosmoldgica.
* Solucao dilatonica

Depois de estudarmos as solu¢des que incluem apenas os termos de violagdo de Lo-
rentz, vamos agora examinar a influéncia do campo escalar dilaton proveniente das dimensodes
extras.

Ao substituirmos a equacao (2.66) nas equacdes (3.112) a (2.110), obtemos as se-

guintes solugdes:

4%
_ 2.
1 +4a%’ (2:68)
14 [ (14+4a) M (14438, x> > 2z
f(r) = rivaa {— 17 +<1_4a~2)(Q Ke“%—l)r}, (2.69)
(2625% — 0’ k*(1+ 452))
Vo = 2Ab6° B¢ = —44ag 2.70
0 Po 21—4a)> 270
4a
(P(F)Z(PO_ 1+4~21nr, (2'71)

onde .# € uma constante de integragdo relacionada a massa. Utilizando o formalismo de massa
quasilocal [83,84], com .# como referéncia de fundo, podemos calcular a massa M da solugdo
como .# = rg, onde rg € o raio de Schwarzschild, ou seja, rg = 2MG.

E importante observar que a métrica se reduz ao buraco negro de Schwarzschild

quando G> — —oo. De fato, pela Eq. (2.68), N = 1, ou seja, recuperamos o elemento de métrica
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Figura 7: Grifico de f em fungio de r, assumindo que Q> =2 e k*> = 1. A linha tracejada
verde representa a solu¢io de Schwarzschild. Assumimos que rg =1

00 0.5 1.0 1.5 20 25
Fonte: elaborado pelo autor.

esférica usual. Além disso, a Eq. (2.71) mostra que o campo dilatoniano € constante e, portanto,

o termo cinético na agdo da Eq. (2.55) se anula. Além disso, a fungio métrica f(r) torna-se

flr)y—1- ?, (2.72)

2 medida que @ — —oo. Curiosamente, o acoplamento dilatoniano ¢?® amortecia tanto os efei-
tos de violagdo de Lorentz quanto os efeitos dilatdnicos no regime @ — —oo. Neste limite
superamortecido, os efeitos de carga e a constante cosmoldgica provenientes das flutuagdes do
Bumblebee sdo exponencialmente suprimidos.

42
Ao realizar uma transformacao 7 — r1+42* na Eq. (2.69), obtemos a seguinte solugao

=2 ~2
J — [_ (14+4a*)rg n <1+4a )(szzezaq)o _ I)Fﬁ}dtz

a2 — 442
Yl t—da
N 2 ) 52 -1
+ <—1 aa ) Fa? [_ a +4cf2)rs + (1 aa )(szzez‘w" — 1)7252} i + Q3.
42 daz—1 1 —4a?
427 4

(2.73)

A fungdo métrica f(r) fornecida na Eq. (2.73) é bastante complexa e, portanto, plotamos essa
funcao na Fig. (7) para estudar seu comportamento. Para @ — —oo (linha verde), obtemos a
solucdo usual de Schwarzchild. Para d;, = ﬁ (linha laranja), a fung@o f(r) é finita na origem
e diverge conforme r — oo. Conforme elucidado no Apéndice A, esse valor particular para
a constante de acoplamento dilatoniano encontra motivacdo em uma reducdo de Kaluza-Klein.
Assim, atribuimos uma nomenclatura distintiva a ela. Note que o buraco negro para essa solug¢ao
tem apenas um horizonte. Por outro lado, para @ = 1 (linha azul), o buraco negro ndo possui

horizonte, ou seja, f(r,) = 0.
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Figura 8: Grifico de K em funcdo de r, assumindo que 0> =2 e k> =rg = 1
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Fonte: elaborado pelo autor.

Para investigar as singularidades da solu¢do de buraco negro dada pela Eq. (2.73),
vamos estudar o comportamento do escalar de Kretschmann K = R ;4 BR“"O‘ﬁ , plotado na Fig.
(8). Observe que a curvatura diverge na origem para todos os valores considerados. Portanto, a
solucdo para d = 1 (linha azul) representa uma singularidade nua. Assintoticamente, a curvatura
se anula para os trés casos. Assim, o acoplamento do dilaton suprime os efeitos assintéticos do
termo cosmolégico Ab? ﬁoz proveniente do modo longitudinal do Bumblebee.

A partir da Eq. (2.69) e Eq. (2.70), o parametro do dilaton a deve satisfazer a # %
Além disso, como A deve ser positivo para induzir a quebra espontinea da simetria de Lorentz

[70], o potencial Vp também deve ser positivo. Assim, para d < % obtemos a restricao

~ . 2

0% K22 < Traz (2.74)
Por outro lado, para a > %, temos

Q2K2€26¢0 Z m (275)

Portanto, a carga do Bumblebee Q deve ser inversamente proporcional 2 constante gravitacional
K.

Para obter os horizontes de eventos para a solucdo (2.73), basta definir que g"" = 0.
Portanto, encontramos apenas um horizonte dado por

1+4a2 ~2
£ 1 —4a rS
= 4a2
=" ( 4a* ) (0%K2e2a00 — 1) (70

Observe que a restri¢do (2.74) sempre garante que o horizonte gerado pelos efeitos da violagcdo
de Lorentz junto com o dilaton € maior do que o horizonte de Schwarzschild. Como podemos

ver na Fig. (7).
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1
2V/3

ras (7) e (8). De fato, esse valor pode ser obtido por redu¢do dimensional com uma dimensao

A solucdo para d; = tem propriedades interessantes, como mostrado nas figu-

extra compactificada usando o formalismo desenvolvido por Scherk e Schwarz [85]. O ele-

mento de linha para essa configuragdo é
~ %
dst, = — [— 4rs7* +2(8l5 0% e Vs — 1)76} dr? (2.77)
6 2 2 4 B 6 B 2 2102
+ 167 | —4rsi* +2(8mlp Qe V3 — 1)F di= 4+ 7d<Q;,

enquanto a relacao entre a carga do Bumblebee e a VEV da violacdo de Lorentz é dada por

—2¢p
3 % - V3
Vo = 2Ab°B5 = (Eex/? — Snz%,lQ,%k> e? (2.78)

Aqui, usamos a defini¢do do comprimento de Planck 112,1 = % e definimos a carga KK como
07, =27R, 0%, (2.79)

onde R), € o raio da dimensdo extra. Além disso, assumindo as solu¢des acima, encontramos que
o horizonte de eventos e a restricdo para garantir a quebra espontanea da simetria de Lorentz
sdo dados por

2r,
ry =P = - S (2.80)
(87i3,0%eV3 —1)

2 A2 % 1
8ulp Qe s —1< 5. (2.81)

E importante notar que no limite superior da desigualdade acima, o horizonte r; (2.80) leva a
um deslocamento no raio de Schwarzschild, ou seja, r, = 4rs.
Finalmente, vamos examinar como a solu¢do (2.69) afeta a componente radial do

VEV. Substituindo as Egs. (2.66) e (2.69) na Eq. (2.6), encontramos que

1
2

~ ~ _2
) (Q* K%M _ 1)paii | (2.82)

by=b|—

(1+4a2)rs 1-42 1 +4a°
- —rl+da +
442 1 —4a2

Para a < % a componente VEV acima se anula conforme r — oo e diverge na origem. E o

comportamento oposto 0CorTe no caso em que d > %
¢ Termodinamica

Agora calculamos varias quantidades termodinamicas importantes para estudar a
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estabilidade termodindmica da solugdo (2.119). Concentramos nossa anélise na redu¢ao dimen-
sional KK em um circulo ', mas a generalizacio para a solucio (2.73) é direta. Como mostrado
por Ref.[86], € possivel associar estabilidade termodinamica com flutuagcdes microscopicas do

sistema. As condi¢des de estabilidade podem ser expressas como

BS) (8Q)
c,=T(22) >0, =(22) >o. (2.83)
(8T 0 ! oV )¢

A primeira quantidade, C, representa o calor especifico a carga elétrica constante. Ela € um
andlogo do calor especifico a volume constante em sistemas fluidos. A outra quantidade, x7, €
a suscetibilidade dielétrica isoterma. Explicaremos e calcularemos cada uma dessas grandezas
mais tarde.

Agora, calculemos a temperatura do buraco negro usando o horizonte de even-
tos (2.80). No entanto, antes de fazé-lo, podemos assumir, sem perda de generalidade, que

¢o = 0 daqui em diante, pois essa constante € apenas um fator geral na andlise termodinamica.

Portanto, a temperatura pode ser calculada usando a expressao 7" = % >, Substituindo as
h
Egs.(2.80) e (2.119) nesta expressdo, obtemos que
8ni2,07, — 1
T = M ,7]%, (2.86)

2n

Assim, a temperatura do buraco negro diminui a medida que sua massa diminui. Na Fig. (9),

1 Eoevi
N E evidente que a temperatura

diminui a medida que o horizonte, e consequentemente a massa, diminui. Além disso, constata-

plotamos a temperatura em funcao do horizonte para dy; =

mos que o limite extremal, caracterizado por uma temperatura nula, € alcancado quando rg =0
ou 871:1%,1 Q,%k =1, de acordo com a Eq. (2.80). Portanto, neste tltimo caso, se a carga KK estiver
na ordem da massa de Planck, ou seja, O ~ Mpy, a temperatura do buraco negro torna-se zero.

Podemos definir uma carga critica de violacdo de Lorentz Q;y, que indica os efeitos
da quebra espontanea da simetria de Lorentz. Esta carga critica € obtida considerando o limite
superior da desigualdade (2.81). Quando Oy < O, ou seja, quando A < 0 de acordo com a

restricdo (2.74), os efeitos de violacao de Lorentz sdo suprimidos. Na Fig. (9), isso corresponde

>Podemos calcular a gravidade superficial k, e consequentemente a temperatura T’ = % para o espago-tempo
estatico e esfericamente simétrico com a métrica dada por

ds* = gudt® + g, dr’ +r’dQ3, (2.84)

através da seguinte férmula

= — 9r8u (2.85)

2\/ —&rr&it
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‘H

Figura 9: Gréfico de T em funcdo de 7, assumindo que d; =
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Fonte: elaborado pelo autor.

a linha tracejada. Para ¢y = 0, podemos expressar a carga critica de violacdo de Lorentz como:

3

— 2.87
3272R, 13, (257)

A
Ory =

Além disso, podemos determinar uma temperatura critica de violagdo de Lorentz a
partir da Eq. (2.86). Esta temperatura € dada por
Ty = ﬁ (2.88)
2
Imediatamente, podemos observar que a temperatura (2.88) € bastante diferente da temperatura
associada ao buraco negro de Schwarzschild padrao, que diminui com ry.
Outra quantidade termodinamica crucial relacionada ao horizonte de eventos € a
entropia. Ela pode ser expressa como § = ZKL{‘, onde A é a drea do horizonte. E importante

notar que a entropia € determinada pelo volume das fatias constantes no tempo do horizonte de

eventos. Supondo que o horizonte tenha uma topologia de S2, a entropia para (2.80) é dada por

1
/4 2r 2
i \ (87l O — 1)
Novamente, podemos associar a entropia ao limite critico de violagdo de Lorentz da seguinte
maneira

2 L
SLV == Tl’; . (290)
lPl

E importante destacar que o fluxo elétrico dado pela Eq. (2.60) é constante, como
implicito nas Eqgs. (2.68) e (2.71). Como resultado, a solugdo apresentada difere das solucao

padrao de Reissner-Nordstrom (RN), onde o termo de carga elétrica no coeficiente métrico €
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proporcional a #~2. Além disso, o potencial escalar associado ao horizonte é definido usando a

seguinte relacdo padrao [87]:

_A,ul'u

referéncia

) (2.91)

r—ry

¥(r) =Aux"

onde )y = Cd; é o gerador nulo do horizonte, e C é uma constante arbitrdria que serd fixada
em seguida. Substituindo a Eq. (2.60) na equacdo acima, encontramos que o potencial escalar
cresce linearmente com o raio, ou seja, ¥(r) = AQe 2% r + i, onde J é uma constante dada
por:

Vo = CQe 2@y, (2.92)

Assumindo o ensemble canodnico, onde o potencial Y € fixado na fronteira com um
valor de Jjy = CQfﬁ, e considerando a energia E neste ensemble como sendo a massa do buraco

negro M, pode-se verificar que a primeira lei da termodindmica se mantém,
dM = TdS + WdQ, (2.93)

se fixarmos a constante na Eq.(2.92) como C = 47 /27R,,.
Agora podemos estudar a estabilidade da solug¢do (2.119). Primeiramente, consi-

deramos o ensemble candnico, cuja carga Qi € mantida fixa. Para este ensemble, podemos

)

definir a capacidade térmica a carga constante como Co = T (57

0. Considerando a tempe-

ratura (2.86), a capacidade térmica é dada por

T 21”5 ) 2
Cr —— (— . (2.94)
Oue I3 \ (873,08, — 1)

Para uma melhor compreensdo dessa quantidade, podemos reescrevé-la como uma fungao da
temperatura (2.86), em vez do horizonte. Substituindo a Eq.(2.86) na Eq.(2.94), obtemos

22T

Cr = _ . (2.95)
Ou llz)l(gjrll%lQI%k_l)

Assim, a estabilidade termodinamica é sempre alcancada quando 87rl,%l Q,%k > 1, como mostrado

na Fig. (10). Além disso, a capacidade térmica critica de violagao de Lorentz é dada por

2w 1

=55 (2.96)
Pl

Cou
A curva associada a esta quantidade € a linha azul fina na Fig.(10).

Outra condicao importante que determina a estabilidade elétrica do buraco negro, ou
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Figura 10: Gréfico de ZI%LCQkk em funcdo de 7', assumindo que dy; = #g
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Fonte: elaborado pelo autor.

seja, se a solugdo € estavel contra flutuacdes elétricas, € dada pela suscetibilidade dielétrica iso-
terma Y7 [86]. Para analisar essa condi¢@o, precisamos obter as curvas isotérmicas da equacao
de estado T = T({,0). O primeiro passo é expressar a temperatura (2.86) como uma fungio
do potencial { usando a Eq. (2.92). Finalmente, obtemos a equagio de estado T = T({,0), e
ao resolver para |/, encontramos que

3200508 o

(SEI%ZQ,%k e (2.97)

lp:

N . ~ 2 “"2 . .
Observe que a medida que [ — oo, 875, Qr, se aproxima da unidade para um 7' fixo. Com
a equacgdo de estado em maos, podemos verificar se existem pontos criticos. Esses pontos sdo

determinados pelas seguintes condi¢des:

ank > < azékk )
e . -} (2.98)
< a w TC”'; a I’UZ Tcrit

No entanto, € possivel mostrar que essas equagdes nao podem admitir nenhum ponto critico
para um valor real positivo de . Para concluir, a suscetibilidade dielétrica isoterma (2.166)

para a equacdo de estado (2.155) € dada por

T

—_——— . 2.99
27 + 37T (2.99)

AT =

Imediatamente, observamos que essa quantidade é negativa, indicando que nossa solucdo ¢é
electricamente instavel. Além disso, pode-se inferir que nossa solucdo ndo apresenta fendmenos
criticos, uma vez que as Eqgs. (2.98) ndo tém solucdes e ndo aparecem descontinuidades no

gréfico da capacidade térmica.

Principais Resultados
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Obtivemos uma solugdo de buraco negro carregado que nao exibe planicidade as-
sint6tica ou comportamento de (anti-) de Sitter. Para garantir a quebra espontanea da simetria de
Lorentz, derivamos uma restricao que garante a positividade do potencial. A solu¢do apresenta
um horizonte de eventos deslocado em comparacdo com o horizonte de Schwarzschild devido
a presenca de violacdo de Lorentz. Além disso, a solucdo € singular na origem.

Para concluir o artigo, conduzimos uma andlise da estabilidade termodinamica do
sistema com flutuagdes microscOpicas. Para essa andlise, consideramos uma dimensao extra
compactificada em um circulo S'. Descobrimos que a temperatura e a entropia associadas 2
solucdo sao significativamente diferentes daquelas das solu¢des de Schwarzschild e Reissner-
Nordstrom, ilustrando a influéncia da dinamica do dilaton nas solugdes. Observamos que a
temperatura diminui a2 medida que a massa do buraco negro diminui, e o limite extremo (7 = 0)
¢ atingido quando a carga KK estd na ordem da massa de Planck. Além disso, assumimos que
a entropia segue a lei da area e demonstramos que a primeira lei da termodinamica se mantém
para nosso sistema. Além disso, estabelecemos um limite critico determinado pela restri¢ao
(2.81), indicando uma potencial transicao de fase para um sistema com quebra espontanea de
simetria de Lorentz.

Quanto a estabilidade, descobrimos que a capacidade térmica especifica de nossa
solucdo € positiva, indicando estabilidade termodindmica. No entanto, também encontramos
uma suscetibilidade dielétrica isoterma negativa, indicando instabilidade elétrica em nossa solugao.
Esse resultado sugere uma anélise mais profunda sobre a relagdo da geometria de um buraco ne-
gro estatico e com simetria esférica na propagacao do modo transversal do Bumblebee. Embora
a influéncia das flutuacdes do Bumblebee na geracao dindmica para a constante cosmoldgica na
solucdo (2.119) tenha se tornado evidente, ainda ha a necessidade de um exame mais aprofun-
dado do impacto da violagdo de Lorentz em objetos compactos, como a andlise de estruturas de

fases para explorar possiveis transicoes de fase. Isso serd foco de futuras pesquisas.

2.3.3 Solucoes de buracos negros em um modelo Einstein-Bumblebee-Dilaton em um espago-
tempo de Lifshitz

Finalmente, vamos agora para a terceira e ultima aplicacao dessa parte da tese. Essa
aplicagdo € baseada na Ref. [88]. NOs investigamos o comportamento critico dos buracos negros
de Lifshitz na gravidade de Einstein-dilaton no contexto da quebra espontanea de simetria de
Lorentz. Antes de qualquer coisa, nds precisamos introduzir o assunto: simetria de escala de

Lifshitz; depois veremos como estender isso para a gravitagao.
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Os estudos sobre a dualidade entre teoria de calibre e gravidade t€ém se mostrado
uma area altamente promissora na fisica tedrica nos ultimos anos. Isso se deve principalmente
a facilidade operacional que essa ferramenta oferece para obter descricdes duais computaveis
e fracamente acopladas de teorias conformais fortemente acopladas [89]. Sistemas fortemente
acoplados exibem uma simetria de escala préxima a pontos criticos. Quando o ponto critico

nao € dindmico, a invariancia de escala mais familiar que surge no grupo conformal é dada por:

t— A, x;i— Ax; (2.100)

Aqui, A é uma constante real, ¢ representa a coordenada temporal e x; sdo as coor-
denadas espaciais. A correspondéncia AdS/CFT continua a ganhar for¢a ao longo do tempo,
com indmeros trabalhos aplicando essa dualidade [90-93]. No entanto, estamos interessados no
desenvolvimento da descri¢ao dual gravitacional de modelos que exibem invariancia de escala

anisotropica do tipo:

t— A%, xi— Ax; (2.101)

Aqui, z é chamado de expoente dinamico. A mencionada simetria de escala é co-
nhecida como simetria de escala Lifshitz [94]. No entanto, quando z = 1, a escala torna-se
isotropica, o que corresponde a invariancia relativistica. Portanto, nosso foco especifico é exa-
minar solugdes de buracos negros geradas pela violagao de Lorentz em proximidade ao ponto
critico caracterizado por uma simetria de escala Lifshitz.

Propos-se em [95, 96] que os duais gravitacionais de teorias de campo com esca-
lamento Lifshitz devem possuir solucdes métricas que exibem comportamento assintético da
seguinte forma:

22 2 P,

dS2 = —szdlz—Fr—z—Fl—ded_]. (2102)

Para z = 1, que corresponde as transformagdes (2.100), obtemos o espaco-tempo
anti-de Sitter (AdS), onde o parametro / representa o raio do AdS. Isso corresponde a invariancia
relativistica. Por outro lado, ao considerar um expoente dindmico ndo trivial, referimo-nos a
métrica (2.102) como Lifshitz. Existem valores intrigantes de z a serem considerados. Por
exemplo, em z = 2, a simetria da teoria pode ser estendida para o grupo de Schrodinger. Con-

sulte [97, 98] para detalhes adicionais. Além disso, é importante observar que, para a escala
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Lifshitz (2.101) se manter na métrica (2.102), a coordenada radial deve ser transformada como
r— A7

E importante enfatizar que o proprio espago-tempo Lifshitz ndo é uma solugdo de
vacuo para as equacdes de Einstein [99]. Portanto, para obter solucdes Lifshitz, torna-se ne-
cessario introduzir campos de matéria. No trabalho [100], sdo empregados campos de cali-
bre, enquanto no trabalho [101], campos de Proca sdo utilizados no contexto do espago-tempo
Lifshitz. Nesse contexto, nosso foco € explorar solugdes Lifshitz considerando a presenca de
campos de calibre e campos que exibem violagdo de Lorentz. Ao incorporar esses campos
adicionais, pretendemos investigar a interacdo entre gravidade, campos de calibre e violagcdao
de Lorentz no contexto do espaco-tempo Lifshitz. Além disso, como demonstrado em [102],
a inclusdo de um campo dilaton d4 origem a solucdes exatas. Solucdes significativas que in-
corporam dilatacdo, mas desprovidas de simetria Lifshitz, sdo discutidas em Refs.[103, 104].
Isso serve como a principal motivacio para considerar sua presenca na acdo. Além disso, a
inspirag@o para incluir um campo dilaton surge das teorias de cordas, onde, em seu limite de
baixa energia, reduzem-se a gravidade de Einstein acoplada a um campo dilaton escalar junto
com outros campos [38]. Ao incorporar o campo de dilaton na acdo gravitacional, buscamos
explorar as implicagdes e as potenciais conexdes entre essas duas estruturas.

Nesta aplicacdo, nosso objetivo é buscar solu¢des de buracos negros (3+1)-dimensionais
caracterizadas por excitagdes do tipo Bumblebee que exibem comportamento assintoticamente
Lifshitz. Para isso, consideramos a seguinte métrica como ponto de partida [105]:
2z 2.2
f(r)de* + % +r2dQ3 (2.103)

onde dQ% é a métrica de uma esfera S de raio unitario e f(r) é a fungio de blackening. Impo-

r

2 _
dS ——ZTZ

mos a condi¢@o de que a fungdo f(r) satisfaga o seguinte requisito:

lim f(r) =1, (2.104)

r—00

garantindo que a métrica se aproxime assintoticamente da forma dada por (2.102). Além disso,
consideramos especificamente o cenério estatico e simetricamente esférico, onde todos os cam-
pos variam exclusivamente ao longo da dire¢do radial do espaco-tempo Lifshitz assintotico.
Inspirados no trabalho [70], consideramos o setor de viola¢ao de Lorentz ser gover-
nado por excitacoes do tipo bumblebee no regime linear de flutuagdes. Considerando a métrica

(2.103) que exibe simetrias esféricas e temporais, assumimos ainda que o valor esperado no
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vacuo (VEV) b, tem apenas uma componente radial ndo nula. Sob essas condig¢des, a seguinte

acado pode ser derivada:

N
/d4x /_|: ( ) . 2Aoe—2§0¢ _ % ZF}Ze—in(P _ %F226—2§2¢ . Voe—2<‘;3(]) '

167tG =

(2.105)
Aqui, definimos F = Fyydx* Adx", onde Fyy = 8[“14\,} com a condi¢io A” = 0 quando b, # 0.

Além disso, introduzimos a notagao:
Vo = 2Ab°B5. (2.106)

Na prética, o modelo consiste em N + 1 campos vetoriais combinados com dois potenciais
de Liouville para o dilaton. No entanto, ¢ importante observar que, como demonstraremos
posteriormente, os N campos de calibre servem principalmente como campos auxiliares dentro
desta proposta.

Com a acdo dada a nossa disposi¢do, podemos derivar as equagdes de movimento
(EoM) variando a acdo (2.102) em relacdo a métrica, aos campos vetoriais e ao campo escalar.

Isso nos leva as seguintes equagdes, respectivamente:

—2&¢ Ve 0 pvi €20 pum Vo o250
R/J’v :A()e ’ g“V+Z 2 TFLV ! t—5 2 —T ‘U,V—|— 2 3 g#V+ aﬂ¢av¢7
i=1
(2.107)
N
Y Dyu(e 9 FRYi) =0, (2.108)
i=1
Dy (e 220 FHY) =0, (2.109)
2 Y K 2 o S220 2 2
¢ +2EyAge™ 5°¢+ZEF,- e 20 4 he 290 4 EiVpe 259, (2.110)
i=1
onde
i 1
Tuy"' = (F)u ©(F)"C — JguvF? @2.111)
- - 1 -
T,L?\EJM =y Fyo — Zgqu22~ (2.112)

Observe que utilizamos em Eq. (3.112) o fato de que as duas quantidades acima t€m trago nulo
em 4-dimensades.

Assumindo que (F}),; # 0 e F;; # 0, indicando uma configuragio de campo elétrico,
podemos derivar as seguintes expressoes das Eqs. (3.113) e (3.114), respectivamente, para o
ansatz (2.103):
(2.113)
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A (2.114)

onde g; e § sdo constantes de integracdo. Essas constantes estdo relacionadas a carga total por

meio de consideracdes adicionais

1 oo

— 0 & F 2.115
0= i / e 94 F, (2.115)
) = 280 F. 2.116
Q 167rGN/e * (2.116)

Esta ultima carga esta relacionada ao modo transversal que se originou através de uma quebra
espontanea de simetria de Lorentz.
Substituindo as solucdes (2.113) e (2.114) nas componentes t¢ e rr da Eq. (3.112),

podemos encontrar a partir da combinacéo R’ ; — R" r que

¢ = g0+ 91107, 2.117)

onde ¢y € uma constante de integracdo e ¢; ¢ dada por
o1 =2vz—1. (2.118)

A partir da expressdao para @; apresentada acima, fica evidente que requeremos z > 1. Vale
ressaltar que, além do contexto de solucdes de buracos negros de dilaton e Lifshitz, campos
escalares da forma (2.117) também sao solu¢des em vérios modelos de espacos-tempo assin-
toticamente anti-de Sitter (AdS) [106, 107]. Para obter a funcio f(r), podemos substituir Egs.
(2.113), (2.114) e (2.117) nas equagdes de Einstein (3.112). Fazendo essa substitui¢ao, obtemos

a seguinte expressao para f(r):

£(r) = B MlPePOM(Gopy + 1) 200 PVpe 2 a0(Eyg) + 1) 250
r2z2 2(—280¢1 +z+2) 22(—2E301 +2+2)
n Zl. N qilezeri% (—xi + 27— 5)r2Xi¢l —4z+8 6721228252¢o(_§2¢1 +27— 5)r252¢1*4z+8
43220101 +5) 42(32=2(52¢1 +5))

(2.119)

Na expressdo acima, a constante de integracdo m estd relacionada a massa, como discutiremos
posteriormente. Para obter uma solugcdo que seja assintoticamente Lifshitz, é crucial que a
condicdo (2.104) seja satisfeita. Para alcancar isso, fixamos o termo da constante cosmoldgica.

Consequentemente, a partir da Eq. (2.119), precisamos determinar a constante de acoplamento
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&y da seguinte forma:

& =0. (2.120)

Isto é, ao fazer essa escolha especifica, o campo dilatoniano ndo se acopla ao termo da constante
cosmoldgica, resultando em uma contribui¢do pura da constante cosmoldgica. Certamente,
poderiamos aplicar uma abordagem semelhante aos outros termos na Equacgao (2.119), como
o termo com Vj. No entanto, escolher um valor especifico para V fixaria a contribui¢do da
violacdo de Lorentz, resultando em uma solu¢do que nao exibe os efeitos da violacdo de Lo-
rentz. Uma vez que o principal objetivo do artigo € investigar os efeitos da violagao de Lorentz,
nao é desejavel fixar o termo associado a violacdo de Lorentz dessa maneira.

E importante notar que ainda ndo utilizamos a equagio de movimento (EoM) do
campo escalar. Essa equagdo fornecerd uma equacdo algébrica que auxilia na relagdo entre

os parametros da teoria. Substituindo a solugdo (2.119) na Eq. (2.110), obtemos a seguinte

expressao:
Voldz&s — ¢i (1 ~2659
Aoty + 0[4283 — ¢1(1+&E3¢1)]e +¢_21
2 r
N
= _}1 Y i = 1F2[Axi+ ¢i]e 220 4 F2AE, + ¢y]e 250 (2.121)

Esta equacdo pode ser resolvida de vdrias maneiras. No entanto, nosso objetivo € obter uma
solucdo que destaque ndo apenas a contribui¢cao da carga de violacdo de Lorentz ¢, mas também
os efeitos do modo massivo de viola¢ao de Lorentz Vj discutidos no artigo. Para alcangar isso,
podemos escolher o primeiro campo de gauge para cancelar o termo da constante cosmoldgica
e o segundo campo de gauge para cancelar o terceiro termo no lado esquerdo na Eq. (2.121).

Ao fazer essa escolha, encontramos a seguinte expressao:

2 1
X1=— X2=——. (2.122)
01 1

De modo que o primeiro € fixado pela constante cosmoldgica através de

4(1—)I> % _%&A
2_ (L=l e * Ao (2.123)
z+1

q

e usamos as segundas cargas U (1) para cancelar o termo % com

4z — )22
% = =D o (2.124)
Z
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Além disso, os N — 2 campos de gauge restantes podem ser cancelados pela seguinte escolha

N

4 (2.125)

Xji=

onde j =2,...,N — 1. Finalmente, para cancelar os termos de modo transversal e longitudinal

da violacdo de Lorentz em Eq. (2.121), respectivamente, temos que

62:_ﬁ7 53:%

4 (2.126)

Como nosso interesse primdrio reside em explorar as contribuicdes associadas a
quebra espontanea de simetria de Lorentz, daqui em diante consideraremos apenas dois campos
U(1). Consequentemente, esses campos nao contribuirdo para a métrica, ilustrando sua natureza
auxiliar nessa configuracio especifica, ji que estdo fixados em (2.123) e (2.124). E importante
notar que, para obter uma solu¢do de buraco negro usando a a¢do (2.105), é necessdrio incor-
porar pelo menos trés campos vetoriais, como mencionado anteriormente na referéncia [102].
Portanto, nesse caso, apenas dois campos de gauge sao suficientes para alcancar uma solugdo
de buraco negro com simetria esférica. Isso ocorre porque a fun¢do do campo vetorial adicional
necessdrio para a simetria esférica serd desempenhada pelo modo transversal da viola¢do de Lo-
rentz. Essa justificativa explica por que ndo utilizamos mais os campos de gauge remanescentes
N — 2 em nossa andlise. Além disso, conforme assumido em (3.167), consideramos o termo da

constante cosmoldgica como unidade, impondo a condi¢do de que

 (z+D)(z+2)
Ao =5 (2.127)

Considerando todas as consideracdes mencionadas, podemos concluir que a solugdo € caracte-
rizada apenas por quatro parametros livres: m, g, Vo € ¢y.

Em resumo, a solu¢do que encontramos para a agao (2.105) é

r¥ 1dr?

2 2 2 102
ds” = —szf(r)dt + 270 +redQy_, (2.128)

onde

(h=1_" 2 VolPe Vil - g2%emVirlt
f r)_ _rz+2 r2Z2 Z(Z_4)r2272 4Z7"2(Z+1)

%
— 1 ll—Z 2vz—1
(Fi)rt =24/~ S (2.130)
z rez

(2.129)
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%0
= /2(z— 1) (z+2)[ eV~ (2.131)

- qe_VZ_1¢()
¢ =¢o+2vVz—llnr, (2.133)
_ (zAD)(z42) . 202 . . " ,
onde Ag = —~——;— ¢ W= 2Ab°B;5. Note que um limite especial para o pardmetro z é

quando z = 1. Em primeiro lugar, o campo escalar torna-se constante para este limite. Além
disso, as cargas fixas g1 > se anulam e a constante cosmoldgica € dada por Ag = —l%. Portanto,
recuperamos a solu¢do de buraco negro carregado, ou seja,

-1

~2
—Aeffrz) dr*+r%dQ3.  (2.134)

~2
ds? = (1—@#’ —Aeffr2>dt2—|- (1—T+q—2
r r

onde a constante cosmoldgica efetiva é dada por
Acfr = No+Ab?B; . (2.135)

Resultado semelhante ao encontrado em [73]. Assim, podemos recuperar os buracos negros
carregados AdS [86] para lbzﬁg < l% Por outro lado, para z # 1, a solug@o exibe diferencas
significativas em comparagdao com os buracos negros carregados AdS. Isso destaca o impacto
profundo do campo dilatoniano na solugdo, mostrando as mudancas dristicas que ele induz. E
precisamente essa mudanca dramatica que investigaremos mais a fundo ao abordar os compor-
tamentos criticos da solucgdo (2.128).

Agora, vamos analisar algumas propriedades geométricas da solugao (2.128). Pri-
meiramente, podemos determinar a posi¢cao do horizonte r;, estabelecendo f = 0. Isso resulta
na seguinte equacdo algébrica para ry,:

22 l _4 Volze’\/zjl‘l)0 cjzlzze_\/zj‘f’or;4

T an gyt e 0 (2.136)

Neste caso, assumimos que ry representa a maior raiz real positiva da equagdo f = 0. Infe-
lizmente, uma solucdo exata para ry, = r,(m,q, ¢o,Vp) ndo estd prontamente disponivel. No
entanto, como observado por Ref.[102], o parametro de massa m ndo é um parametro funda-
mental da teoria. Em vez disso, os parametros fundamentais sio ¢, ¢, Vo € a temperatura 7.

Motivados por isso, podemos resolver a Eq. (2.136) em relagcdo a massa, resultando em

e <qzlzzr (z+1) —Vz—1¢y Volzri—zze—\/z—l% 12 +1>
h

_|_

+ 2.137
4z 2(z—4) raz? ( )
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Essa quantidade desempenhard um papel crucial, pois a utilizaremos para derivar uma expressao
para a temperatura que depende exclusivamente de g, ry, ¢o € Vo. Além disso, conforme ex-
ploraremos mais adiante, no limite em que o buraco negro se torna extremal, ou seja, 7 =0, a

geometria préximo ao horizonte é dada por AdS, x S2.
e Termodinamica e Estabilidade

Uma abordagem para investigar as caracteristicas das solugdes de buracos negros
€ analisar sua termodinamica. O estudo da termodindmica de buracos negros teve uma im-
portancia cientifica significativa por muitos anos. As semelhancas entre a termodinamica con-
vencional e os buracos negros sdo verdadeiramente notdveis, abrangendo vdrias varidveis ter-
modinamicas, incluindo pressao, volume, temperatura, entropia € muito mais, assim como es-
truturas de fase. O estudo dessas estruturas de fase € particularmente crucial na investigacao
de fendmenos criticos. Talvez a descoberta mais emblematica sobre fendmenos criticos tenha
sido feita por Hawking e Page [108]. Eles mostraram que hd uma transicao de fase no espaco
de fases do buraco negro Schwarzschild-AdS. Apds essa descoberta, outras transi¢des de fase
foram descobertas, como a transicdo de fase de primeira ordem no espago-tempo do buraco
negro carregado Reissner-Nordstrom-AdS (RN-AdS) [86]. Em ambos os artigos mencionados,
a constante cosmoldgica assume um papel significativo; no entanto, ela ndo contribui para a
formulacao da primeira lei da termodinamica.

Recentemente, houve um crescente interesse em incorporar a variabilidade da cons-
tante cosmoldgica Ag na primeira lei da termodinamica de buracos negros [109-111]. Para
atingir esse objetivo, observou-se que a massa M € agora caracterizada por entalpia em vez
de energia interna. A Ref.[109] demonstrou que, ao reavaliar o comportamento critico do bu-
raco negro carregado AdS, considerando a constante cosmoldgica como uma varidvel termo-
dindmica, nos deparamos com um sistema que se assemelha de perto ao comportamento do
fluido de van der Waals. O espaco P —V possui uma importancia significativa para a analise do
comportamento critico, dada sua analogia direta com a termodinamica convencional. No artigo
[110], podemos encontrar pesquisas focadas no comportamento critico dos buracos negros de
dilaton Lifshitz por meio do uso do diagrama P — V. Embora inicialmente possa parecer inco-
mum considerar a variacdo de uma constante cosmoldgica, isso € justificivel em certas teorias
mais fundamentais, onde certas constantes surgem como valores de expectativa do vacuo [109].
Inspirados nisso, pretendemos elevar a varidvel termodinamica para incluir o modo massivo das

flutuacdes do bumblebee, que surgem precisamente de um processo dinamico. Assim, estamos
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sugerindo aqui conduzir um exame do comportamento critico dentro do espaco P —V expandido
de um buraco negro de Lifshitz, influenciado pela quebra espontanea de simetria de Lorentz.
Em ultima anélise, nossas descobertas revelam um sistema com expoentes criticos idénticos aos
do fluido de van der Waals
Como mencionado, alguns estudos sugerem que a constante cosmoldgica pode exer-
cer uma forma de pressao sobre buracos negros, e essa consideragdo € crucial para a investigacao
da criticidade em sistemas. Inspirando-se nesses trabalhos e reconhecendo as semelhancas en-
tre a constante cosmoldgica e o modo massivo de violagdo de Lorentz, é razodvel especular
que esse modo também pode exercer pressdao sobre o buraco negro. A partir da Eq. (3.112), é
possivel associar uma pressao a V. Consequentemente, pode-se mostrar que a pressdo devida
a0 modo massivo é dada por®
_Voe*\/zfilq)o
Py=——-——5—. (2.138)
16w GthZ
Observe que, devido ao fato de Vp > 0, a pressao obtida acima € negativa, assemelhando-se a

pressdo associada a uma solu¢do de de Sitter. Por outro lado, a pressdo associada a constante

cosmoldgica pode ser expressa como:

Z+2
=——. 2.139
N 8GN (2159)
Note que esta pressdo € positiva e, no limite z = 1, recuperamos o caso usual Py, = W.

Embora seja possivel definir diferentes pressoes para os parametros Vj e Ag, em nossa andlise,
assumimos que apenas Vj exerce pressao sobre o buraco negro. Em outras palavras, conside-
ramos Vj como uma variavel termodinamica. Por outro lado, tratamos A como uma constante
que ndo entra na primeira lei da termodinamica. Essa escolha parece razodvel, pois a pressao
associada a Vj € resultado do processo dinamico de quebra espontanea de simetria de Lorentz,
que é bem estabelecido na literatura. Esse processo € inerentemente dindmico, ao contrario da
natureza a priori da constante cosmoldgica.

Antes de aprofundarmos na andlise da estrutura de fase, € essencial estudar as pro-
priedades termodinamicas das solucdes (2.128-2.133) e verificar se a primeira lei é vélida. No
entanto, para prosseguir, devemos definir formalmente como o pardmetro m se relaciona com a

massa do buraco negro. Mas antes, vamos definir explicitamente a carga de violacao de Lorentz

®Podemos modelar o tensor de energia-momento como Ty = diag(p, —P,,—F,—F), onde p ¢ a densidade de
energia e P,, P, sdo as pressoes radial e tangencial, respectivamente. Utilizando a Eq. (3.112), podemos determinar
as pressoes associadas aos parametros Vjy e Ag. Considerando que o espagco-tempo de Lifshitz é ndo isotrépico,
levamos em conta um fluido ndo isotrépico. Além disso, nos concentramos apenas na componente radial, uma vez
que os componentes tangenciais ndo contribuem para o trabalho exercido pela pressdo sobre o buraco negro.
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a partir da Eq. (2.116) como:

5 121
0=T—.
4Gy

Além disso, o potencial associado a essa carga nas relacdes termodinamicas, medido

(2.140)

no infinito em relacdo ao horizonte, € definido por:
S(r) = ApxH|rsoo —Apx*lr=r,, (2.141)

onde y = d; é o gerador nulo do horizonte. Considerando a Eq. (2.132) e a equagdo acima,

obtemos que

. qe—m¢0 B B
(I)(r) = ——Z (}" Z—}’h Z), (2142)

Utilizando o formalismo modificado de Brown e York [83], podemos calcular a

massa da solucao como:
ml—+!
M= .
2Gy

(2.143)

A primeira propriedade termodinamica que calculamos € a temperatura, que pode

I (rf 4 22f)

ser expressa por 7' = -

. Substituindo as Eqs. (2.129) e (2.137) nesta expressao,

encontramos que:

l_z_lrh—z—z [4’% (lz + I”%Z(Z—i— 2)) — ze— V100 (gzlzz —I—ZIZI’;‘ZV())}

T = 2.144
1672 : ( )
onde usamos a Eq. (2.143). Assim, o limite extremal (7" = 0) € dado por
e 4TI (alet 2)ry + 1) — A (2.145)

212zrfy 7
onde r,y € a posi¢ao do horizonte no extremo. Notavelmente, se substituirmos as Eqgs. (2.137)
e (2.145) em (2.129), de fato encontramos que a geometria proxima ao horizonte € descrita por
AdS, x S?. A outra quantidade é a entropia de Bekenstein-Hawking, que é dada por

2
_ o,

S = . 2.146
Gy ( )

Tendo definido as quantidades termodinamicas e geométricas para a solucao (2.128),
agora estamos prontos para verificar a primeira lei da termodindmica. No entanto, antes de pros-

seguir, € essencial entender o papel dos parametros da violacdo de Lorentz, expressos por Vj e
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g, na primeira lei. Inspirados pelo limite z — 1, podemos assumir que a constante cosmoldgica
¢ fixa, o que significa que os parametros do buraco negro variam em um ’background AdS
fixo’. Por outro lado, como mencionado anteriormente, consideramos que o modo massivo de
violag¢do de Lorentz contribui para uma forma de pressao na primeira lei. Estabelecendo para-
lelos entre V; e a constante cosmoldgica, adotaremos a andlise feita por Refs [112, 113] para
entender as implicacOes de V) na primeira lei da termodinamica. De fato, esses artigos demons-
traram que, quando a constante cosmoldgica é considerada como uma varidvel termodinamica
por meio de um termo de pressdo, a massa do buraco negro ndo € mais identificada apenas
com a energia livre, mas sim com a entalpia. Essa abordagem inovadora atraiu consideravel
atencao, pois revelou as notdveis semelhangas entre as solu¢des de buracos negros carregados
AdS e o fluido de van der Waals [86], proporcionando uma perspectiva mais clara e esclare-
cedora sobre seu comportamento termodinamico. Certamente, essa suposi¢ao levanta algumas
preocupacdes, especialmente a falta de um mecanismo conhecido que trate a constante cos-
moldgica como valores de expectativa de vdcuo. No entanto, para nossa proposta, isso nao re-
presenta um problema, pois as excitagdes de Bumblebee que geram esses novos termos surgem
precisamente como valores de expectativa de vacuo de By. Essa caracteristica tnica distingue
nossa abordagem, permitindo a incorporacdo natural da constante cosmoldgica e evitando os
problemas associados ao tratamento tradicional dela como uma varidvel termodinamica.
Portanto, assumindo que o modo de massa de violacao de Lorentz V() é uma varidvel
termodinamica, estabelecemos que o parametro de massa (2.143) € andlogo a entalpia. Este
potencial termodindmico pode entdo ser relacionado a entropia, pressdo e carga em um espago

de fase estendido que inclui as varidveis Pry e Viy. A relacdo pode ser expressa da seguinte

forma:
dH = TdS +ViydPry + ®()dQ, (2.147)
1 H 4 . . ~ leflrfze—\/z—ilq)o
onde o potencial ® é mantido fixo na fronteira com valor ®(c0) = ZG—NZ’ € serve como
a variavel conjugada & carga Q. Assim, temos que
JH ~
T=|-== |V 0 2.148
( oS ) 05 Q; ¢ ( )
JH ~
VLV = | — |S . 2.149
( > P) 0.0 (2.149)

- JH
P(c0) = (@) - (2.150)
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De fato, é evidente que a relagdo (2.148) é vadlida, pois a entalpia € dada pela
Eq. (2.143). Da mesma forma, descobrimos que a Eq. (2.150) é valida para (2.140). Fi-
nalmente, podemos confirmar que a primeira lei realmente se mantém quando o “volume ter-
modindmico”(2.149) é dado por:
4ml'=2it2

Viy = ————, (2.151)
4—z

onde assumimos que a pressao termodinamica € dada pela pressao (2.138). De fato, a quan-
tidade (2.151) possui dimensdo de volume, [comprimento]3. Em casos limitantes, nossas ex-
pressdes recuperam naturalmente as defini¢des em [109, 114,115].

Substituindo Eq.(2.146) e (2.138) na expressao (2.137), obtemos a entalpia dada

por

n_z/z (_ IGG?VIZPLVSZZZ}%Z*Z n 8612\712Q2Z67\/271¢0 Y (SGN)Z (GNjfZZ + 12>>

w(z—4)
4GNZ21EH! (/SGy)*

H(S,P,0) =
(2.152)
De fato, a Eq. (2.147) € vélida, uma vez que as quantidades (2.148), (2.149) e (2.150) sao
confirmadas com as Eqs. (2.144), (2.151) e (3.122), respectivamente. Além disso, no limite
z =1 (Q = 0) recuperamos a entalpia encontrada por Ref.[112], como esperado.
Para explorar as semelhancas entre a solucdo do buraco negro com violacdo de
Lorentz no espaco-tempo de Lifshitz (2.128) e o fluido de van der Waals, fazemos a suposi¢ao de
que tanto a carga quanto a constante cosmoldgica sdo parametros externos fixos, ndo variaveis
termodinamicas. Para seguir nessa direcdo, obtemos a equacao de estado do buraco negro, ou
seja, a equacdo que depende apenas de Pry e Viy, da Eq. (2.144), e ela é dada por:
le_lr;Z N GNQZr;2(2+1)e_m¢O 1

2Gy 2 a 8TGNriz’

Py (T,Viy) = —Pp, + (2.153)

onde Vzy € dado em termos do raio do horizonte de eventos r, através da Eq. (2.151). Além
disso, Py, € definido em (2.139), mas reiterando, essa quantidade € um parametro fixo. Uma
vez que temos a equagdo de estado (2.153), podemos proceder para calcular os pontos criticos
do diagrama P-V. No entanto, antes disso, seria mais apropriado reescrever a Eq. (2.153) de
uma forma semelhante a equacdo de estado para o fluido de van der Waals [86]. Para conseguir

isso, definimos uma espécie de “volume especifico’dado por:

2G
v= ( . ) ri. (2.154)
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Assim, temos que a Eq. (2.153) pode ser reescrita como

Fv = _2ar32/z * mijw * % o 3159
onde N
P (2.156)
Z
b= 202G eV, (2.157)

Além disso, podemos definir o “volume especifico”’como v = VI@—V, onde N representa o ‘“nimero

de estados”[111]. Assim, € facil obter que para (2.151), o geral N é dado por:

N=_2s. (2.158)

4—z

onde S € a entropia (2.146). De fato, esse resultado notavel indica que a entropia do buraco
negro estd de alguma forma relacionada ao nimero de graus de liberdade do sistema. O fato
de que a expressao para N é proporcional a entropia do buraco negro sugere uma conexao mais
profunda entre as propriedades microscopicas do buraco negro e seu comportamento termo-
dindmico macroscépico, fornecendo insights valiosos sobre a natureza subjacente da solugdo
do buraco negro.

Os pontos criticos sao obtidos a partir de

oP, 9%P
() ()0 e
V' /1,090 M 7,0,00
o que leva a
~ V19 1 2
Ve :4G]2\,Qll_ze_20\/ Azt D(t+2) +2 Jzt2) (2.160)
-z
- P 11
2%G1;7211_ZQZ;2€7(~ 2>\zzzﬁ¢o (Z(Z+21)_(ZZ+2)>2 z
T. = 2.161
_2 V=14 —ul
27%73GN 02w (z42) (Z(Z+21)_(ZZ+2))
P.= — Py, (2.162)

T

Das equagdes apresentadas acima, fica evidente que, para identificar pontos criticos,
nos quais tanto a temperatura quanto o horizonte critico sdo reais € ndo negativos, o coeficiente

dindmico precisa estar dentro do intervalo 1 <z < 2. Ao tracar dois diagramas P-V para dois va-
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lores de z dentro deste intervalo, observamos o surgimento de uma ’parte oscilante’ na isoterma,
assemelhando-se de perto ao diagrama P-V de van der Waals (Fig. 11). Notavelmente, a pressao
perto do ponto critico € negativa para essa configuragdo. Isso € uma caracteristica de cendrios
onde a simetria de Lorentz é quebrada espontaneamente (2.138) para Vp > 0. No entanto, a
medida que a temperatura aumenta, nos afastamos dos pontos criticos, até alcancarmos uma
pressdo positiva Pry, indicando um cendrio onde a quebra espontanea da simetria de Lorentz

nao estd mais presente, como teriamos A < 0.

Figura 11: Diagrama P-V do buraco negro de Einstein-Maxwell-Bumblebee-Dilaton para
Q0 = 1. Definimos Gy = ¢ = 1> = 1.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Também podemos encontrar uma relacao universal para z geral que relaciona as trés

quantidades criticas (2.160), (2.161) e (2.162). Assim, € facil mostrar que

P ve  4-2 (2.163)
T. 4(1+z) '

onde Pff f = P.+ P,,. Note que em z = 1, recuperamos a mesma relagio que para o fluido de
van der Waals.
Além disso, a partir da equacao de estado (2.155), é possivel obter "a lei dos estados

correspondentes’. Definindo as seguintes quantidades

peftf v T
p peT = T (2.164)
onde P¢/f = Py + Py, temos que
2—z 1 22—-2)
8t =2(2+2z)v + — . 2.165
2+ [HZP vill (1+4z)v 172 (2169

No limite z = 1, recuperamos ’a lei dos estados correspondentes’ de Ref. [86]. Essa equagao

sera crucial para calcular os expoentes criticos posteriormente.
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Como mostrado por Ref. [116], é possivel associar a estabilidade termodinamica
com flutuacdes microscopicas do sistema. A condicao de estabilidade pode ser expressa como

A
Cpy = T( ) >0 (2.166)
Pry ,Viv,Q

oT
onde Cpy € o calor especifico a pressdo ou volume constante. Usando as Eqs. (2.144) e (2.146),

temos que o calor especifico a pressao constante ¢ dado por

8m2zit! rfl+4e vi—ldo
p= 7

Y

onde T € dado por (2.144) e
B=4G*Q%2(z+2) + GyriteV ' [ (z+2) — (z—2) (8aGNPyrjz—1)]  (2.167)

Imediatamente, podemos observar que o calor especifico Cp se torna singular em
B = 0, precisamente no ponto critico. Na Fig. (12), plotamos o calor especifico a pressio
constante em relacdo ao horizonte, considerando varios valores de z. As linhas laranja e verde
exibem descontinuidades, que sdo resultado dessas linhas estarem dentro da faixa permitindo
pontos criticos 1 <z < 2. A linha azul, situada fora deste intervalo, ndo apresenta descontinuida-
des. Além disso, podemos observar que apenas as duas linhas dentro do intervalo demonstram
estabilidade termodinamica. Por outro lado, o calor especifico a volume constante se anula,
pois a entropia (2.146) permanece inalterada quando o volume € fixo.

Figura 12: Calor especifico a pressdo constante em relacio ao raio do horizonte para varios

valores de z e GyO = 1. Definimos 0o = =1
GyPry=-10

50+

—_—7=
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Fonte: elaborado pelo autor.

¢ Estrutura de Fase

Nos estudos de transicao de fase, analisar a energia livre de Gibbs é de extrema

importancia. [sso ocorre porque as transi¢des de primeira ordem sdo identificadas pelo compor-
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tamento divergente de sua primeira derivada. Com isso em mente, podemos expressar a energia
livre de Gibbs da seguinte forma:

G=H-TS§, (2.168)

onde a entalpia H ¢ identificada como a massa (2.137), conforme discutido anteriormente. As-

sim, temos que a energia de Gibbs para Q fixo para nossa solucio é dada por

= 1. —2)r7 (878G Py iz +z—4
|:12 (4G%[QZZ(Z+2)€_ z—1¢yg _ (z )I‘h ( ﬂzi4LVth +z )) _Z3riz+2

G(T,Py) = ] (2.169)

A4GnZ2Iet! rﬁ

onde r, = ry(T,Pry) € expresso através da Eq.(2.153). No limite z = 1, obtemos o mesmo
resultado de Ref.([109]) que utilizou a abordagem euclidiana para a gravidade quantica para
obter o mesmo resultado.

Figura 13: Energia livre de Gibbs do buraco negro de Einstein-Maxwell-Bumblebee-Dilaton
para GyQ = 1. As linhas laranjas correspondem a pressdes criticas onde GyP=~! ~ —0.118 e
GyPE? ~ —0.139 . N6s fixamos @ = 12 = 1

z=1 z=3/2
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Fonte: elaborado pelo autor.

Na Fig. (13), apresentamos a energia livre de Gibbs como fun¢ao da temperatura
para dois valores de z que se encontram dentro da faixa que permite pontos criticos. Para
z =1, observamos um grafico muito semelhante ao obtido em [109]. De fato, podemos ver que,
para P < P, o fendmeno da “swallow tail”’emerge. Por outro lado, quando fixamos z = 3/2,
o comportamento da “swallow tail”’é alterado. No entanto, para ambos os casos, € evidente
que quando T < T, ocorre uma transi¢do de fase de primeira ordem entre um (buraco negro

pequeno) e um (buraco negro grande).
* Expoentes criticos

O comportamento de quantidades fisicas proximas a um ponto critico pode ser ca-

racterizado por expoentes criticos. Esses expoentes sdo independentes dos detalhes da teoria,
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tornando-os universais. No entanto, eles podem depender do tamanho do sistema ou da ex-
tensao das interacoes. Utilizando a mesma abordagem do artigo [86], obtemos quatro expoentes

criticos: a, B, Y e 6 abaixo.
» Parametro de ordem

Para obter o pardmetro de ordem, expandimos a equagdo de estados correspondentes (2.165)

nas proximidades do ponto critico. Para isso, definimos:
t=17—1 ow=v—1. (2.170)

Assim, obtemos que:

4(z4+ 1t Az(z+ Dt 2z(z+1)@?
(z >+Z(Z jto 2z(z+1) n

2.171
4 o 3 , 2.171)

onde as reticéncias levam em consideraciio os termos de ordem igual ou maior que ®*, que des-
consideramos. Também negligenciamos os termos t®>. Agora, podemos calcular a diferencial

da série truncada acima, e obtemos que:

2t
dPry =2z(z+ 1P/ <2—4 — a)z) do. (2.172)
z

Vale lembrar que Py, € fixo, entdo sua diferencial se anula. Supondo que ®; e @, sdo os “volu-
mes’ dos buracos negros grande e pequeno, respectivamente, e que durante a transi¢do de fase

as pressoes sdo iguais, podemos obter a seguinte equagao:

. 4(z+ 1)t N 4z(z+ 1wy 2z(z+ 1wy . 4(z+ 1)t +4z(z+1)tws 27(z4+ 1w}
: .
z=—4

2—4 2—4 3 T 24 3
(2.173)

Além disso, podemos empregar a lei de drea igual de Maxwell para obter a seguinte equagao:

=
(4

Supondo ¢ < 0 fixo, a Unica soluc¢do ndo trivial para o sistema de equacdes (2.173) e (2.174) é

W; = — @y o< \/—t. Assim, o parametro de ordem é dado por
N = ve(o — @) o< /—t. (2.175)
Portanto, encontramos que o primeiro expoente critico é 8 = 1/2.

» Compressibilidade isotérmica Kr
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O outro expoente critico ¥ é encontrado através da compressibilidade isotérmica dada por [86]:

1 Jdv

—= o<t 7. 2.176
\% aPL\/ T ( )

Kr =

Conseguimos isso diferenciando a Eq. (2.171). Assim, podemos facilmente obter que

1
Kp o< ———. 2.177)
P

Portanto, encontramos que o segundo expoente critico € y = 1.
e Isoterma critico T =T,

O préximo expoente critico  estd relacionado ao *formato do isoterma critico’ t = 0 através da
relacdo:

|P—P.| o [v—v|°. (2.178)
Podemos obter essa relacao assumindo ¢ = 0 na Eq.(2.171). Assim, obtemos:

2z(z+ 1) o’
po1= et Ne (2.179)

Portanto, encontramos que o terceiro expoente critico € 6 = 3.
* Calor especifico a volume constante C,

Finalmente, temos que o expoente ¢ governa o comportamento do calor especifico a volume
constante,

dS
Co=Tor|ves 1] (2.180)

Mas, como mencionado acima, o Cv se anula. Portanto, encontramos que o ultimo expoente
critico é o = 0.

Em conclusdo, descobrimos que os expoentes criticos para um buraco negro Lifshitz
dilaton com excita¢cdes bumblebee sdo os mesmos encontrados no fluido de van der Waals. Essa
notdvel semelhanca indica que os comportamentos criticos em ambos os sistemas compartilham
caracteristicas universais, apesar de suas diferentes origens fisicas. O estudo dos fendmenos
criticos nessa solugc@o de buraco negro fornece insights valiosos sobre as propriedades termo-

dindmicas de sistemas com simetria Lifshitz e violagdao de Lorentz.

Principais Resultados
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Descobrimos uma nova solu¢ao de buraco negro carregado dentro de um espago-
tempo assintoticamente Lifshitz. Quando z = 1, essa solu¢do reverte para a solu¢do do buraco
negro carregado AdS, embora gerada no contexto de quebra espontinea de simetria de Lorentz.
Para z # 1, derivamos uma solu¢@o que exibe uma estrutura de fase complexa altamente depen-
dente do expoente critico.

Para revelar as semelhangas entre nossa solugdo de violacao de Lorentz e o sistema
de van der Waals, empregamos uma andlise de criticidade no espaco P — V. Aqui, tratamos
o modo massivo como a pressao termodinamica e sua quantidade conjugada como o volume
termodinamico. Notavelmente, reconhecemos que essa pressao assume um valor negativo, uma
condicdo necessdria para a quebra espontanea da simetria de Lorentz, levando ao surgimento
do modo B e sua associagdo com uma fase de de Sitter. Embora seja concebivel elevar a
constante cosmoldgica a uma pressao termodinamica, representando efetivamente a fase Anti
de Sitter, elevamos especificamente V) a uma varidvel termodinamica. Essa escolha deliberada
permitiu um exame focado do comportamento critico da soluc¢do através do diagrama P — V.
Justificamos essa decisdo considerando a dindmica continua do modo massivo longitudinal da
violagdo de Lorentz, que surge de flutuagdes em torno do valor esperado do vécuo by. Dessa
forma, fornecemos uma justificativa dinamica para nossa selecao.

Na se¢do conclusiva do artigo, nossa atencao se voltou para uma andlise abrangente
das estruturas de fase. Iniciamos esse exame derivando quantidades termodindmicas-chave. Em
primeiro lugar, estava a temperatura. Estabelecemos que no limite extremal (7" = 0), a geometria
préxima ao horizonte pode ser precisamente descrita como AdS, x S2. Além disso, calculamos a
entropia usando a férmula de Bekenstein-Hawking. Além disso, enfatizamos a necessidade, no
contexto de um espacgo de fase estendido P —V, de interpretar a massa do buraco negro como
a entalpia para que a primeira lei da termodinamica seja védlida. No entanto, o aspecto mais
crucial desse empreendimento reside nos comportamentos criticos que descobrimos durante
nossa andlise das estruturas de fase.

Determinamos os pontos criticos da equacdo de estado e construimos o diagrama
de fase P —V. Na faixa 1 < z < 2, observamos o surgimento de um ’componente oscilante’
na isotérmica, semelhante as nossas descobertas no sistema de van der Waals. Além disso,
descobrimos uma relagcdo universal e ’a lei dos estados correspondentes’ dependente de z que
vincula os pontos criticos. Notavelmente, em z = 1, recuperamos as relacdes para o fluido de van

der Waals. Em relacdo a estabilidade da solucao, demonstramos que Cp exibe descontinuidades
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(indicativas de transicoes de fase) e positividade (indicativa de estabilidade termodinamica) para
1 <z<2. Além disso, o comportamento de “swallowtail”’da energia livre de Gibbs em z =1
indica uma transicao de fase de primeira ordem dentro do sistema. Por outro lado, para z =3/2,
observamos um comportamento de “swallowtail”distinto, que também sinaliza uma transicao
de primeira ordem. Finalmente, calculamos os expoentes criticos do sistema e os determinamos

como universais, espelhando os de um sistema de fluido de van der Waals.
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3 TEORIA DE ALTAS-DERIVADAS

Nesse ultimo capitulo iremos explorar as chamadas teorias gravitacionais de altas-
derivadas. A ideia de estender a RG adicionando novos invariantes nao € nova, alids a proposta
de modificar a teoria de Einstein para a gravitacdo considerando novos invariantes em altas-
ordens foi introduzida apenas quadro anos depois da publicacdo da teoria da RG por Hermann
Weyl em 1919 [117] e posteriormente por Arthur Stanley Eddington em 1923 [118]. Essas
teorias tém indmeros aspectos importantes, dentre eles podemos citar o seu cardter renorma-
lizdvel a um-loop [119], sendo essa talvez sua melhor motivagdo. Outra forte motivacao para
teorias em altas-derivadas, essa mais recente, vem de corre¢des quanticas e de teorias de cordas
que mostram que esses novos invariantes podem ser obtidos de acdes gravitacionais efetivas a
baixas-energias dessas teorias [120,121]. No entanto, essas teorias também, normalmente, apre-
sentam as famosas instabilidades de Ostrogradsky que é um problema de unitariedade [119].
Esses aspectos serdo discutidos detalhadamente mais a frente. Além disso, nos iremos trabalhar
no formalismo métrico, ou seja, o campo fundamental que descreve a dinamica gravitacional
¢ a métrica. Nos utilizaremos esse formalismo para estudar teorias que sao construidas com
termos invariantes na curvatura até ordem cubicas. Mas antes de abordar as teorias gravitacio-
nais ctibicas, nds iremos fazer uma rapida revisio sobre a chamada gravidade R”. Esse modelo
nos servird como protétipo para revelar as principais caracteristicas das teorias que adicionam

novos invariantes a acao de Einstein-Hilbert.

3.1 Teorias quadraticas

As teorias gravitacionais em altas-ordens ficaram mais famosas a partir da década
de 60, principalmente com os trabalhos [122, 123] que mostraram que o setor gravitacional
pode ser renormalizdvel a um-loop se for adicionado novos invariantes na curvatura ao termo
de Einstein-Hilbert motivados por correcoes quanticas. O exemplo mais simples para essa
modificagéo é construindo novos invariantes com o escalar de Ricci, a chamada teoria f(R).
Podemos construir essa funcdo de maneira geral como
2R3

0w o R
2 AR .. (3.1

f(R):...+R2 R TS
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Vale a pena relembrar que é possivel construir outros invariantes quadraticos como os ja men-
cionados Ry, vR*Y e Ruva ﬁR“"“ﬁ . A esperanga desde entdo € encontrar indicios experimentais
dessas correcoes. Como mencionada antes, a RG € um sucesso experimental. Nenhum indicio
de desvio no regime classico nem quantico foi detectado até hoje. Na verdade, esse ultimo, ou
seja, um possivel comportamento quantico para a gravitacdo nunca foi observado. No entanto,
alguns trabalhos sugerem que essas modificacdes contribuiram no universo primordial [124]
e nos regimes de gravidade extremamente forte [125], ou seja, em objetos muito compactos.
Além disso, esses modelos quadraticos na curvatura podem evitar singularidades presentes em
modelos cosmoldgicos [126] e no interior de buracos negros [127].

Uma outra caracteristica singular dos modelos quadraticos na curvatura no forma-
lismos métrico € que eles podem explicar a fase acelerada do universo [128]. Sabemos a partir
de andlise do desvio para o vermelho de supernovas do tipo IA [4] e da Radiacdo Cdsmica
de Fundo (CMB)[129]' que estamos em uma era cosmolégica dominada por vicuo que estd
expandindo o universo aceleradamente, chamamos isso de energia escura.

Para revelar as jd mencionadas caracteristicas de alguns modelos em altas-derivadas:
renormalizabilidade, instabilidade (ndo unitaridade) e era cosmoldgica acelerada, vamos assu-
mir a seguinte agdo [130]

- / d*xy/"g(R+ aRuy R — BRY). (3.2)

onde a e B sdo parAmetros da teoria. Note que a lagrangiana é quadrdtica na curvatura e,
portanto, temos derivadas qudrticas na acdo. Podemos inicialmente provar que a teoria acima
¢ livre de divergéncias, portanto renormalizavel no regime perturbativo. Para checarmos isso,
vamos considerar a agdo de Einstein-Hilbert (1.48). Vamos agora assumir pequenas flutuagdes

na métrica dadas por

guv = &uv+huy, (3.3)
onde g,v € o chamado métrica de fundo® que vamos considerar nessa anélise que Suv = Nuv-
ou seja, espago-tempo de Minkowski. O campo £,y € justamente a flutuagdo gravitacional ou

o préprio graviton. Substituindo a perturbacdo (3.3) na acdo (1.48), n6és obtemos a conhecida

acao de Fierz—Pauli, dada por

o = OGO H] — SO — L Ouhapd hE 4 Jouhyd P (34)

Lcosmic microwave background, em inglé€s.

2background, em inglés.
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Na equagdo acima nés calculamos até ordem quadratica em hyy. Agora vamos substituir a
Eq.(3.3) nas equagdes de Einstein (1.47). Considerando apenas os termos lineares na flutuagao,

obtemos que

1 1 1 1 1
GYy = ~5(9%9uhov +9%dyhoy) + 5 Ohuy + znuvaaaﬁh‘)‘ﬁ = 5 Muvh§ + 50uvhG =0,
3.5
onde ndo consideramos a contribui¢do da matéria, ou seja, 7,y = 0. No entanto, nos temos uma

simetria de calibre associada a gravidade dada por

Além disso, temos a identidade de Bianchi linearizada, ou seja, Q“va = 0. De modo, que é

preciso fixar o calibre. Isso pode ser feito se nés adicionarmos o seguinte termo na lagrangiana
1 u
Lroal = _EC“C , (3.7)
onde Cy = 0%hgy — %@th. Assim, a nova lagrangiana independente do calibre é dada por

1 1
L= Lo+ Lo = gauhga“hg - Zauhaﬁa“haﬁ. (3.8)

Isso implica que o propagador para uma perturbacio em relagdo ao espago-tempo de Minkowski

pode ser dada por

_ MuaTlvp + Tvallup — 53 MavNap

< haﬁ(_k)hHV(k) > K2 — e

(3.9)

onde D € a dimensdo do espago-tempo. Assumindo um g,y geral € possivel mostrar que isso
¢ suficiente para nés obtermos cdlculos a um-loop para a acdo de Einstein-Hilbert [131]. E o
mais importe € que esses calculos nos levam a um resultado histérico [131]: os contra-termos a
um-/oop do setor gravitacional puro sao dados por

v—g I, 7
AL = R®>+ —RuvR"Y ). 1
Z 872(D —4) \ 120 LT (3.10)

Onde foi usada a técnica de regularizagdo dimensional. O objetivo dessa tese ndo € esclarecer
os detalhes das corre¢des quanticas para o gravidade. Na verdade, nds usamos esse resultado
paradigmatico apenas para motivar a necessidade de introduzir novos invariantes ao termo de
Einstein-Hilbert. Note o seguinte: como podemos ver os contra-termos da Eq. (3.10) sao

justamente os termos que aparecem na a¢ao gravitacional modificada (3.2), € por esse motivo
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que dizemos que esse modelo € renormalizdvel pelo menos até a um-loop [131]. Porém é
possivel mostrar que esse modelo ndo apresenta nenhuma outra divergéncia [132].

Agora vamos estudar duas caracteristicas muito importantes para o modelo (3.2).
Mas antes vamos calcular a equacao do movimento. Para fazer isso, vamos variar essa acdo em

relacdo a métrica. Assim nds obtemos que

(04
Hyy = (00 —2B)DyDyR — aO0Ryy — (5 — 2ﬁ>g,wDR +20RP* Ry 55 — 2BRRyuy
1 o N | 1

De fato, o termo —%guv(ocRlep;L — BR?) serd o termo de massa para a flutuagio f,y. Além
disso, note que a conservagio da matéria, ou seja, D, T*V = 0 implica que D,H*Y = 0. A
primeira caracteristica é que essa teoria envolve modos massivos tipo- Yukawa para o potencial
gravitacional [119]. Podemos ver isso se nds assumirmos o limite estatico newtoniano a Eq.

(3.11). Assim, temos que o potencial gravitacional no limite ndo relativistico € dada por [130]

_ 00 _ 2MG  4AMGe ™" MG e ™M0F

¢ r 3r+3r

(3.12)

onde my = (162Ga)~ /2 e my = (327G(3B — )~ V/2.
Outra caracteristica, e talvez a razao pela qual este modelo tem sido tdo estudado,
¢ a capacidade de modelos quadréticos na curvatura explicarem a fase acelerada do universo.

Para vermos isso, vamos primeiro assumir uma métrica maximamente simétrica dada por
ds* = —dt® +a(t)*(dx* + dy* + d7?), (3.13)

conhecida como métrica cosmoldgica plana ou métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW).
E possivel mostrar que para essa métrica, ndo ha criacdo de particulas sem massa e polarizacio
do vécuo nao-local, de modo que valor esperado do vacuo do tensor energia-momento de um
campo escalar conformemente invariante em uma geometria de Friedmann-Robertson-Walker

espacialmente plana pode ser dada por ([133]):

2 1 1

1
+ ko (D“DVR—2g“VDR—2RR,w - Egusz) (3.14)

onde k| e k> sdo constantes. Note que se & = 0 na Eq.(3.11) e k; = 0 na Eq. (3.14), ambas

as equagoes coincidem. Agora podemos substituir na equagdo Gy =< Ty > a métrica FRW,
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assim obtemos a seguinte equacao de Friedmann modificada

a\> 1 /a\* 1 [a P dd a\*

onde H? = ﬁ e M? = —ﬁ com k; > 0 e ky < 0. A primeira condi¢do € necessdria para a
existéncia da solucao de Sitter, enquanto a ultima surge do requisito de estabilidade das solug¢des
classicas das equacgdes de Einstein. Como mostrado por Starobinsky na Ref. [124], podemos
encontrar uma soluc¢@o de-Sitter para equacdo acima com o fator de escala dada por a(t) =
age!. Portanto, foi mostrado que teorias quadraticas para a gravidade podem explicar a fase
acelerada do universo.

O iltimo assunto que queremos abordar aqui brevemente é sobre estabilidade. E,
por motivos 6bvios, importante que seja feita uma andlise cuidadosa sobre estabilidades das
teorias com altas-derivadas, para garantir que essas teorias possam descrever a gravidade em re-
gimes mais energéticos sem nenhuma problema de instabilidades. Existem inimeras formas de
fazer isso. Por exemplo, nés podemos por restri¢des sobre a forma de f(R) para garantir a esta-
bilidade através das instabilidades de Dolgov-Kawasaki no setor de matéria [134] ou restricdes
impostas pela quantizacdo a um-loop [135]. Um outro assunto importante para essas teorias,
que também esta relacionado a estabilidade do modelo, é o problema dos graus de liberdade
das teorias com altas derivadas. Isso porque essas teorias normalmente apresentam estados
massivos de norma negativa que causam aparente falta de unidade [136], chamamos isso de
fantasmas’. Vamos pegar as teorias quadraticas, como exemplo. Essas teorias envolvem deri-
vadas quarticas e € possivel demonstrar que, devido a isso, o propagador serd proporcional ao
momento da seguinte maneira:

1 1

2o m 610

onde M? é a escala de energia na qual as teorias de altas-derivadas se tornam relevantes. Por-
tanto, temos graus de liberdade massivo e ndo massivo. Uma andlise hamiltoniana desses mo-
delos revela que, devido a esses dois graus de liberdade, a energia nao possui um limite inferior.
Portanto, ndo podemos definir de forma consistente um estado de vacuo na teoria [132]. Cha-
mamos isso de instabilidade de Ostrogradsky. No entanto, algumas teorias em altas derivadas
conseguem contornar esse problema como em [137, 138]. As teorias f(R) ndo tém fantasmas

também, veja alguns exemplos em [121, 123] .

3ghosts, em inglés.
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3.2 Teorias cibicas em dimensoes arbitrarias

Agora nés vamos estender a RG adicionado novos invariantes até a ordem cubica,
ou seja, vamos construir uma a¢do que contem os termos de Einstein-Hilbert (primeira ordem),
mais os termos quadraticos na curvatura (segunda ordem) e, finalmente, os termos cubicos na
curvatura (terceira ordem). Além disso, nds iremos fazer isso assumindo que nossa variedade
tem D dimensdes. Vale a pena pontuar que a adi¢ao dessas duas formas de extensdao (novos
invariantes e dimensoes extras) € essencial para que sejamos capazes de contornar o chamado
Teorema de Lovelock, que afirma que a agdo de Einstein-Hilbert € a unica se nds assumir-
mos uma teoria métrica com até derivadas de segunda ordem na métrica em quatro dimensoes.
Diante disso, nés poderiamos nos perguntar o seguinte: como podemos construir, entdo, os
possiveis invariantes de curvatura cuibicos (ou mais precisamente, derivadas sextas)?

Quem respondeu a pergunta acima primeiro foi David Lovelock em 1971 com a
famosa teoria de Lovelock da gravidade. Essa teoria € a teoria métrica mais geral da gravidade,
produzindo equagdes de movimento de segunda ordem em um nimero arbitrario de dimensoes
do espago-tempo D. A densidade lagrangiana de Lovelock € construida através de densidades

de Euler dimensionalmente estendidas da seguinte maneira[37]:

J
LL=v=-8Y, WmZ", (3.17)
n=0
onde A, é a constante de acoplamento com dimensao [comprimento]*"~? e
L sopronf T
R" = g%fvﬁiipn”vn” TRy, (3.18)

a=1

onde 0 é a delta de Kronecker generalizada definido como

.
I, Se ujVvi...u,v, sao inteiros distintos € uma permutagio par dosa; f;...0,, B,

6alﬁl--~anﬁn _ ~ . . P ~
vV, — § —1 Se Hyvi...U,Vv, sio inteiros distintos e uma permutagio impar dosa f3;...04, B,

0, Para os outros casos.

\

(3.19)
e R%P uv € o tensor de Riemann. Note que densidade de Euler quarta (n = 2) leva exatamente

ao termo de Gauss-Bonnet, ou seja,

Xs = %% = R* — 4Ry R*Y + Ry qpR*V P (3.20)
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O préximo termo € justamente o termo de interacdo cubica, representado pela densidade de

Euler sexta (n = 3) dada por

+3RyvapR* PR — 12RURY R — 24R o R *sRP + R?. (3.21)

Na literatura hd uma ampla gama de trabalhos que aplicam essa teoria, incluindo
solugcdes para buracos negros [139], cosmologia [140] e branas [141]. No entanto, essa teoria
gravitacional de altas-derivadas € bastante restritiva. Por exemplo, em quadro dimensdes ape-
nas o termo usual de Einstein-Hilbert é considerado, uma vez que o termo de Gauss-Bonnet é

topoldgico em D = 4. Podemos escrever essas restricoes da seguinte maneira:
D = 2j+2,dimensdes pares, (3.22)

D =2j+ 1,dimensdes impares. (3.23)

Assim, podemos ver que para trabalharmos com as interagdes ctibicas na gravidade de Love-
lock, nés precisamos estar em um espago-tempo com pelo menos sete dimensdes! No entanto,
€ possivel desenvolver novos invariantes cubicos que sejam menos restritivos do que aqueles
construidos a partir das densidades de Euler. Apresentaremos a seguir uma classe de teorias de
altas derivadas que engloba Lovelock e outras que generalizam essas interagdes, denominada

Teoria Quasi-Topolégica Generalizada.
3.2.1 Teoria Quasi-Topoliogica Generalizada

Na sec¢do anterior, nés construimos novos invariantes na curvatura em qualquer or-
dem através da gravidade de Lovelock. No entanto, mostramos que essa teoria € muito restritiva
(na inclusdo de interacdo cubica a teoria so existe em sete dimensdes, por exemplo). Serd que
podemos construir solu¢des com até derivadas de segunda ordem na equagdo do movimento
menos restritiva na dimensao para altas interacdes? A resposta é sim. Porém vamos ter que as-
sumir que estamos interessados em encontrar solugdes com simetria esférica e estatica, como os
buracos negros. A teoria mais geral que pode ser construida em qualquer ordem nos invariantes

de curvatura pode ser dada por

1o (D—1)(D—2) 2t} () o)
S:167rG/d xv‘g{ 2 +R+ Y YLty (3.24)
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onde L € a escala de comprimento, &% s3o densidades construidas a partir de n tensores de
Riemann e da métrica, U;, sdo constante de acoplamento adimensional € j, € um indice que
percorre todos os independentes invariantes de ordem n. Para obter a equacdo do movimento

para essa teoria basta varid-la em relacdo a métrica. Assim, nds obtemos que
Aoa 1 Ao

Z
onde P, = o
aBUY = 9Rypuy
Diferentemente de Lovelock, esses invariantes sao construidos ndo com as densi-
dades de Euler, mas assumindo todas as contracdes possiveis. Vamos escrever abaixo todas
as possiveis contracdes da interacdo cubica ( mais precisamente, derivadas sextas na métrica)

para essa teoria [142], isso inclui os termos com derivadas covariantes de tensores de Ricci e de

Riemann.
1. RyPyOR,Y6ORM 5V 6. RyypaRMYPAR 11. DgRyyD*R*Y
2. RuvPo Ry RycHY 7. Ry"RyMR 12. D*R,DPR
3. RuyprR*PRYC 8. R’ 13. DyRD"R
4. Ry R,PRy¥ 9. DaRyypr D*RHVPA
5. RyypaR*VP R 10. D*DPR,, 5, RHY

No entanto, como mostrado em [142], vamos ter no total apenas dez termos cubicos
se descartamos os termos de derivada total (desconsideramos, portanto, os termos (9), (10),
(12)). Porém vamos mostrar que para uma métrica especifica, € possivel obter equagdes para
o movimento que sdo na verdade de segunda ordem, ao invés de sexta. Para vermos isso, nos
vamos assumir o ansatz com simetria esférica e estatica (SEE) ou podemos chama-la de solu¢do
tipo-Schwarzschild de uma tnica funcao
dr?

f(r)
2

onde f sdo fun¢des que dependem apenas da coordenada radial e dZ( 4-2) € o elemento de linha

ds* = —f(r)dt* + — +r*dZ3 ,, (3.26)

de uma superficie de curvatura constante com k = —1,0, 1 que corresponde, respectivamente,
topologia hiperbdlica, plana e esférica. E possivel mostrar que essa teoria é a mais geral que
gera solucdes tipo-Schwarzschild em D dimensdes cuja equacdo do movimento é de segunda

ordem. Chamamos essa teoria de Quasi-Topoldgica Generalizada(TQTG)[143].
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Figura 14: Esquema com as possibilidades para teorias gravitacionais com intera¢des cibicas

TEORIA
QUASI-TOPOLOGICA
GENERALIZADA (TQTG)

TEORIA TEORIA CUBICA
LOVELOCK TEORIA EINSTEINIANA (TEC)
QUASI-TOPOLOGICA
(TaT)

Fonte: elaborado pelo autor.

Na verdade, a TQTG € uma grande classe de teoria gravitacional que nos fornece
solugdes tipo-Schwarzschild “sem cabelo”de uma unica fung¢do, ou seja, g,-g;; = —1 na qual sa-
tisfaz uma equacao diferencial de segunda-ordem. Além disso, essas teorias possuem equacoes
linearizadas de segunda ordem em torno de um métrica de fundo maximamente simétrico. Ini-
cialmente, foi mostrado que isso era alcancado até as interacdes cubicas [143], mas posterior-
mente foi estendido a quaisquer interagdes. Essa classe de teoria contem mais trés subclasses, as
chamadas teorias Quasi-Topoldgicas (TQT), Lovelock e Cubica Einsteiniana, seja a Fig.14. As
duas primeiras teorias, quando assumimos o ansatz (3.26), nds obtemos uma equacao algébrica
para f; mas para qualquer outra métrica a teoria de Lovelock fornece uma equacao de segunda-
ordem, enquanto para TQT temos um equacdo de quarta-ordem. Além disso, a TQT € menos
restritiva, uma vez que ela existe para interacdes cubicas ja em D = 5. Por outro lado, a dltima
teoria nos fornece equacdes de segunda-ordem para f em D = 4. Essa teoria serd um dos focos

dessa tese, por isso iremos elaborar uma se¢do s6 para ela.

3.3 Teoria Cubica Einsteiniana (TCE)

Até a ordem ctibica, a teoria mais geral da gravidade, independente de dimensdes,
formulada através de contracdes arbitrariamente escolhidas na métrica e no tensor de Riemann

em curvatura, cujo espectro linearizado coincide com o da gravidade de Einstein, é chamada
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de Teoria Cubica Einsteiniana. Essa teoria pode ser expressa como uma combinacao linear dos
termos de Lovelock, acrescida de uma nova contribui¢cdo cubica P, que pode ser representada

por:
P=12R.P\ R, 6 R 5" + RIVRGRYs — 12R ;51 R*PRYC + 8RY RORY. (3.27)
Ou seja, a lagrangiana para essa teoria pode ser dada por

1
Lrce = %(R—2A0)+ax4+8nG(Bx6+7LP)+.$m, (3.28)

onde Y4 e X sdo os termos quadréticos e cubicos de Lovelock, respectivamente. A constante
de acoplamento A € adimensional e para definir um vacuo tnico, é necessario que A > 0, como
iremos ver mais a frente.

O que iremos fazer agora € explicar passo-a-passo de como obter as combinagdes
de invariantes de curvatura dentre todas as 13 possiveis mostradas anteriormente que levaram a
definicao de (3.124). Essa andlise € baseada na Ref.[144]. A construcdo dessa teoria € baseados

em trés propriedades:
1. A teoria compartilha o espectro com a RG;

2. Os coeficientes relativos dos diferentes invariantes de curvatura sao independentes da

dimensao;
3. Em D =4, a teoria ndo € nem topoldgica nem trivial.

A primeira condicao esté relacionada ao conjunto de graus de liberdade propagantes pela métrica
perturbada no vacuo. Nos estamos aqui impondo que o espectro linearizada da teoria coincide
com o da RG. Dito de uma outra forma, essa condicao assegura que a teoria no regime linear
descreve o graviton com um modo transversal propagante que € sem massa e tem spin-2. Como

podemos assegurar isso? Primeiro vamos assumir a flutuacao padrao dada por

Suv :guv+hyv, (3.29)

onde g,y € a métrica de fundo e Ay € a flutuacdo gravitacional assumida s,y << 1. Como
mostrado em Ref.[144], se nds linearizdramos a Eq.(3.25) em torno de um espago-tempo ma-

ximamente simétrico, ou seja,

Ruvaﬁ = 2Agp[agﬁ]w (3.30)
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¢ possivel mostrar que, assumindo a seguinte decomposi¢ao para a métrica perturbada:

o
m), ), [DuDy—gguOlh 1 _
huy =ty +1gy + 2+ dA + Eglivh (3.31)

onde & = hY, os tensores sem trago Iy © luv e o tragco & obedecem as seguintes equacoes:

|- (m) _
T [D ZA}TMV =0, (3.32)
S [ TN P (3.33)
2Keff gy ’
(D—1)(D=2)A(m;—(d—2)A)] -,
_ Ol — m2h = 34
e |O-mila=o .
onde
K, = 4e—8A(D=3)a, (3.35)
2 (—e+2A(D—3)a)
My = Yot : (3.36)
, e(D—-2)—4A(a+ (bD+c)(d—1))
- 37
s 2a+Dc+4b(D—1) : (3.37)

onde a, b, c e e sdo constantes dependentes do modelo, veja a Eq. (4) da Ref. [144]. Note o
seguinte: a primeira Eq. (3.32) € para o graviton usual sem massa, enquanto a Eq. (3.33) des-
creve um outro modo tensorial massivo. Além disso, nos temos o campo escalar - de massa mg
descrito pela Eq. (3.34). Assim, finalmente podemos mostrar que para um teoria gravitacional
métrica geral construida com # invariantes de curvatura compartilhar seu espectro com a RG, é
necessdrio que as massas dos modos massivos tensorial e escalar sejam infinitamente pesados,

ou seja, |m§| = |m?| = 400 [144]. Isso gera a partir das Eqs (3.35) e (3.36) os seguintes vinculos
2a+c =0, (3.38)

4b+c =0. (3.39)

Isso assegura que no regime linear essas teorias tenham apenas modos tensoriais ndo massivos
(graviton), assim evitando possiveis fantasmas e assegurando a unitariedade. Agora, quais as
implicagdes dos vinculos (3.38) e (3.39) nas combinagdes dos invariantes tanto na interacao
quadratica e cubica? Vamos escrever a lagrangiana com essas duas interacdes da seguinte ma-

neira
1

8
= oo (R=2A0) + Za, kY g, (3.40)
i=1

i=1
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onde i”l.( ) éa lagrangiana ctibica com os possfveis invariantes ja mencionados * e &,

lagrangiana quadratica que tem os seguintes possiveis invariantes:
1. R? 2. RyyRM 3. RyyapRHYoP

Seguindo o processo de linearizacdo adotado em [144], nds podemos identificar as

constantes dependente do modelo até a interagdo cubica como

a= 063—%\[3& —12B, —2(D —1)B3 —2d(D — 1)B4], (3.41)
b= %+%\[4ﬁ4+ﬁ5+2(D—1)B7+3D(D—1)[38], (3.42)
c= %+ BNap v aps 1200 3)ps 430D DB+ DD- VB (43
1 KA?
e= H{+A[D(D— 1)a1+(D—1)a2+2]+T[3(D—2)l31+12[32+6(D— 1)Bs
+6D(D—1)By+3(D—1)*(Bs+ Bs + DBy + D*fs)]. (3.44)

Note o seguinte, assumindo os vinculos (3.38) e (3.39) para os termos quadraticos, encontramos

que Q| = 03 = —%, portanto encontramos exatamento a lagrangiana de Gauss-Bonnet, ou seja,
L= 0)s = OC(R2 —RMVR“V _|_RuvaﬁRl~W0‘ﬁ)_ (3.45)

Para o caso cuibico, os dois vinculos vao diminuir os oito parametros para seis. No entanto, es-
ses acoplamentos f3; vao depender da dimensdo do espago-tempo. Assim, vamos agora assumir
a segunda condi¢do para TCE, ou seja, vamos exigir que essas quantidades sao independente
de D. Dessa forma é possivel mostrar que no final, nés vamos ter apenas duas constante de
acoplamento, para mais detalhes veja a Ref.[144]. Uma delas € relacionado a }¢ e a outra é
justamente relacionada a P. Portanto, com essas duas condi¢Oes € suficiente para nés deduzir-
mos a a¢do (A.1). Note o seguinte, em D = 4 n6s temos que ¥ = 0 e x4 € topologico, e P é
nem trivial nem topoldgico, portanto a terceira condicdo da TCE € obedecida. Além disso, para
alcangcamos um vacuo estavel, no sentido que a energia associada ao graviton sem massa seja
positivo, é necessario que A na agio (A.1) seja positivo.

A condic¢do adicional a Teoria Cubica Einsteiniana (TCE), que a insere na classe

de Teoria Quasi-Topolégica Generalizada (TQTG), é que suas equagdes de movimento sao de

“Dentre esses 13 possiveis, nds iremos descartar aqueles que sio construidos de derivadas de tensor de curva-
tura.
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segunda ordem quando consideramos um espaco-tempo com simetria estatica e esférica. Vamos

explorar isso mais a fundo em nossas proximas aplicacoes.

3.4 Aplicacoes Com Gravidade Cibica

Até o momento, nds analisamos as principais caracteristicas das teorias gravitaci-
onais métricas com altas-derivadas através de modelos quadraticos e cubicos. A seguir, com-
partilharemos os resultados-chave que conseguimos obter utilizando os modelos de gravidade
cubica. Em esséncia, aplicamos a Teoria Cubica Einsteiniana (TCE) considerando métricas de
buracos negros com uma fonte de matéria dada por uma eletrodindmica nao linear (ENL). Pos-
teriormente, em um segundo estudo, buscamos soluc¢des de branas para modelos com interacdes

cuibicas mais abrangentes.
3.4.1 Eletrodindmica Ndo Linear

A esséncia dessa parte do trabalho é obter solu¢des de buracos negros com sime-
tria estética e esférica em quatro dimensdes assumindo intera¢des cibicas. Como mostramos
anteriormente, a Unica teoria cubica que nao € nem topoldgica nem trivial em D =4 € a TCE.

Assim, nds iremos assumir a seguinte acao

1 4 2
16”G/d x\/—_g{(R—ZAO) _G*AP+2(F)|, (3.46)

onde ja assumimos que ¥4 € X sdo desconsiderados em d = 4. Por outro lado, o termo .Z(F),
o termo de matéria, € um campo eletromagnético nao linear (ENL), onde F € a intensidade do
campo vetorial A definido por F? := FuyF*Y, onde Fyy = dyAy — dvAy. O ansatz mais geral
para A € dado por

A= ¢(r)dt+ Qpcosbd, (3.47)

onde ¢(r) é um potencial escalar tipo-Maxwell e Q,, é a carga magnética total definida por

Om ! / F. (3.48)

T 4n

Além disso, a equagdo de movimento tipo-Maxwell (basta variar a acdo acima em relagdo ao

campo Ay) e as identidades de Bianchi para ENL, respectivamente, sdo dadas por

onde L = % e *FHV é o campo dual.
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A densidade lagrangiana da matéria que nds adotamos aqui que descreve a ENL

pode ser dada por [145]
4a aF?)s
Z(F)=— ( ) TR (3.50)
1+ (aF?)s] e

onde a > 0 € uma constante adimensional que caracteriza a forca da nao linearidade do campo

eletrodindmico, b € um pardmetro extra adimensional e & > 0 é um parmetro constante ([a] =
L?). E crucial destacar que, na acio (A.1), o campo gravitacional e o campo de matéria exi-
bem caracteristicas distintas. Embora tenhamos escolhido trabalhar com uma ampla categoria
de eletrodinamica ndo linear exata, permitindo todas as ordens de derivadas para o campo de
calibre, a métrica foi restrita a incluir apenas termos de até sexta ordem na derivada. Essa dis-
crepancia ressalta nosso empenho em compreender o impacto da curvatura cibica nesta ENL.
Esse contexto nos leva além da ac¢ao convencional de Einstein-Maxwell, onde ambos os campos
compartilham o mesmo dominio.

Aqui n6s iremos adotar apenas uma configuracdo magnética, ou seja, vamos assu-
mir, no decorrer da tese, que ¢ = 0. A motivacdo dessa escolha é baseada nas solu¢des bem
conhecidas de buracos negros regulares magneticamente carregados gerados pelas correcoes
devido a ENL. Essas solucdes sdo ditas regulares, pois as divergéncias fisicas encontradas
na origem dos buracos negros convencionais, como de Schwarzschild, sdo removidas com a
introducdo da ENL. E importante ressaltar que esse resultado é obtido de forma cldssica. Em
outras palavras, é possivel demonstrar que essas solugdes resolvem o problema da singularidade
dos buracos negros sem a necessidade de correcdes quanticas ou de mecanismos previamente
desconhecidos de uma teoria quantica da gravidade. Isso se torna possivel devido ao fato de que
a fonte de matéria em questdo, a ENL, viola certas condi¢des de energia, permitindo, assim, a
contornagem dos teoremas de Hawking-Penrose [146]. De modo geral, a solugdo gerada por

essa fonte de matéria (com Ay = 0) para um agdo de Einstein-Hilbert pode ser dada por

2MGri—! MG\ !
ds? = — (1 _ —)dt2+ (1 — —r) dr* +1?d6? 4 r*sin® 0d¢>,  (3.51)

(g"+rb)e (¢>+7rP)?
2
onde g € o monopolo magnético e se relaciona com a carga magnética total através de Q,, = \/qTTx

e M é a massa gravitacional.
No caso de cargas magnéticas podemos encontrar diferentes solugdes regulares para
buracos negros. Por exemplo, se a = 3 e b = 2 na Eq.(3.50) encontramos a solucao de Bardeen

[147], mas se a = b, entdo temos a solu¢do de Hayward [148]. Para uma intensidade de campo
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b3

fraca F, temos que a densidade Lagrangiana (3.50) é dada por Z(F) ~ « s (F )%, Por-
tanto, apenas para o valor critico b = 1 € possivel recuperar o limite Maxwelliano. Além disso,
conforme observado pela Ref.[145], a regularidade das solucdes de buracos negros encontradas
para a = b acontece quando a > 3. Entdo escolhemos a = 3 na Eq. (3.50 ) que leva a solugao
do buraco negro de Hayward [149]. Além disso, existe uma classe de solucdes que gera muito
interesse, pois no limite do campo fraco, a densidade Lagrangiana (3.50) é a mesma que a La-
grangiana de Maxwell, esta classe € alcancada quando a =3 e b =1 [145], e é conhecido como
Nova Classe.

O objetivo dessa parte da tese € simples: como a introdu¢do das interagdes cubicas
(3.124) podem modificar a solugdo (3.51)? Para responder a essa pergunta, nés vamos comecar

assumindo um ansatz para uma métrica com simetria estatica e esférica dada por [150]

dr?
ds* = —N(r)2f(r)dt* + —— +r*d6* + r*sin* 0d¢*. (3.52)

f(r)

Agora, nds iremos obter a equagao do movimento para a agao (A.1) com a métrica (3.52) através
do chamado método de Weyl, ou seja, nds iremos substituir a métrica acima diretamente na
acdo (A.1), assim essa ultima vai ficar como um funcional de f e N, S[f,N|. Motivado pela
Ref.[150], € possivel mostrar que se a variacdo da acdo (A.1) em relacdo as fungdes N e f se
anular, ou seja,

OSIN, f] _ SN, f]

SN 5 =0, (3.53)

entdo as componentes E;; = \lﬁ 5¢7 © E,, = \} 5o da equacao de movimento também desa-

parecem. Além disso, as equacdes angulares sdo garantidas através das identidades de Bianchi,

V-8 0ghv

em (A.l), descobrimos com o auxilio da integracdo por parte quando necessario (termos de

DH [# i} = 0 quando as equagdes E;; = 0 e E,, = 0 sdo vdélidas. Substituindo (3.52)

superficie sdo desconsiderados) que

a

SIN, f] = ﬁ/drN(r){ —r(f(r) _ 1) _2GMr® (qb—l—rb>_5 B A(;r3
R BLOE a0 (1) - 200

/003
g +4f'(r) + :

G*A
} } (3.54)

onde ’ d e as reticéncias denotam termos envolvendo pelo menos duas derivadas de N. No

entanto, pode ser demonstrado que para N(r) = 1, surgem solugdes correspondentes a bura-
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cos negros. Este resultado idéntico também foi corroborado pelos resultados apresentados na
Ref. [150]. Uma metodologia semelhante é observavel em teorias com altas derivadas que se
estendem além da TCE, conforme ilustrado nas Refs.[142, 143]. Além disso, a partir daqui,
ndo analisaremos nessa secao mais os efeitos da constante cosmoldgica em nossas solucoes,
entdo assumiremos que Ag = 0. Portanto, assumindo a condi¢do (3.53) para N = constante, nés

obtemos a seguinte equa¢do do movimento

t?G%L}MWU%—Uﬂﬂ+MWP+HNN

r

r ( £lr) - 1) +26M* (g"+7)
~127(0) () - 2= . (3.55)

r

Esta € a equacdo central desta secdo. Nosso objetivo, a partir deste ponto, € tentar resolvé-
la. No entanto, antes de prosseguirmos, € crucial fazer alguns comentérios pertinentes sobre
ela. Em primeiro lugar, observe que, ao desconsiderarmos as correcdes da interacdo cubica,
ou seja, quando A = 0, recuperamos precisamente a solug@o (3.51), como era esperado. Em
seguida, podemos notar que na parte cibica, temos até derivadas de segunda ordem em relacao
a f. Dessa forma, a Teoria Einsteiniana Cubica, de fato, admite solucdes de buracos negros
simetricamente esféricos e estiticos em quatro dimensdes, governadas por uma tnica funcao
que obedece a uma equagao do movimento de até segunda ordem. Para finalizar os comentérios,
temos que quando desconsideramos as corre¢des devido a eletrodinamica ndo linear, ou seja,
g = 0, nds recuperamos o resultado da Ref. [150].

Embora seja um resultado bastante intrigante por si s6, € importante destacar que
essa equagao nao possui uma solugdo analitica. Portanto, para compreendermos os efeitos da
gravidade cubica na fisica do buraco negro, optaremos por uma analise numérica desta equagao.

Para facilitar essa analise, vamos introduzir as seguintes varidveis adimensionais:

AG?
and §= 1. (3.56)

=" 3=
T 2MGT T T (MG)*

Assim, a acdo (A.1) leva a seguinte equagao:

x(f(x)—1> +ﬁ+%[_24f(x>(xf2(X)_1)g+4(%>3+%(g)2

12 (x) (d_f C2(f(x) = 1)) dzf} _0 (3.57)

dx X dx?

A Eq.(3.57) é uma equacgdo nao linear bastante complicada de resolver. Vale a pena

mencionar que, para g = 0 (sem carga magnética) e A = 0 (a¢do de Einstein-Hilbert), a Eq.(3.57)
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produz x(f — 1) = —1, cuja solugdo é
1
f(.X) =1- )

X

(3.58)

que € a solu¢do de Schwarzchild, como esperado. Portanto, a inclusdo dos termos do TCE
transforma a Eq.(3.57) de uma equacdo algébrica em uma equacdo diferencial. Vamos integrar
numericamente assumindo que quando x — oo, entdo f — 1 enquanto f — 0, ou seja, assumi-
mos que nossa solugdo € assintoticamente plana. Assumindo isso para o caso de Bardeen (a = 3

e b =2), > nés conseguimos construir para diferentes valores de A os plotes das Fig[15].

Figura 15: A func¢ao métrica f(x) com § unitaria e pequena para varios valores de A, onde
x=r/2GM.

q/2CMG)=0 q/2MG)= 0.1

] — GA=06GM*
G =08 GM)*
1 — =8 GM

1= GA=16GM)}

1,/ CMG)

-6 |- 4 3F
9 4_/
8|4 4

1,/ CMG)

A=0

q/CMG)=1

q/2MG)= 100

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

— GPA=06GM)*
4 G*A =08 (GM)*
— GA=8GM)
— G =16 GM)*
6 1=0

(l‘“‘ - ‘U‘i‘ “‘ I‘(l‘ “‘ |‘§‘ - ‘j‘“‘ - ‘3‘;‘ T V~‘1l U‘ll‘ - ‘U‘S‘ o |‘U‘ “‘ |‘§‘ - ‘1‘“‘ - ‘1‘5‘ “‘ l‘H
2/ CMG) /CMG)
Fonte: elaborado pelo autor.

A partir das Figs.[15], n6s podemos concluir de imediato que os efeitos da curva-
tura cubica modificam drasticamente a solucdo usual (3.51).Isso se aplica ndo apenas ao caso
com carga magnética, mas também ao caso no vacuo. No primeiro grafico (¢ = 0), observe que
na auséncia dos efeitos da gravidade ctibica, geralmente temos apenas um horizonte. Ao ativar
a gravidade cuibica, ainda permanecemos com apenas um horizonte em alguns casos, mas eles
sd@o maiores do que o definido pelo raio de Schwarzchild. Além disso, a medida que aumen-
tamos o valor de A, perdemos o horizonte. Portanto, nessa configurag¢do, nos deparamos com

uma singularidade nua.Quando consideramos a carga magnética, novos horizontes potenciais

>Qualitativamente, os resultados numéricos para os demais casos - caso Hayward (a = b = 3) e Nova Classe
(a=3eb=1)-sdo os mesmos obtidos para Bardeen
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surgem. Por exemplo, a0 assumir uma carga unitdria (7= = 1), novos horizontes s6 podem
surgir quando levamos em conta os efeitos da TCE. Por outro lado, a gravidade cubica também
pode remover horizontes, como no caso em que (% = 0.1). Mas a principal caracteristica
introduzida pela TCE ¢ a finitudo da solu¢do na origem. Embora isso ndo garanta que a solugao
seja livre de divergéncias, ou seja, de singularidades, mas nos garante que, pelo menos nesse
sistema de coordenadas, a solucao ndo explode na origem. Para compreender melhor se ha
singularidade ou ndo - vale a pena relembrar que a solucdo usual (3.51) para uma carga g < 1
“cura”a singuridade - temos que calcular escalares.

Conforme mencionado anteriormente, a Eq. (3.57) ndo admite uma solucao analitica.
Como consequéncia, ndo temos uma expressao exata que possamos utilizar para calcular os es-
calares de curvatura e de Kretschmann, os quais sdo cruciais para determinar se ha divergéncias
em nossa solucdao. No entanto, nada nos impede de assumir uma expansao de Taylor em torno
da origem, ou seja, f(r) =Y, a;r', 0 que nos permite realizar uma anélise aproximada do com-
portamento na origem. Assumindo que f(0) = cg e f”(0) = ¢, e substituindo essa expansdo na

Eq. (3.57), nés obtemos que

48c2G*A — 1 —163G*Aq* A+ 2GM
8 ) o (S160C AT +eag’ £26M) 5 (3 5,
192¢9G3A 576(co — 1)coG2Aq*

2

f(r)=co+car

onde nés assumimos que f’(0) =0 e cp 2 sdo pardmetros livres. Agora nés podemos calcular
algumas quantidades com esse resultado aproximado. Considerando o termo lider, o escalar de

Kretschmann é dada por
(co—1)?
pra

Dessa forma, a solugdo € livre de singularidades quando ¢y = 1. Ao ajustar cuidadosamente o

K~ (3.60)

parametro cq para se aproximar de 1, é possivel reduzir consideravelmente o tamanho da regiao
de curvatura forte, até mesmo a ponto de torna-la arbitrariamente pequena. No entanto, para
alcancar esse resultado, € necessario impor M = 0 e ¢ = 0. Na verdade, uma anélise abrangente,
desprovida de singularidades, s6 pode ser conduzida ao considerar a solu¢ao completa. Curi-
osamente, observamos que a solucao (13) é a mesma para os trés casos de interesse: Bardeen,
Hayward e Nova Classe. Portanto, ao contrario do caso padrio da Relatividade Geral (A = 0),
a presenca das correcdes da TCE pode resultar em buracos negros com singularidades, mesmo
quando um campo eletrodinamico nao linear € adicionado. A seguir, empregaremos uma anélise
perturbativa sobre uma solu¢do magnética regular para investigar as correcoes introduzidas pela

TCE.
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Embora a Eq. (3.57) ndao admita uma solugdo analitica, podemos compreender
como as corre¢oes introduzidas pela TCE podem alterar a solu¢cdo do buraco negro magnético

ENL (3.51) por meio de uma andlise perturbativa. Considerando uma fun¢ao f(r) da forma
fr)=1————+h(r), (3.61)

onde h(r) << 1, ou seja, nés podemos linearizar a equagao de campo (3.57) em torno do métrica
de fundo carregado magneticamente. Substituindo essa expansao na Eq. (3.57) e levando em

conta apenas os termos lideres em 4, nds encontramos a seguinte equacao para a flutuagao
B! (r) +¥(r)H (r) + @h(r) = j(r), (3.62)

onde as expressdes para as funcdes 7, ®? e j de r tém uma expressdo bastante complicada e as
mostramos no Apéndice A. Exploramos o comportamento das solu¢des para a regido assintitica

e na origem. Depois iremos explorar a solu¢do no horizonte de evento através de outra expansao.
* Comportamento assintotico

Vamos agora examinar o comportamento da solu¢do da Eq. (3.62) para grandes r . Neste

regime, os termos principais das funcdes ¥ e ®? sdo

2
y(r) =~ - (3.63)
e
2o __ P 64
(D(r) = TG (3.64)

Observe que as modificacdes dadas pela carga magnética da ENL sdo suprimidas
assintoticamente quando comparadas as correcoes conduzidas pelo TCE. Além disso, o termo
ENL pode ser expandido como

_a b
_2GMr° <qb—|—rb> " —2GM[1 - g (51> n ] , (3.65)

r

que tende assintoticamente para —2GM. Assim, a solucdo da Eq. linearizada (3.62) para r

grande é dado por

Jroseo(r) =1— % {1 _4 (Z) ’ + } —~G*A {432(MG)2 ~ 736<MG)3} - 0(7L2 ) ,

b\r ro r’ rll

(3.66)

que tem a mesma forma encontrada na Ref.[150] para g = 0.
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* Comportamento na origem

Agora considere a Eq. (3.62) para r pequenos, ou seja, proximos a origem. A competicdo entre
o comportamento singular do TCE e a dinamica regular do ENL determinard a presenca ou a

resolucao da singularidade.
¢ Solugdo de Bardeen

A densidade Lagrangiana de Bardeen (¢ =3 e b =2 na Eq. (3.50)) tem y e w? dados por

3
i)~ (3.67)
e
o(r)? = é—l%, (3.68)
2
onde £ = -8+ % — 72(?35M/1. A solugdo homogeénea (j(r) = 0) é dada por hZZS.,bzz(r) ~

_ g2 S_E2_ - )
crr~ HVI=88) 4 o (V18- "onde ¢ e ¢, sdo constantes. Para um regular na origem, esco-

lhemos c¢; = 0, de modo que

H=3=2(r) a0 VT8, (3.69)

h

onde él% < 0. Considerando a ordem lider, uma solugao particular para a densidade Lagrangiana

de Bardeen é

43 b2 128G°M3A , 576G*M?*A (3g+GM) ,
= (r)~— P re+ i r

+0 (A% 7). (3.70)

Assim, a solucdo geral da Eq.(3.62) para solucdo de Bardeen modificada pelo TCE proximo a
origem € dada por

5143 4772
(WVIB-1) 128G9M }Lr2+ 576G*M /Il(l3q+GM) 4
q q

O =

+0 (12, r ) .
(3.71)
Vale a pena mencionar a presenc¢a de um nucleo do tipo De Siter proximo a origem, como mos-
trado pelo termo 128((}[%],2. Da Eq.(3.61), para ¢; = 0 a funcao f satisfaz f(0) = 1, e assim,
o escalar de Kretschmann desaparece na origem. Portanto, pequenas perturbacdes do buraco

negro regular de Bardeen impulsionadas pelo TCE preservam a auséncia da singularidade na

origem.

<> Solugdo de Hayward
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Agora vamos analisar a densidade Lagrangiana de Hayward (a = b = 3 na Eq. (3.50). Para

este caso limite de campo fraco nio-Maxwelliano, descobrimos que 7 e @ perto da origem sdo

dados por
4
)~ (3.72)
e
o(r)? ~ Sii (3.73)
3
onde &7 = 8GTM — %. Assim, a solugdo para a equacao homogénea perturbada na Eq.(3.61)
¢ dada por
W=b=3(r) = 2£3r 73/ {— 3AL (2§Hr—1/ 2) + BK; (2§Hr_1/2>} : (3.74)

onde A,B sdo constantes e I, (x) e Ky(x) sdo as funcdes de Bessel modificadas do primeiro
e segundo tipos, respectivamente. Para ordem inicial em r pequeno, isso pode ser expandido
como

hZ:b:3(r) ~ \/Tégr_s/‘lexp[—&yr_%], (3.75)
onde A = 0 para garantir que a solu¢do seja regular na origem. Finalmente, temos que a solu¢@o

particular linear em A é dada por

(3.76)

513 5173
_128G°M°A ,  384G°M Ar5+0<12,r6>.

—b=3, N .
h, (r) ~ e r+ 12

Assim, a solugdo geral da Eq.(3.62) para Hayward perto da origem € dada por

L 128G M3 A 384G M3 A
WY = ey expl=Gur 4] = S SR T 10 (370°)).

(3.77)

Para uma solucdo de buraco negro regular, podemos considerar a escolha particular ¢; = 0.
¢ Solugido da Nova Classe

Como ultima configuracdo possivel para o lagrangiana (3.50), adotamos uma nova classe de
solucdes obtidas pela Ref.[145], cujo limite de campo fraco leva ao lagrangiana de Maxwell.
Esta nova classe é definida quando » = 1. Como ja mencionado, € necessario que a > 3 atinja a
regularidade das solug¢des na origem. Assim, novamente escolhemos o caso em que a = 3. Os

y e w? para esta escolha sdo

Y(r) = (3.78)

SN



112

o(r)? ~—— (3.79)

= Aneq & b=la=3 N =2 d ~a T oa
de modo que temos que a solugdo homogénea € dada por 7, (r) = ér-+ “3,onde ¢ ed sdo

constantes. Para d = 0 obtemos uma solucio regular homogénea na origem dada por

H==1 () ~ e, (3.80)

Por outro lado, a solugéo particular de primeira ordem em A é dada por

16G*M?(81q — 8GM)A 2+576G4M2(2GM—21q)A 3
~ r r

7 10 +0 (A% ). (3.81)

h;l)=3,b=1 (r)

Assim, a solugao regular geral da Eq.(3.62) para Nova Classe proxima a origem € dada por

,  16G*M?*(81qg —8GM)A 2y 576G*M?(2GM —21g)A e

WSyt =+ 7 410 +0(4%,r%).

r—0

(3.82)

Portanto, para todas as solucdes eletrodinamicas nao lineares estudadas (Bardeen,
Hayward, New class), as perturbacdes dadas pelo ECG ainda rendem buracos negros regulares.
O resultado € um tanto esperado, pois as perturbagdes surgem dos fracos efeitos de campo do
TCE. Nao seria razoavel prever que estes ajustes por si s6 pudessem efetivamente reintroduzir
a singularidade, anteriormente mitigada pelo ENL. Além disso, em torno da origem, a métrica
exibe um comportamento do tipo de Sitter cuja constante cosmoldgica local € proporcional a

carga magnética, & massa € a constante A.
* Comportamento no horizonte de eventos

Depois de estudarmos as modificagdes realizadas pelo TCE nas solugdes regulares
na origem e na regido assintdtica, vamos agora explorar os efeitos do TCE no horizonte do
buraco negro. Assumimos que a solucdo da equag¢ao do movimento (3.57) desaparece em ry,
ou seja, f(ry) =0e f'(r;) > 0. Comegamos resolvendo a equagio de campo (3.57) através de

uma expansao em série em torno do horizonte usando o ansatz

f(r)=2i5(r—ry)+ Y ai(r—ry)' (3.83)
=2
onde K, = ! /(2”1) ¢ a chamada gravidade superficial. Substituindo a expansdo de Taylor (3.83)

na Eq. (3.57) e resolvendo-a ordem por ordem em (r — r,)’, as duas equagdes de ordem mais
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baixa sdo dadas por, respectivamente,

2GMré 481
Py G2 (—g+321<§> =0 (3.84)
(4" +r)? "
2GMagbr{™'  48G*Kk;A
b 2Kk — 1 =0. (3.85)
(" +73) " i

Os coeficientes de ordem superior @; com i > 3 sdo determinados por expressoes bastante com-
plicadas envolvendo k,, M, g e a, (pardmetro livre). Na verdade, como a massa M, a carga
magnética ¢ e a constante de acoplamento do TCE A sao fixas, o pardmetro ap é o pardmetro
livre no intervalo proximo ao horizonte. Além disso, quando fazemos anélise numérica da
Eq.(3.57), se integrarmos a partir do horizonte, este parametro deve ser escolhido adequada-
mente para expressar o comportamento assintoticamente plano da solugdo
Resolvendo a Eq. (3.85) para k,(r;), descobrimos que a gravidade superficial é

dada por

2 2MGag® rZH

Y

b rb
Ky = (o n) ? (3.86)

ba—1
rg(1+ 1+ 48C22 (1— MCGea )>
h (qP+r) ®

E importante notar que, para A = 0, obtemos o resultado padrio predito pela Relatividade Geral,

juntamente com as correcoes devidas ao ENL. Existe, evidentemente, outra solucao possivel
para a Eq. (3.85), no entanto, ela ndo reproduz corretamente o resultado no limite A = 0. Além

b
disso, assumindo que ZL << 1, a gravidade superficial até a primeira ordem em <%> ¢ dada

1 B aMG (g)b (3.87)

Kg A
rh[H— /1+48iL4G2] r% /1_,’_48;I4G2 gs
h h

Para ¢ = 0, a gravidade superficial na Eq.(3.87) leva a expressao neutra da TCE encontrada na

Ref.[150].

por

b
Substituindo a Eq.(3.87) na Eq.(3.85) e mantendo os termos lineares em <1> , 1SS0

T'n

2+ 1+48)LG2
2GM 48aA.G> ( \ 7 b
~ o [1+ E 4 | (i) . (88

leva a

Tn T

b 4 [, e
r, 1+T(1+ 1+48%G2>
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onde Uy = Uo(ry) € a correcdo de TCE dada por [150]

[1 . 48AG>
LG (5+3 1+ ) )
Uo=1-— (3.89)

r;‘.l 2) 3

h

A Eq.(3.88) nos permite relacionar a massa M com o raio do horizonte r;. Para A = g =0,
obtemos o raio de Schwarzchild usual, ou seja, r, = ry = 2GM. Para A 20 e g =0 (TCE
neutro), o fator gy garante que r, > ry [150]. Por outro lado, para A # 0 e g # 0, a Eq.(3.88)
mostra que o deslocamento do raio do horizonte depende da carga magnética g e da carga
especifica modelo dado por a e b.

Na verdade, como mostrado na Fig.(21), para um pequeno g os buracos negros
regulares modificados por TCE tém raio de horizonte maior para o mesmo M. No entanto, para
um ¢ maior, o buraco negro Hayward tem um raio de horizonte menor. Observe que o TCE ndo

produz novos horizontes.

Figura 16: Para A > 0, plotamos 2GM como uma fungio de 7, para diferentes classes de
Eletrodinamica Nao Linear para pequena carga magnética +-g comparada ao horizonte, onde
M=-M  ef=—T_.
(G22)# (G22)#
q= —0.5(G*)'* q= 0.5(G2)'/4

ECG BARDEEN
ECG HAYWARD
| =——— ECG NEW CLASS
USAUL BARDEEN
USUAL HAYWARD
1 ====- USUAL NEW CLASS
———— USUAL SCHWARZSCHILD

oo

2M G/(G*)1/4
2 M G/(G*)4

r/(GP)M4 /(G4

Fonte: elaborado pelo autor.

Da mesma forma, € possivel obter uma expressio para g(ry,) paraum dado M a partir
da Eq. (3.84) assumindo g << 2MG. Vale ressaltar que para obter a Eq.(3.88) comparamos a
carga magnética com o horizonte de eventos, por outro lado, para obter uma expressao ¢(ry),
assumimos que a carga é muito menor que o raio de Schwarzschil em vez de r;,. Tracamos
a carga magnética normalizada § como uma fun¢do do horizonte normalizado x para valores
grandes e pequenos de A na Fig (17).

Para concluir esta parte do comportamento no horizonte de eventos, € crucial desta-
car um aspecto importante das Eq. (3.84) e (3.85). Embora a Eq. (3.57) ndo tenha uma solu¢do

analitica geral, conseguimos obter uma solugdo exata para certas quantidades, como a gravidade
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Figura 17: Tragamos a carga magnética normalizada em fun¢@o do horizonte para pequenos e
grandes A, assumindo que g << 2MG.
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Fonte: elaborado pelo autor.

0.0
0

superficial, a partir dela. Isso representa um avango significativo. Essa mesma abordagem foi
utilizada na Ref. [150]. Com isso em mente, vamos empregar algumas dessas quantidades para
realizar uma andlise termodinamica desta solugao.

Conforme discutido anteriormente, a TCE fornece novas modificacdes interessantes
para o horizonte de eventos regular do buraco negro. Como as caracteristicas do horizonte de
eventos estdo relacionadas a termodinamica do buraco negro, nesta parte nds vamos explorar os
efeitos da TCE nas fungdes termodinamicas do buraco negro.

Comecemos com a entropia do buraco negro. E possivel avaliar a entropia dessas
solucdes de buracos negros pela férmula de Wald [151,152]. E conhecido que a teoria de gravi-
dade de alta ordem ndo segue a lei da area de Bekenstein-Hawking para o cdlculo da entropia.
Nesse contexto, é necessario empregar a formula de Wald. Portanto, a entropia associada a um
buraco negro estaticamente simétrico e esfericamente simétrico na TCE é dada por:

5.Y
S= —27r/d2 Vh———€,v€,3, 3.90
s X 5R,uvocB uveap ( )

onde ﬁ € a derivada de Euler-Lagrange, & é o determinante da métrica induzida no hori-
uva

zonte X e €,y € 0 binormal do horizonte.

Aplicando a férmula (3.91) a agdo (A.1) e assumindo ansarz (3.52) (N'(r) = 0),

ari [ 48GPAKI [ 2
S=—t1- +1)], (3.91)
G I’}zl Kol

descobrimos que

onde usamos o fato de que f’(r;,) = 2k,. Substituindo a Eq. (3.86) na expressdo acima, desco-
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brimos que a entropia € dada por

2aGMra71qb
48G?A (l— , h a+b)
2 2r Al RANS
2aGMriq” h
) 48TGA (rh — b—bha-};b>
S = ﬂ o (q +rh) 4 1
G 2 r 2aGMréqP
ZuGMraflqb h— atb
48G21 (l_(b:)“l”) (q+r9) P
qb+r
r . ! +1+1

(3.92)

Podemos encontrar uma expressdo mais simples para entropia. Nesse caso, nos

vamos assumir que g << ry para a equacao acima. Assim, nds obtemos a seguinte equacao

48G2A, (3 +2. /14 48rGf’L>

2 2
%%{1_ h2 B 2aMG (rz(—l—i— 1+48’i7t)
rﬁ (1+ /1+48§2/x) r2<1+48r#) h
rh h
48G2A b
— 48G°A (1+ 1+ ))(1> } (3.93)
rh ry

Para g = 0 recuperamos a entropia modificada da TCE obtida em Ref.[150]. Observe que tanto
a TCE quanto o ENL modificam a férmula de entropia do buraco negro na RG usual S = %G,
onde A € a drea do horizonte de eventos. Na verdade, isso € esperado para teorias modificadas
da gravidade [142].

Além disso, podemos calcular a temperatura de Hawking associada ao buraco negro
magnético da TCE utilizando a Eq. (3.86) através da férmula 7' = ;—fr Portanto, a temperatura
de Hawking é dada por

2 2MGag® rZ'H
" @t
T = , (3.94)

b.a—1
21r} (1 4 [14 2862 (1 _ 2MCea, ))
" (gh+rh) o

onde usamos a expressao (3.86). Para g << rj, a temperatura tem a forma

—1
1 48G2 GM b
T {<1+ 1+—4> —“—(1> } (3.95)
I'n , r /1+48;14c;2 T'n
h
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Observe que para g = 0 obtemos a temperatura de Hawking modificada na TCE encontrada na
Ref.[150]. Uma vez que nds obtemos essas expressdes para a temperatura, ndés agora podemos

construir graficos de temperatura em funcao do horizonte de evento.

Figura 18: A temperatura normalizada T = T (2MG) em fungdo do raio do horizonte
normalizado 7, com § pequeno e grande para varios A assumindo o Casos Bardeen (a =3 e
b =72), Hayward (a = b =3) e Nova Classe (a =3e b =1).
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Uma caracteristica notdvel que observamos é que a temperatura de Hawking 7},

tende a zero para algum valor de rj, préximo a origem. As Figuras [18] ilustram o comporta-
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mento da temperatura para os casos de Bardeen, Hayward e New Class em funcao do horizonte
de eventos, tanto para valores grandes quanto pequenos de g em compara¢do com o raio de
Schwarzschild. Ao contrdrio da temperatura de Schwarzschild, que diverge a medida que r,
se aproxima de zero, para g > 0 (painel esquerdo) a temperatura se anula para algum valor de
rp, # 0. Nesse cendrio, com M # 0, o buraco negro atinge um estado termodinamico estavel no
qual ndo emite mais radiagdo, caracterizando-se como um remanescente. Além disso, a medida
que aumentamos a carga magnética, a temperatura dos buracos negros magnéticos regulares
convencionais tende a divergir na origem, enquanto as solu¢des modificadas pela TCE resultam
em uma temperatura de Hawking que se anula para r;, = 0.

O comportamento da temperatura de Hawking sofre uma mudanca drastica quando
q < 0 (painel direito). Para valores pequenos de g e sem as corre¢des da TCE, apenas a tem-
peratura do buraco negro de Bardeen se anula para r;, # 0. Ao introduzir os termos da TCE, a
temperatura de Bardeen ainda se anula para rj, # 0, enquanto as solugdes de Hayward e da Nova
Classe passam por uma transicao de fase. De fato, as temperaturas exibem um comportamento
semelhante ao de Schwarzchild para r;, > r. e um comportamento decrescente de TCE para
rpn ~ 0 [150]. E precisamente neste raio critico r. que o calor especifico, conforme calculado
abaixo, experimenta divergéncia, servindo como um indicador claro da transi¢io de fase. A me-
dida que a carga aumenta, a solucdo de Bardeen se assemelha a temperatura da TCE, a solu¢do
de Hayward sofre a transicao de fase descrita e a nova classe diverge como r;, — c. Estamos
nomeando o comportamento e a temperatura da TCE como linhas sélidas dos gréificos acima.
Ao aumentar o acoplamento da TCE, as trés solucdes regulares mostram um comportamento da
TCE préximo a origem e desaparecem assintoticamente

Ap06s a anélise do comportamento da temperatura de Hawking, vamos agora inves-
tigar a estabilidade termodinamica da solucdo magnética da TCE descrita na Eq. (3.57), por
meio da andlise do calor especifico. Utilizando a entropia de Wald obtida na Eq. (3.92) e a
temperatura de Hawking encontrada na Eq. (3.94), podemos calcular o calor especifico dado

por

aS
C= T(8_T>q' (3.96)

onde ¢ € fixo.
Devido a expressao bastante complexa obtida, recorremos a uma andlise grafica da
capacidade térmica para varios valores de A nas Fig. (19), assumindo que g pode ser grande ou

pequeno em comparagdo com o raio de Schwarzschild. Embora uma representagao grafica ilus-
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trando a correlac@o entre calor especifico e temperatura fosse mais apropriada, especialmente

para a andlise de transi¢des de fase, a obten¢@o do valor de r,(T') a partir da Eq. (3.94) perma-

nece desafiadora. No entanto, ainda podemos conduzir uma investigagcdo detalhada, que inclui

uma avaliacdo da positividade de C, mesmo sem a disponibilidade de gréficos de C em fungao

de ry.

Figura 19: A temperatura normalizada T = T (2MG) em fungio do raio do horizonte
normalizado 7, com § pequeno e grande para varios A assumindo o Casos Bardeen (¢ =3 e
b =72), Hayward (a = b = 3) e Nova Classe (a =3e b =1).
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Para ¢ > 0 (painel esquerdo), a Fig. (19) ilustra uma transi¢cdo de fase de uma
capacidade térmica negativa para uma positiva em valores baixos de ¢ e A. Nesse cendrio,
a medida que o buraco negro emite radiagdo, ele encolhe até alcancar um raio de horizonte
critico r., onde a capacidade térmica positiva indica a presenca de um pequeno remanescente
estavel. Ao manter uma carga magnética baixa e aumentar o acoplamento constante da TCE, o
buraco negro passa por uma transi¢do de fase inversa, resultando em uma capacidade térmica
negativa para valores baixos de r,. Conforme o acoplamento da TCE aumenta, as solucdes de
Bardeen e Hayward recuperam uma capacidade térmica negativa para r;, — co. Para um valor
de A suficientemente grande, as trés solu¢des exibem uma exdtica capacidade térmica positiva
divergente.

As solugdes com carga negativa (painel direito) também demonstram uma transicao
de fase para valores baixos de g e A, embora a capacidade térmica diverja a medida que r;, — 0.
Ao aumentar a carga e a constante de acoplamento da TCE, a capacidade térmica negativa €
recuperada para r;, — oco. Entretanto, a capacidade térmica tende a menos infinito a medida
que nos aproximamos da origem. Portanto, as solucdes com g < 0 apresentam instabilidades
nos regimes r;, — 0 e r, — oo. Com esta andlise da estabilidade termodinamica da solugdo,
concluimos a investigacao da primeira aplicacdo da gravidade cibica. Para encerrar, iremos

resumir os principais resultados e perspectivas deste estudo.
Principais Resultados

Para uma constante de acoplamento de TCE muito maior que a carga magnética do
ENL, as solugdes regulares tornaram-se singulares na origem. O aparecimento de singularida-
des nuas para constantes de TCE ainda mais altas sugere um limite superior para a TCE, a fim
de satisfazer a conjectura da censura cosmica, um resultado semelhante foi encontrado na Ref.
[153]. Porém, no nivel perturbativo, a TCE leva a solucdes regulares modificadas com o nicleo
de Sitter usual.

Investigamos a estabilidade do buraco negro por meio de sua anélise termodinamica.
A TCE e o ENL nao apenas regularizam a singularidade, mas também evitam a divergéncia da
temperatura de Hawking para pequenos buracos negros. Conforme mostrado na Ref.[150], a
temperatura desaparece para r, — 0 devido a TCE. Ao adicionar a fonte ENL, descobrimos
que a temperatura desaparece para r, = 0 e M # 0. Assim, o buraco negro regular deixa um
pequeno remanescente nao emissor. A capacidade térmica revelou que os buracos negros re-

gulares passaram por transicoes de fases para um raio de horizonte critico r;,. A medida que o
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buraco negro emite e o seu horizonte diminui, a capacidade térmica torna-se positiva e, assim,

o buraco negro acaba num remanescente final estivel.
3.4.2 Mundo-Branas

A segunda aplicacdo para a gravidade ctibica ocorre no contexto de mundos-brana.
Esta analise € baseada na Ref.[154]. Como discutido anteriormente, existem varias maneiras
de construir teorias gravitacionais com interacdo cubica, como a teoria de Lovelock, a teoria
(generalizada) Quase-topoldgica e a teoria Cubica Einsteiniana. No entanto, nenhuma delas foi
aplicada a uma métrica de dobra ¢ em 5 dimensdes dada pela Eq. (1.10).

Na teoria de Lovelock, ndo ha correcdes cubicas em D = 5, e teorias Quase-topologicas,
assim como a Cubica Einsteiniana, levam a equagdes do movimento com derivadas de alta or-
dem para o fator de dobra A(y). Portanto, € necessario construir uma teoria que introduza novos
invariantes até a poténcia cubica, proporcionando equacdes de movimento de segunda ordem
para A(y)

Considerando um espago-tempo de 5-dimensdes descrito por uma métrica de do-
bra, a ordem quadrética, como veremos, nao pode ser negligenciada. Além disso, sob certas
condi¢des, essa intera¢ao, construida por contracdes de dois tensores de Riemann, € de fato
o termo de GB (Gauss-Bonnet). Por outro lado, a interacdo cubica, sendo uma interagdo de
seis derivadas, € mais intrincada do que a quadrética. Isso se deve a maior possibilidade de
contragdes entre tensores de Riemann e derivadas desses tensores. Como demonstrado em 3.2.1,
existem um total de 13 contragdes possiveis, mas apenas 10 persistem quando descartamos os
termos de derivada total. Podemos simplificar as possibilidades focando apenas nas contracdes
com o tensor de curvatura, excluindo as derivadas do tensor e do escalar de Ricci. Isso reduz
as opg¢Oes para apenas 8. Por uma questdo de simplicidade, esta tese adota esse conjunto mais
direto.

A acdo de tal teoria pode ser escrita como

S= /d5 —8s { L (R-2n) +Za, +AZ/31 Vo Lm|, (3.97)

onde K5 = 8 G5 € a constante de Newton em cinco dimensdes € Ag € a constante cosmoldgica.

Além disso, .Z, € a Lagrangiana da matéria. As .Z 2) 530 conjuntos completos de invariantes

Swarped, traducio para o inglés. Usaremos durante a tese a palavra em portugués, uma vez que julgamos que
sua traducgd@o pode levar a erros de interpretacdo. Pois essa traducdo pode levar o leitor a acreditar que estamos
falando de tor¢do.
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quadraticos e ¢; sao constantes de acoplamento com dimensao de massa. Por outro lado, temos
que .Z (3) compde os invariantes ctibicos, onde A é um pardmetro com dimensido de compri-
mento e f3; sdo constantes de acoplamento adimensionais. Essas Lagrangianas sdao escolhidas

para serem compostas pelos seguintes invariantes:

£@) = [R? RynRMN RMNABR, v 48] (3.98)

£ = Ry NPRABPRM Y, RMN*BR 5 PRep™Y, RypnepRMNC e RPE,

RuncoRM™PR, RynepRMERNP ) RYRGREPRY | RywRMN R, R (3.99)

O principal objetivo deste aplicacdo é focar na analise dos efeitos da interacdo
cuibica no contexto de um espaco-tempo de cinco dimensdes. Nesse cendrio, o termo cubico

mais geral P € expresso da seguinte forma:

P = BiRy*NBRABPRCM DN + B.RMNBR s 5PRcp™N + BsRyvepRMNC ERPE

+ BaRysnepRMNEPR + BsRynepRMERNP + B RY RGRY + BiRynRMNR + BsR®. (3.100)

Ao contrério da teoria de Lovelock, que exclui contribuicdes de espagos-tempo com D < 6 em
interagdes cubicas [37], o termo mencionado contribui para a equacdo de movimento em D =3,
como demonstraremos posteriormente. Além disso, existem oito parametros livres independen-
tes, reduziveis a seis sob a suposi¢ao de que essa teoria compartilha o espectro da Relatividade
Geral, no nivel perturbativo. Em termos mais simples, a perturbagdo métrica em um espago-
tempo de fundo maximamente simétrico transmite apenas um graviton transversal e sem massa.

Essa condicao € atendida ao impor as relagdes de parametros prescritas[144].

1
B = %(3[31 — 24, — 2033 — 80B4 — 75 — 12f3), (3.101)

1

ﬁsZE(

—9PB1 + 52 + 4083 + 16084 + 685 + 16f3). (3.102)

Notavelmente, essas condi¢des levam ao famoso termo de Gauss-Bonnet (GB) para o termo
quadratico, ou seja, .Z 2 =Rz — ARyNRMN + RynapRMNAB [144]. Enquanto o termo GB
mantém sua natureza topoldgica em quatro dimensdes, ele perde essa caracteristica no con-
texto de cinco dimensdes. Essa transicao destaca a necessidade de incluir esse termo no escopo
de nosso estudo.

Assim, a acdo, abrangendo curvatura até a ordem cubica e compartilhando 0 mesmo
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espectro que a RG no contexto de cinco dimensdes, pode ser expressa da seguinte forma:
1
S = /dsx\/—gS [ﬁ(R—ZAO)nLa.ZGB—l—?LP%—fm , (3.103)
5

onde .Z?) = Zgp. Além disso, assumimos como campo de matéria o campo escalar real na

forma

L = —%gMNDM¢DN¢ —V(9), (3.104)

onde V € o potencial escalar e Dy € a derivada covariante em relacdo a métrica gMN. Assim,

as equagoes de campo dessa teoria podem ser escritas como

Gun + Aogun = K5(Tyn + 0Oy + AHyn ), (3.105)
A%
gMNDMDN(P — % =0, (3.106)

onde Tyy € o tensor de energia-momento da matéria dado por

Tun = 8uN-Lm + PN G. (3.107)

O tensor de Lanczos Qy, atribuido ao termo GB, é dado por
Omn = gun-ZcB — 4RRyy + 8RycRE N + 8RycnpREP — 4RycpeRGPE (3.108)

e a contribui¢cdo do termo cubico € dada por

2 8(/g5P)
N

Devido a complexidade dos termos gerados, H € fornecido explicitamente no apéndice C.

Huyn = —

A estrutura da Eq. (3.105) implica que as equacdes de movimento para um espago-
tempo genérico podem envolver derivadas de alta ordem, estendendo-se até derivadas de quartica
ordem. Essa possibilidade pode levar a instabilidades de Ostrogradsky no nivel cldssico dentro
do modelo [155]. Para garantir precisdo, € essencial realizar uma analise hamiltoniana para esse
modelo de forma geral, determinando se derivadas de alta ordem introduzem graus de liberdade
indesejados. No entanto, dada a forma complexa de H;y, conduzir essa andlise torna-se desafi-
ador. No entanto, podemos superar esse desafio escolhendo cuidadosamente os parametros da
teoria, possibilitando a derivacao de equacdes de movimento com derivadas de segunda ordem.
Antes de entrar nisso, consideremos um espago-tempo distorcido em 5-dimensdes representado

pela seguinte métrica 1.10. Assim, pode ser demonstrado que as equacdes de movimento des-
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critas pela Eq. (3.105) para um campo de matéria, conforme definido por (3.104) e sujeito as

condi¢des (3.101) e (3.102), exibem equagdes de campo de segunda ordem se escolhermos:

2
Bs = — g7 (3P1 — 842 — 553 — 32084 — 27Bs). (3.109)

Mas antes, como meio de verificar que esta € a escolha correta para esse proposito, podemos
observar que, no dominio lagrangiana, o termo de interacao cubica (3.100), para as escolhas
especificadas (3.101), (3.102), e (3.109), dentro de um espago-tempo distorcido (1.10), assume
a seguinte expressao:

P=—4BA*(5A%+6A"), (3.110)

onde

B = =3B + 12, +8B3 +40Bs. (3.111)

Vale ressaltar que a escolha tnica de (3.109) € suficiente para eliminar termos na acdo que
resultariam em derivadas de alta ordem na equac¢do de movimento, como demonstraremos mais
adiante. Em outras palavras, esse conjunto de escolhas (3.101), (3.102), e (3.109) é adequado
para derivar equacdes de movimento com derivadas de segunda ordem. Além disso, a teoria
resultante exibe um espectro idéntico a0 de GR ao assumir que as flutuagdes gravitacionais
“vivem”’em uma espago-tempo de fundo maximamente simétrico.

De fato, assumindo que ¢ = ¢(y) depende apenas da dimensdo extra y, essas esco-

lhas levam as seguintes equacdes de movimento

1 ! ! ! / !
3A" 4 6A"% = —5%s(9 242V) — Ag+24KsaA 2 (A2 +A") 4 2isABAH (242 +347), (3.112)

1 ! ! !
6A” = J165(92 —2V) — Ao + 24504 + 4Ks2 PA°, (3.113)
0" +4A’¢" — g—; =0. (3.114)

O apostrofo indica a derivada em relagdo a y. Note que tanto a gravidade de GB quanto a
gravidade cubica introduzem modificagdes nas equacdes usuais da brana. Portanto, quando
o =0e B =0, recuperamos as equagoes de Einstein da brana baseadas em RG. Além disso, é
digno de nota que, entre as equacdes de movimento (3.112), (3.113), e (3.114), apenas duas sdo
verdadeiramente independentes. Esse fato pode ser iluminado pela aplicacdo da identidade de

Bianchi.

* Solucao de brana fina
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Vamos considerar a modificagdo quadratica e ciibica em uma brana fina no vacuo do espaco anti-
de Sitter AdSs/Z5, ou seja, no modelo de Randall-Sundrum (RS). Supondo que A(y) = —c|y| e
¢ =0, a solugdo da Eq. (3.113) nos fornece:

Ao = —2¢* (3 — 12ac’ks — 24 Bcks) . (3.115)

Para obtermos uma solu¢@o de espacgo anti-de Sitter AdS5 no bulk, ou seja, A5 < 0,

a Eq. (3.115) demanda que:

3 1
0<AB< 5| 5——4a . 3.116
<3< 55 ( g 4a) 3.116)
Dado que R = —20c?, a forca do termo ctibico A 8 diminui 2 medida que a curvatura do bulk au-

menta. Assim, a Eq. (3.116) fornece um limite superior para o acoplamento cibico proveniente
do modelo de dimensao extra.

Vale mencionar que ambos os termos quadrético e cubico resultam em termos po-
sitivos na constante cosmoldgica do bulk na Eq. (3.115). De fato, para a escolha A’ = —c, a

densidade de energia cubica efetiva é dada por:

Pcubic = — Pcubic = 41[36‘4, (3.117)

enquanto para o modelo GB,

PGB = —pg = 24act. (3.118)

Consequentemente, as correcoes de ordem superior a0 modelo RS levam a uma transi¢ao de
AdSs para dSs5. Como dSs € uma solucdo da Relatividade Geral com equagdo de estado p = —p,
as correcoes quadrdticas e cubicas sdo equivalentes a uma fonte efetiva que viola a condi¢ao de
energia dominante p > P. Portanto, para mantermos uma solu¢ao compactificada com curva-

tura, devemos considerar que, para o = 0,
2 4
Oggﬂ,ﬁxsc <1, (3.119)

ou seja, a correcdo cubica € considerada como uma perturbagao na solugao de brana da Relati-

vidade Geral.
* Solucao BPS com o campo escalar no bulk

Agora, vamos investigar as modificagdes feitas pela gravidade ctiibica em uma 3-brana espessa.

Como estamos interessados em uma fonte localizada, vamos primeiro discutir o comportamento
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assintotico.
Fora do ntcleo da brana, esperamos que o campo atinja um valor de vacuo, ou seja,

¢’ =V = 0. Nesse regime, a equa¢do de movimento leva a:
3A"(1 —2x5ABA™) = 0. (3.120)

Assumindo que (1 —2x5ABA™) > 0, entdo A” = 0. Assim, fora do nticleo da brana, o fator de
dobra se comporta como na soluc@o da brana fina, ou seja, A’ = —c. Além disso, a constante de

acoplamento cubico € limitada por:

0<AB <

. 3.121
2K5C4 ( )

Dado que assintoticamente e* — e~<M, 2 medida que A3 aumenta, a taxa de decaimento expo-
nencial da fun¢do de dobra diminui.

Para examinar os efeitos da gravidade modificada no nicleo da brana, vamos em-
pregar o conhecido formalismo BPS. Primeiro, assumimos a relacdo entre o fator de dobra e o
chamado superpotencial W (¢ ) na forma:

A )= 3 (9). (3.122)

Subtraindo a Eq. (3.112) da Eq. (3.113) sob a suposi¢ao de Eq. (3.122), obtemos a expressao:
1 ~
0'() =47 (—81+72aW2+25W*) w,, (3.123)
aw

a0 -
resultando em:

onde Wy = O potencial escalar pode ser derivado substituindo Eq. (3.123) em Eq. (3.113),

~ 2 ~
w2 (2/3W4 +726W2 — 81> 136K W2 (2ﬁw4 +108&W2 — 243)
V= 13122

(3.124)

onde & = OCK? e ﬁ =ApB KSS. Assim, ao fazer isso, transformamos o par de equacdes lineares de
segunda ordem (3.112)-(3.113) em um conjunto de duas equacdes de primeira ordem (3.122)-
(3.123). Note que a gravidade cuibica leva a termos adicionais de quarta e sexta poténcias do
superpotencial no potencial.

Considere o conhecido modelo Sine-Gordon, onde o superpotencial é dado por:

W(¢) = 3bc sin (@¢) , (3.125)
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onde b e ¢ sdo constantes. Essa selecdo direta fornece uma solucdo exata para o potencial

(3.124), de modo que:

V= %c {4b2c1<5 sin? (\/%d)) <2b4Bc4sin4 (\/%(])) + 126b%c? sin? (\/%q)) —3)
2
6 2 473 4 s 4 \/z ~12 2 .2 \/Z _
+\/;cos <\/;¢> <2b B¢ sin ( 3b¢)+8ab ¢~ sin ( 3b¢> 1) ] (3.126)

Na Fig.20, plotamos esse potencial para diferentes configuracdes. Observe que os termos GB e
cubico aumentam a altura das barreiras e a profundidade dos pogos do potencial. Um compor-
tamento semelhante foi encontrado em braneworld teleparalela simétrica [156]. A densidade de
energia € esbocada na Fig.21-a, a funcdo de dobra é mostrada na Fig.21-b, e o perfil do campo
escalar € plotado na Fig.21-c. Note que para valores pequenos dos parametros GB e cubico, ndo

ha grande diferenca em relagdo as solucdes baseadas na Relatividade Geral (GR).

Figura 20: Perfil do potencial (3.126) para diferentes valores de & e B Assumimos que k5 = 1
eb=c=1.
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Fonte: elaborado pelo autor.

3.4.2.1 Flutuacées dos modos tensoriais

Anteriormente, estendemos a gravidade cubica para um modelo de brana-mundo
curvado. Ao assumir condi¢des adicionais nos acoplamentos cubicos, obtivemos equacdes de
movimento gravitacional contendo termos de até segunda ordem em derivadas. Além disso,
encontramos uma solug¢do exata para uma brana fina e uma solucdo numérica para uma brana
espessa. Em ambos os casos, utilizamos as equacdes de movimento completas. Nesta se¢do,
estudamos o comportamento das solugdes de brane mundo no nivel perturbativo. Investigamos
a propagac¢ao de pequenas perturbacdes sobre a brane mundo curvada pela gravidade modificada

encontrada anteriormente.
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Figura 21: A solug¢do da brana para o superpotencial W = £¢. Assumimos que ks =1e & =1
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(c) Campo Escalar

Fonte: elaborado pelo autor.

Vamos considerar as flutuagdes tensoriais na solug¢ao da brane do tipo:
ds® = AV [(Myy + hyy)] +dy?, (3.127)

onde iy (x*,y) é a perturbagdo tensorial da métrica de fundo (1.10). Comegaremos derivando
explicitamente expressoes para as flutuacoes nos casos do GB e cubico. Somente apds essa
andlise procederemos assumindo as condi¢des de calibre transversa e sem trago.

As componentes nao nulas do escalar de Ricci, tensor de Ricci e tensor de Riemann

sao:
R=—4(24"+54%), (3.128)
Ryy = = (A" +4A7) nyy, (3.129)
Ryy=—4(A"+A7), (3.130)
Ruvap = —eta”? (nuanvﬁ - nyﬁrlva) ; (3.131)
Ryava = —** (A" + A7) nyy. (3.132)

As expansoes de perturbacdo ndo nulas para o escalar de Ricci, tensor de Ricci e
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tensor de Riemann sdo, respectivamente:

SR—e¢ A [8u&vh’” _ D(“)h} _SAH — 1, (3.133)

1

1
-5 [hﬁv TA (h’nuv +4h;W) +2 (A" +447) huv} , (3.134)
1
SRus = 5 (th;W _ auh’) : (3.135)
1
SRy = -3 (h"+2A'H), (3.136)

1

Fvp (2hysA’ + I5) — Tup (RhysA! +I,5) — My sy, +n#5h’\,p>A’] , (3.137)
1
SRuvps = 3¢ |Qullyy = IV | (3.138)
1 2A 2
SRusps = —5¢™ 2hup (A" +A2) + 24Ny, 1, | (3.139)

onde h = hﬁ e 0@ = n*Ydy,dy é o operador de d’ Alembert de quatro dimensdes na brana.
Tomando a perturbacio do campo escalar como ¢ = ¢ + 5 ¢, encontra-se a perturbagio

do tensor de energia-momento como:

1 - _

8Ty = —e* (Ehum’z +huyV +Nuv89'¢" + nuv6¢V¢> , (3.140)
8Tys = 69"y 0 +¢'9,69, (3.141)

8Tus =989 — V60, (3.142)

onde ¢ = ¢ (x*,y), e 5¢ = 8¢ (x*,y) representam, respectivamente, o campo escalar de fundo

e sua perturbacao.
* Caso Gauss-Bonnet

Usando as quantidades linearizadas acima, a perturbag@o linear para a Eq. (3.105) (para A =0),

assumindo a perturbagdo tensorial transversal e sem trago (TT), ou seja, d*hyy = hﬁ =0, torna-
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Se:

Wy +4A'h,, +e 0,
—2KsNuv (6¢'9" +5¢Vy)
—8aris | A2, +24" (2472 +4") Ky + e (4" +47) Oy |
—huy [6 (A" +24") + k5 (™ +2V) —48aksA? (A" +A)] = 0. (3.143)
Observe que, na expressao acima, a segunda linha envolve apenas o campo escalar
de fundo e sua perturbagcdo. Além disso, a quarta linha € anulada, uma vez que é a EoM para a

ordem zero (3.112), quando desconsideramos p.,pic.- Assim, a equagdo de perturbacdo linear se

reduz a:

[1—8aksA] Iy, +4A" [1 —dauks (247 +A")| iy +e A [1 = 8ak5 (A" + A7) OWhy, =0.

(3.144)
Definindo { = 2a ks, temos a equagéo de flutuagdo com o termo GB:
[1—4CA"] hy, +4A" [1 =28 (247 +A")] K,
e A [1-48 (A" +A%)] 0Why, = 0. (3.145)

A equacgdo de perturbacdo tensorial (3.145) foi obtida e estudada em detalhes em Ref.[157].
Tomamos grande cuidado em derivar minuciosamente o procedimento passo a passo que conduz

a Eq. (3.145).
* Caso Cubico

Depois de revisar a linearizagdo com o termo GB, vamos considerar as equagdes de flutuagcdo
devido ao termo cubico. Como estamos lidando com flutuacdes em um espago-tempo nao
maximalmente simétrico, obtivemos cuidadosamente a equagdo gravitacional linearizada.
Ap06s cédlculos complicados, verifica-se que, para manter a EOM para as flutuagoes
com termos de até segunda ordem, devemos impor, além das condi¢des ja escolhidas, as seguin-

tes condigdes (3.101), (3.102) e (3.109), a condig¢ao adicional sobre o coeficiente [4:

1
Bs = 55 (3B1— 128, 7ps). (3.146)

e de maneira semelhante para o coeficiente Ps:

(681 — 608, — 2955 — 643, (3.147)

O | —

Ps =



131

Surpreendentemente, para o mesmo f34 em Eq.(3.146), existem outras duas escolhas
para s, a saber, s = —§ (31 + 24, + 83 — 324) ou s = § (— 121 + 123, + 13 B3 + 1283,).
Assim, usando a condicdo de calibre transversal e sem traco (TT), a EOM linearizada para a

flutuacdo torna-se:

Wiy +4AH,, +e 240y,
—2Ks5MNuy (80'¢" +8Vy)
—%A ks (B — 4B — B3) A [A’zhﬁv +4A" (A" +A) Iy 4 e (247 + A7) D<4>hw}
—huy 2A+6 (A" +247) + &5 (9" +2V) =34 ks (B1 — 4B — B3) A (34" +24)] = 0.
(3.148)

Observe que, na expressao acima, a segunda linha envolve apenas o campo escalar
de fundo e sua perturbacdo. Além disso, a quarta linha € anulada, uma vez que é a EoM para a

ordem zero (3.112), quando desconsideramos pgp. A equagdo de perturbagdo linear reduz-se a:
1-22 4 A H
_5 KS(Bl_ BZ_ﬁ3) uv
3
+4A' {1 — EA K5 (B1 — 4B — B3) A% (A7 +A/2)] Hyyy
3
+e A {1 — SAR5 (B — 4P - Bs)A™ (24" +A’2)} 0@ hyy =0, (3.149)

Finalmente, fazendo € = %ft K5 (B1 — 4B> — B3), as flutuagdes tensoriais gravitacio-

nais obedecem a equacao:

[1—eA"] iy, +4A" [1— A (A" +A?)] Wy +e 24 [1 —eA? (24" + A7) Oy, =0,
(3.150)
onde O® = n*vdydy. Observe que, para € = 0, recuperamos a equagao de flutuagdes baseada
em GR.
Os sinais dos coeficientes nos termos D(4)huv e i’ determinam a propagacdo causal
das perturbacdes tensoriais. Para que o coeficiente do termo lider em Eq.(3.150) seja positivo,

entdo a constante de acoplamento cubica € deve satisfazer:

1

0<e< ——=.
- Maéx(A’)4

(3.151)

Para uma brana fina com modificagdo ctibica, onde A’ = —c, a constante de acoplamento cibica
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satisfaz:

1
0<e<—. (3.152)
c

Portanto, as modificag¢des ctbicas devem ser tratadas como pequenas perturbagdes em comparagao
com o termo de GR. O limite da restricdo obtida no regime linearizado em Eq.(3.152) esta de

acordo com a encontrada para a soluc¢do exata em Eq.(3.119).
3.4.2.2 Estabilidade e localizagdo na gravidade ciibica

ApO6s obtermos a equacao para a flutuacdo dos modos tensoriais no espago-tempo
de 5-dimensodes, ou seja, Eq. (3.150), nesta secdo, analisamos a propagacao das flutuacdes na
3-brana e ao longo da dimensao extra. Essa andlise € importante para garantir que a acado efetiva
(341) na 3-brana seja bem definida. Além disso, a propagacdo ao longo das dimensdes extras
pode levar a instabilidades gravitacionais que valem a pena ser investigadas.

Vamos comecar realizando a decomposicao usual de Kaluza-Klein, onde

hyv (x,) = 2uv () 9(y). (3.153)

Substituindo a Eq. (3.153) na equacao de flutuacao (3.150), obtemos

(@O% —m?) gy (%) = 0 (3.154)
B*¢"(y)+C¢'(y) + m*(y) = 0. (3.155)
onde
2A 14
2 e [1 — 8A ]
T [1—eA?(2A7 1 A7)] (3.156)
c

4A/€2A |:1 _8A/2 (A//+A/2):|
c= Rl il Iy (3.157)
[ eA?(24" + A7)]

A Eq. (3.154) descreve o graviton KK (3+1) com massa m na 3-brana, enquanto a Eq. (3.155)

governa a propagacao do graviton ao longo da dimensao extra.

* Espectro de estabilidade de Kaluza-Klein

A propagacdo das flutuagdes tensoriais ao longo da 3-brana na Eq. (3.154) tem um termo de
massa originado da dimensdo extra. Essa massa, conhecida como massa KK, pode ser obtida
utilizando a propagacao ao longo da dimensao extra na Eq. (3.155). Para analisar a estabilidade

do espectro KK, empregamos a abordagem quantico-mecanica andloga supersimétrica.
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Realizemos a mudanca de coordenadas
7= /31 (y)dy, (3.158)
onde B(y) é dado pela Eq. (3.156). Como resultado, a Eq. (3.155) assume a forma
$(2) +E(2)9(z) +m*(z) =0, (3.159)

onde E(z) = % e o ponto representa a derivada em relacio a coordenada z. Agora, assumindo

a seguinte mudanga na funcio de onda
9(c) = ¢ 2 ELQ(), (3.160)
entdo a funcdo P satisfaz uma equacdo semelhante a de Schrodinger dada por
(=02 +V,r7)® = m*P, (3.161)

onde o potencial efetivo V, ¢ € dado por

2
Vors(z) = (g) +az(§). (3.162)

A forma do potencial efetivo mostra que ele possui uma estrutura andloga a supersimetria da
mecanica quantica. Essa simetria tipo SUSY garante a andlise de estabilidade para os modos
KK [158]. De fato, definindo um superpotencial U, = —% e o operador hamiltoniano tipo SUSY

070, onde Q =9, + U,, entdo a equacdo semelhante a de Schrodinger Eq.(3.161) toma a forma
00 = m*®. (3.163)

Portanto, o valor préprio da massa € positivo, m? > 0, e assim, ndo hd modos gravitacionais KK
taquidnicos. Dessa forma, concluimos que as modificacdes cibicas preservam a estabilidade do

graviton, pelo menos no regime linearizado.
* Modo Massivo

ApO6s determinarmos a estabilidade do espectro KK, agora exploramos os efeitos da gravidade
cibica nesses modos KK massivos. Infelizmente, a mudanga de coordenada z = z(y) na Eq.
(3.158) ndo pode ser obtida analiticamente para solu¢des de branas espessas. Assim, estudamos
os modos massivos na coordenada y, usando a Eq. (3.155).

Iniciemos com a brana fina, ou seja, onde A’ = —c e A” = 0. Consequentemente, a
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Eq. (3.155) leva a
¢"(y) — 4c@/ (y) +m*e*Plo(y) =0, (3.164)

essencialmente a mesma equacdo KK no modelo de RS. As solu¢des envolvem combinagdes
de fungdes de Bessel, que, no entanto, ndo sdo normalizdveis, ou seja, ndo estdo localizadas
em torno da 3-brana. Portanto, as modifica¢des introduzidas pela gravidade cubica resultam
no mesmo espectro gravitacional KK para uma 3-brana fina em um espago-tempo AdSs. Este
¢ um resultado esperado, uma vez que os termos cubicos einsteinianos foram escolhidos para
preservar o espectro de GR sobre espacos-tempo maximalmente simétricos.

Para a brana espessa no modelo de Sine-Gordon, resolvemos numericamente a Eq.
(3.155). O comportamento dos modos massivos de KK € apresentado na Fig. (22). Observa-se
que, a medida que a massa KK aumenta, a amplitude dos modos KK préximos a brana também
aumenta.

Figura 22: Modos massivos para massas KK leves e pesadas gerados por uma brana espessa
com superpotencial dado por (3.125). Supomos que b =c =1

m=1 m=10

400 -
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€=0(GR)

y y

Fonte: elaborado pelo autor.

Para contrapor este exemplo, consideremos agora outra brana espessa gerada por

um fator de dobra com a seguinte ansatz
A(y) = In[sech(xy)], (3.165)

onde ) € uma constante. Ao contrario do exemplo anterior, agora temos a forma exata do fator

de dobra, entdo podemos substitui-lo nas Egs. (3.156) e (3.157), de modo que

2 sech?(xy) (1 —X4£tanh4(xy)) (3.166)
x*etanh* (xy) —2x*e tanh®(xy)sech? (yry) — 1 |
o 4(rtanh(zy) = e tanh’ (zy) + 1€ tanh? (xy)seeh? (zy)) (.167)

—x4etanh*(xy) + 24 tanh? (yy)sech? (xy) + 1

A partir deste exemplo com Eq. (3.101), ja € evidente que a transformacao % = B usada para
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obter a Eq. (3.161) pode ndo levar a uma transformacao reversivel entre as coordenadas y e z.
Por esse motivo, utilizamos com seguranca a Eq. (3.155). Assim, realizando numericamente
a Eq. (3.155) com (3.101) e (3.167), construimos os graficos na Fig. (23). E imediatamente
perceptivel que ha um comportamento inverso em comparagdo com a Fig. (21), onde para uma

massa KK pesada, as amplitudes da gravidade cubica sdao suprimidas pela GR.

Figura 23: Modos de massa para massas KK leves e pesadas geradas por uma brana espessa
com A = In[sech(y)].
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Fonte: elaborado pelo autor.

* Modo Nao-Massivo

Finalmente, vamos considerar o modo sem massa m = 0. Este modo deve ser confinado a brana
para garantir que nossa teoria leve a uma ac@o finita em (3 + 1) dimensdes. A partir da Eq.

(3.163), 0 modo sem massa pode ser expresso como:
Py (y) = Do/ Vs (3.168)

onde &y é uma constante de normalizagio. Além disso, o0 modo zero do graviton localizado
deve satisfazer a condi¢do [ > CI%a’z = 1. Agora, empregando a transformacio 21% = B(y),
procedemos a gerar numericamente graficos que representam os modos zero em fungdo da
varidvel y. E essencial destacar que a solucdo correspondente nesta varidvel é expressa da

seguinte forma:

Dy (z) = Boe VL) (3.169)
onde
C—B'B
Ug(y) = =z (3.170)

Considerando a solugdo de brana espessa derivada do superpotencial (3.125) e do
fator de dobra (3.165), nossa andlise indica que o modo zero exibe localizagdo na origem,

semelhante ao comportamento observado no caso RG padrao, conforme mostram as Figs. (24).
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Esse fendmeno € particularmente proeminente sob a suposicdo de uma interagdo cubica fraca
(€=0.5).

Figura 24: Modo massivo gravitacional de KK para uma interag¢do cubica fraca. Supomos que
Ks=1
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Fonte: elaborado pelo autor.

Principais Resultados

Introduzimos o formalismo BPS de primeira ordem para derivar solugdes de bra-
nas espessas, incorporando um campo escalar para representar o conteido de matéria no bulk.
Nossa investigacao se concentrou em solucdes geradas pelo superpotencial de Sine-Gordon, re-
sultando em um potencial (3.126). Utilizando métodos numéricos, construimos com sucesso o
perfil do campo escalar, revelando que a teoria cubica suplementada pelo termo de GB produz
solucdes de unico solitdo. Além disso, ao considerar uma interacdo quadrdtica-cubica fraca, o
perfil da densidade de energia assemelha-se de perto ao da GR padrao.

Antes de entrar em uma andlise de estabilidade detalhada do modelo, derivamos
a equacdo que governa a perturbacdo tensorial gravitacional explicitamente. Nossos calculos
para a interag@o quadrética estdo alinhados com o resultado previamente previsto em Ref.[157].
No entanto, no caso da interacdo cubica, uma extensa computacdo de termos revelou que a
fixacdo de dois parAmetros adicionais (34 € B5) € necessdria para obter equa¢des de movimento
de segunda ordem para as flutuagdes gravitacionais. Consequentemente, alcancar uma teoria
cuibica isenta de instabilidade exigiria até trés parAmetros f3 livres. Notavelmente, essa anélise
estende a premissa inicial da condi¢ao (i), que assume que as flutuagdes ocorrem em um espago-
tempo de fundo maximamente simétrico, como destacado em [144]. Finalmente, com essas
restri¢oes especificadas e aproveitando a estrutura andloga supersimétrica da mecanica quantica,
demonstramos a estabilidade do nosso modelo. Isso implica na auséncia de modos tdquions de

Kaluza-Klein (KK) dentro do nosso framework proposto.
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O exemplo inicial que investigamos foi a solu¢cdo de brana fina. Observamos que
a inclusdo de curvatura cubica, assumindo intera¢do fraca, ndo se desvia significativamente
dos modos de Kaluza-Klein (KK) observados no caso padrao da GR. No entanto, sdo observa-
das modificacdes sutis na torre macica de KK para solucdes de branas espessas. A amplitude
das oscilagdes exibe variagdes dependentes do parametro de massa, levando a um aumento ou
diminuicdo. Além disso, demonstramos que os modos tensoriais massivos de quatro dimensoes
podem ser efetivamente localizados nas branas espessas, permitindo a recuperacao do potencial

Newtoniano de quatro dimensdes.
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4 CONCLUSAO

Nesta tese, exploramos diversas abordagens para a modificacao da Relatividade Ge-
ral, abrangendo desde a introdu¢do de novos campos por meio de teorias que violam a simetria
de Lorentz até a adi¢do de novos invariantes até a ordem cubica no termo de Einstein-Hilbert,
passando por teorias com dimensdes extras.

Na primeira parte, concentramo-nos em compreender o chamado “problema da gra-
vidade”, investigando as dificuldades tedricas subjacentes a forca responséavel pela dindmica de
corpos massivos. Inicialmente, explicamos por que a Relatividade Geral € a melhor teoria para
compreender a gravidade, baseando-nos em uma revisao de experimentos que evidenciaram a
eficicia dessa teoria. Em seguida, destacamos as limitagdes da Relatividade Geral, apresen-
tando um conjunto de observagdes astrofisicas, como energia e matéria escura, que a teoria nao
consegue explicar adequadamente, e as limitagdes intrinsecas da teoria, como o problema da
singularidade. Além disso, buscamos motivar a extensdo da Relatividade Geral, considerando
suas limitacdes em regimes de altas energias, como no horizonte de eventos ou no interior de
buracos negros. Para isso, resumimos diversas abordagens para entender a Relatividade Geral.
Finalizando a primeira parte, detalhamos os fundamentos tedricos da teoria que pretendiamos
estender, deduzindo as principais equagdes no formalismo métrico.

Na segunda parte desta tese, investigamos as modificacdes na Relatividade Geral
resultantes da introducdo de campos vetoriais que violam espontaneamente a simetria de Lo-
rentz, conhecidos como campos de Bumblebee, os quais adquirem uma dire¢do preferencial
no espago-tempo. Inicialmente, realizamos uma revisao sucinta da literatura sobre violacao de
Lorentz, com énfase em modelos que apresentam tal violacdo de maneira espontanea, dado que
o enfoque da tese reside no setor gravitacional. Destacamos as caracteristicas principais do
chamado Modelo Padrao Estendido, com €nfase no modelo Kostelecky-Samuel.

A partir desse embasamento tedrico, concentramo-nos nas excitagcdes do campo
de Bumblebee. Nesse contexto, examinamos detalhadamente os modos gerados pela quebra
espontanea da simetria de Lorentz devido a esse campo, identificando a presen¢a de modos nao
massivos de Nambu-Goldstone. Além disso, discutimos as dificuldades associadas a busca por
um mecanismo de Higgs para a gravidade, propondo a escolha de potenciais quadraticos suaves

que induzem a essa quebra espontanea da simetria de Lorentz.
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Prosseguimos, entdo, para a constru¢do de modelos nos quais as flutuacdes do
campo de Bumblebee podem ser decompostas em modos transversais e longitudinais em relagao
ao valor esperado no vicuo. Demonstramos que o modo transversal corresponde precisamente
ao modo ndo massivo de Nambu-Goldstone, enquanto o modo longitudinal representa 0 modo
massivo. Embora esse modelo apresente grande promessa, enfrenta desafios, destacando-se a
complexidade no tratamento dessas flutuagdes em espacos-tempos curvos.

Para superar esse desafio, demonstramos a possibilidade de desacoplar as equacdes
das flutuagdes em determinados espagos-tempo, utilizando simetrias especificas e escolhas ade-
quadas para o vetor de fundo by. Essa abordagem permitiu o estudo separado da dindmica dos
modos de Bumblebee. Para ilustrar essa técnica, exploramos exemplos especificos.

No primeiro exemplo, investigamos como a curvatura do espaco-tempo e dimensoes
extras afetam as flutuacdes de um campo vetorial auto-interagente By; que sofre uma quebra
espontinea de simetria de Lorentz. Consideramos o campo Bumblebee em um espago-tempo
bulk de 5 dimensdes, com uma dimensdo extra do tipo espacial e uma geometria deformada
com uma constante cosmoldgica no bulk. Nesse caso, nosso foco foi entender o impacto da
geometria nas flutuagdes.

No segundo exemplo, abordamos o problema completo, analisando como as flutuagdes
de Bumblebee modificam a geometria, adotando uma configuracdo de buracos negros. Inves-
tigamos o acoplamento do dilaton nas excitacdes Bumblebee em solugdes de buracos negros
em (3+1) dimensdes. Realizando uma redu¢do Kaluza-Klein, desenvolvemos um modelo que
combina a teoria de Kostelecky-Samuel com o dilaton, apresentando um potencial de Liouville
positivo. Ao considerar a presenca de um buraco negro estatico e esfericamente simétrico, con-
seguimos desacoplar os modos transversais e longitudinais do valor esperado do vicuo radial
(VEV). Construimos um modelo que acopla o dilaton a esses modos de maneira semelhante,
onde o potencial do dilaton é gerado pelo modo massivo By, enquanto o modo massless de
Nambu-Goldstone resulta em um campo do tipo Maxwell

Para finalizar as aplicagOea para as excitagdes de Bumblebee, nds investigamos o
impacto do acoplamento do dilaton em miultiplos campos de calibre e excitacdes bumblebee
em solucdes de buracos negros assintoticamente Lifshitz em (3+1) dimensdes. No contexto de
um buraco negro estético e esfericamente simétrico, novamente os modos transversais e lon-
gitudinais se desacoplam do valor esperado do vacuo radial. Nesse exemplo, nds estudamos

detalhadamente as transi¢des de fase geradas pela violagdo de Lorentz. Consideramos o modo



140

massivo longitudinal da Violag¢do de Lorentz como pressao termodinamica, levando-nos a es-
tabelecer um espaco de fase estendido (P — V). Dentro desse contexto, derivamos a equag@o
de estado P(T,V) e, posteriormente, identificamos os pontos criticos, que se manifestam como
descontinuidades no calor especifico a pressdo constante. Em seguida, calculamos a energia
livre de Gibbs, revelando uma transi¢ao de fase de primeira ordem dentro do modelo. Final-
mente, determinamos os expoentes criticos, demonstrando sua equivaléncia aos observados no
sistema de van der Waals.

Na terceira e ultima parte da tese, investigamos teorias gravitacionais com altas-
curvaturas. Iniciamos com uma revisao das principais teorias que incorporam derivadas de or-
dem superior, abordando suas vantagens e desvantagens. Em seguida, aprofundamos a exploragao
das teorias que introduzem invariantes até a ordem cubica, adicionando as contracdes com trés
escalares de Riemann ao termo de Einstein-Hilbert (para D > 4, ao termo de Gauss-Bonnet
também). Destacamos a Teoria Quasi-Topoldgica Generalizada como uma ampla classe de teo-
rias com altas-curvaturas que, quando assumimos uma geometria de buraco negro de uma tnica
funcado (ou seja, gn g = f), fornece equacdes de movimento de segunda ordem. Além disso,
discutimos outras subclasses relacionadas a essa teoria, como a Teoria de Lovelock e a Quasi-
Topoldgica. No entanto, enfocamos mais detalhadamente uma subclasse especifica, conhecida
como Teoria Cubica Einsteiniana (TCE), que utilizamos como aplicacdo especifica

Para a primeira aplicacdo dessas teorias com altas-curvaturas, nds exploramos os
efeitos da gravidade cubica einsteiniana em solugdes regulares de buracos negros. Apesar da
presenca de derivadas superiores, a TCE compartilha 0 mesmo nimero de graus de liberdade da
gravidade de Einstein, pelo menos no nivel perturbativo. Em regimes de campo forte, estudos
anteriores demonstraram que a gravidade da TCE mantém a singularidade na origem de um
buraco negro estatico. Introduzimos uma lagrangiana de eletrodindmica nao linear (ENL) para
investigar os efeitos da TCE nas solucdes regulares de Bardeen, Hayward e da nova classe.

Por outro lado, no segundo exemplo nds investigamos os efeitos de termos de alta
curvatura até a ordem cubica no modelo de mundo brana. Propusemos uma teoria cubica ins-
pirada na Gravidade Cubica Einsteiniana (ECG), caracterizada pelo invariante P (3.100) deter-
minado por oito parAmetros de teoria §. Através da suposicdo de que a teoria compartilha um
espectro gravitacional andlogo ao da Relatividade Geral (GR) no regime linear, conseguimos
restringir com sucesso dois desses parametros. Esta parametrizacdo especifica nio s definiu o

termo quartico, mas também levou a especificacdo completa do termo de Gauss-Bonnet (GB).
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Notavelmente, em D = 5, o termo de GB emergiu como mais do que um termo topolégico,
justificando sua inclus@o em nossos calculos. Ao estabelecermos uma geometria de brana com-
pactificada e deformada conforme definida pela Eq. (??), tornou-se evidente que a condi¢ao
(i) da TCE, ou seja, a teoria compartilha o espectro com a RG, sozinha era insuficiente para
fornecer equacdes de movimento de segunda ordem para o fator deformado. Para lidar com
essa limitacao, um parametro adicional precisava ser fixado, de modo que tivemos que relaxar a
condi¢do (ii) da TCE, que diz que os coeficientes relativos dos diferentes invariantes de curva-
tura sao independentes da dimensao. Consequentemente, através da fixacao de trés parametros,
formulamos com sucesso uma teoria cubica apresentando uma equacdao de movimento de se-
gunda ordem para o modelo de brana. Notavelmente, essa teoria descreve com precisdo o
regime linear do graviton usual para um fundo maximamente simétrico (MSB). Além disso,
demonstramos que essa teoria gera solugdes de branas finas reminiscentes do tipo Randall-
Sundrum (RS), exibindo potencial para uma fase de de Sitter.

Com esse ultimo exemplo, nds concluimos a tese. Mostramos que ha inimeras
formas de estender a RG, uma vez que ficou claro que esta teoria, de fato, é incompleta. So-
bre os trabalhos apresentados aqui em forma de exemplificagdes, podemos apresentar algumas
perspectivas de novas ideias e trabalhos.

Violacao de Lorentz: no contexto da quebra espontanea, destacamos a perspectiva
de incorporar as flutuacdes de Bumblebee em outros cendrios, especialmente na cosmologia.
Uma questdo intrigante surge: se a natureza de fato viola a simetria de Lorentz, por que ainda
nao observamos tal fendbmeno? Uma possivel explicacdo € que, devido a algum mecanismo,
essa violacdo pode ter decaido ao longo de uma era cosmoldgica. Portanto, consideramos rele-
vante explorar as flutuacdes de Bumblebee durante essas eras cosmoldgicas, como no periodo
inflaciondrio.

Altas-curvatura: neste contexto, existem indmeras possibilidades de contribui¢des
significativas. Como mencionado ao longo do texto, a Relatividade Geral é uma teoria que
possui poucos parametros, gerando a sensagdo, apOs experimentos, de que é “tudo ou nada”.
Portanto, consideramos crucial explorar essa teoria além de seus limites. O estudo de mode-
los que introduzem novos invariantes parece ser uma abordagem natural. Especificamente, os
termos cubicos desempenham um papel importante em D = 4, uma vez que, a0 impor certas
condi¢Oes previamente mencionadas, como compatibilidade espectral com a RG, o préximo

termo relevante é exatamente esse. Portanto, explorar essas teorias em diferentes contextos,
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especialmente na fisica dos buracos negros com geometrias mais realisticas, € bastante interes-

sante
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APENDICE A - REDUCAO DIMENSIONAL BUMBLEBEE

Neste apéndice, discutimos inicialmente como a redu¢do dimensional de Kaluza-
Klein modifica as equagdes do modelo KS (Kostelecky-Samuel) [70]. Iniciamos com a a¢@o

KS em (D+d) dimensdes dada por

R 1 A
25, 4 2

onde K‘% +q = 87Gpyg com Gpyy4 sendo a constante gravitacional de Newton em (D+d) di-
mensdes, o § e o R sdo o determinante métrico e o escalar de curvatura, respectivamente,
em (D+d) dimensdes. Temos também um 2-form definido por B, := 3Byndx A dxV, onde
Byn = a[MBN] e By € conhecido como campo Bumblebee. O potencial quadratico escolhido
induz a violagdo espontinea da simetria de Lorentz, onde A é uma constante de acoplamento
auto-interativa positiva de dimensio de massa um, > é uma constante positiva com dimensio de
massa ao quadrado e o sinal =+ indica se by, € do tipo espago ou tempo. Além disso, a condi¢ao
de vacuo V = 0 implica a existéncia de um valor de expectativa do vacuo < By; >= by na
forma

¢"Nbyby = Fb. (A.2)

Observe que a compensacgado entre o VEV e a curvatura do espaco-tempo € sentida
a partir da Eq. (A.2), de modo que podemos determinar os componentes do vetor de fundo by,
conhecendo o espago-tempo que nos interessa. NOs vimos antes como um VEV do tipo espaco
modifica objetos gravitacionais com simetria esférica e estatica, como buracos negros.

Agora, para realizar a reducdo dimensional da acdo (A.l), adotamos o seguinte
elemento de linha

dsph. = %) 52 4+ 2P g2 (A.3)

onde dsfl = O jdyidyj € um espaco euclidiano plano d-dimensional, ou seja, a curvatura escalar
se anula, e os & e 3 sdo fungdes da coordenada x do subespago descrito por ds%. Note que
este elemento de linha é o mesmo introduzido na parte I desta tese na Eq.(1.4). Para realizar a
reducdo dimensional da acdo (A.1) na dire¢do das coordenadas x e para que a teoria compacti-

. . . . . . 2—-D)a . ~
ficada também seja escrita no quadro de Einstein, assumimos que f8 = %. Assim, a acdo
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KS em D dimensdes na dire¢ao da coordenada x € dada por

1 1 24¢ A 2d¢
ses=7 [ dw—g{z > (R—5(8¢)2)—e B S (BBu b, (A4
KD+a

onde 7 € o volume do subespago descrito por dsfl. Além disso, o R e 0 \/—g sdo as quantidades
definidas em ds%). Note que a agdo acima estd no quadro de Einstein conforme. O campo escalar

¢ € obtido através da seguinte definicdo

d
o = (2(D—2)(D+d—2))¢2 (A-9)

¢ a constante de acoplamento entre 0os campos € 0 campo

e o parimetro 4> = W
escalar, conhecido como campo dilaton. Observe também que ndo levamos em conta os graus
de liberdade do vetor na Eq. (A.3). Além disso, a redu¢do de KK da gravidade pura (D + 1)-
dimensional, ou seja, d = 1, fixa a constante de acoplamento da seguinte forma

o 1
W= 2D_2)(D+1)

(A.6)

Um caso interessante que abordaremos posteriormente é quando D = 4.
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APENDICE B - EQUACAO PERTURBADA PARA O BURACO NEGRO

MAGNETICAMENTE CARREGADO NA TEORIA CUBICA
EINSTEINIANA

A equacgdo perturbada (3.57) pode ser escrita como

W' (r) + y(r)H (r) + @*(r)h(r) = j(r) (B.1)

y(r) = ! X [q“r“ <2GM(ab +b—6)r"

r (q“ + r") ((b —3)¢% — 3r“) (r (qa - r“) v — 2GMrb)
—r((a+5)b—12) (qa + r“) b/a) +6r% (r <q“ + r“) e GMrb> +(b—3)g* ((b —2)r (qa + r“> b/ar

+ 2GMrb)} , (B.2)

602(1') — 1 |:r—a—2 ( _ 3q2brb

2 a/b
24G3AM (qb + rb) ((a —3)gb — 3rb) (2GMr" — r(qb + rb) )

a/b
X (a2 —a(b+38) +9) ot (qb —|—rb> +16G*AM? (az(b+8) —a(5h+42) +42) e

a/b
r® (qb + rb) ) 3b <48 (a2 —da+ 3) G AMrt! (qb + rb> +48 (a3 — 8a2) G*AM?*r
b a/b
+48 <2161 — 14) G4AM2 2a _ (qb + rb) ) — 3qbr2h (16G31M(a(b+4) . 9)ra—|—l (qb + l”b)

a/b
ro qb—i—rb) —16G*AM?(a (5b—|—21)—42)r2“>—r3b<—144G37LMr“+l(qb—|—rb>

rS (qb + rb> +672G*AM? 2“> ) ] (B.3)



157

-2

S

1

Jj(r)=— )a/b) {ra3 (qb+rb)_

72G3)LM((a —3)q" — 3rb) <2GMr” —r (qb +rb

X (— 3g°brb <96G57LM3 <a2(b—|—5) —3a(b+8) +23> 34 —48(a —3)G*AM*(a(b+7) —9)

a/b
x r2at] <qb + rb> +4% (96 (2a3 — 154° +36a — 23) G AM?r** —144(a —3)?*(a—1)G*AM?

a/b a/b
x r2atl (qb + rb> +3¢°r% < — 144G4AM2(a(b +5)— 9)r2a+1 <qb + rb>

a/b
+96G°AM? (3a(b+4) — 23)r3“> 4+ (1296G4),M2r2“+1 (qb + rb> —2208GAM? r3“) ) }
(B.4)

Observe que no caso limite g = 0, recuperamos a equagdo homogénea obtida pela Ref. [150].
Como ja mencionado no texto, é facil mostrar que para o limite de r grande (limite assint6tico)
os coeficientes y(r) e ®*(r) coincidem com os obtidos em Ref.[150]. Porém, no limite de r
pequeno (proximo a origem), € necessario especificar de qual eletrodindmica nao linear estamos
tratando. Para o caso Bardeen, obtemos que os termos lideres na origem sdo dados pela Eq.
(3.67) e (3.68). Por outro lado, no caso Hayward com a = b = 3, os coeficientes sdo dados por

(3.72) e (3.73). Finalmente, no caso de a =3 e b = 1, eles sdo dados por (3.78) e (3.79).
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APENDICE C - EQUACOES DO MOVIMENTO PARA A GRAVIDADE CUBICA NO
CONTEXTO DE MUNDO-BRANA

Nesse apéndice, nos fornecemos as expressoes explicitas para o tensor Hysy na Eq.

(3.105) que corresponde ao caso da gravidade cubica, definido como

2 6(v/—gsP)
Huynv = — C.1
MN N (C.D)

onde P ¢é definido na Eq. (3.100). Para aumentar a clareza, dividimos a apresentacdo em oito

partes distintas:
Ha = Hyyl -+ g+ Hyg) + Hg -+ HG) + H) 4 HG) o+ H) (€2)

Para derivar cada termo mencionado acima, empregamos o conjunto XACT de pacotes MATHE-

MATICA para calculos algébricos [159]. Os resultados detalhados sdo descritos abaixo:

H/S;) =3B {_3RFG(4RAHBJRFHGJ — (3Rars™ +Ra" pr)RG" 1) +2 [_g(S)ABRFLHMRFGHJRGLJM
+3Ra "M (3RpG" Rryur + 2Rg’ G*(Rryur + RrLuy) + R’ F“Reymr — 2Rpr’ Ru® 1)
+6DgRrGDCRAT — 6DFRpGDPRAT + 6DARrGDRE" — 3RArpcDC DY R+ 6RAppc Dy DY RTC

— 6DGRArp D RFC —6DGRAnpr DY RTC + 12Dy RArscD RFC + 6Rppou DT DARTC
+6RarGu D" DgR"® — 6RppGu D" D°RA" — 6R4rGuD" D°Rg" + 6R" "/ D;DGRAFpH

_6DHRBGF]DJRAFGH} } , (C.3)

2
H f(;B) = b {—24RFG (Ra" ¢’ RgGry + Rar™ Rgncy) + 24R5" RA“™ Rppgy + 24Ra" Rg“™ Rrpcy
+ 6RO Ry Ry + 24RA T Ry GERE g — 12RAT P Ry GuRE 11 — 6RAT ' Rpr Ryt
+6RATH R PR 4 8 aBREGMM R 1 Ryyrar + 24Dp RpgDC RAT — 24DGRpr DR AT

—24RpruDYDORAF — 24Racru DY DPR" — 12DpRp ;6 D’ RAFCH } , (C.4)
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H f(‘? =- %ﬁs {4RFGRAFHJRBGHJ +4RFOR T RpGry + 4RO RAr™ Rprcy + 8RFORAY £/ Rpncy
—8R"CRs" F' Rpsorr — 8RYCRAM p' Rrrcy + 2Ra" ' Rp" Rrmyr + 8RAT " Ry’ GFREym1

—2RA TRy L RprGr + 2RAT FORE™M RGH L+ 2RAT T R P RGHIL + 4R “RAF5" RG 1y
+4RFORA R 1y — 48 asREE M RFM R s — 89 ARG RE O™ Ry jras — 2DsRprDF R
—2DgRArDF R+ 4DpRigDF R — 2RgrD¥ DAR — 2R DY DgR — ARTCDDARgE

+2RFH DDARprH) — ARFCDGDRAr +2RF ! DGDRAry; +8RFCDGDFRAR

+4R," (RGHRBGFH +RrERe" G — 4R RE" G + DGDGRBF>

+4Rs" (R Ragen + ReORa™ Gu + DGD Rar ) — 4DpRpGDORs"

— 8DpRpcDORAF +16DGRgrD°RAF — ADARrGDCREF + 2RoppcD°DF R

+ 2RacerDCDF R+ 4DsRgr D RTC + ADgRupcu D" RYC +4DGRAp gD RTC
+4DGRAnrDRTC + 4RprcuD DARYC + AR pp D" DRYC + 4Rprau D DORAT
+4RperuD DO RAT +4RapcuD" DO R + 4R pgruD DO Rp"

+ 8¢ 4RI D 1DGRE 11 4 2RETH DD Rargr + 2RaT ¥ DD Ryran

+2DgRr 6D’ RA" " + 4D RprG D' RAT " + 2D 4R s6u D' R™ "

—4g s pDyRG" ;1 D' REC M + 4819 ypDyRG i D' RO + g1 ABDLRFGHJDLRFGHJ} )

(C.5)

Hﬁ? =B {_SRFGRRAFBG +2RE" RRAC rG — 4RRA" " RprGr + 6RA" RR5C G — 2RapRFGr RT O
+ 89 apRRrGrIRT M 1+ 16¢) 45 RE 4 RFH R g + 48 asRr6H RFH Ry ym

— 8¢ 4RI RG™ ™M Ry 101 + 4D AR " DpRpGry + ARDEDAR + 4RT " DpDRFGhy
—8RDrD" Ryp +8DsRpr D" R+ 8DpRarD" R — 16DrRspD" R — 4R5rpgD D' R

— 4RuerDPDF R —16¢0) ,gRTM D DGRy 11 — 4g (S)ABDLRFGHJDLRFGH]} , (C.6)
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H fl}) = —%ﬁs {8RFHRFGRAGBH +4Rp" R Ragrir — AR ORA™ ' Rpriy +4RA" R Rpgru
+ 4R R ' Ry + AR ORAF™ Rpricy — 8RO RA™ ¢’ Rpsor + 4R “Rarc" Re’ s
+8RFORAT g Ry — 4RAT RECRF G + 48 apRE O RG! /A Ry™ 1

+2¢) 4 gRFC U RS "R M 1y — 8DAR S DgRpG — DARDgR — 8R'°DgD4RrG
+4DpRAgDF R — 2RppDF D4R — 2R DF DR+ 4RF DD ARgF

+4RFSDGDpRsF +4RFDDERyg +4DpRrGDPRAT — 4DpRpGDORAT
+4DARpGDORE" — 285 4pRF O " DyDGR™ ) + 4RarpcD DY RFC

+4RFS DD Rappg + 2RagDe DY RYC pg + 4D aRprau DM R C

+4DgRarcuD"RTC + 8Dy RarpD" R C + 4Rgrpgu D" DARTC

+4RarcuD" DER"C +4g) s pR" ™ DyDGRr 11 — 88\ asDyRG LD RF 5

+8¢1%) 45D RG L DRV +4g1) 45 RFC ¥ Dy DERG HJ)} : €7

6
H/EB) = 1Be {Sg ®) s sRFCRG ERy™ 1y + 128 4pRFC e RG! 1 Ry™ 13y + 6DaRprDF R

+6DgRArD' R+ 6Rgr DY D4R +6RArDF DR+ 12RFC DD ARpr + 12RFC D DR AR

4+ 12DARFGDCORE" +12DpRrDORAF — 12R5F (RGH Rucri — RrCRAM cpr + DeDOR, F)
C12R4F <2RBGRFG + RO Rypirn — ReCRp G + DGDGRBF) 24D GRyrDORAF

129 4pRFC Dy DGR 1 — 38 sgDu R’ ;L. DT RE O — 12 (S)ABDHRGLJLDJRFGFH} :

(C.8)

H/SQ =P {2RBFRRAGFG +2RA"R(—2Rgr +REFG) — 2RasR" “F" R’ 1y + g ) 4sRRFC I RG 1y
+4DARY°DgREG + 2DsRDgR + RYC (—4RRsppG +4DsDaRrG) + 2RDDAR — 2RDpDF Ry
+2DsRgrDF R+ 2DgRsrDF R — 4DpRogD" R — 2R4Dy D RFC o + 2Rgr DY DAR

+2RarDF DR — 2 4RO ¥ Dy DGR 1 — g°) spRD DY RFC g — 26 s gDy R . D RF O s

—4g(5)ABDJRGLHLDJRFGFH — 4g(5)ABRFGFHDLDLRGJHJ} ) (C9)
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8
Hng) =Ps {6RABRFGFGRHJHJ —12 (DARFFDBRGG +RGHGHDBDARFF> +8%4p [12DHRJLJL

D"RFCpG —RFCp (R™ pyR™ 13y — 12D D"R™ 1) ] } : (C.10)



