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"O que € preciso € ser-se natural e calmo

Na felicidade e na infelicidade,

Sentir como quem olha,

Pensar como quem anda,

E quando se vai morrer, lembrar que o dia morre,
E que o poente € belo e € bela a noite que fica...
Assim € e assim seja..."

(Fernando Pessoa, 1931)



RESUMO

Neste trabalho analisamos a quantizacdo de uma teoria de cordas bosonicas fechadas via integral
de caminho de Feynnman. Estudamos a dindmica de uma corda sob acao de trés campos distintos:
uma métrica lorentziana, uma 2-forma e uma campo escalar. A acdo da corda possui invariancia
sob o grupo de Weyl no médulo das métricas da folha-mundo, e a preservacio de tal simetria esta
associada de forma equivalente a nulidade do traco do tensor energia-momento na folha-mundo.
Ao quantizarmos a teoria, esse trago, que € proveniente da acdo efetiva a nivel de 1-loop, nao é
trivial, tendo dependéncia das fun¢des beta do grupo de renormalizacio da teoria. Mostramos
que a invariancia de Weyl da teoria € preservada caso os campos de fundo satisfacam um sistema
de equacdes de campo, sendo uma destas uma forma modificada das equacdes de campo de

Einstein.

Palavras-chave: teoria de cordas; campos de fundo; invariancia de Weyl.



ABSTRACT

In this work we analyze the quantization of a closed bosonic string theory by means of the
Feynnman path integral. We study the dynamics of a string under the action of three different
fields: a Lorentzian metric, a 2-form and a scalar field. The action of the string has invariance
under the Weyl group in the smooth module of world-sheet metrics, and the preservation of
such symmetry is equivalently associated to the nullity of the trace of the energy-momentum
tensor in the world-sheet. When we quantize the theory, this trace, which comes from the
effective action at the 1-loop level, is non-trivial and depends on the beta functions of the theory’s
renormalization group. We show that the Weyl invariance of the theory is preserved if the
background fields satisfy a system of field equations, one of which is a modified form of the

Einstein field equations.

Keywords: string theory; background fields; Weyl invariance.
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1 INTRODUCAO

O modelo padrdo da fisica de particulas e a teoria da relatividade geral, embora
ambas teorias com considerdvel verificacdo experimental, apresentam inconsisténcias internas
quando postas lado a lado. Ao se tentarmos incluir gravitacdo a teoria quantica de campos
usual para particulas pontuais, o cdlculo perturbativo de amplitudes de probabilidade apresenta
divergéncias ao lidar com escalas de energia suficientemente altas, as chamadas divergéncias
ultravioletas, bem como ao lidar com intera¢des de particulas que ocorrem em escalas de distancia
consideravelmente pequenas.

Tais divergéncias ao tentar incorporar uma quantizacao via integral de caminho a agao
de Einstein-Hilbert, por exemplo, ndo podem ser removidas por processos de renormalizacao,
indicando que hé presenca de fendmenos fisicos ainda ndo compreendidos entre gravitagdo e
campos quanticos. Este € um dos problemas para o qual a teoria de cordas se mostra como
solucdo. No modelo, ndo s6 a presenca de um estado ndo massivo de spin 2, identificado
como o graviton (Blumenhagen, R. and Liist, D. and Theisen, S., 2012), surge naturalmente do
espectro de estados fisicos da teoria, bem como tais divergéncias provenientes da gravitaciao sao
inexistentes.

Em particular, na andlise perturbativa do espalhamento de gravitons, as amplitudes
definidas pela matriz S divergem a energias arbitrariamente altas, sendo maior tal divergéncia
tanto quanto maior for o nimero de gravitons envolvidos no espalhamento, uma vez que no
espaco de posicdes, tais divergéncias representam o limite em que todos os vértices de gravitons
coincidem(Polchinski, J., 2001).

Contudo, a quantizagdo de uma teoria de cordas, cuja acdo trata de um modelo
sigma nao linear, € renormalizavel. Além do estado de spin 2, h4 outros dois estados: um
tensorial antissimétrico, e outro escalar. Esses trés estados podem ser vistos como excitagdes
do vécuo a partir de operadores especificos, sendo o estado de ndo massivo de spin 2, por
sinal simétrico, associado a uma métrica G, enquanto os estados antissimétrico e escalar sao
associados a uma 2-forma B e um campo escalar ®. Incluir a¢cdes envolvendo tais campos nao
afeta a renormalizagdo da teoria como mostramos neste trabalho, mas tais campos devem ser
sujeitos a vinculos importantes. Mostramos no segundo capitulo deste trabalho que uma teoria
de cordas apresenta uma invariancia sob o grupo de Weyl, que escalona localmente métricas na
folha-mundo de uma corda. Tal simetria matematicamente impde que o traco do tensor-energia

momento de nossa acdo seja nulo. O problema é que quando efetuamos a quantizagcao por
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integral de caminho de Feynman, o tensor energia-momento que obtemos vem diretamente da
acao efetiva da teoria (Ketov, S.V., 2013), de modo que seu traco ndo é trivialmente nulo. Os
vinculos importantes que mencionamos sao precisamente equagdes de campo que tornam o
traco do tensor energia-momento quantico nulo, garantindo portanto invariancia de Weyl da
teoria a nivel de 1-loop com respeito ao pardmetro de Regge ' presente na teoria. E importante
mencionar que as técnicas aqui aplicadas servem de base para estudar ndo apenas corre¢oes
a niveis de loop maiores no pardmetro o’ (Bonezzi, Roberto and Codina, Tomas and Hohm,
Olaf, 2022), como também estudar a anomalia de Weyl em modelos de cordas nao relativisticas
(Gomis, Jaume and Oh, Jihwan and Yan, Ziqi, 2019), bem como em modelos de cordas com
T-dualidade (Berman, David S. and Copland, Neil B. and Thompson, Daniel C., 2008).
Organizamos este trabalho apresentando fundamentos geométricos da teoria de
cordas cléssica. No capitulo terceiro introduzimos brevemente a quantizagdo canodnica da teoria
que nos permite obter os estados ndo massivos de uma teoria de cordas fechadas. Mais adiante,
no quarto capitulo, introduzimos a quantizacao da teoria por integral de caminho de Feynman sob
rotacdo de Wick, no qual mostramos o procedimento de Fadeev-Popov necessario para definir a
integral de forma ndo ambigua, uma vez que se trata também de uma teoria de Gauge do grupo
de Weyl. Por fim, resolvemos o problema da invariancia de Weyl da teoria, no qual mostramos
que o tensor-energia momento pode ser escrito por termos relacionados as func¢des beta do grupo

de renormalizacdo
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2 TEORIA CLASSICA DE CORDAS

Tratamos de cordas como objetos dindmicos unidimensionais que podem ser classi-
ficadas em dois tipos: fechadas, cuja topologia € circular, e abertas, cuja topologia é a de um
intervalo fechado em R. Assim como analisamos a dindmica de particulas pontuais pelas suas
trajetdrias, também o faremos com cordas. Para isso, primeiramente fixamos um espago-tempo
(M, G), o qual tomamos como uma variedade lorentziana orientdvel de dimensdo D > 3. Deno-
minamos o espago de pardmetros utilizado para modelar a trajetéria da corda de folha-mundo,
o qual definimos como uma variedade suave com ou sem bordo, orientdvel e de dimensdo 2.
Definimos a folha-mundo de uma corda fechada é difeomorfa a! R x $', enquanto que a de uma

corda aberta é difeomorfa a R x [0, 7.

2.1 Acao de Nambu-goto

Os mapas nos quais estamos interessados sao mergulhos suaves X : ¥ — M, que
fornecem a visualizag@o fisica e geometricamente adequada para a subvariedade X (M) — M.
Esse requerimento sobre os mapas que utilizaremos majoritariamente garante que os pullbacks
X*G definam métricas, e ndo apenas campos tensoriais de posto (0,2) (que podem ser degenera-
dos). Contudo, essa garantia ocorre apenas com respeito ao interior da folha-mundo, de modo
que X*G ainda pode ser uma forma degenerada em dX no caso de cordas abertas. Com tais
definicdes em maos, podemos definir a acdo para nossa teoria cldssica de cordas, denominada

acao de Nambu-Goto, determinando a drea de ¥ induzida pelo pullback X*G:

1 1
SnGlX] =1 — /dv o= /\/ detX"G| d’o 2.1
onde o’ é uma constante convencionalmente escolhida para tornar Sy adimensional. A agio
(2.1) possui invariancia sob o grupo Diff " (X) de reparametriza¢des que da folha-mundo que
preservam a orientacio de X. No caso em que M = MP, (2.1) é também invariante sob o
grupo de isometrias Iso(IM?). Determinar as equagdes de Movimento e condi¢des de contorno,

no caso de cordas abertas, envolve escolher uma familia de um parametro de difeomorfismos

dxt

X;: L —M,s € (—¢,¢€) tal que Xp := X e que -3}

o ‘= 0X*. Desse modo, pelo principio de

' Aqui tomamos $! difeomorfa a R /277 e usamos o intervalo [0,27] para representar elementos de $'
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minima a¢do, obtemos que

1

d
0= SSNG = &SNG[XS] = —m
s=0

/E (P,fafaxﬂ + P 8G5X“) &, 2.2)

onde Pfj = ﬁ W v/detX*G. Desenvolvendo,

8SnG = — / (9:P5 + 6B ) 8X" + / J:(PISX*)d20 + / do(PI8X")d?e.  (23)
X X x

Os dois ultimos termos em (2.3) anulam-se para cordas fechadas pois para estas,
dX = (. Para cordas abertas, no entanto, tais termos sio iguais a

o=0

/ g T det / psxt| o 2.4)
[0,7] T=—o00 R o=T

O primeiro termo acima é nulo ao considerarmos 6 X* (4o, 6) = 8XH(—,0) = 0.
O termo restante pode ser anulado de forma relevante por duas formas distintas: ao considerarmos
P =0em o =0,7ou 6X* =0,u #0em o =0,7. A primeira das condi¢des impde uma
restricdo sobre os momentos P°, deixando dX* livres, as quais denominamos condi¢des de
Neumann. As outras condi¢des impdem a constancia dos fatores 6X* nos extremos ¢ = 0, 7,
ou seja, fixando a p-ésima posicdo da corda, as quais denominamos condicdes de Dirichlet.
Condi¢des de Neumann e de Dirichlet podem ser escolhidas coordenada a coordenada, isto €,
podem ser misturadas, fornecendo diferentes configuracdes de cordas abertas.

Ao determinar as condi¢des de contorno desejadas para uma corda aberta, obtemos

as equagdes de movimento para cordas abertas e fechadas:
daPy(7,0) =0, (1,0) €int(X). (2.5)

2.2 Uma acao alternativa a de Nambu-Goto

A acdo de Nambu-Goto possui uma Otima interpretacdo geométrica, possuindo
simetrias de interesse fisico. Contudo, seu processo de quantiza¢do ndo € favoravel devido
a presenc¢a de uma raiz quadrada em seu integrando: ao quantizar uma teoria via integral de
caminho de Feynmann, o cdlculo de amplitudes de espalhamento € geralmente feito utilizando

teoria da perturbacio e depende do cardter gaussiano da integral. Para isto, € necessario que a acao
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cldssica possua dependéncia quadratica nos campos de estudados, ou em suas derivadas. E sabido

da geometria diferencial que o funcional de comprimento de uma curva suave ¥ : [0,1] — RV

= ol 2.6

fornece as mesmas equagdes de movimento que o funcional de energia, ou funcional de Dirichlet:

1
2/

onde (-,-) é o produto interno euclideano em R” e || - || sua norma induzida (embora tais
funcionais existam para qualquer variedade pseudo-riemanniana). E de fato possivel derivar
uma generalizacdo deste caso para variedades bidimensionais. Primeiramente introduzimos uma

métrica lorentziana em X de modo que, quando finitas, integrais da forma

/E dv, (2.8)

fagam sentido. Definimos um vinculo ¥ = X*G, X mergulho suave. A seguir, tomamos uma
se¢do A : T*YX® T*Y — Dens(X) que atua como um multiplicador de Lagrange ao vinculo

proposto. Partimos da agdo

1
S[X,y,A] := —ﬁ/x(dvynLA(X*G—y)), (2.9)

Cujas equagdes de movimento com respeito a uma variacdo em A resultam no vinculo entre y e

X*G. Contudo, ao variarmos a a¢ao com respeito a ¥, obtemos

A = %\/M?’“b, (2.10)

Substituindo (2.10) em (2.9) nos dd uma nova agao:

1
4o’

S[X,y] = — /Z Y43, X X" Grydvy. @.11)

A acdo (2.11) é mais bem comportada que a acdo de Nambu-Goto no ambito da

integral de caminho de Feynmann devido ao seu cardter polinomial.
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2.3 Aciao de Polyakov

Tendo isso em mente, nosso novo ponto de partida consiste em definir teoria de

cordas como uma teoria de campos dada pela acao

1
4o’

1

SplX,v| =
P[ 7’}/] 47.L.aj

/E v ¥ G(X,(9,),X.(9)) = /E PP OXF X Guydvy,  (2.12)

onde X, é o push-forward associado a X, (X,y) riemanniana/lorentziana com ou sem fronteira e
orientdvel, enquanto mantemos o caréter lorentziano de (M, G). (2.12) é comumente chamada
de agdo de Polyakov. Essa ac¢iio possui duas simetrias: invariancia sob Diff " (X), bem como inva-
riancia sob o grupo Weyl(Z). O grupo de Weyl atua no médulo suave das métricas riemannianas
admissiveis em X, Met(X) multiplicando por uma fungéo positiva, isto é, uma transformagio de

Weyl é um mapa da forma
g— % e C(L). (2.13)

E importante notar que a simetria de Weyl est4 ligada ao fato de que X possui dimensio 2. Essa

simetria pode ser explicitamente elucidada pelas equacdes

Sp[X,7] = Sp[X oh™ !, h*y],Vh € Diff " (X), (2.14)
Sp[X,y] = Sp[X,e*®y],Yo € C*(T). (2.15)
Por ora, fixaremos G = 1, assumindo um espago-tempo ausente de gravidade. Um

ponto importante € atestar quais campos X e Y extremam a acao de Polyakov. Com respeito aos

mapas da forma X : ¥ — M, efetuamos uma variacao usual, de modo que

1
- 277}06/ [/ V(v det'yyabaaxu5xvrlpv)d26—/Vb(\/det}/)/abaaX“)fD(vnuvdzc} .
x >
(2.16)

O primeiro termo pode ser anulado via condi¢des de contorno. Além das usuais
condigdes 6XH (£, 0) = 0, temos para cordas abertas condi¢des semelhantes as propostas na

acao de Nambu-Goto. Sio elas



19

1. Condigdes de Dirichlet : 6X*(7,0) = 6X*(7,m) =0, u #0,
2. Condi¢oes de Neumann: d°X*(7,0) = d°XH(t,7m) = 0.

Quanto ao termo remanescente em (2.16), devemos notar que

b(1/detyy™a,X*) = /dety Vi, (¥ 0uX")
= /det yAX*,

(2.17)

que é o operador de Laplace-Beltrami em (X,y). Logo, 0Sp = 0 equivale, para variacdes
arbitrarias em X sujeitas a condi¢des de contorno equivale a que as componentes de um mapa
X : X — M sejam fun¢des harmonicas em X:

AXH =0. (2.18)

Ao variarmos Sp com respeito a 7y, obtemos

5Sp = 8bX“ d26

det

/ \/dety[——hcd}ﬂ 0u Xy XM Sh 4 9, Xuabxﬂayab] d’c

/ «/dety[ ~YabOc Xy X" + 9 X,@,X“} 5yt d*c

!/
471706 (2.19)

47wc’

:O’

onde usamos 6+/dety = —Vd;’tyy“b OYup = —~ dewya 87 Definindo o tensor de energia-momento

em (X,7y) como o campo tensorial

L 1 0Sp . 1 1 eyl n
T, = \/WSWb = ina —EyabBCX“8 X +8aXu8bX . (2.20)

Concluimos que métricas ¥ que extremam Sp devem obedecer as equacdes T, = 0.

Mesmo nao obedecendo equagdes de movimento, o tensor de energia-momento satisfaz equagdes
baseadas nas simetrias da a¢do de Polyakov. A invariancia de Sp sob o grupo Diff(X) implica

em V“T,;,, enquanto que sua invaridncia sob Weyl(X) implica que 7. De fato,

¥ §Sp

a._ ,ab _f  wr
a_’yaTah_\/Tla,Yab'

(2.21)
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Como Sp[X, 7] = Sp[X,e*?7], temos que

YT, = e 20T, «— T*=0. (2.22)

z A nulidade do traco de T, é de importancia para este trabalho pois estd relacionada a condigdes
de consisténcia fisica numa teoria quantica de cordas. Outro comentério importante € o de atestar
que a acdo de Polyakov fornece a mesma descricdo dindmica que Syg. Ao considerar que ¥

satisfaz T,;, = O e substituir este resultado em Sp, obtemos

1
4o’

SplX, Y] = /Z\/detwabaaxuabxvdzﬁ, X XY = (X"N)ap

/2\/detX*nd26

1
4ol Jx

1
= d *
27105’/2 vxXn

= SnclX].

(2.23)

Evidentemente, tal resultado se mantém para uma folha-mundo riemanniana ou lorentziana.
2.3.1 Simetria conforme

Fixada uma métrica 7, escrevemos Sp[X] = Sp[X,7]. Seja entdo f: X — X uma
transformagio conforme, isto é, um difeomorfismo tal que f*y = ¢>?y para alguma funcio

o : X — R. Usando as simetrias de Sp, temos que

SpIX] = Sp[X, 7] = Sp[X o £, £y = Sp[X 0 £ 1,20y " Sp[X 0 f 1 4] = Sp[X 0 f 7).

(2.24)
Ou seja, mesmo escolhendo uma métrica especifica, realizar uma transformagio conforme
em X nao afeta Sp. A uma teoria como esta, que possui invariancia sob agdo do subgrupo
préprio Conf(X) C Difft (L), damos o nome de teoria de campos conforme, ou apenas de CFT
(Conformal Field Theory). O estudo de CFTs € de bastante interesse em teoria de cordas e em
teorias de campos bidimensionais no geral (Polchinski, J., 2001; Blumenhagen, R. and Liist, D.
and Theisen, S., 2012). Um tratamento matematicamente detalhado sobre teorias de campos
conforme e do grupo conforme em particular estd em (Schottenloher, M., 2008; Francesco, P.

and Mathieu, P. and Senechal, D., 2012).
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Como comentamos, a invariancia conforme da teoria permite escolher uma para-
metrizacdo sem necessariamente afetar a métrica y. O caso mais simples envolve y =1n. A
possibilidade dessa escolha depende tanto da simetria de Weyl quanto do fato de que X possui
dimensao 2. Como é mostrado no capitulo 1 de (Cecotti, S., 2023), superficies lorentzianas e
riemannianas admitem localmente reparametrizacdes cujos respectivos pullbacks de suas métri-
cas sdo conformalmente planos, isto €, sdo da forma eanab ou €2?§,;,. Assumindo o uso dessa
reparametrizacdo, podemos usar a invariancia de Weyl da acdo de Polyakov para tornar a métrica
da folha-mundo plana em ambas as assinaturas.

Desta forma, escolhida uma métrica y para a folha-mundo, podemos substitui-la por
N gracas as simetrias de Sp. A presencga da simetria conforme nos permite ainda modificar a
parametrizacdo de X mantendo a escolha Y = 1, a qual denominamos de calibre conforme ou
calibre plano. Ao tomarmos a escolha de calibre plano, tanto as equacdes de movimento quanto

os vinculos associados a métrica Y = 1 sao simplificados:

AXH = 9,09X" = 0,
1 - . ) (2.25)

2.4 Expansao de solucdes classicas via série de Fourier

Tomando o calibre conforme, as equacdes de movimento para as componentes se

reduzem a equacgdo de onda
(95 — 97)Xu =0, (2.26)
tal que
40Xy =0 =5 N"Y9,0°X, = 9,0°X*" = 0. (2.27)

Uma famosa solucdo tentativa dessa equagao € conhecida como solugdo de d’ Alam-

bert, dada por

XH = %(f#(cﬁ) +¢(c7)), ot =1+o. (2.28)
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Trataremos as possiveis solucdes dessas equacdes para cordas abertas e fechadas separadamente.
2.4.1 Solucao para cordas abertas
2.4.1.1 Condigcoes de Neumann
Tomando a solugdo da equagdo de onda X* = (f* (o) +gH(0™)), temos que
doXH = 2 (01) ~gH (o), 2.29)
onde f™* e g’* denotam derivadas das fungdes com respeito a seus respectivos argumentos. Logo,
QXM (2,0) = 5(/ () — ¢ () 2.30)
Se a corda estd sob condi¢des de contorno de Neumann, dsX*(7,0) = 0, de forma que obtemos

fH(7) =g*(v). (2.31)

Como na igualdade acima as fungdes f'* e g’* possuem 0 mesmo argumento, a relagdo € valida

para uma variavel real qualquer, digamos, u:
S () =" (u), (2.32)
ou seja, as funcgdes fH e gt diferem por constantes aditivas:
M (u) = g'(u) +b*. (2.33)
Podemos referinir f* de modo a absorver tal constante, ou seja, f* — f* + %, de forma que:
XH(z, ) :%(f“(r+c7)+f“(r—o)) (2.34)

X*(1,0) = fH(7). (2.35)
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Mas ainda temos a segunda condi¢do de Neumann para ¢ = 7, ou seja, dsX*(7,0) = dsX*(7,0) =

0.

deX* (1) = %(f/”(f—}—ﬂ) —fM(r-7n)=0 = fH(t+n)=fH*r—n). (2.36)
Para uma variavel real u,

ffut+n)=f*u—n) = fHu+2rn)=f*"(u). (2.37)

Como F'* é 2-periddica e diferencidvel, podemos expressd-la pela sua série de Fourier

fru)y=ay+ Y, e™a. (2.38)
nez*
Uma de suas primitivas é
/.1
H(u) =x5 +ayu+ Z (2.39)
nez* ll’l

onde xg sdo constantes de integracdo escolhidas convencionalmente.

Substituindo 2.39 em 2.34, obtemos

X'u(’L',G) :xg +aOT—|— Z m(‘H—G) +ell’l(’L’ G))

neZ* 2i l’l
=Xy +ay T+ Z cos(no) (2.40)
neZ*
” .
=xy +ayT+i Yy, —e " cos(no),
nez* n

onde utilizamos na segunda igualdade a férmula de Euler ™ = cosx + isinx, euquanto que na
terceira igualdade foi feita a mudanca de indice de soma n — —n.

Por fim, por convencao, definimos os coeficientes de Fourier

V2o (2.41)
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de forma que a solu¢cdo de movimento para cordas abertas sob condi¢cdes de Neumann é

u .
X*(1,0) = + 2/ ph+iv2a Y Pe " cos(na). (2.42)

nez* n

As constantes p* foram escolhidas para representar o momento total da corda, uma vez que o

momento conjugado a X é PH = 5 ] 7 9:XH, que pode ser interpretado como uma densidade de

momento da corda, e isso nos da

gH —

5 / dod X" = p* (2.43)

As constantes xg foram escolhidas, pois

RH(7) = —/ doX*(o,7) / doX*(o,7) _x”+2(x phr. (2.44)

Nos possibilitando interpretar as fun¢des R*(7) como as coordenadas do "centro de massa'da

corda, com x{) sendo a posi¢do "inicial"(xj = R*(0)). (Blumenhagen, R. and Liist, D. and

Theisen, S., 2012).

2.4.1.2 Condicoes de Dirichlet

Nas condigdes de Dirichlet, temos que X*(7,0) = xj e X* (7, %) = x|’ sdo constantes.

Dessa forma, temos que d;X*(7,0) = d:X*(t,7) = 0. A primeira condi¢do implica em

IXH(1,0) = S (F() +¢M(1) =0 = fM(u) = ~g"(u). (2.45)

Entretanto, segunda condi¢do de Dirichlet implica em

9:XH (1,7) = %( FU—7) 4" (1 —7)) =0 — fRut2m) = —gM ().  (246)

Unindo os resultados obtidos das duas condi¢des de contorno, obtemo que f'*(u+2m) = ™ (u).

Logo, podemos representar f’* por sua série de Fourier:

=ay+ Y e™al, (2.47)
nez*
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de forma que

u
an
fHu) =bh +agu+ Y, 2™, (2.48)
nezZ* in
com bl sendo apenas constantes de integracdo. A partir das condi¢des de Dirichlet acima, é
posivel concluir que f* e —g" diferem por constantes aditivas, de forma que, substituindo 2.48

na solucdo de d’ Alambert, temos que

u
a . .
X'u(‘c 0) _xo —|—a06—|— Z ﬁ(em(ﬂ—c) _em(r—o))
nez*
u
= +afo+ Y Teisin(no) (2.49)
nez* m
a .
=xy +ago+ Y —"e "sin(no).
neZ* n
Definindo os coeficientes
ot :=V2ald", nez* (2.50)
M
oy =i=apy = 1) ﬂx(’)c, @2.51)

temos a forma final da solu¢do X* sob condi¢des de Dirichlet:

no
XH(t,0) =xb + S )cH—\/ Z e " sin(no). (2.52)
nez*
Vale ressaltar que a solugdo acima s6 € valida para coordenadas espaciais, de modo que a
coordenada X, para cordas abertas, necessita satisfazer as condicdes de Neumann.

Temos ainda que

Z*(1)=—[ dox*
TTJo
uoom u
x| +Xx 20/ oy
=1 "0 _ Y, =5 " (cos(nm) - 1)
2 T = (2.53)
X Hxy 2v2d Z Oc_# it e
2 /4 n? ’ ’
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enquanto que

1
- 2mal
2o/ - T
=— ) (x“e_””/ dosin(no)
2nal =" 0
iv2a/ i

O —intT
- 2mao! )} 2 ¢ ymeL,

nez*

n#2m

T
PH(1) / dood X*
0

(2.54)

ou seja, para cordas sob condicdes de Dirichlet, ndo hd conservacdo do momento, que pode
ser explicado pela auséncia da simetria por translacdes para essas condiguragdes, uma vez que

transladar os extremos nao € permitido.
2.4.2 Solucdo para cordas fechadas

As fungbes X* para cordas fechadas ndo possuem condi¢des de contorno, mas
condi¢des de periodicidade X*(t,0) = X* (7,0 + 27), permitindo-nos obter sua forma geral
por um caminho mais rapido. Fixando o parimetro 7, podemos escrever X* como sua série de

Fourier tomando ¢ como variavel:

X*(r,0) =Y " fH (7). (2.55)
nez
Como a equagio de onda (92 — d2)X* = 0 & linear, podemos considerar que X &
expresso como combinacdo linear de solu¢des da mesma equagdo, ou seja, os modos de Fourier

fi satisfazem a mesma equagdo que XX:

d: fit(z) = =’ fiH(7), (2.56)

cujas solucdes gerais sao,
i =alt+b} (2.57)
fH=ale™ £ ble " n#£0, (2.58)

onde os coeficientes constantes das varidveis foram escolhidos por conveniéncia. Substituindo as

solucdes acima na série 2.55, temos
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X*(t,0) =bh +ayt+ Y " fi(7). (2.59)

nez*

Renomeando os coeficientes:

ay =o' p*
w._oon
by = xy
o (2.60)
al =i\/—-ot

onde o sinal de barra em @) ndo denota complexo conjugado, mas apenas destaca que O} S0

coeficientes distindos de of'. Temos entdo a forma final da expansdo em modos para cordas

fechadas:

X*(t,0) = xb —l—OCp“’L'—H\/ a“ in(v+0) | gt =in(7=0) | 2.61)
neZ*n

Calculando a posicao do centro de massa a partir da equacdo acima, temos

1 2
A (1) = — doXx*
21 (2.62)
= xo +o p“’L’
enquanto que o momento total é
u 1 o 9. XM = pH 2.63
PE(1) = dod X" = p~. .

Apesar de nao ser necessaria para determinar a forma geral de X*, é importante

entender como a solugdo de d’ Alembert se desenvolve para cordas fechadas. Partindo de

H= (o) + g o)), .64

e da condicéo de periodicidade de X*, temos que



fHo")+g"(c7) = f!(o" +2m) +g!(07)

— Mot +2r)— fH (o) =g"(07)—g'(c™ +2m).

Como o e 0~ sdo varidveis independentes entre si, temos que

fH(o" +2m) = f(c7)

gh'(o” +2m) =gk (c™).

Além disso, temos as condi¢des de contorno que para X*, que nos levam a

(g, (07) = (F*f1)) (e ) =0.

28

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

Logo, solu¢des X* para cordas fechadas podem ser obtidas, a menos de constantes

aditivas, se especificadas as derivadas de f* e gh.
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3 QUANTIZACAO CANONICA DO MODELO

Neste capitulo damos inicio a primeira quantizacdo da teoria de cordas classicas,
construindo uma hamiltoniana a partir do qual poderemos extrair os estados mais leves de seu
espectro de massa. Duas abordagens sdo tomadas na literatura: quantizacio covariante, na qual a
invariancia de Lorentz € explicita na construcao de operadores, ao contrario da unitariedade, cujo
mantimento exige dimensionalidade do espaco ambiente dada por D = 26. Outra abordagem ¢é
quantiza¢do do cone de luz, mediada por uma transformacao conforme dentro do calibre plano,
preserva a unitariedade da teoria, mas nao manifesta sua invariancia de Lorentz. A existéncia de
tal invariancia necessita analogamente que a dimensao do espaco ambiente seja igual a 26. Neste
capitulo, diferente do posterior envolvendo quantiza¢do de Polyakov, manteremos a descri¢do de

folhas-mundo lorentzianas.

3.1 Quantizacao no cone de luz

O processo de quantizacio do cone de luz consiste na quantizacio da teoria classica
com o calibre do cone de luz fixado. As coordenadas do cone de luz em (R?,n) sdo definidas
tais que

‘v’pG]RD,pz(x+,x_,x2,...,xD_2), Xt = ( Oixl). (3.1

G-

Para quaisquer a,b € RP

akby = —ath —a bT+d'b

. (3.2)
a_=-a", a,=—-a , a=d.
O calibre do cone de luz consiste em usar a simetria residual para fixar
X*(tr,0)=r1. (3.3)

3.2 Corda aberta

Pelos vinculos do calibre conforme, X~ pode ser determinado sabendo as coor-
denadas transversas X', I = 2,3,...,D — 2. Para cordas com condi¢cdes de Neumann, temos

que
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1
(04 .
X'(tr,0) =x{ +2a/p't+iV2a’ Z ™" cos(no), (3.4)
nezx 1

de modo que

d:X'(t,0) =2a/p! + V2 ) (ahe ™ + ol ,e™") cos(no)
- (3:5)
doX'(1,0)=—V2' Y (oe™ ™" — ' ,€"") isin(no)

n

As relagdes de comutag@o impostas sobre tais campos sdo as relacdes de comutacao usual para

campos (Polchinski, J., 2001)

[‘x+7p—] =—i
(3.6)
(x!(1,0),0:X(7,6")] = 27a'i6" §(c — &),

sendo os demais comutadores envolvendo variaveis acima todos nulos. Se tomarmos a ultima

relagdo de comutagdo acima, temos que
[0:X1(7,6),0:X’(1,6")] =2n0/i8" 956 (0 — &'). (3.7)
Pela linearidade do comutador, temos que

[0:X"(1,06) + dsX!(1,0),0:X’ (1,6") 4+ 95X’ (1,06")] = 41’ §" 058 (0 — o). (3.8)

No entanto, substituindo a solu¢ao em série de X I também obtemos que o comutador acima é

igual a expressdo (Zwiebach, B., 2009)

20/ Z e—i(m-l—n)(T-I—G) [06,51,06,{]- 3.9
mnez
Logo,
Z o~ im(t+0) ,~in(t+0’) [OC,;, 0‘;{] = 271;1'6”865((7 — G/), (3.10)

m,nez
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Usando uma extensdo 27- periddica da série acima, podemos aplicar em ambos os lados da

igualdade o operador integral 5= [2% dGe™®, L [27 ™. Para a série, temos a ortogonalidade

das exponencias, isto é

1 2 27 , . ( ) . ( /) . . ) ) I J Y / I J
H/ do do Z g~ im(T+0) ,—in(t+0") jim'c ,in'c [am, an] _ e—t(m +n )T[Oém/, O‘n’]?
0 0 m,nez
(3.11)
ao passo de que do lado direito da equagdo de interesse,
11 21 . 21 o 11 21 .y
in'd J—/ doe™ 680/ do’e"° §(c —0') =id J—/ doe™ %" °
27 Jo 0 27 Jo
— 5m/+n/,o sV (3.12)
_ ml6m’+n’,05lj
Uma vez que m’ +n' =0 = ¢/ +7)7 = 1 temos entdo que
[od )] = m&in 08" (3.13)

Para cada valor de m, modos de oscilagdo satisfazem uma élgebra de operadores de criacdo e
destrui¢do do oscilador harmodnico quantico (a menos de um fator multiplicativo). Definimos
entdo o estado |0; k) como o estado fundamental de momento k que € aniquilado por modos de

oscilagdo de indice positivo, isto é

ol |0;k) =0, m > 0. (3.14)

Temos a densidade lagrangiana proveniente da a¢do de Polyakov com o calibre do cone de luz,
a partir da qual temos a densidade lagrangiana associada. Definimos entdo a hamiltoniana da

teoria classica como

T T 1
H ::/ do ¥ :/ do (noc’P”Pf+ /8GX186X1) , (3.15)
0 0 4ra
onde P = zﬂla/ d:X!. Dos produtos, s6 restardo termos quadriticos em cos(nc) e sin(no)

devido a integral em o. Nesses termos a integral atua filtrando os indices das somas, de forma

que o que resta da hamiltoniana € dada por
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Y oo (3.16)

n=1

1 & I &
H=op'pi+35 Y ol younts Y ooy n=ap'pr+
1 n=1

n—
A ordem dos modos de oscilacdo acima é puramente arbitrdria uma vez que o produto de funcdes
¢ comutativo. Ao quantizarmos a teoria, no entanto, todos os termos da série anti-comutam.
Caso queiramos ordenar a hamiltoniana de forma a manter os operadores de destruicdo sempre a
direita, haverda uma ambiguidade de hamiltonianas: podemos tomar uma hamiltoniana ordenada
somada a um nimero inteiro a. Podemos eliminar a comutando a produtos da série, de forma
que a expressao restante é equivalente a hamiltoniana cldssica para um a € Z qualquer. Por conta

disso, escrevemos a hamiltoniana quantica da teoria na forma

1 1
H=a'p'pi+) o o,+a, (3.17)
n=1
a fim de buscar determinar a. Uma maneira heuristica de determinar essa constante € por meio
da regularizacio da funcao zeta de Riemann. Primeiramente tomamos a hamiltoniana quantica

ndo ordenada

H=d'p'pi+ Y ofoy_, (3.18)
n=1

e, para cada valor de /, comutamos todos os produtos ndo ordenados da série, de modo que

1 1

H=a'p'pi+) oo+ 5 Lnm (3.19)
n=1 n=1

onde o fator D — 2 vem da soma sobre o indice /. A dltima soma do lado direito evidentemente

diverge, tornando a hamiltoniana escrita na forma acima nada pratica de se trabalhar. Uma

maneira de atribuir significado fisico a esse termo é compara-lo a fungdo zeta de Riemann

[

C(s)=Y n* Res>1. (3.20)
n=1
A fungdo zeta possui uma tnica extensdo analitica sobre C, isto é, uma funcio
holomorfa definida sobre todo o plano que coincide com () regido Re s > 1 (Becker, K. and

Becker, M. and Schwarz, J.H., 2006) dada por
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o L5—1
C(S)Zrl)/o ~_dx (3.21)

(s e—1""

onde I' é a fungdo gama usual. A extenséo analitica, que chamamos também de { propositalmente,

é tal que

1
C(—1)= 1 (3.22)

A interpretacdo fisica da série divergente € feita de modo que substituimos a for¢a a série em n

pelo valor de {(—1), tal que a hamiltoniana fisicamente correta é dada por

o 2—-D
H=dp'pi+Y o opn+-——. (3.23)

n=1

Como no caso classico, p~ € identificado como a hamiltoniana, impomos tal identificacdo na

teoria quantica também, de forma que o operador de massa € definido da seguinte forma

m* = pup*

=2p"p  +p'pi

1 > 2—D (3.24)
~w <Z it 7)

onde N é denominado operador de nivel e usamos o fato de p* ser o momento conjugado de x_

da lagrangiana L = fon Zdo, de modo que

pt= - (3.25)

Dessa forma, podemos analisar o espectro de cordas abertas. O estado fundamental

|0;k) é tal que N

0;k) = 0, de modo que

2-D

2
0;k) =
me0sk) = S

05 k) . (3.26)
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o autovalor de massa ao quadrado desse estado € negativo para D > 2. Podemos analisar estados
|w) para os quais N |y) = |y). Ocorre-nos que sé existem D — 2 estados que obedecem a essa

equacao, sendo

lw) = ol [0:k) . (3.27)
Para tais estados,
26—D
2
= —. 3.28
240 ( )

Classicamente, como m?

€ um escalar, D deve ter um valor especifico. Em D dimensdes,
particulas ndo massivas sdo determinadas por quadrivetores tipo luz, que sdo especificados por
D — 2 componentes!. Precisamente o mesmo niimero de estados de excitacdo igual a 1, além
disso, vetores associados a particulas massivas podem ser especificadas por vetores de D — 1
componentes (Polchinski, J., 2001). Por esta razdo, associamos tais estados com o de uma
particula sem massa, de modo que m?|y) =0 = D = 26. Dessa forma, a invariincia de
Lorentz da teoria, necessdria para garantir invariancia do escalar m? implica necessariamente
que D = 26.

Ao irmos para cordas fechadas, o processo de quantizagcdo da teoria é perfeitamente

andlogo. Comecamos com a solu¢do harmonica das equagdes de movimento € da forma

I ~1
X[:xi‘i‘l%f‘f'i Z ( n m G-‘rT)_i_%ein(G—T)) ) (329)

nEZ*

As relacdes de comutagdo obtidas s@o as mesmas para o caso de cordas abertas, de

modo que
(o, o] = [&l, 6] = myyn 08, (3.30)

onde o e @& comutam para quaisquer /,J,n,m. A hamiltoniana gora possui dois operadores de

nivel, e dois fatores relativos as constantes de ordenamento da hamiltoniana, isto é

' De forma mais geral, é necessirio que o espaco vetorial cujo vetor que descreve a particula pertenca seja

associado a alguma representagio de um grupo, neste caso o grupo SO(D — 2) (Polchinski, J., 2001)
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> > 2—D 2—-D
H=ap! z ol o 2 al @ _— 3.31
de modo que
2 . 2—-D 1
2 +
m il p - 32
o (N N 12 )’ o (5-32)

Para cordas fechadas, buscamos estados fisicos da teoria que independam de transla-
¢des ao longo de ¢, de modo que o gerador de translagdes ao longo de S! seja nulo (Polchinski,
J.,2001), isto é

27

0:X'9sX;do = 0. (3.33)
0

Entretanto, substituindo a solu¢do das equacdes de movimento, obtemos que

2
9:X'9sX;do =N — N, (3.34)
0
de forma que fisicamente devemos ter estados para os quais N = N. O estado fundamental |0; k)
¢ tal que
» 2—-D

= 0, D>2. 3.35
m 60’ <0, > ( )

2 associado a

A titulo de comparacgdo, ao estudarmos campos escalares ¢ de massa quadrética m
um potencial U(¢9) = %m2¢)2, temos que ¢ = 0 assume o papel de um méaximo global, o seja,
um ponto de equilibrio instdvel. Tal fato faz com que a probabilidade do estado de vicuo evoluir
num estado diferente dele mesmo seja nio nula, o que em teoria quantica de campos, chamamos

de instabilidade do vacuo.

Os estados fisicos de excitacdo igual a um, para N e N sdo
ol &’ 10sk) (3.36)

Tais estados constituem componentes de um tensor de rank (2,0) de SO(D —2) (os

indices transversos se referem a subespagos de geometria euclideana). Como a representagdo em
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questdo € deste grupo, associamos estes estados a particulas ndo massivas. De forma mais geral,
podemos decompor o tensor em questao em trés partes distintas: um tensor simétrico de trago

nulo, um tensor antissimétrico, € um escalar

287 ok ok

I ~J I =7 J I
oo’ |0k = o’ ¢ o’ 0
1102 (03k) 100 0 0y +

|0:k)
(3.37)

* D-2

(el ol —al @l ))|0k) + |0; k)

1
2

O tensor simétrico € usualmente associado ao graviton (Blumenhagen, R. and Liist,
D. and Theisen, S., 2012), enquanto que o tensor antissimétrico e escalar sdo associados ao
campo de Kalb-Ramond e ao dilaton, respectivamente. Os demais estados sao massivos e podem
ser obtidos excitando o estado fundamental de forma a manter o vinculo fisico N = N. Mais a
frente, tais estados serdo associados a campos semi-cldssicos. Mais precisamente, associaremos
o graviton a uma métrica G, e os estados antissimétrico e escalar a uma 2-forma e a um campo
escalar, respectivamente. Essa associa¢do ndo € direta. No secao 3.7 de (Polchinski, J., 2001) é
dada uma justificativa de que uma a¢do construida com tais tipos de campos, quando aproximada
supondo que tais campos sdo "fracos", induz uma funcdo de particdo que se assemelha a
uma construida com o valor médio de operadores correspondentes aos estados aqui obtidos,

denominada correspondéncia estado-operador (Schottenloher, M., 2008).
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4 QUANTIZACAO DE POLYAKOV

Neste capitulo fazemos referéncia a algumas informagdes sobre teoria de campos

conforme contidas no apéndice B, em particular a correspondéncia estado-operador em CFTs.
4.0.1 Rotacdo de Wick

De maneira informal, uma integral de caminho com respeito a uma teoria cldssica de

campos definida por uma acdo S é esquematicamente escrita na forma

/ S IX, 4.1)

onde nio especificamos a priori a natureza do dominio de integracdo quanto da suposta "medida" ZX
e realizamos passos algébricos tratando-a como uma integral de Riemann ou Lebesgue usual.
Apesar disso, a presenga da exponencial complexa torna dificil definir um conceito de conver-
géncia para tal integral pelo seu cardter oscilatério. Uma solu¢do comumente tomada em livros
como (Ryder, L.H., 1996; Ramond, P., 2020), denominada rota¢do de Wick, consiste realizar
uma "continuagdo analitica"na varidvel temporal de um espago-tempo (geralmente tomado como

o espago de Minkowski IM#), isto &, definindo uma varidvel ¢ := —it. Em principio tal mudanca
afeta a assinatura do campo tensorial métrico de lorentziano para riemanniano. Contudo, uma
mudanga na estrutura geométrica de um espaco nao pode consistir somente de uma simples
mudanca de coordenadas.

Até entdo, o mais proximo que possuimos de uma versao matematicamente rigo-
rosa de uma rotacao de Wick € dada pelo teorema da reconstru¢do de Osterwalder-Schrader
(Osterwalder, Konrad and Schrader, Robert, 1973), que estabelece uma relagdo entre uma teoria
quantica de campos axiomdtica euclideana e sua versao minkowskiana, mais especificamente
relacionando fun¢des de n-pontos de uma teoria relativistica, denominadas fun¢des de Wightman,
com fungdes de n-pontos euclideanas, denominadas funcdes de Schwinger(Wightman, A S and
Garding, L, 1965; Glimm, J. and Jaffe, A., 2012). A principal justificativa para realizar uma
rotacdo de Wick € que as integrais de caminho, mesmo em sua forma esquematica, assumem

uma estrutura mais bem comportada:

/ e S9X, (4.2)
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de modo que funcdes de n-pontos nesse tratamento sdo melhor definidas. Textos como (Pol-
chinski, J., 2001; Cecotti, S., 2023) realizam essa transicao de folhas-mundo minkowskianas
para riemannianas nos primeiros capitulos, enquanto que livros como (Erbin, H., 2021) tomam
estruturas riemannianas desde o principio, de modo que a partir de agora pressuporemos tal
escolha. De forma clara, tomamos (X,¥) como uma variedade Riemanniana de dimenséo 2 com
ou sem bordo. Em teoria de cordas, essa escolha € particularmente vantajosa pois superficies
orientdveis possuem uma estrutura complexa natural que as torna variedades complexas de
dimensdo 1, também chamadas de superficies de Riemann. Além disso, folhas-mundo compactas
com punturas podem ser classificadas segundo sua caracteristica de Euler, algo que explicaremos

no préximo capitulo.

4.1 Soma sobre folhas-mundo

Na teoria quantica de campos usual, um processo de espalhamento € descrito por n
particulas, sujeitas cada uma a condi¢des iniciais, cujas informagao sdo dadas a n estados iniciais
num espaco de Hilbert. Tais particulas viajam no espago ambiente considerado e interagem, por
hipétese, em uma regido finita do espaco-tempo, cujo resultado sdo m particulas que viajam
até m determinadas configuragcdes, analogamente identificadas por m estados. Amplitudes de
espalhamento sdo as grandezas de interesse ao analisar tais processos em particulas. Uma forma
de simplificar o célculo dessas amplitudes envolve considerar estados incidentes e espalhados
como assintéticos, isto €, estados incidentes do infinito, e estados espalhados para o infinito.
Isso permite toma-los como estados livres, pois estdo suficientemente "distantes"da regidao de
interacdo. A visualizagdo de tais interacdes € dada pictorialmente por diagramas de Feynmann
com n -+ m pernas externas e vértices que denotam regides pontuais de interagao.

O caso envolvendo cordas € similar: queremos analisar n cordas, que vém de
uma regido suficientemente distante de uma regiao na qual ocorre uma determinada interacao,
resultando em m cordas que se espalham no infinito. Assim como para particulas, determinar tais
amplitudes envolve calcular contribuicdes de todas as possiveis trajetdrias entre os estados inicial
e final de um sistema, para cordas devemos considerar possiveis jungdes e separacdes de cordas.
Como mostramos na figura seguir, intuitivamente visualizamos a amplitude de espalhamento de
uma corda fechada em outra corda fechada como tendo contribuicdes de diferentes situacoes:
uma corda que nao interage; uma corda que se divide em duas cordas fechadas que depois se

unem novamente e assim por diante. Cada separagdo seguida de uma juncao gera um "buraco"na
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trajetoria de espalhamento.

-~
N —_— -

~_ - - S N

—_ ~

~
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Figura 1 — Exemplos de trajetdrias de cordas fechadas. As se¢des tracejadas indicam configura-
¢oes assintoticas.

No caso de variedade conexas, que € o caso aqui suposto, tal nimero g € Z de
"buracos'representa um invariante topolégico denominado genus. Grosso modo, dada uma
superficie S que é dada por uma juncdo! de g toros S x S', o nimero inteiro g é preservado por
homeomorfismos. Uma vez que cada toro, visto geometricamente como uma rosca, apresenta
um buraco, atribuimos » informalmente a contagem de buracos numa superficie. Logo, analisar a
amplitude de espalhamento de cordas interagentes se resume a somar sobre possiveis topologias
para o problema abordado. Mais especificamente, € necessdrio calcular uma integral de caminho

da forma

Y / DyDXe™S 4.3)

topologias

levando em consideracgdo cada topologia possivel em X, o que pode interferir também no conjunto

Met(L).

1

Tal jung@o trata de uma unio conexa (Lee, J., 2010): dadas variedades topolégicas conexas M| e M, e abertos
regulares B; C M;, i = 1,2, a variedade topoldgica (M \ B;) U (M, \ B,) é denominada unifo conexa entre M| e
M.
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P

Figura 2 — Transformacdes que modelam as trajetdrias de cordas em superficies esféricas e
toricas. Cada seta indica um mapeamento via homeomorfismo entre as superficies.

Considerar problemas de espalhamento com estados inicial e final ambos assintéticos
faz com que tais estados assintdticos possam ser mapeados continuamente para punturas. Nova-
mente, cada estado assintético € representada por um estado no espago de Fock do modelo, os
quais possuem correspondentes biunivocos dados por operadores de vértice. Podemos entdo, em
vez de considerar as punturas propriamente, podemos lidar em seus lugares com operadores de
vértices e considerar a trajetéria de espalhamento sem quaisquer pontos removidos. A vantagem
de tal procedimento € o de que agora tais superficies sdo compactas: superficies compactas,
conexas e orientdveis sdo classificadas do ponto de vista topologico unicamente com base em
seus genus.

Tal classificacdo permite tomar uma funcao de particado esquematicamente da forma

i / DyDXe 5. (4.4)
g=1

Essa representagdo nos permite interpretar os genus das folhas-mundo como um parametro
perturbativo, em que ordem mais altas representam mais possiveis interagdes entre cordas. Por
esta razdo a func¢do de particdo calculada apenas para g = 0 (topologia esférica) ¢ denominada
nivel de arvore (Polchinski, J., 2001), e representa o grau perturbativo com respeito a g que

utilizaremos no restante deste trabalho.
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4.2 Problema da fixacao de calibre

A acdo riemanniana cldssica da teoria de cordas com simetria de Weyl pode ser

escrita de forma mais geral como (Polchinski, J., 2001)

SX,y] =Sx +Ax,A €R, (4.5)
. 1 ab u 2
Sx =1 /Z VEe X X, d2 0 (4.6)
1 1
= Rd%c + — / kd 4.7

onde R € a curvatura de Ricci da folha mundo e k € a curvatura geodésica da fronteira da folha
mundo definida por k = — (V,t,n) = —tn, V¢, onde t é campo vetorial tangente a X unitério,
e n é o campo vetorial normal a X, também de norma unitéria. Para cordas fechadas, 0¥ =0 e a
integral em ds se anula. A integral em R se anula devido as condi¢des de contorno usuais da corda
fechada. Para cordas abertas, o termo de R ndo se anula, sendo o contrafator de cancelamento a
integral da curvatura geodésica. Ambos os termos de ¥ ndo afetam as equagdes de movimento
da corda, mantendo as solu¢des X* como fungdes harmdnicas em X.

Tais termos adicionais servem para representar, no caso de folhas-mundo compactas
riemannianas, a caracteristica de Euler de X, que € precisamente dada por . Ao fixarmos o
calibre conforme 7,;, = 9,5, tanto a curvatura escalar quanto a geodésica se anulam (¢ e n sdo
ortogonais, logo V¢ e n tambem serdo. Caso o calibre 7y, = ¢>®§,; seja escolhido, as curvaturas
sdo igualmente anuladas se tomarmos @ como solu¢do da equagdo de Poisson V, Vi@ = %

(Polchinski, J., 2001). Partindo para a quantizacdo da teoria, lidamos de cara com um problema.

Nao podemos tomar a integral de caminho como

7= /@X@gexp(—S[X>Y]) ;

pois, como a integral de caminho soma contribuicdes de todas as métricas riemannianas € mer-
gulhos possiveis, métricas e mergulhos relacionados por diffeomorfismos e por transformacoes
de Weyl, que correspondem a mesma trajetoria classica, serdo somados de forma desnecessaria,
podendo inclusive levar a integral a ser divergente. E preciso restringir a integral portanto apenas
a métricas e mergulhos que ndo se relacionem por elementos {do grupo Diff x Weyl.

A solucao adotada por (Polchinski, J., 2001) consiste em assumir que o grupo de

produto direto Diff x Weyl admite uma medida 2 a partir da qual o volume do grupo é definido:
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Vol (Diff x Weyl) = / 2¢. (4.8)

Para isso, definimos o fator A;},(y) para cada métrica riemanniana g da seguinte

forma

Aer(y) = [ 7n8(r -5, 4.9)

onde g* = £(g), sendo { uma composicdo de um difeomorfismo com uma transformacao de

Weyl. Aqui g é a métrica cujo calibre desejamos fixar. A atuagéo de { é dada por

g5, (0') = 229,63} y.q(0). (4.10)

Se tomarmos a integral incorreta, podemos reescrevé-la como

/ DEDeTX exp (—iS[X, 7). @.11)

Como queremos filtrar apenas as métricas que ndo se relacionam para algum ¢,

filtramos a integral de caminho nos dando a expressao correta

1
7 —
Vol (Diff x Weyl

) [ 7678 PX exp (~iSX.A) (- E)Arplr). @12)
onde o fator de volume do grupo de simetria foi introduzido como fator de normaliza¢do. Usando

a propriedade de filtragem da fung¢ao delta, integramos em Zg

1
7 =
Vol (Diff x Weyl

) /@ngfexp (—iS[XC,gC]) Arp(g%), (4.13)

onde usamos a notacao X g, pois { também afeta a forma funcional dos campos. Primeiramente,

sob uma transformacgdo do grupo de simetria, temos que
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Arp(g%) = /95’5 (65 —¢¥)
= /%’5 (r=85"), (85 =6" = y=g"")
(4.14)
= /@C”S (}/—gc//> , (¢" = ¢ 'o¢') e invariancia da medida 71
= App (7).
Usando a invariancia sob o grupo de simetria da medida X e da agdo cléssica

S[X, 7], escrevemos a integral de caminho como

1
7 =
Vol (Diff x Weyl

| [ 7EPX exp (~iSX. ) Are(), (4.15)

Como nenhum integrando depende de , a integral sobre 2 se cancela o fator de

volume, nos dando que

Z- / DX exp (—iS[X, 1)) Arp(Y). (4.16)

para determinar propriamente Arp (), trabalhamos com transformagdes 1) préximas

da identidade, isto é, zn cujas variagdes provocadas nas componentes de g sdo da forma
8Yup =280y, — Vab0? —V, 807 (4.17)

A partir disso introduzimos o mapeamento P; que leva campos vetoriais da folha

mundo em tensores siméricos de ordem (0, 2):

(Pléc)ab = (Va56b+vb86a+7abvc'66C) = (Pléa)ba-

NSRR

Dessa forma, 87, pode ser escrito da forma

OYup = (260 —V:86°) Yup —2(P16C) up (4.18)

Para transformagGes préximas da identidade, e denominando 2§ = 26w % b0,

temos que
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Aeh(r) = [ 7E8(s )
_ / DEODEE(—8Y) (4.19)
_ / DSODSE(— (280 —Ve56) Yy — 2(P156) )

Introduzindo a identidade da func¢do delta

§(— (260 -V, 86¢) g +2(P8c)) =

(4.20)
— / PBexp (2m / d’0/gB% (— (28 — V.86°) Y + 2(P160)ab)) :
p)
S6 hd um fator que depende de § @ na integral, sendo ele
/ DSwexp (27ri / d2025wﬁ“byab) =5 (260" w,) 4.21)
)

onde usamos a identidade da func¢do delta novamente. Essa funcdo delta realiza filtragem sobre a
integral sobre 73 forcando os campos tensoriais simétricos a serem de trago nulo. Se denotarmos

tais campos agora por 3/, temos que

AZL(y) = / DB D86 exp (27171‘ /E dzc\/gﬁ’“b(z(Plﬁc)ab)) , (4.22)

onde o outro termo envolvendo 7, foi anulado pelo processo de filtragem.
Pela relacgéo (A.2.28) de (Polchinski, J., 2001), o fator pode ser invertido por meio
da troca dos campos tensorial e vetorial por campos de Grassman, que sdo os campos fantasma

da teoria bosodnica:
1

AZM(y) = [ / DbDcexp (% /Z o \/§babV“cb>]_ (4.23)

onde b, ¢ sdo os campos fantasma associados a B/ e §6¢, respectivamente. Substituindo
a expressao de A;IIJ(}/) na integral de caminho da teoria, temos que localmente a integral de

caminho da teoria toma a forma

/ PXPbPcexp (—S[X,y]—Sy), (4.24)
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onde Sy € a agdo dos campos fantasma

1
Sr=5- /E 20 \/gba Ve (4.25)

Fixemos agora uma métrica de folha mundo conformalmente plana, isto € 7y,;, =

€??§,,. Em coordenadas complexas a acdo toma a forma
1 o
Edzz V(b Vit + b-:V7c), (4.26)

que € resultante do fato de que as componentes diagonais da métrica em coordenadas complexas

sdo nulas e que by, Vi’ = g% g"" b,V ncp. Desenvolvendo a derivada covariante dos campos c,

temos
VZCZ — gZZVZCZ
_ B 4.27)
= 8% (9" T +T5c%).
Entretanto,
Z 1 za
FZZ - ig (az'}’Za + aZYza - aayZZ) =0
: (4.28)
[% = 58 (0¥ + 021 — Ou¥z) =0,

de forma que o processo para V3c? é precisamente analogo. Logo, Vic? = g%V c? = 27 2?9:¢%.

Como /g = 6270), a acdo fantasma € escrita como
1 _
Sr=5- /Z 0%z (bo2dect + bzd.cY) (4.29)

Sob transformacgdes conformais, as componentes da acdo constituem de duas teorias bc e
bé. A primeira com fantasmas b = b, e ¢ = ¢, de pesos conformes A =2e 1 —24 = —1,
respectivamente, devido ao caréter tensorial e vetorial das funcdes. A segunda teoria bé é tal
que b = bz e & = ¢%, de pesos respectivos também 2 e —1. No apéndice sobre teoria de campos
conforme neste trabalho, mostramos que que uma teoria b¢ tem carga central & £, Zero para

qualquer A. Para o caso da teoria bc em questdo, A = 2,a carga central ¢y da teoria é
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cf=-3021—1)*+1=—26. (4.30)
Como a carga central da teoria cldssica € igual a D, a carga central da teoria quantica é
c=cx+cy=D-26. “4.31)

4.3 A anomalia de Weyl e a dimensao critica da teoria de cordas bosonica

Tendo em maos a integral de caminho da teoria, valores médios podem passar a ser
calculados por esta. Entretanto, hd um fato a ser considerado: a invariincia classica de Weyl da
acdo de Polyakov ndo reflete a invaridncia de Weyl da teoria quantica. Tomemos o valor médio
de uma inser¢ao ¢ qualquer. Se variarmos a métrica por alguma transformacao, a variacao do

valor médio obedecera

5(1) = 5/@Xexp(—S), S=SX,7]+5;

1 4 88
= /@Xexp(—S) (——/dza\/§5yabT“b> LT = =
4m oY,
1 > VBT 3
_ 2 ab
- </Ed o\/28%uT >
_ 1 2 ab
——E/Zd G\/§5'}/ab<T >
Para uma transformacdo de Weyl, 67,;, = 20 ®Y,;, de forma que
1 2 a
S (1) = —E/Ed o880 (T4). (4.33)

Como queremos garantir manter a invariancia de Weyl da teoria para valores médios
de quaisquer operadores, devemos ter necessariamente que 7% = 0. Dito isso, a funcdo escalar
deve ter mesma dimensao que o trago do tensor de energia-momento. A fun¢do deve ser invariante
sob Diff(X) e Iso(R”, 1), pois por hipétese tais simetrias ndo foram fixadas. Por ltimo, no caso
de uma folha mundo plana o trago do tensor energia-momento deve ser identicamente nulo. Tais
condig¢des implicam que, de forma geral,

Ta

a

=aR, a € R. (4.34)
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Para manter a invariancia de Weyl em qualquer métrica fisica da folha mundo, devemos ter que

a = 0. Em particular, caso tomemos uma métrica conformalmente plana, teremos que

R
1= 25, (433)
logo,
z Aoz
ViTz =35V (%:zR)
p ) ) (4.36)
= EazRa (Tﬁz = r%z = 0) :
Como VT, =0,
a
VT = 2R, (4.37)

Podemos agora ver como ambos os lados da equagdo acima se alteram mediante uma trans-
formagdo de Weyl infinitesimal. Ao lado direito, como /g’'R' = V&R —2VV,w), para

exp?%® ~ 1 + 28w, temos que

SvyR=R —R
— e 2?(R—2A8w) —R (4.38)
= —28wR —2A8 .

Fazendo uma expansio em torno de uma folha mundo plana, teremos S @R ~ 0 e V*V, 00 ~

28%0,0:60 = 40,0:8 . Logo,

Sw <—“85R) = 440298 . (4.39)

A transformacio de Weyl de T, € da forma (Polchinski, J., 2001)

ST = —%836(9. (4.40)

Como V? = 9% = 20;, concluimos que
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Sw (V°Ty,) = —gafazaw. (4.41)

Como as variagdes de Weyl devem ser iguais, temos necessariamente que a = — 5. Logo, para
garantir a invaridncia de Weyl da teoria quéntica, 79 =aR=0 = a=0 = ¢ =0. A carga
central da teoria, como mostramos anteriormente é dada por ¢ = D — 26. Logo, a tinica maneira

consistente de garantir a invariancia de Weyl na teoria quantica € para D = 26.
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5 CORDAS BOSONICAS SOB ACAO DE CAMPOS DE FUNDO NAO MASSIVOS
5.1 Sobre o uso de métricas gerais

A ideia de considerar espacos curvos na andlise de cordas consiste na troca da métrica

de Minkowski por uma métrica lorentziana qualquer G, de modo que a acdo do modelo torna-se

1
4o’

Sal¥og) = 1 | 0 VB G (X)2X 9X". (5.1)

Para defender que a acdo acima € de fato um caminho correto, no sentido de inter-
pretar uma métrica curva como uma consequéncia de um quanta de gravidade, dada pelo estado
do grdviton, tomamos a exponencial da acdo, que estd presente na integral de caminho da teoria

e toma a aproximagao de campo fraco G,y (X) = Nuv + Xuv(X) na exponencial de S, temos

1 a.
exp —So = exp Aol /Mdzc V88 b("uv +Xuv<X))aaXuava
|
= exp—Spexp—o /M d*0 /28" Kuv (X)9uX" X" (5.2)
1
—exp 50 (1 gy [ 0 VBT 0L 4 ).

Nos baseando na explicac¢ao sobre operadores de vértice fornecida em (Polchinski,

J., 2001), a grandeza entre parénteses coincide com o operador de vértice do graviton
Vi = %/ d’c \/gg"bsuveik'xaaX“8va, (5.3)
M

0 que nos motiva a interpretar uma métrica curva G como uma superposi¢ao de estados de
graviton. Logo, analisar uma teoria de cordas com uma métrica curva, neste raciocinio, indica

estudar a dinamica de uma corda sob influéncia dos préprios estados de uma teoria de cordas.

5.2 Campos de fundo gerais

Analisaremos a quantizacao via integral de caminho de uma teoria de cordas sob
acdo de trés campos distintos: uma métrica lorentziana Ga associada a um espaco ambiente, uma
2-forma B, denominada forma de Kalb-Ramond, e num campo escalar denominado dilaton. A

acado toma a forma
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1
4o/

1 1
SX. A= /E oY G(X, (a), X (3p)) +i /)E X“B+ /Z dv,RYd.  (54)

O termo do dilaton € escrito como tal para analisar o caso particular @ = const., no
qual sua integra torna-se proporcional a caracteristica de Euler da folha-mundo, neste caso uma

superficie de Riemann compacta. A integral do pullback da forma B é, por definicao,

i [XBi=i : /X*B(o'?f,ag)\/|y|df/\d6:i41
X X

ab
4ol o’ /28 B(X*(aa)7X*(ab))dV%

(5.5)

4o’

onde €%’ ¢ um campo tensorial totalmente antissimétrico tal que £'> = ﬁ E importante dizer

que o fator i presente na acdo do campo B estd presente para garantir que apds uma rotagao de

Wick para retornar a uma assinatura lorentziana, tal acio seja real.

5.3 Método da expansao covariante

A fim de analisar perturbativamente a integral de caminho de uma teoria de cordas
fechadas sob a¢ao dos campos G, B e ®, podemos expressar os campos integrados em termos
de um extremo cléssico X : ¥ — M pré-fixado, interpretando todos os demais mapas como
perturbacdes quanticas deste. A expansdo de campos de fundo nos permite interpretar os campos
G, B,® como "constantes"de acoplamento de uma teoria de campos na folha-mundo. A expansdo
perturbativa que faremos permitira definirmos fungdes beta, associadas a dependéncia de tais
campos com respeito a uma escala de energia ( utilizada durante o processo de renormalizacao.
Dado o € X, para um difeomorfismo f : £ — f(X) C M qualquer, escrevemos sua lagrangiana

associada como

L(f(0)) = ?"’b(G)G+i8“b(G)B] (X:(9a),X+(9p))) | (o) + ' RF) (0)@(f(0))  (5.6)

onde R™) ¢ a curvatura escalar em X. Realizar diretamente uma expansio polinomial de G,B e ¢
na lagrangiana acima aplicada a um campo X’ : ¥ — M em torno do campo pré-fixado X resulta
numa expressao nao explicitamente covariante. Tal expansdo portanto ndo garante que seus
termos de ordem 7 sejam universais, isto €, dados dois sistemas de coordenadas x e y quaisquer,
um termo de ordem » em x ndo possui necessariamente 0 mesmo "peso” que o termo de ordem n

em y. Apresentaremos a solucao formal para tal problema a seguir.
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Seja X : £ — M um extremo da a¢do da teoria cldssica, ou seja, um mergulho
suave que satisfaz as equagdes de movimento associadas a lagrangiana (5.6). Dada uma secao
suave & € I'(TM,X), definimos um mapa suave X "+ ¥ — M de acordo com(Howe, Paul S. and

Papadopoulos, G. and Stelle, K. S., 1988)

X'(0) :=expy(s) (§(0)), (5.7)

o0 qual denominamos perturbagio quéntica de X sob . Desse modo, para todo ¢ € X, existe
uma Unica geodésica radial que conecta X (o) a X'(0) e que tem velocidade inicial dada por

E(o) e Tx(5)M. Agrupando essa informag@o para todo ¢ € X, definimos o mapa de fluxo
0:[0,1]xX—M, (5.8)

tal que paratodo o € X, ¢(#,0) : [0, 1] — M satisfaz

(I)(O:G):X(G)a ¢(176):X(6)7 (]3(070):5(6)7 D,(]S(I,G):O, (5.9)

onde ¢ (t,0) := ;0" (t,0), D; := Vo) € V € a conexdo de Levi-Civita em M. Para todo
o € X, adiferencial d¢s satisfazem ¢ (r,0) € M

Disso, ao definirmos .Z(¢) := L(¢(¢,0)), temos que

t=0

(5.10)

L(X'(0)) i nl (_)n (1)

=L(X(0))+VeL(X(0))+ %V;; (VeL(X(0))) +0(3),

t:0

estando explicita a covaridncia da expansio'. Desse modo a a¢io em aproximagio polinomial é

S[X' 7] = /\/_{ 0))+VeL(X(o ))+%V§V§L(X(o))}dzc+0(3). (5.11)

Aol

O termo de ordem 0 na expansdo acima é apenas S[X,7]. O termo de primeira ordem ¢é

' Deixemos claro que neste ponto do trabalho, toda letra grega que ndo &, que denota aqui uma seciio suave, vale

que V, 1=V, , sendo dj, um elemento da base coordenada local de TM
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/ VITVeL(x = / VIrs ( { (¥°G+2"B) (VeX. (). X.(3))
(}/‘bG+8“bB)( +(3), Ve X.(3y))
+&%(VeB) (X.(9u), X, (9p)) + a’R(E)ng’} do (5.12)
! /):{2 (}’abG—f—SabB) (VX*(aa)g,X*(ab))

" dnd
+€%(VeB) (X+(9a), Xe(9p)) + Ot'R(Z)Vgcb} d’c.

4o’

Podemos reduzir (5.12) a um termo de fronteira, que pode ser devidamente anulado, € a um
termo que corresponde a variagdo funcional de S[X, y| com respeito a X, que é nulo pois este é
extremo cldssico da teoria.

Explicitando também o termo de segunda ordem, obtemos

/ VITIgVeVeL(X(0) = 1 / VT3 ( { (¥2G+e"B) (Ve Vi, (2,8, X-(3)

+ (y“bGJr S”bB) (Vx.(06: V. (9,)€)

+26(VeB) (Vx,(2,)6.X+(95))

g o
+5-(VeVeB) (X.(30),X.(35)) + 5 RPVe V@t o

(5.13)
Sabendo que o tensor de Riemann Rie : I'(TM) x I'(TM) x I'(TM) — T'(TM) é definido por

Aol

Rie(X,Y) = [Vx,Vy]Z+Vx yZ, dx* (Rie(dy,dp,9v)) :=R

U
vaf’

obtemos

VeVoxE =Rie(8,0.X,8) +VyxVe& —Vie 5.x18
— Rie(&,9,X,€) (5.15)

:Rﬂaﬁv(x)gagﬁaaxv Jig)

onde usamos o fato de que £(0) é tangente a uma geodésica e que para toda f € C*(M) no

ponto X (o),
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(£, 0aX]f = EH0u(duX" 9y f) — 0aX" Iy (EH I f)
= EHO0aX Oy f +EH X" 0udy f — 0uX ¥ Oy EH I f — 0uXVEH Dy O f
= EHD0uX Dy f — 0aXH IV Oy f
= (00aX" — 9uE") Ovf
= (010a9"(0,0) = .0,¢"(0,0)) o f
=0.

(5.16)

Substituindo tais resultados em (5.13), achamos

/\/_| VeVel(X 4%&’/\/— 7’abG+8abB> (Rie(&,0,X,&),X.(p))
+(7G+e"B) (Vx.(0,)€. Vx.(3)¢)

+26™(V¢B) (Vx,(3,)§.X:(95))

4o’

ab /

€ o
+5-(VeVeB) (X*(8a),X*(8b))+ER(E)V5V5<I> d’c.
(5.17)
Para simplificar nossa andlise, separaremos o termo de segunda ordem (5.13) em funcionais

contendo os campos G, B e ¢ separadamente:

o [V VeeL (o) = SO A+ X A +SPE A, 619
onde
SE07) = o [ VI {Gur (0¥, )8 Vi )" + Ry (X)X 9pXHEXEP .
(5.19)
SN = o VI (B (X)Vx, 0 £ V)& + 2V BV, ) €4 06X
(5.20)

+ prv(X)R opuOpX 0 XHECEP + EVaVﬁB”V(X)aaX“abX"éa] } :

1
= (X) agp
V=g | VITREVaVo(x)£Eh. (521)
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E importante notarmos que a agdo (5.20) é invariante sob transformagdes de calibre
B — B+da, o € \'(M). Se tomarmos a 3-forma H := dB, temos que H por si s6 ¢ invariante

sob tal transformacao. Em coordenadas locais vale

Hyyiops = Oy Buops + 0, By + Iy By (5.22)
mas como estamos usando a conexdo de Levi-Civita, a equagdo (5.22) equivale a
Hyypops = Vi Buops + Vi Buspy + Vs By, - (5.23)

Isso indica que a dinamica associada ao campo B deve depender apenas de H e de

suas derivadas, pelo menos até certa ordem. Fato € que podemos reescrever (5.20) como

1 — 1
S(BZ) [X, ’}/] — 47-L-a/ /E ’y|8ab {HaluvaaXaVX*(ab)é'uév + EVaHﬁ“vaaX'uavagaéﬁ} 5
(5.24)

cuja obtencao explicitamos em A.

5.4 A acio efetiva a 1-loop em o

Para fazer a teoria da perturbacdo com relacdo a agdo geral S expandida em termos
de &, devemos definir um propagador dos campos £*. Porém, devido a dependéncia de fundo da
métrica G, essa nao € uma tarefa 6bvia. Portanto, devemos escolher um quadro local ortonormal
em TM que, por suposi¢do, incorpore inteiramente o world-sheet incorporado X (X). A estrutura

{e;},1=0,1,...,D—1é definida de modo que

Guve' eV, =i, (5.25)

onde ¢; = " ;9u. Essa estrutura define um referencial ortonormal el que satisfaz relacdes
semelhantes no fibrado cotangente 7M. Isso nos permite expressar as derivadas covariantes de

¢ usando a conexdo de spin wy:

(VX*(Ba)é)I = aaél + w,uIJ aaX'uéj

I I gl o1 . o1 I _ J
0aE' +A, jE AL =@y 0 X w0y =~y

(5.26)
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Portanto, devemos expressar os termos perturbativos usando essa base de estrutura.
A préxima etapa € definir parte de nossos cdlculos em uma métrica de folha de mundo localmente
plana gq = 8yp.

A integral de caminho padrdo usando a expansdo do campo de fundo é dada por

(5.27)

(e

o TIX] %/Dé o~ Salexex(@)=(§.€) 7 — (1)

(2)

podemos dividir o termo cinético em S;” em trés partes, uma delas fornecendo um termo cinético

livre

1
4o’

/ dvy 5 9,E1 9 X sy, (5.28)
X

Uma suposi¢io padrdo na renormalizagdo é que podemos expressar a a¢do efetiva I'[X] em uma
série perturbativa em poténcias de /. Aqui, no entanto, consideramos essa expansao como sendo

em termos do comprimento da corda quadrada I> = o'
LX) = S[X]+ a'Tyg[X] +--, (5.29)

onde I'1y[X] denota a ac¢do efetiva do loop de £ = 1, que € obtida pelos termos que sdo quadraticos

em & na expansio de fundo, ou seja

1
T = / DEe5s. (5.30)
Ao chamar
1
Stee = g L4708 2uE X (531)
e definindo
SS)'Z) — Stree := Sint, (5.32)

concluimos que a acao efetiva do loop de 1 € dada por
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eiF[X] — l/D§€S(2)G
Z

L [ D (o) .

— <e*Sint >
free

1 2
= <1>free - <Sint>free + E <(Sint) >free +ee

A agio efetiva geral I'[X] deve ter a forma

1
I'X] = i /Z dvy {MMVS"”&QX“&;,XV +iNyy eI X XY + (- )} : (5.34)

onde os termos restantes denotados por (- - ) envolvem mais de dois fatores de d,X*.

Observe que, como o world-sheet é plano, ndo incluimos um fator da forma
o'RE¥F (X) (5.35)

dentro dos colchetes. No entanto, ao trabalhar com uma pequena flutuacdao da métrica g,, =
Oub + hap, €sse termo deve aparecer.

Os tensores do espaco-tempo M e N que aparecem em (5.34) sdo tensores que
codificam ndo apenas os acoplamentos G, B,,®, mas também as divergéncias associadas a eles
que dao origem as func¢des beta do grupo de renormalizagdo. Como estamos interessados nas
proprias fungdes beta, nosso foco € analisar apenas esses termos em (5.34). Agora, realizaremos

a renormalizacdo da teoria encontrando contra-termos por meio da regularizacdo dimensional.

5.4.1 Regularizacdo dimensional de acoplamentos e fungoes beta do grupo de renormaliza-

cao

O procedimento padrao de regularizagdo dimensional é considerar uma a¢do como
So escrita ndo em 2, mas em 2 + € dimensdes. O célculo de propagadores em 2 + €, se forem
bem definidos, geralmente nos da expressdes que dependem de € por meio de funcdes analiticas
em algumas regides do plano complexo, como a fun¢do gamma de Euler I'(z). Isso nos permite
tratar heuristicamente € como um nimero complexo e realizar séries de Laurent dos resultados

e analisar seus polos, ou seja, os coeficientes de € como um nimero complexo.Ou seja, 0s
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coeficientes de % na expansdo. Fazemos uma distin¢ao entre os chamados acoplamentos simples,

que contém divergéncias da teoria, e os acoplamentos renormalizados pelas féormulas

Gy =18 [Guw(w)+ Y Y. -G (G, 7, B,®@) | . (5.36)

Na expressdo acima, it é um nimero real positivo arbitrdrio e £ é o parametro de contagem de

n,l < . -
loop, de modo que GLV ) representa os contra-termos na n-ésima ordem em € e /-ésima ordem

de loop. Em (5.36), a equacio é definida de forma que G? satisfaca %GB

uve I =1np, o que

significa que a dependéncia de i de Gy deve respeitar essa restricdo. Também assumimos que

A . E
a dependéncia dos contra-termos GL”V’ )

em U é totalmente dada por sua dependéncia funcional
dos acoplamentos renormalizados. As expressdes para acoplamentos nus e renormalizados B, P

sdo andlogas a (5.36):

By = ¢ [Buv(u)+ ¥ Y, B (G, 7.B,®) (5:37)
L n=1/0=n
i (oo} o0 1
B =pf o)+ Y Y Ec1><"vf>(c;,9,B,c1>) (5.38)
L n=1/0=n
Ao diferenciar os dois lados de (5.36), obtemos a equagdo
o oo ((nl) o oo (ml)
d Gy d Guv
GO ="€0uw—e} } ————— ) ) — S t=hy (5.39)
n=1/{=n n=1/{=n
e de forma semelhante para os outros acoplamentos,
d Byy” d Buy
—B —€B,y—¢€ —— 5.40
dr *Y Y ,;E:n en dz,;,;q en (5:40)
—b=—cd—¢ - — . (5.41)
nzlé—n " dtnzlﬁzn "
Desenvolvendo (5.39),
d (1.0) Guv
§ G =G~ L G- ¥ ¥
(=1 n=1{¢=n (542)
B i ii dGep 6 +dBaB 5 +@i Gt
= e\ dt 6Gug dr 8Bug  dr ) MY
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Agora, se usarmos recursivamente as equagdes (5.39) até (5.41) dentro dos parénteses de (5.42),

obteremos que

d B o (1,0 > 0 o 0 (1,0)
aGuv_ eGyy (Z}G +421( aﬁsGaﬁ Baﬁ(SBaﬁ-i-q)ScI))G

J/

=5 (5.43)

[}

— —eGuy— Y (1-8)GL).
/=1

Como estamos tratando os campos de fundo G,B,.7,® como um conjunto de
acoplamentos, devemos observar que, se redimensionarmos todos esses campos por

(G,B,®) — (A"'G,A"'B,A"1®), A € Roy. (5.44)

Os propagadores do loop de ¢, de onde vém os contra-termos do loop de ¢, s@o alterados por um

fator A‘~1. Em outras palavras, os contra-termos obedecem a relacio
G (A'G,AT'B,AT'®) = A Gy (G, B, D). (5.45)

A partir disso, obtemos que

[AdG( D(A'G,AT'B,A” 9A1<1>)]

dA A=1
- [—AZA_Z (G T L ) G\(G.B, 7 @)}
P §Gop 5P A (5.46)
—— 56\ (G,B, 7, )
—(t—1)G\(G,B, 7,®), por causa de (5.45).
Substituindo (5.46), obtemos a relagdo ttil
BEV%G,W = —eGuy — Y (G"'G,B,®), (5.47)

(=1
e uma expressao semelhante para os outros campos. Portanto, as informacdes necessdrias para
calcular as fun¢des beta do grupo de renormalizagdo associada aos acoplamentos de campo de
fundo estdo contidas inteiramente nos contra-termos do loop de ¢ associados a polos simples em

e=0.
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5.5 Coeficientes da anomalia de Weyl

Agora vamos analisar como essas fungdes beta beta estio relacionadas ao traco do
tensor de energia-momento na folha-mundo, embora sejam insuficientes para determinar as
equacodes corretas para os campos renormalizados de fundo. A agdo bare, ou seja, a acdo com

relacdo aos parametros bare, é

1
SB[X] = / 16\/g {89 X" HX" Gy + i AX X By + /RE®L . (5.48)

A funcdo de parti¢do da teoria é definida como
Z=e WK = / Dxe S / DX(---)e S"K (5.49)

Dado um acoplamento simples dessa teoria, definimos sua densidade simples associada como a

derivada funcional da ac@o simples com relacdo ao acoplamento escolhido:

) 1
ALY = = b 9 X" XY
60 "= 5GE, ~ dmor V8 b
1
Ay = Ina VEEP XM DX (5.50)
1 Y
— — /R~
azV8

Como se espera que a derivada funcional de W com relacdo aos acoplamentos renormalizados

seja finita, definimos a ordenacao normal das densidades (5.50) como

AR’ = (5.51)

5GIJV

para G e de forma anéloga para outros acoplamentos. A partir dessa definicdo, concluimos que

SGW 8Gys  8Guy 8B ’

ALY = (5.52)

5GBﬁ 5So 5Bg/3 5So
0Buy 8Ghs  OBuy 8B

ALY = +oee (5.53)
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e assim por diante. Avaliando explicitamente as derivadas funcionais das quantidades nuas em

termos das renormalizadas, obtemos

ALY = e | sh 8y + X Z G‘fv ALY 4 pE (5.54)

A préxima etapa € definir o tensor de energia-momento no world-sheet como

—1 550 _gab 550
T, = _—— a__° "~ 5.55
b g — T g g (5.55)
de modo que
—g 8w
<Taa>:—5§ 877 (5.56)

¢ uma quantidade finita e, consequentemente, ndo deve ter polos em € = 0 a medida que
fazemos a regularizacao dimensional. Ao realizar uma variacao de Weyl de primeira ordem

® = | +2m + O(w?), a agio nua muda de acordo com

SwSo = / d*™ /g0 © {Gng"b8aX“8bX" +iBuye®d X" X" + a’REcb}

4rod
B
+8 / &>+ /goAT e (5.57)

com A* = V4V, sendo o laplaciano na folha mundo. Concentrando-nos no tltimo termo e

observando que ® = ®(X(0o)), obtemos

2+4€ X, 2+¢€ )
/Zd P(X)A w_/zd Vg OATD(X). (5.58)

Observe que

A ®(X) = D(V,9.X")
= (V@) X" 4V, PATXH (5.59)

=y (V@) X X" + V, DATXH.

Agora, se X for uma solucdo cléssica, as equacdes de movimento sdo,
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ab !
AZXH — _r“aﬁaaxaabxﬁ + %H” X %X P + %RZV”CD, (5.60)

op

o que implica que

1
— — [ d**E /g @AE*D(X
o VR oa )

1 ab
=T / d**e g [av(v )IX" X" +V, P ( ¥ 59X “OpXP + %H“aﬁ 0.X%0,XP — o/ RFVH
1 2+¢€ u \% abl o B o » o
(5.61)
Se voltarmos a (5.57), a parte proporcional a € é equivalente a ‘LL%SQ

Mas como Sy € explicitamente dependente dos acoplamentos simples, temos que

d & 55() 5S() 650
0=p—Sy=u—=8y+BC B el 5.62
Se substituirmos isso, teremos que
0So 0So 0Sy 95
onde
aSO 1 B _ab u \% ab B/ryB\o o B
a_E\/§4 ,(2avvq> QX1 9pX" + o eV o P (HP)® ,, 9,X a,,x)
o o (5.64)

+ ?szachV“q)B

Ao expandir os pardmetros nus em torno dos renormalizados e tomar a parte nao-singular,
seguimos (de Alwis, S. P., 1986) e absorvemos os fatores dentro das fun¢des beta: podemos
considerar tais fatores como variacdes infinitesimais, geradas por algum difeomorfismo, aos
campos G, B,®. Assim, pela invariancia sob difeomorfismos da integral de caminho tais termos
sdo absorvidos nas defini¢des dos campos, restando computar funcdes beta associadas aos
campos sem as absorcdes, isto €, sem 0s termos extra provenientes da variacao do dilaton. Como

resultado, temos que

AG 5S0 AB 55() _ﬁq)aSo

N 3G BE, 5B (5.65)

onde
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BE, =BG, +20/'V,V,®
35\/ = ﬁﬁv + alvaq)Ha‘uv (566)

B® =B+ a'V,oVH e

E evidente agora que uma condigdo suficiente para a desaparicio do trago de T, é o conjunto de

equagdes 0 = B¢, = B, = B°.
5.6 Calculo dos contra-termos

5.6.1 Contribuicdo da métrica G

Ao calcular a renormalizacdo da acdo efetiva, estamos preocupados apenas com 0s
termos que, em uma folha de mundo localmente plana, tém duas derivadas em X. Os termos

relevantes que vém da ac¢do associada a G sdo tais que

|
F[X]w:+<W/Zdng“bRqu(X)aaXV&bX“§’§J>
1
+ <4na’ /Zdvg5abAalMAbJN§M5NUU>
1 1 ! sab scd 4 1 J / IeM JeM /
=5 e Lo [[85 AL ) (000, 0(0) @E1E) () 042 E¥) (o)
(5.67)

De fato, é possivel mostrar que a parte divergente da ultima integral cancela a parte divergente

do termo do meio. Assim, a contribui¢do restante vem de

1
+<m/Edvg5abRqu(X)aaxvabX“§I£J>

5.68
: ab v u/elgl ( )
:+4m//zd"g5 Ry (X)X XM (E1ET).
Ao definir
. (275“’) B 5 ei<p,G—G/>
(£'(0)8(0N) = /R R 56

onde 1 € a mesma escala de massa que usamos para relacionar os acoplamentos nus
e renormalizados, e m é o regulador de massa IR que surge ao adicionarmos o termo a acao livre

(ap6s a renormalizacio, podemos considerar o limite m — 0T, se ele existir)
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/)E dvgm®n ETET. (5.70)

(5.71)

() (Loneon)

—o (é +1In <%) — %E+O(£)) .

Substituindo isso em (5.68), obtemos o contra-termo correto que devemos adicionar a a¢ao

efetiva para cancelar essa divergéncia:

1 , 1 1 ,
o /)E dvyRuy 80X X" = /Z dvy (—Ea’Ruv) 59X X" . (5.72)

O polo do termo entre parénteses € menos a contribuicdo da métrica G para a funcio beta

1

Tnd 5% 9,X"9,X" . Desconsideramos os demais termos associados 2 G pois como

associada a

€ mostrado em (Braaten, Eric and Curtright, Thomas L. and Zachos, Cosmas K., 1985), as
divergéncias provenientes de tais termos se anulam, restando apenas a contribui¢do aqui calculada.
O cdlculo em si envolve realizar uma expansao polinomial em uma das varidveis de integracao

na folha-mundo, como necessitamos fazer no célculo das contribuicdes de B a seguir.

5.6.2 Contribuicdo de B

A partir da acdo Séz) escrita em termos de H, hd dois fatores que contribuem

80X = 5 07 [ 04 e Haasd X0 Hure DX ()08 2 (00048 2 ) )

1 ]
+ <47'L'OC/ /ZdVglgabEVaHﬁuvaaX“avagaéﬁ>.

(5.73)
Os propagadores que envolvem derivadsas sdo obtidos a partir do teorema de Wick. Desenvol-

vendo o primeiro termo acima, obtemos
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_ /Z dv, /Z 0, €6 (o1 10,X ) (6) (Hok10aX ) (6) (918 (0)04EK EL(6")

(4ma’)?
4-2d i(p+k,0—0’) _
u / 2 _abcd o / d._d,© Pb(Pa—ka)
=— [ d°0ce®e“(Hy1;9,X d*pd“k
8(2m)2 Jx 9 (Haus )(o) [ Réx R p (P2 + m2) (k2 + m2)

/Zd2xei(p+k,x) (lejaaXa))(G _x)}

4-2d

I /2 ab cd a / d. Po(pa —ka)
-2 |4 He170.X 4 pdk

sy J & o8 € (Hatsda >(°>{Rdmd PERZ 202 (1 + 1)

/Z dxe (P ) ((lej8aX“’)(G) +x10) (Hy 0,X ) (0) + %xﬂxva“av (Hp" 9.X®)(0) + - )] +eo

(5.74)

onde, na segunda linha, reorganizamos a expressao e colocamos a integral na varidvel

o’ a direita. Depois de fazer uma mudanga de varidveis x = 0 — ¢’, realizamos uma expanséo de
Taylor em torno de ¢. O termo de ordem zero dessa expansdo nos d4 uma fungéo delta 8 (p + k)
que usamos para integrar o momento k e acabar nos dando uma integral logaritmicamente
divergente no momento p. Nao consideramos os termos de ordem superior nessa expansao
porque eles envolvem derivados de d(p + k), o que faz com que todas as integrais de ordem
n > 1 tenham grau de divergéncia negativo. Portanto, a contribuicdo de que precisamos esta

inteiramente na ultima linha. Prosseguimos usando as identidades no espaco euclidiano, a saber

/ F(xP)xgxpdx = / f (x2)1x25abddx
R¢ R4 2

(5.75)
/ f(x2)5bd8abscd ddx — / f(x2)5ac ddx.
R4 R4

Isso nos dé a expressao
gn;l ot = ?jngl (%)H (5)r(2°)
_ ‘(‘:;;l <1—|—(d—2)1n (%) +0(2)) <1+d52> (2Ed+0(0))

(5.76)

cuja parte divergente em € = d — 2 nos leva ao contra-termo correto:
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1 o
16mar’ /2de (EHuaBHvaﬁ) 50X apX". (5.77)

Resta avaliar a contribui¢do devida a Syy, que € simples:

i 1
<SVH> = 4na//280b5V1H1”v8aX“ava <§I§J>

i abl ; y (271'06’)7‘[” Z—d/ el(P,Gl 02) d
= -~V H XHo XV | ——— _—
47ra//):dvy8 2 V1H v 0aX ( o e Pl @p 5.78)

_ i ab I U v q m 2-d
- [t (L") (359)

2 oy o g (L (™
_+4(4n)d/2/zdvy£ VoH X X" (G in (7 ) +0() )

cujo contra-termo associado é

4m, / dvy( VoH®, >e“baaxﬂa,,xv. (5.79)

5.6.3 Contribuigdo de ®

O termo de segunda ordem proveniente da acdo do dilaton € tratado de forma simples:

IZ_< /\/37R VaVp®(X)E® §ﬁ>

1 /dzéﬁz RV,Y, CID(X()){ %ﬁf) [lﬂn <%) —%/+0(g)”. (5.80)

T8 €
O termo remanescente que contribui a funcdo beta do dilaton envolve realizar uma expansio de
campo fraco na métrica da folha-mundo y = 1 + h e calcular a contribui¢do de segunda ordem do
termo cinético da forma %9, X! dpX”’. O contra-termo resultante é obtido em (Bonezzi, Roberto

and Codina, Tomas and Hohm, Olaf, 2021) e é dado por

D 1
mg/zdvyR(Z). (5.81)

5.6.4 Cancelamento da anomalia de Weyl

Com base nas subsecdes anteriores, concluimos que uma condi¢do suficiente para o
cancelamento da anomalia de Weyl da teoria consiste na nulidade simultanea das funcdes beta,

finalmente dadas explicitamente por
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/

(0
By = o Ruy 20V V@ — - Hy g5 H, ™ =0 (5.82)
a/
Biv = =~ VOHopy + &' Va®H,, =0 (5.83)
D-26 o
BT = —+ ?AMCD—F o'V, VD =0, (5.84)

onde incluimos o fator —% jéa considerando o procedimento de Fadeev-Popov e a carga central
proveniente da teoria bc. Como dito, as equagdes acima representam um sistema de vinculos que
devem ser satisfeitos pelos campos G, B, ® a fim de que a teoria de cordas fechadas a nivel de
arvore (com respeito a g) possua invariancia conforme a nivel de 1-loop.

A primeira equacao pode ser manipulada tomando seu traco em ambos os lados e

multiplicando-a por Gy, de modo que o tensor de Einstein da teoria € dado por
1 1
2V V@ + Guy A @+ HyopHy ™+ SHop HPY, (5.85)

de modo que os campos B ¢ @ atuam como aparentes fontes de matéria se considerarmos as
equacdes de Einstein. No caso de um dilaton constante, a terceira equacgdo reduz-se ao resultado
do capitulo anterior. Incluindo o caso em que H = 0, temos que uma teoria de cordas fechadas s
€ invariante de Weyl em espacos ditos Ricci flat em 26 dimensdes. Por fim, devemos mencionar
o fato de que as equacdes das fungdes beta podem ser vistas como solucdes de uma acao efetiva

no espaco-tempo (M, G), dada por (Polchinski, J., 2001)

2(D—26 1
s=2 [ dige® [—% Rl = — HoyHOP 44V, 0V (5.86)
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho introduzimos as ideias bdsicas de teoria de cordas, partindo de sua
construcao cldssica e geométrica, mostrando principais elementos como simetrias da acdo de
Polyakov, solu¢des de equacdes de movimento via série de Fourier. Desenvolvemos superfici-
almente a quantizacao canodnica da teoria a fim de elucidar o espectro nao massivo da teoria
para cordas fechadas livres. A quantizacao por integral de caminho, contudo, foi a ferramenta
principal para analisar um importante aspecto da teoria, tratando-se de sua invariancia conforme.
Por meio da rotacdo de Wick, feita para trocar o carater de assinatura métrica da folha-mundo
mostrou-se util pois nos permitiu simplificar a forma da integral de caminho com respeito a
possiveis topologias de folhas mundo, que determinam possiveis interacdes em problemas de
espalhamento entre cordas via a usual matriz S em teoria quantica de campos.

Por fim, construimos uma forma de avaliar nao s6 a renormalizacdo da teoria quan-
tica de uma corda fechada livre, mas também de obter condi¢des para que a invariancia de Weyl,
e consequentemente a invaridncia conforme da teoria, fosse preservada. Tais condicdes estdo
relacionadas essencialmente com divergéncias que surgem ao calcularmos a acao efetiva da
teoria quantica, que sdo devidamente cancelados via soma de contra-termos. Mais especifica-
mente, 0s objetos que obtivemos foram as fun¢des beta do grupo de renormalizag¢do, somadas a
contribui¢des provenientes do termo do dilaton, que quebra a invaridncia de Weyl explicitamente.
Como resultado, obtivemos equacdes de campo para tais fungdes beta relacionando a curvatura
de Ricci Ry;y, a forma H = dB e derivadas de ®. Os campos H e & mostraram associagdo com
uma possivel fonte de matéria seguindo a légica das equacdes de Einstein.

Temos como perspectivas futuras dois pontos: o de aprender supersimetria a fim de
avaliar seu impacto na quantizacao de uma teoria de cordas, além de realizar um procedimento
andlogo ao feito neste trabalho para o caso de cordas ndo relativisticas, que se usam da geometria

de Newton-Cartan como modelagem matematica.
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APENDICE A - CALCULOS

Anulacio do termo de primeira ordem em (5.11)

/ {z (¥2G+e"B) (Vi (9,6, X.(3))
> (A1)
+€%(VeB) (X+(9a), Xu (9p)) + OC/R(Z)ng)} d’c

Trabalhando separadamente com cada um dos campos externos, temos

2/2\/m7’abG,quX*(8a)§'uavad26
:2/2 VITY? {00 [Guv (X)EH9pX V] — GuvE'Vy, (9)9X "} &0
:2/285, (\/mwauV(X)guava> d26_2/28a (\/M?ﬂb> Guv(X)EH9px" d*c
- 2/Z VINr*Guvg* <8ao'?bXV +rvaﬁaaxaa,,xﬁ) d’o (A.2)

=0,se dX=0, 0ou para (92726 + condigdes de contorno)

_2/2 V Wh’abGuvgu <aaava+FvaBaaXaabXﬁ) dZG.

Uma vez que

or (\/MWI’> = Bwnaa(')’mn)}ﬂb-i-%}ﬂb]
=17 [rﬂacycb e b Fbac}ﬂc} (A.3)
= V10,

a integral anterior resulta em

2 [T G (P00 T 00X ) 4 Gl X 0P &
X

_ (A4
— 2 /Z VI G P VX! + G T s 8X “9XP b 1,

onde denotamos por V a conexdo de Levi-Civita na folha-mundo (Z,7).
O passo par integral em B € essencialmente andlogo, de modo que no lugar de um

termo de conexao de Christoffel I, ha a derivada exterior de B, H = dB.



71
Reformulacio de (5.20) em termos de H = dB.

Termo referente a H

/Z\/ 71e® {Buvvx*(aa)iuvx*(ab)iv+2VaBqux*(aa)§“9bXV§a} d*o

:/zv |?’|8“b{%[Buvvx*(aa)i”iv] —Vx.a,)BuvE " Vx.(,)8" —Buv(Vx.(3,) Vx.(9,)6")E"
+ éaV(xBquX*(aa)é'ua};Xv + &Q[V(XBuvéﬂéaava] - VX*(au)(éaVaBuv)gﬂava

—§“V(XB#V§“VX*(3”)&;7XV} de

:/zv |Y|8“b{%[Buvvx*(aa)i“év] + V. (9,)BuvE" Vx.a9)6" = Buv(Vx, (9, Vx.(a06")E"
+ éaVaB'quX*(&a)guava + aa[VaB'uvgﬂgaava] + (VX*(aa)éa)VaB'uvgvabX“

= [ V7l 0h BV 0,8 €' )P0+ [ VTPV B EHE X" o
+ /Z \% |7|£ab {VocBuv + Vqua + VvBa,u} abXaéuVX*(aa)év d*c
- /z VIrle® {VuVaBﬁvaaX“avaiaéﬁ +Buv(Vx*(ab)Vx*(au)§“)§v} d*c
(A.S)
Na iltima igualdade, a integral contendo dp[---] se anula: ao integrarmos por partes, um
dos termos envolve dj[1/]Y|€*’](---) = 0, enquanto o restante envolve uma integral da forma
J5+/17IVpv?. Ao usarmos o teorema da divergéncia, esse se anula tanto para dX = @, quanto
para o caso dX # @ com determinadas condi¢oes de contorno. Tal procedimento é andlogo para

a integral envolvendo d,[- - - |, de modo que o restante é

/2 VIire® { (VaBuy + VyuBva + VvBay] X EFVy (56" = ViV oBpy 0. X" 0, X" E*EP
—Buv(Vx, (9, Vx.006")8" } o

:/2 V |7|£ab {Hocuvaaxaévvx*@b gx V,uvocBBva X,uavagocgﬁ Buv(Vy, ) VX, (9 é'u)é
(A.6)
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Termo referente a VH

Tomando os termos que ainda ndo utilizamos de (5.20) junto a integral

—/\/]y\e“bV”VaBﬁvaaX“&bX"éaﬁﬁdZG
Y

de (A.6), obtemos

1
/E VIvle® {prR”aﬁuabXVaaX“éo‘éﬁ + 5 VaVpBuydaX* X " E“EP
—V“VaBﬁvaaX“abxvaj“gﬁ} d’c

—/ VY BPVR +BMPRP(XBV+VQVI;BW—V”VaBﬁv—VuVaBﬁv}aaX“abxvgagﬁ d’o.
(A7)

Levando em conta que

—VuVaBgy = —VaVuBgy, —BpyR 5 —BppyR: yay, (A.8)

Bau

obtemos

/E M%ab {+BM,RP(XBV —BgoR v+ VaVgBuy +VaVuBypg — VuVaBBV} O X X VEXEP i
:/E \/mg—zb {juze,mze”aﬁv — BgoR” yap + VaVpBuy + Vo VyuByg + vvvaBB#} 2.XHXVEXER P26
:/z \/ms_;b {+B”PRpaﬁv ~BppR yau +VaVgBuy +VaVyuByg + Va VB,

FBouR’ g, + BppRP uay | uXH9,XVEXEP o
:/Z \/m%ab {=BgpR vay — BppR® ive + VaVgBuy +VaVuByg + Vo VyBg, } 0.X 0pX E*EF i

8ab
:/E . /|y|7 {=BpoR’ vau — BgoR: wve + VaHpuy } 9.X"0,XVE4EP .
(A.9)

Se pegarmos a por¢do da equagdo anterior contendo o tensor de Riemann e adicionar a integral

remanescente

- /z VITEBuvEY Vx (3, Vi, (0, E"

em (A.6), encontramos que
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S

a

/zm%{ (BgpR vy +BgpR “va)axuabXVg;agﬁ ZBpﬁéﬁVX (9) VX, (9 ép}
:/z\/m% {BﬁpéﬁR auvIeX* X EX +2Bp,EP Vy (5, V. (a ép} o
:/z\/m% {Bﬁp‘gﬁ V.00 Vx.(a,)|EP +2BppEP Vx, () Vx.(a gp}
:/2 |Y|87ab{BBP§B (V@) Vx.(0)E” + Vx.(a) V. (2 ép)}

0,
(A.10)

onde usamos o fato de que

Rie(X.(9a),Xc(9))E = [Vx.(a.): Vx.(9,)]6 = Vx.(00.%.3,)16 = [Vx.(30): Vx.(9,)]6 -

Desse modo, concluimos que o termo (5.20) € igual a

1
47:(1’/ 4 8“b{va3 X*Vx. (066" + 3 VaHpuy 0aX* 9pX" ¢ 5’3} (A.11)
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APENDICE B - CONCEITOS BASICOS DE CFT APLICADA A TEORIA DE CORDAS

Neste apéndice sumarizamos informagdes bdasicas da teoria de campos conforme
aplicada 4 teoria de campos conforme baseadas no segundo capitulo de (Polchinski, J., 2001).

Ao fixarmos as simetrias da acdo de Polyakov, como vimos, hd uma simetria residual
que torna a agdo invariante sobre transformagdes conformes em (X, 7). Ao fixarmos o calibre
conforme Y, = 1, em Sp, podemos fazer uma identificacdo com uma métrica euclideana, isto
é, por meio da bijecdo (7,0) — (iT,0), a folna mundo adquire uma geometria euclideana e
complexa, ¥, — 0. Podemos usar essa identificagio tinica para obter propriedades da teoria

de cordas usando a linguagem de varidveis complexas.

Tratamento complexo da acao de Polyakov

Tomemos a acdo de Polyakov com y = 1.

1
SplX] = —4na//)2n“”8aX“8qu.

Sob a transformacao 7 — it, introduzimos coordenads complexas

z:=0+it=0'+io?, z:=0—-it=0'—ic%. (B.1)

1 1
0 = 5 (9 —idy), 0 = 5 (9 +idn) (B.2)

Embora z determine unicamente Z, trataremos neste trabalho ambas como varidveis independentes

no sentido especifico de que
0,z =0:z=0. (B.3)

O elemento de linha se altera como

-\ 2 =\ 2
ds?> = (do')? — (do?)? = (%Jr%) + (d—z.—d—z,) = dzdz. (B.4)

Logo,
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(B.5)

| =

. N : d’z
enquanto as componentes diagonais sdo nulas. Também é definido que d*c = - bem como

8(c")8(0?) = 28%(z), mesma convencio de (Polchinski, J., 2001). Dessa forma, a aciio de
Polyakov se escreve como
1

SX]=— e /E d*z0X"0X,, (B.6)

A variago funcional em XV (Z,7') nos dd que

_ 1 2 0 15
0= 2nal /d ZSXV(Z’,Z’) (9X#9Xy)
1
= —zﬂa,/dzz (aZX“aZ‘S(Z_Z',Z—Z’)+<9ZX“826(z—z’,z—z’)) (B.7)
1
= n_a,azaZXV(Z,Z),

Notacionalmente, uma vez que z e 7 sdo independentes, temos que d,9;X" (z,Z) € equivalente a
0:(9X"(2)) e 9;(d:X"(2)).
Valores médios de funcionais de X com respeito ao estado de vicuo |Q) sdo definidos

a partir da integral de caminho de Feynman
(FIX]) = / 72X e SMFx). (B.8)

Tomando (1) = [ 2Xe 5], temos

0=0dx (1)
0

— ) GNPy
K 5%, (27"

_ 8S[X]
_ SX] YRl
/ DXe 5%, (.0) (B.9)

“(#es)

— (doX") =0.
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E interessante olhar o que acontece para operadores locais em z adicionados a a¢do, tomemos

por exemplo o valor médio
(XV) = /@X eXxv(,2). (B.10)

Variando com respeito a X* novamente,
_ g —SX]yv(, 5
0_/_@)( AR (e X (z,z))
- /@X ¢S] ($8Z8ZX“(Z,Z)XV(ZI,Z')+n”v52(z—z/)) (B.11)
1
= <W8285X“(z,Z)XV(z/,Z’) +n”v52(z—z’)>.

Pela linearidade do valor médio, isso é equivalente a
0:0:X*(2,2)X"({,7) = —ma/n*V8*(z - 2). (B.12)

Em outras palavras, o produto X*(z,7)XV(Z,7') é uma fun¢do de Green em duas dimensdes.
Uma maneira de tratar esse operador para remover a singularidade em z = 7/ é por meio da
solucdo fundamental da equacdo de Laplace em duas dimensdes, que € logaritmica em z. De

fato, temos que
4
dod (EU“vln\z—z/]2> = no/n*V 8% (z—7). (B.13)

Desse modo, motiva-se a defini¢do da operagao linear de ordenamento normal ::. Para
um e dois campos, € definida de forma a eliminar as singularidades dos operadores, resultando

em fun¢des harmonicas

: XM (z,7) := X (z,2) (B.14)

/

o
(XM (z1,21) X2 (22, 22) i = XM (Zl,fl)Xuz(Zz,Zz)+?TI“1“21H\Z12|2, (B.15)

onde 712 = z1 — 2». Para operadores aplicados no mesmo ponto, o ordenamento normal € definido

como o limite
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a/
: XMIXH : (7,7) = lim (xﬂl (2.2)X* (. 2) + 5t In |z Z’F) . (B.16)

7=z

O mapeamento de ordenamento normal € constriido de forma a ser linear e continuo.

Expansao de produto de operadores

A motivagdo desta secdo estd em estudar o produto de operadores locais aplicados
em pontos suficientemente proximos na folha de mundo, cujo uso sera feito no estudo de teoria
eprturbativa nas integrais de caminho (valores médios de operadores). (Polchinski, J., 2001)
afirma que para dois operadores locais .«7; e 27; aplicados em pontos z; e z», respectivamente,
suficientemente proximos, entdo pode-se tomar uma vizinhanga de z; na qual o produto dos

operadores pode ser expresso por uma soma de outros operadores locais em 2.
di(2)j(z2) = Y 2129 (22). (B.17)
k

Um simples exemplo € o produto de um operador holomorfo em z; (se houver

singularidade em z;, é necessariamente removivel), no qual usamos a sua série de Taylor
& 2 ok
O@)l(z2) = O(z1) = }, 77 9"0(z2). (B.18)
k=0 "

De forma precisa, a expansdo do produto de operadores € utilizada em valores

médios, isto é, a defini¢do geral significa que

(1) () = Y 212 (H(22))- (B.19)
k

Dentro dos valores médios também podem ser incluidas inser¢des de operadores
locais em pontos z # 7, sem alterar a forma da expressao.

Para o caso da teoria de escalares livres, temos que os campos X*(z1,Z1) sdo harmé-
nicos e em particular, sdo holomorfos. Desse modo, tomamos suas séries de Taylor em torno de

um ponto zp
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_ _ o ) _
XM (z1,21)X Y (22,22) = —7n“vln\Z12|Z+ (XM (z1,21)XY (22,22) ¢

o 2 v e @) @) ks

— _?n“"ln\zlﬂ +:) Z BT ; (8 8]X“(zz))XV(zz) ;
k=0 j=0

(B.20)

Como X* é harmoOnico, os dnicos termos da série ndo identicamente nulos sdo

aqueles para os quais, k= j=0,k=0,j=1,...e j=0,k=1,.... Logo

/
XH(21,21)X " (22,22) = —%Tl“vln|212|2+ XHXY(22,22) -
o | ) (B.21)
i kz’l k! (Z]fz $ XM (22)XY (22, 22) 1 +21p 1 9XH(22)X Y (22, 22) :)

O uso de OPE:s ¢€ feito ao se estudar comportamento de campos em pontos suficiente-
mente proximos, de forma que nesse limite, termos de potencias negativas em z dominam o valor
das somas quanto menor for a separacdo entre os pontos de interesse. Desse modo, € comum
que escrevamos uma OPE utilizando o sinal ~, que neste caso significa igualdade a menos de
termos ndo singulares.

Um ponto importante € o de que o ordenamento normal foi construido exatamente

para remover singularidades de operadores, de modo que sempre temos
: F[X]:~0. (B.22)

O ordenamento normal do produto de dois campos X foi construido a partir de uma
integral de caminho. De forma andloga, tomemos o produto de 4 campos aplicados em pontos

distintitos

OZ/QX% [e_S[X]XHZ(Zz)Xm(Z3)X“4(Z4)]

1 -
= / 7Xe P 01X (2)XH2 (2) XM (23) XM (24) + (B.23)
+ ¢S] [52(112)){“3 (z3)XH (24) 4 (22— 23) + (23 +— )] ,

onde (z; «— z;) significa escrever a expressdo imediatamente anterior trocando os
termos z; por z; € vice-versa.

Desse modo, a equagdo de operadores resultante é dada por
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L,al XM (21)XH2 (22) XM (23) XM (24) = —8%(212) XM (z3) X4 (24) +
o (B.24)

— (Zz — Z3) - (Z3 > Z4).
A mesma equagao acima € obtida ao variar qualquer produto de 3 dos 4 campos e variar com
respeito ao remanescente. Ou seja, o produto dos 4 campos € uma funcao de Green em qualquer
uma das varidveis z1,22,23,24. Logo, a fim de que o ordenamento normal desse produto seja

harmonico nas quatro varidveis, devemos ter temos - - - tais que

0i0; : XM (21) X2 (22) XM (23) XM (24) : = 00X (21)XH2(22) XH5 (23) XM (24) + -
(B.25)
= 0 (sem soma indicial).
.. A !
No caso, em que i = 1, poderfamos adicionar trés termos %-nH1#2 In |_12|2XH3 (z3) X" (z4) +

(z2 <— z3) + (23 <— z4), no entanto, isso faria do ordenamento harmonico apenas com respeito
a essa varidvel. A maneira correta de garantir a harmonicidade para as quatro varidvis complexas
€ adicionando além desses trés termos, os outros possiveis termos envolvendo C;; XX outros trés

. / . .
termos correspondentes a pares de logaritmos. Por brevidade, chamemos -1/ 1n|z; i>=c;.

Dessa forma, os seis termos a serem adicionados sao

CioX* (23) X (24) + Ci3X™ (22) X (24) + CLaX™ (22)X¥5 (23)
+ Co3 XM (21) XM (24) + Coa XM (21) X3 (23) + C34X M1 (21) X M2 (220) + (B.26)
+C12C34 + C13Co4 + C14Co3.
Esse processo pode ser aplicado de forma recursiva pra qualquer niimero de campos
X num produto ordenado. € importante notar que os termos que resultam do ordenamento normal
sempre surgem reduzindo o nimero de campos aos pares, isto €, neste exemplo, os termos
adicionais eliminam um e dois pares de campos. Tanto por constru¢do, para o caso de produtos

do campo X quanto para qualquer funcional .# [X], definimos entdo o ordenamento normal por

0 0
OXH(z1) 6Xu(z2)

a/
: FX] :=exp [—1—1/@ d’z1d%z In|zpo)? F[X]. (B.27)

Um ponto importante a se notar é que uma vez que as derivadas funcionais comutam
entre si para operadores suaves e podem ser passadas para dentro do sinal de integragao, elas por

sua vez também podem ser postas sob o ordenamento normal. Isto é
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0 0
L FX] = FX]:. B.28
O ordenamento é tal (::)? = ::, pois os ordenamentos por defini¢iio j4 nio possuem

singularidades restantes. A operagdo € invertivel:

8 5
OXH(z1) 6Xu(22)

/
F[X] =exp {—%/@2 d’z1d%z; In|zpp)? } cFX] . (B.29)

Também baseado em operagdes envolvendo produtos de campos X, pode-se chegar na relacio de

produto de ordenamentos normais de operadores .% e ¢:

0 0

8X;7 (z1) 60Xy (22) L ZX]ZX] . (B.30)

al
c FX] Y [X] :=exp [_7/(c2dzzldzzz In|zio|?

Um caso importante é o produto de contragio de derivadas : .#[X] :: 4 [X] : = : dXH(2)dX,(z) ::
0XV(Z)dXy(Z) : . Uma vez que cada operador envolve somas de pares de derivadas e cada
integracdo remove dois campos, s6 necessitamos de obter até o termo de segunda ordem do

operador exponencial

0 J v "
X7 (z1) SXW(ZZ)‘?X” (2)0Xu(2)0X " (7 )IXy(Z) :
- % 28'(z2 —2) : 9Xpu(2)9X* (2)9X*(Z') 1] (B.31)

=468'(z0—7)8'(z1 —2) : 0Xu(2)0X*(Z) :

Aplicando o resultado no restante da integral, obtemos o termo
1 1 7— Z/ k
e PRI 1= 2 R 0 (o)
=0 .

(z=2)
(10X (Z)OXH(Z) : 197Xy (Z)oXH(Z)
e < J P e ) '

=20

(B.32)
Aplicando o operador de integragdo e dividindo por 2! obtemos de forma andloga o termo de

segunda ordem, dado por

Mu ;= : (B.33)
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Logo,
2
 IXH(2)X,(2) = 9XY (2)9Xy () : ~ %+
10Xy (2)OXH(Z): 92Xy (Z)oXH(Z)
2 ( u(z—z/)z i M(Z—Z’) )

(B.34)

Outro exemplo é o de .F = e*1'X() ¢ @ = ¢*2X(0) onde ky,k, € MP. Temos que

0 ki X(z) _ ik1u5(Z . Zl)eier(Z)

SXp
g(m) (B.35)
eik2 X(O) — lk,u6 z eikz‘X(O) .
BX#G (22) 2 (z2)
Pela linearidade da integragdo, os fatores ik" saem da integral de modo que
0 ) . ,
exp—— | d%z1d%*z, Inlz h  ptk1°X (2) yik2 X (0)
p / 1d°z2 In| 12| 5X;f(z1)6Xug(z2)

o . _
— exp+—ki -kyIn|g|? : o1 X (@2 X(0)

2 (B.36)

/ . 1 . 1 .
— |Z|OC ki-kp :elkl X(Z)elkz X(O) :

|Z|Otk1 ko Z Z

m=0n=

Identidades de Ward e o teorema de Noether

Tomemos a integral de caminho caracterizada por uma medida ¢ ¢S 9} em termos

de campos ¢;. Tomemos uma transformacao infinitesimal local nos campos tal que

¢/(0) = ¢i(0) +p(0)d¢i(0), (B.37)

onde supp p = R € um conjunto aberto. Suponhamos também que p = const. caracteriza uma
simetria do sistema, ou seja, uma variagdo dos campos por um fator proporcional a 6 ¢;(c) ndo
modifica a acdo. Para o caso em que p varia ao longo de R, € razoavel supor que o termo de

alteracdo da acdo deva ser proporcional ao gradiente de p, ou seja, tomamos

20" 59— 99 =50 = g ¢~5I9) (’8 / d g! (6)dup () + (82)). (B.38)
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Podemos ainda acrescentar termos na a¢do: tomemos um operador local .7 (0p), Gp € R e um
produto de outros operadores locais, denotado por (---) aplicados em pontos fora de R. Desse
modo, o operador <7 (0y) pode ser modificado por &/’(0y) = o7 (0y) + 697 (0)p), enquanto que

as insergdes (- -+ ) permanecem inalteradas, desse modo, se tomarmos a integral

[ 79 &St (a)(-) (B.39)

Se transforma sob a refereida mudanga de coordenadas por

/@¢/ e—S[¢’]¢'(GO)(...)_/@¢ e S0t (6) ()
— [0 (st + 5 [ @l &2 (@)aup (o) (@) ) )
— [70. 39 (5er(on) + 57, [ a0 Bu(p(0)s'21%(0) - ple)aule (@)t (o)

_ /@(p o SI9] <5ﬂy(o—0)+zim/Rddo p(G)Vajﬂ(o)xzf(Go)>

(B.40)
Tomando a invariancia da integral de caminho sob difeomorfismos, temos que
€
([0 + 5, [(a%0 ploIait(@)aran)] 1) =o. B.41)
ou se as inser¢des forem quaisquer,
€
<5%(00) + - / dlc p(G)Vaj"(G);zf(oo)> =0 (B.42)
LJR
0 que em termos de operadores no espaco de Hilbert da teoria é dado por
E
5/ (00) + /R 46 p(6)Vaj*(0) (0p) = 0. (B.43)
Para tornar tal transformagdo numa simetria, fazemos p|r = 1, tal que
d a 2
/ 40 V4" (0) e (0y) = =287 (00) (B.44)
R i

No caso em coordenadas cartesianas bidimensionais num espago plano, a conexao V se reduz a

derivacao parcial:



&3

[0 01"+ 07107 () = %‘WW)' (B.45)
R
Sabendo que

d=0+0

& =i(d—9)

5 (B.46)

=i+

> 1=

J ==0U-J):

onde j = j,, j = jz, a equacdo referida torna-se
2 il 3 . 27[
/R P2(0]+3)) (o) = —=6 (z0). (B.47)

Usando o teorema da divergéncia, a equacgao se torna

- 2
/ (jdz—de) o (z0) = —n&@/(z@). (B.48)
OR £
Logo,
L §o(z0) = — / ot (20)d / o (
- 0)= 35— J ZO Z—— J ZO
i€ 27 JoR (B.49)
— Res
Z—20

Invariancia conforme
Tomando o tensor de momento energia
1 u 1 Lacy .
Tab — _a . 8aX aqu - Esabacx a Xu ..

Em duas dimensdes, temos 7 = 0, de modo que ao mudar para coordenadas comple-

xas, temos que

= 8o T + 28Tz + 8z 17
— Lzz = 07

(B.50)
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CFTs livres

CFT do dilaton linear

Esta CFT ¢ similar 4 CFT livre, exceto pela adi¢do de termos de modo que o tensor

de energia-momento torna-se

1

T..(2) =T(z) = " 90X, 0XH(z) 1 +Vy 1 92 XH(2) : ®s1)
3 R ] :
T=(2)=T(2) = — 0X,0XH(Z) : +Vy 1 97 XH(2):, V e MP.

Desenvolvendo a OPE T'(z)T (w), temos

1 V
T(z)T(w) = o7 90X, 0X*(z1) :: 9Xy0X"(22) : —E’t L 0Xy0XY (z1) : 0°XH () : ©.52)
v :
— E‘t&XvaX"(ZQ) 2 2XH (21) AV Vy 1 92X H (1) 1 92XV (z0) -

O primeiro dos quatro termos j foi determinado na sec¢do 2.2. No caso dos demais, temos que

20XH(z)  202XH(w) 9 XH(z0)

- 0X,0X" (21) :: XM (z2) i~ , B.53
voX'(a) (z2) (z12)3 (z12)? 212 (559
bem como
UVE !
:2XH(z1) 1 97XV (z0) i~ 1 60; (B.54)
2(z12)
Comparando a expressdo completa com a equagdo da forma (2.4.25)
2T aT

221, 2 <12

a carga central dessa teoria é dada por D+ V, V,n*V6a’ = D+ 60 V2. O procedimento anlogo é
feito para 7'(Z), de modo que a carga central & também é dada por D+ 6a/V2. Agora, analisamos

a transformagdo conformal dos campos X* por meio da OPE TX

T(z1)X" () = —é L 0Xy0XY (z1) = XM (z2) 1 +Vy 1 02XV (z1) = XM (z2) :

0X*(z) Wo!
212 2
VEa!'  dXH(z)
~ 5 +
2715 212

Nt 9102 1n 712 (B.56)
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Uma vez que as correntes conservadas sob transformagdes conformais 7/'(z) = z+ €v(z) sdo

J(@) =v(2)T(z) e j(2) = i(v(2))*T (). temos

SXH(z,Z) = ie Res ]( NXH(z,7) +ie (RCS Jj(z )X“(Z»Z))*
_ me@m, xwzz——af& 2)'T(Z)X" (2.2)
_ zﬂhidiv@)(3i2_+éfuzi> £ f e (vua_+§§f§f>

VHo!

— & WX () +r QI + v + 30 (0)

(B.57)

Expans6es em modos
Escalares livres

Na teoria escalar livre de cordas fechadas, temos que dX e dX representam fungoes
holomorfas e anti-holomorfas, respecivamente. Podemos entiao expressa-los por suas séries de

Lauren em tornode z =7 = 0:

~ 1

IXH (2 IXH(z L B.58
2: m+1’ 2: 2m+1’ ( : )

meZZ mEZ

onde

\/77{ dz—aX” ’ \/;j[ dz—aX” (B.59)

C sendo uma curva de Jordan que contém a origem percorrida em sentido anti-horario. Em

particular, temos que

ak =] }z{ dz—&X“ = f dz—axﬂ
=1/ = A7 (9XH + JxH
a’j{: Z27r ( + ) (B.60)
- L 3 2 IXH _ JoYH
_27[,/&,/Rdz(aax dox*)



onde R é regido tal que dR =C.

86

Sob transformagdes de translagdes, as correntes conservadas sio jh (6!,62) =

éaax #(o!,6?). As cargas conservadas sio obtidas ao se integrar cada componente jg ao longo

de qualquer curva 62 = const., ou seja, integrando em ¢! € [0,27]. Ao passar de coordenadas

(0!,0?) para z = exp(—ic' + 62), tais curvas sdo mapeadas para circunferéncias de raio r =

exp(c?). Além disso, temos que ji = i(j(z) — j(Z), de forma que

2n

ot - fc dzjH (2) — dzj(2).

Definindo p* como 5 §-dzj* (z) — dzj(Z), temos que

1 - 1 -
H —_ — il —d71(7) = u _A4s His
Ph=5 ]i dzj* (z) —dzj(2) ol dzoX*(z) —dzoX"(z)

C
1 LoH s
2 2
_ T ~ 1
“Va® o=V g%

Para obter X*, partimos de suas derivadas. Decompondo dX* de forma conveniente, temos

o pH o aﬂm
OXH(z)=—i——+i\/ = Y, —
1
2z 2 mez* Zmt
Cuja primitiva com respeito a z €
o o ot
XH(z.72) = —i—pH1 i1 ] — Z ML fH(7)
(z,2) i ptInz+iy/ = meZZ’* s + 4 (2)

Realizando o procedimento andlogo para dX* (Z), obtemos também que

o o at
B, 2= i ol ns4 mo oM
XH(z,2) = i=p InZ+i 5 ) pve= +8"(2).

mez*

Fixamos entdo que

o o 1 /o, &t
)(IJ 7) = M — “1 2 ] A - “ =
(z,2) = —im-ptnfe] iy [ 5 mézm T

(B.61)

(B.62)

(B.63)

(B.64)
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Dessa equacao, € possivel extrair relacdes de comutagdo (ainda por fazer)

[, a%,] =", a"% ] =mn" 8y (B.65)
[, p¥] = inHY. (B.66)

Para obter os geradores de Virasoro L,,, tomamos

1 1 1 dz
L,=— ¢ dz7" "' T(2) = —— — ¢ —: dX"(2)0X,(z) : B.67
0= 5 8T (@) =~ § S OXM ()OX() (B.67)

usando o sinal ~ para denotar igualdade a menos dos termos caracteristicos do ordenamento

normal, temos que

Ly~ —j{dzzm“ <_E> IXH(2)0X,(2)

1 m-i-l1 Z aﬂk

nGZZ
~ o f ) z
GZkE (B.68)
N‘ZZ [au s %dzzm k—n— 1}
nGZkEZ
1
neZkeZ
~5 Z —k k-
keZ

Para m # 0, os modos de oscilagdo comutam entre si, de modo que seu ordenamento nao é

importante. Entretanto, para m = 0 temos que

Lo~ = Z ot Oty
neZ

jp2+ Z ot o+~ Z ot oy p

2 u u
~ —p + Z a_nau,ﬁ—— Z nyn
4 =1 2,0
n= n=
Considerando os termos remanescentes do ordenamento normal, o ultimo termo da tltima linha
acima, temos que

0‘ 2

Lo =7 —p + Z a_na,m—i—ax X = const. (B.69)
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Da dlgebra de Virasoro, temos que 2Ly = [L1,L_]. Atuando Ly no estado fundamental |0;0),

obtemos
o =
n=1 (B.70)
= a¥|0;0),
bem como
L1]0;0) = Z oy 0un|0;0) = 0. (B.71)
neZ
A atuagdo de L_; sobre |0;0) é igualmente nula, de modo que obtemos
;0) = 2a*]0;0) = (L1L_1 —L_1L1)|0;0) =0 = a* =0. (B.72)

Introduzimos agora o ordenamento de aniquilacao-destrui¢cdo, que consiste essencialmente de por
operadores de aniquilagdo a direita dos de criacdo em produtos de tais operadores. Por defini¢do,
x* € considerado um operador de criacdo, enquanto que p* é tomado como um operador de

destrui¢do. O produto é

) ahoy, n>0
oottoyo =

ai o, n<O.

Em L,,, como os osciladores comutam para m # 0, bem como aX = 0 para m = 0, temos que

1
_ M
LY k=1 Y oak a0
mEZ mez
Podemos comparar o ordenamento normal :: com o ordenamento recém definido. Tomemos

campos X* e X" aplicados em pontos z € 7, |z| > |Z/].

o d“n
XH(2,2)X"(d,7) = [x“_i?P“IH|Z|2+i ) - ( )]

a/ v ' (‘“X’V
X [x —12 p'In|Z|* +i Z ( o Z’_”T

(B.73)
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Utilizando da distributividade, temos que o produto x*XV(Z',7') ja estd ordenado, pois x*
foi definido como operador de criaggo = x*XV(Z,7) = ox*XV (7,7 )o. p* comuta tanto

\% : V. /Y \Y UV s\ —
com p" quanto com os osciladores a,, e &,,, comutando-o com x", temos que p*X"(Z,7) =

! . .

op*X¥(Z,Z) o —%n*VIn|z|>. Temos ainda que os osciladores comutam com x" e p¥. Resta
analisar os produtos entre osciladores restantes. Os osciladores o, e @ s6 ndo comutardo se
n = —m, m # 0. Dessa forma, resta analisarmos a parte do somatdrio com n > 0 atuando sobre

a parte do somatério com m < 0

o e Z7m
v, av,\a' antvs, . B.74
+ m + slm N + sn='m ( ) )
z Z Z 7'

oo —1 u ~‘LL \% ~V
o 1 o a o a
=o——Y ) ==L mop Mo
2 & n-m\ z" Zn Z/m F/m

/ ol | 'm s/m (B75)
ﬁ17“" —In|z]> + ) = (Z—-I-Z—)

/
- =—In (1 — Z—>. temos por fim
Z

que

a/
XM (2,2)XV(,7) = oX*(2,2)X"(7,7) 0 —71n|z—z'|2. (B.76)

Logo,

(XM (2,2)XV(Z,7) 1 = oX*(2,2)XV (7, 7)o, |2| > || (B.77)
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Essa equivaléncia entre os ordenamentos vém da conveng¢do que tomamos quanto ao carater
destruidor e criador de p e x e depende do fato de que utilizamos coordenadas z = exp —ic! + 6>

em vez de w = 6! +ic?. Um ponto importante é notar que

o ot a
N n Xum
0XH(2)9Xu()o = S0 ¥~ o
n,mez
o 0 Oy & S & 1y
- o Tem _mm
2 anEZ Zn—i—lz/m—H 2 nﬂ ';m_z:w Zn+1Z/m+1
o' 1
ZQX“(Z)aX“( )+ nu(z—z/)z
=:9X"(2)9Xyu(7) ;.

Pela unicidade da série de Taylor, temos a igualdade dos coeficientes de ordem zero:

: 0XH(2)0Xy(z) : = 09X (2)dXy(z)o (B.78)

X

Podemos usar a igualdade (B.76) para demonstrar que a* € nulo. De fato, temos que

1 1 L
——° XH(2)0Xy ()0 = — 0XH(2)0Xu(z) : =T(z) = Y, anz. (B.79)
nez
Logo,
1 an a/.tm k= n—i—m1 OCk maum
) Zk+2 —5° Z Z Zn+m+2 =750 L T2 O
keZ nez keZ meZ
ou seja,
1
=0 ¥ of o,k EZ, (B.80)
mez

provando que aX = 0.
Se tomarmos a CFT do dilaton linear, na qual T (z) = — 4, : 9X"9X, (z) : +Vu9?X*(2).
Ao calcular os geradores de Virasoro, obtemos a partir do primeiro termo a mesma expressao da

teoria livre. Quanto ao segundo termo, temos que
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d m+laZX[l %d m+la
2%1}{ @ \/ 2 27 ® neZZn—H

/
l

[o

de forma que

1 o
Ln =50 Y o oo+iy/ 7Vu(mJr Dok, (B.82)
keZ
CFT dos campos bc

Para A € Z, expressamos b(z) e c(z) da seguinte forma em séries de Laurent.

b, Cn
b(z) = éW’ c(z) = ém» (B.83)
n n
onde
b, = j{cdz 27 b(2), e = %Cdz "re(z). (B.84)

Para determinar as relacdes de anticomutacdo dos coeficientes, usamos o argumento de contorno
fornecido na eq.(2.6.14) de (Polchinski, J., 2001) , na qual estabelece que para um ponto 7’

definido sobre o contorno usado para calcular ¢,, € vélida a relagao

1
{bmacn} _ dZ Res ( m+7L—1Z/n—/lb<Z)C(Z/)>

=7

fdz n— ARes Zm+lflL
" 2mi =7 z—7

A—1
_1 j{ d e h | L f{ i (B.85)
27i Jo 2wi )y " z—7
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Devido ao fato de os produtos bb e cc serem nao singulares, os termos de residuo que resultam

das anticomutacdes de seus operadores b, e ¢, sdo nulos, logo

{bmacn} = {Cmacn} =0. (B86)

Das relagdes de anticomutacao, temos

{bo,co} = 1. (B.87)

Pela equac@o (29), um estado fundamental |0) s6 pode ser aniquilado por apenas um dentre by e
co. Dito isso, podemos definir um estado que € aniquilado por by € um que € aniquilado por cy.

Chamemos [1) e |}) os estados que satisfazem

bold) = b L) =0 (B.88)
co|t)y=cn=0,n>o0. (B.89)
Também temos que
{bo,co}[1) = cobo[T) = [1), (B.90)
{bo,co} [1) = boco 1) = 1) (B.91)

Além disso, {bg,co}|T) = cobo [T) = |1), assim como bycg ||y = |{). Isso sugere que co ||) = |1).
De fato, assumindo isso, temos que by |1) = 0 e analogamente podemos tomar o caso contrario,

de forma que

bol1) = ) <= cold) = I1). (B.92)

Como consequéncia disso, temos que

Vn >0, {bo,cn}|T) =cnbo|T) =cnld) =0, (B.93)

e que



Vn >0, {C(),bn} |$> = bpco |¢> = by |T> =

Sumarizando, temos as relagdes

boll) =0, bo|1) = L),
co|1) =0, cold) =1[1),
Cn |T> =Cn |\L> = by |~L> = by |T> =

93

(B.94)

(B.95)
(B.96)
(B.97)

A partir disso, podemos gerar estados operando sobre |1) ou ||) operadores by, ¢;, com n < 0,

desde que cada operador seja aplicado apenas uma vez, pois operadores de mesmo indice

anticomutam. A partir do tensor de moment-energia da teoria 7'(z)

=: (9b(2))cz) :

—A0:

b(z)c(z) :, podemos achar os geradores de Virasoro, desconsiderando os termos do ordenamento

normal.

Lk=7€2%.dz 2T (2)
N ?{ e V(1= 2)9b(2)e(z) — Ab(2)e(2)]
Cc 27i

N Czimdzz [ )Y Y (n+4) njjg_ﬁzz Y (m+1-

neZmer neZmer
N k+1 bncm
y{ 271:1 Z Z n+m n+m+2
neZmeZ
k—n—m—1
~ Z ancm[ n+m) —n dzz

neZmez

~ Z bnck—_n|Ak —n].

mez

bncm
n+m+2

Tomamos o ordenamento e criagdo-dstruicdo para os operadores by, cy_,, cOMo

bimCr—m, m <0,
ObmCr—m© =

—Ck—mbm, m > 0.

(B.98)

E importante notar que dessa defini¢iio temos para k # 0 que 0B, Ci—m© = bmCi_m, ENquanto que

parak=0em >0, ob,,cy_y© = —C—by = byc—p, — 1. Com base nisso, tomemos primeiro o

caso k # 0.
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Ly = Z Ak m biCr—m
mez

(o} l
= Z (Ak —m)byC—m + Z (Ak —m)bycr—m + Akbocy,

m—=—oo
= Z (Ak—m) obycp_po
me”Z
No entanto, para k — 0, temos
Ly= (—m)bpc_m

3

€

Zi )b —m + Z binC—m )

m=—oo

(—m)obyc_yo— i m.

Z m=1

3
m

Podemos entdao denotar

L= Z (Ak —m) 0 by cr—_m o +0k pal. (B.99)

meZ

Para determinar a atuacdo de a®, novamente usamos a relacdo da dlgebra de Virasoro 2Ly =

[L1,L_;]. Temos que para o estado fundamental ||)

Lo|l) =af|J). (B.100)

L] |i,> = Z (;L —m) obmcl_mo

mez

< i A —m)ci—mbm + Z (A —m)bycy m+)~bocl> L) =

m=1 m—=—oo

Enquanto que

Lol)y=Y (w2 —m)obmc_i_moll)
mez

(o] 2
:< Z —A— mc l—mbm + Z l—m)bmc_l_m+(—7t+1)b_1C()—|—7LC_1b()> H,>

m=1 m=—oo

b_1[1).
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Tomando ainda L;L_1, temos

LiL_,4 |\L> = (1 —l) <— i (A —m)C1_mbm—|— _Z] (7L —m)bmﬁ_m—i—lb()C]) b_ |T>

m=1 m=—oo
—A)Abocib_1|1)
(1 — l)bo(—b_lcl + 1) H\>

—A01-2) 1))
(B.101)
Logo,
2Lolh) = [Li, L) [D 1Y) =LiLoy ) =A(1=2) ) =24514).  (B.102)
A(l—2A
Ly= Y (Ak—m) obmck_mo+5k70¥. (B.103)
meZ 2
Analisamos agora a carga N¥ associada a corrente j.(z) = — : b(z)c(z) :. Em coorde-
nadas w,
. 1 2n
N° = — dwj . B.104
o | i (B.104)
Pela relacdo entre correntes de sistemas de coordenadas distintos,
_ ) 24— 192z
(9w2)jz(2) = jw(w) + —5—5* (B.105)
2 oz
Sabendo que no nosso caso, z = exp —iw, podemos obter que d,,z = —iz € que av%z = —z,0U seja
. . i2A —1
Jww) = —izjo(2) + 2A-1) 5 ) (B.106)

Ao mudar de varidveis, a integral sobre [0,27] torna-se uma integral sobre a circunferéncia

unitaria.



. 1 2n '
N® = _/ dwj,(w)

27i Jo
_ —zim,fédz (—jz(z)+%)

Utilizando o resultado do problema 2.13 (ainda por ser demonstrado):

(-1

tb(z)e(d) =01 b(z)c() o+ —7

No limite em que z — 7/, podemos extrair a igualdade

8 = _ZLni Cdz (Ob(z)c(z) o—l—1 ;)L + le; 1))
1 1
=5 Cd (Ob(z)c(z)o—l—z—z)
= _2L7ri Cdz (ob(2)c(z)0) — !

Tratando especificamente do dltimo termo

ob;, 0
ij[dz °blz N 2%1% L) Fmntt

meZne’l
= — Z 0b,C 10
mez
——|—Zc_ by, — Z byc_m+ cobg
m=—oo

= Z (c—mbm —b_mcm) + cobo.

m=1

Logo,

[}

1
NE = Z (c,mbm — b,mcm) ~+ cobg — 5

m=1
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(B.107)

(B.108)

(B.109)

(B.110)

(B.111)
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Operadores de vértice

A CFT a ser considerada € desenvolvida no circulo unitario, em coordenadas z.
Primeiramente, tomemos w = ¢! +ic?, onde ! € §1, 62 € R<p. Dessa forma, a0 mudar para
coordenadas z = exp —w = exp —io! 4+ 62, curvas 62 = const. significam, em coordenadas z,
circunferéncias de raio exp o2 centradas em z = 0. Para 6% = 0, temos a circunferéncia unitéria,

2 5 o, temos z — 0.

e para o
No cilindro (o', 6?), um estado especificado na regido 6> — —oo, pode ser visu-
alizado como a atuagio de um operador local <7 (o', 62) no estado de vicuo a medida que

02 — —oo,

o) = Gzlirrimsz%(cl,cz) 0;0) = ;i_r)l(l)JZ/(Z,Z) |0;0). (B.112)

E possivel, em teorias livres, utilizar o argumento de contorno da se¢io 2.6 de
(Polchinski, J., 2001) para determinar a relagdo entre estados e operadores locais que se traduz
numa bijecdo, denominada correspondéncia estado-operador. Tomando uma carga conservada
Q e um contorno C. Uma vez que na teoria livre, as derivadas de X* sdo harmodnicas, seriam
entdo (anti-)holomorfas dentro do contorno em questdao. Logo, a série de Laurent das derivadas
seria equivalente as suas séries de Taylor. Em outras palavras, teriamos para m > 0, oty = 0. O
isomorfismo em questdo é tomado com o operator identidade 1, cujo tnico estado associado

denotamos por |1), tal que

o 1 o 1
By 2 —— "Xt ()1 = ——% "o xH >0=0. B.11
ah) = 5o facoxt @t =[5 faraxi@. m=0=0. @1y

Dessa forma, identificamos |1) com o estado de vacuo |0;0).

Para cada m > 1, os estados de criacdo sdo tais que

at |1) = \/gﬁ ji dz 7 "IXH (2)
- \/g%?idzz—m (...+%amxu(o)+...>
~ \/g%%cdz (~-+(nffll)!amxﬂ(0)+---)
\/g(m_;'l)!amx“(oy

(B.114)

112
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~U
Para &”, , € andlogo.
Se os operadores de criagdo atuarem em um estado genérico |.<7) cujo operador local

associado € : 27(0,0) : (funcional de X(0,0)), teremos que

o - 7(0,0): = \f 7{ dz 277 "9XM (2) - (0,0) -

_ \f ]{dz 2 XM (2) = /(0,0)

a/
= \/ j{ dzz " (: dXH(2)<7(0,0) : 4 contragdes cruzadas)

a/
= 1/ jq{ dz z7"9dX*(2)7(0,0) \/ f dz contracdes cruzadas

= o, 7(0,0): + \/ — j{ dz contragdes cruzadas.
221w Jc
(B.115)

Uma vez que <7 (0,0) é funcional de X (0,0), tomamos k > 0 para o qual hd dependén-
cia de *X*(0,0). Introduzimos um operador .7’ (0,0) tal que <7 (0,0) = d¥X"(0,0).27'(0,0).
No produto ordenado, a contracio de dX*(z) com termos do tipo 9*XV(0,0) serdo da forma
o Ly (—1)Fk!

o
7n/.tvakJrlln|Z|2 — 2l

5 T (0,0): (B.116)

Logo, as integrais da contracdes cruzadas serdo proporcionais a
?{ dz 7" 7'(0,0) - (B.117)
c

Uma vez que : 2/'(0,0) : ndo depende de z e m > 1,k > 0, a integral acima é

indenticamente nula. Logo,
o, 7(0,0) :=: a, 27(0,0):. (B.118)

Dessa forma, por um procedimento similar ao feito anteriormente,

ol )= at :27(0,0):

i (B.119)
~ [ myt(o
2\ S e X0 (0.0  m 21,
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U

Para &”, , é andlogo.

o
Para o caso da teoria bc, especificamos A = 2, de modo que
Cn
Z m+2’ - Z anl’ (B.120)
nez© nez
onde
b, = L% dz 2" b(2), cn = L?f dz 2" 2¢(2) (B.121)
"o C Y 71 C ' '
Tomemos novamente |1) como o estado associado ao operador identidade. Dessa
forma,

b |1) )= o ljfdzzm“b( em|1) = lj{dzz “2e(z). (B.122)

Uma vez que o Unico operador atuando na origem € a identidade, analogamento ao

caso de X, b e ¢ sd@o holomorfas em torno da origem, de modo que
bm|1) =0, m>—1, c;y|1) =0, m > 2. (B.123)

Uma vez que b_1, o estado |1) ndo pode ser o estado fundamental |]). De fato, o

estado referente as equagdes acima deve ser aniquilado por »_1 também, de modo que

1) =b_1]4). (B.124)

Pelas relagdes de anticomutacao, o estado logo acima é aniquilado por operadores
das equacdes (B.123). Para os demais operadores b_,,, m > 2 e c_,,, m > —1, usamos 0s
processos de expansdo em série de Taylor andlogos ao caso do X, isto é,

bom|l) = " 2b(0), m > 2, (B.125)

1
(m—2)!

1
(m+1)!

com|1) = " e(0), m> —1. (B.126)
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