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RESUMO

A conjectura de Chamberland mostrada no artigo “A Mountain Pass to the Jacobian Conjec-
ture”, em 1998, afirma que se F : R" — R” é uma aplicacio de classe C!, tal que para algum
€ > 0, o conjunto dos autovalores complexos de sua derivada ndo intersecta com o conjunto
{z€ C; |z] < €}, entdo F € injetiva. Neste trabalho, abordamos o artigo “Global Assymptotic
Stability for Diferentiable Vector Fields of R2 ”, dos autores Alexandre Fernandes, Carlos Guti-
errez € Roland Rabanal em 2004, que demonstra a Conjectura de Chamberland para aplicacdes
diferencidveis em R?. Mais especificamente, fazemos uma releitura da demonstracdo do Resul-
tado de Injetividade apresentada neste artigo, que afirma que, dado uma aplicacdo diferencidvel
F em R? e um £ > 0, se o conjunto dos autovalores complexos de sua derivada nio intersecta
com o intervalo [0, &) entdo conclui-se que F € injetiva; adicionando a ela a hip6tese de que
a aplicacdo seja semialgébrica, o que nos permitiu obter implicacdes significativas a partir da
exposicao original, utilizando alguns artificios que os conjuntos e as fun¢des semialgébricas nos

permitem utilizar.

Palavras-chave: injetividade; meia componente de Reeb; folheagdes (matemética); conjuntos

semialgébricos.



ABSTRACT

The Chamberland conjecture, presented in the article “A Mountain Pass to the Jacobian Con-
jecture” in 1998, states that if F : R” — R"isaC 1 mapping such that for some € > 0, the set of
complex eigenvalues of its derivative does not intersect with the set {z € C; |z| < €}, then F is
injective. In this work, we address the article “Global Asymptotic Stability for Differentiable
Vector Fields of R?”, by authors Alexandre Fernandes, Carlos Gutierrez, and Roland Rabanal
in 2004, which proves the Chamberland conjecture for differentiable mappings in R?. More
specifically, we provide a reinterpretation of the proof of the Injectivity Result presented in
this article, which states that given a differentiable mapping F in R? and € > 0, if the set of
complex eigenvalues of its derivative does not intersect with the interval [0, €), then it follows
that F is injective. Additionally, we introduce the hypothesis that the mapping is semialgebraic,
which allows us to derive significant implications from the original exposition, utilizing certain

techniques made possible by semialgebraic sets and functions.

Keywords: injectivity; half-Reeb component; foliations (mathematics); semialgebraic sets.
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1 INTRODUCAO

A Conjectura Jacobiana € uma hipdtese matemdtica formulada por Ott- Heinrich
Keller (1939). Ela afirma que se uma aplicagdo polinomial sob um corpo de caracteristica
zero possui o determinante da matriz jacobiana constante nao nulo, entdo essa aplicacdo €
invertivel e sua inversa € polinomial. A Conjectura Jacobiana é de grande importancia na
teoria dos polindmios e sistemas dindmicos, estando relacionada a problemas fundamentais na
teoria dos nimeros, geometria algébrica e dlgebra comutativa. Apesar de sua importancia, a
Conjectura Jacobiana permanece ndo resolvida, sendo considerada um dos problemas abertos
mais desafiadores na matemadtica contemporanea e estd presente na lista dos dezoito problemas de
Smale. No entanto, ao longo dos anos, diversos matemdticos t€m feito contribui¢des significativas
para o entendimento e estudo dessa conjectura, resultando em avangos parciais e resultados
relacionados, sendo o teorema abordado nessa dissertacdo um deles.

Outra consequéncia da conjectura acima, € a Conjectura de Chamberland (1994),
Fessler (1995) que afirma que se F : R” — R” é uma aplicagio de classe C!, tal que para algum
€ > 0, o conjunto dos autovalores complexos de sua derivada ndo intersecta com o conjunto
{z€C;

a Conjectura de Chamberland no plano, porém ainda mais forte, por ser necessdrio apenas que

z| < €}, entdo F é injetiva. No artigo de Fernandes, Gutierrez e Rabanal (2004) é provada

a aplicacdo F seja diferencidvel e que dado € > 0 o conjunto dos autovalores complexos de
sua derivada, denotada por Spec(F), ndo intersecte com o intervalo [0,€) para que F seja
injetiva. Esse teorema implica no resultado de injetividade de Cobo, Gutierrez e Llibre (2002)
que requer que F seja de classe C! e que a existéncia de € > 0 tal que Spec(F) N (—¢,&) =0,
mas ndo implica na Conjectura Jacobiana de Keller real bidimensional, pois dada a aplicac@o
F(x,y) = (—y,x+)"), para n natural impar, a derivada da matriz Jacobiana de F é igual a 1
e seu espectro é igual a S' U (R \ {0}). Outra curiosidade sobre esse teorema é que se fosse
considerado apenas que 0 ¢ Spec(F ), ndo valeria a afirmagdo, mesmo que fosse para polindmios,
como se pode observar no contraexemplo dado por Pinchuck (1994).

O objetivo central dessa dissertagdo € demonstrar o resultado de injetividade apresen-
tado no artigo Fernandes, Gutierrez e Rabanal (2004) adicionando a hip6tese de que a aplicagdo
seja semialgébrica. Mesmo sabendo que o resultado para aplicacdes diferencidveis é mais forte
e mais geral, o resultado para aplicacOes semialgébricas continua sendo muito importante e
apresenta a possibilidade de tornar a demonstra¢dao de melhor entendimento, tendo em vista que

as fungdes semialgébricas nos trazem propriedades que facilitam grande parte das demonstracdes
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do teorema em questao.

Esta dissertacao estd dividida em trés capitulos. O primeiro capitulo deste trabalho
destinamos para alguns conceitos importantes para a compreensdo da demonstracio do teorema
em questao, sendo dividido da seguinte forma: na primeira secao apresentamos alguns conceitos
introdutdrios sobre conjuntos semialgébricos, que podem ser definidos como unido de raizes
de igualdade e desigualdade de polindmios; e fung¢des semialgébricas, as quais sdo fungdes
cujos gréficos sdo conjuntos semialgébricos. Na segunda se¢do apresentamos defini¢des e
teoremas importantes de andlise, como o Teorema da Aplicacdo Inversa e a Forma Local das
Submersdes. Na terceira sec¢do, trazemos algumas definicdes para apresentar o conceito de
variedades diferencidveis e de Folheacdes, sendo, este dltimo, tema da tultima secao deste
capitulo.

O segundo capitulo apresenta quatro secoes, sendo a primeira dedicada a trazer
conceitos de tangé€ncia entre curvas e apresentar a definicdo de meia componente de Reeb. A
segunda sessdo € de suma importancia para o nosso trabalho, uma vez que nela apresentamos
o Teorema de Cernaviskii com seus coroldrios que serdo bastante utilizados na se¢c@o seguinte,
onde sdo demonstradas duas proposicdes que serdo os pilares para a demonstra¢ao do teorema
principal. A primeira nos diz que dada uma aplicacéo diferencidvel e semialgébrica F = (f,g)
no R? tal que 0 ¢ Spec(F), se F ndo é injetiva, entdo as folheacdes definidas pelas curvas de
nivel de f e g possuem meias componentes de Reeb. A segunda, nas mesmas condicdes da
hipdtese da primeira, prova que se uma meia componente de Reeb de uma das folheacdes tiver a
projecdo na primeira coordenada limitada, podemos rotacionar essa meia componente de Reeb
e obter uma meia componente da aplicacdo F rotacionada, cuja projecdo € ilimitada. A dltima
secdo deste capitulo € destinada para a demonstracdo de um resultado parcial de injetividade que
diz que dada uma aplicacdo diferencidvel e semialgébrica F : R?> — R? tal que para um & > 0,
Spec(F)N(—¢€,€) =0, entdo F ¢ injetiva.

Por fim, no dltimo capitulo, apresentamos o teorema principal, que diferencia do
anterior no fato de que sé € necessdrio que o conjunto dos autovalores complexos da derivada de

F nio esteja no intervalo [0, &) para que F seja injetiva.
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2 PRELIMINARES
2.1 Conjuntos semialgébricos

Nessa secdo serdo apresentados alguns conceitos importantes acerca de conjuntos
semialgébricos, que se apresentam como subconjuntos do R” que satisfazem uma condi¢ao
booleana de equacdes e inequacdes de polindmios com coeficientes reais. Como também acerca
de funcdes cujos graficos sdo conjuntos semialgébricos, conhecidas como fung¢des semialgébricas.

As notas dessa secao tém como referéncia os livros de Coste (2000), Benedetti e Risler (1990).

Definicao 2.1.1. Um subconjunto X C R" é dito semialgébrico se existem polindmios P j €
R[X1,...,X,] tais que:

Si

X:Um{xERn;Piiji’jO},Si,jG{<’:’>} (*)
i=1 j=1

Observe que todo conjunto semialgébrico do R” pode ser escrito como uma unido

finita de conjuntos semialgébricos da forma:
{XGR”;Pl()C) = :Pk(.X) :Oan(x) >07"-5Ql(x) >0}7

onde Py,..., P, Q1,...,0; sdo elementos de R[X|, ..., X,].

De fato, se X é um conjunto semialgébrico, entdo pela defini¢do segue que existem polindmios
P, jem Rixy,...,X,] tais que vale (x). Nos casos de s; ; € {<}, ouseja P; ; < 0, pode-se tomar um
polindmio Q; ; = —P, j e nos casos de s; ; € {>}, ou seja P, j > 0, pode-se tomar um polindmio
Q; j = P, j. Portanto, a menos de uma reordenacdo de indices e renomeagdo de polindmios, temos
que X =" ({xeR"; Pi(x) =---=P(x) =0,01(x) >0,...,0/(x) > 0}.

Exemplos:

1. (Conjuntos algébricos) Um subconjunto de R" € dito algébrico quando ele € o conjunto
dos zeros de um conjunto finito de polindmios em R. Portanto, os conjuntos algébricos
sao semialgébricos.

2. Conjuntos semialgébricos em R sdo unides finitas de pontos ou intervalos.

De fato, observe que os pontos sdo conjuntos da forma {x € R; x —a = 0} e os intervalos
da forma (a,0) ={x € R;x—a >0} ou (—=,a) = {x e R;x—a <0} ou (a,b) ={x €
R;x—a> 0,x—b <0} com a,b € R cuja unido é um conjunto semialgébrico. Por

outro lado, se X C R € semialgébrico, X é a unido finita de solucdes de igualdades e
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desigualdades polinomiais. As solu¢des de igualdades nos reais constituem um conjunto

finito de pontos e as desigualdades um conjunto finito de intervalos abertos.

Proposicao 2.1.1. A colecdo de conjuntos semialgébricos é a menor colegcdo de conjuntos que
contém {x € R"; f(x) > 0} sendo fechada por unides finitas, intersecdes finitas e complementa-

res.

Demonstra¢do. Temos que a cole¢do S dos conjuntos semialgébricos do R” contém {x €
R"; f(x) > 0} pela defini¢do. Ela é fechada para unido e intersecéo finita: de fato, sejam X C R”
e Y C R" conjuntos semialgébricos quaisquer, logo podem ser representados pela unido finita de
conjuntos da seguinte forma: {x € R*; Pj(x) =---=P(x) =0, Q1(x) >0,...,0/(x) >0} e {x €
R";Ri(x)=---=Rpu(x) =0,81(x) >0,...,5(x) >0}, respectivamente, onde P, ..., P, Q1,...,0;
sdo elementos de R[Xj,...,X,] e Ry,...,R,S1,--.,S; sdo elementos de R[X,...,X,].

No caso da unido, a justificativa é simples, pois como cada um dos conjuntos semialgébricos
X e Y é composto pela unido finita (de cardinalidade a e b, respectivamente) de conjuntos
escritos por igualdades e desigualdades de polindmios, temos que unindo X e Y teremos uma
unido finita (de cardinalidade a + ) de conjuntos escritos por igualdades e desigualdades de
polindmios. Agora, no caso da interse¢cdo, temos que X NY € a unido finita de conjuntos da forma
{xeR"; Pi(x)=...P;=0,01(x) >0,...,0mts >0}, Piy.... Py, 01, -, Qs s30 elemen-
tos de R[Xj,...,Xy,Y1,...,Y,] é um conjunto semialgébrico e, portanto, pertence a colecéo S.
Provamos para a unido e interse¢do de dois conjuntos, mas o caso para n € andlogo.

No caso do complementar, se X = J" [ {x e R"; Pj(x) =--- = P(x) = 0,01 (x) >0,...,0;(x) >
0}, o seu complementar é dado por R"\ X = " {x € R*; Pj(x) #0,...,P(x) # 0,01 (x) <
0,...,0/(x) <0}, observe que {x € R"; P,(x) # 0} é equivalente a {x € R"; P(x) > 0} ou
{x € R"; P(x) < 0}, se P,(x) < 0 pode-se substituir pelo polindmio R; = —P;, no caso positivo
R; = P;, pode-se fazer o mesmo para Q;. Assim, temos que o complementar € a intersecao finita
de conjuntos semialgébricos e como a colecdo S € fechada pela intersecdo, o complementar esta
em S.

Agora nos falta provar que S é a menor familia com essas propriedades. Seja F uma familia
qualquer de subconjuntos do R” que contém todos os conjuntos da forma {x € R"; f(x) > 0}
sendo fechados por unides e intersecdes finitas e por complementares. Provaremos que a cole¢do
de conjuntos semialgébricos S estd contido em F, logo se intersectarmos todas essas familias F
teremos que S estd na intersecdo. Portanto, S serd a menor tal que valem as propriedades acima.

Seja A = {x € R; f(x) > 0} um elemento de F entdo R"\ A = {x € R"; f(x) < 0} tam-



15

bém pertence a mesma familia, por ela ser fechada em relacdo ao complementar. Tome
agora g € R[X),...,X,] como sendo g = —f, o conjunto B = {x € R"; g(x) > 0} é um ele-
mento de F e assim R"\ B = {x € R"; g(x) = —f(x) <0} = {x € R"; f(x) > 0} é um ele-
mento da familia em questdo. Como F é fechada por interse¢des finitas, segue que o con-
junto C = (R"\A) N (R"\ B) = {x € R"; f(x) = 0} € elemento dessa familia e, portanto, te-
mos que F contém todos os conjuntos das formas {x € R; f(x) > 0} e {x € R; f(x) =0},
Vf e R[Xy,...,X,], logo, S estd contido em F qualquer e, portanto, estd contido na interse¢@o.

Como queriamos demonstrar. [
Proposi¢io 2.1.2. Se X CR™ e Y C R" sdo semialgébricos, entdio X x Y C R™" é semialgébrico

Demonstragdo. Sejam B(x) a combinag@o booleana de igualdades e desigualdades polinomiais
em x € X, portanto, sendo X e Y conjuntos semialgébricos podemos escrevé-los da seguinte
forma: X = {x e R"; B(x)} e Y = {y € R"; B(Y)}. Se considerarmos os polindmios como
elementos de R[X],...,X,,Y1,...,Y,], teremos que o conjunto {(x,y) € R ; B(x) AB(y)} é

um conjunto semialgébrico. [

Definicao 2.1.2. Seja X C R" um conjunto semialgébrico. Uma aplicacdo f : X — R™ é chamada

de semialgébrica se seu grdficoT'y = {(x,y) e R" xR™;x € X ANy = f(x)} é semialgébrico.

Definicfio 2.1.3. Seja X C R"™!. Dizemos que S C R"*! é compativel com X se SNX =0 ou
SCX.

Teorema 2.1.1 (Teorema da Decomposicio Cilindrica). Seja R**! = R" x R com coordenadas
(x,t) tal que x = (x1,...,x,) e X C R"™1 é um subconjunto semialgébrico. Entdo,
a) X possui um niimero finito de componentes conexas e cada componente é semialgébrica;
b) Existe uma particdo finita P de R" em subconjuntos semialgébricos conexos tal que para

cada A € P, tem-se que A X R C X ou existem funcoes semialgébricas e continuas
A A .

tais que, todos os conjuntos das formas:

— Faixas associadas ao A:
(EAEA ) ={(x,)) eER"xR; EA(x) <t < &R (1) }1i=1,...,m(A)

com &y = —e0 € Ey(a) 11 =,
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— Grdficos associados ao A:
F(élA) ={(x,1) eR"xR;1t = ﬁiA(x)}; i=1,...,m(A)
definem uma particio de R"' em subconjuntos semialgébricos compativeis com X.

A prova do Teorema da Decomposi¢ado Cilindrica pode ser encontrada no livro de

Benedetti e Risler (1990).
Corolario 2.1.1. Todo conjunto semialgébrico é localmente conexo.

Demonstracdo. Seja X um subconjunto semialgébrico do R" e xg € X. Como B(xg,r) = {x €
R"; |x — xo| < r} com r > 0 é semialgébrico entdo X, = B(xp,r) N X é semialgébrico e pelo
Teorema da Decomposi¢ao Cilindrica X, tem um nimero finito de componentes conexas e cada

uma dessas componentes sdo abertas em X e contém x. 0

Teorema 2.1.2. Seja I1: R" x R™ — R" a projecdo natural. Se V. C R"™ ¢ semialgébrico,

entdo T1(V') semialgébrico.

Demonstragdo. Provaremos por inducdo em m.

Param =1, temos IT: R” x R — R" e pelo teorema da decomposicao cilindrica P é uma parti¢ao
finita de R"” em componentes conexas que sao semialgébricas e V tem um nimero finito de
componentes conexas, sabendo que fung¢do continua leva conjunto conexo em conjunto conexo,
I1(V) é a unido de algumas das componentes conexas de R”, portanto IT(V) é semialgébrico.
Agora, admitindo que o teorema vale para m, provaremos que vale para m+ 1.

De fato, IT: R” x R" x R — R” pode escrita como IT =IT, oIT; : R” x R”*! — R” tal que
I :R"XR" xR — R"x R"e I, : R* x R™ — R”". Pelo caso base, IT; (V) é semialgébrico e

pela hipétese de indugéo I, oIT; (V') é semialgébrico. O

Teorema 2.1.3. (Tarski-Seidenberg) Sejam X e Y conjuntos semialgébricos e f: X — Y uma

fungdo semialgébrica. Entdo f(X) é um conjunto semialgébrico.

Demonstragdo. Como f € uma aplicagdo semialgébrica o seu grafico I'y € um conjunto semial-
gébrico. Agora, considere IT: R" x R™ — R", temos que f(X) =TII((X xY)NIf) é a projecdo

natural de um conjunto semialgébrico e, portanto, € semialgébrico, pelo teorema anterior. [

Proposicao 2.1.3. Seja X € R" e Y € R" sdo conjuntos semialgébricose f: X Y eg:Y = Z

sdo fungoes semialgébricas. Entdo:



17

i) A composta go f: X — Z é semialgébrica;
ii) A aplicacdo f : X — Y é semialgébrica se, e somente se, cada coordenada f; de [ também
0é;

iii) h: X —Y é semialgébrico <= goh € S(X) = {f : X — R/ f é semialgébrica }, Vg €
S(Y);

Demonstragdo. i) Pelo teorema de Tarski-Seidenberg, temos que f(X) é semialgébrico e
assim g(f(X)) é semialgébrico;

ii) Se f: X — Y é uma aplicagdo semialgébrica, entdo seu grafico I'y = {(x,y1,...,y1) €
X xY;y; = fi(X)} é um conjunto semialgébrico. Cada coordenada de f pode ser escrita
como f;(X) =IL(I'y), onde II; é a projecdo na (n — i) — ésima ultima coordenada
de I'y, logo pelo Teorema de Tarski- Seidenberg f;(X) é semialgébrico; No caso das
fungdes coordenadas serem semialgébricas, temos que I';, = {(x,y;) € X xR y; = fi(x)} é
semialgébrico. Logo, utilizando que cartesiano de conjuntos semialgébrico € semialgébrico
e o teorema de Tarski-Seidenberg, I'y = X x II,(I'y,) x IIp(I'p,) x -+ x IIx(I'y)) € um
conjunto semialgébrico, e, portanto f é semialgébrica;

iii) = Se h é semialgébrica, entdo g o h é semialgébrica, para todo g € S(Y).
<= Se goh € S(X),Vg € S(Y) entdo h; = I1; 0 h, é composicéo de semialgébricas e,

portanto, é semialgébrica, logo & € semialgébrica.

Formula de Primeira Ordem
As féormulas de primeira ordem sao definidas pelas seguintes regras:
1. Se P € R[Xy,...,X,], entdo P =0 e P > 0 sdo férmulas de primeira ordem;
2. Se ¢ e y sdo férmulas de primeira ordem, entdo ¢ Ay, ¢ V ¥ e —¢@ sdo férmulas de
primeira ordem;
3. Se ¢ é uma férmula de primeira ordem e X é uma variavel real, entdo X ¢ e VX ¢ sdo
férmulas de primeira ordem.
As férmulas obtidas usando apenas 1 e 2 sdo chamadas de Férmulas livres de quantificadores.
Na verdade, pode-se observar que conjuntos semialgébricos sdo subconjuntos S C R” tal que

existe uma féormula livres de quantificadores ¢ tal que

(X1,...,Xn) €S <= O(x1,...,%).
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Teorema 2.1.4 (Teorema de Tarski-Seidenberg — Segunda Versdo). Se ¢ (Xi,...,X,) é uma
formula de primeira ordem, entdo o subconjunto {(xy,...,x,) € R"; ¢ (x1,...,x,)} € semialgé-

brico.

Demonstracdo. Como as formulas livres de quantificadores definem conjuntos semialgébricos,
sO € preciso provar que:

Afirmacao: Se a férmula ¢ define um conjunto semialgébrico entdo 3X ¢ e VX ¢ também definem
conjuntos semialgébricos.

De fato, observe que

{(x1,--yXn) ER"; Iy 10 (X1, -+, X0, Xn11)

¢ imagem de um conjunto semialgébrico

{(xla-"rxn—l-l) € Rn+1 ; ¢(x1,...,xn,xn+1)}

pela projegio linear IT : R**! — R” tal que I1(xy,...,X,+1) = (x1,...,X,), portanto, pela pri-
meira versdo de Tarski-Seidenberg, temos que {(xj,...,x,) € R"; Ix, 110 (x1,. .., X0, X041)} €
semialgébrico. Como VX ¢ é equivalente a =3X—¢ temos que ele também € um conjunto

semialgébrico. [

Proposicdo 2.14. 1. Se f,g € S(x) ={f : X — R/ fé semialgébrica }, entdo min(f,g) e

f(x) H2 é semialgébrica;

max(f,g) sdo semialgébricas. Em particular,

2. Seja f : U — R semialgébrica, com U aberto semialgébrico. Se existe 3—)’: para i €
{1,...,n} entdo ela é semialgébrica.
Demonstragdo. 1. O grafico do minimo pode ser escrito da seguinte maneira: 1, =

{(ry) €R™ 1y~ h(x) = 0A ((h(x) — £(x) = 0A (g(x) — f(x) > 0V g(x) — f(x) = 0)) v
(h(x) —g(x) =0A(f(x) —g(x) >0V f(x) —g(x) =0)))} e é claramente um conjunto
semialgébrico. No caso do maximo temos que a justificativa € andloga.

A aplicagdo || f(x)||* é semialgébrica, pois || f(x)|| = max{f(x),—f(x)} que j sabemos
que € semialgébrico.

2. O gréafico de 3—f pode ser escrito da seguinte forma:
Xi

f(p—te))— f(p) HZ - 8}_

{(x,y)6U><R;V8>O,E|6>0,Vt€(0,5), t

y_

Pela segunda versao do Teorema de Tarski- Seidenberg, esse conjunto € semialgébrico.

]



19
2.2 Definicoes e teoremas classicos de analise no R”

Definicdo 2.2.1. 1. Uma aplicagdo diferencidvel f:U — R", definida num aberto U C R™",
chama-se uma submersd@o quando, para todo x € U, sua derivada f'(x) : R™" — R" é
uma transformagdo linear sobrejetiva.

2. Seja U C R™ um aberto. Uma aplicagdo diferencidvel f : U — R™" chama-se imerséo
quando para cada x € U, f'(x) : R™ — R™™ ¢ uma transformagdo linear injetiva.

3. Seja U um aberto de R". Uma imersdo, de classe C* ¢ : U — R", diz-se um mergulho C*
de U em R", quando @ é um homeomorfismo de U sobre ¢ (U ). Dizemos também que @ é
uma parametrizacdo C* e dimensdo m do conjunto V. = @(U) C R,

4. Uma superficie de dimensdo m do R" (C¥) é um subconjunto néo vazio M = M™ C R" no
qual todo ponto p possui uma vizinhanca aberta U dotada de uma parametrizagdo C* e
dimensdo m.

5. Sejam U, V abertos do espago euclidiano. Uma bijecdo [ : U — V chama-se um dife-

omorfismo de U sobre V quando é diferencidvel e sua inversa f~':V — U também o

é.

Teorema 2.2.1 (Forma Local das submersdes). Seja f = (f1,..., f,) uma aplicagdo de classe
CK, (k> 1) de um aberto U C R™ em R". Se, em um ponto p = (a,b) € U, a matriz [g—f;(p)]
(i,j=1,...,n) é invertivel, entdo existem abertos Z> p em R™™ V 3 aem R™, W 3 ¢ = f(p)
em R" e um difeomorfismo vertical (a primeira coordenada se mantém fixa) h: V xW — Z, de

classe C, tal que f(h(x,w)) = w para todo x €V e todow € W.

No teorema anterior, a restricdo de f ao aberto Z é uma submersao.

Teorema 2.2.2. Uma aplicacéo f : U — R™ de classe C* no aberto U C R™, (onde 1 < k < o).
Se para um ponto a € U, f'(a) : R™ — R™ é um isomorfismo, entdo existe uma vizinhanca W de

a tal que flw é um difeomorfismo sobre sua imagem.

As provas dos teoremas e algumas outras nogdes de andlise podem ser encontradas

no livro do Lima (2012).
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2.3 Variedades diferenciaveis

Essa secdo € dedicada a apresentacao de definicdes acerca de Variedades Diferen-
cidveis para podermos entender melhor o conceito de Folheagdes que serd apresentado mais a

frente. Essa secdo teve como referéncia o livro de Variedades Diferencidveis de Lima (2018).

Definicao 2.3.1. Seja M um espaco topologico, dizemos que M é uma variedade topolégica de
dimensdo n se satisfaz as seguintes propriedades:

1. M é um espaco de Hausdorff.

2. Existe uma base enumerdvel para a topologia de M.

3. M é localmente Euclidiano de dimensdo n.

Observacao:
— M ser Hausdorff significa que quaisquer dois pontos de M possuem vizinhancas disjuntas.
— Dizemos que M possui base enumeravel para sua topologia se M pode ser coberto por uma
quantidade enumerével de conjuntos abertos de M.
— M ¢ localmente Euclidiano de dimensao n se dado p € M, existem uma vizinhanca U C M,

um aberto V C R" e um homeomorfismo ¢ : U — V.

Definicao 2.3.2. Seja M uma variedade topolégica. Um sistema de coordenadas locais ou carta
local em M é um homeomorfismo x : U — x(U) de um subconjunto aberto U C M sobre um
aberto x(U) C R™. Dizemos que m é a dimensdo de x, com x(p) = (x1(p),x2(p),---,xm(p))

para cada p € U e as x;(p) sdo chamadas de coordenadas de p no sistema x.

Um atlas de dimensdo m sobre uma variedade topoldgica M € uma colecdo U/ de
sistemas de coordenadas locais x : U — R™ em M, cujos dominios U cobrem M. Os dominios U

dos sistemas de coordenadas x € U/ sdo chamados as vizinhangas coordenadas de U.

Exemplo 2.3.1. Seja ¢ : U, — U uma parametrizacdo do subconjunto aberto U, contido na
superficie M™ C R™. O homeomorfismo inverso x = ¢\ : U — Uy é um sistema de coordenadas

locais em M. Esses sistemas de coordenadas formam um atlas de dimensdo m sobre M.

Dados os sistemas de coordenadas locais x: U — R™ e y: V — R em uma variedade
topoldgica M, tais que U NV # 0, cada ponto p € U NV tem coordenadas x;(p) e yi(p) em x e y,

respectivamente.
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A correspondéncia

(x1(p),x2(p), - xm(p)) = 1(P),y2(P),- -, ym(P))

estabelece um homeomorfismo ¢, = yox~! : x(UNV) — y(UNV) chamado de mudanga de
coordenadas.
Um atlas U sobre uma variedade topolégica M diz-se diferencidvel de classe CX

(k > 1) se todas as mudangas de coordenadas ¢y, x,y € U sdo aplicagdes de classe Cck.

Seja I/ um atlas de dimensdo m e classe C¥ em uma variedade topolégica M. Um
sistema de coordenadas z : W — R" em M diz-se admissivel relativamente ao atlas U/ se, para
todo sistema de coordenadas locais x : U — R™, pertencente a I/, com U NW # (, as mudancas
de coordenadas ¢y, e ¢, sdo de classe C¥. Ou seja, se I/ U {z} é ainda um atlas de classe C* em
M.

Um atlas U de dimenséo m e classe C*, sobre M, diz-se maximal quando contém

todos os sistemas de coordenadas locais admissiveis em relacio a U/.

Observacao: (Critério de compatibilidade)
Duas cartas (U;, §;) € (u;,¢;) sdo ditas C¥ compativeis se U;NU; = 0 (trivialmente compativeis)
ou, no caso U;NU; # 0, se:
- ¢;(UiNUj) e ¢;(U;NU;) sdo abertos em R";
— as mudangas de coordenadas ¢;; e ¢;; sdo de classe Cck.
Uma Estrutura Diferencidvel é um atlas maximal baseado neste critério de compati-
bilidade.
Uma Variedade Diferencidvel, de dimensio m e classe C* é um par ordenado (M, ),

onde M é uma variedade diferencidvel e I/ é um atlas maximo de dimensdo m e classe C¥ sobre M.

Exemplo 2.3.2. Toda superficie de dimensdo m e classe C*, M™ C R™, é uma variedade
diferencidvel de dimensdo m e classe CX, com o atlas U mdximo formado pelos sistemas de

coordenadas x : U — R™, inversos das parametrizacdes ¢ : Uy C R™ — U C M, de classe C*.

De fato, observe que toda superficie M C R" € uma variedade topoldgica de
dimensao m.

De fato, R" € um espago métrico e todo subconjunto de um espago métrico é métrico, logo
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M™ C R™ é métrico, e como todo espago métrico € espaco de Hausdorff e possui base enumeravel,
temos que M & um espago de Hausdorff e tem base enumeravel.

Como vimos acima, os sistemas de coordenadas que sdo os inversos das parametri-
zacdes em uma superficie M™ C R” formam um atlas de dimensdo m sobre M. Logo, sejam
x:U—R"ey:V — R" sistemas de coordenadas de U e ¢, : x(UNV) — y(UNV) sua mu-
danca de coordenadas com x e y inversos, respectivamente, das parametrizacoes ¢ : Uy — Vj e
v : Vg — V de classe CK. Como v : Vy — V é uma imersdo de classe C¥, como consequéncia
da forma local das imersdes, para cada p € V existe um aberto Z em R"”" que o contém e uma
aplicacdo C*, g: Z — R™ tal que g|(V NZ) = w~'. Seja p um ponto arbitrério de ¢ (Uy) C V,
entio y Lo =go¢: ¢~ !((U,)NZ) — R™. Resulta entdo que y~! o ¢ é de classe C* , pois
go ¢ sio de classe C¥. Portanto, o atlas I é de classe C* pois suas mudangas de coordenadas sdo
de classe C*.

Agora, para provar a maximalidade de U, seja z: W — z(W) C R™ um sistema de coorde-
nadas admissivel em relagdo a /. Entio w =z~ ! : z(W) — W é um homeomorfismo. Para
cada p € W existe uma parametrizacio ¢ : Uy — U, p € U C M, de classe C*. Como z é
admissivel, ¢ oy : z(UNV) = ¢~ (UNW) é um difeomorfismo de classe CX. Portanto,
dpo(p~'oy):z(UNW) — UNW é uma parametrizagio de classe C* de uma vizinhanga de p.

1

Como p € W §é arbitrdrio, segue-se que W =z~ ! é uma parametrizacio de classe C¥, isto é, z € U.

Entdo U € maximo.

Exemplo 2.3.3. O conjunto M = R" com topologia usual transforma—se em variedade diferen-
cidvel quando é munido de um atlas maximal de classe C* gerado pela carta (U =R", ¢ = id),

onde id denota a aplicagdo identidade, que no presente caso é representada por
id: R" — R"
XX

As coordenadas dos elementos do conjunto M = R" nesta carta sdo denominadas coordenadas

naturais do R".

Exemplo 2.3.4. Um subconjunto aberto M C R" e com estrutura gerada por (U =M, ¢ =id) é,
também, um exemplo de variedade diferencidvel n —dimensional, assim como, no caso de uma
variedade diferencidvel M"* qualquer, o dominio U C M de qualquer carta admissivel ¢ : U —V

com a estrutura gerada por esta é uma variedade diferencidvel.
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2.4 Folheacoes

Definiremos formalmente mais abaixo, mas intuitivamente falando, uma folheagao é
uma decomposi¢do de uma variedade em uma unido de subvariedades disjuntas e conexas, onde
todas as subvariedades possuem mesma dimensao, sendo denominadas folhas da folheacao.

O conceito de folheagao apareceu pela primeira vez de forma explicita no trabalho
de Ehresmann e Reeb (1962), motivado pela questdo de existéncia de campos de vetores com-
pletamente integraveis em variedades de trés dimensdes e hoje é uma drea bem desenvolvida
da Geometria e ocorre naturalmente em varios contextos, como na Geometria Simplética, nas
solucdes de Equacgdes Diferenciais e nos Sistemas Integraveis.

Para essa se¢do utilizamos essencialmente o livro Introducdo a teoria das folheagdes de Camacho

e Neto (1977).

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo m e classe C™.

Definicao 2.4.1. Uma folheacdo F de codimensdo p e classe C" estd definida por uma coleg¢do
de cartas locais

¢:i:Ui—V;CR"

tal que:
1. {U;} é uma cobertura aberta de M;
2. Se U;NUj # 0, as mudangas de coordenadas ¢;j = ¢;0 ¢, " : ¢;(UiNU;) — ¢;(U:NU;)
tém a forma ;;(x,y) = (h' (x,y),h*(y)), (x,y) € R*P x RP ¢ sdo de classe C".

Definicdo 2.4.2. As componentes conexas de (Pi_] (x,¥0), para (x,yo) € R""P x R? e yq constante

sdo chamadas de placas de U;. Elas sdo subvariedades mergulhadas de U; de codimensdo p.
Para r > 1 pode-se tomar a seguinte defini¢do equivalente a anterior:

Definicao 2.4.3. Uma folheagdo F de codimensao p e classe C" é dada por:
1. Uma cobertura aberta U = {U;} de M;
2. Para cada Uj, tem-se uma submersdo ¢; : U; — V; C RP;
3. ParaU;NU; # & tem-se, também, uma fungdo de transi¢do ¢;; : ¢;(U;NU;) — ¢;(U;NU;),

satisfazendo ¢; = ¢;;o ¢;.
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A demonstracdo da equivaléncia pode ser encontrada no livro de Camacho e Neto
(1977).
Observacao: As fungdes ¢;;, também chamadas de fungdes de passagem, sdo homeomorfismos.
Para r > 1, elas sdo, na verdade, difeomorfismos de classe C".

Note que no caso de ¢; submersao, temos que q)i_l (x) é uma placa, tal que x € R”.

Figura 1 — Folheacao

T
L/
s

P
IR S o) IR

\_/
bij

&:(LL)

Fonte: elaborada pela autora.

Definicao 2.4.4. Uma folha L é um subconjunto conexo dado pela unido maximal de placas de
F. Isto é, se L é uma folha e a é uma placa com oo N\ L # O entdo o« C L. Logo, toda folha é uma

subvariedade de codimensdo p e M é a unido disjunta dessas folhas de F.

Observe a seguinte imagem.
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Figura 2 —Placa e folha em uma folheagao.

Fonte: elaborada pela autora.

Portanto, de grosso modo, uma folheac¢ao € uma divisdao de uma variedade M em
subvariedades imersas, de codimensdo p. A condi¢do de compatibilidade entre ¢; € ¢; garante
que os niveis dessas fungdes coincidem na intersecdo e, portanto, temos uma decomposi¢cdo (ndao

s6 de U;, como de U; UU; e, de modo geral, de M) em subvariedades imersas de codimenséo p.

Exemplo 2.4.1. Sejam M e N variedades diferencidveis de dimensdo m e n respectivamente
e f: M — N uma submersdo qualquer. Pelo teorema da forma local das submersoes, as
componentes conexas das subvariedades f~'(c), ou seja, das fibras de f definem uma folheagdo
de codimensdo n e classe C". As folheagoes associadas a submersoes sdo chamadas de folheagoes
simples e quando as folhas dessas folheagées sdo conexas, elas sdo chamadas de estritamente

simples.
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Figura 3 — Forma local das submersdes.

U R"

VxW [ W
foh:(z,w) w c= f(p)

(a,¢)

Rm

Fonte: Lima (2012).

O exemplo seguinte foi extremamente relevante para o desenvolvimento da teoria das
folheagdes e deu origem ao conceito de Meia Componente de Reeb, conjunto que definiremos
mais adiante e que foi fundamental na demonstracao do Resultado de Injetividade, tema dessa

dissertagdo.

Exemplo 2.4.2. (Folheagdo de Reeb) Sejam ot: R — R uma aplicacdo e € > 0 tais que
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Figura 4 — Gréfico de o

T

Fonte: elaborada pela autora.

Considere agora uma submersdo f : R?> — R definida como f(x,y) = o(x?)e’. As

curvas de nivel de f formam uma folheacdo de classe C* do R?. Observe que as folhas contidas

em (—1,1) x R podem ser parametrizadas por ¢(x) = (x,In ﬁ) comx € (—=1,1),c>0e

f~Y(c) uma folha. Além disso, {—1} x R e {1} x R sdo duas componentes conexas de f~1(0).

Figura 5 —Folheagdo de Reeb

10 f710)
Fonte: elaborada pela autora.

Girando a faixa |x| < 1 em volta do eixo y obtemos uma folheagdo de um cilindro

solido invariante por translagdo ao longo do eixo y, para obter uma Folheagdo de Reeb para o
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cilindro sélido basta considerar (como aplicacdo direta no exemplo anterior) M =R3, N =R e

f:R?® = R definida como f(x,y,z) = a(r?)é%, onde r* = x> +y°.

Figura 6 —Folheacdo de Reeb do Cilindro

10 10

Fonte: elaborada pela autora.

Lema 2.4.1. (Lema da Trivializacdo global) Seja F uma folheacdo de classe C", com r > 1
e codimensdo n de uma variedade M de dimensdo m e D" o disco unitdrio em R". Seja
A1 — M, onde I = |a,b], um caminho continuo e injetivo cuja imagem estd contida numa
folha F de F. Entdo, existe uma vizinhangca V contendo A(I) e um difeomorfismo de classe
C', h: D" " x D" —V, que leva as folhas de D" x D" induzidas pela projecdo na segunda

coordenada my : D" x D" — D" nas folhas de F restritas a'V.
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Figura 7 — Lema da Trivializa¢do Global

Fonte: elaborada pela autora.

O Lema da Trivializagdao Global ¢ demonstrado no livro de Camacho e Neto (1977)
Note que, pelo lema anterior, dado um caminho continuo A : I — M cuja imagem
estd contida numa folha da folheagdo, pode-se construir uma vizinhanga V de A (I) constituida

por folhas de F restritas a V. Observe que hé certa semelhanga com a defini¢do de vizinhanca

tubular, portanto, chamamos V de Vizinhangca Tubular Longa de A(I).
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3 RESULTADO PARCIAL DE INJETIVIDADE

Nesse capitulo provaremos a versdo parcial do Resultado de Injetividade, mas antes
disso, teremos algumas secdes introdutdrias, para serem apresentadas algumas defini¢des e

proposi¢des importantes para a demonstra¢do do teorema.

3.1 Meia componente de Reeb

Definicio 3.1.1. Sejam a > 0 e 6,7 : [—a,a] — R? curvas injetivas de classe C°, tais que

6(0) = y(0) = (0,0). Diz-se que y é transversal a o em c(0) = y(0) se existem € > 0, vizi-

nhangas Ve U de (0,0) em R? e um homeomorfismo H : V — U tal que ¥t € R com |t| < €, tem-se
Hoo(t) = (t,0) e Hoy(t) = (t,1).

Definicdo 3.1.2. Sejam a > 0 e 6,7 : [—a,a] — R? curvas injetivas e classe C°, tais que
c6(0) =v(0) = (0,0). Diz-se que y é tangente a 6 em 6(0) = y(0) se existem € > 0, vizinhangas

Ve Ude (0,0) em R? e um homeomorfismo H : V — U tal que ¥ t € R com |t| < €, tem-se

Hoo(r) = (1,0) e Hoy(t) = (t,(y(1)),

onde y(t) > 0 e y(0) =0. Além disso, se for possivel tomar y(t) =

t

, diz-se que a tangéncia

é genérica.



31

Figura 8 —Ponto de: 1-Tangéncia, 2-Tangéncia genérica, 3-Transversalidade

Hoy HOO'

Fonte: elaborada pela autora.

A tangéncia acima € chamada de tangéncia topologica e refere-se a relacdo de
proximidade entre duas curvas ou objetos geométricos em termos de sua configuragdo espacial.
Mas em termos de derivadas, duas curvas sdo tangentes em dado ponto, se a derivada de suas
parametrizagdes coincidem nesse ponto, ou seja, as curvas estdo se movendo na mesma dire¢ao
e com a mesma taxa de variacdo em um ponto especifico.

Logo, se considerarmos curvas de niveis f = ¢ e g = d, com parametrizacdes ¢ e 3, respectiva-
mente, entio temos que V£ (B(7))-B(t) = f(o(t)) - a(t) = 0 se e somente se (t) = B(t) for

um ponto de tangéncia entre as curvas de nivel.

Exemplo 3.1.1. Considere f =y e g =y —x. Nesse caso ndo hd tangéncia topoldgica entre as

curvas de nivel, mas hd tangéncias em termos de derivadas.
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Figura 9 — Tangéncia entre curvas f =1e g= 1.

A

Fonte: elaborada pela autora.

Nesse mesmo contexto, duas curvas sao consideradas transversais quando elas se
intersectam de forma ndo tangente, ou seja, quando, em cada ponto de intersecdo, suas derivadas

sdo linearmente independentes.

Definicao 3.1.3 (Secao transversal para folheacdes). Seja X uma subvariedade de M. Dizemos
que X é transversal a F quando ¥ é transversal a todas as folhas que ela toca. Quando

dim(¥) +dim(F) = dim(M), dizemos que ¥ é uma seg¢do transversal a F.

No caso de folheacdes, como cada folha € uma subvariedade, quando falar que as
folheacdes sao transversais, significa dizer que cada folha de uma folheacao é transversal a cada

folha de outra folheacdo, nos pontos onde se tocam, logo ndo hé pontos de tangéncia.

Figura 10 — Folhas tangentes e transversais

Fonte: elaborada pela autora.
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Lema 3.1.1. Se um caminho o intersecta uma mesma curva de nivel de g em pontos distintos
p1=0(t1) e pr = 0(tz) entdo existe t € (t1,12) tal que a(t) = g € um ponto de tangéncia entre

o e F(g).

Demonstragdo. De fato, se g(p1) = g(p2), logo possui um ponto ¢ de maximo ou minimo no
intervalo (t1,t;). Ou seja, existe ¢ € (t1,12) tal que foa(t)' =0, ou seja Vg(a(1)).(a(t)) = 0.

Portanto, o tangencia F(g) em g = (). O

Figura 11 —Ponto de tangéncia

]RZ

Fonte: elaborada pela autora.

Portanto, se o estd contida numa folha de uma folheagdo F(f) e intersecta uma
mesma curva de nivel de g em pontos distintos, logo existe um ponto de tangéncia e consequen-

temente as folheacdes ndo serdo transversais.

Para o que segue, definiremos o Espectro de uma aplicacao.

Definicao 3.1.4. Seja F : R" — R" uma aplicacdo diferencidvel. O Espectro de uma aplica¢do

é o conjunto dos autovalores de sua derivada, ou seja,
Spec(F) = {x € C; x é autovalor de DF,,, p € R"}.

Exemplo 3.1.2. Seja F = (x2 + y2,2xy) para calcular seu espectro precisamos resolver a
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equagdo caracteristica: Det|DF (x,y) —AI| =0

2x 2y A O 2x—A 2y
DF (x,y) — Al = — .
2y 2x| |0 A 2y  2x—A

Logo, temos que A; = 2x —2y e Ay = 2x+ 2y sdo autovalores da Derivada para p = (x,y), ou

seja, Spec(F) = {2x —2y,2x+2y; (x,y) € R?}.

Definicdo 3.1.5. Considere a aplicacdo hy: R*\ {(0,0)} — R? dada por hy(x,y) = xy e o
conjunto B = {(x,y) € [0,2] x [0,2];0 <x+y < 2}.
Seja F = (f,g): R?> = R? uma aplicagdo diferencidvel tal que 0 ¢ Spec(F). Dado h € {f,g},
diz-se que A C R? é uma Meia Componente de Reeb (mcR) de F (h) se existe um homeomorfismo
H : B — Aentre F(hy)|p e F(h)| 4 tal que: (Observe a imagem)
i) O segmento B3 = {(x,y) € B;x+y =2} é levado por H em uma se¢do transversal a
folheacdo F(h) no complemento de H(1,1). Tal se¢do é chamada de face compacta de A.
ii) Os segmentos By = {(x,y) € B;x=0} e B, = {(x,y) € B; y =0} sdo levados em meias

trajetorias de F(h), chamadas faces ndo compactas.
Figura 12 — Meia componente de Reeb

H
—
ST T \
1,1) 'S (5

A

/

By

(

Fonte: elaborada pela autora.

3.2 Teorema de Cernavskii

Para provar que dada uma aplicacio F = (f,g) : R> — R? diferenciavel, tal que
para todo p € R?, a derivada DF(p) é nido singular, as folheagdes F(f) e F(g), induzidas
pelas componentes de F' serdo transversais, apresentaremos o Teorema de Cernavskii, que é,
de certa forma, uma versao do Teorema da Funcao Inversa para aplicacdes diferencidveis, nao

necessariamente de classe C!.
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Teorema 3.2.1 (Cernavskii). Seja U um aberto de R*> e F = (f,g) : U — R? uma aplicacéo
diferencidvel, tal que ¥p € U, DF (p) é ndo singular. Entdo, Vp € U, existe uma vizinhanca

V=V(p)ee=¢€(p)>O0tais que FIV:V = (f(p) — &, f(p) +€) x (g(p) —€,8(p) +€) éum

homeomorfismo.

Figura 13 — Teorema de Cernavskii

R !
Vv Fly 8(p) + & [ 5
P /\ o(p) 4 -F(p)
: gp) - ¢ .................
) -c f'@)f(pﬁ :

Fonte: elaborada pela autora.

O Teorema de Cernavskii pode ser encontrado em Cernavskii (1964), Cernavskii
(1965).
Observacao:
i. Para o que se segue, ao se referir a uma folheacdo sem singularidades, significa que ela
divide a variedade toda, sem furos, ou seja, sem singularidades.
ii. A restricdo g|; ser estritamente mondtona, significa que g € injetiva ao longo da folha.
iii. Lembre-se que folheacdes F(f) e F(g) sdo transversais se, e somente se, os gradientes

V f e Vg nao sdo paralelos em nenhum ponto do dominio.

Coroldrio 3.2.1. Seja F = (f,g) : U C R?> — R? uma aplicagdo diferencidvel tal que para todo
p € U, DF, é ndo singular. Entdo as curvas de nivel de f, f~Yconstante), constituem uma
folheagdo CY, sem singularidades, F(f) sobre U , tal que se L é uma folha de F(f), entdo g| é

estritamente mondtona. Em particular, F(f) e F(g) sdo transversais entre si.

Demonstragdo. Pelo teorema anterior, para cada ponto p do dominio de F existem vizinhancas
Up de p e Vx(,) de F(p), tais que F|y, : Up — Vp(,) € um homeomorfismo, formando assim,
um sistema de coordenadas (U, F|y,). Como a unido dos abertos U, cobre U, o conjunto
{(Up,Fly,)} é um atlas de U. Observe que para U, NU, # 0 para p # g € U tem-se que a
mudanga de coordenada F|y, o F~! Ve (6Y) = (x,), V(x,¥) € V(p) NV € a identidade,
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portanto, é um difeomorfismo da forma (h(x,y),h2(y)) = (x,y), onde hj(x,y) e ha(y) sdo
difeomorfismos.
Como Fy,(x,y) = Fly,oF -1 |V, (X,) preserva os niveis de f e g temos que eles compdem as
folhas das folheacdes F(f) e F(g) do R?, respectivamente.

Como podemos fazer isso para todo ponto p € U, as folheagdes ndo possuem
singularidade.

Devemos mostrar agora que g|z, com L uma folha de F(f), é estritamente monétona.
Para isso, suponha que ndo seja, portanto que existam py,p, € L com g(p;) = g(p2) = ¢, logo
8l[p,,p,) POSsUi um valor de mdximo ou minimo em um ponto p em (p1, p2) C L, suponha que
g(p) = g seja maximo. Contudo, pelo teorema anterior, dado um ponto p em R?, existe uma
vizinhanga U, e € < 0 tal que F|y, : U, — (f(p) —&,f(p) +€) x (¢(p) —€,8(p) +€) é um
homeomorfismo, contudo, a restri¢io ndo seria injetiva tendo em vista que f|; é constante e para

qualquer € existiriam dois pontos que teriam o0 mesmo valor em f.

Figura 14 — f e g restritas a L
2
R f

4 /(D)

gp) q g(;’z) g

Fonte: elaborada pela autora.

Para provar que as folheagdes F(f) e F(g) sdo transversais, suponha que em um
dado ponto p € U existam folhas Ly de F(f) e L, de F(g) que se tangenciam no ponto p. Como
f e g sdo diferencidveis e Ly estd contida em um nivel de f e Ly estd contida em um nivel de g,

conclui-se que seus vetores gradientes V f e Vg s@o paralelos no ponto p. Entao o
det(DF (p)) =det =0

O que é um absurdo, logo as folheagdes F(f) e F(g) sdo transversais. O]
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Corolario 3.2.2. Seja F = (f,g):U C R? — R? uma aplicacdo diferencidvel tal que para todo
p € U, DF), é ndo singular. Se F ndo for injetiva, ou seja, se existirem dois pontos p e q tais que
F(p) =F(q) = (c,d), teremos que p e q pertencem a diferentes componentes conexas de ambas

fHe)eg ' (d).

Demonstracio. De fato, se p e ¢ pertencem a mesma componente conexa L de f~! (¢) (para
g~ '(d) é andlogo). Entdo, pelo Coroldrio 3.2.1 a componente conexa g|; ¢ estritamente moné-

tona, ou seja, injetiva quando restrita a folha, portanto ndo poderiamos ter g(p) = g(q) = d.

Figura 15 —Folhas distintas

R? ) gl R 1% W

Fonte: elaborada pela autora.

Corolario 3.2.3. Seja F = (f,g) : U — R? uma aplicacdo diferencidvel definida em um conjunto
conexo U C R? tal que Vp € U, DF (p) é ndo singular. Se os inversos de f ou de g sdo conexos,

entdo F é um homeomorfismo sobre sua imagem.

Demonstragdo. De fato, pelo Teorema de Cernavskii, F € um homeomorfismo local, para que
ele seja um homeomorfismo global, bastando provar a injetividade de F, a qual é consequéncia

direta do Corolario 3.2.2. L]

3.3 Existéncia e rotacio da meia componente de Reeb

Proposicio 3.3.1. Seja F = (f,g) : R> = R? uma aplicagdo diferencidvel e semialgébrica
tal que O & Spec(F). Se F ndo ¢ injetiva, entdo tanto F(f) quanto F(g) possuem meias

componentes de Reeb.
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Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que F(f) ndo tenha meia componente de Reeb.
Como F nao € injetiva, sem perda de generalidade, suponha que existem pontos distintos
p1,p2 € R? tais que F(p1) = F(p2) = (¢,d). Seja oy, parai € {1,2}, a folha de F(f) passando
por p;. Pelo Corolério 3.2.2, o e o, sdo folhas distintas de um mesmo nivel.
Seja Q(p1, p2) o conjunto dos arcos compactos de R? cujos pontos extremos sio p; e pa € que
sejam transversais a F (f) em {py,p2}. Sejal” € Q(py, p2) um elemento que minimiza o nimero
de tangéncias com F(f).
Observe que:

i) Sempre héd pelo menos um ponto de tangéncia g entre I e F(f).

ii) O conjunto das tangéncias entre I' e F(f) € finito. Portanto, todas as tangéncias sao

genéricas.
De fato, se parametrizarmos esse trecho de I" entre p; e p, por uma curva y: [0, 1] — I suave tal
que 7(0) = py e y(1) = py, pelo Lema 3.1.1, teremos um ponto de tangéncia entre y e F(f).
No caso de ii), considere agora Y uma curva semialgébrica, observe que o conjunto

A das tangéncias de I' com as curvas de nivel de f, A ={r € (0,1); Vf(y(t))-Y(r) =0}, é
semialgébrico, portanto, sendo um subconjunto dos reais temos que A € a unido finita de pontos
e intervalos. Agora, em cada um desses intervalos f3; de A, temos que f3; é imagem de um
caminho ¥ : I; — ¥, como f; estd contido numa folha de F(f), pelo Lema da Trivializagdo
Global, existe uma vizinhanga V; de B; = ¥;(I;) e um homeomorfismo % entre o cartesiano de
intervalos I x I C R x R e V;. Portanto, agora olhando para a placa longa I x I, podemos substituir
a curva h(y;(I;)) por uma A; que € transversal as folhas a menos de uma quantidade finita de
tangéncias, tomando a inversa de # temos 4~ !(A;) uma curva com uma quantidade finita de
pontos de tangéncia (mais especificamente 3) com as curvas de nivel de f. Se fazemos isso para
todos os intervalos de tangéncia, teremos, ao total, uma quantidade finita de pontos de I" que

tangenciam as curvas de nivel de f.
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Figura 16 — Tangéncia finita entre I" e F(f)

h
Vi

Fonte: elaborada pela autora.

Afirmacdo 1: o; N\I'= {p;} comi € {1,2}.

Suponha, por contradi¢o, é possivel encontrar um r € I'\ {p1, p2} € um subintervalo fechado o

de ay, com extremos p; er, tal que a; NI" = {py,r}.

Considere, primeiro, o caso de I ser transversal a a; em r. Sejam J; a componente conexa de

'\ {r} que contém p; e p» a componente conexa de I'\ {r} que contém p,. Assim aU7, é

um arco conectando p; e p;, e 71 tem ponto de tangéncia com F(f). Basta observar que como

71 € transversal a o em {p; }, existe pelo menos algum ponto ry de ; onde f(rp) difere de

f(p1) = f(r), pelo lema anterior neste ponto, y; seria tangente a F(f).

Figura 17 —I" transversal a ; em mais de um ponto

P2

a Ay

Fonte: elaborada pela autora.
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Veremos agora que é possivel obter de & U 79> um novo arco pertencente ao Q(p1, p2),
de forma que esse arco possua menos tangéncia com F(f) do que I
Dado um caminho ¥ : I — R? cuja imagem est4 contida numa folha da folheacdo F(f), mais
especificamente, um caminho cuja imagem seja @, pelo Lema da Trivializacao Global, € possivel

construir uma vizinhanga V de (1) constituida de folhas de F(f) restrita a V.

Figura 18 — Vizinhanga tubular longa de o

p2

[4%)

Fonte: elaborada pela autora.

Agora, tome a vizinhanga V de y(I) e note que dado um ponto r’ € NV, € possivel
tomar um caminho o/, ligando p a 7/, transversal 2 F(f) . Assim, a curva composta por o’
unida com a por¢do [/, p2] de 7», consiste em um novo arco, obtido de o’ U 9>, que possui menos
tangéncia com F(f) do que I'.
Logo o fato de I" ser transversal a outro ponto r além de p; em alguma ; contradiz a maximali-

dade deT.
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Figura 19 — o’ com menor tangéncia que

p2

a1 (%)

Fonte: elaborada pela autora.

No caso de I ser tangente a ¢¢; em r, a demonstracdo € bem parecida com a anterior.

Como s6 ha tangéncia genérica, temos que podemos dividir F|[ ] em duas componentes

P1,P2

conexas Y] € . Assim como nos argumentos do caso anterior, y; possui ponto de tangéncia com

F(f).

Figura 20 — Vizinhanca tubular longa da curva o que tangéncia I no ponto r

Fonte: elaborada pela autora.

Utilizando o Lema da Trivializagdo Global, podemos encontrar um arco ¢’ numa
vizinhanga V de o que ndo tangencia as folhas de F(f) em V e que liga p; a um ponto ' de

1 NV. Logo, encontramos um arco I =T\ [py, po] U@’ U[r, p] com menos tangéncia com a



42

folheacdo que I', o que € um absurdo, provando assim a Afirmagao 1.

Figura 21 — o’ com menor nimero de tangéncia que o

P2

0%

Fonte: elaborada pela autora.

Analisando, agora, as trajetérias de F(f) em torno de ¢. Pelo Lema da Trivializagdo
Global aplicada na folha de F(f) que tangencia I" é possivel ver que existem subintervalos
fechados [p,q|,[q,t(p)] de ', com [p,q|N[g,t(p)] = g e um homeomorfismo T : [p,q| — [q,1(p)]
tal que:
i) T(q) =qgeVxe (p,q), existem arcos de trajetérias [x, T (x)]r de F(f) comecando em x,
terminando em T'(x) e intersectando transversalmente I" exatamente em {x, 7 (x)}.

ii) A familia {[x,7(x)]s;x € (p,q)} depende continuamente de x e tende a {¢} quando x

converge para q.
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Figura 22 — Arcos [x, T (x)]r ligando x a T (x)

[X, T(x)]f

o)

Fonte: elaborada pela autora.

De agora em diante, suponha que [p,g] seja maximal com respeito a i) e ii). Ou seja, que [p,q] é
o maior intervalo tal que nele valem as propriedades i) e ii).

Afirmaggio 2: {p,T(p)} N {p1,p2} =0

E facil ver que nio se pode ter {p,T(p)} N {p1,p2} = {p,T(p)}, pois se houvesse
essa igualdade o e o seriam as faces ndo compactas de uma meia componente de Reeb A, da
qual T restrito a [py, p»| seria a face compacta. Logo, chegamos no absurdo de que F(f) teria
uma mcR A, pois pelo Corolério 3.2.3 temos que F| 4 € um homeomorfismo para o subconjunto

F(A) C R? que é homeomorfo ao conjunto B, como pode ser visto na imagem abaixo.
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Figura 23 — Homeomorfismo entre A e B

g
[x/T(x)]f
Fla
- >
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1 /A ) T
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1,1

!

Fonte: elaborada pela autora.

Agora, basta mostrar que ndo se pode ter {p, T (p)} N{p1,p2} = {p}, ou ainda, sem
perda de generalidade, que ndo se pode ter p = py.
Novamente por absurdo, suponha que p = p;. Considere a folha oz de F(f) uma das compo-
nentes conexas de f = ¢ que contém o ponto 7'(p), logo a; N a3 = 0. Pela mesma justificativa

da Afirmagdo 1, TNaz ={T(p)}.
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Figura 24 — Meia componente de Reeb composta por ¢, oz e I’

[xr T(x)]f
pP=p1)
7 T ﬂ_. P2 /F
(451

Fonte: elaborada pela autora.

Logo, da mesma forma que acima, tem-se que Q3 e o sdo faces ndo compactas de
uma meia componente de Reeb, cuja face compacta € a por¢ao da curva I compreendida entre

as mesmas. Absurdo!

Figura 25 _{p7T(p)}m{plap2} =0

[x, T(x)]f

T(p) |p2

Fonte: elaborada pela autora.

Afirmacio 3: Nao existe arco de trajetéria [(p, T (p)] s de F(f) conectando p e T(p)
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tal que a familia {[x, T (x)]r; x € (p,q|} se aproxima continuamente de [p,T (p)]r quando x — p.

Suponha que exista. Entfo, usando a maximalidade de [p,q|, conclui-se que
[p,T(p)]s é tangente a I em pelo menos p ou T(p). Pois, caso o arco fosse transversal a
I" nos dois extremos existiriam vizinhangas destes pontos tais que o dominio e o contradominio

de T pudessem ser estendidos, violando assim a maximalidade do intervalo [p,g].

Figura 26 — Arco ligando p e T(p) com tangéncia em T'(p)

[x/ T(x)]f

T() |po T

Fonte: elaborada pela autora.

Nessas circunstancias, supondo que existe tangéncia em 7 (p), utilizando a vizi-
nhanca longa do Lema da trivializag¢do global, pode-se encontrar uma curva y que conecta um
ponto p’ € [p1,p] C T em um ponto ¢’ € [T(p),p2] C T que é transversal 2 ' em p’, ¢’ e em
outro ponto entre g e T(p) e transversal as folhas de F(f). Agora, unindo I"\ [p’,¢'] com 7]}y 41

obtemos uma curva I, como pode-se observar na imagem a seguir.



47

Figura 27 — Vizinhanga tubular longa entre p; e p»

AN /IO
AN AR AN

Fonte: elaborada pela autora.

Figura 28 —Curva ligando p’ e ¢

pi|p P |-

Fonte: elaborada pela autora.

Portanto, existe outra curva I" € Q(p, p2) com menos tangéncia com a F(f) que T,
o que contradiz a minimalidade de I" e assim chegamos numa contradi¢do. Portanto, conclui-se

que ndo existe um arco da folheagdo ligando p e T (p).
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Figura 29 —I"" com menos tangéncia que I’

P1

T(p) P2

Fonte: elaborada pela autora.

Logo, com a prova da ultima afirmagdo, temos que o subintervalo [p,q]U|[q,T (p)]
¢ a face compacta de uma meia componente de Reeb de F(f) constituida dessa face, de duas
trajetorias da folheagdo, oy, e ot7(,) comecando em p e T(p), respectivamente, as quais sao as
faces ndo compactas, juntamente dos arcos [x,T(x)] com x € (p,q].

Este absurdo completa a demonstracao da proposi¢ao.

Figura 30 — McR formada por I'f, 7(,)] , € componentes conexas de f = c que tocam p e T(p).

pl1 P L
q h"_(ﬁpz r

Fonte: elaborada pela autora.

Para o caso da folheagdo F(g), a demonstracdo é andloga. [
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Exemplo 3.3.1. A existéncia de meia componente de Reeb ndo implica na ndo injetividade.
De fato, veja que F(f,g) = (a(y)(x* —1),a(y)(x* +x — 1)), para a(y) > 0 e com d'(y) > 0
uma funcdo semialgébrica. A aplicagcdo F é injetiva e tanto F(f) quanto F(g) possuem meia

componentes de Reeb, basta pegar os niveis para F (x,y) = (0,0).

Para a proposicao a seguir, considere Fg = (fg,89) = Rgo (f,g)oR_g, 0 € R, com

Rg arotagdo linear

cos® —senb

D>
I

sen@ cosO

Observe que ao rotacionar F, no dominio e na imagem, o Espectro € mantido, ou

seja, Spec(F) = Spec(Fy).

Lema 3.3.1. Seja K um subconjunto compacto de R>. Dado € > 0, existe § > 0 tal que, se
1011 <&, [lf(x) — fo(Re(x))]| <e.

Demonstracdo. Como (fg,29) = Rgo(f,g)oR _g,10go fg = (cosOf —senBg)oR_g e assim,

lim fg(Rg(x)) = lim ((cos@f —senBg)oR_goRg(x)) = lim(cosOf —senBOg)(x) = f(x)
6—0 6—0 0—0
Como queriamos demonstrar. 0

Proposicio 3.3.2. Sejam F = (f,g) : R?> — R? uma aplicacdo diferencidvel, ndo injetiva tal
que 0 & Spec(F) e A uma meia componente de Reeb de F(f). Se a projecdo na primeira
coordenada de A, T11(A), € limitada, entdo existe um € > 0 tal que para todo 6 € (—¢,¢)\ {0},
a folheagdo F(fo) tem uma meia componente de Reeb, denotada por Ay, tal que I11(Ag) é um

intervalo de comprimento infinito.

Demonstragdo. Para iniciar a demonstra¢do provaremos, primeiramente, a seguinte afirmacao.
Afirmacdo 1: Dado 6 € R tal que 0 # %F,Vm € Z. A folheagdo F(fg) € transversal a Rg (F(f)).
Seja o : (a,b) — R? uma curva injetiva contida numa folha de F(f).

Observe que (fg,89) = Rg o (f,g) o R_g, pode ser escrito como

cos@ —senf f cos® senf
(fo,80) =

senf cos6 g —senO cos6
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Assim, (f,80)(Rgo0(t)) =Rgo(f,g)oR_goRgo(t) =Rgo(f,g)oa(t) € dado por

(forgo)(Rooafey) = | ©0 ~0 | [0
sen® cos6 gla(r))
Portanto, fg(Rgoa(t)) =cosO f(o(r))—senOg(c(r)) e gg(Rgoat(t)) =sen O f(a(t))+cosOg(a(t)).
Logo, como f(a(t)) é constante e, pelo Coroldrio 3.2.2, g(o(t)) € estritamente monétona, tere-
mos que fg(Rg o ¢(t)) é estritamente mondtona. Portanto, F(fy) € transversal a Ry (F(f)).
Do mesmo modo, pode-se demonstrar que F(gg) € transversal a Ry (F(f)).

Sejam r e s as faces ndo compactas de A tal que r C o) e s C ap s3o0 componentes
conexas de uma curva de nivel de F(f). Seja y: (—a,1+a) — R?> com 0 < a < | uma curva
continua injetiva tal que 7| 0,1 € a face compacta de A. Agora considere, as fungdes continuas
hi = foV(—aa) € h2 = foVl(1-a1ta), como hi(0) = f(¥(0)) = f(¥(1)) = hz(1), existe um

0 < 0 < a suficiente pequeno tal que a fungéo

¢@:[-6,8] = (1 —a,1+a)

s hy " Lohy(s)

esteja bem definida. A fungdo ¢ € continua, injetiva e inverte orientacdes e satisfaz:
ar) ¢(0)=1;
az) f(¥(s)) = f(¥((s))) paras € [-8,];
az) Paras € (0, 0] existe um arco de trajetéria 7| ¢(s) C Ade F(f) tal T|(s) =T[y(s),y(d(s))]
conecta y(s) e Y(@(s)).



51

Figura 31 —Funcgdo ¢.

G hd [} o)
—a 0 a 1-a 1 1+4a
A

walll

Fonte: elaborada pela autora.

Logo tem-se uma relagdo de ordem entre as imagens de f, como pode-se ver abaixo.
Figura 32 —Relacdo de ordem entre as imagens de f.

E) A D)
D @ i@ :

(e N

m
AN

fh’ Q- a)) fw (ﬂ) f S Qo M)

Fonte: elaborada pela autora.

Para que a projegdo I (Ry(.A)) seja ilimitada, pode-se utilizar um 6 > 0 bem pe-

queno, portanto tomando um valor conveniente para 6 tal que IT; (Rg(s)) e IT; (Rg(r)) contenham
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um intervalo de comprimento infinito.

Figura 33 —Rotacio de A.

Rgy

Fonte: elaborada pela autora.

Pela transversalidade de F(fy) € Rg(F(f)) e pelo Lema 3.3.1 , para 6 pequeno
o suficiente, pode-se conseguir de maneira andloga a feita acima, uma fungio ¢@y: [—5,8] —
(1 —a, 1+ a) continua que inverte orientac¢des tal que fg(Rg(Y(s))) = fo(Rg(Y(pg(s)))) para
s €[-0,6].

Portanto, tem-se a seguinte relacdo de ordem entre as imagens de fy.

Figura 34 —Relagdo de ordem entrem as imagens de fg.

N M
¢ 5%
‘S%& : iea@‘ewK o

QO

sl &

L

- ;)3 )
foa® foo R

Fonte: elaborada pela autora.
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Como y([—9,6]) e y([¢(—5),¢(0)]) sdo compactos, pelo Lema 3.2.2, temos que
para 0 préximo a zero, a imagem de fy(x) se aproxima a de f(x), para x € y([—6,8]) U
Y([¢(—8),0(5)]). Portanto, segue que:
b1) Re(1((3))) € Ro(¥(1 —a,1));
by) @g(=6)>1.

Suponha que Rg (y(%)) e Ry (y(qo(g))) pertencam a folhas distintas de F(fy). Nesse
caso, basta utilizar uma demonstrag@o analoga a realizada na Proposi¢do 3.3.1 e encontraremos
uma meia componente de Reeb Ay de F(fy) dentro de Rg(.A), sabendo que IT;(Rg(A)) é um

intervalo de comprimento ilimitado, entdo IT; (.Ag) também serd ilimitado.

Figura 35 — Meia componente de Reeb .Ag de F(fg) dentro de Ry (.A)

Rg(R)

Fonte: elaborada pela autora.

Agora, se Ry (y(g)) e Ry (y((p(g))) pertencem a uma mesma folha de F(fp), pelo
Lema da Trivializagdo Global, conseguimos uma vizinhanca tubular longa de folhas de F(fy)
transversais a . Ou seja, existe oy € (—9, %] tal que:
c1) paratodo s € [0y, g] existe um arco de trajetéria T'| ¢, (s) de F(fp) ligando Rg(I'(s)) e
Ro(T(@5(s)).
Observe que 6g > —3, pois se existisse um arco T'| s, (—6), terfamos uma folha
fo = c de F(fp) que intersecta uma mesma folha de Rg(F(f)) duas vezes e, portanto, iria de

encontro a transversalidade provada na Afirmagdo 1.
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Figura 36 —Caso exista um arco 7|7, (—90).

R
ey 7

o

Fonte: elaborada pela autora.

Logo, as folhas de F(Fp) em Rg(y(—98)) e Rg(Y(pg(—05))) sdo disjuntas e, portanto,
assim como provado na Afirmacao 2 da Proposicao 3.3.1, temos uma meia componente de Reeb

Ag contendo Rg(.A). Portanto, IT; (Rg(A)) C IT;(Ag) é ilimitada. O

Figura 37 —Meia componente de Reeb .44 contendo Ry(.A)

Fonte: elaborada pela autora.

Observacao: Veja que para essa proposicao valer é necessdrio que a rotagdo seja

bem pequena, pois um exemplo de que se vocé fizer uma rotacdo muito grande vocé pode perder
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a meia componente de Reeb € o seguinte:

Exemplo 3.3.2. Considere a mesma aplicacdo apresentada no Exemplo 3.3.1, F = (f,g) =
(a(y)(x* — 1),a(y)(x* + x — 1)). Tanto as curvas de nivel de f quanto de g possuem meia
componentes de Reeb, contudo ao rotacionar F compondo com G = (y%x, y%) temos que a
folheagdo a primeira coordenada fica igual a a(y)x cujas curvas de niveis sdo grdficos de

fungoes e, portanto, sdo conexas.

3.4 Resultado parcial de injetividade

Teorema 3.4.1. Seja F = (f,g) : R? — R? uma aplicacdo diferencidvel e semialgébrica. Se,

para algum € > 0, Spec(F) N (—¢€,€) = 0 entdo F ¢ injetiva.

Demonstragdo. Suponha que F nao seja injetiva. Logo existird um ponto (c,d) da imagem tal
que pelo menos dois pontos (x1,y1) € (x2,y2) do dominio serdo levados por F em (c,d).
Observe que, pelo Corolério 3.2.1, as curvas de nivel de f e g formam folheacdes de classe C¥ e
se L for uma folha de F(f), |, serd estritamente mondtona. Como consequéncia desse coroldrio
temos que o nivel f = ¢ serd desconexo, pelo Corolério 3.2.2.

Pela Proposicdo 3.3.1, como F nio é injetiva e 0 € Spec(F) entdo F(f) possui uma meia com-

ponente de Reeb A.

Figura 38 —Meia componente de Reeb A de F(f)

>~ f

Fonte: elaborada pela autora.

Agora seja IT; : R — R uma projecio ortogonal na primeira coordenada.
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Compondo com a rotagao, se necessario, podemos assumir que IT; (A) é um intervalo ilimitado.

Para simplificar vamos supor [c,o0) C IT;(A).

Para o que se segue utilizaremos o seguinte teorema de Geometria Semialgébrica,

cuja demonstrac¢ao pode ser encontrada no livro de Coste (2002).

Teorema da Monotonicidade: Seja ¢ : (a,b) — R semialgébrica. Entdo existe uma
parti¢do finita a = ap < a; < ... < a, = b tal que em cada intervalo (a;,a;+1) ¢ é continua e,
além disso, é constante ou estritamente mondétona.
O Teorema da Monotonicidade afirma que se temos uma funcdo ¢ definida em um intervalo
aberto, entdo existe apenas uma quantidade finita de pontos onde ¢ ndo é continua. Observe que
se pode estender o dominio de ¢ para (—co,b), (a,+0) e (—co, 40).

Entao para a > ¢ grande suficiente:

Seja @(x) : (a,o0) — R definido por

o(x) :Max{y; (x,y) € AN {g—;c(x,y)} :0}.

Como f e @ sdo aplicagdes semialgébricas, temos que ¢ (x) = f(x, ¢(x)) é semialgébrica e, pelo
Teorema da Monotonicidade, € estritamente mondtona e continua.

Provando a préxima afirmacdo, teremos que ¢ € diferencidvel a menos de uma quantidade finita
de pontos. Para prové-la utilizaremos o Teorema de Bezout que serd enunciado a seguir e cuja

demonstracdo pode ser encontrada no livro de Hassett (2007).

Teorema de Bezout Se F e G sdo polindmios, em duas varidveis reais, sem divisor
comum de grau positivo, entdo o nimero de pontos onde os zeros dos polindmios se tocam,
contando com as multiplicidades, € finito.

Afirmacio: Seja ¢ : (a,b) — R uma fungdo semialgébrica. Entdo existe uma
parti¢do finita a = ap < a; < ... < a, = b tal que em cada intervalo (a;,a;11) a aplicagdo ¢ é

diferenciavel.

Demonstragdo. Como ¢ € semialgébrico entdo seu grafico I'y = {(x,9(x));x € (a,b)} é de-
finido por unido de igualdades e desigualdades de polindmios (F; =0 e Q; > 0), mas como
estd no R? teremos um polindmio P tal que P(x, ¢(x)) = 0. De fato, sabe-se que o Grifico de

uma fung¢do ndo possui pontos interiores, pois se tivesse um ponto (x,y) interior com f(x) =y



57

terfamos uma bola centrada nele e poderiamos encontrar outro ponto (x,y;) tal que y # y; = f(x)
assim ¢ ndo seria fungdo. Sabendo disso, se I'y fosse unido apenas de raizes de desigualdade de

polindmios, terfamos que o grafico seria um conjunto aberto, por ser interse¢do finita de abertos,

Loy ="

mas seria um absurdo, ja que o grafico de uma fun¢@o ndo possui pontos interiores.

Agora, considere os pontos ¢ € (a,b) tais que P(t, q)( )) =0, nos quais ndo se aplica
o Teorema da Aplicagio Implicita, ou seja, que (t o(1)) =
Podemos decompor P em polindmios irredutiveis P, --- P, = 0, logo, para cada (x,y), existe
1 <i < gtal que Pi(x,y) =0, entdo pelo Teorema de Bezout, existe uma quantidade finita de

pontos (x,y) tal que

De fato, como P, € irredutivel, s6 tem 1 e ele mesmo por divisor. Quando derivamos, o polindmio
e sua derivada se tornam primos entre si.

Logo, existe uma quantidade finita de pontos onde ¢ (x) ndo é derivavel. De fato, como nas
parti¢des limitadas por esses pontos P|((4; 4. ,).6(a1,ai,)) €C™ € Uo = ((a@i,aiv1), ¢ (ai aiv1)) C R?
¢ aberto, sejam (xp,¢(xo)) € Up tal que P(xp, P (xp)) =0 e 8P(xo ¢(xp)) # 0. Entdo, pelo
Teorema da aplicacdo implicita, existe um intervalo I = (xo — 8,x0+6) e J = (¢ (xo) — €, 9 (xo) +
€) tal que Vx € I 3y = &(x) € J tal que P(x,y) = P(x,&(x)) = P(x,¢(x))) = 0. Logo, &(x) =
¢(x) e 9(x) €C™.

Portanto, ¢ € derivdvel em cada parti¢do, ou seja, derivdvel a menos de uma quantidade finita de

pontos. 0

Afirmagio: 2 (1) = %L (1, 9(1)) >

Provada a diferenciabilidade de ¢ (7), temos que:

9¢ of

of of
D)= 00) =5

L) 1+ ==(t,0(1))-¢'(t
Lo 1+ 5 0.0) - ¢/0)
Veja que (¢,¢(t)) sdo alguns dos pontos onde IT; ' (x) tangencia uma curva de

nivel de f logo, nesses pontos, %(t,(p(t)) =0, pois € o gradiente € horizontal. Portanto,

D)= (1,00)).
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Figura 39 — Gradiente horizontal

Fonte: elaborada pela autora.

Observe que

¢'(1) 0

Fonte: elaborada pela autora. DF (t,¢(t)) = ¢ uma matriz triangular, logo os
gx(tv q)(t)) gy(ta (p(t))

elementos da diagonal principal sdo autovalores de DF (¢, @(t)), isto é, ¢'() é autovalor da derivada e
como Spec(F)N(—&,€) =0 e ¢ é estritamente crescente teremos ¢'(x) > €.
Agora, seja I a parte da secéo transversal restrita as curvas de nivel f = ¢, I é compacto e assim f(I) é
limitado.

Observe que f(.A) C f(I), pois, para todo ponto x de .4, existe um y € I tal que f(x) = f(y). Logo,
f(A) C f(I) é limitado e portando ¢ serd limitado. Logo existe k > 0 constante tal que Vx > a,
0<0(x) - 9a) < k.

Tome d > a grande o suficiente tal que € > k/(d — a). Entdo teremos, pelo Teorema Fundamental do

Célculo, que :

k> 0(d)— 0(a) > /udq)’(x)dxz /adsdx: (d—a)e>k

Essa contradicao prova o teorema. O
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4 RESULTADO DE INJETIVIDADE GLOBAL

Para provar o teorema principal precisaremos do seguinte lema:

Lema 4.0.1. Seja F : R? — R? uma aplicacdo diferencidvel tal que det(F'(x)) # 0 para todo
x em R%. Dadot € R, seja F; : R* — R? dada pela aplicagio F,(x) = F(x) —tx. Se existe uma
sequéncia {ty,} de niimeros reais convergindo para 0 tal que F;, : R? — R? é injetiva, entdo F é

injetiva.

Demonstragdo. Tome x1,x; € R? tal que F(x;) =y = F(x;). Suponha que x; # x,, entdo
pelo Teorema da Aplicacdo Inversa de Cernavskii, podemos encontrar vizinhangas Uy, U;,V de
x1,X2,y respectivamente, tal que para i = 1,2, F|y, : U; — V é um homeomorfismo e U; NU, = 0.
Se m é grande o suficiente, entdo F;, (U;) N F;, (U,) contém uma vizinhanga W de y. Dessa forma,
paratodow € W, lj(F,n_ll(w)) > 2, devido a disjuncdo de U; e U,. Logo F;, ndo seria injetiva, o

que € um absurdo. Portanto x; = x3, ou seja, F' € injetiva. 0

Teorema 4.0.1. Seja F : R? — R? uma aplicacdo diferencidvel e semialgébrica. Se, para algum

€>0, Spec(F)N[0,€) =0, entdo F é injetiva.

Demonstragdo. Para cada 0 <t < €, a aplicacdo F, : R?> — R? dada por F(x) = F(x) —tx é
injetiva. De fato, como D(F;)(x) = DF (x) —tI , onde I é a aplicag@o identidade, nés obtemos
que se 0 < a < min{t,€ —t} entdo Spec(F;) N (—a,a) = 0, pois se ¥ é autovalor de D(F;)(x)
entdo Y =y —t é autovalor de DF (x). Logo se, os autovalores de DF (x) ndo estdo no intervalo
[0,€) entdo os autovalores de DF;(x) ndo estdo em [—7,€ —¢) , tomando a > 0 o minimo de
{t,e —t}, obtemos que (—a,a) C [—t,€ —1t). Portanto, a interse¢do € vazia.

Logo pelo resultado parcial F; € injetiva. Utilizando o lema anterior, temos que F € injetiva,

como desejdvamos demonstrar. 0
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