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RESUMO

As matrizes definidas positivas desempenham um papel muito importante em diversas dreas
da matemadtica aplicada e da engenharia, na Estatistica por exemplo, elas estdo presentes como
matrizes de covariancia. Nos tltimos anos diversos estudos dedicaram-se ao cone das matrizes
simétricas definidas positivas, em que pode-se destacar o cdlculo de distancia entre objetos
deste conjunto, 0 que mais recentemente mostrou-se que essa distancia poderia ser naturalmente
estendida para dar origem a distancia geométrica entre matrizes simétricas definidas positivas
de dimensodes diferentes. Nesta trabalho, exploramos esse cdlculo de distancia na selecdo de
portfdlios financeiros. Utilizando um estudo de caso, aplicamos essa distancia as matrizes de
covariancia de diversos subportfolios extraidos de um portf6lio dado, com o objetivo de verificar
se a ordenacdo dos retornos e riscos desses subportfolios se estabelecia de forma bem definida a
medida que suas matrizes de covariancia se distanciavam da matriz do portfélio original. Além
disso, investigamos se os subportfélios com matrizes de covariancia mais préximas a matriz
de covariancia do portfélio original apresentavam retornos e riscos mais semelhantes ao deste
portfélio. Com essa abordagem, buscamos aprimorar a compreensao da relag@o entre a estrutura
das matrizes de covariancia e a dindmica dos portfélios, visando a identificacdo de estratégias de

alocagdo de ativos mais eficientes e consistentes no contexto desafiador dos mercados financeiros.

Palavras-chave: distancia entre matrizes; matriz definida positiva; matriz de covariancia;

investimentos - analise.



ABSTRACT

Positive definite matrices play a very important role in several areas of applied mathematics and
engineering, in Statistics for example, they are present as covariance matrices. In recent years,
several studies have been dedicated to the cone of positive definite symmetric matrices, in which
the calculation of distance between objects in this set can be highlighted, which more recently
showed that this distance could be naturally extended to give rise to the distance geometric
between positive definite symmetric matrices of different dimensions. In this work, we explore
this distance calculation in the selection of financial portfolios. Using a case study, we applied
this distance to the covariance matrices of several subportfolios extracted from a given portfolio,
with the aim of verifying whether the ordering of the returns and risks of these subportfolios was
established in a well-defined way according to their matrices. covariance distanced themselves
from the original portfolio matrix. Furthermore, we investigated whether subportfolios with
covariance matrices closer to the covariance matrix of the original portfolio presented returns
and risks more similar to this portfolio. With this approach, we seek to improve understanding
of the relationship between the structure of covariance matrices and portfolio dynamics, aiming
to identify more efficient and consistent asset allocation strategies in the challenging context of

financial markets.

Keywords: distance between matrices; positive definite matrix; covariance matrix; investment

analysis.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 — Interpretacdo geométrica da anélise de componentes principais de duas varidveis 60

Figura 2 — Volatilidade dos portfélios financeiros em cada periodo considerado . . . . . 72



Tabela 1

Tabela 2
Tabela 3

Tabela 4
Tabela 5

Tabela 6

Tabela 7

LISTA DE TABELAS

Retornos médios () de cada um dos 40 ativos tomados da base S&P 500
considerados no periodo de maio de 2021 a margo de 2023 . . . . . . . .. 69
Pesos (w;) de cada um dos 40 ativos tomados da base S&P 500 . . . . . . . 69
Retornos e riscos de 10 portfélios de acdes escolhidos de forma aleatdria,
cada um composto de 9 a¢des numeradas conforme Tabela 4 no Apéndice A
extraidas das 40 acdes dadas, bem como as distancias que as matrizes de
covariancia destes portfélios estdo da matriz de covaridncia do portfélio
composto por todas as40 acdes . . . . . . ... 73
Lista dos 40 ativos escolhidos aleatériamente pertencentes ao indice S&P500 79
Preco de cada um dos 40 ativos tomados da base S&P 500 em 1° de abril de
2021 . L e 82
Resultados do PCA aplicado a matriz de correlagdo do portfolio composto
pelas40agdes . . . . . . ... e 92

Lista das 9 acdes retidas pela aplicacao do método de sele¢ao de ativos . . . 93



A*

Fn

Fan

GL(n,IF)

log

Sn

n
++

tr (A)
(A, B)

5, (A,B)

LISTA DE SIMBOLOS

Transposto conjugado da matriz A

Elipsoides centrados na origem definidos pela matriz simétrica (ou hermiti-

ana) definida positiva A

Corpo do nimero reais R ou dos niimeros complexos C
Espaco vetorial dos vetores n-dimensional sobre o corpo F
Espaco vetorial da matriz m X n sobre o corpo

Grupo linear geral, ou seja, o conjunto de matrizes ndo singulares n X n

sobre um corpo

Matriz identidade n x n

Logaritmo natural

Espaco vetorial das matrizes hermitianas (simétricas, para o caso real) n X n

Cone fechado das matrizes hermitianas (simétricas, para o caso real) n X n

Semidefinidas positivas

Cone aberto das matrizes hermitianas (simétricas, para o caso real) n X n

definidas positivas
Traco de uma matriz A

Distancia entre duas matrizes simétricas (ou hermitianas) definidas positivas

A e B de mesma dimensao

Distancia entre duas matrizes simétricas (ou hermitianas) definidas positivas

A e B de dimensoes diferentes

Jj-ésimo autovalor da matriz A



2.1
2.2
2.3
2.4

3.1
3.1.1
3.1.2
3.2

3.2.1
3.3

5.1
5.2
5.3
5.4

SUMARIO

INTRODUGAOQ .....ccoooiiiiiieiineeiee st
REVISANDO ALGEBRA LINEAR E GEOMETRIA RIEMANNIANA ...
Produto interno € NOrma .............c...couiiiiiiiiinieieee e
IMEAETIZES ....c..oiinniieiie ettt ettt et st et
Conceitos introdutorios de geometria riemanniana .................cccoccoeeeeeenee.
Exponencial e logaritmo de matrizes ................cc..ccoconiiiniiiiiiinee

DISTANCIA GEOMETRICAS ENTRE MATRIZES DEFINIDAS
POSITIVAS Lo

Matrizes definidas PoSitivas ..............ccccceiiiiiiiiiiii e
Caracterizacdo e propriedades .........................ccoooovveeviveiieiieeeniieieniiiesieeenieeeas
Inclusao de elipsoides de dimensaoes diferentes .......................ccccceuevvcvevncuennnn.

Distancia geométrica entre matrizes hermitianas definidas positivas de
dimMenSOes IGUALS .........oooiiiiiiiiiiiie et eesae e

Propriedades de invariGncia de Oy ....................ocooceeeeiiiiiniininiieeeee,

Distancia geométrica entre matrizes hermitianas definidas positivas de
dimensoes diferentes ...

ANALISE DE COMPONENTES PRINCIPAIS: UMA BREVE
REVISAQ ......oomoiiieeeeeeeeeeeee et
SELECAQ DE PORTFOLIOS ..........cccoovmiiioiieieeoeeeeeeeeeeeeeeeeees s
Elementos da teoria moderna de portfolio .................ccccooovevviiinniinniennnnn.
Fonte de dados ..........ccoooeeiiiieieiee s
Obtencao da matriz de covaridncia do portfolio .................ccccoeieeiennnnn.
RESUITAUOS ......ooevvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieteiere ettt vt e vererererererereresereresereserersrerersrererereres
CONCLUSAOQ ..ot
REFERENCIAS .......ooooiiiiiioeeoeeeee e
APENDICE A — LISTA DE ATIVOS DO S&P 500 ..........cooovveerrereann,
APENDICE B — BASE DE DADOS COM 40 ATIVOS DO S&P 500 ..........
APENDICE C - RESULTADOS DA APLICACAO DO METODO DE
SELECAO DE ATIVOS .......ooooioioiieeeeeeeeeeeeeeeeee e



APENDICE D — MATRIZES DE COVARIANCIA DOS 10
SUBPORTFOLIOS EXTRAIDOS DE UM PORTFOLIO DE ATIVOS

FINANCEIROS COMPOSTOS DE 40 ACOES UNICAS DO INDICE
S&P 500



12
1 INTRODUCAO

Em muitas dreas da matematica aplicada e da engenharia, as matrizes definidas
positivas desempenham um papel fundamental. Elas estdo presentes na Estatistica como matrizes
de covariancia; em Programacdo Convexa e Semidefinida como elementos do espacgo de busca;
em Aprendizado de Maquinas como nucleo; em Imagens Médicas como tensores de difusdo; em
Elasticidade como tensores de elasticidade, dentre outras. Além disso, o calculo com matrizes
definidas positivas envolve aproximacdes, interpolacdo e filtragem, levando a um reino de
algoritmos baseados em métricas. Nos dltimos anos, tem sido cada vez mais reconhecido que
a distancia euclidiana ndo se adapta bem ao conjunto de matrizes definidas positivas, seja pela
natureza especial destas matrizes e ou mesmo por limitacdes que a distincia euclidiana possui,
como por exemplo, o fato de ela ndo ser invariante a transformacdes lineares, e que, trabalhar
com uma geometria adequada e que respeite melhor as propriedades das matrizes definidas
positivas € importante em problemas computacionais (Bonnabel; Sepulchre, 2010).

(Bhatia, 2009) mostrou que o cone das matrizes n X n simétricas ou Hermitianas
definidas positivas S'| | possui tensor métrico Riemanniano natural, e que 0 comprimento minimo
da geodésica unindo dois pontos A,B € S | dd a distdncia geodésica &, : S’} . xS} | — R4,

. 1/2
&(A,B) = | Y log*(A;(A™'B))
j=1

em que A;(A~'B) corresponde ao j-ésimo autovalor da matriz A~ 'B.

Como afirma (Bonnabel; Sepulchre, 2010), &, € a distancia geodésica mais natural e
importante no cone ' , . Possui uma propriedade bastante desejavel, que € ser invariante sob
congruéncia, além de ser invariante sob inversio e sob semelhanca.

Do ponto de vista pritico, &, é a base de inimeras aplicagcdes em diversas areas,
como em visao computacional (Pennec et al., 2006), imagens médicas (Fletcher; Joshi, 2007),
(Moakher; Zérai, 2011), processamento de sinais de radar (Barbaresco, 2008), inferéncia esta-
tistica (Pennec, 2006), entre outras dreas. Em inferéncia &, foi mostrado (Smith, 2005) como
sendo equivalente a métrica de informacgao de Fisher para problemas de estimacdo da matriz de
covariancia de uma distribuicdo gaussiana. Na otimizagao, foi mostrado (Nesterov et al., 2002)
como sendo equivalente a métrica definida pela barreira natural auto-concordante logaritmica-
mente homogénea (—logdetA) no cone simétrico (que € um conjunto convexo). Na dlgebra

linear numérica, &, da origem a média geométrica da matriz (Lawson; Lim, 2001).
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A restri¢do que a distincia &, possui em relagdo a matrizes equidimensionais pode
limitar a sua aplicac@o nas diversas dreas mencionadas acima. Assim, para o caso em que se tem
duas matrizes simétricas definidas positivas A e B de dimensoes diferentes, isto é, A € S| e
B € 8"l | com m # n essa distancia ndo se aplica.

Para resolver o problema da limitacdo de &, as matrizes de dimensdes diferentes,
(Lim et al., 2019) mostraram em seu trabalho, como essa distincia usual entre matrizes simétricas
(ou Hermitianas, para o caso complexo) definidas positivas equidimensionais poderia ser esten-
dida para matrizes com dimensdes diferentes. Isso deu origem a distancia que denotaram por 5; .
Para obtencao dessa distancia os autores exploraram a correspondéncia biunivoca que as matrizes
simétricas (ou Hermitianas) definidas positivas possuem com outros objetos mateméticos, como
por exemplo, elipsoides centrados na origem em R”", produto interno em R", covariincia de
varidveis aleatorias ndo degeneradas, tensores de difusdo, etc. No caso em que as matrizes forem
Hermitianas pode-se substituir nestas correspondéncias R por C. De modo similar a distdncia
02, neste caso, para A € ST, e B € S comm < n, (Lim et al., 2019) obtiveram uma férmula
pratica para o cdlculo de 52+ conhecendo apenas os autovalores da matriz A7 'B;; em que B
denota a submatriz principal superior esquerda de B com a mesma dimensao da matriz A.

Na érea de Financas, um dos principais campos de estudo das pesquisas atuais estd
relacionado ao problema de selecao de portfélios de ativos financeiros, que tem como questdes
centrais, a gestdo de investimentos e a constru¢do de estratégias de alocacdo de ativos. Este
problema se resumi a situagdes de um investidor que tem a sua disposi¢ao ativos conhecidos
e capital limitado para realizar seu investimento. Deseja-se determinar quais ativos devem ser
selecionados para distribuir seu capital, de modo que o portfélio resultante seja 6timo segundo
critérios preestabelecidos.

O trabalho pioneiro envolvendo sele¢do de portfélios foi apresentado por (Markowitz,
1952), e nele foi proposto um modelo matemdtico, conhecido como Teoria Moderna de
Portfélio para realizar selecdo de portfélios de ativos através da ideia de diversificagio, isto €,
considerar a escolha de ativos que combina 0 maximo retorno com o menor risco possivel. Em
seu modelo Markowitz estabelece que um investidor pode reduzir o risco de um investimento
combinando dois ou mais ativos financeiros e caso tenha que optar entre dois ativos com mesmo
retorno, deverd escolher aquele que oferece menor risco.

A Teoria Moderna de Portf6lio tem fornecido um sélido arcabougo matemaético

para abordar as questdes relacionadas a gestdo de investimentos e a construcdo de estratégias
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de alocacgdo de ativos, e nestas abordagens a andlise das matrizes de covariancia desempenha
um papel fundamental na selecao de portfélios, sendo essencial para a avaliagdo do risco e do
retorno de um portfélio, permitindo que os investidores compreendam como os ativos individuais
interagem entre si.

Em seu trabalho, (Markowitz, 1952) utilizou as matrizes de covariancia para en-
contrar a combinagao ideal de ativos que maximiza o retorno esperado para um nivel de risco
especifico ou minimiza o risco para um retorno que se deseja alcangar. Isso € feito por meio da
construcdo da “fronteira eficiente”, que representa as carteiras 6timas com base nas matrizes de
covariancia.

Na medicao de risco, as matrizes de covariancia sdo usadas para calcular a volatili-
dade ou o desvio padrao dos ativos individuais e do portfélio como um todo. A volatilidade é
uma medida de risco, e os investidores geralmente procuram minimiza-la para reduzir o potencial
de perdas. No que diz respeito a diversificacdo de um portf6lio, as matrizes de covariancia
permitem aos gestores de portf6lios avaliarem como os ativos individuais se correlacionam entre
si. Correlagdes negativas ou baixas indicam que os ativos podem se mover de forma independente
ou em dire¢des opostas, o que pode ser benéfico para a diversificacdo, contribuindo na redugao
do risco global do portfélio.

Motivado pelas informagdes valiosas que as matrizes de covariancia carregam sobre
a relacdo entre ativos individuais de um portfélio, a proposta deste trabalho foi aplicar o célculo
da distancia 62+ as matrizes de covariancia de portfélios financeiros com o objetivo de verificar se
a ordenacdo dos retornos e riscos de subportfélios extraidos de um portfélio dado se estabelecia
de forma clara e consistente, isto €, se teriamos uma ordenacao bem definida, a medida que suas
matrizes de covariancia se distanciavam da matriz do portfélio original. Buscamos ainda nesta
investigagdo, verificar se os subportfélios com matrizes de covaridncia mais proximas a matriz
do portfélio dado tendiam a apresentar retornos e riscos mais semelhantes ao deste portflio
e com isso buscar compreender como as distincias entre matrizes de covariancia poderiam
influenciar a dinamica dos subportfélios, podendo auxiliar a tomada de decisdo, alocagao de
ativos e gerenciamento de risco em busca de estratégias mais eficientes no ambiente complexo
dos mercados financeiros.

Para realizacdo das investigacdes da nossa pesquisa foi considerado um estudo de
caso em sele¢do de portfélios financeiros em que escolhemos de forma aleatdria 40 ativos da base

de dados do indice S&P 500 para compor um portfélio. Foram utilizados os valores (precos) com
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cotacdo em dolar de uma acdo unica de cada um dos ativos, considerando os dados histéricos do
dia 1° de cada més no periodo de maio de 2021 a marco de 2023.

Foi utilizado neste trabalho um método com base em Anélise de Componentes
Principais (PCA) proposto por (Rea; Rea, 2016), com a finalidade de extrair do nosso portfolio
considerado um ndmero de ativos menor do que 40, e que juntos pudessem replicar de perto
o comportamento do portfélio total. O propdsito da aplicacdo deste método foi, reordenar os
40 ativos, de modo que, estes extraidos ocupassem as primeiras posi¢cdes, € com isso ter a
presenca de uma submatriz principal superior esquerda da matriz de covariancia do portfélio
total determinada por estes ativos que foram extraidos.

Esta dissertacdo encontra-se estruturada da seguinte forma:

O Capitulo 2 revisa conceitos da Algebra Linear destacando definicdes e propriedades
envolvendo produto interno, norma e matrizes. Sao apresentados conceitos introdutérios da
Geometria Riemanniana, fornecendo defini¢des que estardo presentes ao longo do trabalho. Ele
fornece de forma breve, defini¢des e resultados sobre a exponencial e o logaritmo de uma matriz.

O Capitulo 3 discute a distancia geométrica entre matrizes definidas positivas, tanto
para o caso equidimensional, quanto para o caso em que as matrizes possuem dimensdes dife-
rentes. Ele contém inicialmente uma apresentacdo das matrizes definidas positivas, destacando
o Teorema do Entrelacamento de Autovalores, ordenacao parcial de Lowner, diagonalizacdo
simultanea de matrizes definidas positivas e duas equivaléncias entre a inclusdo de elipsoides
centrados na origem e a ordenagdo parcial de Lowner.

O Capitulo 4 fornece uma brevemente introduc¢do a Andlise de Componentes Princi-
pais, abordando dois métodos para selecdo de componentes principais € um método que permite
realizar a selecdo de varidveis.

O Capitulo 5 traz os elementos bdsicos presentes na teoria moderna de portfdlios,
destacando os conceitos de retorno, risco, matriz de covariancia e correlacdo de um portfélio de
ativos financeiros. Detalha os dados utilizados na pesquisa, a anélise realizada e os resultados
numéricos obtidos.

O Capitulo 6 conclui o trabalho.
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2 REVISANDO ALGEBRA LINEAR E GEOMETRIA RIEMANNIANA

Neste capitulo abordaremos alguns conceitos pertinentes a respeito de produto
interno € norma em um espago vetorial, matrizes, geometria Riemanniana e exponencial e

logaritmo de uma matriz, a fim de facilitar a compreensao deste trabalho.

2.1 Produto interno e norma

Apresentaremos a seguir alguns elementos importantes da algebra linear referentes a
produto interno e norma de vetores em um espaco vetorial sobre um corpo F como apresentados

em (Hoffman; Kunze, 1971), (Coelho; Lourenco, 2005), (Leon et al., 2006), (Araujo, 2014).

Definicao 2.1.1. Seja F o corpo dos niimeros reais R ou o corpo dos niimeros complexos C e
seja 'V um espaco vetorial sobre F. Um produto interno sobre V é uma fungdo que associa a
cada par de vetores u,v em V um niimero (real ou complexo) (w,v), tal que, para quaisquer
u,v,wemV e qualquer escalar o:

(i) (u+v,w) = (u,w)+ (v,w);

(ii)

(

(au,v) = a(u,v);

(iii) (u,v) = (v,u) onde a barra indica o complexo conjugado;
(

(iv) (u,u) >0, com (u,u) =0 se, e somente se, u= 0.

Na definicdo acima, quando F = R o complexo conjugado que aparece em (iii) é
desnecessario; no entanto, no caso de IF = C ele é necessario para se obter a condi¢ao (iv), pois

sem este complexo conjugado chegariamos a uma contradi¢do:
(w,u) >0 e (ju,m) = i(u,m) = i(in,u) = i>(u,u) = —(u,u) > 0.
Denotaremos por " o espaco vetorial dos vetores n-dimensional sobre o corpo F.

Exemplo 1. Sobre " existe um produto interno denominado produto interno canénico definido

sobre w = (x1,X2,...,%,) € V= (Y1,Y2,--.,Yn) POT
(W, v) = X131 + 2252+ + Xn -

Definiciio 2.1.2. Seja V um espago vetorial com produto interno (-,-). A norma do vetor v €V

proveniente do produto interno (-,-), é dada por

V]| =/ (v, V). 2.1
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Seja V um espaco vetorial com produto interno. Segue das defini¢des envolvidas que

(@) |[u|| >0, com |ju]| = 0 se, e somente se, u = 0;

]

(b) [l = [af[u

©) |[a+v|| < || +]v|| (desigualdade triangular).

De fato, (a) segue diretamente da Defini¢do 2.1.1 (iv). No caso (b) temos

loev ]

= {av,av) = /o(v,ov)
= \/a(ocv,v>\/0606<",v>
- \/ﬁzlalwv,ﬂ

= leffivl-

Para verificar (c) usaremos um importante teorema que relaciona o produto interno de dois

vetores com suas normas, conhecido por a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Teorema 2.1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja V um espago vetorial com produto

interno, entdo para quaisquer vetores u,v em 'V tem-se

[{w, v)| < [[ul[[|v]].

(2.2)

Demonstragcdo. Segue das propriedades do produto interno que

0< u—av|? =

lu]|? = @(u, v) — 0w, v) + o] v]|?

[ul|* —2Re(e(u,v)) + ||| v]]?

em que Re(@(u,v)) denota a parte real do nimero o (u, v). A desigualdade (2.2) é evidentemente

verdadeira quando v = 0. Se v # 0 e tomando na tltima igualdade acima

teremos

(u,v)
IvI>”

o=
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(u,v)
0 < Hu”z_ZRe(HVHZ (u,v) | +|el?|v|?
[(w v, wv)? o
= [ul>-2R I
v v
[P | [w )l
= -2 (LRl +
V]2 IvII?
”u||2_ |<U,V>|2
IvI2

Portanto

2 2 2 :
[(u, v)|” < [[uf["[[v]|" ouainda |(u,v)| < [full[|v]].

Usando agora o Teorema 2.1.1 podemos fazer a verificacio de (c)

latv]? =

uw,u) + (u,v) + (u,v) +(v,v)
[[ul|* +2Re((u, v)) + || v|]?
Jul+ 2|, v) | + IV (pois Re(z) < |2] para todo z € C)

IA Il

IN

|+ 2{ [ [} + v )12
(ulf+[v])>.

Como |[u+v|| > 0e |uf|+||v|]| > 0 segue que
[[u+v]| < fJulf +[]v]].

Usaremos a notacdo u' para denotar o transposto de um vetor u € R” e u* para

denotar o transposto conjugado de um vetor u € C”.

Exemplo 2. Sobre F" temos que a norma euclidiana de uw = (x1,x»,...,x,) € dada por

[ull = V/{(u,0) = VX137 + X003 4 - X%y = \/|x1!2+ 2 24+ - 4 [ |2,

Em notagdo matricial denotaremos

|lul| = VuTu quando u € R".
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|lu|]| = Vu*u quando u € C".

Definicao 2.1.3. Sejam u e v vetores em um espaco vetorial V com produto interno. Dizemos
que u e Vv sdo ortogonais se (w,v) = 0. Se S é um conjunto de vetores em'V, dizemos que S é
um conjunto ortogonal se quaisquer dois vetores distintos em S sdo ortogonais. Um conjunto
conjunto ortonormal é um conjunto ortogonal S, com a propriedade adicional de que ||Ju|| = 1

para todo u € S.

Teorema 2.1.2. Se {uy,...,u,} é um conjunto ortogonal de vetores ndo nulos em um espago

vetorial V com produto interno, entdo uy,...,u, sdo linearmente independentes.
Demonstragcdo. Considere uma combinagdo linear nula dos vetores uyp, ..., u,, isto &,
oau; + opuy - -+ ou, = 0.

Para cada j = 1,...,n fagamos o produto interno de u; com ambos os membros da igualdade

acima, assim segue das propriedades (i) e (i1) da Defini¢ao 2.1.1 que
o (up,u;) + o (up,u;) + -+ o (uy,u) = (0,u;) =0

Como {uy,...,u,} é um conjunto ortogonal, devemos ter (u;,u;) =0 para i # j. Logo a
igualdade acima se reduz a

Otj<llj,llj> =0.

Sendo u; ndo nulo, segue que (u;,u;) # 0, assim ¢¢; = 0 para j = 1,...,n. Portanto {uy,...,u,}
¢ um conjunto linearmente independente. [

Em particular, segue do Teorema 2.1.2 que, se {uy,...,u,} é um conjunto ortonormal
de vetores em um espaco vetorial V com produto interno, entdo up,...,u, sdo linearmente
independentes.

2.2 Matrizes

A seguir serdo apresentadas algumas defini¢cdes e resultados importantes sobre

matrizes que servirdo de alicerce para o desenvolvimento dos capitulos seguintes.
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Antes de comecarmos nossa discussdo sobre matrizes, € importante apresentar
algumas das terminologias gerais. Denotaremos por F”**" o conjunto de todas as matrizes m X n
com entradas sobre um corpo [, que poderd ser o corpo dos numeros reais ou dos nimeros
complexos, isto é, ' = R ou IF = C. Denotamos a matriz identidade n x n por I,.

Uma matriz D = (d;;) € F"*" que denotaremos por D = diag(di1,d22,...,dn,) é
chamada matriz diagonal se suas entradas d;; = 0 sempre que i # j. A matriz identidade é um
caso particular da matriz diagonal cujas entradas diagonais d;; = 1 paratodo i =1,2,...,n.

Dizemos que uma matriz A € F"*" ¢ nao singular ou inversivel, se existir uma
tinica inversa denotada por A~!, tal que AA~! = A~'A =1,,. No caso em que tal inversa nio
existe dizemos que a matriz A ¢é singular.

Vamos agora definir e apresentar algumas propriedades do traco de uma matriz. Para

mais detalhes ver (Curtis, 1984).

Definicdo 2.2.1. O trago de uma matriz A = (a;j) n X n é a soma dos seus termos diagonais,
isto é,

tr(A) =ai+axn+-+am.

Temos claramente que
(i) r(A+B)=tr(A)+tr(A) etr(a-A) = - tr(A) para toda matriz A,B e todo escalar
o € F. Assim tr € linear.
Supondo que A = (a;;),B = (b;;) € F"*". Entdo
(ii) tr (AB) =tr(BA).

Para provar (ii) vamos escrever a soma dos termos diagonais de AB,

(ar1by1 + -+ +aipbnr) + (a21br2 + -+ - +agpbma) + -+ + (@n1b1n + - - - + annbun)
e a soma dos termos diagonais de BA,

(briay + -+ +bipan) + (ba1ary + -+ - +bopam) + -+ (bn1ain + - - -+ bpnann).

Como R e C sdao comutativos, a igualdade verifica-se facilmente.
Outra identidade util a respeito do trago é

(iii)) Se B € uma matriz ndo singular, entdo

tr(B~'AB) =tr(A).
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Para a prova de (iii) temos por (ii) que
tr(B™'A)B) =tr(B(B'A)) = tr(I,A) = tr (A).
Decorre do Exemplo 1 que, para A = (a;;) e B = (b;;) em """

n
(AB)r =) aijbi;
ij=1
define um produto interno sobre F"*", denominado produto interno de Frobenius. Além disso,

introduzindo a matriz transposta conjugada (ou adjunta) B*, em que (b;;)* = b;; podemos

exprimir este produto interno sobre F"*" em termo do trago
(A,B)p =tr(AB*) =tr(B*A).

De fato,

1=
1=
8
~.
—~
=3
SN—
*

tr(AB*) =

N
Il
—_
~
Il
—_

N
I

~
I

I
1=
-
8
~.
S
~

A norma de A € F"*" ¢ dada por

[Al[F = /tr (A*A),

e € chamada norma de Frobenius.

Vamos agora relembrar os conceitos de autovalor, bem como o autovetor associado.

Definicao 2.2.2. Seja A € F"*". Um autovalor da matriz A é um escalar A € T tal que existe
um vetor ndo nulo X com AX = Ax. Se A é um autovalor de A, entdo todo vetor ndo nulo X tal

que, AX = AX serd chamado de autovetor de A associado ao autovalor A.
Note que a equagdo Ax = Ax dada na Defini¢do 2.2.2 pode ser reescrita como
(A—AL)x=0. (2.3)

Assim para que existam um escalar A e um vetor ndo nulo x satisfazendo a Equacéo (2.3) é

necessario e suficiente que
det (A — A1) = 0. 2.4)

Para uma matriz A € F"*", o desenvolvimento do determinante apresentado na equagdo (2.4)
levard a um polindmio de grau n na varidvel A cujas raizes sdo os autovalores de A. Esse

polindmio serd chamado de polindmio caracteristico da matriz A e serd denotado por pa(2).
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Definicao 2.2.3. Uma matriz A € F"*" é dita diagonalizdvel se existir uma matriz ndo singular

S e uma matriz diagonal D tal que
A=SDS . (2.5)
Neste caso dizemos que S diagonaliza A.

Dadas as matrizes A, T € F"*" dizemos que A e T sdo similares se existir uma
matriz ndo singular S tal que A = STS™!. Desta forma, podemos dizer que uma matriz A é
diagonalizével se ela for similar a uma matriz diagonal.

Segue abaixo algumas propriedades de autovalores que serdo uteis no desenvolvi-

mento deste trabalho e que podem ser vistas em (Meyer, 2000) e (Leon ef al., 2006).

Teorema 2.2.1. Sejam A,B € F"*". Se A e B sdo similares entdo possuem o mesmo polinémio

caracteristico.

Demonstragdo. Calculando
pa(A) = det(A—AlL)
= det(SBS™! —A8S~!) =det(S(B—AL,)S7")
= detSdet(B—AL,)detS™! = detS(detS) ' det(B — A1,,)
= det(B—AL,) = pp(1)
O

Corolario 2.2.1. Dadas as matrizes A,B € F"*" e suponha que sejam similares. Entdo A e B

possuem os mesmos autovalores.

Proposicao 2.2.2. Seja A € """, A matriz A ¢é singular se, e somente se, possue autovalor nulo.

7z

Demonstragdo. A é singular < detA = 0 < 0 resolve a equag@o det(A —AL,) =0< 0 ¢é

autovalor de A. O]

Proposicao 2.2.3. Seja A € F"*" uma matriz ndo singular. Se A é autovalor de A associado ao

autovetor x, entdo A~ é autovalor de A= associado ao autovetor x.

Demonstragdo. Seja A € F"*" ndo singular e A um autovalor de A associado ao autovetor Xx.
Segue da Proposicdo 2.2.2 que A # 0. Assim, multiplicando ambos os membros da equacio

Ax = Ax por A~!, obtemos:

A TAx=A "Ax=x=2A"x
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agora multiplicando ambos os membros desta tltima equagio por A~ !, obtemos:
A 'x=21""x.
Portanto A ! é um autovalor de A~! associado ao autovetor x. [

Proposicio 2.2.4. Se pa(A) é o polindmio caracteristico da matriz A € F"™" cujas raizes sdo
A2, ..., Ay, autovalores de A, entdo

(i) tr(A) = A1+ A+ + Ay

(ii) det(A) =21, -A2--- A,

Omitiremos a demonstracdo da Proposic¢ao 2.2.4, mas esta pode ser encontrada em
(Meyer, 2000).
Apresentaremos a seguir alguns tipos especiais de matrizes, come¢ando com as

defini¢des das matrizes Hermitianas e simétricas.

Definicao 2.2.4. Uma matriz A € F"*" é dita ser Hermitiana se A = A*; Quando F = R dizemos

. s e 4l el
que A é uma matriz simétrica e neste caso A =A* =A =A'.

Para um inteiro positivo n, denotaremos por S” o espaco das matrizes n x n Hermi-
tianas (ou simétricas para o caso das matrizes com entradas em R).
Se A,B € C"™" e C € C'"", entdo as seguintes regras se verificam:
I. (A")*=A.
2. (@A + BB)* = @A* 4 BB* para todo o, € C.
3. (AC)* = C*A*.

Definicao 2.2.5. Seja U € C"*". Dizemos que U é uma matriz unitdria se seus vetores coluna

formam um conjunto ortonormal. Uma matriz unitdria real é chamada de matriz ortogonal.

Temos que U € unitdria se e somente se U*U = UU* =1,,. Logo, se U ¢ unitaria,
entdo seus vetores coluna siao ortonormais, e pelo Teorema 2.1.2 sao linearmente independentes,
portanto U € inversivel (uma vez que uma matriz quadrada € inversivel se, e somente se, seus
vetores coluna sdo linearmente independentes (Zhang, 2011)). Assim para uma matriz unitaria U
tem-se que

uvl=1Uu!'=vuvu! = U*L, = U*.

Como os nimeros complexos aparecem de forma natural quando buscamos obter

raizes de polindmios, desta forma apresentaremos os conceitos e resultados a seguir com matrizes
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unitdrias e Hermitianas, pois estas englobam respectivamente, o caso real das matriz ortogonais
e simétricas. Quando houver resultados particulares para matrizes reais, isso ficard evidenciado

no texto.

Definicao 2.2.6. Uma matriz N € C"*"* é chamada normal se comuta com sua transposta

conjugada, isto é, se NN* = N*N.

Lema 2.2.1 (Lema de Schur). Dada uma matriz A € F"*", pode-se encontrar uma matriz

unitdria U (ou ortogonal Q, no caso real) e uma matriz T triangular superior tais que
A =UTU".

Além disso, T possui os mesmos autovalores de A, que correspodem aos elementos da diagonal

deT.

Demonstragcdo. A prova seré feita por inducdo sobre a dimensdo n da matriz A. Paran =1
a afirmagio do lema é vilida, pois, para A = [a;;] € C'*!. Tomando U = [1] € C'*!, tem-se

U*=UT =[1] e tomando T = [a1;] € C'*! teremos
A =an] =[1]-[an]-[1].

Suponha que o lema seja valida para matrizes k X k e seja A uma matriz (k+1) x (k+1).
Sejam A; um autovalor de A e w; um autovetor unitario associado a A;. Usando o processo de
Gram-Schimidt!, construa vetores wo, ... , Wi 1 de modo que {wi,W,..., W1} seja uma base
ortonormal para C¥*1. Seja W a matriz cujo i-ésimo vetor coluna é w; (i = 1,...,k+ 1). Entdo,
por constru¢ao, W é unitdria. A primeira coluna de W*AW serd W*Aw;. Sendo w; autovetor de

A associado ao autovalor A, segue que

W*Awl = W*QL1W1 = llw*wl = Mel,

-
emquee; =11 0 O --- 0| .LogoW*AW € uma matriz da forma
—),1 * e >l<_
0
M
0

I O processo de Gram-Schimidt: a partir de qualquer vetor ndo nulo v € C” podemos obter uma base ortonormal

do espago C". Ver (Leon et al., 2006).
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em que M € uma matriz k x k. Pela hipétese de inducdo, existe uma matriz k X k unitdria V tal

que VIMV | =Ty, em que T; € triangular superior. Seja

110 --- 0
0
V=
Vi
0
Temos V € unitéria e além disso,
10 --- 0 A | x -0 % 10 --- 0
0 0 0
V (WAW)V = . .
Vi M A\
0 0 0
[ Al * ] [ A | o* * |
0 0
—= = = T
ViMV, : T
0 0
em que T € triangular superior.
Seja U = WV. Temos que a matriz U € unitdria, ja que
U'U= (WV)*WV = V'W'WV =1
e portanto U*AU =T. ]

A fatoracdo A = UTU" é muitas vezes chamada de decomposi¢ao de Schur de A.

No caso em que A é Hermitiana, a matriz T serd diagonal, como afirma o teorema a seguir.

Teorema 2.2.5 (Teorema Espectral). Se A é uma matriz Hermitiana, entdo existe uma matriz U

unitdria que diagonaliza A.

Demonstracdo. Pelo Lema 2.2.1, existe uma matriz unitdria U tal que U"AU =T, em que T é

triangular superior. Além disso,
T* = (U'AU)* =U'A"U=U'AU=T.

Logo, T é Hermitiana e, portanto, tem que ser diagonal. Essa matriz diagonal serd denotada por

A ]
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Para o caso em que A € uma matriz simétrica no Teorema 2.2.5, a matriz diagonali-
zante U serd ortogonal.

Note que no Teorema 2.2.5, as matrizes A e A possuem os mesmos autovalores.
Além disso, se x € autovetor de A, entdo U*x serd o autovetor correspondente.

De fato, seja A um autovalor de A e x seu autovetor associado, entdio Ax = Ax. Logo
(UAU")x = Ax = A(U*x) = A (U"x).

Assim, A € autovalor de A e U*x é um seu autovetor associado, correspondente ao autovetor X
de A. E mais, os autovalores da matriz A, estdo na diagonal (isso se verifica calculando as raizes
de ppA(A) =det(A — AL,) =0 e concluido que em A, os elementos diagonais a;; = A; para cada

i=1,...,n). Dai segue que

em que Aj,A3,..., A, sdo os autovalores de A. Por simplicidade escreveremos
A= diag (AI,QLQ, cen ,)un)

Proposicao 2.2.6. Se A € F"*" ¢ uma matriz normal triangular, entdo A serd uma matriz

diagonal.
Para uma demonstracdo da Proposi¢do 2.2.6 ver (Araujo, 2014).

Teorema 2.2.7. Uma matriz quadrada serd unitariamente diagonalizdvel se, e somente se, for

normal.

Demonstracdo. Se A for uma matriz unitariamente diagonalizdvel, entdo A = UAU", dai
AA* = UAU*(UAU*)* = UAU*UD*U* = UAA*U*
= UAAU* = UA'U*UAU* = (UAU*)*(UAU*) = A*A.
Reciprocamente, pelo Lema 2.2.1, A = UTU", para alguma matriz triangular superior T e alguma

matriz unitaria U. Assim,

TT* = U*AU(U*AU)* = U'AUU*A*U = U*AA*U =
— U*A*AU = U*A*UU*AU = (U*AU)*U*AU = T*T,
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entdo T € normal. Logo pela Proposi¢do 2.2.6, T serd diagonal e, portanto, A serd diagonalizavel.

]

A seguir apresentaremos um conjunto de propriedades que caracterizam as matrizes

Hermitianas.

Teorema 2.2.8. Seja A uma matriz n x n dada. A é Hermitiana se e somente se pelo menos uma

das condicoes a seguir for satisfeita:

(i)
(i)
(iii)

x*AX ¢ real para todo x € C".
A é normal e tem apenas autovalores reais.

S*AS é Hermitiana para toda matriz S, n X n.

Demonstragdo. Supondo A Hermitiana, temos

(1)

(i)

(iii)

Calculando (x*Ax) = (X*AX)* = x"*A*x = Xx*A*(x*)* = x*Ax, assim x*Ax ¢ igual ao seu
complexo conjugado e, portanto, € real.

Sendo A Hermitiana, tem-se que A = A*. Dai obtemos
AA =AA" e AA =A"A.

Logo
AA" =AA =A"A

e portanto A é normal.
Agora, se X € um autovetor associado ao autovalor A de A, entdo Ax = Ax. Multiplicando

esta igualdade por x*, obtemos
X*(AX) = X" Ax = Ax*x = A(x,x) = A|)x|)?,

na norma euclidiana. Por outro lado, sendo A = A*, temos

X*(AX) = x*(A*x) = (x*A")x = (AX)"x = (Ax)"x = Ax"x = A (x,X)

= AllxI*.

Comparando os dois resultados, como X ndo pode ser nulo, pois é autovetor, entio ||x||> # 0,
e portanto A = A, isto €, A é um ndmero real.
Finalmente, (S*AS)* = S*A*(S*)* = S*AS, assim S*AS é Hermitiana.

Reciprocamente,
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(i) Sex*Ax éreal paratodox € C", entdo (Xx+y)*A(x+y) = (X"AX+y*Ay) + (x"Ay + y*Ax)
é real para todo x,y € C". Como x*Ax e y*Ay sdo reais por suposi¢ao, concluimos que
X"Ay + y*Ax € real para todo x,y € C". Se escolhermos X = ¢; e y = e;, em que e;
denota um vetor em C" cuja i-ésima entrada é 1 e as demais entradas sdo nulas, entdo
X*Ay +y*Ax = a;; +aj € real, entdo Imay; = —Ima i, em que Imay; e Ima j; denotam
a parte imagindria dos complexos ay; € aj; respectivamente. Se escolhermos x = iey €
y = e;, entdo X"Ay +y*Ax = —iay; +ia i é real, entdo Req;; = Rea ;. Combinando as
identidades para as partes real e imagindria de ay; € aj; obtemos a identidade a;; = aji, €
como j,k sdo arbitrdrios, concluimos que A = A*.

(i) Se A € normal, segue do Teorema 2.2.7 que A € unitariamente diagonalizdvel, entdo
A = UAU” com A = diag(A;,A,...,4,). Em geral, temos A* = UAU*, mas se A for real,
temos A* = UAU* = A.

(iii) Sendo S*AS Hermitiana, para toda matriz S, n X n, tem-se que
(S*AS)" = S*AS,

isto €,

S*A*S = S*AS.

Tomando S =1, obtemos A* = A e concluimos que A é Hermitiana.

]

A caracterizagdo dada pelo Teorema 2.2.8(i) pode ser refinada considerando as
formas Hermitianas que assumem apenas valores positivos (ou ndo negativos). Vejamos o

teorema a seguir.

Teorema 2.2.9. Seja A uma matriz n X n dada. Entdo X*AX ¢ real e positivo (respectivamente
X*AX € real e ndo negativo) para todo x € C" ndo nulo, se e somente se, A é Hermitiana e todos

os seus autovalores sdo positivos (respectivamente ndo negativos).

Demonstracdo. Se x*Ax é real e positivo (respectivamente real e ndo negativo) sempre que X = 0,
entdo x*Ax é real para todo x € C", logo segue do Teorema 2.2.8(i) que A é Hermitiana. Além
disso, A = u*(Au) = u*Au se u € C" € um autovetor unitdrio de A associado a um autovalor A,
assim a hipétese assegura que A > 0 (respectivamente A > 0).

Reciprocamente, se A é Hermitiana e tem apenas autovalores positivos (respectiva-

mente ndo negativos), entdo o Teorema 2.2.5 assegura que A = UAU”, em que as colunas da
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matriz unitdria U = [u; - - -u,| sdo autovetores de A associados as entradas diagonais positivas
(respectivamente ndo negativas) de A = diag(4,...,A,). Entdo

x*Ax = x*UAU*x = (U*x)*A(U*x)

= Ax"(u])uix+- -+ A,x*(u))"uix

= A (upx) " (uyx) + - + Ay (%) (%)

= AafJupx]? o+ A g ?

= Mfux]?+- -+ A Juwix? = X Alupx]?

que é sempre ndo negativo; ele é positivo para todo Ax > 0 e algum u;x # 0, que € certamente o

caso se x # 0. ]

Para finalizar esta sec¢do serdo apresentadas algumas defini¢des a respeito de subma-
triz e matriz particionada (ou em bloco).

Uma submatriz de uma determinada matriz A é um um arranjo retangular situada
em subconjuntos especificados das linhas e colunas de uma determinada matriz. Assim, dada a

matriz

3
| .
(V)]

S W=

temos por exemplo que, B = [i %] ¢ uma submatriz de A (situada na linha 2 e colunas 2 e 3) de
A.

Seja A € F"*". Para conjuntos de indices .# C {1,...,m}e # C{l,...,n}, deno-
tamos por A[.#, ¢ a submatriz de entradas que se encontram nas linhas de A indexados por
# e as colunas indexadas por _#. Nesta notacdo, terfamos para o caso do exemplo anterior,
que B=A[{1},{2,3}] = [i %] Se .S = #,asubmatriz A[.¥,.7], que denotaremos simples-
mente por A[.#] é chamada submatriz principal de A. Uma matriz n X n tem (Z) submatrizes
principais distintas de ordem k.

Para A € F""*" e algum inteiro &, 1 < k < n, chamamos A[{1,...,k}] de submatriz

principal dominante ou ainda submatriz principal superior esquerda de A. A matriz A

possui n submatrizes principais dominantes.
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O determinante de uma submatriz k X k de A é chamado de menor. Se a submatriz
k x k € uma submatriz principal, entdo seu determinante ¢ chamado de menor principal (de
ordem k) e se a submatriz € uma matriz principal dominante, entdo seu determinante serd
chamado menor principal dominante.

Se A1, ..., constitui uma parti¢do do conjunto? {1,...,m} e Zi,..., Zs constitui
uma parti¢do do conjunto {1,...,n}, entdo a matriz A[.#%;, #;] forma uma particiio da matriz
A e ™,

Se uma matriz € particionada por parti¢cdes sequenciais de suas linhas e colunas, a

matriz particionada resultante é chamada de matriz em blocos. Por exemplo, se as linhas e

colunas de A € F"*" sdo particionadas pela mesma particdo sequencial &) = {1,...,k}, % =
{k+1,...,n}, a matriz em blocos resultante sera
AL A Al AL (A A
Al A AlA, )] Az Ay

em que os blocos sdo as submatrizes A;; = A[.%;,.#}], com i, j = 1,2. Para
1
3
A=z -5 0],
5

tomando a parti¢do sequencial para as linhas e colunas de A como sendo .#} = {1,2}, {3},

resulta na matriz em bloco

A— Al Ap
Ay Axp
onde
1 i !
l 3
A= , A= A2 = [5 2}, A= [—2}-
T =5 0

As matrizes em bloco 2 x 2 s3o as mais importantes e tuteis. Faremos uso destas

matrizes em breve.

2 Uma particiio de um conjunto X é qualquer colecio P = {Xi, i € .#} de subconjuntos ndo vazios de X com as

seguintes propriedades: Ujc » X; =X e X;NX; = @ paratodo i # jem .7.
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2.3 Conceitos introdutoérios de geometria riemanniana

Nesta secdo serdo apresentados alguns conceitos de Geometria Riemanniana. De-
monstracdes e detalhes mais especificos relacionados ao assunto podem ser encontrados em

(Carmo, 2005) e (Petersen, 2006).

Definicao 2.3.1. Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M e uma familia de
fungoes injetivas Xo : Uy C R" — M em que Uy, sdo abertos de R", tais que
1 | Uxa(Ua) =M.
2. ngam todo par a, B, com xq(Uq) Nxg(Upg) = W # 0 os conjuntos Xz (W) e XEI (W) sao
abertos em R" e as aplicacoes XEI 0 X Sdo diferencidveis.
3. A familia {(Uy,Xq)} € mdxima relativamente as condigoes 1 e 2.
O par (Uy,Xq) (ou a aplicagdo Xo) com p € Xo(Uy ) € chamado uma parametrizacdo

(ou sistema de coordenada) de M em p.

Definicio 2.3.2. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicacdo diferencidvel o.: (—€,€) —
M é chamada uma curva (diferencidvel) em M. Suponha que o.(0) = p € M, e seja 9 o conjunto
das funcoes f : M — R que sdo diferencidveis em p. O vetor tangente a curva @t emt =0 ¢ o

operador a/(0) : 2 — R dada por

d(fox
a'(0)f = —(fdt )
t=0

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva a : (—€,€) — M com

a(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T,M.

O conjunto 7,M, com as operacdes usuais de fungdes, forma um espaco vetorial de

dimensao n chamado o espaco tangente de M em p.

Definicao 2.3.3. Uma métrica Riemanniana (ou tensor métrico Riemanniano) em uma va-
riedade diferencidvel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um pro-
duto interno g,(M) = ( , ), no espago tangente T,M, que varia diferenciavelmente no se-

guinte sentido: Se x : U C R" — M é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com

d
xX(x1,X2,...,%,) =q€x(U) e a—(q) = dx(e;), onde e; é o i-ésimo vetor canédnico do R",
Xi
d d
entdo <a—(q), a—(q)> = gij(x1,X2,...,%,) € uma fungdo diferencidvel em U para todos
Xi Xj q

iLj=1,...,n
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O subscrito p geralmente serd suprimido quando ndo houver possibilidade de confu-
sdo. Uma variedade Riemanniana é um par (M, g) onde M é uma variedade diferencidvel e g é

uma métrica Riemanniana em M.

Definicao 2.3.4. Uma aplicacdo diferencidvel ¢ : I — M em que I C R é um intervalo aberto e

M uma variedade diferencidvel chama-se uma curva (parametrizada).
A restri¢do de uma curva ¢ a um intervalo fechado [a,b] C I chama-se um segmento.

Definicao 2.3.5. Uma curva diferencidvel por partes é uma aplica¢do continua 7y : [a,b] — M
de um intervalo fechado a,b] C R em M satisfazendo a seguinte condi¢do: existe uma parti¢do

a=ty<t <--<tr_1 <ty =>bde a,b] tal que as restricdes '}/|[r =0,....k—1, sdo

i
tiv1]?
diferencidveis. Dizemos que Y liga os pontos y(a) e y(D).

Conhecida a métrica Riemanniana de uma variedade Riemanniana M, podemos
calcular o comprimento de um segmento Y ligando dois pontos quaisquer p,q € M. Considere
Y : [a,b] — M uma curva diferencidvel por partes satisfazendo y(a) = p e y(b) = ¢g. Assim, o

comprimento de 7y é definido por

= [ 0070 = [ 1Y 0l

e a distancia Riemanniana d entre p e g é definida como

d(p,q) = inf {L(7)},

Y€Cpyq
onde C, 4 € o conjunto de todas as curvas diferencidveis por partes ligando p a g. De forma
intuitiva, uma curva ligando p a g, tal que o comprimento desta curva seja menor ou igual a

qualquer outra curva diferencidveis por partes ligando p a ¢, é conhecida como geodésica.

2.4 Exponencial e logaritmo de matrizes

A

Definicao 2.4.1. Seja A € C"*", a exponencial de A, denotada por e™ ou expA é a matrizn X n

dado pela série de poténcias
o0 m
A=y = (2.6)
m=0 M
Pode ser visto em (Higham, 2008) que a série em (2.6) sempre converge, entdo a
exponencial de A estd bem definida. Observe que se A € uma matriz 1 x 1, a matriz exponencial

de A corresponde a exponencial ordindria de A pensada como um ndmero.
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A seguir serdo apresentadas propriedades da exponencial de uma matriz. Maiores
detalhes das demonstragdes dos resultados podem ser consultados em (Higham, 2008), (Tapp,

2016) e (Hall, 2013). A matriz exponencial satisfaz as seguintes propriedades:

Proposicao 2.4.1. Seja 0 a matriz n X n nula. Tem-se que

A

Proposicao 2.4.3. Para qualquer matriz A € C"*", temos que e* € ndo singular e sua inversa é

e*A.

Desta Proposi¢do 2.4.3 segue que a aplicagdo exp : C"" — C"*", exp(A) = eA

¢ na verdade uma aplica¢do de C"*"* em GL(n,C), onde GL(n,C) = {X € C™"; det X # 0},

chamado de grupo linear geral.

Proposicao 2.4.4. Se A,B € C"*" ¢ B é ndo singular, entdo
(BABT _ BAR-] 2.7)

Demonstragdo. Observe inicialmente que (BAB~!)" = (BAB~!)(BAB™!)..- (BAB~!) =BA"B!,
eB(C+D)B ! = BCB ! +BDB~!. Segue destas igualdades e da definicdo de exponencial de

uma matriz que

BA2B~! BA3’B!
TEEY

MBAB — I, +BAB !+

A2 A3 .
= B(In+A+E+§+~~)B

— BeAB L

Proposiciio 2.4.5. Para qualquer matriz A € C"™", temos que e* = (eA) "

Proposicdo 2.4.6. Se A = diag (aj,az,...,a,) € C™", entdo e* = diag (e1,e®, ... e").
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Proposicdo 2.4.7. Seja A € C'™" uma matriz com autovalores Ay, ..., A,. Entdo e® tem autova-

lores eM yen ,e’l".

Demonstragdo. Pelo Lema 2.2.1 tem-se que A € similar a uma matriz tridngular superior T cujos

elementos diagonais sdo Ay, ..., A,. Qualquer que seja m inteiro positivo temos que T™ é uma
matriz triangular superior cujos elementos diagonais sdo A[",...,A)". Assim
™ T3
T p— — — DECEEY

€ uma matriz triangular superior cujos elementos diagonais sao

=) m oo m
1 n

Lonr L

m=0 """ m=0 """

Portanto, pelo fato de } e qualquer que seja x € C (Fernandez; Bernardes, 2013),

m=0 m!
A
ye

temos que os autovalores de e sdo e .,e’. Como A e T sdo similares, existe uma matriz

BAB T

ndo singular B tal que T = BAB~!. Pela Proposicio 2.4.4, eT = ¢ = BeAB !, assim eT e

e sdo similares e portanto possuem os mesmos autovalores. [

Corolario 2.4.1. Para qualquer matriz A € C"*",
dete® = er(A), (2.8)

Demonstragdo. Pela Proposicao 2.2.4 o determinante e o traco de uma matriz n X n sao os

produto e a soma de seus autovalores respectivamente. Pelo Proposicao 2.4.7,

det (eA) — ell .. ,eln — ell+"'+;{n — etr(A)

]

Trataremos a seguir do logaritmo de uma matriz complexa n X n, apresentando
propriedades importantes que serdo tteis no Capitulo 3. E importante ressaltar que as proprie-
dades a serem tratadas aqui também sao vélidas para o caso em que as matrizes sao reais. Um
aprofundamento dos conceitos que serdo apresentados podem ser encontrados como maiores
detalhes, bem como demonstracdes omitidas em (Higham, 2008) e (Hall, 2013).

A maneira mais simples de definir o logaritmo de uma matriz € por uma série de

poténcias.
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Definicao 2.4.2. Para uma matriz A € C"*", o logaritmo de A, denotado porlog A é a matriz
n X n dada pela série de poténcia

m+1(A“_In)m

m

log A = i (—1) (2.9)

m=1
sempre que a série convergir.

Proposiciao 2.4.8. Para |A —1,||r < 1 esta série em (2.9) converge.

Proposicao 2.4.9. As seguintes afirmacoes sdo vdlidas
(i) Para todo A € C™" com |A —1,||r < 1, tem-se que ¢'°24 = A.

(ii) Para todo A € C"™" com ||A||r < log 2 tem-se que

|e* —T.|[F <1 e loge® =A.

2

Proposicao 2.4.10. Se A € C"*" é uma matriz sem autovalores reais negativos ou zero e |p| < 1,

1
entdo log (AP) = plog A. Em particular, log(A~') = —log A e log (A!/?) = Elog A.

Proposicao 2.4.11. Se A,B € C"*" é uma matriz sem autovalores reais negativos ou zero e B é

ndo singular, entdo
log(BAB™!) = B(logA)B ™. (2.10)

Finalizamos esta se¢do apresentando uma identidade conforme apresentada em

(Boutsidis et al., 2017), que relaciona o determinante € o trago.

Proposicao 2.4.12. Se A € R"™" é uma matriz simétrica e com autovalores positivos, entdo

logdet A =tr(log A). (2.11)
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3 DISTANCIAS GEOMETRIAS ENTRE MATRIZES DEFINIDAS POSITIVAS

Este capitulo discute a distincia geométrica entre matrizes definidas positivas, tanto
para o caso equidimensional, quanto para o caso em que as matrizes possuem dimensoes
diferentes. Com o propdsito de enriquecer a discussdo sdo apresentadas inicialmente propriedades

das matrizes definidas positivas, concentrado-se principalmente nas desigualdades entre elas.

3.1 Matrizes definidas positivas

O objetivo principal desta secdo € apresentar os resultados fundamentais a partir de
(Zhang, 2011), (Horn; Johnson, 2012), (Laub, 2005), (Bhatia, 2009), (Lim et al., 2019) sobre as
matrizes definidas positivas, que serdo frequentemente utilizados nas duas dltimas secdes deste

capitulo.
3.1.1 Caracterizagdo e propriedades

Definicao 3.1.1. Uma matriz Hermitiana A € C"*" ¢ dita definida positiva, escrita como A > 0,
se X*Ax > 0 para todo vetor ndo nulo x € C". A é também chamada semidefinida positiva,

escrita como A > 0, se X*Ax > 0 para todo vetor x € C".

Se A € R™" ¢ simétrica, a defini¢do acima € viélida, e neste caso substituimos o
. * T ~ .
sobrescrito * por '. No restante desta secdo consideraremos o caso complexo para todos os
resultados a seguir, havendo especificidades para o caso real ficard claro no texto.
Para uma matriz A € C"*" Hermitiana definida positiva, tem-se que (u,v) = u*Av
define um produto interno em C", isto &, satisfaz as propriedades da Defini¢do 2.1.1. De fato,

(i) (u,v) =u*Av=u*A*(v")* = (v*Au)* = (v*Au) = (v,u) para todo u,v € C".

(i) (u+v,w) = (u+v)"Aw = (u* + v*)Aw = u*Aw + v* Aw = (u,w) + (v,w) para todo
u,v,we C"
(iii) (ou,v) = (ou)*Av =au*Av = a(u*Av) = o (u,v) para todo @ € C e para todo u,v € C".
(iv) (u,u) =u*Au > 0 para todo u € C" ndo nulo.
Abaixo serd apresentado um conjunto de condi¢des que caracterizam as matrizes
definidas positivas A € C"*".
(1) A ¢ definida positiva se e somente se € Hermitiana e todos os seus autovalores sdo positivos.

(2) A é definida positiva se e somente se € Hermitiana e todos os seus menores principais sao
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positivos.

(3) A é definida positiva se e somente se existe uma matriz nao singular B tal que A = B*B.

(4) A ¢ definida positiva se e somente se existe uma tnica matriz definida positiva B tal que
A = B2. (A matriz B é chamada raiz quadrada de A e denotada por A!/2)

(5) A é definida positiva se e somente se existir uma unica matriz triangular superior T € C"*"
com elementos positivos na diagonal principal, tal que A = T*T. Isso é chamado de
decomposicio de Cholesky da matriz A.

Dada uma matriz A € C"*". Se A é definida positiva, entdo X*AX é também definida
positiva, qualquer que seja a matriz ndo nula X € C"*". Para verificacdo desta afirmagao deve-se

mostrar que x*(X*AX)x > 0 para todo x € C™ ndo nulo. De fato,
x"(X*AX)x = (Xx)*A(Xx) >0

pois A ¢é definida positiva e Xx € um elemento nao nulo de C".

Veremos alguns resultados de desigualdades de autovalores de matrizes Hermitianas,
para obté-los usaremos técnicas de espacos vetoriais.

Seja A uma matriz Hermitiana n X n cujos os autovalores denotaremos por A;(A),i =

1,...,n, ou por simplicidade A;. Pelo Teorema 2.2.5, existe uma matriz unitdria U, tal que
U*AU = diag(Aq,...,Ay)
ou

AU = Udiag(A4,...,A,)

Os vetores colunas uy, .. ., u, de U sdo autovetores ortonormais de A correspondentes a A, ..., A,

respectivamente, isto €,
* . .
Aui:liu,-, ul-uj:&j, l,]Zl,...,n, 3.1

onde 6;; = 1 se i = j e 0 caso contrdrio (Delta de Kronecker).
Uma vez que os autovalores de uma matriz Hermitiana A € C"*" sdo reais (Teo-
rema 2.2.8 (ii)), podemos (e devemos) adotar a convencdo de que eles estdo sempre dispostos em

ordem algébrica ndo-decrescente:

AminZAISAZS"‘S)Ln—IS;L :/lmax- (32)
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Para os resultados que serdo apresentados a seguir usaremos a notacao

Span{xy,X3,...,X,}

para denotar o subespaco vetorial gerado pelos vetores x;,X»,...,X,. Detalhes sobre subespa-
cos geradores podem ser encontrado em (Hoffman; Kunze, 1971), (Coelho; Lourenco, 2005),

(Leon et al., 2006), (Araujo, 2014).

Teorema 3.1.1. Seja A € C"" uma matriz Hermitiana e sejam uy,...,0, autovetores orto-
normais de A associados aos (ndo necessariamente distintos) autovalores Ai,...,A, de A,
respectivamente. Seja S = Span{u,,...,u,}, 1 < p < g <n. Entdo para qualquer vetor unitdrio

xeS(istoé, x| =1),

Ap(A) <x"Ax < A4(A). (3.3)
Demonstragdo. Sejax = oy, + -+ -+ 0yuy. Entdo usando a relagdo (3.1) teremos

X*Ax = Xx*A(opu,+---+oguy)
= x"(apAu,+---+ 0 Auy)
= X (pApup + -+ aghguy)
= ApopXiu, + -+ A 00Xy
A (T Ty 4+ A (G - T
= Aplo? 4+ Ayl oyl

P,

Sendo x um vetor unitdrio, tem-se que 1 = x*x = ?:p 7 Assim de (3.2) obtemos as

desigualdades desejadas,

XAX = Aot Al < Ayl Ayl = Aglla P agl?) = 2

]

O teorema a seguir chamado Teorema do Entrelacamento de Autovalores, também
conhecido como o Teorema do Entrelacamento de Cauchy, afirma que os autovalores de
uma submatriz principal de uma matriz Hermitiana entrelacam os da matriz subjacente. Esse

resultado € bastante usado para obter desigualdades matriciais.

Teorema 3.1.2 (Entrelagamento de Autovalores). Seja A € S", particionada como

B C
C* D
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onde B € S™ é uma submatriz principal de A, com 1 < m < n. Sejam os autovalores de A ¢ B

ordenados como em (3.2). Entdo

Ma(A) < 4(B) < Aepn m(A), K=1,2,..m.
Em particular, quando m = n — 1,

MA) <A (B) < L(A) < <A 1(A) < A1 (B) < A(A).

(3.4)

Demonstragcdo. Por conveniéncia denotaremos os autovalores de A e B respectivamente por

AM(A) < (A) < - < Au(A) e A (B) < 1(B) < - < A (B).

Usaremos subespagos gerados por certos autovetores. Seja Xi,...,x, € C" e yi,...,y, €

C™ autovetores ortonormais de A e B associados aos autovalores A;(A),A2(A),..., A, (A) e

A (B),A2(B),..., A, (B) respectivamente. Simbolicamente temos por (3.1) que,

Axi = A(A)x, Xix;=8; ij=1...n

BYi:)Li<B)yi y;FYj: 0 i,j=1,....m,

onde §;; = 1 se i = j e 0 caso contrdrio. Seja

Para um dado k € {1,...,m}, seja

S1= Span {Xl; < 7Xk+n7m}

S> = Span{¥x,...,Ym}-

Entdo dimS; =k+n—medimS, =m—k+ 1. Logo

dimS$; +dimS; =n+1,

assim o Lema da Interseciio de Subespacos' assegura que existe um vetor unitario x € S; N.S,.

zZ
Como x € 5», ele deve ser da forma x = para algum vetor unitério z € Span{yy,...,ym} C

1

Lema da Interse¢do de Subespagos: Sejam Sj, ..., Sy subespacos dados de C". Se § = dimS; +--- +dim S, —

(k—1)n > 1, existem vetores ortonormais X, . .., Xg tais que Xy, ...,Xs € S; paratodo i = 1,..., k. Em particular,

S1N---NS; contém um vetor unitario. (Horn; Johnson, 2012)
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C™. Observe que,
B C z Bz
X"'Ax = [ z¢ 0 } = [ z¢ 0 ] =7"Bz.

Segue de (3.3) que
A(B) <z'Bz =x"Ax < L m(A).

A primeira desigualdade segue de z € Span{yy,...,y»} e a segunda desigualdade decorre de

x € S;. O

Definiremos agora uma relagao de ordem (parcial) entre matrizes Hermitianas.

Sejam A,B € §". Se A — B for semidefinida positiva, escrevemos
A>B ou B<A.

E ficil ver que > é uma ordenacio parcial, referida como ordenacéo (parcial) de Léwner , no
conjunto S", isto é,
(i) A > A para toda matriz Hermitiana A.
(ii)) SeA>BeB > A, entio A =B.
(iii) SeA>BeB > C, entaio A > C.
Vejamos a seguir um teorema sobre a comparagao de duas matrizes definidas positivas

em termos de seus autovalores.

Teorema 3.1.3 ((Zhang, 2011), Theorem 8.11). Sejam A,B matrizes Hermitianas definidas
positivas. Entdo,

A>B :>A,(A) > l,'(B), i=1,2,...,n.

As desigualdades A;(A) > A;(B) para todo i ndo podem garantir A > B. Por exemplo,
1 0
0 3
Entdo, A1 (A) =3> 4;(B) =3e A2(A) =2 > A,(B) = 1. Mas A — B tem um autovalor negativo

—1, obviamente nao é semidefinida positiva.
Vejamos agora um resultado importante e ultil que mostra que um par de matrizes

(A,B) podem ser diagonalizadas simultaneamente por uma mesma matriz.
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Teorema 3.1.4 (Diagonalizacdo Simultinea). Sejam A,B € S", com B definida positiva. Existe

uma matriz ndo singular Q tal que
Q"AQ=D, Q'BQ=1I,,

onde 1,, é a matriz identidade n x n e D é uma matriz diagonal cujos elementos diagonais de D

sdo os autovalores de B~'A.

Demonstragdo. Seja B = T*T a decomposigio de Cholesky da matriz B e seja C = (T~1)*AT 1.
Como C ¢ Hermitiana (pelo Teorema 2.2.8 (iii)), segue do Teorema 2.2.5 que existe uma matriz

unitdria U tal que U*CU = D, onde D é uma matriz diagonal. Seja Q = T~'U. Entdo

Q'AQ = (T 'U)* AT 'U=U"(T")*AT"'U=U*CU =D

Q'BQ = (T'U)'BT U= (T"'U)*(T*T)T~'U

= U*((T"H*T*)(TT-HU=U'U =1,.

Finalmente segue das igualdades mostradas acima que,
B—lA — ((Q*)—IQ—I)—IA — QQ*((Q*)—IDQ—I) — QDQ_l-

Sendo Q ndo singular, tem-se que B~'A & similar a matriz diagonal D. Segue do Coroldrio 2.2.1

que B~ A possui os mesmos autovalores de D. [
3.1.2 Inclusado de elipsoides de dimensades diferentes

Apresentaremos agora algumas notagdes que tornardo praticas as alusdes as matrizes
Hermitianas e Hermitianas definidas positivas, além disso serdo apresentadas duas equivaléncias
que nos permitem caracterizar uma ordenacao parcial entre matrizes a partir da inclusdo entre
elipsoides centrados na origem em [ definidos por essas matrizes, lembrando que [ denota o
corpo dos nimeros reais R ou o corpo dos nimeros complexos C.

Denotaremos por
S"={AcC™; A*=A} ({AcR™ AT =A})
o espaco vetorial de todas as matrizes Hermitianas (simétricas, para o caso real) n x n e por

S, ={AeS"; x*Ax>0parax € C"\ {0}} ({A€S" x" Ax >0 parax € R"\ {0}})
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o conjunto de todas as matrizes Hermitianas (simétricas) definidas positivas n x n.
E bem conhecido que St . € um cone convexo aberto, isto €, se P,Q € §'} | entdo
P+1Q €S, para qualquer ¢ > 0.

De fato, dados P,Q € " |, # > 0 e qualquer x € R" (x € C"), temos que
x' (P+1Q)x=x'Px+x rQx =x'Px+7(x' Qx) > 0.

Logo, P+1Q € §'} | para qualquer ¢t > 0.

Se A €§' ,, entdo
Er={xeclF":x"Ax < 1}

¢ o elipsoide n-dimensional centrado na origem.
Os dois teoremas a seguir apresentam equivaléncias simples entre a inclusao de
elipsoides e a ordem parcial entre matrizes definidas positivas. Maiores detalhes podem ser

encontrados em [(Lim ef al., 2019), lemma 4] e [(Lim et al., 2019), lemma 5].
Teorema 3.1.5. Sejam A,B €§' , , entdo & C &g se e somente, A > B.
Demonstracdo. Se &y C &g, entdo para cada x € " satisfazendo
x'Ax <1
satisfaz também x*Bx < 1. Para algum y € "\ {0} seja p := y*Ay. Entdo x = % € &, pois

() 8(5) g

Como &) C &g, segue que X € &p, assim

Y\ /Y 1, ) )
— | B{—= ) <1=—(yBy) <1=yBy<p=yAy.
<\/ﬁ> (\/ﬁ) p( ) P

Assim devemos ter

Y'Ay—y'By>0=y"(A-B)y >0
Portanto A —B > 0, isto é, A > B.
Reciprocamente, se A > B, entdo A — B > 0, assim para todo x € &, tem-se
x"(A—B)x > 0= x"Bx < x"Ax.

Como x*Ax < 1, segue que da dltima desigualdade acima que x*Bx < 1. Logo x € & e portanto

Ep C EB. L]
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Vamos agora estender a inclusdo apresentado no Teorema 3.1.5 para o caso de
elipsoides de dimensdes diferentes.

Sejam m < n inteiros positivos e A € S’} , ,B € §' , . Considere a incorporagio
Upp " —F"
definida por 1, ,(x1,...,Xm) = (x1,...,Xn,0,...,0). Entdo devemos ter
Unn(Ex) ={(x,0) e F" : x*"Ax < 1},

onde x € " e 0 € " € o vetor nulo. Seja B a submatriz principal superior esquerda de
o B Bn : . N
BefS,, istoé, B= B B com B, B, By, matrizes de dimensdes m x m,m X (n—m)
12 22

e (n—m) x (n—m) respectivamente.

Teorema 3.1.6. Sejam m <ne A €S B eS| . Entdo 1,,(Ex) C & se e somente se,

B <A

O conjunto " , de matrizes definidas positivas n x n € uma variedade diferencidvel
com uma estrutura Riemanniana natural. A geometria desta variedade estd intimamente ligada a
algumas desigualdades de matriz. Na secdo a seguir abordaremos a distincia geométricas entre

matrizes Hermitianas definidas positivas de mesma dimensao.

3.2 Distancia geométrica entre matrizes hermitianas definidas positivas de dimensoes

iguais

O conjunto F"*"

constituido das matrizes n X n € um espaco vetorial sobre um
corpo F com produto interno (A, B) = tr (A*B) e a norma associada ||A ||z = [tr (A*A)]'/2. O
conjunto de matrizes Hermitianas constitui um espago vetorial real S” em F"*". O subconjunto
" . constituido de matrizes definidas positivas € um conjunto aberto em S". Portanto, € uma
variedade diferencidvel. O espago tangente a S'! | em qualquer um de seus pontos A é o espago
pa¢ g +4 ¢mqualq p pa¢
TAS" . = {A} x S" identificado para simplicidade, com S”. O produto interno em S” leva a uma
T+ p p p

métrica Riemanniana na variedade S’ . Para um aprofundamento da geometria de S| | ver

(Lang, 2012). No ponto A € §' ,, esta métrica € dada pela diferencial
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ds=|A"2dAAT 2| = || AV2(ATTAA)ATY 2|

_ [tr((AI/Z(AfldA)Afl/z)*(Al/Z(AfldA)Afl/Z)”1/2

= [r((AV2(ATTdA)ATIZ) (A2 (AT TdA) AT

_ [tr(Al/Z(A—ldA)2A—l/2)]1/2

— [tr(Afl/ZAl/Z(AfldA)Z)]1/2
(A

= [r(A7'dA)?)? (3.5)

e é chamada de métrica do traco.
Esta Equacgao (3.5) nos permite calcular o comprimento de um caminho diferencidvel

(por partes) em S’} . Se y: [a,b] — S} | é esse caminho, definimos seu comprimento como

L= [ Iy OOy ol 66

Para cada X € GL(n,F) a transformagdo de congruéncia I'x(A) = X*AX é uma

s n . _ . . . > n
bije¢do de S'} | sobre si mesmo. A composi¢do I'x oy € outro caminho diferencidvel em S | .

Lema 3.2.1. Para cada X € GL(n,F) e para cada caminho diferencidvel y

L(I'oy) =L(y). (3.7)

Demonstragcdo. Segue da defini¢do da norma || - || e do fato de tr (XY) = tr (YX) quaisquer que

sejam as matrizes X,Y € F"*" que, para cada t € [a,b] temos,

~—

X y(0)X) 2 (X y0x) (X v0x) ||
1/2

= [ir (X 70%) ™ (X r0X) (X y0X) " (X p(0x)]

= [eX Yy Y )y Y (0X]
= [ey ' @Y Or )Y @)
~[e o7y

Integrando ambos os membros em ¢, obtemos a igualdade (3.7) desejada. [
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Para quaisquer dois pontos A e B no cone §'} , seja
02(A,B) =inf{L(y) : ¥ é um caminho de A para B}. (3.8)
Isso d4 uma métrica sobre S'| | . A desigualdade triangular
% (A,B) < &(A,C)+6(C,B),

¢ uma consequéncia do fato de que um caminho 7y; de A a C pode ser ligado a um caminho > de
C a B para obter um caminho de A a B. O comprimento deste tltimo caminho é L(7;) + L(7»).
De acordo com o Lema 3.2.1, cada I'x é uma isometria para o comprimento L.

Portanto, também é uma isometria para a métrica &,; ou seja,

paratodo A,B €S" | e Xem GL(n,F).

Esta observacdo nos ajuda a provar vérias propriedades de &,. Mostraremos que o
infimo em (3.8) € atingido em um tnico caminho que une A e B, chamado de geodésica de
A a B. Ao final desta secao obteremos uma férmula explicita para esta geodésica e para seu
comprimento. A desigualdade a seguir, chamada de propriedade de crescimento métrico
exponencial infinitesimal (IEMI), desempenha um papel importante.

Escreveremos Dell para a derivada da fungio exponencial em um ponto H de S”.
Esta é uma fung¢ao linear em S”, em que

MHHK _ H

DeM(K) = lim

t—0 t
Proposicao 3.2.1 IEMI). Para todo H e K em S" temos
e 82D K)e 12 |5 = K] (.10
Um demonstracao desta Proposicao 3.2.1 pode ser consultada em (Bhatia, 2009).
Corolario 3.2.1. Seja H(t), a <t < b qualquer caminho em S" e seja y(t) = e""). Entdo,
b /
Ly = [ IH@)edr (3.11)
a

Demonstracdo. Pela regra da cadeia (1) = De®) (H'(¢)). Assim a desigualdade (3.11) segue
da defini¢do de L(y) dada por (3.6) e por IEMI (3.2.1). O
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Se y(t) for qualquer caminho que une A e Bem S}, entdo H(r) = log y(¢) € um
caminho que une log A e log B em S". O lado direito de (3.11) corresponde ao comprimento
desse caminho no espaco euclidiano S”. Temos que este caminho € limitado inferiormente pelo
comprimento do segmento de reta que une log A e log B. Assim, L(y) > ||log A —log B||F,
daf segue o seguinte resultado importante denominado propriedade de crescimento métrico

exponencial (EMI).

Teorema 3.2.2 (EMI). Para cada par de pontos A,B € " , temos

6:(A,B) > [|log A —log B||. (3.12)
Em outras palavras, para quaisquer duas matrizes He K em S"

So(e, ) > [H-K]||F. (3.13)

Assim a funcao

(S 1 llF) =5 (S, &) (3.14)

aumenta as distancias ou a métrica aumenta.

A préxima proposicdo diz que quando A e B comutam, ha igualdade em (3.12).
Além disso, a fungdo exponencial leva o segmento de reta que une o log A e o log B em S" para
a geodésica que une A e B em S . Um pouco de notagdo serd ttil aqui. Escrevemos [H, K]

para denotar o segmento de reta
H(t)=(1-1)H+:K, 0<r<1

ligando dois pontos He K em S". Se A e B sdo dois pontos em S’} , escrevemos [A,B| para
denotar a geodésica de A a B. A existéncia de tal caminho ainda nao foi estabelecida. Isso é

feito primeiro no caso especial em que as matrizes A e B comutam.

Proposicao 3.2.3. Sejam A e B matrizes que comutam em S', | . Entdo a fung¢do exponencial

mapeia o segmento de reta [log A,log B] em S" para a geodésica [A,B] em S"_,. Nesse caso
6(A,B) = [[log A —log B[
Demonstragcdo. Temos que verificar que o caminho

y(t) =exp((1—1)logA+rlogB), 0<r<1,



47

¢ o caminho tnico de menor comprimento que une A e B no espaco (S, ,6,). Como A ¢ B

comutam, ¥(t) = A' "B’ e y(t) = (log B —log A)¥(t). A expressio (3.6) d4 neste caso
1
L(y) = | l[1og A ~log Bl|r dr = | log A~ log B| -

O EMI (3.2.2) diz que nenhum caminho pode ser mais curto do que este. Portanto, o caminho y
em consideracdo é de menor comprimento possivel.

Suponha que 7 seja outro caminho que une A e B e tenha 0 mesmo comprimento de
y. Entéo ﬁ(t) = log ¥(¢) é um caminho que une log A e log B em S”, e pelo Corolario 3.2.1 esse
caminho tem comprimento ||log A —log B||r. Mas em um espaco euclidiano, o segmento de
reta € o Unico caminho mais curto entre dois pontos. Portanto, ﬁ(t) ¢ uma reparametrizacao do

segmento de reta [log A,log BJ. O

Aplicando o raciocinio desta prova a qualquer subintervalo [0,a] de [0, 1], vemos que
a parametrizacao

H(t) = (1 —t)logA+tlogB

do segmento de reta [logA,logB| é aquele que é mapeado isometricamente em [A,B] ao longo
de todo o intervalo. Em outras palavras, a parametrizagio natural da geodésica [A,B] quando A
e B comutam € dada por

y(t)=A"""B, 0<r<1
no sentido de que &, (A, y(r)) =16,(A,B) para cada r. O caso geral é obtido com a ajuda das
isometrias I'x.

Teorema 3.2.4. Sejam A e B quaisquer dois elementos de S| | . Entdo existe uma geodésica

unica [A,B] ligando A e B. Esta geodésica tem uma parametrizagdo

y(1) = AV2(ATPBAT2YA2 o< <1, (3.15)
o que ¢é natural no sentido de que

62(A, (1)) =15:(A,B) (3.16)

para cada t. Aléem disso, nos temos

8 (A,B) = ||log A~ /2BA~1/2||;. (3.17)
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Demonstragdo. A matrizTe A~'/2BA~'/? comutam. Assim, a geodésica [I,A~1/2BA~1/?] ¢

naturalmente parametrizada como
(1) = (A~V/2BA-1/2),
Aplicando a isometria I' 1> n6s obtemos o caminho
V(1) =Ty (0(r)) = AV2(A12BA-12) 412

juntando os pontos I'y 12 (I) = A e'y1 (A~1/2BA~1/2) =B. Uma vez que I'y1/2 € umaisometria,
este caminho € a geodésica [A,B]. A igualdade (3.16) segue da propriedade semelhante para

10(t) observada anteriormente. Usando a Proposi¢@o 3.2.3 novamente, vemos que

5(A,B) = &(ILA-Y/2BA1/?)
= HlogI—log(A_l/zBA_l/z)HF
= ||logA_1/2BA_1/2||F.

]

A férmula (3.17) fornece uma representacdo explicita para a métrica &, que foi
definida por meio de (3.8). Esta é a métrica Riemanniana na variedade S . A partir da
definicdo da norma || - ||, e as propriedades de logaritmos de uma matriz apresentadas na Se¢do

2.4 vemos que

5(A,B) = Hlog A‘l/ZBA_l/ZHF

- 1/2
= tr(logA_l/zBA_l/z)*(logA_I/ZBA_I/z)}/

[ 1/2
= tr(log(Al/zBAl/z)*)(logAI/ZBA“z)}/

- 1/2
= tr(logA_l/zBA_l/z)(logA_l/zBA_l/z)]/

r 1/2
= tr(logAl/zBAl/z)z]/

r 1/2

- tr(logAl/zA—lBA—W)Z} /
r 1/2

= trAl/z(logA_lB)A_l/z)z} /

[ 1/2
- tr(A1/2<logA1B)A1/2)(A1/2(1ogA1B)A1/2>]/

}1/2

— [r(A2(1ogA"1B)2A"1/2)
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= ur (logA’lB)z] 1/2

= [(log det(A™'B))?] /2

= <log Iﬂllj(AlB)>
j=1

= y (log QLJ-(A_IB))2
=1

J

1/2

Portanto,

1/2
n
& (A,B) = (Zlog%(A“B)) , (3.18)
i=1
onde 4;(A~'B) sdo os autovalores da matriz A~'B.
3.2.1 Propriedades de invaridncia de o,

Destacaremos abaixo trés propriedades de invariancia da distancia 8. A primeira
afirma que &, é invariante sob qualquer transformacio de congruéncia, a segunda que &, é

invariante sobre semelhanga, e a terceira afirma que &, é invariante sob inversao.
Teorema 3.2.5. Seja X € """ uma matriz ndo singular e A,B € S' | . Entdo,
6 (X*AX,X"'BX) = & (A,B). (3.19)
Demonstragdo. Temos que

(X*AX) '(X*BX) = X A I(X") " IX*BX = X 'A'BX.
Logo (X*AX)~!(X*BX) e A~'B sdo similares e portanto pelo Coroldrio 2.2.1 possuem os
mesmos autovalores. Assim,

&(X*AX,X'BX) = Y log’1;((X*AX) ' (X*BX))
j=1

= Zlogzlj(A*IB)

j=1

= &(A,B).

Teorema 3.2.6. Seja X € """ uma matriz ndo singular e A,B € S' | . Entdo,

& (XAX ! XBX 1) =5,(A,B). (3.20)



50

Demonstragdo. Temos que
XAX HI(xBX ) =XA' X IXBX ' =XA"'BX = (X" ) !A"'BX L

Logo (XAX~H)~!(XBX~!) e A~!B sio similares e portanto pelo Corolério 2.2.1 possuem os

mesmos autovalores. Assim,

& (XAX L XBX!) = y log? ; ((XAX 1)~ I(XBX 1))
=1

J
= Z log>A;(A™'B)
=1

= &(A,B).

Teorema 3.2.7. Sejam A,B €S, . Entdo,
SH(ATLB) =5(A,B). (3.21)
Demonstragdo. Temos que

S(ATLBTY) = Ylog4;((A7)BT)

j=1
= Zlogz/'tj(BA’l)
j=1
= Y log’A;(A"'B) = &(A,B).
j=1

Note que o Coroldrio 2.2.1 garante que 1;(BA~!) = 1,(A~!B), pois BA~! e A~!B sdo similares,
uma vez que, A~ (BA~1)A = A~'B. O

3.3 Distancia geométrica entre matrizes hermitianas definidas positivas de dimensoes

diferentes

A distancia geométrica entre matrizes Hermitianas definidas positivas de dimensoes

diferentes foi apresentada por (Lim et al., 2019). Neste trabalho os autores usam de forma natural
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a distncia &, apresentada na se¢do anterior para definir uma nova distdncia geométrica, que
denotaram por 8,7, entre matrizes definidas positivas com dimensdes diferentes, isto ¢, dadas
as matrizes A € S, e B € S | com m # n foi mostrada uma expressao explicita e facil de ser
calculada para a distancia 6, (A, B).

Considerando a correspondéncia biunivoca entre matrizes A € S’} | e elipsoides

n-dimensionais centrados na origem,
Er={xeclF":x"Ax < 1}

a distancia 52+ foi obtida por meio de uma abordagem em termo de elipsoides, o que segundo
os autores em (Lim et al., 2019), a construcao se torna mais facil com esse objeto geométrico
concreto (elipsoides) em mente. Alguns resultados importantes para esta construcao foram
apresentados na secao 3.1, Teorema 3.1.5 e Teorema 3.1.6.

O resultado que impulsionou a obtenc¢do da distancia 52+ € o seguinte:

Dado um elipsoide m-dimensional &y e um elipsoide n-dimensional &g, digamos
m < n. A distdncia de &x ao conjunto de elipsoides m-dimensionais contidos em &g
€ igual a distancia de &g ao conjunto de elipsoides n-dimensionais contendo &x, em
que ambas as distancias sdo medidas por meio de (3.18). Seu valor comum dd uma

distancia entre & e &g e, portanto, entre A e B.

Definicdo 3.3.1. Seja m < n inteiros positivos. Para cada matriz A € S"! |, definimos o conjunto

convexo de elipsoides n-dimensionais contendo &5 por

o) =J6=| " 7 lcs ghcabcs (3.22)
4 . ++ 011 S — o4 .
Gl Gn

onde G é a submatriz principal m X m superior esquerda de G.
Para cada B € S'} |, definimos o conjunto convexo de elipsoides m-dimensionais

contidos em &g por
Q_(B):={HeS?, :B;; <H}CSY . (3.23)
onde By é a submatriz principal m X m superior esquerda de B.

Os nomes dados aos conjuntos apresentados na Defini¢do 3.3.1 sao justificados pelo
Teorema 3.1.6. O conjunto Q. (A) parametriza todos os elipsoides n-dimensionais contendo

Unn(6x) e Q_(B) parametriza todos os elipsoides m-dimensionais contidos em &p,,. Assim
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dadas as matrizes A € S"! | e B €'} |, define-se de maneira natural a distancia entre A e B como
sendo a distancia de A ao conjunto Q_ (B) ou igualmente pode-se definir como sendo a distincia

de B ao conjunto Q. (A), isto é,

5(A,Q_(B)) = Heglf(B 5 (A, H)
1/2
= f 1 AH 24
we [Z 0g* A DI (3.24)
ou
52(B7'Q'+(A)) = Geglf(A)SZ(G’B)
; 1/2
=  inf logZA;(GB™! 2
GeglJr(A) L:Zl og“Ai(GB™) (3.25)

O resultado a seguir mostra que as distincias definidas em (3.24) e (3.25) sdo iguais

e que o seu valor comum, que serd denotado por 62+ dd a distdnciade A€ S'Y, aB €S |

Teorema 3.3.1 (Lim et al., 2019), Theorem 7). Sejam m < n inteiros positivos e A € S"' | e

B €S .. Seja By a submatriz principal m X m superior esquerda de B. Entdo
5(A,Q(B)) = 5 (B, (A)) (3.26)

e seu valor comum é dado por

1/2
5 (A,B) = [ZmaX{O logd;j(A7'B1) | (3.27)
ou alternativamente,
1/2
5 (A,B) = [Zlog ‘BH)] : (3.28)

onde k é tal que 2j(A'Byy) < 1 para j=k+1,...,m

Demonstra¢do. Vamos assumir que m <ne A € S, e B € S . A prova deste teorema serd

dividida em duas partes:



53

Parte 1: Mostraremos que

1/2

m
5(A,Q_(B)) = | ) max{0,logA;(A"'B;)}* (3.29)
j=1
Considerando a parti¢do de B € §'} , como sendo
B_ B Bz
Bi, By

temos B1; € ST, By € Fmx(n=m) ¢ B,, € S"". Segue do Teorema 3.1.4 que existe uma

matriz nao singular X € > tal que
X*AX=1,, X'B;;X=D,

onde D = diag (A1 (A" 'B11),...,A4n(A"'B11)). Como B é definida positiva By, também

n—m)

é, e assim existe uma matriz Y e F(—m)x( ndo singular tal que

Y'BpY=1,,.
Logo devemos ter
Xt 0 B, Bp X 0 D X*B1pY
0 Y* B}, B 0 Y Y'B,L,X L
Seja
X 0
7 —
0 Y

Entdo pela propriedade de &, ser invariante sob qualquer transformagao de congruéncia
(Teorema 3.2.5), temos que
5(A,Q_(B) = &(X'AX,X"Q_(B)X)
= (L, Q_(Z'BZ)).

Portanto, podemos assumir, sem perda de generalidade, que

D Bp
A=1,, B= (3.30)
Biy Lim

onde D = diag (A; (A~ 'B11),...,Au(A"'B}1)) e By € (") & tal que B ¢ definida

positiva.
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Para concluir essa primeira parte mostraremos que existe uma matriz Hy € S’ , tal que

1/2
m
8(A,Q_(B)) = & (A,Hy) = [Zmax{(),log/lj(AlB“)}zl :
j=1
Como visto anteriormente, podemos assumir as matrizes A e B como em (3.30). Assim

Q_(B)={HeS", :D<H}. Logo,

5(4.9-(B) = inf &(AH)
1/2

_m
—  inf log? A:(A~'H
nf, j_Zlog A( )]

1/2

_m
= inf | Y log?A;(1,'H
])IISIHj_Zlog%(m )

D<H

© 1/2
= inf Zlogzzj(H)]
Li=1

A condigdo D < H implica pelo Teorema 3.1.3 que A;(A™'By;) < A;(H), j=1,...,m.

Assim,

log’A:(A~'By1) se A;(A"'Byp) > 1,
inf log? L,(H) ={ ° i(A7Bu) i(A7Bu) (3.31)
D<H 0 se Aj(A71Byy) < 1.

Tomando Hy = diag(h,...,h,) onde

AJ(A_lB“) se /FL]'(A_]B“)> 1,

R I se A;(A"'Byy) < 1.

Aqui fica claro que Hy — D > 0 o que implica D < Hy e portanto Hy € a matriz desejada.

Parte 2: Nesta dltima parte serd mostrado que
. 1/2
&(B,Q(A)) = |} max{0,logA;(A"'By;)}? (3.32)
j=1
Sendom <n,A € 8%, eB eS|, . Novamente particionamos a matriz B como na Parte 1.

Seja
—1
L I, —B; B
0 Li—m
Entao temos
L, 0 B, B I, —B7'B
L*BL — 1 11 B2 11 B2
__BTzBfl L. B}, Bx» 0 L.
B11 0
i 0 B22_BTQB1_11B12
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e temos ainda que

L'Q, (A)L=Q, (A).

Para a verificacdo da segunda igualdade, deve-se mostrar que L*Q; (A)L C Q;(A) e que
L HY"Q (AL'C Q. (A),isto é, Q,(A) CL*Q,(A)L. De fato, se F € L*Q, (AL,
entdo F = L*GL para algum G € Q (A), Logo,
F = L'GL
G ~G11B;'B12+ G2

—B},B;/Gi1+GY, BB G1iB; By —G{,B ' Bio — B},B;/Gia + G
Como Gj; <A, segue que F € Q (A). De modo similar pode ser mostrado que Q4 (A) C
L*Q. (A)L, por meio de (L~')*Q  (A)L~! C Q, (A). Desta duas inclusdes obtém-se
a igualdade L*Q (A)L = Q (A). Portanto, pela propriedade de &, ser invariante sob

qualquer transformag¢do de congruéncia, pelo Teorema 3.2.5 temos

&(B,Q,(A) = &(L'BLL'Q(A)L)
— &(L'BL.Q,(A)). (3.33)

Pelo Teorema 3.1.4 existe uma matriz nao singular X € F”*"™ tal que
X*AX =1,, X'B;;X=D,
onde D = diag (A;(A~'By1), ..., A4u(A~'B};)). Tomando X; = XD~'/2, temos que
X:AX; =D, XiB;X; =1,

Além disso, como a matriz By, — BTZBl_llBlz € o complemento de Schur [ver (Zhang,
2011)] de B;; em B, que é definida positiva, segue que By, — BTQBﬁIBlz também é

definida positiva, assim existe uma matriz Y| € [Fn—m)x(n=m) nag singular tal que
Yi (B — BB B)Y =1, .

Seja

Entao

ZIL'BLZ, =1, ¢ ZIQ (A)Z,=Q, (D).
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Dai pela identidade (3.33) e pela propriedade de &, ser invariante sob qualquer transforma-

¢do de congruéncia (Teorema 3.2.5), teremos
5 (B, (A)) = &(L"BL,Q.(A))
= 0 (Z]L'BLZ,,Z;Q (A)Z,)
= &(1,,Q4(D7)),

Entdo, para calcular 6,(B, Q. (A)), é suficiente assumir que

A=D""=diag(A;' (A"'By1),..., 1, (A"'By1)), B=I, (3.34)

m

Para concluir essa segunda parte mostraremos que existe Go € S' , tal que

" 1/2
52(B, 2 (A)) = 6,(Go,B) = [Z max{o,logx,-(Aan)}z] .

=1

Assumindo que as matrizes A e B sdo como em (3.34). Entao temos

32(In»Q+(Dil)> = inf 52(InaG)
Gy <D!
r 1/2
=  inf log” Ai(L'G
G11§D*' = g J( n ) ,
- 1/2
inf | Y log?4,(G)
= inf lo ;
Gus<b ! | = A

onde G € a submatriz principal m x m superior esquerda de G € Q (D_l). Pelo Teo-

rema 3.1.3, temos A;(Gyp) < lj_l(A*IBH), j=1,...,m. Além disso, pelo Teorema 3.1.2
xJ(G) < A’](Gll) < A'jil(AilBll)a .]: 17"'7m'

Portanto, paracada j =1,...,m.

log2 ),j(A_lBll) se )\,j(A_lBll) > 1,

inf log?2,(G) = (3.35)
G <D~! 0 se )Lj(A_lB“) <1,
eparacada j=m+1,...,n,

inf log’4i(G) =0,
G2 g _1( )

como Gy; pode ser escolhido para ser I,,_,,. Seja Go = diag(gy,...,g,) onde

gi= AJ-_I(AleH) se Aj(A71B11)>1 e j=1,...,m,
=
1 caso contrario.

Entdo devemos ter que (Go)1 < D le portanto G € a matriz que buscdvamos obter.
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]

Destacamos algumas observacgdes a respeito da distancia 62+ apresentada no Teo-
rema 3.3.1:
1. Para o célculo de 52+ (A,B) exige-se que a dimensdo da matriz no primeiro argumento nao
seja maior do que a dimensdo da matriz no segundo argumento.
2. 6, (A,B) # 8, (B,A), e pelo item 1 0 segundo membro ndo estd definido, exceto para o
caso em que m = n. Note que mesmo neste caso, 8, (A,B) # 8, (B, A) em geral, de fato,

se m = n entdo (3.27) torna-se

m

1/2
SJ(A,B) = [Z max{O,log?Lj(AlB)}zl ,
j=1

e podemos trocar as matrizes A e B em (3.26), dai obtemos a seguinte igualdade
5(A,Q_(B)) = 6,(B,Q(A))

cujo valor comum dado pelo Teorema 3.3.1 é

1/2
5, (B,A) =

Y

J

max{0,log;(B~'A)}?
=1

onde concluimos que &, (A,B) # 8, (B,A).
3. 52+ ndo define uma métrica em Uy S’} |, pois 52+ ¢ uma distancia no sentido de uma
distancia de um ponto a um conjunto.
A seguir apresentamos um resultado que relaciona a distancia &, definida em (3.18)

com a distancia 6; definida no Teorema 3.3.1 para o caso em que m = n.

Teorema 3.3.2 ((Lim et al., 2019), Proposition 8). Seja m = n inteiros positivos. Entdo as

distancias & em (3.18) e distdncia 52+ em (3.28) possuem a seguinte relacdo

5 (A,B)> =5, (A,B)>+ 6, (B,A)%. (3.36)
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4 ANALISE DE COMPONENTES PRINCIPAIS: UMA BREVE REVISAO

A posse de um conjunto de dados de grande dimensao frequentemente pode se tornar
uma questdo problematica, ja que isso pode acarretar em custos computacionais elevados e
overfitting'. Dessa forma, pode ser desejdvel reduzir a dimensdo do conjunto de dados com
o intuito de tornar a manipulagdo dos dados mais facil e diminuir os recursos computacionais
necessarios, resultando em uma melhoria no desempenho do sistema e na reten¢do do maximo
de informagdes possivel dos dados originais.

A Andlise de Componentes Principais (PCA, do inglés Principal Component Analy-
sis), cujas primeiras descri¢des foram apresentadas por (Pearson, 1901) e (Hotelling, 1933) é
uma técnica estatistica multivariada que permite reduzir a dimensionalidade de um conjunto
de dados, mantendo a maior parte da informacao contida nele. Isso é feito transformando um
conjunto de varidaveis correlacionadas em um novo conjunto de varidveis ndo correlacionadas
chamadas de componentes principais. Essas componentes principais sdo ordenadas de acordo
com suas variancias, de modo que a primeira componente principal capture a maior variancia e
cada componente subsequente capture a maior variancia em ordem decrescente, sob a condi¢ao
de que cada componente principal seja ortogonal as anteriores, pois elas sdo autovetores de uma
matriz de covariancia e os autovetores sao0 mutuamente ortogonais.

O objetivo da PCA € fazer uma projecdo dos componentes principais de um conjunto
de dados de alta dimensdo em um espaco de menor dimensdo, preservando a estrutura dos
dados, de modo a obter um conjunto de componentes principais, em que cada componente seja
uma combinacdo linear das varidveis originais. Nestas combinagdes os coeficientes indicam a
importéncia relativa da varidvel na componente.

Para simplicidade, usaremos a sigla PC (do inglés Principal Component) para
identificacdo do termo componente principal.

A fim de apresentar uma interpretacdo geométrica da PCA, vamos considerar um
caso, em que temos um conjunto de dados determinado apenas por duas varidveis que denotare-
mos por x1 € xo. Na Figura 1, x; e xp representam as varidveis e eixos originais. A PC1 e a PC2
sdo as varidveis e os eixos transformados. A direcdo dos eixos principais indica as componentes
principais. Para determinar a primeira componente principal procura-se uma fungdo linear alTX

que explique a maior variacao dos dados, em que @ € um vetor de duas constantes ¢/, 012, de

' E um conceito usado na aprendizagem de maquina e na modelagem estatistica. Refere-se a um problema onde

um modelo se ajusta muito bem aos dados anteriormente observado, mas ndo generaliza bem para dados nio
vistos (dados de teste) ou para novas amostras.
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modo que

-
o X = 01Xx] + Q2x2.

Em seguida, procura-se uma outra funcdo linear 052T X, nao correlacionada com alTx, isto €,
cov[a| x, &) x| = 0, em que cov(x,y) denota a covariancia amostral entre as varidveis x e y, €

que explique a méxima variacao restante, de modo que
Ty —
0) X = 00n1X] + 02X3.

Parai = 1,2, ai-ésima PC é dado por OciTx e nos referimos a @&; como o vetor de coeficientes da

L . o X i .
i-ésima PC. Considerando o caso em que o vetor de varidveis X = possui uma matriz de
X2

covariancia X, temos de modo geral que, a i-ésima PC de x é &, x e var(@; x) = A; (var(@; x)
denota a varidncia de alTX), onde A; é o i-ésimo maior autovalor de £ e &; é o autovetor
associado.

A realiza¢do da PCA a um determinado conjunto de dados X segue as etapas abaixo:
— Etapa 1: Inicialmente prepara-se os dados para a andlise. Neste caso pode-se incluir a
remocao de dados ausentes, o tratamento de valores discrepantes (outliers) e a padronizagdo
das varidveis, se necessdrio. Esta etapa € importante para garantir que os dados estejam em
um formato adequado para a PCA. Esta matriz preparada para a PCA serd agora denotada

por X.

A padronizagdo da conjunto X pode ser feita por meio da féormula

X=—L L
J
var (x;)
para cada j = 1,...,n, na qual x;; corresponde a i-ésima observacdo da varidvel x;,x; € a

média da j-ésima varidvel e y/var (x;) corresponde ao desvio padrao de x;. O valor xj;
serd portanto a observagao x;; da varidvel x; de forma padronizada.

— Etapa 2: Esta etapa envolve o cdlculo da matriz de covariancia ou da matriz de correlacio
do conjunto de dados X.
Assim, para um conjunto preparado de dados X = [ x1 - x, ]T de tamanho m X n

determinado por n varidveis xi,...,X,, a matriz de covaridncia serd de tamanho n x n dada
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Figura 1 — Interpretacdo geométrica da anélise de componentes principais de duas

variaveis
6%
X
”
[ |
- 6
-
X
_8 =
Fonte: adaptada de (Jolliffe, 2002, p. 2).
por i i
cov (x1,x1) cov(xp,xp) -+ cov(xy,x)
~ cov(xp,x1) cov(xp,x2) -+ cov(xp,X,)
cov(X) =
cov (x,,x1) cov(xp,x2) -+ cov(Xu,xn)
em que
m
cov (xj,Xxj) = — Z Xi —X;) - (Xkj —X;)
mi=
n. Nesta

corresponde a covaridncia entre as variaveis x; € x;, para cada i,j = 1,...,

tltima férmula x; e x;; indicam as k-€simas observagOes presentes nas variaveis x; € x;
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respectivamente e X;,X; s30 as médias das varidveis x; e x; respectivamente, em que

m
)_ci:—Zxki, i=1,...,n.
=1

A~

Note que, cov (x;,xj) = cov (x;,x;), logo a matriz cov (X) é simétrica.

Para muitos propositos, € util padronizar a covariancia. A divisdo da covariincia entre
duas varidveis pelo produto do desvio padrdo de cada varidvel produz uma varidvel com
as mesmas propriedades da covariancia, mas com um intervalo de —1 a 1. Essa medida é
chamada de coeficiente de correlacio entre as varidveis x; e x; e serd dada por

i (ki —X;) - (g j — X;)

cov (x;,x;) B —_

V/eov (xi, xi)y/cov (x;,x;) ,il(xh —%)* ,i’l(xkj _)_Cj)z

corr (x;,X;)

paracadai,j=1,...,n.

A matriz de correlacdo do conjunto X ser4 de tamanho 1 x n dada por

corr (xy,x;) corr(xy,xp) -+ corr(xy,x,)

~ corr (xp,x1) corr (xp,xp) -+ corr(x,x,)
corr(X) =

corr (x,,x1) corr(x,,xp) -+ corr(x,,x,)

~

Note que, corr (x;,x;) = corr (x;,x;), logo a matriz corr(X) é simétrica, além disso, corr (x;,x;) =
l paracadai=1,...,n.

— Etapa 3: Aqui serd realizada a decomposi¢cao da matriz X, extraindo as componentes
principais. O método mais comum para realizar essa decomposicao é conhecido como
“decomposicio de autovalores”. Nessa etapa, sdo calculados os autovalores e autovetores
da matriz de covariancia ou da matriz de correlacdao. Isso pode ser feito resolvendo a

seguinte equagdo caracteristica

~ -~

det(cov(X) —AIL,) =0 ou det(corr(X)—AlL,) =0.

~ ~

Se as matrizes cov(X) ou corr(X) ndo apresentar nenhuma coluna que seja combinacdo
linear de outra, as equagdes anteriores terdo n raizes Ay, Ay, ..., A, que sdo os autovalores

~ ~

da matriz cov(X) ou de corr(X), para os quais teremos

M>A > > A



62

Para cada autovalor A;, j=1,...,n, existe um autovetor associado
wi j
_ | "2
w ji=

Os autovetores w; sdo ortonormais, assim apresentam as seguintes propriedades:
<Wj,Wk> =0 para .] 7é k7
[[wl| = 1.
Sendo w; o autovetor associado ao autovalor 4; , entdo a j-ésima componente principal

serd dada por:

W;-FX: WX +W2Xo + -+ Wy Xy,

As componentes principais WJTX apresentam as seguintes propriedades:
1. A varidncia da j-ésima componente principal WJTX ¢ igual ao j-ésimo autovalor A;,
isto é,

Var(ij)A() =A; paracada j=1,...,n.

2. A primeira componente principal € a que apresenta maior variancia e assim por
diante, isto €&,

var (w X) > var (w; X) > --- > var (w, X).

3. O total de variancia das varidveis originais € igual ao somatdrio dos autovalores, que

pelo item anterior, € igual ao total de variancia das componentes principais, ou seja,

Zvarxj :i i var wl

4. As componentes principais ndo sdo correlacionadas entre si, isto €

para cada par j,k=1,...,ncom j #k.
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— Etapa 4: Realizacdo de selecdo de componentes principais. Com base nos autovalores,
€ possivel determinar a quantidade de componentes principais a serem retidas. Os auto-
valores representam a quantidade de variagdo explicada por cada componente principal.
Geralmente, as componentes principais com autovalores maiores sdo selecionados, pois
eles capturam a maior parte da variagao dos dados. Serdo apresentados mais adiante neste
capitulo dois métodos apresentados em (Jolliffe, 2002) para reten¢do de componentes
principais.

— Etapa 5: Os dados originais preparados, X, sdo transformados em um novo conjunto de
variaveis, representadas pelas componentes principais selecionadas. Isso é feito multi-
plicando a matriz de dados pela matriz de autovetores correspondentes as componentes
principais selecionadas. Cada entrada da matriz resultante deste produto é uma combinagao
das varidveis originais onde os pesos sao determinados pelos autovetores.

— Etapa 6: Por fim, os resultados da PCA sio analisados e interpretados. E possivel examinar
as cargas das componentes principais, que indicam a contribuicao de cada variavel para
cada componente. Além disso, as componentes principais podem ser visualizadas em
graficos de dispers@o ou em outras representacdes graficas para entender a estrutura dos
dados.

Discutiremos agora dois métodos que podem ser usados na Etapa 4 apresentada
acima, cuja ideia é tentar reduzir a dimensionalidade de um conjunto de dados substituindo as n

varidveis pelas primeiras m componentes principais (com m < n).
Um primeiro método de selecdo de componentes principais

Uma abordagem mais comum para determinar o nimero de componentes a serem
mantidas, € estabelecer a variancia cumulativa desejada. A PCA ¢€ projetada de forma que as
variancias das componentes principais estejam dispostas em ordem decrescente, com a primeira
componente principal explicando a maior varidncia. No caso de uma matriz de correlagdo, a

variancia percentual explicada pelas primeiras m componentes principais € calculada por

_ 10y 5 @.1)
=1

nk,

Im

em que Ay € o autovalor da k-ésima componente principal e n corresponde ao nimero total de
varidveis. Escolhendo um corte t* que normalmente deve estd entre 70% e 90%, o nimero

de componentes principais a serem retidas serd entdo o menor inteiro positivo, m, para o qual
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Ly > t*.

Um segundo método de selecdo de componentes principais

Um segundo método estd relacionado com a regra de Kaiser (Kaiser, 1960), e seu
uso deve ser em geral realizado quando a PCA ¢ aplicada a matrizes de correlacdo. Este método
busca reter as componentes principais de uma matriz de correlagdo com autovalores maiores
do que 1. A ideia por trds deste método € que se todas as varidveis sdo independentes, entdo as
componentes principais sao iguais as varidveis originais e todas estas componentes possuem
variancias unitarias no caso da matriz de correlagdo. Deste modo, nao valerd a pena reter
qualquer componente principal que possua variancia menor do que 1, pois esta deverd conter
menos informagdes do que uma das varidveis originais. Além disso, se o conjunto de dados
contiver grupos de varidveis com grandes correlacdes dentro do grupo, mas pequenas entre as
correlacdes do grupo, havera uma componente principal associada a cada grupo cuja variancia
€ > 1, enquanto quaisquer outras componentes principais associadas ao grupo tem variancias
< 1. Portanto, a regra geralmente reterd uma, e apenas uma, componente principal associado
a cada um desses grupos de varidveis. (Jolliffe, 2002) afirma para este método que, excluir as
componentes principais que tenha autovalores menores do que 1 poderd retém muito poucas
varidveis e que seria recomendado escolher um corte [* < 1 de modo a permitir a variagao
amostral. Neste caso com base em estudos de simulacdo feitos em (Jolliffe, 1972) um nivel de
corte aproximadamente correto seria de /* = 0,7. Este método, embora tenha sido aplicado a
matrizes de correlagdo ele pode ser adaptado para matrizes de covariancia tomando como corte
I* o valor médio [ dos autovalores ou, melhor, um corte um pouco mais baixo, como [* = 0,71.

Vamos agora apresentar um método baseado em componentes principais para seleci-
onar um subconjunto de m varidveis do conjunto das n varidveis originais, com m < n, de modo

que, esse subconjunto consiga preservar a maior parte da variacdo do conjunto de dados original.

Método para selecdo de m varidveis

Este método associa uma varidvel a cada uma das m tltimas componentes principais
que tenham autovalores menores que um certo nivel /*, que chamaremos aqui de critério de
exclusdo, e exclua essas m varidveis. Isso pode ser feito apenas uma vez ou de forma iterativa.
Para o segundo caso, um segundo PCA ¢ executado nas varidveis restantes. Aplica-se 0 mesmo

procedimento que associa uma varidvel a cada uma das m, Gltimas componentes principais que
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possuem um autovalor menor que [*, e exclui essas my varidveis. O procedimento é repetido
até que nenhuma outra exclusao seja considerada necessaria com base no critério de parada
I* apresentado no segundo método de selecdo de componentes principais, ou seja, até que os
componentes principais das varidveis retidas tenham autovalores ndo inferiores a 0,7.
Fornecemos neste capitulo apenas uma breve discussao da andlise de componentes
principais com o propdsito de ajudar a moldar a compreensao bdsica desta técnica que serd
usada no capitulo seguinte deste trabalho, um maior aprofundamento do tema pode ser obtido

em (Jolliffe, 2002).
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5 SELECAO DE PORTFOLIOS
5.1 Elementos da teoria moderna de portfélio

Apresentaremos inicialmente os elementos basicos presentes na teoria moderna de
portfélios como apresentado em (Elton et al., 2014), buscando trazer os conceitos de retorno,
risco, matriz de covariancia e correlacdo de um portfélio de ativos financeiros.

Dados n ativos em cada um dos meses em um periodo considerado, a determinacao
do retorno de um ativo j € {1,...,n} em um determinado periodo de tempo i é feita comumente
por meio da seguinte equacao:

rij—ri-1
Rij=———, (5.1)
’ Fi-1,j

em que R; ; € chamado de taxa de retorno do ativo j em um periodo de tempo i, € que fornece o
ganho ou perda total experimentado em um investimento durante um periodo i. Na equacdo (5.1)
ri,j denota o valor (pre¢o) do ativo j no periodo i e r;_; ; corresponde ao valor (prego) do ativo j
no periodo i — 1.

Com as taxas de retornos calculadas em cada periodo i, podemos agora obter o
retorno médio de cada ativo, e assim determinar o retorno que se espera que um investimento
produza ao longo do tempo. Para o caso em que os R; ; de um ativo j sdo igualmente provaveis
em cada perfodo i, o retorno médio do ativo j que denotaremos por t; serd obtido por meio da

seguinte férmula:
1 1
Hj= ;ZRi,ja (5.2)
i=1
em que ¢ € o nimero total de periodos considerados. Se as taxas de retornos ndo forem igualmente
provaveis e se P; j for a probabilidade da i-€sima taxa de retorno do j-ésimo ativo, entio o retorno

esperado deste ativo serd dado por
1
uj=3 PjRij (5.3)
i=1

em que ¢ é o niimero total de periodos considerados.

Denotaremos por w; 0 peso que o ativo j tem no portfolio composto por todos os n
ativos, este corresponde a fracdo dos recursos do investidor investidos neste j-ésimo ativo.

Finalmente a soma dos produtos entre o retorno médio de cada ativo e seu respectivo
peso fornece o retorno do portfélio, isto €,

n
Rport, = Z ‘LL] Wy, (54)
j=1
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onde Rpor, denota o retorno do portfélio e n € o nimero de ativos que o compde. Além disso, é
n

importante notar que Z w;=1.
Jj=1
Para o cdlculo da covaridncia entre dois ativos j e k, utilizamos a seguinte formula:

1 t
ik ==} (Rij—pj)- (Rix— ). (5.5)
i=1
A aplicacdo desta equacgdo (5.5) aos pares de ativos do portfélio a ser considerado
fornece a sua matriz de covariancia n x n, em que n corresponde ao nimero de ativos. Assim a

matriz ficara

01,1 O12 Oln

. 021 O22 O2.n
Matriz_Covpor, = ’ (5.6)

On,1 On2 On.n

A aplicagao desta equacao (5.8) aos pares de ativos do portf6lio considerado fornece

a sua matriz de correlacio n x n

I pi2 Pin
1
Matriz_Corrpo. = P21 P2 5.7
L pn,l pn,2 1 ]

em que n corresponde ao numero de ativos e p; x denota o coeficiente de correlagio entre os

ativos j e k, que deve ser obtido por meio da seguinte férmula:

-

(Rij—Mj) - (Rix — Mx)
Ojk i=1

e \/i(Ri,j—Nj)z i(Rivk_“k)z

i=1 i=1

~

Pjk (5.8)

Da equag@o (5.8) segue que p; ; = 1.
Finalmente chegamos ao célculo da varidncia do portfélio, que deve ser obtida

utilizando a seguinte férmula:
’ n n
Opor. = Y, X, WiWkOj ke (59
j=lk=1

O risco de um portfélio foi definido por (Markowitz, 1952) como sendo o seu desvio

padrao, isto é,

Oport. = \/ Cport. (5.10)
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A selecdo de portfélios € uma das questdes centrais na gestao de investimentos e na
construcdo de estratégias de alocacao de ativos, e a Teoria Moderna de Portfélio tem fornecido um
s6lido arcabouco matemadtico para abordar essas questdes. A andlise das matrizes de covaridncia
de portfélios financeiros desempenha um papel fundamental na sele¢do de portfélios sendo
essenciais para a avaliac@o do risco e do retorno de um portfélio, permitindo que os investidores
compreendam como os ativos individuais interagem entre si.

Diante das informacdes valiosas sobre a relacdo entre ativos individuais de um
portfélio que a matriz de covariancia carrega, buscamos neste trabalho, aplicar o cédlculo da
distancia entre matrizes simétricas definidas positivas de dimensdes diferentes dada em (3.28) as
matrizes de covariincia de portfélios financeiros, com objetivo era de verificar se a ordenacdo
dos retornos e riscos de subportfélios extraidos de um portfélio dado se estabelecia de forma
clara e consistente, isto €, se terifamos uma ordenagdo bem definida, 8 medida que suas matrizes
de covariancia se distanciavam da matriz do portfélio original. Além disso, investigamos
se os subportfélios com matrizes de covariancia mais proximas a matriz do portfélio dado
tendiam a apresentar retornos e riscos mais semelhantes ao deste portfélio e com isso buscar
compreender como as distancias entre matrizes de covariancia poderiam influenciar a dindmica
dos subportfélios, podendo auxiliar a tomada de decisdo e a alocacio de ativos em busca de
estratégias mais eficientes no ambiente complexo dos mercados financeiros.

Para embasar nossas andlises discutiremos a seguir a fonte de dados utilizada neste

trabalho incluindo os resultados obtidos com base nos elementos da Secao 5.1.

5.2 Fonte de dados

Para o estudo de caso associado ao cdlculo da distancia apresentada na Se¢do 3.3 que
estamos abordando neste trabalho, foi escolhido de forma aleatéria um portfélio composto por
40 ativos da base de dados do fndice S&P 500! (abreviacio de Standard & Poor’s 500) tomando
o valor (preco) com cotacdo em délar de uma acao tnica de cada um dos ativos, considerando
os dados histéricos do dia 1° de cada més no periodo de maio de 2021 a margo de 2023. Estes
valores foram retirados do site Yahoo! Finance.

Os 40 ativos trabalhados do S&P 500 sio: UDR, O, DIS, TYL, KEYS, ATVI, AAP,
D, MDT, ACGL, KHC, CMCSA, STT, MCO, MMC, NDSN, UAL, ROP, ELV, BR, SLB, SPG,

1

E um indice do mercado aciondrio americano baseado nas capitalizacdes de mercado de 500 grandes empresas
com agdes ordindrias listadas na NYSE, NASDAQ ou na Cboe BZX Exchange.


https://finance.yahoo.com
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EXR, BEN, WMB, HPE, LIN, CSGP, ADSK, AMT, ALGN, ZTS, PPL, NVDA, NEE, SBUX,
EMN, WY, EOG, AJG. Os detalhes de todos estes ativos estdo especificados na Tabela 4 no
Apéndice A.

Para obtenc¢do dos resultados que serdo apresentados nesta se¢@o e nas segdes subse-
quentes foi utilizado o MATLAB versao R2022a - academic use.

Inicialmente obtemos as taxas de retornos de cada um dos ativos j =1,...,40 em
cada um dos meses no periodo considerado, para isso utilizamos a equacdo (5.1). Estamos
considerando que o investimento foi realizado no dia 1° de abril de 2021, e que o investidor
comprou uma ag¢ao unica de cada ativo. Os resultados destas taxas de retornos encontram-se
presentes no Apéndice B.

Obtidas as taxas de retornos em cada periodo, encontramos em seguida o retorno
médio de cada ativo por meio da equacao (5.2). Os resultados destes retornos estio descritos na
Tabela 1 abaixo.

Tabela 1 —Retornos médios (it;) de cada um dos 40 ativos tomados da base S&P 500 considera-
dos no periodo de maio de 2021 a marco de 2023

Ativos  UDR o DIS TYL KEYS  ATVI AAP D MDT ACGL
uj -0.0035  0.0012  -0.0234 -0.0069 0.0069 0.0008 -0.0168 -0.0120 -0.0178 0.0248
Ativos KHC  CMCSA STT MCO MMC NDSN UAL ROP ELV BR
uj 0.0023  -0.0131  0.0034 -0.0001 0.0105 0.0025 -0.0032 0.0013 0.0121 -0.0009
Ativos SLB SPG EXR BEN WMB HPE LIN CSGP  ADSK AMT
Wi 0.0343 0.0024  0.0076  0.0031 0.0152 0.0030 0.0119 -0.0068 -0.0102 -0.0069
Ativos ALGN ZTS PPL NVDA  NEE SBUX EMN wY EOG AJG
Wi -0.0187  0.0015 0.0021  0.0414 0.0038 -0.0015 -0.0088 -0.0050 0.0297 0.0134

Fonte: elaborada pelo autor.

A fim de determinar o retorno Ry, deste portfolio, precisamos obter os pesos w; de
cada um dos ativos que o compde. Lembrando que os pesos correspondem as fracdes do recurso
investido e que neste caso, o recurso €é a soma dos precos de cada ativo no inicio do investimento.
Os precos de cada ativo podem ser consultados na Tabela 5 no Apéndice B e os resultados dos

pesos estdo descritos na Tabela 2.

Tabela 2 — Pesos (w;) de cada um dos 40 ativos tomados da base S&P 500

Ativos UDR o DIS TYL KEYS ATVI AAP D MDT ACGL
Wj 0.0073  0.0104 0.0313 0.0715 0.0243 0.0152 0.0321 0.0125 0.0208 0.0067

Ativos KHC CMCSA STT MCO MMC NDSN UAL ROP ELV BR
Wi 0.0064 0.0090 0.0134 0.0540 0.0222 0.0349 0.0092 0.0743 0.0624 0.0258

Ativos SLB SPG EXR BEN WMB HPE LIN CSGP ADSK AMT
Wi 0.0044 0.0182  0.0235 0.0047 0.0037 0.0025 0.0467 0.0144 0.0491 0.0410

Ativos ALGN ZTS PPL NVDA  NEE SBUX EMN WYy EOG AJG
wi 0.1002  0.0287  0.0045 0.0252 0.0125 0.0185 0.0183 0.0058 0.0108 0.0238

Fonte: elaborada pelo autor.
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Aplicando a férmula (5.4) aos retornos médios de cada ativo presente na Tabela 1

juntamente com os pesos da Tabela 2 obtemos o retorno deste portfélio
Rpor[. — _O, 001 l .

Outros elementos importantes para as nossas andlises, e que foram obtidos sdo, as
matrizes de covariancia e correlacdo do portfélio, como também o seu risco. Estas matrizes
podem ser consultadas no Apéndice B. Para a determinacio de cada uma das entradas destas
matrizes foram usadas as equagdes (5.5) e (5.8) respectivamente. Com os resultados das entradas
da matriz de covariincia e os dados dos pesos presentes na Tabela 2 obtemos por meio das

equagdes (5.9) e (5.10) o risco do portfolio
Gport. — O, 0628.

Como pode ser observado na férmula explicita para o cdlculo da distancia entre
matrizes simétricas definidas positivas de dimensdes diferentes presente no Teorema 3.3.1
equacdo (3.28), se queremos obter a distincia entre uma matriz A € "' | e uma matriz B € S} |
com m < n, a férmula em (3.28) considera apenas a submatriz principal superior esquerda de B
com mesma dimensao que A. Desta forma, quando queremos calcular distancias entre matrizes
de covariancia de portfolios de dimensdes diferentes, os elementos da matriz de dimensao maior
que estdo fora desta submatriz principal sdo desconsiderados no célculo. Para contornar este
problema decidimos permutar os ativos do portfélio, de modo que, aqueles que irdo determinar a
submatriz principal superior esquerda de dimensdo menor que a matriz total consiga replicar de
perto o comportamento do portfélio original.

Para obter os ativos que irdo determinar esta submatriz citada acima, foi utilizado
neste trabalho um método com base em Andlise de Componentes Principais (PCA) proposto por
(Rea; Rea, 2016), em que os autores conseguem extrair um nimero reduzido de acdes do indice
ASX2002, de modo que estas juntas replicam de perto o comportamento deste indice.

Na secao subsequente mostraremos o processo de obtencdo da permutacao dos 40
ativos que determinard uma reordenac¢do dos elementos da matriz de covariancia do portfélio,
em que a submatriz principal superior esquerda fica determinada pelos ativos que foram retidos

pela aplicacao do método com base em PCA.

2 E um indice de mercado de acdes ponderado por capitalizacdo de mercado das 200 maiores a¢des por capitaliza-

cdo listadas na Bolsa de Valores da Austrilia.
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5.3 Obtencao da matriz de covariancia do portfélio

Daremos inicio a esta se¢do apresentando o método de selecdo de ativos proposto
por (Rea; Rea, 2016). Este método estd relacionado com a regra de Kaiser (Kaiser, 1960) que
propde reter as componentes principais de uma matriz de correlagdo com autovalor maior do que
1.

O procedimento para realizacdo da sele¢do de ativos decorre do método de selecdo
de varidveis apresentado no Capitulo 4 e segue as seguintes etapas:

1. Aplica-se a PCA a matriz de correlagdo de um mercado de acdes.

2. Em seguida associa-se uma a¢do com o maior coeficiente em valor absoluto a cada uma das
ultimas m| componentes principais que tenham autovalores menores do que um certo nivel,
[, que chamamos de critério de exclusdo, e exclua essas m; acdes. Por exemplo, pode-se
usar a regra de Kaiser porque, no caso de uma matriz de correlagdo, uma componente
principal com autovalor menor que 1 contém menos informacdes que uma das varidveis
originais.

3. Um segundo PCA ¢ executado nas a¢des restantes. Aplica-se 0 mesmo procedimento que
associa uma acao a cada my componentes principais que possuem um autovalor menor do
que [/, e exclui essas my agoes.

4. O procedimento € repetido até que nenhuma outra exclusdo seja considerada necesséria
com base em um critério de parada. Pode-se decidir parar o procedimento de selecdo com
base no autovalor da dltima componente principal. Por exemplo, o critérios de parada
pode ser; exclua as acdes até que as componentes principais das acdes retidas tenham
autovalores nao inferiores a 0,7, como sugere (Jolliffe, 2002).

Estamos interessado em obter uma reordenacao dos elementos da matriz de cova-
riancia do portfélio composto pelos 40 ativos, de modo que sua submatriz principal superior
esquerda seja determinada por um conjunto de ativos extraidos destes 40. Queremos ainda que
este conjunto de ativos consiga replica de perto o comportamento do portfélio original. Para isso,
aplicamos o método de selecdo descrito acima ao nosso conjunto de dados, que consiste nas
taxas de retornos do 40 ativos em cada periodo considerado. Seguindo as etapas 2 e 4 do método
acima, usamos um critério de exclusdo de 1 e um critério de parada de 0,7.

Inicialmente aplicamos a PCA a matriz de correlagdo do portfélio e obtivemos os
resultados que encontram-se presentes na Tabela 6 no Apéndice C.

Em seguida, a segunda etapa do método foi realizada e das 39 componentes principais
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obtidas (ver Tabela 6 no Apéndice C), haviam 38 componentes principais com autovalores
menores que 1 e ainda inferiores a 0.7. Encontramos as a¢des com maior coeficiente em cada
uma das 38 componentes principais € haviam 31 a¢Oes tnicas. Observa-se que algumas acdes
tém o maior coeficiente em mais de uma componente principal. Removemos essas 31 acdes do
portfélio. As 9 acdes retidas foram: DIS, KEYS, STT, NDSN, BEN, WMB, HPE, ZTS, WY. Os
detalhes de cada um destes ativos encontram-se na Tabela 7 no Apéndice C. Um novo PCA foi
aplicado a matriz de correlagdo destas agcdes restantes, porém todas as componentes principais
apresentaram autovalores inferiores a 0,7, desta forma um tnico ciclo de exclusdo de ac¢des foi
realizado.
A Figura 2 a seguir mostra que na maioria dos periodos considerados no estudo, a

volatilidade (desvio padrao) do portfélio formado pelas 9 acdes retidas possui um comportamento

préximo a do portfélio formado pelas 40 acgdes.

Figura 2 — Volatilidade dos portfélios financeiros em cada periodo considerado

40 ativos
9 ativos
0.11 - I

desvio padrao

periodo

Fonte: elaborada pelo autor.

Realizando a reordenagdo dos 40 ativos de modo que os 9 retidos fiquem nas
primeiras posi¢des, obtemos DIS, KEYS, STT, NDSN, BEN, WMB, HPE, ZTS, WY, UDR,
O, TYL, ATVI, AAP, D, MDT, ACGL, KHC, CMCSA, MCO, MMC, UAL, ROP, ELV, BR,
SLB, SPG, EXR, LIN, CSGP, ADSK, AMT, ALGN, PPL, NVDA, NEE, SBUX, EMN, EOG,
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AJG. Isso forneceré a reordenagdo dos elementos da matriz de covariancia do portfélio de tal
modo que a sua submatriz principal superior esquerda fique determinada por estes 9 ativos.
Para simplicidade denotaremos essa matriz de covariancia por Cpor.. A descrigdo desta matriz

encontra-se no Apéndice C.

5.4 Resultados

Obtida a matriz de covariincia C,y. do portf6lio composto pelos 40 ativos, cuja
sua submatriz principal superior esquerda € formada pelas entradas da matriz de covariancia do
portfélio composto pelos 9 ativos extraidos na Secdo 5.3. A fim de verificar se os retornos/riscos
de subportfélios compostos de agdes tnicas escolhidas entre as 40 acdes disponiveis possuia
uma ordenacao bem definida (aumentava ou diminuia) a medida que as matrizes de covariincia
destes subportfélios se distanciavam da matriz do portfélio total, consideramos 10 combinagdes
aleatdrias de portfélio compostos por 9 acdes Unicas. Para cada um deles foram obtidas as
distancias entre suas matrizes de covariancia e a matriz de covariancia do portfélio total. Estas
matrizes encontram-se disponiveis no Apéndice D. Em seguida foram obtidos os retornos e os
riscos de cada um deles. Os resultados destes cdlculos estio presentes na Tabela 3.

Tabela 3 —Retornos e riscos de 10 portfélios de acdes escolhidos de forma aleatdria, cada um
composto de 9 acdes numeradas conforme Tabela 4 no Apéndice A extraidas das 40 a¢des dadas,

bem como as distancias que as matrizes de covariincia destes portfélios estdo da matriz de
covariancia do portfélio composto por todas as 40 acdes

Portfolio Acdes do Portfélio Distancia Retorno do Portfolio Risco do Portfélio
1 22,31,7,19, 38, 3, 28, 18, 36 2,2126 —0,0067 0,0699
2 13, 35, 26, 14, 10, 28, 6, 32,21  2,5722 0,0024 0,0619
3 20, 33, 26, 9, 31, 28,17, 7, 39 2,7952 —0,0118 0,0801
4 12, 18, 26, 7, 33, 36, 10, 23,40  2,8474 0,0005 0,0582
5 5,19,37,11,29,16,34,10,40  3,0543 0,0075 0,0661
6 27,6, 39,8, 21, 18, 12, 25, 37 3,3620 0,0039 0,0565
7 40, 31, 8, 18, 6, 25, 28, 16, 20 3,4530 —0,0052 0,0673
8 2, 16, 29, 39, 8, 30, 37, 22, 12 3,5420 —0,0037 0,0681
9 33, 40, 27, 23, 14, 10, 35,19,8  3,5670 0,0076 0,0584
10 9, 14, 38, 24, 3, 12, 18, 26, 37 3,9611 —0,0059 0,0669

Fonte: elaborada pelo autor.

Para facilitar a compreensao dos resultados obtidos, ordenamos os 10 portfélios
de acordo com a ordenacao das distincias entre suas matrizes de covariancia e a matriz de
covariancia do portfélio total. Para cada j-ésimo portfélio da Tabela 3 vamos denotar a sua

matriz de covariancia por Cport.j, a distancia de Cport.j a Cport, por 82+ (Cport._,- , Cport.), seu retorno



74

€ 0 Seu 1isco por Ryort.. € Oport. . respectivamente. Podemos notar por meio desta tabela, para o
port.; port.;

caso do retorno que,

32+ (Cport.lacport.) < Sf(cport.zacport.)

€ Rport.; < Rport.,- E temos ainda que

Sj(cport.zacport.) < 52+<Cp0rt.3ycport.)7

mas neste caso Rport., > Rport.,- [$50 portanto assegura que ndo temos uma relagdo de ordem bem
definida entre as distancias e os retornos. Buscamos ainda analisar uma relagao destes retornos
Rport,j com o retorno Rport. do portfolio total, mas nota-se que a medida que as matrizes Cpm.j
se afastam de Cpyt, 08 retornos Rport,j sdo algumas vezes superiores e outras inferiores a Rport. ,
o que impede realizar de forma prética a escolha de um subportfélio que supere, ou mesmo
que tenham um retorno proximo ao do portfélio maior com base na distdncia que sua matriz de
covariancia encontra-se da matriz de covariancia de todo o portfélio. Outro fato que pode ser

notado na Tabela 3, agora para o caso do risco é

52+ (Cport.lacport.> < 52+ (Cport.z,cport.)
€ Oport.,; > Oport.,- E temos ainda que

52+ (Cport.2;Cport.) < 52+ (Cport.37cport.)7

mas neste €aso Oport., < Oport.,- 1580 também assegura que ndo temos uma relagéo de ordem bem
definida entre as distincias e os riscos. Buscamos também analisar uma relagc@o destes riscos
Oport.; COM O 1iSCO Oport. do portfolio total, mas nota-se ainda que a medida que as matrizes Cpm,j
se afastam de Cpor, 08 Tiscos Oport.; sdo algumas vezes superiores € outras inferiores a Opot. .
Este resultados mostra que ndo € possivel realizar de forma pratica a escolha de um subportfélio,
entre os dez escolhidos, que possua risco inferior ao do portf6lio maior com base na distancia

que sua matriz de covariancia encontra-se da matriz de covariancia de todo o portfélio.



75

6 CONCLUSAO

Neste trabalho, nossas investigacdes foram conduzidas por meio de um estudo de
caso em selecdo de portfélios financeiros considerando 40 ativos selecionados da base de dados
do indice S&P 500. Os resultados deste estudo mostraram que nao ha uma relagdo significativa
ou consistente entre as distancias das matrizes de covariancia e a variacao dos retornos/riscos dos
subportfolios extraidos de um portfélio dado. As flutuagdes nos resultados obtidos indicam a falta
de uma ordenagdo bem definida entre os retornos e os riscos dos portfélios ao longo do processo
de distanciamento das suas matrizes de covariancia, assegurando a impossibilidade de realizar a
selecdo de um portfélio que supere ou mesmo que tenha retorno préximo ao do portfélio total,
com base na ordenac¢do das distancias geométricas entre suas matrizes de covariancia, além
disso, esta falta de ordenacdo também impossibilita a realiza¢do da selecao de um portfélio que
apresente um risco inferior ao do portfélio total.

Esta pesquisa forneceu informagdes valiosas sobre a distancia geométrica entre
matrizes de covaridncia de portfélios financeiros e sua relagiio com seus retornos e riscos. E
necessario continuar a explorar esse campo de estudo em busca de uma melhor compreensao
de como a dindmica destes portfolios estdo relacionadas com a distancia entre suas matrizes de
covariancia e como isso pode contribuir na gestdo de investimentos e na constru¢do de estratégias
de alocagdo de ativos. Por fim, espero que este trabalho possa ser uma porta de entrada para

estudo futuros.
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APENDICE A - LISTA DE ATIVOS DO S&P 500

Tabela 4 — Lista dos 40 ativos escolhidos aleatoriamente pertencentes ao indice S&P500

Ativo Nome do Ativo Codigo Setor de Atuacao
1 UDR Inc. UDR Imobilidrio
2 Realty Income Corporation 0] Imobilidrio
3 Walt Disney Company DIS Servigos de Comunicagdo
4 Tyler Technologies Inc. TYL Tecnologia
5 Keysight Technologies Inc. KEYS Tecnologia
6 Activision Blizzard Inc. ATVI Servicos de Comunicagao
7 Advance Auto Parts Inc. AAP Consumo Ciclico
8 Dominion Energy Inc D Servigos de utilidade publica
9 Medtronic Plc MDT Assisténcia médica
10 Arch Capital Group Ltd. ACGL Servico Financeiro
11 The Kraft Heinz Company KHC Defesa do consumidor
12 Comcast Corporation Class A CMCSA  Servicos de Comunicacado
13 State Street Corporation STT Servigo Financeiro
14 Moody’s Corporation MCO Servigo Financeiro
15  Marsh & McLennan Companies Inc. =~ MMC Servigo Financeiro
16 Nordson Corporation NDSN Industrial
17 United Airlines Holdings Inc. UAL Industrial
18 Roper Technologies Inc. ROP Tecnologia
19 Elevance Health Inc. ELV Assisténcia médica
20 Broadridge Financial Solutions Inc. BR Tecnologia
21 Schlumberger Limited SLB Energia
22 Simon Property Group Inc. SPG Imobilidrio
23 Extra Space Storage Inc. EXR Imobilidrio
24 Franklin Resources Inc. BEN Servigo Financeiro
25 Williams Companies Inc. WMB Energia
26 Hewlett Packard Enterprise Co. HPE Tecnologia
27 Linde plc LIN Materiais basicos
28 CoStar Group Inc. CSGP Imobilidrio
29 Autodesk Inc. ADSK Tecnologia
30 American Tower Corporation AMT Imobilidrio
31 Align Technology Inc. ALGN Assisténcia médica
32 Zoetis Inc. ZTS Assisténcia médica
33 PPL Corporation PPL Servicos de utilidade publica
34 NVIDIA Corporation NVDA Tecnologia
35 NextEra Energy Inc. NEE Servicos de utilidade publica
36 Starbucks Corporation SBUX Consumo Ciclico
37 Eastman Chemical Company EMN Materiais bésicos
38 Weyerhaeuser Company WY Imobilidrio
39 EOG Resources Inc. EOG Energia
40 Arthur J. Gallagher & Co. AJG Servigo Financeiro

Fonte: elaborada pelo autor.
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APENDICE B - BASE DE DADOS COM 40 ATIVOS DO S&P 500

| | Matriz das Taxas de retornos = [

2 | Colunas 1 a 9

3

410.0338 -0.0075 -0.0396 -0.0511 -0.0136 0.0716 -0.0521 -0.0471 -0.0331
510.0283 -0.0209 -0.0161 0.1221 0.0845 -0.0186 0.0812 -0.0338 -0.0194
610.1227 0.0569 0.0014 0.0890 0.0657 -0.1238 0.0390 0.0261 0.0632
71-0.0106 0.0309 0.0300 -0.0141 0.0901 -0.0149 -0.0434 0.0397 0.0165
81-0.0193 -0.0990 -0.0669 -0.0557 -0.0841 -0.0605 0.0298 -0.0619 -0.0609
910.0481 0.1052 -0.0006 0.1844 0.0957 0.0103 0.0849 0.0482 -0.0391
101 0.0285 -0.0187 -0.1430 -0.0446 0.0803 -0.2505 -0.0213 -0.0623 -0.1098
11 10.0575 0.0613 0.0689 0.0366 0.0619 0.1353 0.0868 0.1034 -0.0305
121 -0.056256 -0.0271 -0.0770 -0.1192 -0.1825 0.1876 -0.0308 0.0359 0.0068
131-0.0287 -0.0444 0.0384 -0.0961 -0.0678 0.0315 -0.1168 -0.0140 0.0145
14 10.0456 0.0524 -0.0761 0.0388 0.0038 -0.0171 0.0121 0.0684 0.0568
151 -0.0725 0.0044 -0.1861 -0.1128 -0.1120 -0.0563 -0.0284 -0.0311 -0.0538
16 | -0.0959 -0.0131 -0.0107 -0.0985 0.0380 0.0363 -0.0489 0.0316 -0.0403
171 -0.0368 0.0042 -0.1452 -0.0656 -0.0532 -0.0003 -0.0883 -0.0524 -0.1038
18 10.0513 0.0878 0.1239 0.2001 0.1795 0.0268 0.1284 0.0355 0.0388
191 -0.0652 -0.0740 0.0564 -0.0689 0.0079 -0.0183 -0.1290 -0.0022 -0.0497
20| -0.0704 -0.1446 -0.1584 -0.0646 -0.0398 -0.0529 -0.0729 -0.1551 -0.0816
211 -0.0468 0.0745 0.1294 -0.0696 0.1067 -0.0207 0.2256 0.0208 0.0903
22 10.0531 0.0169 -0.0814 0.0600 0.0387 0.0158 -0.2050 -0.1266 -0.0950
23 |1 -0.0661 0.0097 -0.1123 -0.0593 -0.0543 0.0352 -0.0262 0.0034 -0.0167
24 10.0997 0.0735 0.2487 0.0011 0.0484 0.0003 0.0467 0.0493 0.0864
2510.0161 -0.0537 -0.0819 -0.0047 -0.1081 -0.0042 -0.0481 -0.1260 -0.0106
26 | -0.1013 -0.0469 -0.0401 0.0342 -0.0263 0.1060 -0.2085 -0.0268 -0.0382
27

28 | Colunas 10 a 18

29

30 | 0.0045 0.0557 0.0259 0.0361 0.0264 0.0233 0.0486 0.0726 0.0094
31 1-0.0238 -0.0559 -0.0056 -0.0540 0.0826 0.0168 -0.0079 -0.1039 0.0449
32 10.0015 -0.0566 0.0317 0.0658 0.0376 0.0465 0.0302 -0.1065 0.0450
3310.0538 -0.0645 0.0359 0.0662 0.0127 0.0717 0.0551 -0.0045 -0.0152
341 -0.0710 0.0345 -0.0783 -0.0881 -0.0658 -0.0367 0.0003 0.0228 -0.0769
3510.0953 -0.0253 -0.0805 0.1710 0.1381 0.1015 0.0674 -0.0301 0.0936
36| -0.0344 -0.0635 -0.0239 -0.0972 -0.0334 -0.0133 -0.0001 -0.0841 -0.0474
37 10.1008 0.0802 0.0070 0.0453 0.0014 0.0597 0.0042 0.0360 0.0597
38 10.0421 -0.0028 -0.0068 0.0224 -0.1218 -0.1161 -0.0872 -0.0206 -0.1112
3910.0171 0.0955 -0.0600 -0.0970 -0.0611 0.0150 -0.0260 0.0354 0.0266
40 10.0278 0.0043 0.0013 0.0210 0.0501 0.0966 0.0048 0.0441 0.0536
411 -0.0568 0.0937 -0.1508 -0.2265 -0.0620 -0.0512 -0.0502 0.0893 -0.0049
4210.0392 -0.1126 0.1200 0.0824 -0.0471 -0.0077 0.0102 -0.0568 -0.0573
431 -0.0415 0.0184 -0.1138 -0.1495 -0.0959 -0.0294 -0.0686 -0.2564 -0.1080
441 -0.0240 -0.0343 -0.0438 0.1627 0.1408 0.0561 0.1410 0.0375 0.1065
4510.0297 0.0155 -0.0289 -0.0379 -0.0829 -0.0121 -0.0165 -0.0473 -0.0767
461 -0.0039 -0.0990 -0.1896 -0.1103 -0.1437 -0.0749 -0.0631 -0.0708 -0.1067
47 10.2626 0.1535 0.0822 0.2295 0.0895 0.0817 0.0600 0.3243 0.1527
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0.1514
-0.0765
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37 a 40

-0.0209
-0.0933
-0.0156
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-0.0119
0.0089
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0.0949
-0.0138
-0.0383
0.0098
0.0926
-0.0412
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0.1017
-0.0595
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0.0121 0.0245 0.1144 0.2538
0.0724 -0.0492 -0.0102 -0.1362
0.2789 0.1292 0.0209 0.3369
0.1474 0.0115 -0.0855 0.1883
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-0.0319
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0.0957

0.0643
-0.0531

0.0407
-0.0428
-0.00651]

0.0067
-0.0737
-0.0116

0.0929
-0.0080
-0.1073
-0.0482

0.0689

82

-0.0084
0.0080
0.0277
0.1803

-0.0238
0.1002

-0.0646

-0.0288

Tabela 5 —Preco de cada um dos 40 ativos tomados da base S&P 500 em 1° de abril de 2021

Ativos UDR DIS TYL KEYS ATVI AAP D MDT ACGL
Valor ($) 43.6253 61.6745 186.0200  424.8600  144.3500 90.2144 190.4908 74.2698 123.8835 39.7100
Ativos KHC CMCSA STT MCO MMC NDSN UAL ROP ELV BR
Valor ($) 37.9929 53.5629 79.6513 321.1799 1319134  207.4265 54.4000 441.4677  370.9950  153.2232
Ativos SLB EXR BEN WMB HPE LIN CSGP ADSK AMT
Valor ($) 26.1945 108.1105  139.5281 27.9044 21.7897 15.0234 277.5943 85.4430 291.9100  243.4467
Ativos ALGN PPL NVDA NEE SBUX EMN WY EOG AlG
Valor ($) 5955300  170.6921 26.8022 149.8502 74.3367 109.9311 108.5043 34.5315 64.0315 141.4732
Fonte: elaborada pelo autor.
| | Matriz de Covariancia do Portfolio = [
2 | Colunas 1 a 9
3
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O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o o o o

O O O O O O O O O o o o o

.0018
.0014
.0015
.0005
.0025
.0044
.0044
.0034
.0025
.0027
.0031
.0027
.0035
.0012
.0040
.0036
.0036
.0015
.0031
.0028
.0026
.0040
.0037
.0031
.0029
.0026
.0062
.0031
.0028
.0032
.0025
.0007
.0027

.0028
.0040
.0069
.0030
.0055
.0012
.0034
.0024
.0020
.0028
.0002
.0063
.0100

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o o o o

O O O O O O O O O o o o o

.0014
.0011
.0008
.0001
.0020
.0045
.0039
.0025
.0030
.0022
.0025
.0017
.0028
.0021
.0044
.0025
.0044
.0020
.0028
.0022
.0029
.0043
.0027
.0033
.0022
.0024
.0050
.0023
.0026
.0031
.0026
.0015
.0022

.0003
.0020
.0030
.0006
.0009
.0023
.0030
.0023
.0019
.0021
.0018
.0028
.0052

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O © o o o o o o o o

O O O O O O O O O o o o o

.0018
.0043
.0048
.0038
.0042
.0086
.0048
.0027
.0022
.0167
.0041
.0044
.0032
L0111
.0084
.0029
.0074
.0056
.0063
.0039
.0038
.0061
.0009
.0036
.0020
.0027
.0068
.0032
.0013
.0065
.0067
.0070
.0030

.0017
.0032
.0043
.0020
.0034
.0016
.0028
.0022
.0021
.0040
.0015
.0048
.0075

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O © o o o o o o o o

O O O O O O O O O o o o o
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.0015
.0020
.0025
.0016
.0020
.0047
.0047
.0031
.0025
.0041
.0049
.0034
.0031
.0029
.0050
.0038
.0035
.0026
.0040
.0036
.0033
.0051
.0030
.0038
.0031
.0026
.0065
.0025
.0021
.0039
.0029
.0010
.0026

.0022
.0026
.0022
.0031
.0032
.0000
.0022
.0011
.0013
.0025
.0002
.0032
.00563




.0027
.0027
.0017
.0044
.0034
.0053
.0027
.0057
.0038
.0032
.0021
.0031
.0034
.0027
.0029
.0042

O O O O O O O O O O O O o o o o o

.0023
-0.0009
.0015
.0024
.0007
.0015
.0004
.0032
.0024
.0042

O O O O O O o o o

.0027

O O O O O O O O O O O O O O O O O O © O O o o o o o o

.0052
.0035
.0028
.0032
.0031
.0027
.0058
.0014
.0042
.0053
.0046
.0017
.0029
.0028
.0039
.0067
.0047
.0051
.0035
.0033
.0064
.0030
.0035
.0039
.0030
.0012
.0030

Colunas 28 a 36

.0028
.0044
.0088
.0061
.0066
.0021
.0070
.0040
.0039
.0030
.0004
.0040
.0103
.0072
.0040
.0043
.0061
.0051
.0042

O O O O O O O O o © O O o o o o o o o

O O O O O O O O O O O O O o o o o o o

o

.0026
.0012
.0021
L0111
.0029
.0057
.0014
.0196
.0077
.0006
.0066
.0093
.0069
.0027
.0035
.0064
.0000
.0020
.0018
.0036
.0014
.0024
.0005
.0063
.0037
.0144
.0018

.0027
.0036
.0032
.0043
.0044
.0007
.0022
.0028
.0011
.0006
.0003
.0035
.0046
.0052
.0037
.0027
.0009
.0030
.0023

O O O O O O O O o O O O O o O o o o o

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o o o

.0068
.0040
.0044
.0084
.0050
.0038
.0042
.0077
.0101
.0050
.0090
.0046
.0064
.0045
.0043
.0073
.0035
.0061
.0040
.0039
L0111
.0019
.0039
.0069
.0056
.0048
.0036

.0050
.0029
.0086
.0060
.0057
.0003
.0030
.0013
.0032
.0012
.0016
.0051
.0078
.0062
.0031
.0033
.0036
.0038
.0009

I I
O O O ©O O O O O O O O O O O O O O O © O O o o o o o o

O O O O O O O O o © O O O o O o o o o

.0050
.0036
.0025
.0029
.0038
.0032
.0053
.0006
.0050
.0079
.0039
.0011
.0025
.0030
.0030
.0061
.0044
.0055
.0044
.0025
.0081
.0032
.0021
.0035
.0027
.0004
.0029

.0033
.0028
.0033
.0044
.0042
.0012
.0031
.0010
.0010
.0008
.0004
.0018
.0040
.0047
.0029
.0022
.0020
.0031
.0015

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O ©o o o o o o o

O O O O O O O O O O O O o o o o o o o

.0066
.0036
.0044
.0074
.0035
.0021
.0046
.0066
.0090
.0039
.0112
.0045
.0063
.0043
.0029
.0073
.0044
.0075
.0036
.0046
L0117
.0020
.0048
.0084
.0057
.0044
.0029

.0014
.0028
.0026
.0025
.0030
.0011
.0019
.0025
.0012
.0016
.0003
.0036
.0050
.0039
.0026
.0024
.0027
.0026
.0024

O O O O O O O O o O O O O o o o o o o

.0030
.0015
.0020
.0056
.0026
.0031
.0017
.0093
.0046
.0011
.0045
.0070
.0045
.0020
.0018
.0036
.0012
.0015
.0007
.0031
.0031
.0003
.0005
.0045
.0035
.0086
.0020

.0061
.0045
.0081
.0093
.0091
.0026
.0032
.0005
.0027
.0023
.0030
.0083
.0110
.0118
.0062
.0050
.0068
.0065
.0007

O O O O O O O O O O O O O O O O O O © O O o o o o o o

o O O O o o o

-0.

-0.

O O o O o o o

.0045
.0031
.0028
.0063
.0040
.0034
.0029
.0069
.0064
.0025
.0063
.0045
.0070
.0044
.0030
.0050
.0029
.0027
.0017
.0044
.0066
.0023
.0031
.0064
.0047
.0045
.0028

.0013
.0019
.0015
.0041
.0044
.0003
.0001
.0013

0000

.0007

0011

.0019
.0027
.0030
.0031
.0023
.0032
.0025
.0015

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O ©o o o o o o o

O O O O O O O O o © O O O o © o o o o
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.0040
.0028
.0022
.0039
.0036
.0027
.0028
.0027
.0045
.0030
.0043
.0020
.0044
.0045
.0027
.0046
.0033
.0032
.0028
.0034
.0065
.0026
.0030
.0044
.0029
.0010
.0022

.0026
.0018
.0036
.0034
.0048
.0011
.0008
.0002
.0005
.0009
.0010
.0040
.0051
.0042
.0028
.0026
.0013
.0021
.0004




172
173
174
175
176
177
178
179

.0039
.0035
.0043
.0030
.0029
.0018
.0030
.0027
.0065
.0065
.0028
.0023
.0023
.0026
.0024
.0020
.0031
.0017
.0022
.0013

O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o o

.0030

O O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o

.0067
.0064
.0073
.0061
.0073
.0036
.0050
.0046
.0065
.0129
.0054
.0083
.0048
.0045
.0080
.0031
.0048
.0060
.0040
.0037
.0034

Colunas 37 a 40

.0025
.0035
.0058
.0022
.0039
.0023
.0026
.0027
.0018
.0032
.0014
.0058
.0077
.0051
.0032
.0031
.0065
.0039
.0032
.0039
.0063
.0069
.0035
.0084

O O O O O O O O O O O O O O O O O o O o o o o o o

.0045

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O o ©o o o o o

.0020
.0032
.0040
.0014
.0030
.0004
.0034
.0026
.0018
.0015
.0017
.0030
.0047
.0042
.0025
.0026
.0067
.0029
.0024
.0030
.0037
.0056
.0027
.0057
.0035

©O O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o

©O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O o o o o

.0047
.0000
.0035
.0044
.0044
.0012
.0029
.0033
.0028
.0054
.0061
.0038
.0037
.0039
.0059
.0039
.0036
.0040
.0027
.0001
.0025

.0011
.0006
.0039
.0014
.0000
.0036
.0036
.0025
.0014
.0029
.0020
.0033
.0060
.0019
.0007
.0015
.0070
.0010
.0042
.0012
.0144
.0048
.0004
.0044
.0086

O O O O O O O O O O O O O O O o © o o o o

O O O O O O O O O O O O O O O O O o O o o o o o o

.0051
.0020
.0061
.0055
.0075
.0015
.0027
.0032
.0023
.0083
.0038
.0187
.0069
.0013
.0154
.0036
.0068
.0058
.0025
.0044
.0014

.0015
.0022
.0028
.0027
.0028
.0001
.0022
.0015
.0011
.0014
.0010
.0012
.0040
.0036
.0027
.0022
.0030
.0026
.0027
.0030
.0018
.0036
.0029
.0029
.0020

O O O O O O O O O O O O O O O o O o o o o

.0035
.0018
.0040
.0044
.0036
.0007
.0017
.0028
.0023
.0048
.0037
.0069
.0054
.0014
.0083
.0025
.0034
.0030
.0021
.0025
.0019

©O O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o

.0033
.0036
.0039
.0025
.0046
.0031
.0044
.0034
.0026
.0045
.0039
.0013
.0014
.0043
.0039
.0024
.0025
.0044
.0036
.0029
.0022

O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o o

.0064
.0014
L0111
.0081
.0117
.0031
.0066
.0065
.0024
.0080
.0059
.0154
.0083
.0039
.0323
.0055
.0073
.0084
.0051
.0008
.0043

©O O O O O O O O O O O O O O O o O o o o o

.0030
.0024
.0019
.0032
.0020
.0003
.0023
.0026
.0020
.0031
.0039
.0036
.0025
.0024
.0055
.0060
.0037
.0021
.0004
.0018
.0022

86

.0035
.0005
.0039
.0021
.0048
.0005
.0031
.0030
.0031
.0048
.0036
.0068
.0034
.0025
.0073
.0037
.0063
.0037
.0017
.0012
.0018




87

)

0.0064 0.0047 0.0045 0.0028

0.0044 0.0029 0.0010 0.0022

0.0017 0.0022 0.0013 0.0030

0.0060 0.0040 0.0037 0.0034

0.0040 0.0027 -0.0001 0.0025

0.0058 0.0025 -0.0044 0.0014

0.0030 0.0021 -0.0025 0.0019

0.0044 0.0036 0.0029 0.0022

0.0084 0.0051 0.0008 0.0043

0.0021 0.0004 -0.0018 0.0022

0.0037 0.0017 -0.0012 0.0018

0.0085 0.0054 0.0046 0.0023

0.0054 0.0063 0.0029 0.0023

0.0046 0.0029 0.0144 0.0018

0.0023 0.0023 0.0018 0.0031]

Matriz de Correlacao do Portfolio = [

Coluna 1 a 9

1.0000 0.5705 0.3826 0.6429 0.4833 -0.2240 0.3787 0.2238 0.3452
0.5705 1.0000 0.5046 0.5385 0.6056 0.0840 0.5633 0.6885 0.5311
0.3826 0.5046 1.0000 0.3190 0.5610 0.2204 0.4543 0.5784 0.6966
0.6429 0.5385 0.3190 1.0000 0.6665 -0.0262 0.3333 0.2178 0.2021
0.4833 0.6056 0.5610 0.6665 1.0000 -0.2780 0.4815 0.3584 0.2655
-0.2240 0.0840 0.2204 -0.0262 -0.2780 1.0000 -0.1233 0.3221 0.1613
0.3787 0.5633 0.4543 0.3333 0.4815 -0.1233 1.0000 0.4959 0.5532
0.2238 0.6885 0.5784 0.2178 0.3584 0.3221 0.4959 1.0000 0.5975
0.3452 0.5311 0.6966 0.2021 0.2655 0.1613 0.5532 0.5975 1.0000
0.0551 0.4184 0.4255 -0.0051 0.2611 0.2203 0.4519 0.3052 0.4560
-0.0975 0.2001 0.1492 -0.2849 -0.2040 0.2593 0.1658 0.1648 0.1851
0.3489 0.4322 0.5388 0.1207 0.4062 0.1547 0.0569 0.3039 0.3806
0.5005 0.6947 0.7267 0.4247 0.6197 0.1618 0.5794 0.4985 0.6126
0.6390 0.7618 0.6141 0.7356 0.7526 -0.0099 0.4218 0.3752 0.4484
0.5851 0.7444 0.5728 0.6094 0.7842 -0.0695 0.3613 0.4833 0.4205
0.4614 0.6593 0.5601 0.5912 0.8297 -0.0891 0.4458 0.4034 0.3519
0.2776 0.3482 0.5856 -0.0707 0.1698 0.0308 0.4891 0.2130 0.5864
0.4747 0.7069 0.4678 0.6273 0.6179 0.0329 0.5267 0.3381 0.5172
0.1367 0.5537 0.3954 0.1922 0.3547 0.1896 0.5352 0.5501 0.3647
0.5873 0.7017 0.7382 0.6312 0.7283 0.0153 0.4451 0.6040 0.4708
-0.1066 0.2445 0.4179 -0.1733 0.0759 0.3796 0.5071 0.3855 0.4781
0.4962 0.6688 0.6187 0.4395 0.7166 -0.0626 0.6399 0.3323 0.4282
0.6531 0.6842 0.5730 0.6951 0.6977 -0.0913 0.5807 0.5655 0.4419
0.4312 0.6264 0.6376 0.3178 0.6134 0.1331 0.3221 0.3559 0.3416
0.0538 0.3893 0.3500 0.0878 0.1338 0.3225 0.3667 0.4275 0.4085
0.3344 0.6244 0.5059 0.2726 0.4835 0.2268 0.3355 0.4016 0.4551
0.5220 0.6397 0.3185 0.5155 0.5698 0.0062 0.3313 0.2447 0.3367
0.3232 0.5307 0.4297 0.4675 0.5986 -0.0733 0.6476 0.3130 0.4900
0.4012 0.6400 0.7636 0.6105 0.6866 0.2210 0.6178 0.5499 0.6174




.5595
.5999
.7378
.3514
.5561
.2768
.5399
.4350

O O O O O o o o o

.4097
-0.1529
0.4524

O O O O O O O O o o o

.7526
.3446
.6366
.7084
.4098
.4048
.3696
.6278
.6560
.0773
.6617

Colunas 10 a 18

0.0551
0.4184
0.4255
-0.0051
.2611
.2203
.4519
.3052

o O O o o

.4560

e

.0000
.3443
.4019
.6680
.2404
.3753
L2222
.5390
.5176
.6538
.1979
.6691
.5850
.3180
.3840
.3637
.6899
.5447
.2907
.3865
L1121
.1275
.1494
.3485
.1814

O O O O O O O O O O O O O O O O O o O o o o o o o

.1338

-0.
0.
0.

-0.

-0.

0975
2001
1492
2849
2040

.2593
.1658
.1648
.1851
.3443
.0000
.0003
.0048
.0595
.1399
.0348
.4513
.3458
.5342
.0281
.3570
.1795
.0688
.0286
.3288
.2824
.0407
.1682
.0491
.0679
.1796
.0852
L0717
.2617
.2269

O O O O O O O O o o o

o O O O O O O o o o o

[y

©O O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o o o

.4071
.6200
. 4457
.3928
.4426
.1897
.4469
.6169
L4917
.3211
.4983

.3489
.4322
.5388
.1207
.4062
.1547
.0569
.3039
.3806
.4019
.0003
.0000
.6469
.5590
.5111
.4453
.3924
.3425
.1708
.4765
.4150
.5280
.1856
L7134
.4097
.6933
.5671
.1566
.4190
.5333
.4486
.2916
.6557
.5537
.3007

O O O O O O O O o o o

O O O O O O O O o o o o

e

O O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o o

.6231
.4976
.6825
.4291
.5880
.6002
L4776
.2759
.2065
.1313
.5558

.5005
.6947
L7267
L4247
.6197
.1618
.5794
.4985
.6126
.6680
.0048
.6469
.0000
.6910
.6442
.7059
.5666
.5734
.4963
.6317
.6168
.8446
.5522
.8085
.5317
.7626
.6720
.5549
L7743
.5056
.4853
.4630
.6502
.5212
.2959

O O O O O O O o O o o o o

O O O O O O O O o o o

[ure

©O O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o

.6697
.4944
.6829
.5410
.5990
.6688
.7103
.4931
.4478
.0036
.5880

.6390
.7618
.6141
.7356
.7526
.0099
.4218
.3752
.4484
.2404
.0595
.5590
.6910
.0000
.8491
.8016
.4188
.7676
.4182
L7692
.2099
.7631
.6289
.7068
L4121
.6025
.6749
.5646
L7172
L7474
.5073
. 7307
.6651
.7406
.4349

O O O O O O O O o O o o o o

0.

0.

0

0.

0

[y

©O O O O O O O O O O O O O O o o o o o o

.1020
0.

0295
1949

.2042

1712

.0529

1586

L2917
.0556
.3524
.0144

.5851
. 7444
.5728
.6094
.7842
.0695
.3613
.4833
.4205
.3753
.1399
.5111
.6442
.8491
.0000
.7833
.3560
.7638
.6212
L7737
.1512
.6788
.6986
.58563
.3066
.6389
L7149
.5565
.6056
.7980
.3892
.6814
.6625
.5885
.6746

©O O O O O o O o o o o

O O O O O O O O O o O o o o o

O O O O O O O O O O O O O o o o o o o

.2813
.2210
L4272
.2826
.1796
.0102
.1046
.2817
.4280
.3031
.4057

.4614
.6593
.5601
.5912
.8297
.0891
.4458
.4034
.3519
.2222
.0348
.4453
.7059
.8016
.7833
.0000
.3168
.6582
.4231
.6815
L2726
.8128
.5260
L7735
.4456
.6058
.6010
.6546
.6988
.6294
. 4497
.5412
.6693
.5129
.5378

O O O O O O O O O O O O O O O O O O B O O O 0O O O O O O O O ©o o o o o

O O O O O O O o o o o

.5620
.1426
L2111
.5817
.0453
.2708
.0483
.4635
.5046
.3302
.4119

L2776
.3482
.5856
.0707
.1698
.0308
.4891
.2130
.5864
.5390
.4513
.3924
.5666
.4188
.3560
.3168
.0000
.4561
.4661
.3212
.6126
.6430
.2536
.5448
.5212
.5785
.4444
.3651
.4192
.0897
.2031
.2150
.3144
.2919
.3150

O O O O O O O O O O O O o o o o o O O O O O o O O o o o

O O O O O O O O O O O O o o o o o

88

.2593
L4177
.2431
. 3347
.2694
.0001
L1117
.3454
.3984
.2068
.3401

.4747
.7069
.4678
.6273
.6179
.0329
.5267
.3381
.5172
.5176
.3458
.3425
.5734
.7676
.7638
.6582
.4561
.0000
.6589
.5748
.2981
L7079
.6180
.4763
.4470
.6765
.7633
.5912
.6498
.5513
.3972
.6091
.5569
.5160
.4562




.1597
.5021
.2676
.35633

o O O o o

.3580

o O O o o

.1998
.2393
.3243
.2598
.2857

Colunas 19 a 27

.1367
.55637
.3954
.1922
.3547
.1896
.5352
.5501
.3647
.6538
.5342
.1708
.4963
.4182
.6212
.4231
.4661

O O O O O O O O O O O O O o o o o o

.6589

e

.0000
.4884
.5575
.5112
.4863
.2765
.5168
.5567
.5594
.4926
.5020

O O O O O O O o o o o

L3971
-0.0928
.2881
.4922
.0540
.2703
.0677
.4800
.4105
.4784

O O O O O o o o o

L6772

O O O O O O O O O O O O O o O o o o o

O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o

.5873
L7017
. 7382
.6312
.7283
.01563
.4451
.6040
.4708
L1979
.0281
.4765
.6317
.7692
L7737
.6815
.3212
.5748
.4884
.0000
.1288
.5475
. 7859
.5662
.2690
.4459
.5487
.6289
L7755
.7859
.4836
.6216
.6566
.4669
.5123
.5783
.5560
.4959
.1319
.7153

o O O o o

P O O O O O O O O O O O O O © o ©o o o o o

O O O O O O O o o o o

o

.60561
.7503
.4556
.3267
.25569

.1066
. 2445
L4179
.1733
.0759
.3796
.5071
.3855
.4781
.6691
.3570
.4150
.6168
.2099
.1512
.2726
.6126
.2981
.5575
.1288
.0000
.5473
.0448
.4447
.7960
.5869
.28561
.3081
.4010
.0031
.1046
.1757
.3881
.0544
.2237
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APENDICE C - RESULTADOS DA APLICACAO DO METODO DE SELECAO DE
ATIVOS

Tabela 6 —Resultados do PCA aplicado a matriz de correlagdao do portfélio composto pelas 40

acoes
Componentes Principais Autovalores Variancia (%) Variancia Acumulada (%)
CP1 1.0297 51.3089 51.3089
CP2 0.4207 20.9601 72.2690
CP3 0.1644 8.1893 80.4583
CP4 0.1194 5.9496 86.4080
CP5 0.0765 3.8125 90.2205
CP6 0.0503 2.5053 02.7258
CP7 0.0419 2.0896 94.8154
CP8 0.0280 1.3929 96.2083
CP9 0.0194 0.9681 97.1764
CP10 0.0174 0.8690 98.0454
CP11 0.0126 0.6298 08.6752
CP12 0.0093 0.4656 99.1408
CP13 0.0052 0.2584 99.3992
CP14 0.0046 0.2304 99.6296
CP15 0.0031 0.1554 99.7850
CP16 0.0015 0.0752 99.8602
CP17 0.0011 0.0557 99.9159
CP18 0.0008 0.0382 99.9541
CP19 0.0004 0.0206 99.9747
CP20 0.0003 0.0132 99.9879
CP21 0.0002 0.0083 99.9962
CP22 0.0001 0.0038 100.0000
CP23 0.0000 0.0000 100.0000
CP24 0.0000 0.0000 100.0000
CP25 0.0000 0.0000 100.0000
CP26 0.0000 0.0000 100.0000
CP27 0.0000 0.0000 100.0000
CP28 0.0000 0.0000 100.0000
CP29 0.0000 0.0000 100.0000
CP30 0.0000 0.0000 100.0000
CP31 0.0000 0.0000 100.0000
CP32 0.0000 0.0000 100.0000
CP33 0.0000 0.0000 100.0000
CP34 0.0000 0.0000 100.0000
CP35 0.0000 0.0000 100.0000
CP36 0.0000 0.0000 100.0000
CP37 0.0000 0.0000 100.0000
CP38 0.0000 0.0000 100.0000
CP39 0.0000 0.0000 100.0000

Fonte: elaborada pelo autor.



Tabela 7 —Lista das 9 a¢des retidas pela aplicacdo do método de selegd@o de ativos
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Ativo Nome do Ativo Cédigo Setor de Atuacao

3 Walt Disney Company DIS Servigos de Comunicagdo

5 Keysight Technologies Inc. KEYS Tecnologia

13 State Street Corporation STT Servico Financeiro

16 Nordson Corporation NDSN Industrial

24 Franklin Resources Inc. BEN Servi¢o Financeiro

25 Williams Companies Inc. WMB Energia

26  Hewlett Packard Enterprise Co. ~ HPE Tecnologia

32 Zoetis Inc. Class A ZTS Assisténcia médica

38 Weyerhaeuser Company wY Imobilidrio

Fonte: elaborada pelo autor.

C_port. =
Colunas 1 a 9
0.0104 0.0048 0.0087 0.0031 0.0069 0.0030 0.0043 0.0033 0.0040
0.0048 0.0071 0.0061 0.0038 0.0055 0.0009 0.0034 0.0042 0.0030
0.0087 0.0061 0.0138 0.0045 0.0100 0.0052 0.0075 0.0040 0.0047
0.0031 0.0038 0.0045 0.0030 0.0044 0.0020 0.0028 0.0022 0.0026
0.0069 0.0055 0.0100 0.0044 0.0112 0.0045 0.0063 0.0036 0.0057
0.0030 0.0009 0.0052 0.0020 0.0045 0.0070 0.0045 -0.0007 0.0035
0.0043 0.0034 0.0075 0.0028 0.0063 0.0045 0.0070 0.0017 0.0047
0.0033 0.0042 0.0040 0.0022 0.0036 -0.0007 0.0017 0.0054 0.0021
0.0040 0.0030 0.0047 0.0026 0.0057 0.0035 0.0047 0.0021 0.0063
0.0024 0.0025 0.0036 0.0015 0.0028 0.0003 0.0017 0.0033 0.0020
0.0031 0.0031 0.0050 0.0022 0.0040 0.0020 0.0032 0.0028 0.0032
0.0029 0.0050 0.0044 0.0028 0.0030 0.0006 0.0020 0.0044 0.0014
0.0019 0.0020 0.0016 -0.0004 0.0012 0.0023 0.0016 -0.0012 0.0004
0.0046 0.0041 0.0068 0.0024 0.0034 0.0030 0.0028 0.0031 0.0034
0.0038 0.0019 0.0038 0.0014 0.0024 0.0023 0.0022 0.0010 0.0026
0.0040 0.0013 0.0040 0.0011 0.0020 0.0019 0.0021 0.0010 0.0018
0.0030 0.0015 0.0054 0.0008 0.0028 0.0021 0.0040 0.0008 0.0015
0.0010 0.0011 -0.0000 0.0001 0.0002 0.0018 0.0015 -0.0004 0.0017
0.0046 0.0029 0.0063 0.0020 0.0063 0.0028 0.0048 0.0018 0.0030
0.0055 0.0056 0.0072 0.0039 0.0066 0.0030 0.0045 0.0047 0.0042
0.0034 0.0039 0.0044 0.0025 0.0036 0.0015 0.0031 0.0029 0.0025
0.0077 0.0019 0.0086 0.0022 0.0074 0.0056 0.0063 0.0020 0.0067
0.0033 0.0036 0.0047 0.0025 0.0035 0.0026 0.0040 0.0031 0.0029
0.0029 0.0022 0.0043 0.0017 0.0021 0.0031 0.0034 0.0015 0.0024
0.0057 0.0047 0.0057 0.0028 0.0046 0.0017 0.0029 0.0035 0.0030
0.0060 0.0009 0.0101 0.0021 0.0066 0.0093 0.0069 -0.0018 0.0037
0.0063 0.0061 0.0100 0.0044 0.0090 0.0046 0.0064 0.0040 0.0056
0.0052 0.0052 0.0058 0.0025 0.0039 0.0011 0.0025 0.0044 0.0027
0.0022 0.0032 0.0053 0.0022 0.0043 0.0020 0.0044 0.0028 0.0029
0.0035 0.0041 0.0052 0.0029 0.0029 0.0018 0.0030 0.0023 0.0022
0.0088 0.0066 0.0103 0.0043 0.0073 0.0036 0.0050 0.0048 0.0040
0.0032 0.0044 0.0046 0.0027 0.0044 0.0012 0.0029 0.0037 0.0027
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0.0048 0.0045
0.0018 0.0047
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0.0083 0.0118
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O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O o © O © o o o o o o o o o

.0014
.0027

.0034
.0039
.0044
.0025
.0036
.0015
.0031
.0029
.0025
.0021
.0027
.0032
.0003
.0021
.0018
.0014
.0015
.0005
.0025
.0044
.0034
.0027
.0031
.0027
.0035
.0012
.0040
.0036
.0028
.0026
.0040
.0037
.0031
.0026
.0062
.0031
.0028
.0032
.0007
.0027

.0035

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O o © O O o o o o o o o o

.0036
.0001

.0077
.0019
.0086
.0022
.0074
.0056
.0063
.0020
.0067
.0022
.0027
.0008
.0003
.0063
.0018
.0043
.0048
.0038
.0042
.0048
.0027
.0167
.0041
.0044
.0032
.0111
.0084
.0029
.0039
.0038
.0061
.0009
.0036
.0027
.0068
.0032
.0013
.0065
.0070
.0030

.0088

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O © O o o o o o o o o

.0036
.0022

.0033
.0036
.0047
.0025
.0035
.0026
.0040
.0031
.0029
.0020
.0030
.0039
.0002
.0037
.0015
.0020
.0025
.0016
.0020
.0047
.0031
.0041
.0049
.0034
.0031
.0029
.0050
.0038
.0036
.0033
.0051
.0030
.0038
.0026
.0065
.0025
.0021
.0039
.0010
.0026

.0032

O O O O O © O O O © O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o o o o

.0025
.0015

.0029
.0022
.0043
.0017
.0021
.0031
.0034
.0015
.0024
.0006
.0025
.0012
.0012
.0039
.0026
.0015
.0033
.0025
.0010
.0027
.0027
.0044
.0034
.0053
.0027
.0057
.0038
.0032
.0027
.0029
.0042
.0023
.0009
.0024
.0007
.0015
.0004
.0032
.0042
.0027

.0086

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o o o o

.0014
.0011

.0057
.0047
.0057
.0028
.0046
.0017
.0029
.0035
.0030
.0028
.0033
.0042
.0001
.0034
.0030
.0020
.0010
.0001
.0030
.0052
.0035
.0032
.0031
.0027
.0058
.0014
.0042
.0053
.0028
.0039
.0067
.0047
.0051
.0033
.0064
.0030
.0035
.0039
.0012
.0030

.0026

.0029
.0014

.0060
.0009
.0101
.0021
.0066
.0093
.0069
.0018
.0037
.0009
.0021
.0021
.0045
.0071
.0035
.0038
.0065
.0032
.0048
.0026
.0012
.0111
.0029
.0057
.0014
.0196
.0077
.0006
.0027
.0035
.0064
.0000
.0020
.0036
.0014
.0024
.0005
.0063
.0144
.0018

.0081

O O O O O © O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O o © O © o o o o o o o o o

95

.0020
.0010

.0063
.0061
.0100
.0044
.0090
.0046
.0064
.0040
.0056
.0031
.0041
.0039
.0005
.0064
.0021
.0024
.0041
.0012
.0044
.0068
.0040
.0084
.0050
.0038
.0042
.0077
.0101
.0050
.0045
.0043
.0073
.0035
.0061
.0039
L0111
.0019
.0039
.0069
.0048
.0036

.0015




172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182

.0052
.0058
.0025
.0039
.0011
.0025
.0044
.0027
.0036
.0037

O O O O O O O O o o o

.0054
-0.0007
.0051
.0032
.0022

o O o o

.0020
-0.0004
.0014
.0050
.0036
.0029
.0038
.0032
.0053
.0006
.0050
.0079
.0030
.0030
.0061
.0044
.0055
.0025
.0081
.0032
.0021
.0035
-0.0004
0.0029

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O © O o o o o o o o

.0032
.0053
.0022
.0043
.0020
.0044
.0028
.0029
.0022
.0026
.0031
.0000
.0022
.0011
.0013
.0025
.0002
.0032
.0040
.0028
.0039
.0036
.0027
.0028
.0027
.0045
.0030
.0045
.0027
.0046
.0033
.0032
.0034
.0065
.0026
.0030
.0044
.0010
.0022

Colunas 37 a 40

.0036
.0048
.0051
.0026
.0048

o O o o o

-0.0005
0.0031

o O O O o o o

.0058
.0039
.0077
.0031
.0084
.0045
.0064

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O © o © O O o o o o o o o o

o O O O o o o

.0041
.0052
.0029
.0029
.0018
.0030
.0023
.0022
.0016
.0026
.0033
.0005
.0052
.0016
.0022
.0016
.0009
.0010
.0040
.0026
.0038
.0033
.0029
.0039
.0035
.0043
.0030
.0027
.0065
.0065
.0028
.0023
.0026
.0024
.0020
.0031
.0017
.0013
.0030

.0039
.0000
.0060
.0015
.0044
.0086
.0045

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O o O O O O O O O O O O o o o o o o

o O O o o o o

.0066
.0103
.0043
.0073
.0036
.0050
.0048
.0040
.0028
.0044
.0061
.0021
.0070
.0040
.0039
.0030
.0004
.0040
.0072
.0040
.0061
.0051
.0042
.0067
.0064
.0073
.0061
.0046
.0065
.0129
.0054
.0083
.0045
.0080
.0031
.0048
.0060
.0037
.0034

.0028
.0028
.0040
.0022
.0029
.0020
.0028

O O O © O O O O O O O O O O O O O O O O O O O © © O O O © O © O o o o o o o o

.0044
.0046
.0027
.0044
.0012
.0029
.0037
.0027
.0027
.0036
.0043
.0007
.0022
.0028
.0011
.0006
.0003
.0035
.0052
.0037
.0009
.0030
.0023
.0047
.0000
.0035
.0044
.0033
.0028
.0054
.0061
.0038
.0039
.0059
.0039
.0036
.0040
.0001
.0025

.0057
.0078
.0033
.0075
.0015
.0027
.0069
.0025
.0050
.0029
.0060
.0003
.0030
.0013
.0032
.0012
.0016
.0051
.0062
.0031
.0036
.0038
.0009
.0051
.0020
.0061
.0055
.0032
.0023
.0083
.0038
.0187
.0013
.0154
.0036
.0068
.0058
.0044
.0014

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o o

.0030
.0050
.0024
.0046
.0031
.0044
.0014
.0036
.0014
.0028
.0025
.0011
.0019
.0025
.0012
.0016
.0003
.0036
.0039
.0026
.0027
.0026
.0024
.0033
.0036
.0039
.0025
.0034
.0026
.0045
.0039
.0013
.0043
.0039
.0024
.0025
.0044
.0029
.0022

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O © O O © o © O © o o o o o o o o

.0091
.0110
.0050
L0117
.0031
.0066
.0083
.0051
.0061
.0045
.0093
.0026
.0032
.0005
.0027
.0023
.0030
.0083
.0118
.0062
.0068
.0065
.0007
.0064
.0014
.0111
.0081
.0065
.0024
.0080
.0059
.0154
.0039
.0323
.0055
.0073
.0084
.0008
.0043

-0

96

.0044
.0027
.0023
.0020
.0003
.0023
.0025
.0004
.0013
.0019
.0041
.0003
.0001
.0013
.0000
.0007
.0011
.0019
.0030
.0031
.0032
.0025
.0015
.0030
.0024
.0019
.0032
.0026
.0020
.0031
.0039
.0036
.0024
.0055
.0060
.0037
.0021
.0018
.0022




o O O o o

.0034
.0017
.0026
.0018
.0034

-0.0011
0.0008
0.0002
0.0005
0.0009
-0.0010

.0040
.0042
.0028
.0013
.0021
.0004
.0035

-0.0005

.0039
.0021
.0030
.0031
.0048
.0036
.0068
.0025
.0073
.0037
.0063
.0037

-0.0012
0.0018

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O © O o o o o o o o

.0030
.0054
.0025
.0035
.0022
.0023
.0026
.0027
.0018
.0032
.0014
.0058
.0051
.0032
.0065
.0039
.0032
.0039
.0063
.0069
.0035
.0044
.0017
.0060
.0040
.0058
.0044
.0084
.0021
.0037
.0085
.0046
.0023

O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o

o

.0025
.0029
.0011
.0006
.0014
.0036
.0036
.0025
.0014
.0029
.0020
.0033
.0019
.0007
.0070
.0010
.0042
.0012
.0144
.0048
.0004
.0010
.0013
.0037
.0001
.0044
.0029
.0008
.0018
.0012
.0046
.0144
.0018

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o o o o

.0019
.0023
.0015
.0022
.0027
.0001
.0022
.0015
.0011
.0014
.0010
.0012
.0036
.0027
.0030
.0026
.0027
.0030
.0018
.0036
.0029
.0022
.0030
.0034
.0025
.0014
.0022
.0043
.0022
.0018
.0023
.0018
.0031]
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APENDICE D - MATRIZES DE COVARIANCIA DOS 10 SUBPORTFOLIOS
EXTRAIDOS DE UM PORTFOLIO DE ATIVOS FINANCEIROS COMPOSTO DE 40

ACOES UNICAS DO INDICE S&P 500

C_port_1 = [

0.0101 0.0061 0.0064 0.0038 0.0056 0.0063 0.0043 0.0050 0.0039
0.0061 0.0187 0.0030 -0.0009 0.0025 0.0086 0.0023 0.0038 0.0068
0.0064 0.0030 0.0099 0.0039 0.0034 0.0046 0.0052 0.0037 0.0008
0.0038 -0.0009 0.0039 0.0053 0.0024 0.0029 0.0029 0.0034 0.0004
0.0056 0.0025 0.0034 0.0024 0.0063 0.0040 0.0022 0.0029 0.0017
0.0063 0.0086 0.0046 0.0029 0.0040 0.0104 0.0035 0.0033 0.0036
0.0043 0.0023 0.0052 0.0029 0.0022 0.0035 0.0065 0.0033 0.0031
0.0050 0.0038 0.0037 0.0034 0.0029 0.0033 0.0033 0.0049 0.0021
0.0039 0.0068 0.0008 0.0004 0.0017 0.0036 0.0031 0.0021 0.0063
]

C_port_2 = [

0.0138 0.0027 0.0075 0.0072 0.0054 0.0052 0.0016 0.0040 0.0101
0.0027 0.0060 0.0023 0.0030 0.0007 0.0020 -0.0003 0.0025 0.0024
0.0075 0.0023 0.0070 0.0045 0.0040 0.0030 0.0016 0.0017 0.0069
0.0072 0.0030 0.0045 0.0079 0.0015 0.0040 -0.0001 0.0047 0.0026
0.0054 0.0007 0.0040 0.0015 0.0048 0.0016 0.0013 0.0008 0.0065
0.0052 0.0020 0.0030 0.0040 0.0016 0.0065 -0.0005 0.0023 0.0035
0.0016 -0.0003 0.0016 -0.0001 0.0013 -0.0005 0.0071 0.0012 0.0045
0.0040 0.0025 0.0017 0.0047 0.0008 0.0023 -0.0012 0.0054 0.0018
0.0101 -0.0024 0.0069 0.0026 0.0065 0.0035 0.0045 0.0018 0.0196
]

C_port_3 = [

0.0058 0.0033 0.0029 0.0020 0.0051 0.0039 0.0032 0.0034 0.0012
0.0033 0.0043 0.0044 0.0012 0.0013 0.0026 0.0027 0.0019 0.0029
0.0029 0.0044 0.0070 0.0021 0.0027 0.0030 0.0063 0.0028 0.0045
0.0020 0.0012 0.0021 0.0032 0.0032 0.0022 0.0043 0.0031 0.0014
0.0051 0.0013 0.0027 0.0032 0.0187 0.0023 0.0036 0.0030 0.0044
0.0039 0.0026 0.0030 0.0022 0.0023 0.0065 0.0038 0.0052 0.0013
0.0032 0.0027 0.0063 0.0043 0.0036 0.0038 0.0167 0.0063 0.0070
0.0034 0.0019 0.0028 0.0031 0.0030 0.0052 0.0063 0.0099 0.0036
0.0012 0.0029 0.0045 0.0014 -0.0044 0.0013 0.0070 0.0036 0.0144
]

C_port_4 = [

0.0069 0.0020 0.0048 0.0005 0.0036 0.0040 0.0023 0.0014 0.0012
0.0020 0.0049 0.0040 0.0037 0.0026 0.0021 0.0025 0.0038 0.0026
0.0048 0.0040 0.0070 0.0028 0.0044 0.0031 0.0040 0.0025 0.0028
0.0005 0.0037 0.0028 0.0099 0.0019 0.0008 0.0031 0.0051 0.0022
0.0036 0.0026 0.0044 0.0019 0.0043 0.0025 0.0016 0.0025 0.0022
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0.0040 0.0021 0.0031 0.0008 0.0025 0.0063 0.0009 0.0021 0.0018
0.0023 0.0025 0.0040 0.0031 0.0016 0.0009 0.0048 0.0020 0.0014
0.0014 0.0038 0.0025 0.0051 0.0025 0.0021 0.0020 0.0079 0.0029
0.0012 0.0026 0.0028 0.0022 0.0022 0.0018 0.0014 0.0029 0.0031
]

C_port_5 = [

0.0071 0.0022 0.0039 -0.0011 0.0066 0.0038 0.0091 0.0015 0.0028
0.0022 0.0053 0.0032 0.0025 0.0042 0.0017 0.0007 0.0033 0.0027
0.0039 0.0032 0.0085 0.0014 0.0060 0.0031 0.0084 0.0032 0.0023
-0.0011 0.0025 0.0014 0.0042 -0.0004 0.0001 -0.0030 0.0015 0.0010
0.0066 0.0042 0.0060 -0.0004 0.0129 0.0043 0.0080 0.0030 0.0034
0.0038 0.0017 0.0031 0.0001 0.0043 0.0030 0.0050 0.0008 0.0022
0.0091 0.0007 0.0084 -0.0030 0.0080 0.0050 0.0323 0.0023 0.0043
0.0015 0.0033 0.0032 0.0015 0.0030 0.0008 0.0023 0.0048 0.0014
0.0028 0.0027 0.0023 0.0010 0.0034 0.0022 0.0043 0.0014 0.0031
]

C_port_6 = [

0.0045 0.0000 0.0010 0.0011 0.0027 0.0036 0.0032 0.0020 0.0044
0.0000 0.0071 0.0036 0.0017 0.0045 0.0002 0.0011 0.0023 0.0023
0.0010 0.0036 0.0144 0.0025 0.0144 0.0010 0.0033 0.0086 0.0046
0.0011 0.0017 0.0025 0.0041 0.0035 0.0015 0.0016 0.0023 0.0027
0.0027 0.0045 0.0144 0.0035 0.0196 0.0029 0.0048 0.0093 0.0063
0.0036 0.0002 0.0010 0.0015 0.0029 0.0049 0.0020 0.0026 0.0039
0.0032 0.0011 0.0033 0.0016 0.0048 0.0020 0.0069 0.0028 0.0058
0.0020 0.0023 0.0086 0.0023 0.0093 0.0026 0.0028 0.0070 0.0045
0.0044 0.0023 0.0046 0.0027 0.0063 0.0039 0.0058 0.0045 0.0085
]

C_port_7 = [

0.0031 0.0014 0.0015 0.0026 0.0001 0.0020 0.0030 0.0022 0.0030
0.0014 0.0187 0.0013 0.0038 -0.0003 -0.0015 0.0023 0.0033 0.0051
0.0015 0.0013 0.0041 0.0015 0.0017 0.0023 0.0016 0.0014 0.0030
0.0026 0.0038 0.0015 0.0049 0.0002 0.0026 0.0033 0.0025 0.0031
0.0001 -0.0003 0.0017 0.0002 0.0071 0.0023 -0.0005 -0.0004 0.0001
0.0020 -0.0015 0.0023 0.0026 0.0023 0.0070 0.0018 0.0020 0.0017
0.0030 0.0023 0.0016 0.0033 -0.0005 0.0018 0.0065 0.0029 0.0039
0.0022 0.0033 0.0014 0.0025 -0.0004 0.0020 0.0029 0.0030 0.0028
0.0030 0.0051 0.0030 0.0031 0.0001 0.0017 0.0039 0.0028 0.0058
]

C_port_8 = [

0.0037 0.0022 0.0044 0.0006 0.0027 0.0036 0.0035 0.0041 0.0022
0.0022 0.0030 0.0043 0.0015 0.0014 0.0027 0.0031 0.0044 0.0020
0.0044 0.0043 0.0129 0.0037 0.0040 0.0054 0.0060 0.0073 0.0040
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0.0006 0.0015 0.0037 0.0144 0.0025 0.0001 0.0046 0.0048 0.0033
0.0027 0.0014 0.0040 0.0025 0.0041 0.0028 0.0027 0.0021 0.0016
0.0036 0.0027 0.0054 -0.0001 0.0028 0.0061 0.0040 0.0035 0.0035
0.0035 0.0031 0.0060 0.0046 0.0027 0.0040 0.0085 0.0069 0.0058
0.0041 0.0044 0.0073 0.0048 0.0021 0.0035 0.0069 0.0101 0.0044
0.0022 0.0020 0.0040 0.0033 0.0016 0.0035 0.0058 0.0044 0.0069
]

C_port_9 =

0.0043 0.0022 0.0034 0.0025 0.0039 0.0016 0.0024 0.0024 0.0025
0.0022 0.0031 0.0022 0.0029 0.0036 0.0014 0.0022 0.0027 0.0015
0.0034 0.0022 0.0045 0.0030 0.0040 0.0025 0.0026 0.0027 0.0011
0.0025 0.0029 0.0030 0.0079 0.0050 0.0020 0.0032 0.0032 0.0032
0.0039 0.0036 0.0040 0.0050 0.0079 0.0015 0.0030 0.0027 0.0021
0.0016 0.0014 0.0025 0.0020 0.0015 0.0048 0.0007 0.0033 0.0014
0.0024 0.0022 0.0026 0.0032 0.0030 0.0007 0.0060 0.0015 0.0013
0.0024 0.0027 0.0027 0.0032 0.0027 0.0033 0.0015 0.0053 0.0026
0.0025 0.0015 0.0011 0.0032 0.0021 0.0014 0.0013 0.0026 0.0041
]

C_port_10 = [

0.0032 0.0022 0.0018 0.0020 0.0040 0.0018 0.0020 0.0021 0.0018
0.0022 0.0079 0.0042 0.0066 0.0055 0.0041 0.0047 0.0045 0.0051
0.0018 0.0042 0.0063 0.0057 0.0040 0.0030 0.0029 0.0047 0.0054
0.0020 0.0066 0.0057 0.0112 0.0069 0.0063 0.0035 0.0063 0.0084
0.0040 0.0055 0.0040 0.0069 0.0104 0.0046 0.0033 0.0043 0.0058
0.0018 0.0041 0.0030 0.0063 0.0046 0.0069 0.0020 0.0048 0.0058
0.0020 0.0047 0.0029 0.0035 0.0033 0.0020 0.0049 0.0040 0.0039
0.0021 0.0045 0.0047 0.0063 0.0043 0.0048 0.0040 0.0070 0.0064
0.0018 0.0051 0.0054 0.0084 0.0058 0.0058 0.0039 0.0064 0.0085
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