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sada.

Orientador: Prof. Dr. Ricardo Renan Landim
de Carvalho.

Coorientador: Prof. Dr. Geová Maciel de Alen-
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acadêmica e pessoal.
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RESUMO

Nesta tese de doutorado, investigamos as soluções de estado ligado do efeito Hall quântico
não-comutativo com momento magnético anômalo em três diferentes cenários relativı́sticos:
o espaço-tempo de Minkowski (caso plano inercial), o espaço-tempo da corda cósmica girante
(caso curvo inercial) e o espaço-tempo da corda cósmica girante com efeitos não-inerciais (caso
curvo não-inercial). Portanto, trabalhamos em dois diferentes backgrounds relativı́sticos, onde
um é exclusivo da Teoria da Relatividade Especial (primeiro cenário) e o outro da Teoria da
Relatividade Geral (segundo e terceiro cenário), ambos em (2+ 1)-dimensões. Em particular,
nos dois primeiros cenários temos um referencial inercial enquanto que no terceiro temos um
referencial girante ou rotativo (referencial não-inercial). Com respeito às soluções, focamos
nossa atenção principalmente nas soluções de uma dada equação de autovalores, ou seja, nas
autofunções (spinor de Dirac de duas componentes e a função de onda de Schrödinger) e nos
autovalores de energia (espectro de energia ou nı́veis de Landau). Para obter tais soluções,
trabalhamos com a Equação de Dirac não-comutativa em coordenadas polares com acoplamen-
tos mı́nimo e não-mı́nimo, cujas constantes de acoplamento são a carga elétrica e o momento
magnético anômalo do férmion de Dirac. Além disso, por meio do spinor de Dirac normalizado
também foi possı́vel obter a expressão para a densidade de probabilidade radial do sistema.
Então, uma vez obtidas às soluções, discutimos em detalhes a influência de todos os parâmetros
e grandezas fı́sicas nos nı́veis de energia relativı́sticos bem como na densidade de probabilidade
(via gráficos). Por fim, analisamos o limite não-relativı́stico (regime de baixas energias) de nos-
sos três cenários, onde também comparamos nosso problema com outros trabalhos. Consequen-
temente, verificamos que nossos resultados generalizam vários casos particulares da literatura.

Palavras-chave: Efeito Hall Quântico. Geometria Não-Comutativa. Momento Magnético
Anômalo. Espaço-Tempo da Corda Cósmica Girante. Equação de Dirac.



ABSTRACT

In this doctoral thesis, we investigate the bound-state solutions of the noncommutative quan-
tum Hall effect with anomalous magnetic moment in three different relativistic scenarios: the
Minkowski spacetime (inertial flat case), the spinning cosmic string spacetime (inertial cur-
ved case) and the spinning cosmic string spacetime with noninertial effects (noninertial curved
case). Therefore, we work in two different relativistic backgrounds, where one is exclusive to
the Special Theory of Relativity (first scenario) and the other to the General Theory of Relativity
(second and third scenario), both in (2+1)-dimensions. In particular, in the first two scenarios,
we have an inertial frame of reference while in the third we have a rotating frame of reference
(noninertial frame of reference). With respect to solutions, we focus our attention mainly on the
solutions of a given eigenvalue equation, that is, on the eigenfunctions (two-component Dirac
spinor and the Schrödinger wave function) and on the energy eigenvalues (energy spectrum or
Landau levels). To obtain such solutions, we work with the noncommutative Dirac Equation in
polar coordinates with minimal and nonminimal couplings, whose coupling constants are the
electric charge and the anomalous magnetic moment of the Dirac fermion. Furthermore, using
the normalized Dirac spinor it was also possible to obtain the expression for the radial probabi-
lity density of the system. So, once the solutions had been obtained, we discussed in detail the
influence of all parameters and physical quantities on relativistic energy levels as well as on pro-
bability density (via graphs). Finally, we analyzed the nonrelativistic limit (low energy regime)
of our three scenarios, where we also compared our problem with other works. Consequently,
we verified that our results generalize several particular cases of the literature.

Keywords: Quantum Hall Effect. Noncommutative Geometry. Anomalous Magnetic Mo-
ment. Spinning Cosmic String Spacetime. Dirac Equation.
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Figura 10 –Representação de um grafeno cônico (ou cone de grafeno). . . . . . . . . . . 62

Figura 11 –Representação para quatro diferentes cones de grafeno. . . . . . . . . . . . . 63

Figura 12 –Gráfico de E+
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Aa Potencial eletromagnético ou Campo eletromagnético externo (tripotencial

eletromagnético)
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DIMENSIONAL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

6.1 Soluções de Estado Ligado: Spinor de Dirac e o Espectro Relativı́stico . . 82

6.2 Limite não-relativı́stico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
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1 INTRODUÇÃO

A descrição dos fenômenos fı́sicos microscópicos de altas energias (sistemas mo-

leculares, atômicos e subatômicos com energias relativı́sticas) requer, de forma indispensável,

o uso das duas principais teorias surgidas no inı́cio do século XX: a Teoria da Relatividade

Especial (TRE) e a Mecânica Quântica (MQ). A unificação destas duas teorias em uma teo-

ria fisicamente consistente é chamada de Mecânica Quântica Relativı́stica (MQR) [1–4]. Em

geral, a MQR tem por objetivo estudar as soluções de estado ligado (espectro discreto) e as

soluções de estado não-ligado ou de espalhamento (espectro contı́nuo) das equações de onda

relativı́sticas para férmions (partı́culas de spin semi-inteiro) e bósons (partı́culas de spin inteiro).

Atualmente, as principais equações de onda relativı́sticas conhecidas são (em ordem crescente

de spin): a equação de Klein-Gordon (EKG), para partı́culas de spin-0, as equações de Dirac

(ED) e Marjorana, para partı́culas massivas de spin-1/2, a equação de Weyl, para partı́culas não-

massivas de spin-1/2, as equações de Proca e Kemmer, para partı́culas de spin-1, e a equação

de Rarita-Schwinger, para partı́culas de spin-3/2 [1–4]. Além disso, a MQR também pode ser

aplicada em outras áreas da fı́sica e em áreas associadas, tal como na fı́sica de partı́culas [5–9],

quı́mica [10–13], fı́sica atômica e da matéria condensada [14–17]. A temática da presente tese

se enquadra nesta última área, ou seja, na MQR aplicada a um sistema da matéria condensada.

No entanto, foi através da ED, formulada em 1928 por Paul A. M. Dirac (prêmio

Nobel de 1933) [18–22], que a MQR ganhou mais notoriedade e um grande sucesso logo de

inı́cio (a EKG ainda tinha alguns “problemas”), e que continua até os dias atuais [23–28]. Em

essência, a ED consegue descrever todas as partı́culas massivas elementares de spin-1/2 do mo-

delo padrão, tal como os elétrons, múons, taus e quarks (talvez até os neutrinos), bem como enti-

dades compostas (não elementares) tal como os prótons e nêutrons [5]. Outros pontos relevantes

que também merecem ser destacados é que além da ED (efetiva ou tipo-Dirac) ser aplicada no

grafeno (um dos “materiais do futuro”) [29–34], isolantes topológicos [35], semimetais [36–38],

supercondutores [39, 40], fulerenos [41–43], mágnons, plásmons e anyons (quasipartı́culas)

[37, 44–48], etc [49–52], e de introduzir na literatura uma das simetrias mais importantes e

belas da natureza: a simetria Carga-Paridade-Tempo (CPT), consegue explicar/provar natural-

mente o spin, a helicidade e a quiralidade das partı́culas, assim como prevê que para cada uma

dessas partı́culas existem suas respectivas antipartı́culas. Em 1932, Carl D. Anderson (prêmio

Nobel de 1936) descobriu a primeira antipartı́cula da história: o pósitron (ou antielétron) [53].

Em 1980, Klaus Von Klitzing et al (prêmio Nobel de 1985) descobriu a versão

quantizada do efeito Hall clássico (EHC), ou simplesmente, efeito Hall (EH) [54], no qual é

conhecido atualmente como efeito Hall quântico (EHQ) [55–59]. Diferentemente do EHC, no
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EHQ o gás de elétrons bidimensional (two-dimensional electron gas or 2DEG em inglês) no

material condutor está submetido a fortes campos magnéticos e a baixas temperaturas, conse-

quentemente, o espectro de energia (nı́veis de Landau), a condutividade elétrica (condutividade

Hall) e a resistividade elétrica (resistividade Hall) são então quantidades quantizadas (discre-

tas). De fato, para campos fracos e altas temperaturas, o EHQ se reduz ao EHC (como deve

ser). No entanto, em 2007 uma exceção foi observada, onde foi demonstrado que no grafeno o

EHQ pode ser observado mesmo em temperatura ambiente (uma alta temperatura comparada ao

EHQ original) [33]. Especificamente, isso se deve à natureza altamente incomum das partı́culas

no grafeno, no qual se comportam como partı́culas relativı́sticas sem massa (férmions de Dirac

sem massa) e também se movem com pouca dispersão em condições ambientais [33]. Então,

além do grafeno [33,60–64], o EHQ também já foi observado em semicondutores [65,66], gases

quânticos [67], materiais antiferromagnéticos [68,69], fios quânticos [70], isolantes topológicos

[71], semimetais de Weyl [72] e em grafite [73]. Além disso, é oportuno mencionar que um mo-

delo de EHQ sem nı́veis de Landau (ou campo magnético) já foi proposto na literatura [74].

Então, dentre os notáveis fenômenos quânticos “macroscópicos” em matéria con-

densada, o EHQ é sem sombra de dúvidas considerado um dos mais fascinantes e belos em todos

os ramos da fı́sica [33,59,75–77]. Por meio dele (ou EHC) é possı́vel determinar o sinal e a den-

sidade dos portadores de carga em diferentes tipos de materiais, fabricar diversos dispositivos

eletrônicos importantes da atualidade [78–85], e atualmente é usado como base para o padrão

de resistência elétrica por laboratórios de metrologia em todo o mundo [86–88]. Na literatura, o

EHQ pode se manifestar (ocorrer) de várias formas além do EHQ inteiro [55,56,58,59,89,90],

tal como no EHQ fracionário [70, 91, 92], EHQ anômalo [93, 94], EHQ fotônico [95, 96], EHQ

de spin [60,65,97] e no EHQ orbital [97]. É importante mencionar que além do EHQ ordinário

ou linear, existe também o seu equivalente não-linear (um efeito mais recente), chamado de

efeito Hall quântico não-linear (EHQNL) [98–104]. Ao contrário do EHQ linear, o EHQNL não

requer uma quebra de simetria de reversão do tempo para existir, ou seja, o hamiltoniano não

precisar ser variante sob simetria de reversão temporal para que haja uma condutividade Hall

não-nula [98–104] (nesta tese, trabalhamos apenas com o EHQ inteiro linear). Agora, do ponto

de vista teórico (ou fenomenológico), o EHQ tem sido estudado tanto em MQR [74, 105–110]

quanto em mecânica quântica não-relativı́stica (MQNR) [76, 77, 111–116], ou seja, altas e bai-

xas energias, e recentemente foi estudado em oscilações de Rabi [117], semimetais de Dirac e

Weyl [103, 118, 119], metais topológicos [120] e em borofenos [121].

O conceito de espaços não-comutativos (NCs), ou espaços-tempos NCs, surgiu ini-

cialmente em 1947 através de dois artigos feito por Hartland S. Snyder sobre espaços-tempos

quantizados (“espaços-tempos quânticos”) [122–125]. Para Snyder, embora o espaço-tempo da

TRE (espaço-tempo de Minkowski) seja um continuum (contı́nuo em português), esta suposição
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não é exigida pela invariância de Lorentz. Portanto, Snyder propôs um modelo (generalização)

de um espaço-tempo discreto invariante de Lorentz inspirado na MQNR, onde agora o espaço

de fase quântico usual é definido por novas relações de comutação de Heisenberg. Explici-

tamente, estas novas relações de comutação são dadas pelo comutador: [x̂µ , x̂ν ] = ia2
NCJµν

(µ,ν = 0,1,2,3), onde Jµν são os geradores da álgebra do grupo de Lorentz (boosts e rotações)

e aNC é um parâmetro NC com dimensão de comprimento [122–125]. Portanto, vemos que

posição não mais comuta com posição e nem com o tempo (agora são variáveis ou coordena-

das NCs), e se tomarmos o limite aNC → 0, o espaço-tempo quantizado se reduz ao espaço-

tempo contı́nuo ordinário de Minkowski (ou as relações de comutação de Heisenberg usuais)

[122–124]. Segundo as Refs. [124, 126–131], um espaço-tempo NC poderia ser considerado

um possı́vel cenário para o comportamento de curta distância (comprimento de Planck) de algu-

mas teorias fı́sicas, tal como a gravidade quântica (gravidade na escala de Planck). Desse modo,

espaços-tempos NCs poderiam fornecer um background (“plano de fundo”) natural para uma

possı́vel regularização de uma teoria quântica de campos (TQC) para a gravidade [132, 133].

Posteriormente, foi introduzido na literatura um conceito ainda mais geral, ou seja,

o espaço de fase NC, no qual obedece a uma rigorosa formulação matemática: a geometria não-

comutativa (GNC) [126, 134–138]. Em particular, John Von Neumann apelidou essa geometria

de “geometria sem ponto” (“pointless geometry” em inglês), referindo-se assim ao fato de que a

noção de ponto em um espaço de fase quântico não faz sentido por causa do princı́pio da incer-

teza de Heisenberg [126]. Em essência, o espaço de fase NC é baseado na suposição de que tanto

posição quanto momento (linear) agora não mais comutam entre si e, consequentemente, devem

satisfazer as seguintes relações de comutação (notação moderna/atualizada): [x̂NC
µ , x̂NC

ν ] = iθµν

e [p̂NC
µ , p̂NC

ν ] = iηµν (µ,ν = 0,1,2,3), onde θµν e ηµν são “tensores” constantes antissimétricos

com dimensões de (comprimento)2 e (momento)2 [126–139]. Desde que a GNC foi introduzida

na TQC [126, 132, 134, 135] e na teoria das cordas [136–138], diversas outras áreas da fı́sica

bem como de vários sistemas quânticos (MQR e MQNR) em espaços NCs (ou espaço de fase

NC) tem sido alvo de muita atenção (estudo) ao longo dos anos. Por exemplo, algumas áreas

são: cosmologia quântica [140,141], teoria da relatividade geral (TRG) [127,142,143], fı́sica de

partı́culas [144–146], cromodinâmica quântica [147], eletrodinâmica quântica (QED em inglês)

[139,148–150], termodinâmica [151], etc; e alguns sistemas quânticos são: oscilador harmônico

quântico (OHQ) [152–154], poço quântico gravitacional [133, 155, 156], entropia de Shannon

[157], grafeno [158–160], efeito Aharonov-Bohm [161], átomo de hidrogênio [149, 162–164],

osciladores de Dirac (OD) e Klein-Gordon (OKG) [165, 166] e no próprio EHQ [167–169].

Na QED, o chamado momento magnético anômalo (MMA) de um férmion de Di-

rac (bósons não possuem) é uma quantidade fı́sica adimensional que surge dos diagramas de

Feynman com loops para férmions (carregados ou neutros) interagindo com fortes campos
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eletromagnéticos externos, ou seja, é uma tipo de contribuição magnética adicional (ou um

tipo de “anomalia magnética”) para o momento de dipolo magnético (MDM) total do férmion

[1–3, 6, 170–174]. No entanto, esta contribuição é melhor analisada no limite não-relativı́stico

da ED (3+ 1)-dimensional, onde já temos equação de Pauli (EP) com o MDM orbital e de

spin [1, 175–177] e, portanto, agora temos: MDM total = MDM orbital + MDM de spin +

MDM anômalo (ou seja, o férmion “possui três diferentes ı́mãs”). No entanto, em (2+ 1)-

dimensões temos: MDM total = MDM anômalo + MDM orbital (agora o férmion “possui dois

diferentes ı́mãs”). Além disso, ao contrário do MDM de spin (mas análogo ao MDM orbital),

o MDM anômalo (originado pelo MMA) não é uma propriedade “intrı́nseca” do férmion (não

“nasceu” com ele) [170], mas originado através de interações radiativas/dinâmicas com fortes

campos eletromagnéticos externos. Porém, na QED em espaços NCs, já foi demonstrado que os

elétrons possuem um certo MDM intrı́nseco independentemente do spin [150]. Uma das prin-

cipais razões, se não a principal, para o sucesso da QED foi o cálculo do MMA dos férmions,

no qual concorda com o valor experimental em mais de 10 algarismos significativos (dentre as

maiores conquistas da fı́sica do século XX, certamente o MMA foi uma delas) [178–180]. Além

dos elétrons, praticamente todos os férmions de Dirac possuem um MMA associado, a saber:

múons [181–185], taus [186–188], núcleons (prótons e nêutrons) [189, 190] e quarks [191].

Além disso, na teoria de Dirac, o fator-g de Landé, ou simplesmente, o fator-g, é

exatamente 2, onde tal fator aparece no MDM de spin do elétron (gs = 2) e é basicamente uma

correção do valor clássico, que é 1 (este valor clássico na realidade é para o MDM orbital)

[176]. No entanto, na QED este fator é ligeiramente superior a 2, e, portanto, podemos definir a

partir disso o MMA (simbolizado por a), da seguinte forma: a = aQED ≡ gQED−2
2 ̸= 0 (gQED >

gDirac = 2) [4], ou ainda, como: a≃ α

2π
[171,192], onde α = e2

4πε0ℏc ≃
1

137 é a famosa constante

de estrutura fina de Sommerfeld. Dessa forma, vemos que o termo “anômalo” é justificado

porque na teoria de Dirac o MMA é nulo. É importante destacar que dentre os férmions que

possuem um maior desvio (discrepância) entre os valores teóricos e experimentais do MMA são

os múons. Devido a isto, possivelmente os múons estariam interagindo com outras partı́culas

desconhecidas e, consequentemente, dando origem a uma “nova fı́sica” [182, 193–201]. Além

disso, também é interessante mencionar que o objetivo principal de Klaus Von Klitzing et al [55]

foi mostrar um novo método para medir com alta precisão a constante de estrutura fina via EHQ.

Assim, podemos dizer que o EHQ e o MMA estão “altamente conectados/correlacionados”. Por

outro lado, férmions relativı́sticos e não-relativı́sticos com MMA também já foram estudados

no modelo padrão supersimétrico [202], simetria CPT/Lorentz [203], matéria escura [204–208],

espalhamento luz por luz [209, 210], efeito Aharonov-Casher [211–213], estrelas de nêutrons,

quarks e hı́bridas [214–218], fase quântica Anandan NC [219] e no OD (um modelo de OHQ

relativı́stico para férmions, ou seja, uma versão relativı́stica do OHQ para férmions) [220–224].
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Nas últimas décadas, os efeitos inerciais (aqui chamaremos de efeitos não-inerciais)

gerados por referenciais não-inerciais (referenciais girantes/rotativos), tais como as forças de

inércia/fictı́cias (forças de Coriolis, centrı́fuga e de Euler, por exemplo), sobre sistemas fı́sicos

microscópicos (quânticos e clássicos) têm sido amplamente estudados na literatura, onde pos-

sivelmente os estudos mais antigos (e técnicos) sobre esta temática são: o efeito Sagnac (inter-

ferência óptica induzida por rotação), investigado em 1913 por Georges Sagnac [225–228], e o

efeito Barnnet (magnetização induzida por rotação), investigado em 1915 por Samuel J. Barnett

[229–233]. No contexto da MQNR, efeitos não-inerciais possuem uma especial relevância em

vários sistemas da matéria condensada (teórica e experimental), tal como em condensados de

Bose-Einstein [234–236], gases atômicos [237, 238], correntes de spin (spintrônica) [233, 239–

242], fulerenos (C60) [243,244], anéis quânticos [245–248], átomos e moléculas com momento

de dipolo elétrico (EDM) [249], poláritons [250], momento de London (campos magnéticos

originados por supercondutores girantes) [251–255] e o próprio EHQ [233,239,241,256–261].

Ainda neste contexto, mas agora considerando a rotação da Terra, efeitos não-inerciais já foram

usados para induzir o fenômeno de interferência quântica de nêutrons [262–265]. Para mais

informações sobre MQNR (usual e NC) em referenciais girantes indicamos as Refs. [266–269].

Já no contexto da MQR (ou fı́sica de partı́culas), efeitos não-inerciais também pos-

suem muita relevância, por exemplo, é aplicado no estudo de neutrinos interagindo com a

matéria bem como em oscilações de neutrinos [270–272], bósons escalares [273, 274], ener-

gia de Casimir no espaço-tempo com uma dimensão extra compactada [275], gás ideal rela-

tivı́stico [276, 277], plasmas de quark-glúons [278], oscilador para bósons vetoriais e escalares

[279, 280], violação da simetria de Lorentz [281], etc. No entanto, considerando agora, em

especial, férmions de Dirac (ED ou a lagrangiana de Dirac) em referenciais girantes (“férmions

não-inerciais”) [282–284], podemos estudar problemas envolvendo efeitos de contorno em

matéria fermiônica [285], momento de inércia e termodinâmica [286], cromodinâmica quântica

[287, 288], núcleos atômicos [289–293], supercondutores (momento de London relativı́stico)

[294–296], transições de fase [297], quebra de simetria quiral [298], nanotubos de carbono

[299], fulerenos [300–302], interações eletrofracas em pulsares [303], coerência quântica [304]

e o próprio EHQ (3D) [305]. Além disso, a ED com MMA e MDE já foi usada para investigar

a influência da rotação e gravidade da Terra em experimentos de fı́sica de altas energias [306].

Recentemente, o efeito Barnett relativı́stico tem sido estudado com a polarização de spin [307].

Além dos efeitos não-inerciais, outro tipo de efeitos que também tem ganhado bas-

tante notoriedade na literatura são os efeitos (topológicos/gravitacionais) gerados por cordas

cósmicas (CCs) [308–321], onde tais efeitos dão origem, por exemplo, à quantização da ener-

gia [322], auto-forças (ou forças de auto-interação) [323–328], polarização do vácuo [329],

lentes gravitacionais [330–333], violação da causalidade através de curvas tipo-tempo fechadas
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(CTCs em inglês) [334] e o atraso de tempo gravitacional [335]. Em particular, a teoria das CCs

(não confundir com a teoria das cordas) foi introduzida pela primeira vez na literatura por Tom

W. B. Kibble no final dos anos 70 [308], e além de serem um tipo “peculiar/exótico” de defeito

topológico gravitacional linear (ainda hipotético), e previstos por alguns modelos da teoria da

grande unificação, são objetos relativı́sticos altamente densos, estáveis, infinitamente longos e

retos (defeito 1D), podem ser estáticas ou girantes (com ou sem momento angular), possuem

simetria cilı́ndrica, é um dos modelos exatamente solúveis da TRG (soluções de “Kerr 3D”

correspondem às soluções de CCs em 4D [336]), provavelmente surgiram devido às transições

de fase cosmológicas com quebra de simetria rotacional (ou quebra espontânea da simetria de

gauge) durante os estágios iniciais do universo primitivo (Big Bang), apresentam uma geo-

metria localmente plana (mas não globalmente) com uma singularidade cônica (ou topologia

cônica não-trivial) na origem e são caracterizadas principalmente por um déficit angular planar:

o ângulo total ao redor da CC é inferior à 360º (logo, são defeitos cônicos). Além disso, CCs

também poderiam ter contribuı́do para a anisotropia da radiação cósmica de fundo em micro-

ondas e, consequentemente, para a estrutura em larga escala do universo, onde modelos mais

realistas de CCs sem singularidades até já foram propostos (“CCs de Hiscock-Gott”) [327–331].

Outros exemplos de defeitos topológicos interessantes do tipo-cosmológico são as

paredes de domı́nio (defeitos bidimensionais ou 2D), texturas (defeitos tridimensionais ou 3D)

e monopolos globais (defeitos pontuais ou 0D), onde ambos também poderiam ter sido forma-

dos por quebras espontâneas de simetrias durante as transições de fase do universo primitivo

[308, 311, 312, 337–342]. Do ponto de vista observacional, a Ref. [343] usou os dados da

Missão Planck 2013 para fornecer novas restrições rigorosas sobre as CCs e outros defeitos

cosmológicos. Além disso, alguns detectores vão tentar procurar por sinais de ondas gravita-

cionais que tenham algum vestı́gio de CCs, que são: o Observatório de Ondas Gravitacionais

por Interferômetro a Laser (LIGO) [344–347], a Antena Espacial de Interferômetro a Laser

(LISA) [348–351] e o Observatório Nanohertz da América do Norte para Ondas Gravitacio-

nais (NANOGrav) [352–354]. Do ponto de vista da matéria condensada, há um tipo de defeito

(“distorção, imperfeição ou deformação”) chamado de desclinações ou disclinações (em cunha),

no qual aparecem em cristais lı́quidos e sólidos cristalinos [355–360], que apresentam algumas

semelhanças com as CCs: são defeitos topológicos lineares com uma singularidade cônica que

quebram a simetria rotacional [316, 357–359, 361]. Ou seja, uma desclinação pode ser vista

como sendo o análogo não-relativı́stico (não o limite não-relativı́stico) de uma CC, onde o seu

elemento de linha corresponde à parte espacial do elemento de linha da CC [362–366]. Portanto,

isso fortalece ainda mais o fato de que a fı́sica da matéria condensada é um ótimo laboratório

para “testar” vários modelos da cosmologia e gravitação [367–374]. A tı́tulo de ilustração, até

o grafeno já foi estudado no “espaço-tempo da CC” e na presença de desclinações [375–381].
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Ao longo dos últimos anos, alguns pesquisadores usaram a combinação dos efei-

tos não-inerciais de referenciais girantes com os efeitos topológicos de CCs (estáticas) ou

desclinações para estudar diversos sistemas interessantes da MQNR e da MQR. Por exem-

plo, em MQNR tal combinação já foi aplicado no estudo de pontos quânticos [382], anéis

quânticos [383], espalhamento quântico [384], estados ligados para partı́culas com MMA e

MDE [385, 386], fases quânticas geométricas [387] e no próprio EHQ [388]. Já em MQR,

tal combinação já foi aplicado no estudo do OD e OKG [389–391], efeito Aharonov-Casher

[392], anéis quânticos Aharonov-Bohm [393], bósons escalares [394–396] e fases quânticas

geométricas [387]. Recentemente o OD e OKG foram estudados sob a influência de efeitos

NCs e não-inerciais no espaço-tempo da CC [397, 398]. No entanto, estas duas referências tem

duas “limitações”, que são: a primeira é que apenas o caso estático (usual) foi considerado, ou

seja, o momento angular intrı́nseco (spin) da CC foi totalmente ignorado, e a segunda é que ape-

nas a NC dos momentos foi considerada. Portanto, para uma descrição mais geral, ou seja, um

background (espaço-tempo) mais geral e, consequentemente, poder extrair mais informações

fı́sica do sistema, aqui, consideramos uma CC com um spin não-nulo (chamada de CC girante)

e também a NC das posições, respectivamente. Aliás, o artigo que mais se aproxima de uma CC

girante com efeitos não-inerciais é o da Ref. [399], onde bósons escalares (de Klein-Gordon)

foram estudados em um referencial girante no espaço-tempo com um “deslocamento no tempo”.

A presente tese tem como objetivo:

• Investigar as soluções de estado ligado do efeito Hall quântico não-comutativo (EHQNC)

com MMA em três diferentes cenários relativı́sticos: o espaço-tempo de Minkowski (caso

plano inercial), o espaço-tempo da CC girante (caso curvo inercial) e o espaço-tempo da

CC girante com efeitos não-inerciais (caso curvo não-inercial).

Portanto, trabalhamos em dois diferentes backgrounds relativı́sticos, onde um é ex-

clusivo da TRE (o espaço-tempo de Minkowski) e o outro da TRG (o espaço-tempo da CC

girante), ambos em (2+1)-dimensões. Em particular, nos dois primeiros cenários o referencial

do sistema é inercial (temos o EHQNC plano e curvo inerciais), enquanto que no terceiro é não-

inercial, ou seja, há um referencial girante no espaço-tempo da CC girante (temos o EHQNC

curvo não-inercial). Dessa forma, investigamos as soluções de estado ligado sob a influência

de efeitos topológicos (ou de curvatura), efeitos não-inerciais (gerados unicamente por um re-

ferencial girante) e de efeitos NCs, respectivamente. No que diz respeito às soluções de estado

ligado, focamos nossa atenção principalmente nas autofunções (spinor de Dirac e a função de

onda) e, em especial, nos autovalores de energia ou autoenergias (espectro de energia ou nı́veis

de Landau), ou seja, nas soluções de uma equação de autovalores. Além disso, através dos

spinores de Dirac normalizados, também obtemos e analisamos a densidade de probabilidade.
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Para alcançar tais soluções, usamos a equação de Dirac não-comutativa (EDNC) em

coordenadas polares (ρ,ϕ, t) com acoplamentos mı́nimo e não-mı́nimo. Então, para incluir o

espaço-tempo da CC girante (fixar o background), fizemos uma mudança na coordenada angular

(ângulo polar) e também na coordenada temporal, ou seja: ϕ → αϕ e t → t +βϕ , onde α ≡
1− 4GM̄

c2 é um parâmetro topológico (ou de curvatura) adimensional e β ≡ 4GJ̄
c4 é um parâmetro

rotacional com dimensão de tempo (outra forma equivalente seria fazer: ct → ct + βϕ , onde

agora β ≡ 4GJ̄
c3 teria a dimensão de espaço [317]), sendo M̄ ≥ 0 a densidade linear de massa

(massa por unidade de comprimento) e J̄ ≥ 0 a densidade linear de momento angular (momento

angular por unidade de comprimento) da CC, e G e c são a constante gravitacional e a velocidade

da luz, respectivamente. Já para incluir o referencial girante S′, também fizemos uma mudança

na coordenada angular, dada por: ϕ→ ϕ +ωt, onde ω ≥ 0 (rotação anti-horária) é a velocidade

angular constante ao longo do seu eixo de rotação, que é o eixo-z (aqui podemos considerar

um disco ou plataforma circular girante [259]). Dessa forma, somente as forças de Coriolis

e centrı́fuga atuam no sistema e, consequentemente, um campo magnético uniforme aplicado

a partir do laboratório (referencial inercial S) é sentido pelos férmions no referencial girante

como um campo elétrico (E⃗ ′ = ω⃗× r⃗× B⃗≥ 0) e um campo magnético (B⃗′ = B⃗≥ 0) [240,257].

Esta tese está organizada da seguinte forma: No Capı́tulo 2, fizemos uma breve

revisão do formalismo sobre o espaço de fase NC em duas dimensões (caso não-relativı́stico) e

em (2+1)-dimensões (caso relativı́stico). No Capı́tulo 3, estudamos a EDNC no espaço-tempo

de Minkowski, onde obtemos suas soluções e a densidade de probabilidade. No Capı́tulo 4,

estudamos a EDNC em um espaço-tempo curvo genérico (2+ 1)-dimensional via formalismo

das tetradas (ou conexões de spin). No Capı́tulo 5, estudamos a EDNC no espaço-tempo da CC

girante, onde obtemos suas soluções e a densidade de probabilidade (no limite não-relativı́stico

focamos apenas no espectro). No Capı́tulo 6, estudamos a EDNC em um referencial girante

no espaço-tempo da CC girante e depois obtemos suas soluções e a densidade de probabilidade

(no limite não-relativı́stico focamos apenas no espectro). Neste último cenário, resolvemos

analiticamente a equação diferencial considerando duas boas aproximações: a primeira é que a

velocidade linear do referencial girante é muito menor que a velocidade da luz, e a segunda é

que o acoplamento entre o spin da CC e a velocidade angular do referencial girante é muito fraco

(acoplamento spin-rotação fraco). No Capı́tulo 7, apresentamos nossas conclusões e algumas

perspectivas futuras. Por questão de conveniência, aqui usamos o sistema de unidades naturais

(ℏ= c = G = 1), o espaço-tempo com uma assinatura dada por (+,−,−), a convenção de soma

de Einstein, assim como o pacote latex chamado Tikz para fazer todos os gráficos e o software

Wolfram Mathematica para auxiliar nos cálculos associados (principalmente) ao espaço-tempo

da CC girante. Finalizamos este trabalho com três apêndices: A equação de Dirac, a origem do

efeito Hall quântico e a publicação relacionada a esta tese.
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2 O ESPAÇO DE FASE NÃO-COMUTATIVO

Na MQNR bidimensional (2D) usual, um espaço de fase quântico (ou espaço de fase

comutativo), é definido através da substituição das variáveis canônicas clássicas de posição e de

momento (linear ou canônico), dadas por xi e p j, pelos seus respectivos operadores quânticos,

agora escritos como x̂i e p̂ j (operadores posição e momento), no qual obedecem às seguintes

relações/regras de comutação (canônicas) de Heisenberg (Álgebra de Heisenberg usual) [126]

[x̂i, p̂ j] = iδi j, [x̂i, x̂ j] = 0, [p̂i, p̂ j] = 0, (i, j = 1,2 = x,y), (2.1)

onde δi j = δ ji é o delta de Kronecker (um tensor simétrico), ou a métrica euclidiana usual.

Consequentemente, as relações (princı́pio) de incerteza de Heisenberg são escritas como

∆x̂i∆p̂ j ≥
1
2

δi j, ∆x̂i∆x̂ j = 0, ∆p̂i∆ p̂ j = 0, (2.2)

onde usamos para tal o fato de que o produto das incertezas (desvios-padrão) de dois operadores

hermitianos é dado por [176, 400]

⟨(∆Â)2⟩⟨(∆B̂)2⟩ ≥
(

1
2i
⟨[Â, B̂]⟩

)2

, (2.3)

sendo ⟨ . ⟩ usado para simbolizar o valor esperado ou o valor médio de um dado operador (ou

observável). Basicamente, este formalismo afirma que não podemos medir simultaneamente

e com alta precisão dois operadores que não comutam entre si (operadores incompatı́veis), ou

seja, quanto mais sabemos da medida de um operador (observável seria um nome mais apropri-

ado), menos sabemos a do outro (e vice-versa). No entanto, como existe o delta de Kronecker

em (2.2), esta afirmação só é verdadeira quando os operadores estão na mesma “direção”. Desse

modo, não podemos medir simultaneamente e com uma precisão arbitrária a posição e o mo-

mento de uma partı́cula na mesma direção (∆x̂ e ∆p̂x ou ∆ŷ e ∆ p̂y), mas podemos em direções

diferentes (∆x̂ e ∆p̂y ou ∆ŷ e ∆ p̂x), bem como medir simultaneamente todas as posições (∆x̂ e

∆ŷ) ou todos os momentos (∆ p̂x e ∆p̂y).

Agora, para definir um espaço de fase quântico NC, ou simplesmente, um espaço

de fase NC [133, 155–159], as relações em (2.1) devem obedecer daqui em diante às seguin-

tes relações de comutação (não-canônicas) de Heisenberg deformadas (Álgebra de Heisenberg

deformada ou simplesmente Álgebra NC)

[x̂NC
i , p̂NC

j ] = iδi j

(
1+

θη

4

)
, [x̂NC

i , x̂NC
j ] = iθi j, [p̂NC

i , p̂NC
j ] = iηi j, (2.4)
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onde os operadores NCs dados por x̂NC
i e p̂NC

i são definidos como segue

x̂NC
i = x̂i−

1
2

θi j p̂ j, p̂NC
j = p̂ j +

1
2

η jkx̂k, (x̂i = δi jx̂ j; p̂ j = δi j p̂i =−i∂ j; i, j,k = 1,2), (2.5)

com θi j ≡ θεi j e η jk ≡ ηε jk sendo “tensores” constantes antissimétricos, ou parâmetros de

deformação real, εi j é o sı́mbolo de Levi-Civita (um pseudotensor), e θ ≥ 0 e η ≥ 0 são os

parâmetros NCs de posição (ou espaço) e de momento com dimensões de (comprimento)2 e

(momento)2, cujos valores de acordo com a Ref. [133] podem ser: θ ≃ 4.0×10−40 m2 e η ≃
2.3×10−61 kg2m2s−2 (neste caso foi usado o tal do poço quântico gravitacional NC). Do ponto

de vista fenomenológico, supostas assinaturas da existência de NC foram investigadas através

do decaimento de káons (K → πγ) e de bósons vetoriais (Z → γγ) [401, 402], da interação

fóton-neutrino [403], da birrefringência do vácuo [404] e em óptica quântica [405]. Além disso,

um dos efeitos da NC do espaço-tempo é que ela implica diretamente na violação (quebra) da

invariância (simetria) de Lorentz (uma violação amplamente estudada na literatura) [133, 406,

407]. Portanto, caso algum dia tal violação for observada, isso poderia ser uma evidência da

NC. Então, para mais detalhes sobre a fenomenologia da NC indicamos as Refs. [408, 409].

Além disso, é interessante mencionar aqui que um “espaço de fase NC” também pode surgir

naturalmente na fı́sica da matéria condensada, ou seja, a partir do próprio EHQ [126]. De fato, a

teoria microscópica do EHQ é formulada de certa forma dentro de uma GNC [59]. Por exemplo,

como o momento total (momento cinético) de um elétron (q = −e) em um campo magnético

constante (B⃗ = B⃗ez) é dado por: Π⃗ = p⃗−qA⃗ (acoplamento mı́nimo), onde p⃗ =−i⃗∇ é o operador

momento e A⃗=Ai⃗ei é o potencial vetor (gauge de Landau ou simétrico) com Ai =−B
2 εi jx j sendo

suas componentes, temos as seguintes relações de comutação não-canônicas [113, 126]

[x̂i,Π̂ j] = iδi j, [x̂i, x̂ j] = 0, [Π̂i,Π̂ j] = iqBεi j =−
i
l2
B

εi j, (i, j = 1,2), (2.6)

onde Π̂i( j) = p̂i( j)− qÂi( j) e lB ≡ 1√
eB

> 0 é o tal do comprimento magnético (uma escala de

comprimento fundamental na presença de um campo magnético). Portanto, como vemos clara-

mente em (2.6), o momento total não comuta entre si, consequentemente, o espaço de momento

na presença de um campo magnético torna-se NC (temos um “espaço de fase NC”). Por outro

lado, considerando agora que Π̂i( j) seja escrito em um espaço de fase NC (caso geral), temos

Π̂NC
i( j) = p̂NC

i( j)−qÂNC
i( j) e, portanto, satisfaz a seguinte relação de comutação

[Π̂NC
i ,Π̂NC

j ] = i

[
ηi j +qBεi j

(
1+

θη

4

)
+

(
qB
2

)2

θi j

]
. (2.7)

Por exemplo, para ηi j = θi j = 0 (ausência do espaço de fase NC), obtemos o terceiro

comutador em (2.6), e para q = 0 (ausência de carga elétrica), obtemos o terceiro comutador
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em (2.4), respectivamente. Além disso, também é interessante mencionar que para i = 1 = x e

j = 2 = y com q =−e, obtemos o seguinte comutador [169]

[Π̂NC
1 ,Π̂NC

2 ] =−i
[

eB− e2B2θ

4
−η +

eBθη

4

]
=−ieB

[
1− eBθ

4
− η

eB
+

θη

4

]
, (2.8)

ou ainda

[Π̂NC
1 ,Π̂NC

2 ] =−ieBτλ , (2.9)

onde os parâmetros reais adimensionais τ e λ são definidos como segue [167]

τ ≡
(

1− eBθ

4

)
, λ ≡

(
1− η

eB

)
. (2.10)

Como veremos nos próximos capı́tulos, estes dois parâmetros estarão presentes em

todos os espectros de energia, onde o produto de ambos deve ser sempre positivo (τλ > 0),

caso contrário, ou seja, se for negativo (τλ < 0), então correremos o risco de ter energias ima-

ginárias/complexas (fisicamente impossı́vel), e se for nulo (τλ = 0), o espectro não dependerá

de θ , η e B (também não queremos isso). Além disso, essa imposição (condição) permitirá ob-

ter uma inequação polinomial do segundo grau para B, onde somente a solução para τλ > 0 faz

sentido (na ausência do espaço de fase NC o intervalo usual de B só é obtido nesta condição).

Por outro lado, a relação entre o conjunto de variáveis (operadores) NCs, dado por

{x̂NC
i , p̂NC

j } (aqui não é o anti-comutador), com o conjunto de variáveis comutativas (usuais) ,

dado por {x̂i, p̂ j}, é uma consequência de uma transformação linear (não-canônica) conhecida

como transformação de Darboux, ou seja, as variáveis NCs são construı́das através das variáveis

comutativas por meio de uma transformação linear [133, 155, 158]. Além disso, o espaço NC

causa uma mudança no produto usual de duas funções arbitrárias F (⃗x) e G(⃗x), onde agora tal

produto é chamado de produto estrela ou produto Moyal, cuja definição é dada da seguinte

forma [155, 410]

F (⃗x)⋆G(⃗x) = F(x̂NC
i )G(x̂NC

i )≡ F (⃗x)e(i/2)(
←−
∂ xiθi j

−→
∂ x j )G(⃗x) = F (⃗x)e(iθ/2)(

←−
∂ x
−→
∂ y−
←−
∂ y
−→
∂ x)G(⃗x),

(2.11)

onde implica

[x̂i, p̂ j]⋆ = x̂i ⋆ p̂ j− p̂ j ⋆ x̂i = x̂NC
i p̂NC

j − p̂NC
j x̂NC

i = [x̂NC
i , p̂NC

j ], (2.12)

[x̂i, x̂ j]⋆ = x̂i ⋆ x̂ j− x̂ j ⋆ x̂i = x̂NC
i x̂NC

j − x̂NC
j x̂NC

i = [x̂NC
i , x̂NC

j ], (2.13)

[p̂i, p̂ j]⋆ = p̂i ⋆ p̂ j− p̂ j ⋆ p̂i = p̂NC
i p̂NC

j − p̂NC
j p̂NC

i = [p̂NC
i , p̂NC

j ]. (2.14)

De fato, na ausência da NC da posição (θ = 0), o produto estrela é simplesmente o

produto usual F (⃗x)G(⃗x). Além disso, as relações de incerteza numa abordagem NC agora são
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escritas como

∆x̂NC
i ∆p̂NC

j ≥
1
2

δi j

(
1+

θη

4

)
, ∆x̂NC

i ∆x̂NC
j ≥

1
2
|θi j|, ∆p̂NC

i ∆p̂NC
j ≥

1
2
|ηi j|. (2.15)

Como vemos nas duas últimas expressões acima, agora podemos generalizar o

princı́pio da incerteza, no qual chamaremos de o “princı́pio da incerteza NC”, no qual afirma

que: “em um espaço de fase NC, não podemos medir simultaneamente e com uma precisão ar-

bitrária todas as posições (∆x̂NC e ∆ŷNC) ou todos os momentos (∆p̂NC
x e ∆ p̂NC

y )”. É interessante

mencionar também que a primeira relação em (2.15) leva ao aparecimento de uma constante

de “Planck efetiva (effective em inglês) ou NC” que depende dos parâmetros θ e η , ou seja

(restaurando ℏ)

ℏe f f = ℏNC = ℏ(1+ξ ) (2.16)

onde ξ ≡ θη

4ℏ2 . Então, no limite ξ ≪ 1 ou ξ → 0, recuperamos as relações de incerteza usuais.

Para uma discussão mais detalhada sobre os possı́veis valores (hipotéticos) de ξ , indicamos a

Ref. [133] (poço quântico gravitacional NC).

Por último, mas não menos importante, o espaço de fase NC pode ser expandido

também para incluir o espaço-tempo de Minkowski (2+ 1)-dimensional da MQR [133, 135,

139]. Desse modo, temos

[x̂NC
µ , p̂NC

ν ] = i
(

δµν +
1
4

θ
σ
µ ηνσ

)
, [x̂NC

µ , x̂NC
ν ] = iθµν , [p̂NC

µ , p̂NC
ν ] = iηµν , (µ,ν = 0,1,2).

(2.17)

onde

x̂NC
µ = x̂µ −

1
2

θµν p̂ν , p̂NC
ν = p̂ν +

1
2

ηνσ x̂σ , (x̂µ = η̃µν x̂ν ; p̂ν = η̃νµ p̂µ = i∂ν), (2.18)

e

F (⃗x)⋆G(⃗x) = F(x̂NC
µ )G(x̂NC

µ )≡ F (⃗x)e(i/2)(
←−
∂ xµ θ µν

−→
∂ xν )G(⃗x), (2.19)

sendo η̃µν = η̃µν=diag(1,−1,−1) o tensor métrico plano (métrica de Minkowski) [108]. Aqui,

utilizamos os ı́ndices dados pelas letras Gregas para representar o espaço-tempo de Minkowski

(espaço-tempo plano), como costuma ser feito na literatura (na ausência de curvatura ou de

gravidade). No entanto, como nesta tese também estamos trabalhando em um espaço-tempo

curvo, às vezes é convenção na literatura usar os ı́ndices dados pelas letras Gregas (µ,ν ,α, . . .)

para representar um espaço-tempo curvo (este seria o nosso quadro de referência geral) e os

ı́ndices dados pelas letras Latinas (a,b,c, . . .) para representar um espaço-tempo plano (este

seria o nosso quadro de referência local). Além disso, nesta tese consideramos apenas a NC

das componentes espaciais de x̂NC
µ e p̂NC

ν , onde implica: θ0i = η0 j = 0 (θi j ̸= 0 e ηi j ̸= 0), caso

contrário, a unitariedade (causalidade e localidade) da MQ não seria preservada [126,133–135].



28

3 A EQUAÇÃO DE DIRAC NÃO-COMUTATIVA NO ESPAÇO-TEMPO DE
MINKOWSKI (2+1)-DIMENSIONAL

A equação de onda (movimento) que governa a dinâmica quântica relativı́stica do

EHQ com MMA é dada pela seguinte ED tensorial (“equação de Dirac-Pauli”) com acoplamen-

tos mı́nimo e não-mı́nimo (“corrigida pela QED”) [1–3, 172–174, 306][
γ

a(pa−qAa)+
µm

2
σ

abFab−m0

]
ΨD(⃗r, t) = 0, (a,b = 0,1,2), (3.1)

onde γa = (γ0, γ⃗) são as matrizes gama de Dirac usuais no qual satisfazem a relação de anti-

comutação da Álgebra de Clifford: {γa,γb}= 2η̃abI2×2 (I2×2 é matriz identidade de ordem 2),

pa = i∂a = i ∂

∂xa = (p0,−p⃗) é o operador momento 3D (trivetor momento), σab = i
2 [γ

a,γb] é

um tensor anti-simétrico (não tem um nome especı́fico na literatura), Fab = ∂aAb− ∂bAa é o

tensor campo eletromagnético (também chamado de tensor de Faraday), sendo Aa = (A0,−A⃗) o

potencial eletromagnético (campo eletromagnético externo ou campo de gauge), ΨD(⃗r, t)∈C2 é

o spinor de Dirac de duas componentes (matriz/vetor coluna de dois elementos) [411], e q=±e,

m0 e µm = µ
QED
m = µanômalo ≡ aµB são a carga elétrica (“constante de acoplamento mı́nimo”), a

massa de repouso e o MDM do férmion (“constante de acoplamento não-mı́nimo ou de Pauli”),

sendo a o MMA e µB = e
2m0

> 0 é o famoso magnéton de Bohr (quantum de MDM). Então,

considerando (nesta tese) o férmion/antiférmion mais “simples” e elementar, ou seja, o elétron

e o pósitron, o MMA são dados por: ae− = 0.0011596521884 e ae+ = 0.0011596521879 [180].

Além disso, por simplicidade omitiremos daqui por diante o sı́mbolo para operadores quânticos.

Então, partindo do fato de que o acoplamento mı́nimo, dado por: γa(pa−qAa), e o

acoplamento não-mı́nimo (sem µm/2), dado por: σabFab, são escritos como segue [1,6,108,126]

γ
a(pa−qAa) = γ

0(p0−qA0)+ γ
i(pi−qAi) = iγ0

∂t + γ
i(pi−qAi), (pi =−pi, Ai =−Ai),

(3.2)

σ
abFab = iγa

γ
bFab = 2iγ0

γ
iF0i + iγ i

γ
jFi j = 2iγ0

γ
iEi−2Σ

3B3 = 2iγ 0⃗
γ · E⃗−4S⃗ · B⃗ =−4S⃗ · B⃗,

(3.3)

a Eq. (3.1) toma a forma[
iγ0

∂t + γ
i (pi−qAi)−2µmS⃗ · B⃗−m0

]
ΨD(⃗r, t) = 0, (i = 1,2), (3.4)

ou em função do (operador) Hamiltoniano de Dirac HD(⃗r, p⃗), como (uma ED diferencial)

HD(⃗r, p⃗)ΨD(⃗r, t) =
[
−γ

0
γ

i
(

pi−
qB
2

ε
i jx j

)
+2µmγ

0S⃗ · B⃗+ γ
0m0

]
ΨD(⃗r, t) = i∂tΨD(⃗r, t),

(3.5)
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onde B⃗ = B⃗ext = (0,0,B) e E⃗ = −∇A0− ∂ A⃗
∂ t = 0 são o campo magnético externo uniforme e o

campo elétrico externo (aqui consideramos nulo), e são pseudovetores em (2+ 1)-dimensões,

B = B3 = Bz = const.≥ 0 é o módulo (pseudoscalar) de B⃗, Ai =−Ai = B
2 ε i jx j (x j =−x j) são as

componentes espaciais do potencial vetor A⃗ (̸= A⃗(t)), A0 é o potencial escalar ou eletrostático

(nulo também), S⃗ = 1
2 Σ⃗ é o operador (vetor) de spin, com Σ⃗ = σ⃗ = (σ1,σ2,σ3) sendo as matri-

zes de Pauli 2×2 (matrizes sigma). Diante disso, nota-se que o campo magnético do EHQNC

se “adapta” muito bem em (2+1)-dimensões, uma vez que não há Bx e By em Fab, somente Bz.

Para obtermos a EDNC, é preciso aplicar o produto estrela na Eq. (3.5), ou seja:

ΨD→ ⋆ΨD. Desse modo, temos a seguinte EDNC

HD(⃗r, p⃗)⋆ΨD(⃗r, t) = i∂t ⋆ΨD(⃗r, t), (3.6)

ou em função das coordenadas e momentos NCs, como (“some” a estrela e aparece xNC
j e pNC

i )

HNC
D (xNC

j , pNC
i )ΨNC

D (⃗r, t) = i∂tΨ
NC
D (⃗r, t), (3.7)

onde o Hamiltoniano de Dirac não-comutativo (HDNC) é dado por

HNC
D (xNC

j , pNC
i ) =

[
−γ

0
γ

i
(

pNC
i −

qB
2

ε
i jxNC

j

)
+2µmγ

0S⃗ · B⃗+ γ
0m0

]
, (3.8)

sendo ΨNC
D (⃗r, t) = ΨNC

D (x,y, t) o nosso spinor de Dirac NC (Cartesiano).

Portanto, sabendo que os momentos NCs pNC
i e as posições NCs xNC

j são escritos

na forma

pNC
i = pi +

1
2

ηεimxm, xNC
j = x j−

1
2

θε jn pn, (i, j,m,n = 1,2), (3.9)

obtemos explicitamente a seguinte EDNC (ou o HDNC) na forma vetorial

HNC
D Ψ

NC
D (⃗r, t) =

[
γ

0⃗
γ · (τ p⃗+ eλ A⃗)+2µmγ

0S⃗ · B⃗+ γ
0m0

]
Ψ

NC
D (⃗r, t) = i∂tΨ

NC
D (⃗r, t), (3.10)

onde τ =
(
1− eBθ

4

)
e λ =

(
1− η

eB

)
, q = −e < 0 é a carga elétrica (elementar) do elétron e

usamos o fato de que: γ i pi→−γ⃗ · p⃗ e γ iAi→−γ⃗ · A⃗. Além disso, usamos também as seguintes

relações: εi jε
mn = δ m

i δ n
j −δ n

i δ m
j , εi jε

in = δ n
j , εi j = −ε ji e δ i

n pn = pi = −pi. No entanto, para

que o termo cinético em (3.10) seja não-nulo (algo que não gostarı́amos, caso contrário, não

haverá soluções de estado ligado alguma), devemos impor que τ ̸= 0 e λ ̸= 0 [167], ou melhor,

que τλ > 0. Como uma consequência disso, implicará em duas possibilidades para os valores

de τ e λ , que são: τ > 0 e λ > 0, ou τ < 0 e λ < 0 e, portanto, restringirá (limitará) os possı́veis

valores de θ e η (para um dado valor arbitrário de eB), e também implicará (também veremos

em breve) em uma inequação polinomial do segundo grau cuja solução restringirá (limitará) os

possı́veis valores do campo magnético (para um dado valor arbitrário de θ e η).
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Agora, em coordenadas polares (ρ,ϕ, t) onde o elemento de linha (ao quadrado) é

dado por: ds2
Mink = η̃abdxadxb = dt2−dρ2−ρ2dϕ2 (a,b= t,ρ,ϕ), com η̃ab =diag(1,−1,−ρ2)

sendo a métrica de Minkowski polar (ou curvilı́nea), temos as seguintes expressões para o ope-

rador momento p⃗ e o potencial vetor A⃗ escritos neste sistema de coordenadas

p⃗ =−i⃗∇ =−i
(⃗

eρ∂ρ +
e⃗ϕ

ρ
∂ϕ

)
= (pρ , pϕ), A⃗ =

1
2

B⃗× r⃗ = Aϕ e⃗ϕ = (0,Aϕ), (3.11)

onde−∞ < t < ∞ é a coordenada temporal, 0≤ ϕ ≤ 2π é a coordenada angular e ρ =
√

x2 + y2

(0≤ ρ < ∞) é a coordenada radial polar, respectivamente.

Então, substituindo (3.11) em (3.10), obtemos uma EDNC em coordenadas polares

(EDNC curvilı́nea), dada por

HNC
D Ψ

NC
D (ρ,ϕ, t) = i∂tΨ

NC
D (ρ,ϕ, t), (3.12)

onde

HNC
D =

[
−iτγ

0
γ

ρ
∂ρ − γ

0
γ

ϕ

(
iτ
ρ

∂ϕ − eλAϕ

)
+µmγ

0
Σ

3B+ γ
0m0

]
, (3.13)

com γρ = γ⃗ · e⃗ρ = γ1 cosϕ + γ2 sinϕ e γϕ = γ⃗ · e⃗ϕ = −γ1 sinϕ + γ2 cosϕ sendo as compo-

nentes (“rotacionadas por um ângulo ϕ”) do “vetor gama curvilı́neo”, definido como: γ⃗curv ≡
(γρ ,γϕ), e satisfaz a relação de anti-comutação da Álgebra de Clifford “curvilı́nea”, ou seja:

{γa,γb} = 2η̃abI2×2 (a,b = t,ρ,ϕ) [412–415]. Em particular, a mudança de coordenadas

(x,y) → (ρ,ϕ) induz uma rotação (não confundir com uma rotação fı́sica/mecânica, que é

para o terceiro cenário) de um ângulo ϕ do referencial local: (⃗ex, e⃗y)→ (⃗eρ , e⃗ϕ), onde todos

os “campos vetoriais”, incluindo γ⃗ (“vetor gama Cartesiano”), agora são expressos neste re-

ferencial (⃗γ = γ⃗cart → γ⃗curv)[415]. Contudo, tal rotação não foi aplicada à base do spinor (ou

simplesmente, ao spinor) que, portanto, permanece a mesma em qualquer ponto do cı́rculo.

Consequentemente, as notações γρ e γϕ podem ser enganosas (por isso usamos aspas em:

“rotacionadas por um ângulo ϕ”) [415]. Além disso, por causa da presença do cosϕ e sinϕ

em γ⃗curv, é difı́cil prosseguir sem uma simplificação da Eq. (3.12). De acordo com as Refs.

[412–416], para eliminar este obstáculo é necessário usar uma transformação de similaridade

feita por um operador unitário U(ϕ) = e−
iϕΣ3

2 ∈ SU(2) (Σ3 = Σ3 = iγ1γ2) [412–416]. Basica-

mente, este operador tem a função de rotacionar à base do spinor (ou o spinor) sobre o eixo-z.

Dessa forma, podemos converter (“rotacionar”) as matrizes gama curvilı́neas γρ e γϕ nas matri-

zes gama (fixas) Cartesianas γ1 e γ2 (no qual sabemos trabalhar facilmente) da seguinte forma

[412–416]

U−1(ϕ)γρU(ϕ) = γ
1, U−1(ρ)γϕU(ϕ) = γ

2, (3.14)

onde U (ou U−1) comuta com γ0 e, lógico, também com Σ3.



31

Então, através de uma transformação de similaridade e partindo do fato de que no

EHQ (polar) a componente angular do potencial vetor associada ao campo magnético B⃗ = B⃗ez

é dado por: Aϕ(ρ) =
1
2Bρ (gauge simétrico ou polar) [213, 258, 259, 413], podemos então

reescrever a Eq. (3.12) como

H ′ψNC
C (ρ,ϕ, t) = i∂tψ

NC
C (ρ,ϕ, t), (3.15)

onde H ′ é o Hamiltoniano transformado (“rotacionado”), no qual é escrito em função do Ha-

miltoniano original (“não-rotacionado”) HNC
D da seguinte forma

H ′=Hrot =U−1HNC
D U =

[
−iτγ

0
γ

1
(

∂ρ +
1

2ρ

)
− γ

0
γ

2
(

iτ
ρ

∂ϕ −
λeB

2
ρ

)
+µmγ

0
Σ

3B+ γ
0m0

]
,

(3.16)

com ψNC
C (ρ,ϕ, t)≡U−1(ϕ)ΨNC

D (ρ,ϕ, t) sendo o nosso spinor de Dirac NC curvilı́neo rotacio-

nado (por simplicidade aqui chamaremos apenas de spinor curvilı́neo) e ΨNC
D (ρ,ϕ, t) é o nosso

spinor de Dirac NC curvilı́neo não-rotacionado (por simplicidade aqui chamaremos apenas de

spinor NC, uma vez que já nomeamos ΨNC
D (x,y, t) de spinor de Dirac NC), no qual ambos os

spinores devem satisfazer as seguintes condições de periodicidade: ψNC
C (ϕ±2π) =−ψNC

C (ϕ)

e ΨNC
D (ϕ ± 2π) = ΨNC

D (ϕ). Em particular, estas condições mostram que o spinor NC é uma

função contı́nua (em todos os lugares) e periódica cujo perı́odo é dado por ±2π (estado fi-

nal = estado inicial), enquanto que o spinor curvilı́neo só é uma função contı́nua periódica

se o perı́odo for de ±4π , ou seja: ψNC
C (ϕ ± 4π) = ψNC

C (ϕ) (estado final = estado inicial)

[416]. Além disso também é importante destacar aqui (será útil nos próximos capı́tulos) que

a transformação de similaridade modifica o produto γaAa = −γ⃗ · A⃗ = −γϕAϕ para −γ2Aϕ , ou

seja, U−1γaAaU =−γ2Aϕ . No entanto, a transformação de similaridade não modifica o produto

σabFab =−4S⃗ · B⃗, ou seja, U−1σabFabU =−4S⃗ · B⃗ (U comuta com ou S⃗ ou Σ3).

Por outro lado, uma vez que estamos trabalhando em um espaço-tempo (2+ 1)-

dimensional com assinatura (+,−,−), é preciso escrever as matrizes gama γa = (γ0,γ1,γ2) =

(γ0,−γ1,−γ2) e a matriz Σ3 diretamente em termos das matrizes de Pauli, ou seja, γ1 = σ3σ1 =

iσ2, γ2 = sσ3σ2 = −isσ1 e γ0 = Σ3 = σ3 [390, 392, 411, 413, 417–419], onde s = ±1 é um

parâmetro (adimensional) chamado de parâmetro de spin e descreve os “dois estados de spin”

do férmion planar: s = +1 é para o spin “up” (“↑”) e s = −1 é para o spin “down” (“↓”).

Aqui, é importante destacar que s (uma “infeliz” notação aliás) não é o número quântico de

spin s = 1/2 ou, o número quântico magnético de spin ms = ±1/2 =↑↓. Entretanto, podemos

tranquilamente escrever s em termo de ms (e vice-versa), ou seja: s ≡ 2ms (ou ms ≡ s/2).

Em particular, este parâmetro surgiu em dois artigos feitos por C. R. Hagen e publicados pela

Physical Review Letters (revista cientı́fica de alto impacto e prestı́gio) em 1990. O primeiro

artigo tinha como intuito mostrar que o espalhamento de partı́culas relativı́sticas de spin-1/2
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em um potencial Aharonov-Bohm só poderia ser “plausı́vel/consistente” se o parâmetro s fosse

levado em consideração [418]. Com respeito ao segundo artigo, o mesmo tinha como intuito

mostrar que existe uma equivalência exata entre o efeito Aharonov-Bohm e o efeito Aharonov-

Casher (para férmions planares de spin-1/2). Então, como ambos os fenômenos são puramente

planares (pz = z = 0), esta equivalência só seria possı́vel se o potencial vetor e o campo elétrico

fossem duais entre si, ou seja, que a seguinte relação fosse satisfeita: eAi = sµmεi jE j (µm =

aµB), onde Ai são as componentes do potencial vetor do efeito Aharonov-Bohm e E j são as

componentes do campo elétrico do efeito Aharonov-Casher, respectivamente [419].

Agora, assumindo que nosso sistema é um sistema quântico estacionário (ou seja, o

Hamiltoniano não depende explicitamente do tempo), podemos então definir um ansatz (“padrão”)

para o espinor curvilı́neo, cuja expressão é dada por [1, 390, 392, 412–414]

ψ
NC
C (ρ,ϕ, t) =

ei(m jϕ−Et)
√

2π
R(ρ). (3.17)

Deste modo, podemos obter a partir da Eq. (3.15) a seguinte EDNC independente

do tempo (equação de autovalores relativı́stica)

H ′R(ρ) = ER(ρ), (3.18)

onde

H ′ = H2×2 =

[
iτσ1

(
∂ρ +

1
2ρ

)
− sσ2

(
iτm j

ρ
+

λeB
2

ρ

)
+µmB+σ3m0

]
, (3.19)

sendo E a energia total relativı́stica do férmion (ou antiférmion), espectro relativı́stico ou os

nı́veis de Landau relativı́sticos (que são os autovalores de energia), Cϕ = 1√
2π

é uma constante

que surge da normalização da parte angular do spinor com m j =±1
2 ,±

3
2 ,±

5
2 , . . . sendo o número

quântico magnético total que surge da condição de periodicidade do spinor curvilı́neo e R(ρ)≡
( f+(ρ), i f−(ρ))T é a autofunção spinorial (“função de onda spinorial”), onde f±(ρ) são funções

radiais reais (componentes espaciais do spinor ou simplesmente as componentes spinoriais) e o

sobrescrito T significa a transposta do spinor. Além disso, a conexão entre m j e ml , onde ml é o

número quântico magnético orbital (ou simplesmente número quântico magnético), é dada por

Jzψ
NC
C (ρ,ϕ, t) =−i∂ϕψ

NC
C (ρ,ϕ, t) = m jψ

NC
C (ρ,ϕ, t) = (ml +ms)ψ

NC
C (ρ,ϕ, t), (3.20)

sendo Jz = Lz+Sz e os valores de ms e ml são: ms =±1
2 ≡

s
2 e ml = 0,±1,±2, . . .= 0,1s,2s, . . .,

respectivamente (podemos ver que ms e ml podem ser escritos em termos do parâmetro de spin).

Em particular, o termo “magnético” nos nomes (em m j, ml e ms) refere-se ao MDM associado

a cada tipo de momento angular (orbital, spin e total), de modo que estados com diferentes

números quânticos magnéticos mudam de energia em um campo magnético de acordo com o
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efeito Zeeman. Então, com respeito aos valores de ms, já sabemos o seu significado (spin up ou

down), mas quanto aos de ml e m j? Bem, ml são os autovalores de Lz (em unidade naturais),

ou seja, fornece a magnetude do vetor (operador) momento angular orbital L⃗ ao longo do eixo-

z (“eixo quantizado”) positivo ou negativo (ou o sentido de rotação do férmion); e m j são os

autovalores de Jz, ou seja, fornece a magnetude do vetor (operador) momento angular total

J⃗ = L⃗+ S⃗ também ao longo do eixo-z [176]. Como uma “consequência” disso, Lz e Sz podem

ser paralelos (mesma direção e sentidos) ou antiparalelos (mesma direção, mas de sentidos

opostos), ou seja, se em Jz tivermos ml > 0 e ms = +1/2 ou ml < 0 e ms = −1/2, então

Lz e Sz são paralelos (Lz ∥ Sz) [176]. Agora, se tivermos ml > 0 e ms = −1/2 ou ml < 0 e

ms = +1/2, então Lz e Sz são antiparalelos (Lz ⊥ Sz) [176]. Como veremos em breve, isso

influenciará diretamente no espectro de energia e em sua degenerescência. Além disso, como

uma consequência da transformação de similaridade, Jz e não Lz, é descrito por −i∂ϕ , ou seja:

Jz ≡ Jcurv
z =U−1Jcart

z U =U−1(−i∂ϕ + 1
2Σ3)U =−i∂ϕ = xpy− ypx = (⃗r× p⃗)z [412, 413].

Então, sabendo que as matrizes de Pauli (da MQNR) são escritas como segue

σ1 = σx =

(
0 1

1 0

)
, σ2 = σy =

(
0 −i

i 0

)
, σ3 = σz =

(
1 0

0 −1

)
, (3.21)

obtemos a partir de (3.18) um conjunto de duas equações diferenciais ordinárias de primeira

ordem acopladas, dadas por (acopladas no sentido de que a equação depende das duas compo-

nentes)
(m0 +µmB−E)

τ
f+(ρ) =

[
d

dρ
+ sm0Ωρ +

s
ρ

(
m j +

s
2

)]
f−(ρ), (3.22)

(m0−µmB+E)
τ

f−(ρ) =
[

d
dρ
− sm0Ωρ− s

ρ

(
m j−

s
2

)]
f+(ρ), (3.23)

onde Ω=Ωe f f ≡ λωc
2τ
≥ 0 é uma frequência angular efetiva, com τ = (1−m0ωcθ/4) e λ = (1−

η/m0ωc), sendo ωc = ωz =
eB
m0
≥ 0 (ω⃗c = ωc⃗ez) a famosa frequência cı́clotron (ou frequência

de rotação), que é a velocidade angular (rad/s) do movimento circular do férmion/antiférmion

no plano (uma importante aplicação disso para baixas energias é no espectrômetro de massa).

Portanto, substituindo (3.23) em (3.22), e depois (3.22) em (3.23), obtemos como

resultado a seguinte equação diferencial linear de segunda ordem (“EDNC quadrática” ou

“EDNC de segunda ordem”) para o EHQNC com MMA no espaço-tempo de Minkowski[
d2

dρ2 +
1
ρ

d
dρ
− γ2

u
ρ2 − (m0Ωρ)2 +Eu

]
fu(ρ) = 0, (3.24)

onde definimos

γu ≡
(

m j−
su
2

)
, Eu ≡

(E−µmB)2−m2
0

τ2 −2m0Ω

(
m j +

su
2

)
, (3.25)
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sendo u = ±1 um parâmetro (“spinorial”) que descreve as duas componentes do spinor, ou

seja, u =+1 descreve a componente superior e u =−1 a componente inferior (com f+ ̸= f−),

respectivamente. No entanto, se a Eq. (3.24) fosse aplicada ao grafeno, u = +1 (u = −1)

rotularia o elétron (pósitron), ou os autovalores de σz (os dois “pseudospins”) [29, 32, 420].

3.1 Soluções de Estado Ligado: Spinor de Dirac e o Espectro Relativı́stico

Para resolver analiticamente (exatamente) a Eq. (3.24), é aconselhável introduzir

uma nova variável (adimensional) no sistema, por exemplo, dada por: r = m0Ωρ2 ≥ 0. Desse

modo, através de uma mudança de variável, a Eq. (3.24) torna-se[
r

d2

dr2 +
d
dr
− γ2

u
4r
− r

4
+

Eu

4m0Ω

]
fu(r) = 0. (3.26)

Agora, vamos analisar o comportamento (ou limite) assintótico da Eq. (3.26) para

r grande e r pequeno. Dessa forma, temos dois comportamentos, dados como segue [112, 421]

• Para r→ 0: temos r f ′′u + f ′u−
γ2

u
4r fu ≈ 0, cuja solução é fu(r)≈ r

|γu|
2 (|γu| ≥ 0);

• Para r→ ∞: temos f ′′u − 1
4 fu ≈ 0, cuja solução é fu(r)≈ e−

r
2 (r ≥ 0),

no qual implica em uma solução regular para (3.26) dada pelo seguinte ansatz

fu(r) =Cur
|γu|

2 e−
r
2 Fu(r), (3.27)

onde Cu > 0 são constantes de normalização, Fu(r) ̸= 0 são funções desconhecidas a ser de-

terminadas e fu(r) deve satisfazer as seguintes condições de contorno (são duas) para ser uma

solução normalizável (solução finita ou fisicamente aceitável) [422]

fu(r→ 0) = f inita≥ 0 (por causa de |γu| ≥ 0), (3.28)

e

fu(r→ ∞) = 0 (por causa de r ≥ 0). (3.29)

Como veremos em breve, dependendo do valor de γu (maior ou igual à zero) po-

demos ter uma densidade de probabilidade nula ou não-nula na origem (uma consequência da

primeira condição de contorno).

Então, substituindo (3.27) em (3.26), obtemos uma equação diferencial para Fu(r)[
r

d2

dr2 +(|Γu|− r)
d
dr
− εu

]
Fu(r) = 0, (3.30)

onde

|Γu| ≡ |γu|+1, εu ≡
|Γu|

2
− Eu

4m0Ω
. (3.31)
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De acordo com a literatura [14,413], a Eq. (3.30) é uma equação de Laguerre asso-

ciada ou generalizada, cuja solução são os bem conhecidos polinômios de Laguerre associados

ou generalizados (um tipo de função especial), escritos como Fu(r) = L|γu|
n (r) (na verdade, há

uma segunda solução, mas já foi excluı́da porque não é regular na origem). Consequentemente,

a quantidade εu deve ser igual a um inteiro não-positivo: εu = −n (condição de quantização),

onde n = nρ = 0,1,2, . . . é um número quântico (as vezes chamado de número quântico radial

porque está associado ao número de nós que a parte radial do spinor possui, ou seja, que fu

possui). Portanto, a partir desta condição obtemos o seguinte espectro relativı́stico (nı́veis de

Landau relativı́sticos) para o EHQNC com MMA no espaço-tempo de Minkowski

Eκ
n,m j,s,u = Em +κ

√
m2

0 +2m0ωNC
c N, (3.32)

onde

Em≡ µmB =
aωc

2
≥ 0, N = Ne f f = Nn,m j,s,u≡

(
n+

1
2
+

∣∣m j− su
2

∣∣+ (m j +
su
2

)
2

)
≥ 0, (3.33)

e

ω
NC
c ≡ τλωc ≥ 0, τλ =

1
4m0ωc

(4−m0ωcθ)(m0ωc−η)> 0, (3.34)

com κ =±1 sendo um parâmetro (“parâmetro de energia”) que representa os estados de energia

positiva (κ = +1) ou estados de partı́cula (elétron), bem como os estados de energia negativa

(κ = −1) ou estados de antipartı́cula (pósitron) [1, 108, 400], ou seja, representa as “soluções

de energia positiva e negativa” (soluções de “toda equação de onda relativı́stica”), ωNC
c é a

frequência cı́clotron NC (frequência cı́clotron original modificada pela NC) [169] e N é um

número quântico efetivo ou total (pois depende de todos os outros). De acordo com [1,108,400],

o espectro (3.32) na verdade é tanto para um elétron (real ou observável) com energias positivas

(E > 0) quanto para um elétron (“irreal” ou “inobservável”) com energias negativas (E < 0), o

que este na realidade é um pósitron (real ou observável) com energias positivas (E > 0), onde

seus respectivos espectros são dados por: Eelétron = E+ > 0 e Epósitron =−E− = |E−|> 0 (isso

representa o “mar de Dirac = mar de estados negativos = mar de pósitrons”) e , portanto, tanto o

elétron quanto o pósitron possuem energias positivas (mensuráveis). Além disso, a quantização

da energia surge da chamada quantização de Landau, em homenagem à Lev Landau (Prêmio

Nobel de 1962), na qual refere-se à quantização das “órbitas” de partı́culas carregadas em cam-

pos magnéticos uniformes (tal quantização é um ingrediente chave para explicar o EHQ inteiro

e também a suscetibilidade eletrônica dos metais). Como resultado, as partı́culas só podem ocu-

par “órbitas” com valores discretos de energia, chamados de nı́veis de Landau. De fato, usamos

aspas (em órbitas) porque o princı́pio da incerteza proı́be a ideia de um caminho bem definido

(por razões históricas e didáticas, o conceito de órbitas em MQ é mais algo simbólico) [176].
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Então, vemos que além do espectro (3.32) ser assimétrico, ou seja, as energias da

partı́cula e antipartı́cula não são iguais (|E+| ̸= |E−|), tal espectro depende linearmente da

energia potencial magnética “anômala” Em (ou simplesmente energia magnética) gerada pela

interação do MMA (ou MDM) com o campo magnético externo B (como veremos em breve,

esta energia é a causa da “quebra” de simetria dos espectros), onde tal energia tem praticamente

o mesmo valor para ambas as partı́cula e antipartı́cula (E+
m
∼= E−m ), também depende explici-

tamente dos números quânticos n e m j, do parâmetro de spin s, do parâmetro spinorial u, da

frequência cı́clotron ωc e dos parâmetros NCs θ e η , respectivamente. Vale a pena mencionar

que embora os espectros que dependem das componentes do spinor sejam “incomuns” na lite-

ratura (geralmente só é resolvido a equação diferencial para uma das componentes), nas Refs.

[29, 32, 305, 420, 423–425] temos alguns exemplos interessantes de tais espectros, onde, por

exemplo, o nosso número quântico efetivo N é muito similar ao da Ref. [305]. Além disso,

os parâmetros θ e η permitem definir duas “frequências angulares NCs”, ou “frequências tipo-

cı́clotron” (tem dimensão de ωc), definidas como: ωθ ≡ 4
m0θ

e ωη ≡ η

m0
, onde ωθ é a frequência

NC de posição (diminui com θ crescente) e ωη é a frequência NC de momento (aumenta com η

crescente), respectivamente. Desse modo, os parâmetros τ e λ são podem ser reescritos como:

τ = (1−ωc/ωθ ) e λ = (1−ωη/ωc), e como tais parâmetros não podem ser nulos (τ ̸= 0 e

λ ̸= 0), implica que: ωc ̸= ωθ e ωc ̸= ωη , ou seja, não há “estados de ressonância” no sis-

tema e, portanto, a frequência cı́clotron não pode coincidir ou “oscilar” com o mesmo valor das

frequências NCs. Por outro lado, notamos também que mesmo na ausência do campo magnético

(B= 0), o espectro ainda permanece quantizado/discreto devido à presença do parâmetro η (não

de θ ), no qual tal parâmetro atua como um tipo de “campo/potential NC”. Explicitamente, este

espectro NC é escrito como segue

ENC
n,m j,s,u =±

√
m2

0 +2ηN̄ =±
√

m2
0 +2m0ωη N̄, N̄ =

(
n+

1
2
+

∣∣m j− su
2

∣∣− (m j +
su
2

)
2

)
,

(3.35)

onde N̄ ̸= N é um novo número quântico efetivo (usamos o fato de que agora Ω = −η/2m0).

Então, comparando (3.35) com a literatura, temos uma generalização do espectro da Ref. [426].

Antes de analisarmos graficamente (via gráficos 2D) e de forma detalhada o com-

portamento do espectro (3.32) em função do campo magnético B e dos parâmetros NCs θ e

η para diferentes valores de n e m j, com e sem a influência de Em (ou do MMA), devemos

primeiro analisar um dos aspectos mais importantes dos espectros de energia bidimensionais (e

tridimensionais), ou seja, sua degenerescência ou os estados degenerados. Basicamente, quando

duas (ou mais) autofunções linearmente independentes compartilham a mesma energia (auto-

energia), diz-se que o espectro é degenerado (há estados degenerados no sistema) [176]. Em

particular, verificamos que a degenerescência (finita ou infinita) de (3.32) depende apenas dos
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valores de m j. Além disso, sabendo que fixando um dado valor de m j (m j > 0 ou m j < 0),

podemos ter dois estados de spin (s = +1 ou s = −1), ou seja: m j = ml + s/2 = ml±1/2 > 0

e m j = ml + s/2 = ml±1/2 < 0. Portanto, como um resultado disso obtemos a Tabela 1, onde

mostra quatro possı́veis configurações para a degenerescência do espectro dependendo dos va-

lores de s e m j bem como os respectivos valores de N e ml para um dado valor de s e também a

orientação dos operadores Lz e Sz.

Tabela 1: Degenerescência do espectro dependendo dos valores de m j.
Configuração m j s N ml Degenerescência Orientação de Lz e Sz

1 m j > 0 +1 n+ml +1 ml ≥ 0 finita paralelo
2 m j > 0 −1 n+ml ml ≥ 1 finita anti-paralelo
3 m j < 0 +1 n+ 1+u

2 ml < 0 infinita anti-paralelo
4 m j < 0 −1 n+ 1−u

2 ml < 0 infinita paralelo

Então, de acordo com a Tabela 1, vemos que o espectro pode ser finitamente ou

infinitamente degenerado e, portanto, o sistema pode ter um número finito ou infinito de estados

degenerados dependendo dos valores de m j (mas não depende dos parâmetros de s ou u). Em

outras palavras, todos os estados com m j > 0 são finitamente degenerados e independem da

escolha do spin bem como do próprio parâmetro u, ou seja, os valores de N para s = +1 ou

s = −1 são exatamente os mesmos para as duas componentes do spinor (configs. 1 e 2). No

entanto, para o caso infinitamente degenerado é diferente, ou seja, embora todos os estados

com m j < 0 são infinitamente degenerados, eles dependem tanto da escolha do spin quanto

da componente do spinor e, portanto, os valores de N para este caso dependem dos valores

de s e u (configs. 3 e 4). Por exemplo, a componente superior (u = +1) possui um N maior

quando m j < 0 e s =+1, enquanto que para a componente inferior (u =−1) é quando m j < 0

e s = −1, respectivamente. Em particular, a degenerescência infinita surge quando o espectro

só depende do número quântico n, e como ml pode assumir qualquer valor inteiro (menor ou

igual a zero) em m j = ml + s/2 < 0, implica que os estados são infinitamente degenerados

[14,108,417,427,428]. Com relação à degenerescência finita, tal degenerescência surge quando

o espectro depende de ambos os números quânticos n e m j (ou ml) [14, 417, 427–429], onde

agora é possı́vel definir um novo “número quântico” a partir de n e ml , dado por: k≡ n+ml ≥ 1

(ml ≥ 1), ou k≡ n+ml ≥ 0 (ml ≥ 0), no qual a degenerescência aumenta em função de k. Então,

a partir do número k podemos determinar a expressão para o grau total de degenerescência (ou

degenerescência total) para cada nı́vel de energia Ek, que é dado por: Ω(Ek) =
k
∑

ml=1
(2ml +1) =

k(k+2), ou Ω(Ek) =
k
∑

ml=0
(2ml +1) = (k+1)2, onde 2ml +1 é o número de estados degenerados
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(estados quânticos diferentes) para um dado ml [176, 427–429]. Como veremos em breve,

a degenerescência total não-relativı́stica será igual ao relativı́stico para ml ≥ 0 (e é análogo

a degenerescência do átomo de hidrogênio, com k + 1 ≡ n = 1,2, . . . [176]). Dessa forma,

vemos explicitamente que a degenerescência desempenha um papel fundamental no espectro

do EHQNC, bem como em suas propriedades termodinâmicas, uma vez que podemos construir

um ensemble canônico (gás de férmions não-interagentes) para o sistema [430]. É importante

comentar que também poderı́amos obter os resultados da Tabela 1 escrevendo diretamente o

número quântico N em função de ml , ou seja, substituindo m j por ml + s/2, no qual obtemos

N = Nn,ml ,s,u =

n+
(1+ su)

2
+

∣∣∣ml + s (1−u)
2

∣∣∣+(ml + s (1−u)
2

)
2

 . (3.36)

Com base nas informações acima sobre a degenerescência, obtemos a Tabela 2,

onde mostra quatro possı́veis configurações para o espectro dependendo dos valores de s e m j.

Tabela 2: Espectros de energia para os estados degenerados da partı́cula e antipartı́cula.
Config. Espectro de Energia Eκ

n,m j,s,u Degenerescência

1 Eκ
n,m j>0,+ = Em +κ

√
m2

0 +2m0ωNC
c (n+ml +1) finita

2 Eκ
n,m j>0,− = Em +κ

√
m2

0 +2m0ωNC
c (n+ml) finita

3 Eκ
n,m j<0,+,u = Em +κ

√
m2

0 +2m0ωNC
c
(
n+ 1+u

2

)
infinita

4 Eκ
n,m j<0,−,u = Em +κ

√
m2

0 +2m0ωNC
c
(
n+ 1−u

2

)
infinita

De acordo com a Tabela 2, vemos que para m j > 0 (configs. 1 e 2) os espectros pos-

suem exatamente os mesmos valores independentemente do spin escolhido ou da componente

do spinor (o spin ou as componentes não altera os valores dos espectros) e, portanto, aumentam

em função de n e m j (ou ml , na realidade). Nesse caso, vemos também que o estado funda-

mental (n = 0) ainda depende de ωNC
c . Contudo, para m j < 0 os espectros já são influenciados

pelo spin e pelas componentes (configs. 3 e 4), logo, dependendo da escolha de s e u temos um

N maior ou menor, e também um estado fundamental que depende ou não de ωNC
c , respectiva-

mente. Dessa forma, concluı́mos então que o espectro máximo (valores máximos de energia) é

para m j > 0 (configs. 1 e 2) , enquanto que o espectro mı́nimo (valores mı́nimos de energia) é

para m j < 0 com: s =−u =+1 (config. 3) ou s =−u =−1 (config. 4). Além disso, indepen-

dentemente da configuração escolhida (cada uma possui o espectro da partı́cula e antipartı́cula),

as energias da partı́cula são sempre maiores do que as da antipartı́cula. Em particular, isso se

deve à presença da energia magnética Em, no qual “quebra” a simetria dos espectros.
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Agora, vamos comparar rapidamente o espectro (3.32), ou melhor, os espectros da

Tabela 2 (para m j < 0), com outros trabalhos da literatura. Então, verificamos que na ausência

do espaço de fase NC (θ = η = 0) e do MMA (Em = 0), com s = −u = ±1 (N = n ≥ 0),

s = u = ±1 (N = n+ 1 = n′ ≥ 1) ou s = +1 (Nu = n+(1+ u)/2 ≥ 0), obtemos exatamente o

espectro usual (simétrico) do EHQ relativı́stico para m0 ̸= 0 (caso massivo) [17, 74, 105, 108–

110, 425] e para m0 = 0 (caso não-massivo) [106, 107]. Já para θ = η = 0 com s = u = ±1

(N = n+ 1 = n′ ≥ 1), obtemos o espectro do EHQ relativı́stico com MMA [431]. Por outro

lado, para θ = Em = m0 = 0 (para certos valores de s e u), obtemos o espectro “relativı́stico”

do EHQ para o grafeno NC (η ̸= 0 e e→−e) [158–160] ou para o grafeno usual (θ = η = 0)

[29, 32, 33, 61, 89, 90, 93, 420, 423, 432–434] no qual devemos fazer as seguintes substituições

(restaurando c): c→ v f ou c→√cxcy (cx ̸= cy) e m0→ ∆ = me f f v2
f ≥ 0 (caso massivo ou não-

massivo), onde v f ≈ c/300 é a velocidade de Fermi (uma velocidade efetiva ou não-relativı́stica

dos férmions nos estados mais ocupados em um sistema à temperatura zero), cx (ou cy) é a

velocidade efetiva na direção x (ou y), ∆ é um gap de energia (lacuna ou “espaço” entre os

estados de energia positiva e de energia negativa) e me f f = m⋆ é um tipo de “massa efetiva”. É

importante mencionar que no caso do grafeno, o parâmetro u pode corresponder à sub-rede A

(u =+1) ou à sub-rede B (u =−1) [424]. Do exposto, vemos claramente que o nosso espectro

relativı́stico generaliza vários casos particulares da literatura. Na tabela 3, temos a condição

para obter cada espectro particular (citados acima) bem como suas respectivas referências.

Tabela 3: Espectros relativı́sticos e efetivos (não-relativı́sticos) da literatura.
Condição Espectro Referências

θ = η = Em = 0, s =−u =±1 Erel
n =±

√
m2

0 +2m0ωcn [74, 108, 109]

θ = η = Em = 0, s =+1 Erel
n,u =±

√
m2

0 +2m0ωcNu [425]

θ = η = 0, s = u =±1 Erel
n′,u = Em±

√
m2

0 +2m0ωcn′ [431]

θ = η = Em = 0, s = u =±1 Erel
n′ =±

√
m2

0 +2m0ωcn′ [17, 105, 110]

θ = η = Em = m0 = 0, s = u =±1 Erel
n′ =±

√
2m0ωcn′ [106, 107]

θ = Em = m0 = 0, s =−u =±1 Egra f
n =±

√
2eBℏv2

f

(
1+ η

eBℏ
)

n [158–160]

θ = η = Em = m0 = 0, s =−u =±1 Egra f
n =±

√
2eBℏcxcyn [93, 432]

θ = η = Em = 0, s =−u =±1 Egra f
n =±

√
∆2 +2eBℏv2

f n [33, 61, 89, 90]

θ = η = Em = m0 = 0, s =+1 Egra f
n,u =±

√
2eBℏv2

f Nu [29, 32, 420]

θ = η = Em = 0, s =+1 Egra f
n,u =±

√
∆2 +2eBℏv2

f Nu [423, 433, 434]

No entanto, mesmo com os espectros bem definidos na Tabela 2, ainda não estamos

prontos para analisar o comportamento do espectro em função do campo magnético, ou seja,
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primeiro precisamos definir a restrição para este campo (restrição esta que será o intervalo

permitido para B). Conforme já discutido, o produto τλ deve obedecer à condição: τλ > 0,

consequentemente, podemos obter a partir de (3.34) uma inequação polinomial do segundo

grau para B. Então, supondo (por conveniência) que o produto τλ também possa ser negativo

(τλ < 0), temos a seguinte inequação para B

−B2 +B((4+θη)/eθ)− (4η/e2
θ) = s′, (3.37)

onde s′ > 0 ou s′ < 0. Dessa forma, resolvendo essa inequação obtemos a Tabela 4, onde é

mostrado duas soluções possı́veis para B dependendo dos valores de s′.

Tabela 4: Intervalos permitido e proibido para o campo magnético.
Restrições s′ B

1 > 0 (4+θη)−
√

(4+θη)2−16θη

2eθ
< B <

(4+θη)+
√

(4+θη)2−16θη

2eθ

2 < 0 (4+θη)+
√

(4+θη)2−16θη

2eθ
< B <

(4+θη)−
√

(4+θη)2−16θη

2eθ

No entanto, apenas uma das restrições é fisicamente consistente (válida), que é a

primeira (s′ > 0), onde (4+θη)2−16θη > 0 (campos magnéticos reais e positivos). De fato,

na ausência do espaço de fase NC (θ = η = 0), implica que o intervalo de B para s′ > 0 é dado

por 0 < B < ∞ (ou 0 ≤ B < ∞), enquanto que para s′ < 0, é dado por ∞ < B < 0 e, portanto,

apenas a primeira restrição nos permite recuperar o intervalo usual de B no qual o EHQ pode

se manifestar (como deve ser). Desse modo, a restrição 1 define uma região permitida para o

EHQNC, onde as regiões fora dessa região são regiões proibidas. Além disso, vemos aqui que

os parâmetros NCs restringem (limitam) os valores do campo magnético, ou seja, para um dado

valor arbitrário de θ e η , é definido um intervalo particular para B.

Portanto, agora podemos analisar o comportamento do espectro em função do campo

magnético para diferentes valores de n. Por questões de praticidade e simplicidade, omiti-

mos aqui a contribuição de ml nos gráficos porque como vimos anteriormente, sua função

(contribuição) é análoga à de n, ou seja, o espectro aumenta também com ml crescente. Dessa

forma, podemos usar, por exemplo, o espectro da config. 3 da Tabela 2 com u = +1 para

tal análise (escolhemos u =+1 porque queremos um estado fundamental ainda dependente de

ωNC
c ). Com isso, obtemos a Fig. 1, onde mostra o comportamento das energias da partı́cula

em função do campo magnético para o estado fundamental (n = 0) e os dois primeiros esta-

dos excitados (n = 1,2), com e sem a presença da energia magnética Em, no qual usamos por

simplicidade que m0 = e = θ = η = 1, onde o intervalo permitido para o campo é dado por

1 < B < 4.
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Figura 1: Gráfico de E+
n (B) versus B para três diferentes valores de n com Em ̸= 0 (a = 1) e

Em = 0 (a = 0).

De acordo com Fig. 1, vemos que as energias aumentam com o aumento de n,

ou seja: ∆En = En+1−En > 0 (como deve ser), e são sempre maiores na presença da energia

magnética (Em ̸= 0), ou seja: ∆Ea̸=0 > ∆Ea=0. Portanto, a função do MMA é aumentar as

energias da partı́cula. Além disso, as energias podem aumentar ou diminuir em função de B.

Por exemplo, para o caso Em ̸= 0, as energias aumentam entre B≈ 1 e B≈ 3.3 (mas com exceção

de n = 0, onde este aumenta praticamente em todo o intervalo) e diminuem (levemente) entre

B ≈ 3.3 e B ≈ 4, onde a variação de energia em todo o intervalo do campo é positiva, ou seja:

∆E(B) > 0 (E f inal > Einicial ou E(B ≈ 4) > E(B ≈ 1)). Já para o caso Em = 0, as energias

aumentam entre B ≈ 1 e B = 2.5 (atingindo o valor máximo em B = 2.5) e depois diminuem

entre B = 2.5 e B≈ 4, onde agora a variação da energia (em todo o intervalo) é zero (∆E(B) = 0

ou E f inal = Einicial). Portanto, vemos que B = 2.5 é um “ponto de simetria” (um “espelho”), ou

seja, é uma região que separa o intervalo total em dois sub-intervalos onde a energia é sempre

igual para uma mesma variação do campo (∆B = B f inal−Binicial).

Na Fig 2, é mostrado o comportamento das energias da antipartı́cula (valores abso-

lutos) em função do campo magnético para o estado fundamental e os dois primeiros estados

excitados (com m0 = e = θ = η = 1 e 1 < B < 4). De acordo com esta Figura, vemos que as

energias para o caso Em = 0 são exatamente iguais às da partı́cula também com Em = 0 (espec-

tros simétricos) e, portanto, as energias aumentam com o aumento de n (∆En > 0) e sua variação

(em todo o intervalo do campo) também é zero (∆E(B) = 0). No entanto, essas energias são

maiores do que as energias para Em ̸= 0, ou seja, a função do MMA é diminuir as energias

da antipartı́cula. Já para o caso Em ̸= 0, vemos que as energias podem aumentar ou diminuir
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com o aumento de n. Por exemplo, entre B ≈ 1 e B ≈ 3.1, as energias são maiores com o au-

mento de n (∆En > 0), onde o valor de B≈ 3.1 foi calculado através do cruzamento das linhas

(sólidas) vermelha e azul, no qual suas respectivas energias são iguais neste ponto (E0 = E1).

Agora, entre B≈ 3.25 e B≈ 4, as energias são menores com o aumento de n (uma “anomalia”

ou região fisicamente proibida, onde ∆En < 0), onde o valor de B ≈ 3.25 foi calculado através

do cruzamento das linhas vermelha e verde (E0 = E2). Além disso (ainda para Em ̸= 0), as

energias podem aumentar, diminuir ou serem “nulas” (“zero”) em função de B. Porém, aqui,

energia “nula” não significa que a antipartı́cula não tenha energia, significa que a energia total

(ou resultante) é nula, ou seja, para certos valores de B a energia magnética é igual à energia

quantizada (“energia da raiz quadrada”). Em particular, tais energias “nulas” aparecem quando

as linhas sólidas tocam o eixo-B (eixo do campo magnético), no qual depois aumentam até

B ≈ 4, onde a variação da energia é positiva (∆E(B) > 0 ou E f inal > Einicial). Portanto, resol-

vendo |E−n (B)| = 0 para cada estado quântico especı́fico, temos os seguintes valores de B no

qual a energia é “nula”: B ≈ 2.9 (n = 0), B ≈ 3.3 (n = 1) e B ≈ 3.4 (n = 2), respectivamente.

Por outro lado, comparando as energias da partı́cula e antipartı́cula, vemos que as energias da

partı́cula são sempre maiores que as da antipartı́cula.

Figura 2: Gráfico de |E−n (B)| versus B para três diferentes valores de n com Em ̸= 0 (a = 1) e
Em = 0 (a = 0).

Agora, vamos analisar o comportamento do espectro em função dos parâmetros

NCs. Porém, precisamos conhecer antes as restrições para θ e η . Desse modo, sabendo que

o produto τλ deve ser sempre maior que zero, isso implica em duas restrições para que tal

condição seja satisfeita, que são: τ > 0 e λ > 0 ou τ < 0 e λ < 0. Portanto, devido a isso temos

a Tabela 5, onde mostra duas possı́veis restrições para θ e η para um dado valor de τ e λ .
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Tabela 5: Restrições para os parâmetros NCs θ e η .
Restrições τ λ θ η

1 < 0 < 0 θ > 4/m0ωc η > m0ωc

2 > 0 > 0 θ < 4/m0ωc η < m0ωc

Desta forma, escolhendo, por exemplo (questão de visualização gráfica uma vez

que o intervalo é maior), a restrição 1 da Tabela 5, obtemos a Fig. 3, onde mostra o comporta-

mento das energias da partı́cula e antipartı́cula em função de θ para três diferentes valores de

n (n = 0,1,2), onde m0 = e = a = B = 1, η = 1.1 e 4 < θ < ∞. De acordo com esta Figura,

vemos que as energias aumentam com o aumento de n (como deve ser) e a função de θ é au-

mentar (praticamente de forma linear) as energias, onde ∆En também aumenta em função de

θ . Por outro lado, comparando as energias da partı́cula e antipartı́cula, vemos que as energias

da partı́cula são sempre maiores que as da antipartı́cula com uma diferença de uma unidade, ou

seja: E+
n (θ) = 1+ |E−n (θ)| (as linhas sólidas são paralelas às linhas tracejadas).

Figura 3: Gráfico de |Eκ
n (θ)| versus θ para três diferentes valores de n.

Já na Fig. 4, é mostrado o comportamento das energias da partı́cula e antipartı́cula

em função de η para três diferentes valores de n (n = 0,1,2), onde m0 = e = a = B = 1, θ = 4.1

e 1 < η < ∞. Em particular, esta Figura é muito semelhante à Figura anterior e, portanto, a

função do parâmetro η (e n) também é aumentar as energias, onde as energias da partı́cula

também são sempre maiores que as da antipartı́cula com uma diferença de uma unidade, ou

seja: E+
n (η) = 1+ |E−n (η)|. No entanto, a diferença de energia entre dois nı́veis consecutivos

(∆En) é maior no gráfico da energia em função de η do que em função de θ , mostrando assim
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que o parâmetro η afeta a partı́cula e antipartı́cula mais “fortemente” do que o parâmetro θ .

Figura 4: Gráfico de |Eκ
n (η)| versus η para três diferentes valores de n.

Agora, vamos agora focar nossa atenção na forma do spinor de Dirac NC (spinor

plano inercial) para os estados ligados relativı́sticos do EHQNC (e depois analisar rapidamente

a densidade de probabilidade). Então, usando o fato de que a variável adimensional r é escrita

como r = m0Ωρ2, podemos reescrever a função (3.27) na forma

fu(ρ) =Cu(m0Ω)
|γu|

2 ρ
|γu|e−

m0Ωρ2

2 L|γu|
n (m0Ωρ

2), γu =
(

m j−
su
2

)
, (3.38)

onde os polinômios de Laguerre associados são escritos como segue

L|γu|
n (r) =

err−|γu|

n!
dn

drn

(
e−rrn+|γu|

)
, (3.39)

sendo os três primeiros polinômios são dados por (usaremos isso na densidade de probabilidade)

L|γu|
0 (r) = 1,

L|γu|
1 (r) =−r+ |γu|+1,

L|γu|
2 (r) =

1
2
[
r2−2r(|γu|+2)+(|γu|+1)(|γu|+2)

]
. (3.40)

Com isso, implica que o espinor curvilı́neo (3.17) toma a seguinte forma

ψ
NC
C (ρ,ϕ, t) =

ei(m jϕ−Et)
√

2π

 C+(m0Ω)
|γ+|

2 ρ |γ+|e−
m0Ωρ2

2 L|γ+|n (m0Ωρ2)

iC−(m0Ω)
|γ−|

2 ρ |γ−|e−
m0Ωρ2

2 L|γ−|n (m0Ωρ2)

 . (3.41)

Portanto, partindo do fato de que o spinor original é dado por ΨNC
D = e−

iϕΣ3
2 ψNC

C ,
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onde o operador unitário é dado por e−
iϕΣ3

2 = e−
iϕσ3

2 =diag(e−
iϕ
2 ,e

iϕ
2 ) [14], implica que o spinor

de Dirac NC será escrito como

Ψ
NC
D (ρ,ϕ, t) =

e−iEt
√

2π

 C+(m0Ω)
|γ+|

2 eiγ+ϕρ |γ+|e−
m0Ωρ2

2 L|γ+|n (m0Ωρ2)

iC−(m0Ω)
|γ−|

2 eiγ−ϕρ |γ−|e−
m0Ωρ2

2 L|γ−|n (m0Ωρ2)

 . (3.42)

onde satisfaz as duas condições de contorno: ΨNC
D (ρ→ 0)≥ 0 e ΨNC

D (ρ→∞) = 0, e a condição

de periodicidade: ΨNC
D (ϕ±2π) = ΨNC

D (ϕ). Uma pequena observação sobre este spinor merece

ser feita, ou seja, devemos ter Ω ̸= 0 (ou τλ ̸= 0), caso contrário (se Ω = 0, ou τλ = 0), então

haveria a possibilidade de termos um spinor nulo (“estados de ressonância”) e, portanto, um

EHQ sem partı́cula alguma, o que não é admissı́vel (não faz sentido algum) uma vez que a

partı́cula tem que existir em alguma região onde 0 ≤ ρ < ∞. Além disso, usando m j como

m j = ml + s/2, podemos então reescrever o spinor em função de ml da seguinte forma

Ψ
NC
D (ρ,ϕ, t) =

e−iEt
√

2π

 C+(m0Ω)
|ml |

2 eimlϕρ |ml |e−
m0Ωρ2

2 L|ml |
n (m0Ωρ2)

iC−(m0Ω)
|ml+s|

2 ei(ml+s)ϕρ |ml+s|e−
m0Ωρ2

2 L|ml+s|
n (m0Ωρ2)

 . (3.43)

Comparando o spinor acima com a literatura, ele é basicamente o spinor da Ref.

[417] sem o fator 1√
2π

e com as funções radiais (componentes do spinor) ainda desconhecidas.

Aqui, é importante destacar que o nosso spinor de Dirac incorpora simultaneamente

os valores positivos e negativos do número quântico m j (ou ml), o que não ocorre, por exemplo,

nas Refs. [413, 414]. De fato, isso acontece porque não usamos um fator 1√
ρ

na expressão do

spinor curvilı́neo, onde tal fator é meio que “opcional” de acordo com as Refs. [1, 14, 417].

Por exemplo, para o caso (3+1)-dimensional onde um spinor tem quatro componentes, o fator

que o spinor pode carregar (se quiser) é outro, dado por 1
r (não confundir com o nosso r). Em

outras palavras, usar ou não tais fatores é mais por razões matemáticas (estilo ou conveniência),

ou seja, poder escrever a equação diferencial com outra “cara”, porém, o resultado final deve

ser o mesmo [413, 417]. Do exposto, percorremos um caminho mais “simples e fácil” para

poder escrever em um único spinor os valores positivos e negativos de m j. Do ponto de vista

prático, uma das vantagens de termos um spinor na forma (3.42) é a possibilidade de calcular a

densidade de probabilidade ou os observáveis fı́sicos de uma forma mais rápida e direta do que

se tivéssemos dois spinores, um para cada valor de m j (esse caso acontece quando f (ρ)→ f (ρ)√
ρ

).

Por outro lado, para termos uma solução fisicamente aceitável, ainda falta encontrar

as constantes de normalização C±, onde isso é feito normalizando o spinor (3.42), ou melhor,

normalizando a parte espacial (radial) deste spinor (a parte angular já foi normalizada, cujo valor

é 1/
√

2π e já veio incluı́da no spinor curvilı́neo). De acordo com a literatura [1, 14, 176, 417],
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este spinor pode ser normalizado através da seguinte condição de normalização∫
∞

0
R†(ρ)R(ρ)dA =

∫
∞

0

[
f 2
+(ρ)+ f 2

−(ρ)
]

ρdρ = 1, (3.44)

onde R†(ρ) = ( f+(ρ),−i f−(ρ)) é o conjugado transposto (conjugado Hermitiano ou matriz

adjunta) de R(ρ). Por simplicidade, podemos também reescrever a relação (3.44) em termos da

variável r, ou seja
1

2m0Ω

∫
∞

0

[
f 2
+(r)+ f 2

−(r)
]

dr = 1, (3.45)

onde ρdρ = dr/2m0Ω. Explicitamente, temos então

1
2m0Ω

∫
∞

0

[
C2
+r|γ+|e−r

[
L|γ+|n (r)

]2
+C2

−r|γ−|e−r
[
L|γ−|n (r)

]2
]

dr = 1. (3.46)

No entanto, ao tentar resolver a expressão acima surge um “problema”, ou seja,

uma constante será escrita em termos da outra. Para eliminar este “problema” e, portanto,

buscar uma forma bem definida para cada constante, aqui, vamos supor que cada componente

contribui com 50% (ou 1/2) de probabilidade para o sistema (cada componente tem o mesmo

“peso probabilı́stico”). Dessa forma, temos as seguintes expressões a serem resolvidas

C2
+

2m0Ω

∫
∞

0
r|γ+|e−r

[
L|γ+|n (r)

]2
dr =

1
2
, (3.47)

C2
−

2m0Ω

∫
∞

0
r|γ−|e−r

[
L|γ−|n (r)

]2
dr =

1
2
. (3.48)

De acordo com a Ref. [112], o resultado das integrais acima são dadas por∫
∞

0
r|γ+|e−r

[
L|γ+|n (r)

]2
dr =

Γ(n+ |γ+|+1)
Γ(n+1)

, (3.49)

∫
∞

0
r|γ−|e−r

[
L|γ−|n (r)

]2
dr =

Γ(n+ |γ−|+1)
Γ(n+1)

. (3.50)

onde Γ(n+1) = n! e Γ(n+ |γ±|+1) = (n+ |γ±|)! são as funções gama (de Euler) e n! (lê-se “n

fatorial”) é o fatorial de n.

Portanto, as constantes de normalização C± serão escrita como segue

C± =

√
m0Ω

Γ(n+1)
Γ(n+ |γ±|+1)

> 0. (3.51)

Consequentemente, temos então o seguinte spinor de Dirac normalizado

Ψ
NC
D (ρ,ϕ, t) = e−iEt


√

(m0Ω)|γ+|+1

2π

Γ(n+1)
Γ(n+|γ+|+1)e

iγ+ϕρ |γ+|e−
m0Ωρ2

2 L|γ+|n (m0Ωρ2)

i

√
(m0Ω)|γ−|+1

2π

Γ(n+1)
Γ(n+|γ−|+1)e

iγ−ϕρ |γ−|e−
m0Ωρ2

2 L|γ−|n (m0Ωρ2)

 , (3.52)
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ou ainda (inserindo a parte temporal em cada componente spinorial [176])

Ψ
NC
D (ρ,ϕ, t) =


√

(m0Ω)|γ+|+1

2π

Γ(n+1)
Γ(n+|γ+|+1)e

i(γ+ϕ−E+t)ρ |γ+|e−
m0Ωρ2

2 L|γ+|n (m0Ωρ2)

i

√
(m0Ω)|γ−|+1

2π

Γ(n+1)
Γ(n+|γ−|+1)e

i(γ−ϕ−E−t)ρ |γ−|e−
m0Ωρ2

2 L|γ−|n (m0Ωρ2)

 . (3.53)

Agora, vamos discutir rapidamente o comportamento da densidade de probabilidade

radial (probabilidade por unidade de área) para diferentes valores de n, m j (m j > 0), B, θ e η .

Então, como a expressão para a densidade de probabilidade (positiva definida) é escrita da

seguinte forma [14, 112]

P(ρ) = Pn,m j(ρ) = (ΨNC
D )†

Ψ
NC
D =

1
2π

R†(ρ)R(ρ) =
1

2π
[ f 2
+(ρ)+ f 2

−(ρ)], (3.54)

implica que

P(ρ) =
(m0Ω)|γ+|+1

2π

Γ(n+1)
Γ(n+ |γ+|+1)

ρ
2|γ+|e−m0Ωρ2

[
L|γ+|n (m0Ωρ

2)
]2

+
(m0Ω)|γ−|+1

2π

Γ(n+1)
Γ(n+ |γ−|+1)

ρ
2|γ−|e−m0Ωρ2

[
L|γ−|n (m0Ωρ

2)
]2
. (3.55)

Em particular, essa densidade de probabilidade depende de ambos os números

quânticos n e m j, porém, independe dos valores do parâmetro s uma vez que para s = +1

ou s = −1 a expressão para P(ρ) é a mesma, ou seja: P(ρ)|s=+1 = P(ρ)|s=−1. Portanto, to-

mando m0 = e = B = s = 1, θ = 3.9 (τ > 0) e η = 0.9 (λ > 0), obtemos a Fig. 5, onde mostra

o comportamento da densidade de probabilidade (em função da distância radial) para o estado

fundamental (n = 0) e os dois primeiros estados excitados (n = 1,2) com m j = 1/2 (equivalente

à ml = m j − s/2 = 0, ou seja, um momento angular orbital nulo) e m j = 3/2 (equivalente à

ml = m j− s/2 = 1, ou seja, um momento angular orbital não-nulo). Na literatura, o estado com

n = 0 e m j = 1/2 (ou ml = 0) recebe o nome de nı́vel de Landau mais baixo (Lowest Landau

Level em inglês), cuja densidade de probabilidade associada (PLLL) é uma função gaussiana

centrada (ou ao redor) na origem [112].

De acordo com a Fig. 5-(a), vemos que há uma densidade de probabilidade finita

e não-nula na origem (uma consequência da primeira condição de contorno) cujo valor é o

mesmo para os três estados quânticos, onde tal valor é o máximo permitido (Pn=0 = Pn=1 =

Pn=2 = Pmáx), e também tende a zero à medida que ρ (ρ > 3) aumenta (uma consequência

da segunda condição de contorno). Em particular, isso está em concordância (comportamento

análogo) com a densidade de probabilidade gerada a partir da função de onda do EHQ não-

relativı́stico (para ml = 0) [112], e também a partir da função de onda do átomo de hidrogênio

não-relativı́stico (para l = 0) [176]. Além disso, uma densidade de probabilidade finita e não-

nula na origem também já foi investigada no oscilador de Dirac-Morse e para um potencial



48

Figura 5: Gráfico de P(ρ) versus ρ para três diferentes valores de n com m j = 1/2 (a) e
m j = 3/2 (b).

radial linear [422]. Ainda de acordo com a Fig. 5-(a), vemos que o número de nós (“cristas”)

aumenta à medida que n aumenta (de fato, esse número quântico nos diz o número de nós), ou

seja, para n = 0 não há nenhum nó (nenhuma “crista”), para n = 1 há um nó (uma “crista”),

para n = 2 há dois nós (duas “cristas”), e assim sucessivamente [112]. Já de acordo com a Fig.

5-(b), vemos que a densidade de probabilidade é nula na origem (uma consequência também da

primeira condição de contorno) para todos os três estados quânticos, onde tal densidade tende à

um valor máximo em ρ = 0.5 (n= 2), ρ ≈ 0.6 (n= 1) e ρ = 1 (n= 0), com Pn=0 >Pn=1 >Pn=2,

e posteriormente tende a zero à medida que ρ (ρ > 3) aumenta (uma consequência da segunda

condição de contorno). Então, comparando 5-(a) com 5-(b), vemos também que a densidade de

probabilidade diminui e se move para fora da origem à medida que m j (ou ml) aumenta.
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Na Fig. 6, é mostrado o comportamento da densidade de probabilidade para quatro

diferentes valores de campo magnético (1<B< 4), onde usamos m0 = e= θ =η = s= 1, n= 0

e m j = 1/2. De acordo com esta Figura, vemos que próximo da origem (0≤ ρ ≤ 1) a densidade

de probabilidade aumenta à medida que B aumenta (PB=2.50 > PB=2.00 > PB=1.50 > PB=1.15) e

tende a zero à medida que ρ aumenta. Além disso, de todos os valores de B, o valor B= 1.15 é o

que tem uma densidade de probabilidade de maior alcance (porém, de muito menor valor), onde

tal valor é praticamente constante entre ρ = 0 e ρ = 4. Por outro lado (embora não mostrado no

gráfico), para B = 1 temos uma densidade de probabilidade nula (em qualquer região) porque

temos o caso trivial onde Ω seria nulo (e não queremos isso aqui).

Figura 6: Gráfico de P(ρ) versus ρ para quatro diferentes valores de B.

Na Fig. 7, é mostrado o comportamento da densidade de probabilidade para quatro

diferentes valores do parâmetro θ (0 < θ < 4), onde tomamos m0 = e = B = s = 1, η = 0.9

(λ > 0), n = 0 e m j = 1/2. De acordo com esta Figura, vemos que a densidade de probabilidade

pode aumentar ou diminuir à medida que θ aumenta, no entanto, tende a zero à medida que ρ

aumenta. Por exemplo, entre ρ = 0 e ρ ≈ 4 a densidade de probabilidade aumenta com θ

crescente (Pθ=2.5 > Pθ=2.0 > Pθ=1.5 > Pθ=1.0), enquanto que entre ρ ≈ 4 e ρ = 12 diminui

(Pθ=1.0 > Pθ=1.5 > Pθ=2.0 > Pθ=2.5). Em particular, a distância ρ ≈ 4 é um “ponto de inversão

de valores”, ou seja, os valores da densidade de probabilidade começam a ser invertidos à

medida que a distância aumenta (ou diminuir) a partir de ρ ≈ 4.

Já na Fig. 8, é mostrado o comportamento da densidade de probabilidade para

quatro diferentes valores do parâmetro η (0<η < 1), onde usamos m0 = e=B= s= 1, θ = 3.9

(τ > 0), n = 0 e m j = 1/2. De acordo com esta Figura, vemos que a densidade de probabilidade

também pode aumentar ou diminuir à medida que η aumenta (mas tende a zero à medida que
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ρ aumenta). No entanto, diferentemente da Fig. 7, aqui ocorre o “oposto” (aspas porque as

escalas são diferentes), ou seja, entre ρ = 0 e ρ ≈ 0.4 a densidade de probabilidade diminui

com η crescente (Pη=0.2 > Pη=0.4 > Pη=0.6 > Pη=0.8), enquanto que entre ρ ≈ 0.4 e ρ = 2

aumenta (Pη=0.8 > Pη=0.6 > Pη=0.4 > Pη=0.2), onde a distância ρ ≈ 0.4 também é um “ponto

de inversão de valores”. Além disso, diferentemente da Fig. 7, aqui os valores da densidade

de probabilidade são muito maiores (porém, de menor alcance ou mais próximo da origem) e,

portanto, o parâmetro η afeta a partı́cula (antipartı́cula) mais “fortemente” do que o parâmetro

θ (assim como ocorre no gráfico das energias).

Figura 7: Gráfico de P(ρ) versus ρ para quatro diferentes valores de θ .

Figura 8: Gráfico de P(ρ) versus ρ para quatro diferentes valores de η .
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3.2 Limite não-relativı́stico

Para analisar o limite não-relativı́stico (regime de baixas energias) de nossos resul-

tados (algo importante para possı́veis aplicações em matéria condensada), é necessário consi-

derar que a maior parte da energia total do sistema esteja concentrada na energia de repouso da

partı́cula [1, 14], onde uma prescrição padrão (“receita padrão”) para que isto seja feito é dada

por: E ≈ m0 + ε , onde m0≫ ε e m0≫ Em (isso tem por objetivo cancelar termos quadráticos

de m0, ε e Em). Então, usando esta prescrição na Eq. (3.24) com u = s = +1 (partı́cula sem

spin), obtemos a seguinte ES para o EHQNC com MMA no espaço Euclidiano bidimensional

i∂tΨ
NC
S (ρ,ϕ, t) = HNC

S Ψ
NC
S (ρ,ϕ, t) = [Htipo−OHQNC +HNC

Zeeman]Ψ
NC
S (ρ,ϕ, t), (3.56)

onde

Htipo−OHQNC =− τ2

2m0
∇

2+
1
2

m0(τΩρ)2 =− 1
2MNC

(
∂ 2

∂ρ2 +
1
ρ

∂

∂ρ
−

L2
z

ρ2

)
+

1
8

MNC
(

ω
NC
c ρ

)2
,

(3.57)

e

HNC
Zeeman =−µ⃗e f f · B⃗ext , (3.58)

com

µ⃗e f f =−(a⃗n+τλ L⃗)µB =−(⃗µm−τλ µ⃗L), µ⃗L =−µB⃗L, L⃗ = (0,0,Lz) = (0,0,−i∂ϕ), (3.59)

sendo HNC
S o Hamiltoniano de Schrödinger NC (dependente do tempo), onde Htipo−OHQNC é um

Hamiltoniano tipo-oscilador harmônico quântico não-comutativo (OHQNC) [153,154], HNC
Zeeman

é o Hamiltoniano de Zeeman normal NC (“normal” porque não há spin [176]), MNC ≡ m0
τ2 > 0 é

uma “massa NC”, ωNC
c = τλωc é a frequência cı́clotron NC, ΨNC

S (ρ,ϕ, t) = ei(mlϕ−εt)
√

2π
fS(ρ), ou

ainda ΨNC
S (ρ,ϕ, t) = ei(mlϕ−εt)

√
2πρ

FS(ρ) [414] é a função de onda de Schrödinger NC (ou simples-

mente a função de onda NC), ∇2 é o operador laplaciano, L⃗ é o (operador) momento angular

orbital, µ⃗e f f é o MDM efetivo (total ou NC) da partı́cula (“MDM orbital corrigido pela QED”),

onde µ⃗L = µL⃗ez (sendo µL = µz = −gµBml e g = gclássico = gorbital = 1) é o bem conhecido

MDM orbital (MDM associado ao movimento orbital [176]), n⃗ = (0,0,1) é um vetor unitário

(inserido por conveniência) e µB = e
2m0

é o magnéton de Bohr, respectivamente. Como podemos

ver em (3.58), o Hamiltoniano de Zeeman possui dois tipos de MDMs: o orbital e o anômalo

(ambos de origem distintas). Em particular, na ausência do espaço de fase NC (θ = η = 0) e

do MMA (a = 0), obtemos exatamente o Hamiltoniano de Schrödinger (usual) radial isotrópico

2D (EHQ polar) [112, 213, 435, 436].

A tı́tulo de informação, o efeito Zeeman foi descoberto por Pieter Zeeman em

1896 (prêmio Nobel de 1902 junto com Hendrik A. Lorentz) e é um fenômeno que se ma-
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nifesta quando um átomo (cujo spin resultante/total é nulo ou não-nulo) é colocado em um

campo magnético externo uniforme, onde os nı́veis de energia do(s) elétron(s) são desloca-

dos (divididos em subnı́veis de energia), em outras palavras, é o efeito da divisão de uma li-

nha espectral em vários componentes na presença de um campo magnético estático [14, 176].

Além disso, no caso do Hamiltoniano de Zeeman NC, dado por (3.58), o seu espectro (es-

pectro de Zeeman NC) é dado por: ENC
Zeeman = Em + Eml = µmB + 1

2ωNC
c ml (soma de dois

tipos de energia magnética: uma contı́nua e uma quantizada), onde vemos que a função do

MMA é aumentar os valores desse espectro. Em particular, na ausência do espaço de fase

NC (θ = η = 0) e do MMA (a = 0), obtemos exatamente o Hamiltoniano de Zeeman usual

(normal), dado por: HZeeman = −µ⃗L · B⃗ext =
e

2m0
L⃗ · B⃗ext , onde L⃗ · B⃗ext > 0 (Lz e Bz são pa-

ralelos) é a condição para a energia máxima, e L⃗ · B⃗ext < 0 (Lz e Bz são antiparalelos) é a

condição para a energia mı́nima [176, 436]. Além disso, vemos que se a restrição para τλ

não for obedecida (τλ > 0), então terı́amos apenas a energia magnética (anômala) como o

único autovalor do Hamiltoniano caso τλ = 0, onde terı́amos uma equação de autovalores

dada por: HS f̂ (ρ) = HZeeman f̂ (ρ) = Em f̂ (ρ), ou seja, terı́amos um “Hamiltoniano de Zeeman

anômalo” (não confundir com o verdadeiro Hamiltoniano de Zeeman anômalo, no qual leva em

consideração o spin do átomo).

Então, usando novamente a prescrição padrão, ou seja: E ≈ m0 + ε (com m0≫ ε ,

m0 ≫ Em e u = s = +1), mas agora em (3.32), obtemos o seguinte espectro não-relativı́stico

(nı́veis de Landau não-relativı́sticos) para o EHQNC com MMA no espaço Euclidiano

εn,ml = Etipo−OHQNC +ENC
Zeeman = Em +ω

NC
c

[
n+

1
2
+
|ml|+ml

2

]
, (3.60)

ou

εn,ml = Em +
ωNC

c
2
⟨Lz⟩, ⟨Lz⟩= 2

[
n+

1
2
+
|ml|+ml

2

]
, (3.61)

onde Etipo−OHQNC são os autovalores (espectro) de Htipo−OHQNC, ⟨LNC
z ⟩ é o valor esperado do

momento angular NC [161] e também usamos a seguinte relação: |m j− 1/2|+(m j + 1/2)→
|ml|+ml (m j = ml ± 1/2), algo consistente do ponto de vista não-relativı́stico, uma vez que

a partı́cula não tem spin e m j não deve mais aparecer explicitamente no espectro (somente

ml [176]). Então, notamos que o espectro (3.60) possui algumas semelhanças e diferenças

(mais semelhanças do que diferenças) com o caso relativı́stico (espectro (3.32)). Por exemplo,

semelhante ao caso relativı́stico, o espectro (3.60)

• só admite estados de energia positiva ou de partı́cula (εn,ml > 0);

• depende linearmente de Em, onde tal energia também tem a função de aumentar os valores

do espectro;
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• possui uma degenerescência finita (ml ≥ 0) ou infinita (ml < 0), onde ml ≥ 0 permite

obter o espectro máximo e ml < 0 o espectro mı́nimo;

• aumenta em função de n e ml (ml ≥ 0);

• não admite “estados de ressonância” (ωc ̸= ωθ e ωc ̸= ωη ), caso contrário, então ε = Em;

• permanece quantizado (discreto) mesmo na ausência do campo magnético (B = 0), cujo

espectro é dado por: εNC
n,ml

= η

m0

[
n+ 1

2 +
|ml |−ml

2

]
> 0 (é o limite não-relativı́stico de

(3.35)), onde dim[η/m0]= dim[energia cinética].

No entanto, diferentemente do caso relativı́stico, o espectro (3.60)

• não admite um estado fundamental independente de θ , η e ωc, ou seja, o fator 1
2 proı́be

isso (no caso relativı́stico admite isso dependendo da escolha da componente do spinor).

Agora, vamos comparar rapidamente o espectro (3.60) com outros trabalhos da

literatura. Então, verificamos que na ausência do espaço de fase NC (θ = η) e do MMA

(Em = 0), com ml ≥ 0 ou ml < 0, obtemos exatamente o espectro usual do EHQ não-relativı́stico

[111–113, 115, 213, 435, 437]. Já na ausência do MMA (Em = 0) com ml < 0, obtemos o es-

pectro do EHQ não-relativı́stico em um espaço NC (θ ̸= 0 e η = 0, com e→−e) [168] e em

um espaço de fase NC (θ ̸= 0 e η ̸= 0) [169]. Do exposto, vemos claramente que o nosso es-

pectro não-relativı́stico também generaliza vários casos particulares da literatura. Na tabela 6,

temos a condição para obter cada espectro particular (citados acima) bem como suas respectivas

referências.

Tabela 6: Espectros não-relativı́sticos particulares da literatura.
Condição Espectro Referências

θ = η = Em = 0 εn,ml = ωc

[
n+ 1

2 +
|ml |+ml

2

]
[111–113, 115, 213, 435–437]

η = Em = 0, ml < 0 εn = τωc
[
n+ 1

2

]
[168]

Em = 0, ml < 0 εn = ωNC
c
[
n+ 1

2

]
[169]

Agora, vamos obter a função de onda NC para os estados ligados não-relativı́sticos

do EHQNC. No entanto, esta função pode ser obtida de duas maneiras diferentes (mas equiva-

lentes), ou seja: resolvendo diretamente a Eq. (3.56), ou partindo diretamente da função (3.38).

Por simplicidade, escolhemos esta segunda opção. Então, usando as seguintes substituições

|γ+| → |ml|, C+→CS, (3.62)
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temos que

fS(ρ) =CS(m0Ω)
|ml |

2 ρ
|ml |e−

m0Ωρ2

2 L|ml |
n (m0Ωρ

2). (3.63)

Usando agora a seguinte condição de normalização (escrita em termos da variável

r = m0Ωρ2) [112, 437]∫
∞

0

∣∣ΨNC
S
∣∣2ρdρ =

C2
S

2m0Ω

∫
∞

0
r|ml |e−r

[
L|ml |

n (r)
]2

dr = 1, (3.64)

a constante de normalização CS ficará escrita como

CS =

√
2m0Ω

Γ(n+1)
Γ(n+ |ml|+1)

> 0. (3.65)

Portanto, a função de onda normalizada assume a seguinte forma

Ψ
NC
S (ρ,ϕ, t) =

√
(m0Ω)|ml |+1

π

Γ(n+1)
Γ(n+ |ml|+1)

ei(mlϕ−εt)
ρ
|ml |e−

m0Ωρ2

2 L|ml |
n (m0Ωρ

2), (3.66)

no qual deve satisfazer as seguintes condições de contorno para ser uma solução fisicamente

aceitável (análogo ao caso relativı́stico)

Ψ
NC
S (ρ → 0) = f inita≥ 0, Ψ

NC
S (ρ → ∞) = 0, (3.67)

e também a satisfaz a seguinte condição de periodicidade (também análogo ao caso relativı́stico)

Ψ
NC
S (ϕ±2π) = Ψ

NC
S (ϕ). (3.68)

Em particular, na ausência do espaço de fase NC (θ = η = 0), obtemos exatamente

a função de onda do EHQ não-relativı́stico encontrado na literatura [112, 436, 437].
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4 A EQUAÇÃO DE DIRAC NÃO-COMUTATIVA EM UM ESPAÇO-TEMPO
CURVO GENÉRICO (2+1)-DIMENSIONAL

Aqui, vamos introduzir a EDNC em um espaço-tempo curvo genérico em (2+1)-

dimensões. Para alcançar tal objetivo, vamos usar o formalismo das tetradas (da TRG), uma

vez que é um método bastante eficiente para introduzir férmions (ou campos fermiônicos) em

espaços-tempos curvos (campos gravitacionais) [400,438,439]. Então, em coordenadas polares

(ρ,ϕ, t), o elemento de linha para um espaço-tempo curvo genérico (“arbitrário”) pode ser

escrito pela seguinte expressão

ds2
genérico = gµν(x)dxµdxν = (Xdt +Y dϕ)2−dρ

2−Z2dϕ
2, (µ,ν = t,ρ,ϕ), (4.1)

onde os coeficientes X , Y e Z são funções somente da coordenada radial polar: X = X(ρ),

Y =Y (ρ) e Z = Z(ρ), e gµν(x) é o tensor métrico curvo (ou simplesmente métrica curva), cujo

inverso é dado gµν(x), onde ambos assumem a seguinte forma

gµν(x) =


X2 0 XY

0 −1 0

XY 0 Y 2−Z2

 , gµν(x) =


Z2−Y 2

X2Z2 0 Y
XZ2

0 −1 0
Y

XZ2 0 − 1
Z2

 , (4.2)

e satisfazem a relação de ortogonalidade, dada por: gµν(x)gµσ (x) = δ σ
ν , com δ σ

ν sendo o

delta de Kronecker (2+1)-dimensional e vale: δ σ
ν = 1 para σ = ν e δ σ

ν = 0 para σ ̸= ν , ou

compactamente, como: δ σ
ν=diag(1,1,1). Em particular, para dizer que um objeto em questão

depende do espaço-tempo curvo, escrevemos ele como uma função de x = xµ (é uma nomencla-

tura usada na literatura para poder diferenciar tal objeto no espaço-tempo plano usual, no qual

não é uma função de x). Além disso, como as métricas acima são não-diagonais (off-diagonais),

implica que o tempo não é mais ortogonal ao espaço (o referencial é não-ortogonal ao tempo).

Desse modo, com o elemento de linha dado pela expressão (4.1), precisamos agora

construir um quadro de referência local onde o observador vai ser colocado/posicionado (ou

seja, o referencial do laboratório). Consequentemente, é neste quadro (referencial) local que

podemos então definir as matrizes gama (ou o spinor) em um espaço-tempo curvo [389, 390,

400, 438,439]. Portanto, através do formalismo das tetradas (da TRG) é perfeitamente possı́vel

alcançar esse objetivo, onde tal formalismo afirma que um dado espaço-tempo curvo pode ser

introduzido ponto a ponto com um espaço-tempo plano através de objetos do tipo eµ
a(x) =

∂xµ

∂xa = ∂axµ (transforma as coordenadas locais/planas em coordenadas gerais/curvas), que são

chamadas de tetradas ou vierbeins (matrizes quadradas), e que junto com suas inversas, dadas

por ea
µ(x) = [eµ

a(x)]−1 = ∂xa

∂xµ = ∂µxa, obedecem as seguintes relações: θ̂ a = ea
µ(x)dxµ e
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dxµ = eµ
a(x)θ̂ a, onde θ̂ a = (θ̂ 0, θ̂ 1, θ̂ 2) é uma quantidade chamada de base não-coordenada,

no qual os ı́ndices Gregos é para o espaço-tempo curvo enquanto os ı́ndices Latinos é para o

espaço-tempo plano, respectivamente. Além disso, as tetradas e suas inversas também devem

obedecer as seguintes relações

ea
µ(x)e

µ

b(x) = δ
a

b, eµ
a(x)e

a
ν(x) = δ

µ

ν , (µ,ν = t,ρ,ϕ; a,b = 0,1,2), (4.3)

e

gµν(x) = ea
µ(x)e

b
ν(x)η̃ab, η̃ab = eµ

a(x)e
ν

b(x)gµν(x), (4.4)

onde η̃ab =diag(1,−1,−1) é a métrica de Minkowski (cartesiana) e δ a
b =diag(1,1,1). Então,

através do formalismo das tetradas, podemos reescrever o elemento de linha (4.1) em termos da

base não-coordenada da seguinte forma

ds2
genérico = gµν(x)dxµdxν = η̃abθ̂

a⊗ θ̂
b =

(
θ̂

0)2−
(
θ̂

1)2−
(
θ̂

2)2
, (a,b = 0,1,2), (4.5)

onde as componentes de θ̂ a(b) são escritas como

θ̂
0 = Xdt +Y dϕ, θ̂

1 = dρ, θ̂
2 = Zdϕ, (4.6)

sendo ⊗ o sı́mbolo para o produto de Kronecker ou produto tensorial [265]. Com isso, as

tetradas e suas inversas assumem a forma

eµ
a(x) =


1
X 0 − Y

XZ

0 1 0

0 0 1
Z

 , ea
µ(x) =


X 0 Y

0 1 0

0 0 Z

 . (4.7)

Como podemos ver claramente em (4.6), onde as componentes de θ̂ a(b) são funções

explı́citas da coordenada polar ρ , aqui, uma certa quantidade (ou parâmetro) com os ı́ndices

Latinos a,b,c, . . . não significa necessariamente que tal quantidade (ou parâmetro) tenha co-

ordenadas cartesianas (como já falamos anteriormente, tais ı́ndices servem para representar o

espaço-tempo plano, no qual pode conter as coordenadas cartesianas ou polares). Por exemplo,

tomando X = 1, Y = 0 e Z = ρ em (4.4), obtemos exatamente a métrica de Minkowski polar,

no qual é algo que não seria possı́vel caso η̃ab também fosse escrita em coordenadas polares.

Agora, podemos obter um dos objetos fundamentais da ED em espaços-tempos

curvos (sem torção), onde tal objeto é chamado de conexão de spin (um tensor antissimétrico

nos seus ı́ndices locais) [298, 438, 439], e é definido como segue

ωabµ(x) =−ωbaµ(x) = η̃acec
ν(x)

[
eσ

b(x)Γ
ν
µσ (x)+∂µeν

b(x)
]
, (4.8)

onde Γν
µσ (x) são os sı́mbolos de Christoffel do segundo tipo (um tensor simétrico), e escritos
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da seguinte forma

Γ
ν
µσ (x) = Γ

ν
σ µ(x) =

1
2

gνλ (x)
[
∂µgλσ (x)+∂σ gλ µ(x)−∂λ gµσ (x)

]
. (4.9)

e cujas componentes não-nulas são dadas por

Γ
t
tρ(x) = Γ

t
ρt(x) =

2Z2X ′+XYY ′−Y 2X ′

2XZ2 , (4.10)

Γ
t
ρϕ(x) = Γ

t
ϕρ(x) =

XY 2Y ′−Y 3X ′+XZ2Y ′+Y Z(ZX ′−2XZ′)
2X2Z2 , (4.11)

Γ
ρ

tt(x) = XX ′, (4.12)

Γ
ρ

tϕ(x) = Γ
ρ

ϕt(x) =
1
2
(Y X ′+XY ′), (4.13)

Γ
ρ

ϕϕ(x) = YY ′−ZZ′, (4.14)

Γ
ϕ

tρ(x) = Γ
ϕ

ρt(x) =
Y X ′−XY ′

2Z2 , (4.15)

Γ
ϕ

ρϕ(x) = Γ
ϕ

ϕρ(x) =
Y 2X ′−XYY ′+2XZZ′

2XZ2 , (4.16)

onde X ′ = dX
dρ

, Y ′ = dY
dρ

e Z′ = dZ
dρ

, respectivamente.

Consequentemente, as componentes não-nulas da conexão de spin são escritas como

ω01t(x) =−ω10t(x) =−X ′, (4.17)

ω12t(x) =−ω21t(x) =
XY ′−Y X ′

2Z
, (4.18)

ω02ρ(x) =−ω20ρ(x) =
XY ′−Y X ′

2XZ
, (4.19)

ω01ϕ(x) =−ω10ϕ(x) =−
XY ′+Y X ′

2X
, (4.20)

ω12ϕ(x) =−ω21ϕ(x) =
XYY ′−Y 2X ′

2XZ
−Z′. (4.21)

Daqui em diante, vamos concentrar nossa atenção na EDNC em um espaço-tempo

curvo genérico. Dessa forma, temos a seguinte ED tensorial com acoplamentos mı́nimo e não-

mı́nimo em um espaço-tempo curvo genérico (em coordenadas polares) [298,387,390,392,438]{
γ

µ(x)[Pµ(x)−qAµ(x)]+
µm

2
σ

µν(x)Fµν(x)−m0

}
ψC(ρ,ϕ, t) = 0, (µ,ν = t,ρ,ϕ), (4.22)

onde γµ(x) = eµ
a(x)γa são as matrizes gama curvas no qual satisfazem a relação de anti-

comutação da Álgebra de Clifford Covariante: {γµ(x),γν(x)}= 2gµν(x)I2×2, Pµ(x)= i∇µ(x)=

i[∂µ +Γµ(x)] é o operador momento curvo, ∇µ(x) é a derivada covariante, sendo ∂µ =(∂t ,∂ρ ,∂ϕ)

as derivadas parciais usuais (∂µ ̸= ec
µ(x)∂c), Γµ(x) =− i

4ωabµ(x)σab é a conexão spinorial (ou
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conexão afim do spinor), σ µν(x) = i
2 [γ

µ(x),γν(x)] é um tensor anti-simétrico curvo, Fµν(x) =

∂µAν(x)−∂νAµ(x) = ea
µ(x)e

b
ν(x)Fab é o tensor campo eletromagnético curvo, com Aµ(x) =

eb
µ(x)Ab sendo o potencial eletromagnético curvo (campo de gauge curvo) e ψC(ρ,ϕ, t) =

e
iϕΣ3

2 ΨD(ρ,ϕ, t) é o nosso espinor curvilı́neo, onde ΨD(ρ,ϕ, t) é o nosso spinor de Dirac origi-

nal [412,413]. Como vimos no primeiro cenário, este operador unitário (exponencial complexa)

aparece no spinor quando convertemos as matrizes gama curvilı́neas nas matrizes gama Carte-

sianas (aqui, basicamente já estão convertidas).

Em particular, o produto γµ(x)Aµ(x) é igual ao do primeiro cenário depois de feito a

transformação de similaridade (isso meio que explica porque aqui o operador unitário já aparece

explicitamente no spinor ψC), ou seja

γ
µ(x)Aµ(x) = eµ

a(x)e
b

µ(x)γ
aAb = δ

b
aγ

aAb = γ
aAa = γ

2A2 =−γ
2Aϕ =−1

2
Bργ

2, (4.23)

onde Aa = η̃abAb = (A0,A1,A2) = (0,0,−Aϕ). Portanto, aqui a componente A2 deve ser igual

a componente angular −Aϕ e não −Ay (o sinal negativo é por causa da assinatura da métrica),

caso contrário, o primeiro cenário em coordenadas polares não é recuperado. No entanto, como

veremos no próximo capı́tulo, sabendo a forma das tetradas e suas inversas, saberemos a forma

de γµ(x) e Aµ(x) separadamente, onde o produto de ambos vai (deve) gerá justamente o resul-

tado em (4.23). Além disso, o produto σ µν(x)Fµν(x) também é igual ao do primeiro cenário

(que não é afetado pela transformação de similaridade), ou seja

σ
µν(x)Fµν(x) = iγµ(x)γν(x)Fµν(x)

= i(eµ
a(x)e

c
µ(x))(e

ν
b(x)e

d
ν(x))γ

a
γ

bFcd

= i(δ c
a)(δ

d
b)γ

a
γ

bFcd

= σ
abFab, (4.24)

onde implica
µm

2
σ

µν(x)Fµν(x) =−2µmS⃗ · B⃗,
(

S⃗ =
1
2

Σ⃗

)
. (4.25)

Agora, vamos introduzir o espaço de fase NC na Eq. (4.22). Então, partindo do fato

de que é Aµ(x) dado por Aµ(x) = (0,Ai′(x)), onde Ai′(x) =−B
2 εi′ j′x j′(x), ou Ai′(x) = B

2 ε i′ j′x j′(x)

(i′, j′ = ρ,ϕ) [126], implica que podemos reescrever a Eq. (4.22) como{
γ

t(x)Pt(x)+ γ
i′(x)

[
Pi′(x)−

qB
2

ε
i′ j′x j′(x)

]
−2µmS⃗ · B⃗−m0

}
ψC(ρ,ϕ, t) = 0, (4.26)

ou em um espaço de fase NC, como{
γ

t(x)Pt(x)+ γ
i′(x)

[
PNC

i′ (x)− qB
2

ε
i′ j′xNC

j′ (x)
]
−2µmS⃗ · B⃗−m0

}
ψ

NC
C (ρ,ϕ, t) = 0. (4.27)
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.

No entanto, para obtermos a forma explı́cita da EDNC em um espaço-tempo curvo

genérico, precisamos escrever também os operadores xNC
µ e pNC

µ (ver (2.18) por favor) no

espaço-tempo curvo genérico (onde pµ → Pµ(x)). Para uma escolha conveniente, estes ope-

radores podem ser escritos da seguinte forma

PNC
µ (x) = Pµ(x)+

1
2

ηµνxν(x), xNC
µ (x) = xµ(x)−

1
2

θµνPν(x), (µ,ν = t, i′, j′, l′), (4.28)

ou melhor (NC apenas nas componentes espaciais)

PNC
i′ (x) = Pi′(x)+

1
2

ηεi′ j′x
j′(x), xNC

j′ (x) = x j′(x)−
1
2

θε j′l′P
l′(x). (4.29)

Consequentemente, a Eq. (4.27) torna-se{
γ

t(x)Pt(x)+ γ
i′(x) [τPi′(x)−qλAi′(x)]−2µmS⃗ · B⃗−m0

}
ψ

NC
C = 0, (4.30)

ou melhor[
iγ t(x)∂t + iτγ

ρ(x)∂ρ + iτγ
ϕ(x)∂ϕ −

λm0ωc

2
ργ

2−µmΣ
zB−m0

]
ψ

NC
C

+i[γ t(x)Γt(x)+ τγ
ρ(x)Γρ(x)+ τγ

ϕ(x)Γϕ(x)]ψNC
C = 0, (4.31)

onde τ = (1−m0ωcθ/4), λ = (1−η/m0ωc), ωc = eB/m0 > 0 (q =−e) e ψNC
C = ψNC

C (ρ,ϕ, t).

Além disso, usando as expressões (4.17)-(4.21), obtemos as seguintes componentes

(não-nulas) da conexão espinorial

Γt(x) =
(Y X ′−XY ′)γ1γ2 +2ZX ′γ0γ1

4Z
, (4.32)

Γρ(x) =
(Y X ′−XY ′)

4XZ
γ

0
γ

2, (4.33)

Γϕ(x) =
(Y 2X ′−XYY ′+2XZZ′)γ1γ2 +(X ′Y Z +XY ′Z)γ0γ1

4XZ
. (4.34)

Com respeito às matrizes gama curvas, também temos

γ
t(x) =

(Zγ0−Y γ2)

XZ
, (4.35)

γ
ρ(x) = γ

1, (4.36)

γ
ϕ(x) =

1
Z

γ
2. (4.37)

.

Portanto, usando as expressões (4.32)-(4.34) e (4.35)-(4.37), obtemos a seguinte
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contribuição da conexão spinorial (ou de spin) para a EDNC

[γ t(x)Γt(x)+ τγ
ρ(x)Γρ(x)+ τγ

ϕ(x)Γϕ(x)] =
(2τ−1)XY ′−Y X ′

4XZ
γ

0
γ

1
γ

2

+
(1− τ)(XYY ′−Y 2X ′)+2(τXZZ′+X ′Z2)

4XZ2 γ
1. (4.38)

Desse modo, substituindo então estas matrizes gama curvas e a contribuição da co-

nexão spinorial na Eq. (4.31), obtemos a seguinte EDNC em um espaço-tempo curvo genérico

em função de X , Y e Z (coeficientes do elemento de linha ou da métrica)[
i
(Zγ0−Y γ2)

XZ
∂t + iτγ

1
∂ρ + iτ

1
Z

γ
2
∂ϕ −

λm0ωc

2
ργ

2−µmΣ
3B−m0

]
ψ

NC
C

+

[
(1− τ)(XYY ′−Y 2X ′)+2(τXZZ′+X ′Z2)

4XZ2 iγ1 +
(2τ−1)XY ′−Y X ′

4XZ
iγ0

γ
1
γ

2
]

ψ
NC
C = 0.

(4.39)

Por outro lado, usando agora o ansatz padrão (3.17) para o spinor da Eq. (4.39),

obtemos a seguinte EDNC independente do tempo[
(Zγ0−Y γ2)

XZ
E + iτγ

1
∂ρ −

τm j

Z
γ

2− λm0ωc

2
ργ

2−Σ
3Em−m0

]
R(ρ)

+

[
(1− τ)(XYY ′−Y 2X ′)+2(τXZZ′+X ′Z2)

4XZ2 iγ1 +
(2τ−1)XY ′−Y X ′

4XZ
γ

0
Σ

3
]

R(ρ) = 0,

(4.40)

onde R(ρ)≡ ( f+(ρ), i f−(ρ))T , sendo Σ3 = iγ1γ2 e Em = µmB (como já vimos antes). Portanto,

é a partir da Eq. (4.40) que poderemos então modelar os dois últimos cenários deste trabalho.
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5 A EQUAÇÃO DE DIRAC NÃO-COMUTATIVA NO ESPAÇO-TEMPO DA
CORDA CÓSMICA GIRANTE (2+1)-DIMENSIONAL

Em coordenadas polares (ρ,ϕ, t), o elemento de linha (“métrica cônica”) da CC

girante pode ser escrito pela seguinte expressão [316–322]

ds2
CC = (dt +βdϕ)2−dρ

2−α
2
ρ

2dϕ
2, (ϕCC = αϕ; 0≤ ϕCC < 2π), (5.1)

onde o tensor (de curvatura) de Riemann para tal defeito cósmico é dado por

Rρϕ

ρϕ = Rρ

ρ = Rϕ

ϕ = 2π

(
1−α

α

)
δ

2(⃗r), (5.2)

sendo α = 1− 4M̄ (0 < α ≤ 1) o parâmetro topológico ou de curvatura (curvatura localizada

no eixo de simetria da CC, que é o eixo-z), β = 4J̄ (0 ≤ β < ∞) é o parâmetro rotacional ou

de rotação (“raio” da CC) e δ 2(⃗r) é a “função” delta de Dirac bidimensional (no espaço-tempo

plano). Em particular, para α → 1 (M̄→ 0), implica automaticamente em β → 0, ou seja, na

ausência (ou bem longe) da CC. No entanto, para β → 0, não implica em α → 1, mas sim no

elemento de linha de uma CC estática, usual ou sem spin (modelado somente por α). Então,

com respeito à origem do parâmetro α , tal parâmetro surge porque a presença de um CC intro-

duz (induz) um déficit angular no espaço-tempo de Minkowski (“corta o espaço-tempo plano

na forma de uma cunha”), dado por: ∆ϕ = ϕtotal−ϕCC = 2π(1−α) = 8πGM̄ ≥ 0. Portanto,

do ponto de vista geométrico, o espaço-tempo da CC às vezes é chamado de espaço-tempo

de Minkowski com uma curvatura cônica ou tipo-cunha (ou com uma singularidade cônica).

Agora, com respeito à origem do parâmetro β , tal parâmetro surge devido ao tensor energia-

momento não-nulo para uma solução de “Kerr 3D” [320, 336] e, portanto, podemos definir J̄

como: J̄ = 1
2εi jJ̄i j = 1

2εi j
∫

d2x(xiT 0 j− x jT 0i) ≥ 0 [322, 336]. Além disso, para evitarmos as

CTCs (ou violação da causalidade), aqui consideramos que ρ > β/α ou (α2ρ2−β 2)> 0 [318].

Na Fig. 9, é mostrado a representação do espaço-tempo da CC girante (linha verde),

onde J⃗CC é seu momento angular e a dimensão tempo (eixo-ct) foi omitida por de questão de

visualização (impossı́vel ver quatro dimensões em uma imagem bidimensional) [343, 440]. Na

Fig. 9-(a), vemos que o espaço-tempo ao redor da CC é geometricamente cônico, ou seja, é

como se uma pequena cunha fosse removida de uma folha circular plana (ou disco plano) e as

bordas fossem unidas posteriormente. Já na Fig. 9-(b), vemos que a CC pode formar uma lente

gravitacional, que por sua vez pode criar imagens duplas de objetos distantes atrás da CC.

Na Fig. 10, é mostrado a representação de um grafeno cônico (desclinado) ou cone

de grafeno, ou seja, uma desclinação (2D) feito a base de grafeno, onde é mostrado também de

forma simplificada a formação de tal defeito (via processo de Volterra de “cortar e colar”) e o
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Figura 9 – Representação do espaço-tempo da corda cósmica girante.

Fonte: Adaptado das Refs. [343, 440].

sistema de coordenadas polares foi convertido em um cone tridimensional no sistema de coor-

denadas cartesianas [375, 376, 380, 381, 441–444]. É importante mencionar quem em 2D, uma

desclinação é um defeito pontual, enquanto que em 3D, é um defeito linear. Então, na Fig. 10-

(a) é mostrado uma folha (camada) plana de grafeno (curvatura nula) no qual foi removida (“cor-

tada”) uma cunha de 60º (∆ϕ = 60º) de déficit angular (ou ângulo de Frank ou de desclinação,

como também são chamados). Já na Fig. 10-(b), é mostrado a vista lateral do grafeno cônico

no qual suas bordas foram conectadas (“coladas”), enquanto que na Fig. 10-(c), é mostrado o

seu topo (vértice) saindo da página. Além disso, de acordo com [375, 376, 444], para o grafeno

cônico devemos ter α = 1−θ > 0, onde o déficit de ângulo é dado por ∆ϕ = 2π(1−α) = 2πθ

e o parâmetro θ > 0 assume apenas valores discretos por causa da simetria da rede do gra-

feno. Já de acordo com a Ref. [361], para defeitos lineares em outros materiais, por exemplo,

desclinações em critais lı́quidos, temos α = 1+m/2π > 0, onde a constante m é igual ao ângulo

da cunha: para −2π < m < 0 (0 < α < 1) o ângulo é cortado ou retirado (defeito cônico); para

0 < m < ∞ (0 < α < ∞) o ângulo é adicionado ao plano (defeito anti-cônico ou com curvatura

negativa); e para m = 0 (α = 1) corresponde à ausência de desclinação (curvatura nula).

Figura 10 – Representação de um grafeno cônico (ou cone de grafeno).

Fonte: Adaptado das Refs. [375, 376, 380, 381, 442–444].
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Já na Fig. 11, é mostrado quatro diferentes cones de grafeno, onde na Fig. 11-(a) é

mostrado seus respectivos déficits angulares, dados por: dθ = 60º, 120º, 180º e 240º, enquanto

que na Fig. 11-(b) é mostrado seus respectivos ângulos de vértice: 112.9º, 83.6º, 60º e 38.9º,

onde tais ângulos são obtidos por meio da equação 2sin−1(1−dθ/360º) [441].

Figura 11 – Representação para quatro diferentes cones de grafeno.

Fonte: Ref. [441].

Portanto, comparando (5.1) com (4.1), obtemos os seguintes coeficientes

X = 1, Y = β , Z = αρ, (5.3)

e substituindo em (4.40), obtemos a seguinte EDNC no espaço-tempo da CC girante (R→ R̂)[
γ

0E + iτγ
1
(

∂ρ +
1

2ρ

)
− γ

2
(

τm j +βE
αρ

+
λm0ωc

2
ρ

)
−Σ

3Em−m0

]
R̂(ρ) = 0. (5.4)
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É interessante mencionar aqui que por meio do coeficiente Z = αρ (agora bem

definido), podemos então obter γϕ(x) e Aϕ(x), ou seja

γ
ϕ(x) = eϕ

2 (x)γ
2 =

1
αρ

γ
2, (5.5)

e

Aµ(x) = (0,Aϕ(x),0) = (0,e2
ϕ(x)A2,0) =

(
0,−1

2
αBρ

2,0
)
, (5.6)

onde o produto de ambos é dado por (como esperado)

γ
ϕ(x)Aϕ(x) =

(
1

αρ
γ

2
)(
−1

2
αBρ

2
)
=−1

2
Bργ

2. (5.7)

Em outras palavras, o potencial Aϕ(x) está de acordo com a literatura [317–319].

Por outro lado, em termos das matrizes de Pauli, podemos reescrever a Eq. (5.4) na seguinte

equação de autovalores

HCCR̂(ρ) = ER̂(ρ), (5.8)

onde o Hamiltoniano de Dirac curvo HCC é dado por

HCC =

[
iτσ1

(
∂ρ +

1
2ρ

)
− sσ2

(
τm j +βE

αρ
+

λm0ωc

2
ρ

)
+Em +σ3m0

]
. (5.9)

Como podemos ver na equação acima, ambos os parâmetros α e β possuem a

função de modificar (“deslocar”) o momento angular total do férmion (assim como ocorre no

efeito Aharonov-Bohm onde a partı́cula carregada “sente” o fluxo magnético de forma indireta

[176,318,390], ou no efeito Aharonov-Casher onde a partı́cula neutra “sente” à ação do campo

elétrico externo [392]). Ou seja, aqui, tanto a curvatura quanto a rotação da CC modifica o mo-

mento angular total do férmion e, portanto, podemos dizer agora que o momento angular total

do férmion será M j = (τm j +βE)/α , onde Jz é reescrito como JCC
z =−i(τ∂ϕ −β∂t)/α [321].

Agora, temos que obter a partir de (5.8) uma equação diferencial de segunda ordem

para as componentes do spinor. Análogo ao cenário anterior, isto é feito “separando” primeiro

a Eq. (5.8) em um conjunto de duas equações diferenciais de primeira ordem acopladas. Então,

sabendo que R̂(ρ) = ( f̂+(ρ), i f̂−(ρ))T , implica que estas duas equações acopladas são escritas

da seguinte forma

(m0 +EmB−E)
τ

f̂+(ρ) =
[

d
dρ

+ sm0Ωρ +
s
ρ

(
m̂ j +

s
2

)]
f̂−(ρ), (5.10)

(m0−EmB+E)
τ

f̂−(ρ) =
[

d
dρ
− sm0Ωρ− s

ρ

(
m̂ j−

s
2

)]
f̂+(ρ), (5.11)

onde m̂ j ≡ 1
α
(m j +

βE
τ
) ̸= 0 (E = Eelétron > 0 e E = Epósitron > 0) e Ω = λωc

2τ
> 0.

Portanto, substituindo (5.11) em (5.10), e depois (5.10) em (5.11), obtemos como



65

resultado a seguinte equação diferencial de segunda ordem para o EHQNC com MMA no

espaço-tempo da CC girante[
d2

dρ2 +
1
ρ

d
dρ
− γ̂2

u
ρ2 − (m0Ωρ)2 + Êu

]
f̂u(ρ) = 0, (u =±1), (5.12)

onde definimos

γ̂u ≡
(

m̂ j−
su
2

)
, Êu ≡

(E−Em)
2−m2

0
τ2 −2m0Ω

(
m̂ j +

su
2

)
. (5.13)

Em particular, na ausência da CC girante (α = 1 e β = 0) obtemos exatamente a

EDNC no espaço-tempo de Minkowski, dada por (3.24).

5.1 Soluções de Estado Ligado: Spinor de Dirac e o Espectro Relativı́stico

Para resolver analiticamente a Eq. (5.12), podemos seguir todo o procedimento

feito no cenário anterior (via mudança de variável e comportamento assintótico). No entanto,

devido à semelhança desta equação com a Eq. (3.24), basta simplesmente substituir m j por

m̂ j (um “mapeamento”) nos resultados do cenário anterior para obter (facilmente) o espectro

do segundo cenário (no caso do spinor temos uma sutileza adicional, ou seja, não basta apenas

substituir m j por m̂ j). Desse modo, usando a condição de quantização do caso anterior, dada

por: |γu|+1
2 − Eu

4m0Ω
=−n (n = 0,1,2, . . .), então nossa nova condição de quantização torna-se

|γ̂u|+1
2
− Êu

4m0Ω
=−n, (5.14)

onde temos a seguinte equação polinomial do segundo grau para a energia total relativı́stica E

E2−(2Em)E−
m0τλωc

α

[∣∣∣L+
βE
τ

∣∣∣+(L+
βE
τ

)]
−
[
−E2

m +m2
0 +m0τλωc(2n+1+ su)

]
= 0,

(5.15)

com L= L(α)≡m j− suα

2 =m j−uαms ̸= 0 sendo um “número quântico magnético topológico”

(pois depende de α).

Portanto, resolvendo a equação polinomial (5.15) para L > 0 e L < 0 (aqui, adota-

mos por simplicidade que τ > 0 e λ > 0), obtemos o seguinte espectro relativı́stico (nı́veis de

Landau relativı́sticos) para o EHQNC com MMA no espaço-tempo da CC girante

Eκ
n,L,s,u = [Em +Eα ]+κ

√
[Em +Eα ]

2−E2
m +m2

0 +2m0τλωcNα , (5.16)

onde

Eα ≡ m0ωcλβ

(
|L|+L
2αL

)
≥ 0, Nα ≡

(
n+

(1+ su)
2

+
|L|+L

2α

)
≥ 0, (5.17)

sendo κ = ±1 o parâmetro de energia (partı́cula/antipartı́cula), Nα é um “número quântico
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efetivo topológico” (pois depende de todos os outros e também de α) e Eα é um tipo de “energia

magnética topológica”, ou simplesmente, “energia topológica” (surge devido ao “acoplamento”

entre o campo magnético e o spin da CC, dado por β⃗ · ω⃗c). Por exemplo, para uma CC estática

(β = 0) ou na ausência de campo magnético (B = 0), ou mesmo para L < 0, tal energia é

completamente inexistente (não há mais o “acoplamento”). Em particular, na ausência da CC

girante (α = 1 e β = 0), obtemos exatamente o espectro relativı́stico do EHQNC no espaço-

tempo de Minkowski, dado por (3.32). Porém, diferentemente de (3.32), aqui o espectro não

uma função linear da energia magnética Em uma vez que tal quantidade se encontra dentro e

fora da raiz quadrada. Consequentemente, não é possı́vel saber de antemão qual a contribuição

desta energia (ou do MMA) no espectro como um todo somente olhando a “cara” do espectro,

ou seja, aqui não é trivial concluir como Em afeta o espectro da partı́cula e antipartı́cula sem

antes fazer uma análise gráfica do comportamento de tal espectro em função de B (veremos isso

em breve). Então, analisando o espectro (5.16), vemos que ele se comporta de forma diferente

dependendo dos valores de L. De fato, temos duas possı́veis configurações para o espectro

dependendo dos valores de L, conforme mostrado na Tabela 7.

Tabela 7: Espectros de energia para a partı́cula e antipartı́cula no espaço-tempo da CC girante.
Configuração L Espectro de Energia Eκ

n,L,s,u

1 L > 0 Eκ
n,L = [Em +Eα ]+κ

√
[Em +Eα ]2−E2

m +m2
0 +2m0τλωcN+

2 L < 0 Eκ
n,s,u = Em +κ

√
m2

0 +2m0τλωcN−

De acordo com a Tabela 7, vemos que para L > 0 o espectro (máximo possı́vel)

depende de ambos os parâmetros α e β , onde N+ =
(
n+ 1

2 +
m j
α

)
> 0 e, portanto, vemos que o

espectro também é independente do spin s (e de u), ou seja, análogo ao primeiro cenário para

m j > 0. Portanto, como m j > 0, implica que a partı́cula “orbita” paralelamente à rotação da

corda, ou seja, Jz e β são paralelos (Jz ∥ β sobre o eixo-z positivo) [317]. Além disso, devido

à presença do parâmetro α (não de β ), a degenerescência do espectro é quebrada (“não é bem

definida”), ou seja, a curvatura cônica da CC quebra a degenerescência (ou os estados degene-

rados) dos nı́veis de Landau [445]. Em particular, isso se deve ao fato de que não podemos mais

construir um terceiro número quântico (inteiro e positivo) a partir de n e m j uma vez que L/α

não é um inteiro [427, 445]. Já para L < 0 (Jz e β são antiparalelos, ou seja, Jz ⊥ β ), o espectro

(mı́nimo possı́vel) não depende nem de α e nem de β , onde N−=
(

n+ (1+su)
2

)
≥ 0. Neste caso,

é como se o EHQNC “vivesse literalmente no espaço-tempo de Minkowski”, ou seja, reduzido

exatamente ao primeiro cenário, como mostrados na Tabela (2) para m j < 0 (configs. 3 e 4).
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Por outro lado, comparando o espectro (5.16) com a literatura para θ = η = Em =

β = m0 = 0, obtemos um espectro parecido com o espectro do grafeno cônico [424]. De fato,

não é exatamente igual porque antes terı́amos que fazer uma “correção” na ED (na verdade

adaptar para o grafeno), ou seja, incluir um termo (campo) de gauge não-abeliano dado por

−Ωµ

ρ
, onde Ωµ = (0,0,−Ωϕ) sendo Ωϕ =±3

2(α−1).

Agora, vamos analisar o comportamento do espectro (5.16) em função do campo

magnético B e dos parâmetros α e β para diferentes valores de n (com m j > 0 fixo). Desta

forma, considerando o espectro máximo (config. 1) da Tabela 7, temos a Fig. 12, onde mos-

tra o comportamento das energias da partı́cula em função do campo magnético para o estado

fundamental (n = 0) e os dois primeiros estados excitados (n = 1,2), com e sem a presença da

energia magnética Em, no qual usamos m0 = e = θ = η = β = 1, m j = 1/2 e α = 1/2, sendo o

campo dado por 1 < B < 4.

Figura 12: Gráfico de E+
n (B) versus B para três diferentes valores de n com Em ̸= 0 (a = 1) e

Em = 0 (a = 0).

Então, de acordo com Fig. 12, vemos que as energias aumentam com o aumento de

n (como deve ser), são sempre maiores para Em ̸= 0 (a função do MMA é aumentar as energias)

e também sempre aumentam (“linearmente”) em função de B (∆E(B)> 0). No entanto, compa-

rando o primeiro cenário com o segundo (Figs. 1 e 12), verificamos que as energias da partı́cula

com os maiores valores são para o segundo cenário. Já na Fig. 13, vemos que as energias da an-

tipartı́cula aumentam com o aumento de n (como deve ser) e praticamente diminuem em função

de B (∆E(B) < 0), onde as energias para Em = 0 são quase “nulas” em B ≈ 4 (0 < |E−n | ≪ 1),

ou seja, a energia magnética é quase igual à energia quantizada (“energia da raı́z quadrada”).

Além disso, diferentemente do primeiro cenário, aqui as energias da antipartı́cula são maiores
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na presença do MMA (Em ̸= 0), ou seja, aqui a função do MMA também é aumentar as ener-

gias. Agora, comparando o primeiro cenário com o segundo (Figs. 2 e 13), verificamos que as

energias da antipartı́cula com os maiores valores também são para o segundo cenário.

Figura 13: Gráfico de |E−n (B)| versus B para três diferentes valores de n com Em ̸= 0 (a = 1) e
Em = 0 (a = 0).

Agora, vamos analisar o comportamento do espectro em função dos parâmetros α

e β para diferentes valores de n (com m j fixo). Portanto, temos a Fig. 14, onde mostra o com-

portamento das energias da partı́cula e antipartı́cula em função de α para o estado fundamental

(n = 0), o segundo estado excitado (n = 2) e o quarto estado excitado (n = 4), no qual usamos

m0 = e = a = B = β = 1, θ = 3 (τ > 0), η = 1/2 (λ > 0) e m j = 1/2. De acordo com esta

Figura, vemos que as energias aumentam com o aumento de n (como deve ser), porém, são

praticamente iguais (∆En ≈ 0) para α ≤ 0.2 (partı́cula) e α ≤ 0.1 (antipartı́cula). Além disso,

as energias podem aumentar ou diminuir enquanto α diminui (um aumento da curvatura), ou

seja, a função de α é aumentar as energias da partı́cula e diminuir as da antipartı́cula, onde as

energias da partı́cula são sempre muito maiores que as da antipartı́cula (E+≫ |E−|). Porém,

diferentemente da antipartı́cula, onde a energia tende à zero no limite α → 0 (“curvatura infi-

nita”), no caso da partı́cula a energia tende ao “infinito” neste limite e, portanto, a influência de

α é muito mais significativa no caso da partı́cula.

Já na Fig. 15, é mostrado o comportamento das energias da partı́cula e antipartı́cula

em função de β para o estado fundamental (n = 0), o segundo estado excitado (n = 2) e o

quarto estado excitado (n = 4), onde usamos m0 = e = a = B = 1, θ = 3 (τ > 0), η = 1/2

(λ > 0), m j = 1/2 e α = 1/2. De acordo com esta Figura, vemos que as energias da partı́cula e

antipartı́cula aumentam com o aumento de n (como deve ser), onde as energias da partı́cula são
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Figura 14: Gráfico de |Eκ
n (α)| versus α para três diferentes valores de n.

muito maiores, porém, a função de β é aumentar as energias da partı́cula (temos E → ∞ para

β → ∞) e diminuir as da antipartı́cula (temos E → 0 para β → ∞). Dessa forma, quanto mais

rápido a CC girar, maiores são as energias da partı́cula e menores as da antipartı́cula.

Figura 15: Gráfico de |Eκ
n (β )| versus β para três diferentes valores de n.

Agora, vamos obter a forma do spinor de Dirac NC (spinor curvo inercial) para os

estados ligados relativı́sticos do EHQNC (e depois analisar rapidamente a densidade de proba-

bilidade). No entanto, diferentemente do espectro de energia, aqui não basta apenas substituir γu

por γ̂u em (3.52) para então obter o spinor de Dirac para o segundo cenário porque aqui temos

uma sutileza (detalhe) adicional devido ao espaço-tempo curvo. Por outro lado, no caso das
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componentes spinoriais isso pode ser feito tranquilamente, onde tais componentes são dadas

como segue (fizemos γu→ γ̂u e Cu→ Ĉu em (3.38))

f̂u(ρ) = Ĉu(m0Ω)
|γ̂u|

2 ρ
|γ̂u|e−

m0Ωρ2

2 L|γ̂u|
n (m0Ωρ

2). (5.18)

Aqui, a condição de normalização deve ser modificada por um fator dado por
√
−g=√

−det(gµν)= det(ea
µ)=XZ [373,438,439,446]. Para ser mais especı́fico, o elemento de área

na integral da condição de normalização deve ser substituı́do por um elemento de área em um

espaço-tempo curvo, no qual é dado por dA=
√
−gdρ (em coordenadas polares). Então, usando

a métrica (4.2) e os coeficientes (5.3), o elemento de área toma a forma dA = αρdρ (α é um

“fator de correção” ao passar do plano para o curvo e, portanto, caso curvo = α× caso plano).

Dessa forma, a condição de normalização (3.44) deve ser reescrita como

α

∫
∞

0

[
f̂ 2
+(ρ)+ f̂ 2

−(ρ)
]

ρdρ = 1, (5.19)

ou em termos da variável r (r = m0Ωρ2), como

α

2m0Ω

∫
∞

0

[
f̂ 2
+(r)+ f̂ 2

−(r)
]

dr = 1, (5.20)

ou ainda
α

2m0Ω

∫
∞

0

[
Ĉ2
+r|γ̂+|e−r

[
L|γ̂+|n (r)

]2
+Ĉ2

−r|γ̂−|e−r
[
L|γ̂−|n (r)

]2
]

dr = 1. (5.21)

Portanto, usando as relações (3.49) e (3.50) em (5.21), temos as seguintes constantes

de normalização para o segundo cenário

Ĉ± =CCC
± =

√
m0Ω

α

Γ(n+1)
Γ(n+ |γ̂±|+1)

> 0. (5.22)

Desse modo, podemos obter então a partir de (3.52) o spinor de Dirac normalizado

no espaço-tempo da CC girante, no qual é dado por

Ψ̂
NC
D (ρ,ϕ, t) = e−iEt


√

(m0Ω)|γ̂+|+1

2πα

Γ(n+1)
Γ(n+|γ̂+|+1)e

iγ+ϕρ |γ̂+|e−
m0Ωρ2

2 L|γ̂+|n (m0Ωρ2)

i

√
(m0Ω)|γ̂−|+1

2πα

Γ(n+1)
Γ(n+|γ̂−|+1)e

iγ−ϕρ |γ̂−|e−
m0Ωρ2

2 L|γ̂−|n (m0Ωρ2)

 , (5.23)

ou ainda (inserindo a parte temporal em cada componente spinorial [176])

Ψ̂
NC
D (ρ,ϕ, t) =


√

(m0Ω)|γ̂+|+1

2πα

Γ(n+1)
Γ(n+|γ̂+|+1)e

i(γ+ϕ−E+t)ρ |γ̂+|e−
m0Ωρ2

2 L|γ̂+|n (m0Ωρ2)

i

√
(m0Ω)|γ̂−|+1

2πα

Γ(n+1)
Γ(n+|γ̂−|+1)e

i(γ−ϕ−E−t)ρ |γ̂−|e−
m0Ωρ2

2 L|γ̂−|n (m0Ωρ2)

 , (5.24)

onde deve satisfazer as seguintes condições de contorno para ser uma solução fisicamente



71

aceitável

Ψ̂
NC
D (ρ → 0) = Ψ̂

NC
D (ρ → ∞) = 0, (5.25)

com γ̂u = (m j/α − su/2+ βEu/ατ) ̸= 0. Em particular, na ausência da CC girante (α = 1

e β = 0) obtemos exatamente o spinor de Dirac no espaço-tempo de Minkowski, dado por

(3.52). No entanto, diferentemente da densidade de probabilidade gerada pelo spinor (3.52),

aqui sempre teremos uma densidade de probabilidade nula na origem uma vez que |γ̂u|> 0.

Agora, vamos discutir rapidamente o comportamento da densidade de probabilidade

para diferentes valores de n, m j (m j > 0), B, α e β . Então, como a expressão para a densidade

de probabilidade é dada da seguinte forma

P̂(ρ) = P̂n,m j(ρ) = (Ψ̂NC
D )†

Ψ̂
NC
D =

1
2π

R̂†(ρ)R̂(ρ) =
1

2π
[ f̂ 2
+(ρ)+ f̂ 2

−(ρ)], (5.26)

implica que

P̂(ρ) =
(m0Ω)|γ̂+|+1

2πα

Γ(n+1)
Γ(n+ |γ̂+|+1)

ρ
2|γ̂+|e−m0Ωρ2

[
L|γ̂+|n (m0Ωρ

2)
]2

+
(m0Ω)|γ̂−|+1

2πα

Γ(n+1)
Γ(n+ |γ̂−|+1)

ρ
2|γ̂−|e−m0Ωρ2

[
L|γ̂−|n (m0Ωρ

2)
]2
. (5.27)

No entanto, diferentemente da densidade de probabilidade do cenário anterior, aqui

tal quantidade depende também do espectro relativı́stico Eu e, consequentemente, a expressão

para P̂(ρ) pode depender ou não dos valores do parâmetros s e u, ou seja, para L > 0 temos

P̂(ρ)|s,u=+1 = P̂(ρ)|s,u=−1 e para L < 0 temos P̂(ρ)|s,u=+1 ̸= P̂(ρ)|s,u=−1, respectivamente.

Então, vamos usar como base as informações que foram usadas para construir o gráfico da Fig.

12, ou seja, que m0 = e= a= θ =η = β = s= 1, m j = 1/2, α = 1/2 e B= 1.25, com E =E+>

0 e Em > 0. Em particular, esse valor do campo magnético permite que τ ≈ 0.7> 0 e λ = 0.2> 0

(exigimos valores maiores que zero) e que o valor da energia seja “facilmente” identificado no

gráfico, no qual é dado por E = E0 ≈ E1 ≈ E2 ≈ 4 (aqui o espectro não depende de u). Com

isso, obtemos a Fig. 16, onde mostra o comportamento da densidade de probabilidade para o

estado fundamental (n = 0) e os dois primeiros estados excitados (n = 1,2) para m j = 1/2,3/2.

De acordo com a Fig. 16, vemos que a densidade de probabilidade (picos máxs.)

diminui com o aumento de n, onde para n = 0 há um pico máximo em ρ = 8 (ou seja, uma

gaussiana centrada em ρ = 8), para n = 1 há dois picos máximos: em ρ ≈ 7 e ρ ≈ 10, e para

n = 2 há três picos máximos: em ρ ≈ 6, ρ ≈ 8 e ρ ≈ 11, com P̂n=0 > P̂n=1 > P̂n=2. No entanto,

comparando 16-(a) com 16-(b), vemos também que a densidade de probabilidade diminui à

medida que m j aumenta, onde os picos máximos diminuem com n crescente. Por outro lado,

vemos também que, diferentemente da Fig. 5-(a), aqui há uma densidade de probabilidade nula
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Figura 16: Gráfico de P̂(ρ) versus ρ para três diferentes valores de n com m j = 1/2 (a) e
m j = 3/2 (b).

na origem, mesmo para m j = 1/2. De fato, isso acontece porque aqui este valor de m j não é mais

equivalente à ml = 0, como acontece no cenário anterior. Aqui, o parâmetro α não permite que

m j−α/2 (em L ou em γ̂u) seja igual à ml = 0 (somente para α = 1 que isso é possı́vel). Portanto,

essa densidade de probabilidade nula na origem é uma consequência direta do parâmetro α (ou

de β , embora este só exista por causa de α) e, que, por sua vez, satisfaz as condições de contorno

(spinor nulo na origem e no infinito), dadas por (5.25). Agora, comparando o primeiro cenário

com o segundo (Figs. 5 e 16), vemos claramente que a densidade de probabilidade é maior para

o primeiro cenário.

Na Fig. 17, é mostrado o comportamento da densidade de probabilidade para quatro

diferentes valores de campo magnético (1 < B < 4), onde usamos m0 = e = a = θ = η = β =
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s = 1, n = 0, m j = 1/2 e α = 1/2 (ou seja, as mesmas informações usadas na Fig. 11). De

acordo com esta Figura, vemos que a densidade de probabilidade (picos máxs.) aumenta à

medida que B aumenta (P̂B=2.50 > P̂B=2.00 > P̂B=1.50 > P̂B=1.15), onde seus valores tendem a se

concentrar cada vez mais em ρ ≈ 5 (formando então uma “delta de Dirac”) ou mais perto da

origem. Agora, comparando o primeiro cenário com o segundo (Figs. 6 e 17), vemos claramente

que a densidade de probabilidade também é maior para o primeiro cenário.

Figura 17: Gráfico de P̂(ρ) versus ρ para quatro diferentes valores de B.

Na Fig. 18, é mostrado o comportamento da densidade de probabilidade para quatro

diferentes valores do parâmetro α , onde usamos m0 = e = a = B = β = s = 1, θ = 3, η =

1/2, n = 0 e m j = 1/2 (ou seja, as mesmas informações usadas na Fig. 14). De acordo com

esta Figura, vemos que a densidade de probabilidade (picos máxs.) aumenta à medida que α

diminui, ou seja, com o aumento da curvatura da CC (P̂α=0.4 > P̂α=0.6 > P̂α=0.8 > P̂α=1.0),

onde seus valores tendem a se afastar cada vez mais da origem. Já na Fig. 19, é mostrado o

comportamento da densidade de probabilidade para quatro diferentes valores do parâmetro β ,

onde usamos m0 = e = a = B = s = 1, θ = 3, η = 1/2, n = 0, m j = 1/2 e α = 1/2 (ou seja, as

mesmas informações usadas na Fig. 15). De acordo com esta Figura, vemos que a densidade

de probabilidade (picos máxs.) diminui à medida que β aumenta, ou seja, com o aumento da

rotação da CC (P̂β=0.0 > P̂β=0.1 > P̂β=0.3 > P̂β=0.5), onde seus valores também tendem a se

afastar cada vez mais da origem.
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Figura 18: Gráfico de P̂(ρ) versus ρ para quatro diferentes valores de α .

5.2 Limite não-relativı́stico

Para analisar o limite não-relativı́stico de nossos resultados e, em especial, o espec-

tro relativı́stico, é necessário considerar a mesma prescrição padrão do cenário anterior com

uma condição adicional, ou seja: E ≈ m0 + ε , onde m0 ≫ ε , m0 ≫ Em e m0 ≫ Eα . Então,

usando esta prescrição no espectro (5.16), obtemos o seguinte espectro não-relativı́stico (nı́veis

de Landau não-relativı́sticos) para o EHQNC com MMA no espaço-tempo da CC girante

εn,L,s,u = Em +Eα + τλωcNα , (5.28)

onde

Eα = m0ωcλβ

(
|L|+L
2αL

)
, Nα =

(
n+

(1+ su)
2

+
|L|+L

2α

)
, L = m j−

suα

2
= m j−uαms.

(5.29)

Como vemos em (5.28), ou melhor, em L, o espectro não-relativı́stico também de-

pende do número quântico magnético total m j = ±1/2,±3/2, . . ., implicando assim que tal

espectro também é para uma partı́cula com spin-1/2 (ms = s/2). Portanto, aqui, a equação de

movimento (equação de onda não-relativı́stica) que descreve o EHQNC no espaço-tempo da CC

girante deve ser uma equação tipo-Pauli (mas não tecnicamente Pauli). De fato, não temos uma

ES porque não há como formar um inteiro a partir do número quântico L (α “atrapalha” esse

objetivo), em outras palavras, não tem como o número quântico ml aparecer aqui uma vez que α

não “permite” isso (L ̸= ml = 0,±1,±2, . . .). No entanto, mesmo se conseguı́ssemos obter um

inteiro (o que não é o caso), ainda assim não poderı́amos obter uma ES devido à presença do es-
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Figura 19: Gráfico de P̂(ρ) versus ρ para quatro diferentes valores de β .

pectro relativı́stico E em m̂ j =
1
α
(m j+

βE
τ
), ou seja, não basta simplesmente chamar E ≈m0+ε

para tomar o limite não-relativı́stico da Eq. (5.12). Em particular, isso é um “problema” ainda

não resolvido na literatura, seja para férmions [318] ou bósons [317] no espaço-tempo da CC

girante. Por outro lado, uma forma de se trabalhar com partı́culas não-relativı́sticas no espaço-

tempo da CC girante é excluir a dimensão tempo do problema (“extremamente complicado”

tentar isso aqui), ou seja, considerar dt = 0 no elemento de linha (ou métrica) [320]. Dessa

forma, usando a ES em um espaço curvo, pode-se modelar então toda a dinâmica quântica não-

relativı́stica da partı́cula (ou seja, obter as soluções de estado ligado não-relativı́stico) [320].

Além disso, na ausência da CC girante (α = 1 e β = 0), com u = s = +1, obtemos exata-

mente o espectro não-relativı́stico do EHQNC no espaço Euclidiano, dado por (3.60). Além

disso, notamos também que o espectro (5.28) possui algumas semelhanças e diferenças (mais

semelhanças do que diferenças) com o caso relativı́stico (espectro (5.16)). Por exemplo, seme-

lhante ao caso relativı́stico, o espectro (5.28)

• só admite estados de energia positiva (εn,L,s,u > 0);

• tem sua degenerescência quebrada devido à α , onde L > 0 permite obter o espectro

máximo (depende de α e β ) e L < 0 o espectro mı́nimo (não depende de α e β );

• aumenta em função de n e m j (L > 0);

• aumenta em função de B, β e α (L > 0), ou seja, quanto maior o campo magnético, a

rotação e a curvatura da CC, maiores as energias;

• possui maiores energias quando a energia magnética é diferente de zero (Em ̸= 0).
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No entanto, diferentemente do caso relativı́stico, o espectro (5.28)

• depende linearmente das energias Em e Eα .

Agora, vamos comparar o espectro (5.28) com um da literatura (e para o caso 2D,

ou seja, pz = kz = 0) e, em particular, com o espectro de uma partı́cula carregada sem spin na

presença de um campo magnético uniforme e de uma CC estática, dado por (com ℏ = c = 1 e

a = β ) [320, 445]

εn,l = Eestática
n,l +∆ =

ωc

2α

(
2n+1+

|l|− l
α

)
+m0

(
βωc

2α2

)2(1
2
− |l|

l

)
, (l = 0,±1,±2, . . .),

(5.30)

onde Eestática
n,l é o espectro (denota a parte estática e quantizada do espectro total) da CC estática

e ∆ = Eangular
l é a energia (denota a parte angular e contı́nua do espectro total) devido ao spin

da CC, respectivamente. De acordo com a Ref. [320], a energia ∆ pode ser interpretada como o

análogo do efeito Zeeman quadrático para os nı́veis de Landau.

Já para o nosso caso sem o espaço de fase NC e o MMA (θ = η = Em = 0) com

ωc→ ωc/α (redefinindo a frequência cı́clotron) e e→−e (que é equivalente à L+ su→−L−
su), implica que o espectro (5.28) toma a seguinte forma

εn,L,s,u = ε
estática
n,L,s,u +Eα =

ωc

2α

(
2n+(1− su)+

|L|−L
α

)
+m0

(
βωc

2α2

)(
1− |L|

L

)
. (5.31)

Então, como podemos ver em (5.30) e (5.31), os espectros possuem uma certa

semelhança com respeito à parte estática, no entanto, com respeito à parte angular, jão são di-

ferentes, ou seja, uma partı́cula sem spin depende quadraticamente da quantidade Λ ≡
(

βωc
2α2

)
,

enquanto que uma partı́cula com spin depende lineramente de tal quantidade, respectivamente.

No entanto, na ausência da CC girante (α = 1 e β = 0) com u = s = +1, ambos os espectros

são iguais (como deve ser porque agora a partı́cula “não tem mais” o spin).

Com o intuito de saber como o spin da partı́cula influencia em suas energias, vamos

agora plotar os gráficos dos espectros (5.31) e (5.30) em função do campo magnético e dos

parâmetros α e β para diferentes valores de n com ml e m j fixos (assim como fizemos no caso

relativı́stico). Dessa forma, para que haja uma contribuição não-nula do momento angular da

CC, devemos considerar l < 0 (l = −1) e L < 0 (m j = −1/2). No entanto, L < 0 implica em

um espectro independente do spin (da partı́cula), ou melhor, do produto su, onde tal quantidade

é cancelada devido à presença de L. Portanto, tomando m0 = e = β = 1, α = 1/2, temos a Fig.

20, onde mostra o comportamento das energias da partı́cula com e sem spin em função de B

para o estado fundamental (n = 0) e os dois primeiros estados excitados (n = 1,2).

De acordo com Fig. 20, vemos que as energias aumentam com o aumento de n

(como deve ser) e também com o aumento de B, onde as energias aumentam linearmente para o
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Figura 20: Gráfico de εn(B) versus B para três diferentes valores de n.

caso com spin (linhas sólidas) e quadraticamente para o caso sem spin (linhas tracejadas). Além

disso, para campos fracos (0 < B≤ 0.5) o spin não influencia nos valores das energias, ou seja,

tanto faz a partı́cula ter ou não o spin que as energias são praticamente iguais. No entanto, para

campos fortes (B > 0.5) o spin já influencia substancialmente, ou seja, a medida que o campo

aumenta as energias para o caso sem spin ficam (são) cada vez maiores em relação ao caso

com spin. Por outro lado, a diferença de energia entre dois nı́veis consecutivos se comportam

de forma diferente para cada caso. Por exemplo, para o caso com spin a diferença de energia

aumenta à medida que o campo aumenta (limB→∞ ∆En = ∞), enquanto que para o caso sem spin

é praticamente constante para B≥ 1 (∆En = const. > 0).

Na Fig. 21, é mostrado o comportamento das energias da partı́cula em função de

α para o estado fundamental e os dois primeiros estados excitados (com m0 = e = B = β = 1

e 0.1 ≤ α ≤ 1). De acordo com esta Figura, vemos que as energias aumentam com o aumento

de n (como deve ser) e também com a diminuição (aumento da curvatura) de α . Além disso,

para baixas curvaturas (1 < α ≤ 0.8) o spin não influencia nos valores das energias, ou seja,

tanto faz a partı́cula ter ou não o spin que as energias são praticamente iguais. No entanto, para

médias e altas curvaturas (α < 0.8) o spin já influencia substancialmente, ou seja, a medida que

a curvatura aumenta as energias para o caso sem spin ficam (são) cada vez maiores em relação

ao caso com spin. Por outro lado, no limite α → 1 (sem CC), as energias para ambos os casos

são iguais (como deve ser porque agora a partı́cula não tem mais o spin).

Já na Fig. 22, é mostrado o comportamento das energias da partı́cula em função

de β para o estado fundamental e os dois primeiros estados excitados (com m0 = e = B = 1 e

α = 1/2). De acordo com esta Figura, vemos que as energias aumentam com o aumento de n
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Figura 21: Gráfico de εn(α) versus α para três diferentes valores de n.

(como deve ser) e também com o aumento de β (aumento da rotação da CC), onde as energias

aumentam linearmente para o caso com spin (linhas sólidas) e quadraticamente para o caso sem

spin (linhas tracejadas). Aqui, independentemente se β é grande ou pequeno (ou até nulo), o

spin já influencia nos valores das energias, onde as energias são sempre maiores para o caso

sem spin. Por outro lado, a diferença de energia entre dois nı́veis consecutivos se comportam

de forma diferente para cada caso. Por exemplo, para o caso com spin a diferença de energia

é sempre constante (∆En = const. > 0) independetemente do valor de β , enquanto que para o

caso sem spin diminui substancialmente com o aumento de β (limβ→∞ ∆En = 0).

Figura 22: Gráfico de εn(β ) versus β para três diferentes valores de n.
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6 A EQUAÇÃO DE DIRAC NÃO-COMUTATIVA EM UM REFERENCIAL
GIRANTE NO ESPAÇO-TEMPO DA CORDA CÓSMICA GIRANTE
(2+1)-DIMENSIONAL

Para construir o elemento de linha em um referencial girante no espaço-tempo da

CC girante, no qual é o background geral (“plano de fundo geral”) desta tese, precisamos fazer

uma mudança na coordenada angular na forma: ϕ→ ϕ+ωt, onde ω = const.≥ 0 (uma rotação

anti-horária) é a velocidade angular ou rotacional (rad/s) do referencial girante (modelado por

uma plataforma circular rı́gida de raio ρ) [447]. Portanto, fazendo essa mudança no elemento

de linha (5.1), obtemos o seguinte elemento de linha para o nosso background geral

ds̄2
CC = (b2−V 2)

(
dt +

bβ −V αρ

(b2−V 2)
dϕ

)2

−dρ
2− α2ρ2

(b2−V 2)
dϕ

2, (6.1)

onde b é um parâmetro adimensional (aqui chamaremos de parâmetro não-inercial ao invés de

rotacional para não confundir com o β ) definido como b ≡ 1+ βω > 0 e V ≡ αωρ ≥ 0 é a

razão entre as velocidades do referencial girante (velocidade linear ou tangencial) e da luz (SI:

V =
vre f

c =
α(ω⃗×⃗r)ϕ

c = αωρ

c ) e deve obrigatoriamente satisfazer: V < 1, ou V < b (requisito de

causalidade). Em particular, tomando ω = 0 em (6.1) temos o elemento de linha do espaço-

tempo da CC girante; tomando ω = β = 0 e α = 1 temos o elemento linha do espaço-tempo

de Minkowski; e tomando apenas β = 0, temos o elemento de linha para um referencial girante

no espaço-tempo da CC estática [387, 390, 392, 393]. Além disso, é importante mencionar

que o elemento de linha (6.1) define um novo intervalo para a coordenada radial ρ , dado por:

0≤ ρ < ρ0, onde ρ0 ≡ b
αω

(SI: ρ0 ≡ bc
αω

) [387,390,392,393]. No entanto, para todos os valores

onde ρ > ρ0 (V > b) significa que o férmion estará fora do cone de luz, ou seja, a velocidade

do férmion é maior que a da luz (algo fisicamente impossı́vel). Desta forma, o intervalo 0 ≤
ρ < ρ0 impõe uma restrição espacial onde o spinor de Dirac pode ser normalizado, ou seja, que

soluções de estado ligado (normalizáveis) sejam alcançadas. Desse modo, devemos impor que

tais soluções desapareçam quando ρ → ρ0 (V → b), com αω ≪ 1, o que implica em ρ0≫ 1,

ou “ρ0→∞” (um “raio” suficientemente grande), bem como desaparecer também quando ρ→
0 (agora temos as duas condições de contorno bem definidas) [239, 240, 284, 298, 389–391].

Portanto, neste caso onde αω ≪ 1 temos vre f = αωρ ≈ const.≥ 0, consequentemente, temos

vre f ≪ c, ou ainda: V ≪ b (ou seja, sem dilatação do tempo).

Então, comparando (6.1) com (4.1), obtemos os seguintes coeficientes

X =
√

b2−V 2, Y =
bβ −V αρ√

b2−V 2
, Z =

αρ√
b2−V 2

, (6.2)
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e substituindo (6.2) em (4.40), temos a seguinte EDNC no background geral (R→ R̄){
1√

b2−V 2

[
γ

0−
(

bβ −V αρ

αρ

)
γ

2
]

E + iτγ
1
∂ρ −

√
b2−V 2

αρ
τm jγ

2− λm0ωc

2
ργ

2

}
R̄(ρ)

+
[
iĀγ

1 + B̄γ
0
Σ

3−Σ
3Em−m0

]
R̄(ρ) = 0,(6.3)

onde definimos

Ā≡

√
b2−V 2

[
(1− τ)

(
V αω(bβ−V αρ)2

(b2−V 2)
3/2 +

(
V αω(bβ−V αρ)

(b2−V 2)
3/2 − 2V α√

b2−V 2

)
(bβ −V αρ)

)]
4α2ρ2

+

√
b2−V 2

[
2ατρ

(
αV 2

(b2−V 2)
3/2 +

α√
b2−V 2

)
− 2V 3α2ρ

(b2−V 2)
3/2

]
4α2ρ2 , (6.4)

e

B̄≡
(2τ−1)

√
b2−V 2

(
V αω(bβ−V αρ)

(b2−V 2)
3/2 − 2αV√

b2−V 2

)
+ V αω(bβ−V αρ)

b2−V 2

4αρ
. (6.5)

No entanto, vemos que é difı́cil prosseguir sem uma simplificação adequada da Eq.

(6.3). Desse modo, para resolver analiticamente esta equação, consideramos duas aproximações:

a primeira é a que já comentamos anteriormente, ou seja, que a velocidade (linear) do referencial

girante é muito menor que a velocidade da luz (V ≪ b), ou seja, adotar um regime de rotação

lenta, e a segunda é que o acoplamento entre o momento angular (spin) da CC e a velocidade

angular do referencial girante é muito fraco (βω = β⃗ · ω⃗ ≪ 1) [320]. Portanto, usando estas

duas aproximações na Eq. (6.3), com (αω)(βω)≪ 1, obtemos a seguinte equação{
γ

0 E
b
+ iτγ

1

(
∂ρ +

1
2ρ

+
β⃗ · ω⃗(τ−1)

2τρ

)
− γ

2
[

bτm j +βE
αρ

+

(
λm0ωc

2
− αωE

b

)
ρ

]}
R̄

−
[
(2τ−1)αγ

0S⃗ · ω⃗ +Σ
3Em +m0

]
R̄ = 0,(6.6)

onde o termo S⃗ · ω⃗ é chamado de acoplamento spin-rotação (do férmion) [239,240,283], sendo

S⃗ = 1
2 Σ⃗, ω⃗ = ω e⃗z e β⃗ · ω⃗ também é um tipo de acoplamento spin-rotação, mas da CC com o

referencial girante (e também está presente em b). Em particular, como S⃗ · ω⃗ pode ser positivo

(⃗S · ω⃗ > 0) ou negativo (⃗S · ω⃗ < 0), implica que o spin do férmion pode ser paralelo (mesma

direção e sentido) ou antiparalelo (mesma direção, mas de sentido oposto) à velocidade angular.

Porém, como β⃗ · ω⃗ > 0, implica que o spin da CC só pode ser paralelo à velocidade angular.

É oportuno mencionar que também poderı́amos ter chegado exatamente na Eq. (6.6) usando as

duas aproximações logo de inı́cio, assim como a Ref. [284] fez para o caso do OD rotativo.

Portanto, aplicando as duas aproximações em (6.2), obtemos X ≈ b, Y ≈ (bβ−V αρ)
b e Z ≈ αρ

b .

Por outro lado, podemos ainda simplificar a Eq. (6.6) através de uma redefinição
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adequada para o spinor R̄, cujo objetivo é cancelar o quarto termo desta equação. Por exem-

plo, redefinindo R̄ como R̄→ R̄ ≡ ρ
− β⃗ ·ω⃗(τ−1)

2τ f̄ , com f̄ = ( f̄+, i f̄−)T , podemos então cancelar o

“termo indesejado” da Eq. (6.6). Como veremos em breve, esta redefinição ainda vai satisfazer

as condições de contorno do problema. Desse modo, temos:{
γ

0 E
b
+ iτγ

1
(

∂ρ +
1

2ρ

)
− γ

2
[

bτm j +βE
αρ

+

(
λm0ωc

2
− αωE

b

)
ρ

]}
f̄

−
[
(2τ−1)αγ

0S⃗ · ω⃗ +Σ
3Em +m0

]
f̄ = 0. (6.7)

Em termos das matrizes de Pauli, podemos então reescrever a Eq. (6.7) na seguinte

equação de autovalores

H̄CC f̄ = E f̄ , (6.8)

onde o Hamiltoniano de Dirac H̄CC é dado por

H̄CC = ibτσ1

(
∂ρ +

1
2ρ

)
− sbσ2

[
bτm j +βE

αρ
+ τm0Ω̄ρ

]
+b
[
(2τ−1)

2
αω +Em +σ3m0

]
,

(6.9)

onde Ω̄ = Ω̄e f f ≡ (λωc
2τ
− αωE

bτm0
)> 0 é uma “frequência angular efetiva topológica”.

Agora, temos que obter a partir de (6.8) uma equação diferencial de segunda ordem

para as componentes do spinor. Análogo aos dois casos anteriores, isto é feito “separando” pri-

meiro a Eq. (6.8) em um conjunto de duas equações diferenciais de primeira ordem acopladas.

Feito isso, temos duas equações acopladas da seguinte forma[(
m0 +

(2τ−1)
2 αω

)
+
(
Em− E

b

)]
τ

f̄+(ρ) =
[

d
dρ

+ sm0Ω̄ρ +
s
ρ

(
m̄ j +

s
2

)]
f̄−(ρ), (6.10)

[(
m0 +

(2τ−1)
2 αω

)
−
(
Em− E

b

)]
τ

f̄−(ρ) =
[

d
dρ
− sm0Ω̄ρ− s

ρ

(
m̄ j−

s
2

)]
f̄+(ρ), (6.11)

onde m̄ j ≡ 1
α
(bm j +

βE
τ
) ̸= 0.

Portanto, substituindo (6.11) em (6.10), e depois (6.10) em (6.11), obtemos como

resultado a seguinte equação diferencial de segunda ordem para o EHQNC com MMA em um

referencial girante no espaço-tempo da CC girante[
d2

dρ2 +
1
ρ

d
dρ
− γ̄2

u
ρ2 − (m0Ω̄ρ)2 + Ēu

]
f̄u(ρ) = 0, (u =±1), (6.12)

onde definimos

γ̄u ≡
(

m̄ j−
su
2

)
, Ēu ≡

(E
b −Em

)2−
(

m0 +
(2τ−1)

2 αω

)2

τ2 −2m0Ω̄

(
m̄ j +

su
2

)
. (6.13)
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Em particular, na ausência do referencial girante (ω = 0) obtemos exatamente a

EDNC no espaço-tempo da CC girante, dada por (5.12).

6.1 Soluções de Estado Ligado: Spinor de Dirac e o Espectro Relativı́stico

Para resolver analiticamente a Eq. (6.12), vamos seguir o mesmo procedimento do

cenário anterior, ou seja, um “mapeamento”. Então, devido à semelhança desta equação com a

Eq. (5.12), basta simplesmente substituir m̂ j por m̄ j e Ω por Ω̄ nos resultados do cenário anterior

para obter (facilmente) o espectro do terceiro cenário (no caso do spinor isso não é o bastante

uma vez que R̄ ̸= f̄ ). Desse modo, usando a condição de quantização do cenário anterior, dada

por: |γ̂u|+1
2 − Êu

4m0Ω
=−n (n = 0,1,2, . . .), então nossa nova condição de quantização torna-se

|γ̄u|+1
2
− Ēu

4m0Ω̄
=−n, (6.14)

onde temos a seguinte equação polinomial do segundo grau para a energia total relativı́stica E

E2− [2bEm−2bταω n̄]E− 2m0b2

α

(
τλωc

2
− ταωE

m0b

)[(
L̄+

βE
τ

)
+
∣∣∣L̄+

βE
τ

∣∣∣]
+[E2

m−M2
0 −b2

τλm0ωcn̄] = 0, (6.15)

onde

M0 = Mω
α ≡ b

(
m0 +

(2τ−1)
2

αω

)
> 0, Ēm ≡ bEm > 0, n̄≡ 2n+1+ su, (6.16)

sendo M0 uma “massa topológica não-inercial” (pois depende de α e ω), Ēm é uma “energia

magnética não-inercial” e L̄ = L̄(α) ≡ bm j− suα

2 = bm j− uαms ̸= 0 é um “número quântico

magnético topológico não-inercial” (pois depende de α e ω).

Portanto, resolvendo a equação polinomial (6.15) para L̄ > 0 e L̄ < 0 (com τ > 0

e λ > 0), obtemos o seguinte espectro relativı́stico (nı́veis de Landau relativı́sticos) para o

EHQNC com MMA em um referencial girante no espaço-tempo da CC girante

Eκ

n,L̄,s,u =
[Ēα + Ēm−Eω ][

1+4βω

(
|L̄|+L̄

2L̄

)] +κ

√√√√√ [Ēα + Ēm−Eω ]
2[

1+4βω

(
|L̄|+L̄

2L̄

)]2 +
[−Ē2

m +M2
0 +2m0b2τλωcN̄α ][

1+4βω

(
|L̄|+L̄

2L̄

)] ,

(6.17)

onde definimos

Ēα ≡ b2m0ωcλβ

(
|L̄|+ L̄
2αL̄

)
≥ 0, Eω ≡ 2αωN̄τ

α ≥ 0, (6.18)
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e

N̄α ≡
(

n̄
2
+
|L̄|+ L̄

2α

)
≥ 0, N̄τ

α ≡
(

τ
n̄
2
+
|L̄|+ L̄

2α

)
≥ 0, (6.19)

sendo κ =±1 o parâmetro de energia (partı́cula/antipartı́cula), N̄α é um novo “número quântico

efetivo topológico”, N̄τ
α é um “número quântico efetivo topológico NC” (pois também depende

de τ), Eω é um tipo de energia rotacional quantizada (e é “análoga” ao espectro rotacional de

moléculas diatômicas modeladas por um rotor rı́gido) e Ēα é uma “energia magnética topológica

não-inercial”. Em particular, na ausência do referencial girante (ω = 0), obtemos exatamente o

espectro no espaço-tempo da CC girante, dado por (5.16). No entanto, ao contrário do espectro

(5.16), o espectro (5.28) ainda depende de α e β mesmo para L̄ < 0. De fato, isso acontece

devido à presença da velocidade angular ω , onde ω está “amarrado” ao parâmetro β (em b)

e também ao parâmetro α (em Eω ), respectivamente. Além disso, ao contrário do espectro

(5.16), o espectro (5.28) ainda permanece quantizado mesmo na ausência do campo magnético

(B = 0) e do momento NC (η = 0), onde tal espectro depende de Eω (parte quantizada do

espectro). Neste caso, na ausência também da CC girante (α = 1 e β = 0), temos então o

espectro quantizado de um férmion/antiférmion em um referencial girante (sujeito às forças

de Coriolis e centrı́fuga, ou seja, a um “campo rotacional”). No entanto, análogo ao espectro

(5.16), aqui a degenerescência do espectro ainda permanece quebrada (devido à presença de α),

e as energias da partı́cula e antipartı́cula também são maiores quando ambas têm um momento

angular positivo (N̄α e N̄τ
α são maiores para L̄> 0 ou m j > 0). Na Tabela 8, temos duas possı́veis

configurações para o espectro dependendo dos valores de L̄, onde N̄+ = n+ 1
2 +

bm j
α

, N̄− =

n+ (1+su)
2 , E±ω = 2αωN̄τ,±

α , com N̄τ,±
α sendo dado por N̄τ,±

α = τ(2n+1+su)
2 + L̄(1±1)

2α
.

Tabela 8: Espectros de energia para a partı́cula e antipartı́cula em um referencial girante no
espaço-tempo da CC girante.

Configuração L̄ Espectro de Energia Eκ

n,L̄,s,u

1 L̄ > 0 Eκ

n,L̄ =
[Ēm+Ēα−E+

ω ]
[1+4βω] +κ

√
[Ēm+Ēα−E+

ω ]2

[1+4βω]2
+
−Ē2

m+M2
0+2m0b2τλωcN̄+

[1+4βω]

2 L̄ < 0 Eκ
n,s,u = [Ēm−E−ω ]+κ

√
[Ēm−E−ω ]2− Ē2

m +M2
0 +2m0b2τλωcN̄−

Por outro lado, também é oportuno comparar o nosso espectro (6.17) com a lite-

ratura. Portanto, na ausência da NC (θ = η = 0), do MMA (Em = 0) e do espaço-tempo da

CC girante (α = 1 e β = 0) com s = +1 e fazendo e→ −e (isso faz Ω̄→ −Ω̄ em (6.12),

com Ω̄ = (ωc
2 + ωE

m0
) > 0), obtemos um espectro que seria a versão bidimensional do EHQ

(3+1)-dimensional em um referencial girante para férmion carregado positivamente [305]. Em
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particular, o nosso espectro é dado pela seguinte expressão

E2+1 = ωNu±
√

ω2N2
u +
(

m0 +
ω

2

)2
+m0ωcNu, Nu = (2n+1−u+ |γu|− γu) , (6.20)

enquanto que o da Ref. [305], é dado por

E3+1 =−ω

(
l±±

1
2

)
±
√

m2
0 + p2

z +m0ωcN̄u, N̄u = (2n+1∓1+ |l±|− l±) , (6.21)

onde os sinais ± descrevem as duas componentes de um spinor e l± são os números quânticos

associados à parte angular do spinor. Então, como este spinor deve satisfazer a invariância

rotacional, ou seja, o spinor deve ser uma função periódica com uma periodicidade de ±2π

(análogo ao nosso spinor), implica que l± deve ser um inteiro (l± ∈ Z).

Como podemos ver (6.20) e em (6.21), ambos os espectros possuem mais diferenças

do que semelhanças. Por exemplo, em (6.20) há vários termos envolvendo à velocidade angular,

onde o primeiro termo do espectro pode ser positivo ou nulo (ωNu≥ 0), enquanto que em (6.21)

só há um termo envolvendo à velocidade angular, que é o primeiro termo do espectro, e pode

ser positivo (l±±1/2 < 0) ou negativo (l±±1/2 > 0). Desse modo, somente o espectro (6.21)

pode ser reescrito como a soma de dois espectros: um envolvendo a velocidade angular e o

outro livre de rotação (ou seja, a “espectro da raiz quadrada”). Além disso, somente em (6.20)

que há um termo de massa “misturado/amarrado” à velocidade angular. No entanto, ambos os

espectros tem uma coisa em comum, que é o número quântico dentro da raiz quadrada, ou seja,

Nu e N̄u, no qual são bem similares (e de certa forma podem até gerar os mesmos valores uma

vez que l± e γu são números inteiros). Por último mas não menos importante, tomando pz = 0

em (6.21) não chegamos em (6.20). De fato, isso só é alcançável se o sistema estiver livre de

rotações, onde E3+1
pz=ω→0−→ E2+1. Portanto, não podemos dizer (tecnicamente) que (6.20) é o

caso particular de (6.21), ou que (6.21) é o caso geral de (6.20), uma vez que para pz = 0 não

podemos reduzir exatamente o espectro (3+ 1)-dimensional no espectro (2+ 1)-dimensional.

Vale a pena mencionar também que o espectro (6.20) é muito similar (com u = +1 e γ+ > 0)

ao espectro do OD (2 + 1)-dimensional em um referencial girante [284]. De fato, fazendo

ωc→ 2Ω, onde Ω é a frequência angular, obtemos exatamente o espectro do OD.

Agora, vamos analisar o comportamento do espectro (6.17) em função do campo

magnético B, dos parâmetros α e β e da velocidade angular ω para diferentes valores de n

(com m j > 0 fixo). Portanto, usando a config. 1 da Tabela 8 temos a Fig. 23, onde mostra o

comportamento das energias da partı́cula em função do campo magnético para o estado funda-

mental (n = 0) e os dois primeiros estados excitados (n = 1,2), com e sem a presença da energia

magnética, no qual usamos m0 = e = θ = η = s = u = 1, β = ω = 0.1, α = 1/2 (deve satisfazer

βω≪ 1 e αω≪ 1) e m j = 1/2, sendo o campo dado por 1<B< 4. De acordo com esta Figura,
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vemos que as energias aumentam com o aumento de n (como deve ser) e a função do MMA é

aumentar as energias da partı́cula, ou seja, as energias são maiores quando o MMA é levado em

consideração (análogo aos dois cenários anteriores). Além disso, as energias podem aumentar

ou diminuir em função de B, onde tal comportamento é muito semelhante com o do primeiro

cenário (ver Fig. 1). Por exemplo, para o caso Em ̸= 0, as energias aumentam praticamente em

todo o intervalo (onde ∆E(B) > 0), enquanto que para o caso Em = 0, aumentam entre B ≈ 1

e B ≈ 3 (atingindo o valor máximo em B ≈ 3) e depois diminuem entre B ≈ 3 e B ≈ 4 (onde

∆E(B)> 0). Agora, comparando os três cenários (Figs. 1, 12 e 23), verificamos que as energias

com os maiores valores são para o segundo cenário (a condição βω≪ 1 e αω≪ 1 limita muito

os valores do espectro da partı́cula).

Figura 23: Gráfico de E+
n (B) versus B para três diferentes valores de n com Em ̸= 0 (a = 1) e

Em = 0 (a = 0).

Na Fig. 24, é mostrado o comportamento das energias da antipartı́cula em função

do campo magnético para o estado fundamental e os dois primeiros estados excitados (com

m0 = e = θ = η = s = u = 1, β = ω = 0.1, α = 1/2, m j = 1/2 e 1 < B < 4). De acordo com

esta Figura, vemos que as energias podem aumentar ou diminuir com o aumento de n e para

certos intervalos de B, onde tal comportamento possui algumas semelhanças (e diferenças) com

o do primeiro cenário (ver Fig. 2). Por exemplo, para o caso Em = 0, vemos que as energias

aumentam com o aumento de n, e com relação ao campo aumentam entre B ≈ 1 e B ≈ 2.3 e

diminuem entre B ≈ 2.3 e B ≈ 4 (onde ∆E < 0 ou E f inal < Einicial), respectivamente. Agora,

para o caso Em ̸= 0, vemos que entre B≈ 1 e B≈ 3 (linhas azul e vermelha se tocam) as energias

são maiores com o aumento de n, enquanto que entre B ≈ 3.3 (linhas azul e verde se tocam)

e B ≈ 4 as energias são já menores (uma “anomalia”, logo, ∆En < 0). Além disso (ainda para

Em ̸= 0), as energias podem aumentar, diminuir ou serem “nulas” (“zero”) em função de B. Em

particular, estas energias “nulas” aparecem na origem (B ≈ 1), em B ≈ 2.7 (linha vermelha ou
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n= 0), em B≈ 3.2 (linha azul ou n= 1) e em B≈ 3.4 (linha verde ou n= 2). Agora, comparando

os três cenários, verificamos que as energias com os maiores valores são para o primeiro cenário

(a condição βω ≪ 1 e αω ≪ 1 limita muito os valores do espectro da antipartı́cula).

Figura 24: Gráfico de |E−n (B)| versus B para três diferentes valores de n com Em ̸= 0 (a = 1) e
Em = 0 (a = 0).

Na Fig. 25, é mostrado o comportamento das energias da partı́cula e antipartı́cula

em função de α para o estado fundamental (n = 0), o segundo estado excitado (n = 2) e o quarto

estado excitado (n= 4), onde usamos m0 = e= a=B= s= u= 1, θ = 3, η = 1/2, β =ω = 0.1

e m j = 1/2. De acordo com esta Figura, vemos que as energias da partı́cula e antipartı́cula au-

mentam com o aumento de n (como deve ser), onde as energias da partı́cula são muito maiores,

porém, a função de α (ou da curvatura) é aumentar as energias da partı́cula e antipartı́cula (o

que é diferente do segundo cenário, onde as energias da antipartı́cula diminuem). Na realidade,

no caso da antipartı́cula as energias são praticamente constantes em um bom intervalo de α

(os estados n = 2 e n = 4 tem energias constantes para 0.2 < α < 1 enquanto o estado n = 0

tem energia constante para α > 0.5). Agora, comparando o segundo cenário com o terceiro,

verificamos que as energias da partı́cula (antipartı́cula) com os maiores valores são para o se-

gundo (terceiro) cenário. A tı́tulo de ilustração, a energia da partı́cula para α = 0.15 do segundo

cenário é aproximadamente 8 enquanto que a do terceiro cenário é aproximadamente 2 (ou seja,

a energia da partı́cula é ni mı́mimo quatro vezes menor quando temos um referencial girante

envolvido). Além disso, a energia da antipartı́cula para α = 0.15 do segundo cenário é aproxi-

madamente 0.3 enquanto que a do terceiro cenário é aproximadamente 0.7 (ou seja, a energia

da antipartı́cula é no mı́nimo 2 vezes menor quando temos um referencial girante envolvido).

Na Fig. 26, é mostrado o comportamento das energias da partı́cula e antipartı́cula

em função de β para o estado fundamental (n = 0), o segundo estado excitado (n = 2) e o

quarto estado excitado (n = 4), onde usamos m0 = e = a = B = s = u = 1, θ = 3, η = 1/2,
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Figura 25: Gráfico de |Eκ
n (α)| versus α para três diferentes valores de n.

α = 1/2, ω = 0.1 e m j = 1/2. De acordo com esta Figura, vemos que as energias da partı́cula e

antipartı́cula aumentam com o aumento de n (como deve ser), onde as energias da partı́cula são

muito maiores, porém, a função de β é aumentar as energias da partı́cula (quase de forma linear)

e diminuir as da antipartı́cula. Dessa forma, quanto mais rápido a CC girar, maiores são as ener-

gias da partı́cula e menores as da antipartı́cula, respectivamente. Agora, comparando o segundo

cenário com o terceiro, verificamos que as energias da partı́cula (antipartı́cula) com os maiores

valores são para o terceiro (segundo) cenário. A tı́tulo de ilustração, a energia da partı́cula para

β = 1 do segundo cenário é aproximadamente 3 enquanto que a do terceiro cenário é aproxi-

madamente 10 (ou seja, a energia da partı́cula é no mı́nimo três vezes maior quando temos um

referencial girante envolvido). Além disso, a energia da antipartı́cula para β = 1 do segundo

cenário é aproximadamente 0.5 enquanto que a do terceiro cenário é aproximadamente 0.15

(ou seja, a energia da antipartı́cula é no mı́nimo três vezes menor quando temos um referencial

girante envolvido).

Já na Fig. 27, é mostrado o comportamento das energias da partı́cula e antipartı́cula

em função de ω para o estado fundamental (n= 0), o segundo estado excitado (n= 2) e o quarto

estado excitado (n= 4), onde usamos m0 = e= a=B= s= u= 1, θ = 3, η = 1/2, α = β = 0.1

(deve satisfazer βω ≪ 1 e αω ≪ 1) e m j = 1/2. De acordo com esta Figura, vemos que as

energias de ambas as partı́cula e antipartı́cula aumentam com o aumento de n (como deve ser),

onde a diferença de energia (entre os nı́veis) diminui (∆En→ 0) para a partı́cula e é praticamente

constante (∆En ≈ const.) para a antipartı́cula à medida que ω aumenta. Então, à medida que

ω aumenta vemos também que as energias da partı́cula diminuem enquanto as da antipartı́cula

aumentam. Dessa forma, quanto mais rápido o referencial girar, menores são as energias da

partı́cula e maiores as da antipartı́cula, respectivamente.
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Figura 26: Gráfico de |Eκ
n (β )| versus β para três diferentes valores de n.

Figura 27: Gráfico de |Eκ
n (ω)| versus ω para três diferentes valores de n.

Por outro lado, também é interessante analisar (rapidamente) o gráfico das energias

do EHQ em (2+ 1) e (3+ 1)-dimensões, cujos espectros são dados pelas expressões (6.20)

e (6.21). Nosso intuito com isso é saber como uma dimensão espacial “extra” (eixo-z) afeta o

comportamento das energias em função do campo magnético e da velocidade angular. Portanto,

usando m0 = e = pz = u = 1, n = 0,1,2 (três estados quânticos) e ω = 0.1, obtemos a Fig. 28,

onde mostra o comportamento das energias da partı́cula em função do campo magnético para

D = 2+ 1 e D = 3+ 1 (D representa a dimensão total do espaço-tempo), com γ+ = l+ > 0

(sendo l+ = 1) e γ+ = l+ < 0 (sendo γ+ = l+ =−1).

De acordo com a Fig. 28, vemos que para ambos os casos, (a) e (b), as energias

aumentam com o aumento de n (como deve ser) e podem aumentar ou permanecer constante

em função de B. Por exemplo, na Fig. 28-(a) vemos que o estado fundamental é uma constante
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Figura 28: Gráfico de E+
n (B) versus B para três diferentes valores de n com γ+ = l+ > 0 (a) e

γ+ = l+ < 0 (b).

(independe do valor de B), enquanto que os estados excitados já não são, ou seja, aumentam em

função de B (assim como acontece com todos os nı́veis de energia da Fig. 28-(b)). Além disso,

a dimensão do sistema afeta os nı́veis de energia dependendo do estado quântico analisado. Por

exemplo, vemos na Fig. 28-(a) que a energia do estado fundamental é maior para o caso D =

3+1, enquanto que na Fig. 28-(b) são praticamente iguais independentemente da dimensão do

sistema (linhas vermelhas sólida e tracejada se sobrepõem para B≥ 1). No entanto, comparando

28-(a) com 28-(b), vemos que as energias dos estados excitados são maiores para o caso D =

2+ 1 (ou seja, os estados excitados tem mais energia no “mundo bidimensional ao invés do

mundo tridimensional”), onde todos os estados tem mais energias para γ+ = l+ < 0 (momento

angular negativo).
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Na Fig. 29, é mostrado o comportamento das energias da antipartı́cula em função do

campo magnético, onde usamos m0 = e=B= pz = u= 1, n= 0,1,2, γ+= l+> 0 (sendo l+= 1)

e γ+ = l+ < 0 (sendo γ+ = l+ = −1). De acordo com esta Figura, vemos que há semelhanças

e diferenças com o caso da partı́cula. Por exemplo, similar ao caso da partı́cula, vemos na

Fig. 29-(a) que o estado fundamental é uma constante (independe do valor de B), enquanto

que os estados excitados não são, ou seja, aumentam em função de B (assim como acontece

com todos os nı́veis de energia da Fig. 29-(b)). Além disso, comparando 29-(a) com 29-(b),

vemos que todos os estados também tem mais energias para γ+ = l+ < 0 (momento angular

negativo). Agora, diferentemente do caso da partı́cula, aqui todas as energias são maiores para

o caso D = 3+1 (ou seja, todos os estados tem mais energia no “mundo tridimensional ao invés

do mundo bidimensional”).

Na Fig. 30, é mostrado o comportamento das energias da partı́cula em função da

velocidade angular, onde usamos m0 = e = B = pz = u = 1, n = 0,1,2, γ+ = l+ > 0 (sendo

l+ = 1) e γ+ = l+ < 0 (sendo γ+ = l+ = −1). De acordo com esta figura, vemos que para

ambos os casos, 30-(a) e 30-(b), as energias aumentam com o aumento de n (como deve ser)

e podem aumentar ou diminuir em função de ω de acordo com a dimensão do sistema, ou

seja, as energias aumentam para o caso D = 2+1 e diminuem para o caso D = 3+1 (neste caso

diminuem até serem “nulas” para certos valores de ω). Além disso, a diferença de energia (entre

os nı́veis) aumenta para o caso D = 2+1 e permanece constante para o caso D = 3+1 à medida

que ω aumenta. Já na Fig. 31, é mostrado o comportamento das energias da antipartı́cula em

função da velocidade angular, onde usamos m0 = e = B = pz = u = 1, n = 0,1,2, γ+ = l+ > 0

(sendo l+ = 1) e γ+ = l+ < 0 (sendo γ+ = l+ = −1). De acordo com esta figura, vemos que

as energias podem aumentar ou diminuir (uma “anomalia”) com o aumento de n, ou seja, as

energias sempre aumentam para o caso D = 3+ 1 e aumentam (0 < ω < 0.4) ou diminuem

(ω > 0.4) para o caso D = 2+1 (neste caso as energias do primeiro e segundo estado excitado

são praticamente as mesmas, ou seja, |E−1 (ω)| ≈ |E−2 (ω)|). Além disso, as energias podem

aumentar, diminuir ou serem constantes em função de ω de acordo com a dimensão do sistema.

Por exemplo, para D = 3+ 1 as energias sempre aumentam (linearmente) em função de ω ,

enquanto que para D = 2+1 a energia só aumenta (linearmente) em função de ω para o estado

fundamental com γ+ = l+ > 0 (momento angular positivo). Neste último caso, as energias

dos estados excitados diminuem entre 0 < ω ≤ 3 e logo depois tendem a um valor constante à

medida que ω aumenta (isso também acontece para γ+ = l+ < 0, como mostrado em 31-(b)).

Agora, vamos focar nossa atenção na forma do spinor de Dirac NC (espinor curvo

não-inercial) para os estados ligados relativı́sticos do EHQNC (e depois analisar rapidamente a

densidade de probabilidade). No entanto, devemos nos atentar quando à forma do spinor R̄, no

qual é escrito como R̄= ρ−ᾱ f̄ , onde definimos ᾱ ≡ βω(τ−1)
2τ

< 0 (τ = 1−m0ωcθ/4> 0). Desse
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Figura 29: Gráfico de |E−n (B)| versus B para três diferentes valores de n com γ+ = l+ > 0 (a) e
γ+ = l+ < 0 (b).

modo, fazendo o uso de um “mapeamento” em (5.18) onde m̂ j → m̄ j, Ω→ Ω̄u (pois depende

de Eu) e f̂u→ f̄u, implica que o spinor R̄ toma a seguinte forma

R̄(ρ) =

 C̄+(m0Ω̄+)
|γ̄+|

2 ρ |γ̄+|−ᾱe−
m0Ω̄+ρ2

2 L|γ̄−|n (m0Ω̄+ρ2)

iC̄−(m0Ω̄−)
|γ̄−|

2 ρ |γ̄−|−ᾱe−
m0Ω̄−ρ2

2 L|γ̄−|n (m0Ω̄−ρ2)

 . (6.22)

Para achar as constantes de normalização C̄±, podemos usar a relação (5.19). Desse

modo, temos (em termos da variável r̄ = m0Ω̄uρ2)

1
2

α

∫
∞

0

[
(m0Ω̄+)

ᾱ−1C̄2
+r̄|γ̄+|−ᾱe−r̄

[
L|γ̄+|n (r̄)

]2
+(m0Ω̄−)

ᾱ−1C̄2
−r̄|γ̂−|−ᾱe−r̄

[
L|γ̄−|n (r̄)

]2
]

dr̄ = 1.

(6.23)
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Figura 30: Gráfico de E+
n (ω) versus ω para três diferentes valores de n com γ+ = l+ > 0 (a) e

γ+ = l+ < 0 (b).

Consequentemente, temos duas expressões a serem resolvidas, dadas a seguir

1
2

C̄2
+α(m0Ω̄+)

ᾱ−1
∫

∞

0
r̄|γ̄+|−ᾱe−r̄

[
L|γ̄+|n (r̄)

]2
dr̄ =

1
2
, (6.24)

e
1
2

C̄2
−α(m0Ω̄−)

ᾱ−1
∫

∞

0
r̄|γ̄−|−ᾱe−r̄

[
L|γ̄−|n (r̄)

]2
dr̄ =

1
2
. (6.25)

De acordo com a Ref. [437], as expressões acima podem ser resolvidas usando a

seguinte fórmula geral para a integração do produto de dois polinômios de Laguerre associados

∫
∞

0
xae−xLb

n(x)L
b′
n′(x)dx = (−1)n+n′

Γ(a+1)∑
k

(
a−b

n− k

)(
a−b′

n′− k

)(
a+ k

k

)
, (6.26)
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Figura 31: Gráfico de |E−n (ω)| versus ω para três diferentes valores de n com γ+ = l+ > 0 (a)
e γ+ = l+ < 0 (b).

onde(
n

k

)
=Ck

n =
n!

k!(n− k)!
=

n(n−1)(n−2) . . .(n− k+1)
k!

=
Γ(n+1)

Γ(k+1)Γ(n− k+1)
, (6.27)

é o coeficiente (número) binomial.

Então, chamando a = |γ̄u| − ᾱ , b = b′ = |γ̄u| e n = n′, a integral (6.26) pode ser

reescrita como

∫
∞

0
x|γ̄u|−ᾱe−x

[
L|γ̄u|

n (x)
]2

dx = Γ(|γ̄u|− ᾱ +1)∑
k

(
−ᾱ

n− k

)2(
|γ̄u|− ᾱ + k

k

)
. (6.28)
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No entanto, o primeiro coeficiente binomial deve satisfazer duas condições de acordo

com os valores de k, que são(
−ᾱ

n− k

)
=


(−ᾱ)!

(n−k)!(−ᾱ−n+k)! , se k ≥ n;

0, se k < n.
(6.29)

Desse modo, implica que nossa integral toma a seguinte forma

∫
∞

0
x|γ̄u|−ᾱe−x

[
L|γ̄u|

n (x)
]2

dx=Γ(|γ̄u|−ᾱ+1)
n

∑
k=0

(
(−ᾱ)!

(n− k)!(−ᾱ−n+ k)!

)2((|γ̄u|− ᾱ + k)!
k!(|γ̄u|− ᾱ)!

)
.

(6.30)

Por outro lado, o somatório acima possui o seguinte resultado [448, 449]

n

∑
k=0

(
(−ᾱ)!

(n− k)!(−ᾱ−n+ k)!

)2((|γ̄u|− ᾱ + k)!
k!(|γ̄u|− ᾱ)!

)
=

(
(−ᾱ)!

n!(−ᾱ−n)!

)2

3F2(a1,a2,a3;b1,b2;1),

(6.31)

onde 3F2(a1,a2,a3;b1,b2;1) é a função hipergeométrica generalizada e é dada como segue

3F2(a1,a2,a3;b1,b2;1) =
∞

∑
p=0

Γ(p+a1)
Γ(a1)

Γ(p+a2)
Γ(a2)

Γ(p+a3)
Γ(a3)

Γ(p+b1)
Γ(b1)

Γ(p+b2)
Γ(b2)

1
Γ(p+1)

, (6.32)

sendo a1 = |γ̄u|− ᾱ +1, a2 = a3 =−n e b1 = b2 =−ᾱ−n+1, respectivamente. Em particular,

supondo que ᾱ = 0,±1 e |γ̄u|= |m| (m≡ml), obtemos exatamente os resultados da Ref. [437].

Portanto, temos as seguintes constantes de normalização para o terceiro cenário

C̄± =

√√√√√ (m0Ω̄±)1−ᾱ

α(|γ̄±|− ᾱ)!
(

(−ᾱ)!
n!(−ᾱ−n)!

)2
3F2(a±1 ,a2,a3;b1,b2;1)

> 0, (6.33)

onde fizemos a1→ a±1 (pois depende de u =±1). Explicitamente, as três primeiras constantes

(para n = 0,1,2) são dadas a seguir (usaremos isso na densidade de probabilidade)

C̄0,± =

√
(m0Ω̄±)1−ᾱ

α(|γ̄±|− ᾱ)!
, (6.34)

C̄1,± =

√
(m0Ω̄±)1−ᾱ

α(|γ̄±|− ᾱ)!(|γ̄±|+ ᾱ2− ᾱ +1)
≈

√
(m0Ω̄±)1−ᾱ

α(|γ̄±|− ᾱ)!(|γ̄±|− ᾱ +1)
, (ᾱ2 ≈ 0),

(6.35)

C̄2,± =

√
(m0Ω̄±)1−ᾱ

α(|γ̄±|− ᾱ)!(4+2|γ̄±|2 +6|γ̄±|−6ᾱ +7ᾱ2−2ᾱ3 + ᾱ4−4|γ̄±|ᾱ +4|γ̄±|ᾱ2)/4

≈

√
(m0Ω̄±)1−ᾱ

α(|γ̄±|− ᾱ)!(4+2|γ̄±|2 +6(|γ̄±|− ᾱ)−4|γ̄±|ᾱ)/4
, (ᾱ2 = ᾱ

3 = ᾱ
4 ≈ 0),(6.36)
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onde usamos o fato de que βω ≪ 1 (ou ᾱ ≪ 1).

Consequentemente, o spinor curvilı́neo (3.17) será escrito como

ψ̄
NC
C =

ei(m jϕ−Et)
√

2π


√

(m0Ω̄+)
|γ̄+|+1−ᾱ

α(|γ̄+|−ᾱ)!
(

(−ᾱ)!
n!(−ᾱ−n)!

)2
3F2(a+1 ,a2,a3;b1,b2;1)

ρ |γ̄+|−ᾱe−
m0Ω̄+ρ2

2 L|γ̄+|n (m0Ω̄+ρ2)

i
√

(m0Ω̄−)|γ̄+|+1−ᾱ

α(|γ̄−|−ᾱ)!
(

(−ᾱ)!
n!(−ᾱ−n)!

)2
3F2(a−1 ,a2,a3;b1,b2;1)

ρ |γ̄−|−ᾱe−
m0Ω̄−ρ2

2 L|γ̄−|n (m0Ω̄−ρ2)

 .

(6.37)

Portanto, como Ψ̄NC
D = e−

iϕΣ3
2 ψ̄NC

C (não confudir com o spinor adjunto, dado por

Ψ̄D = Ψ
†
Dγ0 [1]), obtemos o seguinte spinor de Dirac normalizado

Ψ̄
NC
D = e−iEt


√

(m0Ω̄+)
|γ̄+|+1−ᾱ

2πα(|γ̄+|−ᾱ)!
(

(−ᾱ)!
n!(−ᾱ−n)!

)2
3F2(a+1 ,a2,a3;b1,b2;1)

eiγ+ϕρ |γ̄+|−ᾱe−
m0Ω̄+ρ2

2 L|γ̄+|n (m0Ω̄+ρ2)

i
√

(m0Ω̄−)|γ̄−|+1−ᾱ

2πα(|γ̄−|−ᾱ)!
(

(−ᾱ)!
n!(−ᾱ−n)!

)2
3F2(a−1 ,a2,a3;b1,b2;1)

eiγ−ϕρ |γ̄−|−ᾱe−
m0Ω̄−ρ2

2 L|γ̄−|n (m0Ω̄−ρ2)

 ,

(6.38)

ou ainda (inserindo a parte temporal em cada componente spinorial [176])

Ψ̄
NC
D =


√

(m0Ω̄+)
|γ̄+|+1−ᾱ

2πα(|γ̄+|−ᾱ)!
(

(−ᾱ)!
n!(−ᾱ−n)!

)2
3F2(a+1 ,a2,a3;b1,b2;1)

ei(γ+ϕ−E+t)ρ |γ̄+|−ᾱe−
m0Ω̄+ρ2

2 L|γ̄+|n (m0Ω̄+ρ2)

i
√

(m0Ω̄−)|γ̄−|+1−ᾱ

2πα(|γ̄−|−ᾱ)!
(

(−ᾱ)!
n!(−ᾱ−n)!

)2
3F2(a−1 ,a2,a3;b1,b2;1)

ei(γ−ϕ−E−t)ρ |γ̄−|−ᾱe−
m0Ω̄−ρ2

2 L|γ̄−|n (m0Ω̄−ρ2)

 ,

(6.39)

onde deve satisfazer as seguintes condições de contorno para ser uma solução fisicamente

aceitável

Ψ̄
NC
D (ρ → 0) = Ψ̄

NC
D (ρ → ∞) = 0, (6.40)

com |γ̄u|−ᾱ > 0, sendo γ̄u =(bm j/α−su/2+βEu/ατ). Em particular, na ausência do referen-

cial girante (ω = 0) obtemos exatamente o spinor de Dirac no espaço-tempo da CC girante, dado

por (5.24). Neste caso, o resultado da integral (6.30) é simplesmente Γ(n+ |γ̂u|+1)/Γ(n+1).

Agora, vamos discutir rapidamente o comportamento da densidade de probabilidade

para diferentes valores de n, m j (m j > 0), B, α , β e ω . Então, como a expressão para a densidade

de probabilidade e dada da seguinte forma

P̄(ρ) = P̄n,m j(ρ) = (Ψ̄NC
D )†

Ψ̄
NC
D =

1
2π

R̄†(ρ)R̄(ρ) =
1

2π
[ f̄ 2
+(ρ)+ f̄ 2

−(ρ)], (6.41)
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implica que

P̄ =
(m0Ω̄+)

|γ̄+|+1−ᾱ

2πα(|γ̄+|− ᾱ)!
(

(−ᾱ)!
n!(−ᾱ−n)!

)2
3F2(a+1 ,a2,a3;b1,b2;1)

ρ
2(|γ̄+|−ᾱ)e−m0Ω̄+ρ2

[
L|γ̄+|n (m0Ω̄+ρ

2)
]2

+
(m0Ω̄−)

|γ̄−|+1−ᾱ

2πα(|γ̄−|− ᾱ)!
(

(−ᾱ)!
n!(−ᾱ−n)!

)2
3F2(a−1 ,a2,a3;b1,b2;1)

ρ
2(|γ̄−|−ᾱ)e−m0Ω̄−ρ2

[
L|γ̄−|n (m0Ω̄−ρ

2)
]2
.

(6.42)

No entanto, diferentemente do cenário anterior, aqui o espectro Eu depende de s e u

mesmo para L̄ > 0 (ou m j > 0) e, portanto, implica que a densidade de probabilidade também

depende de s e u uma vez que Eu está presente tanto em γ̄u quanto em Ω̄u (o que deixa o

problema muito mais sutil do que o do cenário anterior). Então, vamos usar como base as

informações que foram usadas para construir o gráfico da Fig. 23, porém, com B= 1.25 (mesmo

do cenário anterior) e u = ±1. Com isso, obtemos a Fig. 32, onde mostra o comportamento

da densidade de probabilidade para o estado fundamental (n = 0) e os dois primeiros estados

excitados (n = 1,2) para m j = 1/2,3/2.

De acordo com a Fig. 32-(a), vemos que a densidade de probabilidade (picos máxs.)

diminui com o aumento de n (P̄n=0 > P̄n=1 > P̄n=2) e possui um valor aproximadamente igual

para os três estados quânticos no intervalo (região) entre ρ = 0 e ρ = 2 (P̄n=0 ≈ P̄n=1 ≈ P̄n=2).

Agora, de acordo com a Fig. 32-(b), vemos que a densidade de probabilidade (picos máxs.) se

comporta de uma forma um tanto diferente (uma “anomalia”) da Fig. 32-(a), ou seja, a den-

sidade de maior valor é para n = 2 enquanto à de menor valor é para n = 1, onde o estado

fundamental tem um valor intermediário, logo, temos P̄n=2 > P̄n=0 > P̄n=1. Além disso, com-

parando 32-(a) com 32-(b), vemos que a densidade de probabilidade (picos máxs.) se afasta

da origem à medida que m j aumenta. Agora, comparando os três cenários (Figs. 5, 16 e 32),

verificamos que a densidade de probabilidade com os maiores valores é para o primeiro cenário.

Na Fig. 33, é mostrado o comportamento da densidade de probabilidade para quatro

diferentes valores de campo magnetico (1 < B < 4), onde usamos m0 = e = a = θ = η = s = 1,

β = ω = 0.1, α = 1/2, n = 0 e m j = 1/2 (ou seja, as mesmas informações usadas na Fig. 23

com u =±1). De acordo com esta Figura, vemos que a densidade de probabilidade aumenta à

medida que B aumenta (onde P̄B=2.50 > P̄B=2.00 > P̄B=1.50 > P̄B=1.15) e seus valores tendem a

se concentrar cada vez mais em ρ ≈ 1 (formando então uma “delta de Dirac”) ou mais perto da

origem. No entanto, a densidade para B= 1.15 é quase nula em todo o intervalo (região). Agora,

comparando os três cenários (Figs. 6, 17 e 33), verificamos que a densidade de probabilidade

com os maiores valores é para o primeiro cenário.

Na Fig. 34, é mostrado o comportamento da densidade de probabilidade para quatro
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Figura 32: Gráfico de P̄(ρ) versus ρ para três diferentes valores de n com m j = 1/2 (a) e
m j = 3/2 (b).

diferentes valores do parâmetro α , onde usamos m0 = e = a = B = s = 1, θ = 3, η = 1/2,

β =ω = 0.1, n= 0 e m j = 1/2 (ou seja, as mesmas informações usadas na Fig. 25 com u=±1).

De acordo com esta Figura, vemos que a densidade de probabilidade pode aumentar ou diminuir

em função de α , ou seja, a densidade aumenta à medida que α diminui de 1 para 0.6 (atingindo

um valor/pico máximo) e diminui para α abaixo de 0.6 (onde P̄α=0.6 > P̄α=0.8 > P̄α=1.0 >

P̄α=0.4). Agora, comparando o segundo cenário com o terceiro (Figs. 18 e 34), verificamos que

a densidade de probabilidade com os maiores valores é para o terceiro cenário.

Na Fig. 35, é mostrado o comportamento da densidade de probabilidade para quatro

diferentes valores do parâmetro β , onde usamos m0 = e = a = B = s = 1, θ = 3, η = 1/2,

ω = 0.1, α = 1/2, n = 0 e m j = 1/2 (ou seja, as mesmas informações usadas na Fig. 26



98

Figura 33: Gráfico de P̄(ρ) versus ρ para quatro diferentes valores de B.

com u =±1). De acordo com esta Figura, vemos que a densidade de probabilidade diminui em

função de β , ou seja, quanto mais rápido a CC girar menor é a densidade de probabilidade (onde

P̄β=0.0 > P̄β=0.1 > P̄β=0.2 > P̄α=0.3). Agora, comparando o segundo cenário com o terceiro

(Figs. 19 e 35), verificamos que a densidade de probabilidade com os maiores valores é para o

segundo cenário.

Já na Fig. 36, é mostrado o comportamento da densidade de probabilidade para

quatro diferentes da velocidade angular ω , onde usamos m0 = e = a = B = s = 1, θ = 3,

η = 1/2, α = β = 0.1, n = 0 e m j = 1/2 (ou seja, as mesmas informações usadas na Fig. 27

com u = ±1). De acordo com esta Figura, vemos que a densidade de probabilidade diminui

à medida que ω aumenta (onde P̄ω=0.1 > P̄ω=0.2 > P̄ω=0.3 > P̄ω=0.4) e seus valores tendem a

se afastar cada vez mais da origem, ou seja, quanto mais rápido o referencial girar, menor a

probabilidade de encontrar a partı́cula perto da origem. De fato, isso é plausı́vel uma vez que a

força centrı́fuga é uma “força” que expulsa a partı́cula da origem (como deve ser).

6.2 Limite não-relativı́stico

Para analisar o limite não-relativı́stico do espectro relativı́stico, não podemos usar

apenas a prescrição padrão dos cenários anteriores. Aqui, devemos fazer uma pequena “correção”

nesta prescrição devido ao referencial girante, ou seja, considerar o parâmetro b, onde E ≈
b(m0+ε), com m0≫ ε , m0≫ Ēm, m0≫ Ēα e m0≫ Eω (ou m0≫ αω). Portanto, usando esta

prescrição no espectro (6.17), obtemos o seguinte espectro não-relativı́stico (nı́veis de Landau

não-relativı́sticos) para o EHQNC com MMA para uma partı́cula de spin-1/2 em um referencial
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Figura 34: Gráfico de P̄(ρ) versus ρ para quatro diferentes valores de α .

girante no espaço-tempo da CC girante

εn,L̄,s,u =

[
Ēα + Ēm−Eω + τλωcN̄α + (2τ−1)

2 αω

]
[
1+4βω

(
|L̄|+L̄

2L̄

)] , (6.43)

onde

Ēα = b2m0ωcλβ

(
|L̄|+ L̄
2αL̄

)
≥ 0, Ēm = bEm > 0, Eω = 2αωN̄τ

α ≥ 0, b = 1+βω, (6.44)

e

N̄α =

(
n̄
2
+
|L̄|+ L̄

2α

)
≥ 0, N̄τ

α =

(
τ

n̄
2
+
|L̄|+ L̄

2α

)
≥ 0, L̄= bm j−

suα

2
= bm j−uαms. (6.45)

Em particular, na ausência do referencial girante (ω = 0), obtemos exatamente o

espectro não-relativı́stico no espaço-tempo da CC girante, dado por (5.28). Agora, ignorando

o último termo em (6.43), que é o mesmo que considerar M2
0 ≈ m2

0, e na ausência do espaço

de fase NC (θ = η = 0), do MMA (Em = 0) e da CC girante (α = 1 e β = 0), com ml < 0

e s = +1 (sem spin), obtemos o espectro do EHQ não-relativı́stico em um referencial girante

para elétrons, cujo espectro é dado por εn = ℏ(ωc−2ω)(n+1/2) > 0 [258, 260]. No entanto,

diferentemente de [258, 260], o nosso espectro ainda permanece válido mesmo para B = 0, ou

seja, a frequência angular Ω̄ em (6.12) não é zero para B = 0, como acontece em [258, 260].

Além disso, notamos também que o espectro (6.43) possui algumas semelhanças e

diferenças (mais semelhanças do que diferenças) com o caso relativı́stico (espectro (6.17)). Por

exemplo, semelhante ao caso relativı́stico, o espectro (6.43)
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Figura 35: Gráfico de P̄(ρ) versus ρ para quatro diferentes valores de β .

• só admite estados de energia positiva (εn,L̄,s,u > 0);

• tem sua degenerescência quebrada devido à α , onde L̄ > 0 permite obter o espectro

máximo (depende de α e β ) e L̄ < 0 o espectro mı́nimo (também depende de α e β );

• aumenta em função de n e m j;

• aumenta em função de B e diminui em função de ω , ou seja, quanto maior o campo

magnético e menor a rotação do referencial, maiores as energias;

• possui maiores energias quando a energia magnética é diferente de zero (Em ̸= 0);

• permanece quantizado (discreto) mesmo na ausência do campo magnético (B = 0) e do

momento NC (η = 0), onde tal espectro depende de Eω .

No entanto, diferentemente do caso relativı́stico, o espectro (6.43)

• depende linearmente das energias Ēm, Ēα e Eω .
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Figura 36: Gráfico de P̄(ρ) versus ρ para quatro diferentes valores de ω .
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7 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Nesta tese, investigamos as soluções de estado ligado do EHQNC com MMA em

três diferentes cenários relativı́sticos, a saber: o espaço-tempo Minkowski (caso plano inercial),

o espaço-tempo da CC girante (caso curvo inercial) e o espaço-tempo da CC girante com efeitos

não-inerciais (caso curvo não-inercial). Portanto, trabalhamos em dois diferentes backgrounds

relativı́sticos, onde um é exclusivo da TRE (espaço-tempo de Minkowski) e o outro da TRG

(espaço-tempo da CC girante), ambos em (2+ 1)-dimensões. Em particular, nos dois primei-

ros cenários o referencial do sistema é inercial enquanto que no terceiro é não-inercial (há um

referencial girante no espaço-tempo da CC girante). Dessa forma, investigamos as soluções de

estado ligado sob a influência de efeitos topológicos ou de curvatura, efeitos não-inerciais e de

efeitos NCs, respectivamente. Com respeito às soluções, focamos nossa atenção principalmente

nas autofunções (spinor de Dirac de duas componentes e a função de onda de Schrödinger)

e, em especial, nos autovalores de energia (espectro de energia ou nı́veis de Landau). Além

disso, também analisamos em detalhes a densidade de probabilidade (caso relativı́stico). Para

alcançar tais soluções, usamos a EDNC em coordenadas polares com acoplamentos mı́nimo e

não-mı́nimo, onde consideramos (diferentemente da literatura) uma CC com um spin não-nulo

e também a NC das posições. Porém, para resolver analiticamente a nossa equação diferencial

também para o terceiro cenário, consideramos duas aproximações: a primeira é que a veloci-

dade linear do referencial girante é muito menor que a velocidade da luz e a segunda é que o

acoplamento entre o spin da CC e a velocidade angular do referencial girante é muito fraco.

Nossas principais conclusões para cada cenário podem ser resumidas a seguir:

• Primeiro Cenário: Após resolver uma equação diferencial de segunda ordem, verificamos

que o spinor de Dirac é escrito em termos dos polinômios de Laguerre associados e que

o espectro relativı́stico depende da energia magnética Em, dos números quânticos n e m j,

dos parâmetros de spin s e spinorial u, da frequência cı́clotron ωc e dos parâmetros NCs θ

e η , onde tais parâmetros permitem definir duas “frequências angulares NCs”: ωθ = 1
m0θ

e ωη = η

m0
, sendo ωθ a frequência NC de posição e ωη a frequência NC de momento, no

qual satisfazem: ωc ̸= ωθ e ωc ̸= ωη , ou seja, não há “estados de ressonância” no sis-

tema (ωc não pode “oscilar” com o mesmo valor de ωθ e ωη ). Além disso, o espectro é

assimétrico (as energias da partı́cula e antipartı́cula são diferentes), depende linearmente

de Em (uma energia gerada pela interação do MMA com o campo magnético B), pode ser

finitamente ou infinitamente degenerado, aumenta em função de n e m j para m j > 0 ou

em função de apenas n para m j < 0 (no caso da antipartı́cula temos pequenas exceções
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ou “anomalias”, ou seja, ∆En < 0), onde as energias da partı́cula são sempre maiores

que as da antipartı́cula, a função do MMA é aumentar (diminuir) as energias da partı́cula

(antipartı́cula), as energias da partı́cula podem aumentar ou diminuir em função de B en-

quanto as da antipartı́cula podem aumentar, diminuir ou até serem “nulas”, a função de θ

e η é aumentar as energias e o espectro ainda permanece quantizado mesmo para B = 0.

Comparando o espectro com a literatura, notamos que na ausência do espaço de fase NC

(θ = η = 0) obtemos o espectro do EHQ relativı́stico com e sem o MMA, para o caso

massivo (m0 ̸= 0) e não-massivo (m0 = 0). Já para θ = Em = m0 = 0, obtemos o espectro

“relativı́stico” do EHQ para o grafeno NC (η ̸= 0) e usual (η = 0). Portanto, o nosso

espectro relativı́stico generaliza vários casos particulares da literatura. Com respeito à

densidade de probabilidade, notamos que ela pode ser nula ou não-nula na origem: para

m j = 1/2 temos um valor não-nulo e para m j = 3/2 um valor nulo. Além disso, ela di-

minui com n e m j crescente, aumenta com B crescente e pode aumentar ou diminuir com

θ e η crescente. Já no limite não-relativı́stico, obtemos o Hamiltoniano de Schrödin-

ger NC que depende de dois Hamiltonianos: um tipo-OHQNC e o de Zeeman NC (este

depende de dois MDMs: o orbital e anômalo). Similar ao caso relativı́stico, o espectro

não-relativı́stico só admite energias positivas, depende linearmente de Em (cuja função é

aumentar as energias), possui uma degenerescência finita ou infinita, aumenta em função

de n e ml , não admite “estados de ressonância” e permanece quantizado mesmo para

B = 0. Porém, diferentemente do caso relativı́stico, o espectro não-relativı́stico não ad-

mite um estado fundamental independente de θ , η e ωc. Além disso, o nosso espectro

não-relativı́stico também generaliza vários casos particulares da literatura.

• Segundo Cenário: Após fazer um mapeamento entre a equação diferencial deste cenário

com à do primeiro (ambas são bem similares), obtemos o espectro relativı́stico no qual

depende da energia magnética topológica ou energia topológica Eα (surge devido ao aco-

plamento entre o campo magnético e o spin da CC), do número quântico magnético to-

pológico L = L(α) = m j− suα

2 , sendo α o parâmetro topológico ou de curvatura da CC,

e do parâmetro rotacional β (depende do spin da CC). Em particular, na ausência da CC

girante (α = 1 e β = 0), obtemos exatamente o espectro no espaço-tempo de Minkowski.

Porém, aqui o espectro não uma função linear da energia magnética Em e sua degene-

rescência é quebrada devido à α . Quanto aos valores de L, notamos que para L > 0

(m j > 0) o espectro depende tanto de α quanto de β , onde tais parâmetros tem a função

de aumentar (diminuir) as energias da partı́cula (antiparticula). Já para L < 0 (m j < 0), o

espectro não depende nem de α e nem de β (é como se o EHQNC “vivesse no espaço-

tempo de Minkowski”). Além disso, as energias aumentam em função de n e m j, onde
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as energias da partı́cula são sempre maiores que as da antipartı́cula, a função do MMA é

aumentar tanto as energias da partı́cula quanto as da antipartı́cula (diferentemente do pri-

meiro cenário) e as energias da partı́cula (antipartı́cula) aumentam (diminuem) em função

de B. Então, comparando os gráficos de E vs. B dos dois cenários (com MMA), notamos

que as energias são maiores para o segundo cenário. Com respeito à densidade de pro-

babilidade, notamos que ela é sempre nula na origem independentemente dos valores de

m j. Além disso, ela aumenta com B crescente e α decrescente (aumento da curvatura),

e diminui com n, m j e β crescente. Então, comparando as densidades de probabilidade

dos dois cenários em função de n, m j e B, notamos que as densidades são maiores para

o primeiro cenário. Já no limite não-relativı́stico, obtemos um espectro não-relativı́stico

também para um partı́cula com spin-1/2 (“partı́cula de Pauli”). Ou seja, neste caso não

é possı́vel converter o número quântico topológico L em ml devido à presença de α . Em

particular, na ausência da CC girante (α = 1 e β = 0), obtemos exatamente o espectro

no espaço Euclidiano. Então, similar ao caso relativı́stico, o espectro não-relativı́stico só

admite energias positivas, tem sua degenerescência quebrada, aumenta em função de n,

m j, B, α e β e seus valores são maiores na presença do MMA. Porém, diferentemente do

caso relativı́stico, o espectro não-relativı́stico depende linearmente das energias Em e Eα .

• Terceiro Cenário: Após fazer o mesmo procedimento do segundo cenário, ou seja, um ma-

peamento entre as equações diferenciais de ambos os cenários, obtemos o espectro rela-

tivı́stico no qual depende da energia rotacional Eω (é uma função linear da velocidade an-

gular ω), do número quântico magnético topológico não-inercial L̄ = L̄(α) = bm j− suα

2 ,

sendo b = 1+βω o parâmetro não-inercial (surge devido ao acoplamento entre o spin da

CC e a velocidade angular), da massa topológica não-inercial M0 (surge devido ao acopla-

mento entre o spin do férmion e a velocidade angular), da energia magnética não-inercial

Ēm = bEm e da energia magnética topológica não-inercial Ēα = bEα . Em particular, na

ausência do referencial girante (ω = 0), obtemos exatamente o espectro no espaço-tempo

da CC girante. No entanto, aqui o espectro ainda depende de α e β mesmo para L̄ < 0

(m j < 0), onde α tem a função de aumentar as energias da partı́cula e antipatı́cula en-

quanto β tem a função de aumentar (diminuir) as energias da partı́cula (antipartı́cula).

Então, comparando os gráficos de E vs. α do segundo e terceiro cenário, notamos que

as energias da partı́cula (antipartı́cula) são maiores para o segundo (terceiro) cenário. Já

para os gráficos de E vs. β , notamos que as energias da partı́cula (antipartı́cula) são mai-

ores para o terceiro (segundo) cenário. Além disso, as energias aumentam em função

de n e m j (no caso da antipartı́cula temos pequenas exceções ou “anomalias”, ou seja,

∆En < 0), onde as energias da partı́cula são sempre maiores que as da antipartı́cula, a
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função do MMA é aumentar (diminuir) as energias da partı́cula (antipartı́cula), as ener-

gias da partı́cula aumentam em função de B enquanto as da antipartı́cula podem aumen-

tar, diminuir ou até serem “nulas” e a função de ω é diminuir (aumentar) as enegias da

partı́cula (antipartı́cula). Então, comparando os gráficos de E vs. B dos três cenários (com

MMA), notamos que as energias da partı́cula (antipartı́cula) são maiores para o segundo

(primeiro) cenário. Com respeito à densidade de probabilidade, notamos que ela também

é sempre nula na origem independentemente dos valores de m j. Além disso, ela aumenta

com B crescente e α decrescente, e diminui com n, m j (há uma “anomalia” para m j = 3/2)

e β crescente. Então, comparando as densidades de probabilidade dos três cenários em

função de n, m j e B, notamos que as densidades são maiores para o primeiro cenário.

Agora, comparando as densidades de probabilidade dos dois últimos cenários em função

de α e β , notamos que para α as densidades são maiores para o terceiro cenário enquanto

para β são para o segundo. Por outro lado, a densidade de probabilidade diminui em

função de ω , onde seus valores tendem a se afastar cada vez mais da origem (um efeito

da força centrı́fuga). Já no limite não-relativı́stico, obtemos um espectro não-relativı́stico

também para uma partı́cula de spin-1/2, onde tal espectro possui algumas semelhanças

com o caso relativı́stico, ou seja, só admite energias positivas, tem sua degenerescência

quebrada, aumenta em função de n, m j e B, onde seus valores são maiores na presença

do MMA e diminui em função de ω . Porém, diferentemente do caso relativı́stico, o es-

pectro não-relativı́stico depende linearmente das energias Ēm e Ēα . Em particular, na

ausência do referencial girante (ω = 0), obtemos exatamente o espectro no espaço-tempo

da CC girante. Por último mas não menos importante, na ausência do espaço de fase NC

(θ = η = 0), do MMA (Em = 0) e da CC girante (α = 1 e β = 0), obtemos o espectro do

EHQ não-relativı́stico em um referencial girante (um caso particular da literatura).

Como perspectivas para futuros trabalhos baseados nesta pesquisa, podemos propor

os seguintes tópicos:

• calcular as propriedades termodidâmicas dos dois primeiros cenários;

• trabalhar em outro espaço-tempo curvo, tal como o espaço-tempo de Gödel e tipo-Gödel

(já existe tal espaço-tempo na presença de uma CC estática e sem efeitos não-inerciais);

• incluir termos na EDNC que violam a simetria de Lorentz;

• trabalhar em outro cenário tal como o cenário de comprimento mı́nimo (é um tipo de

princı́pio da incerteza de Heisenberg generalizado);

• incluir o potencial do OD.
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[434] DÓRA, B. et al. Rabi oscillations in landau-quantized graphene. Phys. Rev. Lett.,
v. 102, p. 036803, 2009.

[435] ROSAS, R. et al. Energy spectrum of a confined two-dimensional particle in an external
magnetic field. Am. J. Phys., v. 68, p. 840, 2000.

[436] WAKAMATSU, M. et al. The physics of helical electron beam in a uniform magnetic
field as a testing ground of gauge principle. Phys. Lett. A, v. 384, p. 126415, 2020.

[437] LI, C.-F.; WANG, Q. The quantum behavior of an electron in a uniform magnetic field.
Phys. B: Condens. Matter, v. 269, p. 22–27, 1999.

[438] LAWRIE, I. D. A unified grand tour of theoretical physics. [S.l.]: CRC Press, 2012.

[439] OLIVEIRA, M. de. Mapping the dirac equation with spin and pseudospin symmetries
in curved spacetime in the non-relativistic regime. Eur. Phys. J. Plus, v. 136, p. 533, 2021.

[440] SMOOT, G. String dynamics. Smoot Group: Astrophysics & Cosmology, Disponı́vel
em: https://aether.lbl.gov/index.html. Acesso em: 17 Ago. 2021.

[441] ARDESHANA, B. et al. An approach to modelling and simulation of single-walled
carbon nanocones for sensing applications. AIMS Mater. Sci., v. 4, p. 1010–1028, 2017.

[442] YANG, N.; ZHANG, G.; LI, B. Carbon nanocone: A promising thermal rectifier. Appl.
Phys. Lett., v. 93, p. 243111, 2008.

[443] VOZMEDIANO, M. A.; KATSNELSON, M.; GUINEA, F. Gauge fields in graphene.
Phys. Rep., v. 496, p. 109, 2010.

[444] FONSECA, J. M.; MOURA-MELO, W. A.; PEREIRA, A. R. Scattering of charge
carriers in graphene induced by topological defects. Phys. Lett. A, v. 374, p. 4359, 2010.

[445] LIMA, A. A. de; FILGUEIRAS, C. Integer quantum hall effect on an interface with
disclinations. Eur. Phys. J. B, v. 85, p. 1, 2012.

[446] OLIVEIRA, M. D.; SCHMIDT, A. G. Exact solution for the dirac oscillator in curved
spacetime. Phys. Scr., v. 95, p. 055304, 2020.

[447] RIZZI, G.; RUGGIERO, M. L. Relativity in rotating frames: relativistic physics in
rotating reference frames. [S.l.]: Springer, 2004.

[448] ASKEY, R. A.; DAALHUIS, A. B. O. Generalized hypergeometric functions and
Meijer G-function. NIST Handbook of mathematical functions. 2010.

[449] MINTON, B. M. Generalized hypergeometric function of unit argument. J. Math.
Phys., v. 11, p. 1375–1376, 1970.

[450] RELATIVISTIC Quantum Mechanics. USP, Disponı́vel em:
https://macbeth.if.usp.br/ gusev/dirac.pdf. Acesso em: 25 Out. 2023.

[451] USING the Hall Effect for Nano Electronics. AZONANO, Disponı́vel em:
https://www.azonano.com/article.aspx?ArticleID=5177. Acesso em: 27 Set. 2021.



131

APÊNDICE A -- A EQUAÇÃO DE DIRAC

Em 1928, Dirac propôs uma equação de onda relativı́stica que descreve com sucesso

a dinâmica quântica (relativı́stica) de partı́culas massivas de spin-1/2. No Sistema Internacional

(SI), a ED na forma originalmente proposta por Dirac é escrita no espaço-tempo de Minkowki

(3+1)-dimensional como (equação tipo-Schrödinger) [1–6, 14]

iℏ
∂Ψ(⃗r, t)

∂ t
= HDΨ(⃗r, t), (A.1)

onde

HD = H0 = Hlivre = c⃗α · p⃗+βm0c2 = c
3

∑
i=1

αi pi +βm0c2, (αi pi = α
i pi =−αi pi),

= iℏc
3

∑
i=1

αi∂i +βm0c2,

(
∂i =

∂

∂xi

)
,

= −iℏc⃗α · ∇⃗+βm0c2, (αi∂i = α
i
∂

i =−α⃗ · ∇⃗),

(A.2)

sendo HD o Hamiltoniano de Dirac para uma partı́cula livre de massa de repouso m0 (neste caso

o Hamiltoniano de Dirac é chamado de Hamiltoniano de Dirac livre ou sem interação), os coefi-

cientes α⃗ = (α1,α2,α3) = (−α1,−α2,−α3) = (αx,αy,αz) e β são as matrizes de Dirac (matri-

zes alfa e beta), p⃗ = (p1, p2, p3) = (−p1,−p2,−p3) ou simplesmente p⃗ =−iℏ∇⃗ = (px, py, pz)

é o operador momento tridrimensional (ou trivetor momento numa linguagem relativı́stica),

c⃗α · p⃗ é a energia cinética ou termo cinético, βm0c2 (ou somente m0c2) é a energia de re-

pouso, c é a velocidade da luz no vácuo, ℏ a constante de Planck reduzida (ℏ = h/2π) e

Ψ = (Ψ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4)
T ∈ C4 é o spinor de Dirac de quatro componentes, no qual é expresso

por uma matriz/vetor coluna de quatro elementos, respectivamente. Para Dirac, uma equação

relativı́stica (ou um Hamiltoniano relativı́stico) para o elétron (por exemplo) deveria ser linear

na derivada temporal e também nas derivadas espaciais, colocando assim tempo e espaço em

pé de igualdade (igualdade de coordenadas espaciais e temporais como a relatividade requer).

Consequentemente, isso eliminaria o problema da densidade de probabilidade negatica (não

positiva definida) gerada pela EKG quando aplicada ao elétron (na verdade soube depois que a

EKG não é adequada para os elétrons, mas somente para partı́culas de spin-0 ou sem spin).

No entanto, para a ED ser realmente consistente (fisicamente falando), ela deve

reproduzir a relação energia-momento (relação de dispersão relativı́stica), ou mesmo a EKG,
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cuja expressão é dada por: E2 = p⃗2c2+m2
0c4 (a EKG é obtida simplesmente substituindo E por

iℏ ∂

∂ t e p⃗ por −iℏ∇⃗). De fato, ela reproduz, no qual basta elevar ao quadrado o Hamiltoniano

HD (H2
D = p⃗2c2 +m2

0c4) [450], onde um “preço a se pagar” por isso (ED linear no tempo e no

espaço) é que as matrizes α⃗ e β devem satisfazer as seguintes relações (da Álgebra de Clifford)

{αi,α j}= αiα j +α jαi = 2δi jI4×4 (i, j = 1,2,3), (A.3)

{αi,β}= αiβ +βαi = 0, (A.4)

α
2
i = β

2 = I4×4, (A.5)

α
†
i = αi, β

† = β , (A.6)

trαi = trβ = 0, (A.7)

onde as duas primeiras relações significam que as matrizes alfa anticomutam entre si e também

com a matriz beta, a terceira relação significa que alfa e beta são matrizes unitárias, a quarta

relação significa que alfa e beta são matrizes Hermitianas e a quinta relação significa que alfa e

beta possuem traço nulo (soma dos elementos da diagonal principal são nulos), respectivamente.

Então, na representação de Dirac (representação padrão), as matrizes α⃗ e β são

escritas em termos das matrizes de spin de Pauli como segue

α⃗ =

(
0 σ⃗

σ⃗ 0

)
, β =

(
1 0

0 −1

)
, (1 = I2×2), (A.8)

onde

αi =

(
0 σi

σi 0

)
=



α1 =

 0 σ1

σ1 0

=



0 0

0 0

0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

0 0



α2 =

 0 σ2

σ2 0

=



0 0

0 0

0 −i

i 0

0 −i

i 0

0 0

0 0



α3 =

 0 σ3

σ3 0

=



0 0

0 0

1 0

0 −1

1 0

0 −1

0 0

0 0



. (A.9)
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No entanto, em (2+ 1)-dimensões as matrizes α⃗ e β são na verdade as próprias

matrizes de Pauli, ou seja, α⃗ = σ⃗ (mas sem o σ3) e β = σ3.

Além disso, a ED permite obter uma equação de continuidade (relativı́stica), ou

seja, uma generalização relativı́stica da equação de continuidade gerada pela ES (e tal equação

expressa a conservação local da probabilidade). Para isso, primeiro devemos multiplicar a Eq.

(A.1) pela esquerda por Ψ† (conjugado Hermitiano de Ψ), onde obtemos

iℏΨ
† ∂Ψ

∂ t
= iℏcΨ

†
3

∑
i=1

αi(∂iΨ)+m0c2
Ψ

†
βΨ. (A.10)

Agora, tomando o conjugado Hermitiano da Eq. (A.1), usando a relação (A.6) e

depois multiplicando pela direita por Ψ, obtemos

−iℏ
∂Ψ†

∂ t
Ψ =−iℏc

3

∑
i=1

αi(∂iΨ
†)Ψ+m0c2

Ψ
†
βΨ, (A.11)

onde ( ∂

∂ t )
† = ∂

∂ t e ∂
†
i = ∂i, ou seja, as derivadas também são hermitinas (porém, em MQNR as

derivadas espaciais não são [176]).

Portanto, subtraindo (A.10) com (A.11), obtemos

iℏΨ
† ∂Ψ

∂ t
+ iℏ

∂Ψ†

∂ t
Ψ = iℏcΨ

†
3

∑
i=1

αi(∂iΨ)+ iℏc
3

∑
i=1

αi(∂iΨ
†)Ψ,

∂ (Ψ†Ψ)

∂ t
= c

3

∑
i=1

∂i(Ψ
†
αiΨ),

∂P
∂ t
−

3

∑
i=1

∂iJi = 0, P = Ψ
†
Ψ, Ji = cΨ

†
αiΨ,

∂P
∂ t

+
3

∑
i=1

∂iJi = 0, (Ji =−Ji),

∂P
∂ t

+divJ⃗ = 0, (divJ⃗ = ∇⃗ · J⃗), (A.12)

que é justamente a equação de continuidade para férmions de Dirac relativı́sticos, onde P =

P(⃗r, t) é a densidade de probabilidade (positiva definida) e J⃗ = cΨ†α⃗Ψ = (J1,J2,J3) é o ve-

tor densidade de corrente de probabilidade, ou simplesmente, a corrente de probabilidade (na

realidade, J⃗ não é tecnicamente um vetor uma vez que α⃗ também não é).

Por outro lado, a ED também pode ser escrita numa forma mais compacta do ponto

de vista relativı́stico (tempo e espaço apareçem simetricamente na equação), ou seja, numa

forma tensorial, quadrimensional ou manifestamente covariante (de Lorentz). Então, para ter-

mos uma formulação covariante da ED é preciso definir novas matrizes de Dirac, no qual são

conhecidas como matrizes gama e definidas como γ0≡ β e γ i≡ βα i (ou γ⃗ ≡ βα⃗). Desse modo,
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a Eq. (A.1) será reescrita (compactamente) como segue (por simplicidade aqui omitiremos o

somatório, ou seja, usaremos a convenção de soma de Einstein ou notação de Einstein)

iℏ
∂Ψ

∂ t
− iℏcαi

∂Ψ

∂xi −βm0c2
Ψ = 0,

iℏβ
∂Ψ

∂ (ct)
+ iℏβα

i ∂Ψ

∂xi −m0cΨ = 0, (αi =−α
i),

iℏ
[

γ
0 ∂

∂ (ct)
+ γ

i ∂

∂xi

]
Ψ−m0cΨ = 0,

iℏ
[

γ
0 ∂

∂x0 + γ
i ∂

∂xi

]
Ψ−m0cΨ = 0, (x0 = xt ≡ ct),

iℏγ
µ ∂Ψ

∂xµ
−m0cΨ = 0, (µ = 0,1,2,3),

iℏγ
µ

∂µΨ−m0cΨ = 0, (γµ
∂µ = γµ∂

µ), (A.13)

ou

γ
µ pµΨ−m0cΨ = 0, (γµ pµ = γµ pµ), (A.14)

onde γµ = (γ0,γ i) = (γ0,γ1,γ2,γ3) = (γ0, γ⃗) são as matrizes gama de Dirac (γ0 e γ i são suas

componentes temporal e espacial), no qual satisfaz uma relação de anticomutação mais geral

(da Àlgebra de Clifford), dada por {γµ ,γµ} = 2gµν I4×4, sendo gµν =diag(1,−1,−1,−1) a

métrica de Minkowski, pµ = iℏ∂µ = (iℏ∂0, iℏ∂i) = (p0, pi) = (p0,−p⃗) é o operador momento

quadrimensional (ou quadrivetor momento ou quadrimomento), ∂µ =
−→
∂ µ (a seta diz que as

derivadas atuam para à direita) é o quadrivetor gradiante (ou quadrigradiente) e xµ = (x0,xi) =

(x0, x⃗) é o operador posição quadrimensional (quadrivetor posição ou quadriposição), respec-

tivamente. Aqui, usamos letras Gragas ao invés de Latinas para representar as coordenadas

espaço-temporais e gµν ao invés de η̃ab para a métrica porque a ED foi construı́da original-

mente por meio delas. Além disso, caso tivessemos uma métrica com uma assinatura dada por

(−,+,+,+), então o termo de massa da ED (A.13)-(A.14) deve ser modificado (m0c→−m0c),

ou seja, γµ pµΨ+m0cΨ = 0 é a ED para uma métrica com assinatura (−,+,+,+).

Em particular, as matrizes γ i devem satisfazer as seguintes relações

(γ i)2 =−I4×4 =−γ
i
γ

i† (γ i† = (γ i)−1), γ
i† =−γ

i, trγ i = 0, (A.15)

ou seja, γ i é unitária, anti-Hermitiana e tem traço nulo, respectivamente. Em particular, γ i e γ⃗

são escritas da seguinte forma

γ
i =

(
0 σ i

−σ i 0

)
, γ⃗ =

(
0 σ⃗

−σ⃗ 0

)
, (A.16)
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sendo que em (2+ 1)-dimensões, temos γ⃗ = σ3σ⃗ , com σ⃗ = (σ1,σ2) e σ3 = σ3. Por outro

lado, ainda existe uma quinta matriz gama de Dirac, no entanto, não parece explicitamente na

ED. Em particular, estamos falando de γ5, onde o número de ı́ndice 5 é uma relı́quia da notação

antiga no qual µ variava de 1 à 5 (depois foi proposto de 0 à 4). Então, γ5 é definido por meio

do produto das quatro matrizes gama da seguinte forma (na representação de Dirac)

γ
5 = γ5 ≡ iγ0

γ
1
γ

2
γ

3 =

(
0 1

1 0

)
=


0 0

0 0

1 0

0 1

1 0

0 1

0 0

0 0

 , (A.17)

e satisfaz

γ
5 = γ5, (γ5)2 = I4×4, (γ5)† = γ

5, {γ5,γµ}= 0, trγ5 = 0, (A.18)

ou seja, γ5 é contravariante e covariante ao mesmo tempo (análogo à γ0), é unitária, Hermitiana,

anticomuta com γµ (as quatro matrizes gama) e tem traço nulo, respectivamente. No entanto,

em (2+1)-dimensões, temos γ5 = σ1 [63].

Além disso, introduzindo os potenciais eletromagnéticos na ED via acoplamento

mı́nimo, temos

γ
µ(pµ −qAµ)Ψ−m0cΨ = 0, (A.19)

ou

iℏγ
µDµΨ−m0cΨ = 0, (A.20)

onde Aµ = (A0,Ai) = (A0,−A⃗) é o potencial quadrimensional (quadrivetor potencial ou qua-

dripotencial eletromagnético), sendo A0 e A⃗ suas componentes temporal (potencial escalar) e

espacial (potencial vetor) e Dµ ≡ ∂µ + iq
ℏ Aµ (q = ±e) é a derivada covariante. Então, em vir-

tude da assinatura da métrica, temos as seguintes relações entre os tensores contravariantes

(ı́ndices superiores) e covariantes (ı́ndices inferiores)

γ
µ = gµν

γν = (γ0, γ⃗), γµ = gµνγ
ν = (γ0,−γ⃗), (γ0 = γ0; γ

i =−γi→ α
i =−αi), (A.21)

pµ = gµν pν = (p0, p⃗), pµ = gµν pν = (p0,−p⃗), (p0 = p0; pi =−pi), (A.22)

xµ = gµνxν = (x0, x⃗), xµ = gµνxν = (x0,−⃗x), (x0 = x0; xi =−xi), (A.23)

Aµ = gµνAν = (A0, A⃗), Aµ = gµνAν = (A0,−A⃗), (A0 = A0; Ai =−Ai), (A.24)

ou seja, as componentes espaciais covariantes carregam um sinal negativo. Além disso, é im-

portante mencionar que em (2+ 1)-dimensões onde gµν =diag(1,−1,−1), não basta apenas

tomar a componente-3 (ou z em coordenadas cartesianas) do quadrivetor igual à zero (muitos

na literatura cometem esse erro). De fato, em notação matricial isso é um erro grave (o produto
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matricial não é satisfeito). Em outras palavras, pegando pµ como exemplo (mas poderia ser xu

ou Aµ ), temos

pu ̸=


1 0 0

0 −1 0

0 0 −1


3×3


p0

p1

p2

0


4×1

. (A.25)

No entanto, escrevendo pµ = (p0, p1, p2)T , ou seja, sem a componente-3 (sistema

puramente planar), aı́ sim o produto matricial é satisfeito em (2+1)-dimensões. Consequente-

mente, na presente tese escrevemos pµ como pµ = (p0,−p⃗) = (pt ,−pρ ,−pϕ) ao invés de pµ =

(pt ,−pρ ,−pϕ ,0) e Aµ como Aµ = (A0,−A⃗) = (0,0,−Aϕ) ao invés de Aµ = (0,0,−Aϕ ,0).

Antes de finalizar este apêndice, vamos agora obter a formulação covariante da

equação de continuidade. Então, multiplicando a Eq. (A.13) pela esquerda por Ψ†γ0, obtemos

Ψ
†
γ

0[iℏγ
µ

∂µ −m0c]Ψ = 0. (A.26)

Agora, tomando o conjugado Hermitiano da Eq. (A.13), usando o fato de que γµ† =

γ0γµγ0 e (AB)† = B†A† e depois multiplicando pela direita por γ0Ψ, obtemos

[−iℏ(γµ
∂µΨ)†−m0cΨ

†]γ0
Ψ = 0, (A.27)

[−iℏ∂µΨ
†
γ

µ†
γ

0−m0cΨ
†
γ

0]Ψ = 0, ((γµ
∂µΨ)† = ∂µΨ

†
γ

µ†), (A.28)

[iℏ∂µΨ
†
γ

0
γ

µ
γ

0
γ

0 +m0cΨ
†
γ

0]Ψ = 0, (γµ† = γ
0
γ

µ
γ

0), (A.29)

[iℏ∂µΨ
†
γ

0
γ

µ +m0cΨ
†
γ

0]Ψ = 0, (γ0
γ

0 = 1), (A.30)

Ψ̄[iℏγ
µ

∂µ +m0c]Ψ = 0, (∂µ =
←−
∂ µ), (A.31)

onde Ψ̄ ≡ Ψ†γ0 é o spinor adjunto de Dirac. Além disso, supondo que Ψ ̸= 0, implica que

Ψ̄[iℏγµ∂µ +m0c] = 0, ou seja, temos a equação adjunta de Dirac [1].

Portanto, somando (A.26) com (A.31), obtemos

Ψ̄iℏγ
µ

∂µΨ+ Ψ̄iℏγ
µ

∂µΨ = 0, (A.32)

∂µ(cΨ̄γ
µ

Ψ) = 0, (multiplicamos tudo por c/iℏ), (A.33)

∂µJµ = 0, (A.34)

que é justamente a formulação covariante (ou tensorial) para a equação da continuidade, onde

Jµ = cΨ̄γµΨ = cΨ†γ0γµΨ = (J0, J⃗) = (cP,cΨ†α⃗Ψ) é o quadrivetor densidade de corrente de

probabilidade ou quadricorrente de probabilidade.
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APÊNDICE B -- O EFEITO HALL QUÂNTICO

Em 1879, o fı́sico americano Edwin H. Hall descobriu um efeito eletromagnético

que leva o seu nome, ou seja, o EH (ou EHC), enquanto trabalhava em sua tese de doutorado

na Universidade Johns Hopkins em Baltimore, Maryland [54]. Basicamente, o EH consiste no

surgimento de uma diferença de potencial (voltagem Hall) em um condutor percorrido por uma

corrente elétrica e submetido a um campo magnético externo perpendicular ao condutor [54].

Em outras palavras, cargas elétricas negativas de um dada fonte de corrente contı́nua se acumu-

lavam de um lado do material condutor quando o mesmo era submetido à um campo magnético

uniforme e perpendicular ao material ou à corrente (ou seja, devido a força de Lorentz). Vale

destacar que Hall determinou a existência de portadores de carga negativa muitos anos antes

(18 anos) da descoberta dos elétrons por Joseph J. Thomson (prêmio Nobel de 1906). Portanto,

o EH é a primeira prova real de que a corrente elétrica em metais se deve ao movimento dos

elétrons e não dos prótons.

Na Fig. 37, é mostrado um aparato experimental (“placa ou elemento Hall”) no

qual Hall descobriu o EH (em um referencial inercial), onde gggg representa uma placa de vi-

dro sobre a qual uma tira de metal mmmm está montada, a seta (flecha) representa a corrente

principal, bb representa os dois blocos de latão no qual a fonte é conectada, sendo que um gal-

vanômetro é conectado nos grampos CC através dos parafusos ii para então medir a voltagem

Hall (ou tensão Hall). Já na Fig. 38, é mostrado um aparato experimental mais moderno para

observar o EH, onde VL e VH são as voltagens longitudinal e transversal (ou voltagem Hall),

I é a corrente elétrica gerada pela fonte contı́nua e Ci (i = 1,2,3,4,5,6) são os contatos para

conectar a amostra na fonte e nos dois voltı́metros [113]. Neste aparato, uma amostra condutora

retângular contêm um gás de elétrons bidimensional (gás de elétrons livres para se mover em

duas dimensões onde geralmente é o plano cartesiano ou o plano polar e fortemente confinado

na direção-z) sujeito à um campo magnetico uniforme externo B⃗ = B⃗ez (B = Bz = const. > 0).

De acordo com a Fig. 38, uma corrente I é conduzida através dos contatos C1 e C4, onde a volta-

gem longitudinal pode ser medida entre os contatos C5 e C6 (ou alternativamente entre C2 e C3)

e a voltagem transversal (ou Hall) pode ser medida entre os contatos C3 e C5, respectivamente.

Quase um século depois, ou seja, em 1980, Klaus Von Klitzing, Gerhard Dorda e

Michael Pepper publicaram um artigo sobre a versão quantizada do EH, no qual ficou conhe-

cido como EHQ (inteiro e não-relativı́stico) [55–58]. Neste artigo, o objetivo central foi mostrar
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Figura 37 – Aparato experimental no qual o EH foi descoberto.

Fonte: Refs. [54, 78].

Figura 38 – Aparato experimental mais moderno para observar o EH.

Fonte: Ref. [113].

um novo método para medir com alta precisão a constante de estrutura fina via EHQ, no qual

é uma constante de fundamental importância na QED e no modelo padrão das partı́culas ele-

mentares bem como na própria definção do MMA (este é escrito em termos de potências de

α) [192]. Além disso, diferentemente do EH, no EHQ o gás de elétrons está submetido a

fortes campos magnéticos (B > 1.5 T) e a baixas temperaturas (T < 4 K), desse modo, o es-

pectro de energia, a condutividade elétrica e a resistividade elétrica são então grandezas fı́sicas

quantizadas (discretas). Em particular, as resistividades longitudinal (determinada por meio da

voltagem longitudinal ou na direção y) e Hall (determinada por meio da voltagem Hall ou na

direção x), bem como as condutividades longitudinal e Hall (inversas das resistividades), são

compactamente escritas em termos de matrizes da seguinte forma (para uma amostra isotrópica)
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[55, 56, 58, 86, 111, 113, 115, 116]

ρ =

(
ρxx ρxy

ρyx ρyy

)
⇔ σ = ρ

−1 =
1

ρxxρyy−ρxyρyx

(
ρxx −ρyx

−ρxy ρyy

)
=

(
σxx σxy

σyx σyy

)
,

(B.1)

onde

ρxx = ρyy = ρL = 0, ρxy = ρH =
RK

ν
, ρxy =−ρyx, (B.2)

e

σxx = σyy = σL = 0, σxy = σH =
ν

RK
, σxy =−σyx, (B.3)

sendo ρ (ou σ ) a matriz de resistividade (ou condutitividade) na sua forma mais geral, cuja

origem vem a seguinte relação: J⃗ = E⃗/ρ (J⃗ = σ E⃗), onde J⃗ = (Jx,Jy)
T e E⃗ = (Ex,Ey)

T são a

densidade de corrente e o campo elétrico (aqui são entidades bidimensionais, logo, são pseudo-

vetores), e cujas componentes ρi j (ou σi j) são tensores antissimétricos (ρxy ̸= 0 é a resistividade

Hall e σxy ̸= 0 é a condutividade Hall), chamados de tensores de resistividade (ou condutivi-

dade), RK > 0 é a constante de von Klitzing (quantum de resistividade), dada por RK = h/e2,

onde h é a constante de Planck e e é a carga elétrica elementar e ν é um número inteiro positivo

chamado de fator de preenchimento quantizado (quantized filling factor em inglês) medido com

uma precisão extraordinária (uma parte em 109), dado por ν = 1,2,3, . . .. Além disso, em um

experimento mede-se a resistência (grandeza macroscópica ou “experimental”) e não tecnica-

mente a resistividade (grandeza microscópica ou “teórica”). Entretanto, em 2D a resistência

transversal (resistência Hall) e a resistividade transversal (resistividade Hall) são exatamente

as mesmas (RH = ρH) e não dependem das dimensões da amostra (ou seja, são invariantes de

escala) [55–57, 111, 113, 116]. Vale ressaltar que a quantização da resistência Hall (devido à

ν) é um fenômeno universal, ou seja, independente das propriedades particulares da amostra,

como sua geometria (como já falamos), os materiais hospedeiros usados para fabricar o gás

de elétrons 2D e, ainda mais importante, sua concentração ou distribuição de impurezas [113].

Desta forma, esta universalidade é a razão para a enorme precisão da quantização da resistência

Hall, que é hoje – desde 1990 – utilizado como padrão de resistência: RK−90 = 25812.807Ω

Na Fig. 39, é mostrado (plotado) o comportamento das resistividades longitudinal

(ρxx) e Hall (ρxy) em função do campo magnético B (na verdade o seu módulo ou magnetude),

onde a Fig. 39-(a) mostra o comportamento do EHC e a Fig. 39-(b) o comportamento do EHQ,

respectivamente [115, 116, 451]. Então, no caso clássico, ρxy (linha vermelha) depende linear-

mente de B (representada por uma reta crescente) enquanto que ρxx (linha preta) é independente

de B, ou seja, é uma constante (diferente de zero mesmo para B = 0). Por outro lado, no caso

quântico as coisas são bem diferentes (uma consequência da quantização do espectro de energia,

de fortes campos magnéticos e baixas temperaturas), onde tanto a resistividade Hall quanto a re-
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sistividade longitudinal apresentam um comportamento interessante (peculiar/inusitado). Neste

caso, ρxy (linha vermelha) mostra platôs (“nı́veis”) à medida que B aumenta, onde cada valor de

ν define um dado platô (“nı́vel”) no qual a resistividade tem um valor constante e bem definido.

Em particular, a caracterı́stica mais marcante (para muitos) do EHQ é o fato de que a resisti-

vidade Hall varia (aumenta) em forma de uma “escada”, ou seja, “salta de platô em platô” (ou

de “degrau em degrau”) à medida que B aumenta (e são independentes dos detalhes da amos-

tra e do valor preciso do campo magnético). Além disso, a resistividade longitudinal também

surpreende, ou seja, quando ρxy fica em um dado platô (região na figura onde cada valor de

ν está colocado e a resistividade é constante), a resistividade longitudinal desaparece: ρxx = 0

(satisfazendo assim B.2). Porém, ρxx aumenta apenas quando ρxy salta para o próximo platô

(parecendo uma “função degrau”), onde ρxx apresenta picos (parecendo uma “função delta de

Dirac”). Então, por que os picos da resistividade longitudinal aparecem toda vez que a resistivi-

dade Hall salta? Basicamente, nos platôs os nı́veis de Landau estão completamente preenchidos

e não há dissipação, enquanto que no salto os nı́veis de Landau estão parcialmente preenchidos

e isso introduz dissipação, logo, o único lugar onde ρxx é diferente de zero é entre os platôs (ou

no degrau). Em particular, estes nı́veis de Landau (nı́veis de energia permitidos e quantizados)

são calculados por meio da expressão: En = ℏωc(n+1/2)> 0, onde ℏ= h/2π é a constante de

Planck reduzida (ou seja, a constante de Plank h dividida por 2π), ωc = eB/m0 é a frequência

cı́clotron e a diferença de energia entre dois nı́veis é dado por: ∆En = En+1−En = ℏωc > 0 (ou

seja, os nı́veis tem um espaçamento uniforme dado por ℏωc). Também é oportuno destacar que

para campos magnéticos fracos e altas temperaturas (temperatura ambiente, por exemplo), ou

então para altos valores de ν , a resistividade longitudinal torna-se uma constante diferente de

zero (picos suficientemente próximos uns dos outros) e a resistividade Hall torna-se uma função

linear de B, o que significa que o resultado clássico é alcançado (o EHQ se reduz ao EHC).

Por último, mas não menos importante, também é importante fazermos uma breve

discussão sobre o EHQ não-inercial (EHQ em um referencial girante/rotativo). Na Fig. 40,

é mostrado um aparato experimental para observar o EHQ não-inercial, onde na Fig. 40-(a)

temos um disco plano rotativo sujeito à um campo magnético uniforme perpendicular, cujo

vetor velocidade angular ω⃗ e o vetor campo magnético B⃗ estão na direção z-positiva [259].

Já na Fig. 40-(b), temos uma “visão por cima” do aparato, onde a amostra a ser usada para

observar o EHQ é um filme fino de platina (Pt) fixado ao disco, I é a corrente contı́nua gerada

pela fonte S e captada pelo dreno D, VH é a voltagem Hall e e⃗r e e⃗φ são os vetores unitário

polares, respectivamente [239, 256].
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Figura 39 – Comportamento (gráficos) das resistividades longitudinal e Hall em função do
campo magnético para os casos clássico (a) e quântico (b).

Fonte: Refs. [115, 116, 451].

Figura 40 – Aparato experimental para observar o EHQ não-inercial.

Fonte: Refs. [239, 256, 259].
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