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RESUMO

Nesta tese de doutorado, investigamos as solucdes de estado ligado do efeito Hall quéntico
nao-comutativo com momento magnético andmalo em trés diferentes cendrios relativisticos:
o espaco-tempo de Minkowski (caso plano inercial), o espaco-tempo da corda césmica girante
(caso curvo inercial) e o espago-tempo da corda csmica girante com efeitos ndo-inerciais (caso
curvo nado-inercial). Portanto, trabalhamos em dois diferentes backgrounds relativisticos, onde
um ¢ exclusivo da Teoria da Relatividade Especial (primeiro cendrio) e o outro da Teoria da
Relatividade Geral (segundo e terceiro cendrio), ambos em (2 + 1)-dimensdes. Em particular,
nos dois primeiros cendrios temos um referencial inercial enquanto que no terceiro temos um
referencial girante ou rotativo (referencial ndo-inercial). Com respeito as solucdes, focamos
nossa aten¢ao principalmente nas solugdes de uma dada equacdo de autovalores, ou seja, nas
autofungdes (spinor de Dirac de duas componentes e a funcdo de onda de Schrodinger) e nos
autovalores de energia (espectro de energia ou niveis de Landau). Para obter tais solucoes,
trabalhamos com a Equacdo de Dirac ndo-comutativa em coordenadas polares com acoplamen-
tos minimo e ndo-minimo, cujas constantes de acoplamento sdo a carga elétrica € 0 momento
magnético andomalo do férmion de Dirac. Além disso, por meio do spinor de Dirac normalizado
também foi possivel obter a expressao para a densidade de probabilidade radial do sistema.
Entao, uma vez obtidas as solucdes, discutimos em detalhes a influéncia de todos os parametros
e grandezas fisicas nos niveis de energia relativisticos bem como na densidade de probabilidade
(via gréficos). Por fim, analisamos o limite ndo-relativistico (regime de baixas energias) de nos-
sos trés cendrios, onde também comparamos nosso problema com outros trabalhos. Consequen-
temente, verificamos que nossos resultados generalizam varios casos particulares da literatura.

Palavras-chave: Efeito Hall Quantico. Geometria Nao-Comutativa. Momento Magnético
Andmalo. Espagco-Tempo da Corda Césmica Girante. Equacdo de Dirac.



ABSTRACT

In this doctoral thesis, we investigate the bound-state solutions of the noncommutative quan-
tum Hall effect with anomalous magnetic moment in three different relativistic scenarios: the
Minkowski spacetime (inertial flat case), the spinning cosmic string spacetime (inertial cur-
ved case) and the spinning cosmic string spacetime with noninertial effects (noninertial curved
case). Therefore, we work in two different relativistic backgrounds, where one is exclusive to
the Special Theory of Relativity (first scenario) and the other to the General Theory of Relativity
(second and third scenario), both in (2 + 1)-dimensions. In particular, in the first two scenarios,
we have an inertial frame of reference while in the third we have a rotating frame of reference
(noninertial frame of reference). With respect to solutions, we focus our attention mainly on the
solutions of a given eigenvalue equation, that is, on the eigenfunctions (two-component Dirac
spinor and the Schrodinger wave function) and on the energy eigenvalues (energy spectrum or
Landau levels). To obtain such solutions, we work with the noncommutative Dirac Equation in
polar coordinates with minimal and nonminimal couplings, whose coupling constants are the
electric charge and the anomalous magnetic moment of the Dirac fermion. Furthermore, using
the normalized Dirac spinor it was also possible to obtain the expression for the radial probabi-
lity density of the system. So, once the solutions had been obtained, we discussed in detail the
influence of all parameters and physical quantities on relativistic energy levels as well as on pro-
bability density (via graphs). Finally, we analyzed the nonrelativistic limit (low energy regime)
of our three scenarios, where we also compared our problem with other works. Consequently,
we verified that our results generalize several particular cases of the literature.

Keywords: Quantum Hall Effect. Noncommutative Geometry. Anomalous Magnetic Mo-
ment. Spinning Cosmic String Spacetime. Dirac Equation.
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1 INTRODUCAO

A descri¢do dos fenomenos fisicos microscopicos de altas energias (sistemas mo-
leculares, atdmicos e subatdmicos com energias relativisticas) requer, de forma indispensével,
o uso das duas principais teorias surgidas no inicio do século XX: a Teoria da Relatividade
Especial (TRE) e a Mecanica Quantica (MQ). A unificacdo destas duas teorias em uma teo-
ria fisicamente consistente é chamada de Mecanica Quantica Relativistica (MQR) [1-4]. Em
geral, a MQR tem por objetivo estudar as solugdes de estado ligado (espectro discreto) e as
solugcdes de estado ndo-ligado ou de espalhamento (espectro continuo) das equacdes de onda
relativisticas para férmions (particulas de spin semi-inteiro) e bésons (particulas de spin inteiro).
Atualmente, as principais equacdes de onda relativisticas conhecidas sdo (em ordem crescente
de spin): a equagdo de Klein-Gordon (EKG), para particulas de spin-0, as equacdes de Dirac
(ED) e Marjorana, para particulas massivas de spin-1/2, a equagdo de Weyl, para particulas ndo-
massivas de spin-1/2, as equagdes de Proca e Kemmer, para particulas de spin-1, e a equagao
de Rarita-Schwinger, para particulas de spin-3/2 [1-4]. Além disso, a MQR também pode ser
aplicada em outras dreas da fisica e em dreas associadas, tal como na fisica de particulas [5-9],
quimica [[10-13]], fisica atdbmica e da matéria condensada [14-17]. A tematica da presente tese
se enquadra nesta ultima area, ou seja, na MQR aplicada a um sistema da matéria condensada.

No entanto, foi através da ED, formulada em 1928 por Paul A. M. Dirac (prémio
Nobel de 1933) [18-22]], que a MQR ganhou mais notoriedade e um grande sucesso logo de
inicio (a EKG ainda tinha alguns “problemas”), e que continua até os dias atuais [23-28]]. Em
esséncia, a ED consegue descrever todas as particulas massivas elementares de spin-1/2 do mo-
delo padrao, tal como os elétrons, muons, taus e quarks (talvez até os neutrinos), bem como enti-
dades compostas (ndo elementares) tal como os protons e néutrons [5]]. Outros pontos relevantes
que também merecem ser destacados é que além da ED (efetiva ou tipo-Dirac) ser aplicada no
grafeno (um dos “materiais do futuro”) [29-34], isolantes topoldgicos [35]], semimetais [36-38]],
supercondutores [39,40], fulerenos [41-43]], magnons, pldsmons e anyons (quasiparticulas)
[37.144-48]], etc [49-52], e de introduzir na literatura uma das simetrias mais importantes e
belas da natureza: a simetria Carga-Paridade-Tempo (CPT), consegue explicar/provar natural-
mente o spin, a helicidade e a quiralidade das particulas, assim como prevé que para cada uma
dessas particulas existem suas respectivas antiparticulas. Em 1932, Carl D. Anderson (prémio
Nobel de 1936) descobriu a primeira antiparticula da historia: o pdsitron (ou antielétron) [53]].

Em 1980, Klaus Von Klitzing et al (prémio Nobel de 1985) descobriu a versdao
quantizada do efeito Hall cldssico (EHC), ou simplesmente, efeito Hall (EH) [54], no qual é
conhecido atualmente como efeito Hall quantico (EHQ) [55559]. Diferentemente do EHC, no
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EHQ o gés de elétrons bidimensional (two-dimensional electron gas or 2DEG em inglés) no
material condutor estd submetido a fortes campos magnéticos e a baixas temperaturas, conse-
quentemente, o espectro de energia (niveis de Landau), a condutividade elétrica (condutividade
Hall) e a resistividade elétrica (resistividade Hall) sdo entdo quantidades quantizadas (discre-
tas). De fato, para campos fracos e altas temperaturas, o EHQ se reduz ao EHC (como deve
ser). No entanto, em 2007 uma excec¢ao foi observada, onde foi demonstrado que no grafeno o
EHQ pode ser observado mesmo em temperatura ambiente (uma alta temperatura comparada ao
EHQ original) [33]]. Especificamente, isso se deve a natureza altamente incomum das particulas
no grafeno, no qual se comportam como particulas relativisticas sem massa (férmions de Dirac
sem massa) € também se movem com pouca dispersao em condi¢des ambientais [33]]. Entao,
além do grafeno [33,60-64], o EHQ também ja foi observado em semicondutores [[65,66], gases
quanticos [|67]], materiais antiferromagnéticos [68./69], fios quanticos [70], isolantes topoldgicos
[71], semimetais de Weyl [[72]] e em grafite [[73]]. Além disso, é oportuno mencionar que um mo-
delo de EHQ sem niveis de Landau (ou campo magnético) ja foi proposto na literatura [74]].

Entdo, dentre os notaveis fendmenos quanticos “macroscopicos’” em matéria con-
densada, o EHQ € sem sombra de dividas considerado um dos mais fascinantes e belos em todos
os ramos da fisica [33,/59,(75H77]]. Por meio dele (ou EHC) € possivel determinar o sinal e a den-
sidade dos portadores de carga em diferentes tipos de materiais, fabricar diversos dispositivos
eletrOnicos importantes da atualidade [[78-85], e atualmente é usado como base para o padrao
de resisténcia elétrica por laboratérios de metrologia em todo o mundo [86-88]|]. Na literatura, o
EHQ pode se manifestar (ocorrer) de varias formas além do EHQ inteiro [55./56,58./59.:89,90],
tal como no EHQ fracionario [70,91,92]], EHQ an6malo [93,(94]], EHQ fot6nico [95,96], EHQ
de spin [[60,65,97|] e no EHQ orbital [97]]. E importante mencionar que além do EHQ ordinério
ou linear, existe também o seu equivalente nao-linear (um efeito mais recente), chamado de
efeito Hall quantico ndo-linear (EHQNL) [98-104]]. Ao contrario do EHQ linear, o EHQNL nao
requer uma quebra de simetria de reversdao do tempo para existir, ou seja, o hamiltoniano ndo
precisar ser variante sob simetria de reversao temporal para que haja uma condutividade Hall
nao-nula [98-104] (nesta tese, trabalhamos apenas com o EHQ inteiro linear). Agora, do ponto
de vista tedrico (ou fenomenolégico), o EHQ tem sido estudado tanto em MQR [74,105-110]
quanto em mecanica quantica nao-relativistica (MQNR) 76,77, 111-H116], ou seja, altas e bai-
xas energias, e recentemente foi estudado em oscilagdes de Rabi [117]], semimetais de Dirac e
Weyl [103,|118.|119]], metais topoldgicos [[120] e em borofenos [121].

O conceito de espagos ndo-comutativos (NCs), ou espacos-tempos NCs, surgiu ini-
cialmente em 1947 através de dois artigos feito por Hartland S. Snyder sobre espacos-tempos
quantizados (“‘espagos-tempos quanticos”) [[122-125]]. Para Snyder, embora o espaco-tempo da

TRE (espago-tempo de Minkowski) seja um continuum (continuo em portugueés), esta suposi¢ao
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nao € exigida pela invariancia de Lorentz. Portanto, Snyder prop6s um modelo (generalizagao)
de um espacgo-tempo discreto invariante de Lorentz inspirado na MQNR, onde agora o espago
de fase quantico usual é definido por novas relacdes de comutacdo de Heisenberg. Explici-
tamente, estas novas relacdes de comutagio sido dadas pelo comutador: [£y,%y] = iajzchuv
(u,v=0,1,2,3), onde J,y sdo os geradores da dlgebra do grupo de Lorentz (boosts e rotacoes)
e ayc € um parametro NC com dimensdao de comprimento [[122-125]. Portanto, vemos que
posicdo nao mais comuta com posi¢do € nem com o tempo (agora sdo varidveis ou coordena-
das NCs), e se tomarmos o limite ayc — 0, o espaco-tempo quantizado se reduz ao espago-
tempo continuo ordindrio de Minkowski (ou as relacdes de comutacdo de Heisenberg usuais)
[122-124]]. Segundo as Refs. [124}|126-131], um espago-tempo NC poderia ser considerado
um possivel cendrio para o comportamento de curta distancia (comprimento de Planck) de algu-
mas teorias fisicas, tal como a gravidade quantica (gravidade na escala de Planck). Desse modo,
espacos-tempos NCs poderiam fornecer um background (“plano de fundo”) natural para uma
possivel regularizacdo de uma teoria quantica de campos (TQC) para a gravidade [132,133].
Posteriormente, foi introduzido na literatura um conceito ainda mais geral, ou seja,
o espaco de fase NC, no qual obedece a uma rigorosa formulacao matematica: a geometria nao-
comutativa (GNC) [[126,/134-138]]. Em particular, John Von Neumann apelidou essa geometria
de “geometria sem ponto” (“pointless geometry” em ingl€s), referindo-se assim ao fato de que a
nog¢ao de ponto em um espago de fase quantico ndo faz sentido por causa do principio da incer-
teza de Heisenberg [[126]]. Em esséncia, o espaco de fase NC € baseado na suposi¢ao de que tanto
posicdo quanto momento (linear) agora ndo mais comutam entre si e, consequentemente, devem
satisfazer as seguintes relagdes de comutacdo (notacao moderna/atualizada): [)?ffc,)%{\,’ €= 0y
e [ﬁﬁc,ﬁ]\yc] =iNuv (U,v=0,1,2,3), onde 6,y € My sdo “tensores” constantes antissimétricos
com dimensodes de (comprimento)2 e (momento)? [126-139]]. Desde que a GNC foi introduzida
na TQC [126,/132,(134,/135]] e na teoria das cordas [136-H138]], diversas outras areas da fisica
bem como de varios sistemas quanticos (MQR e MQNR) em espacos NCs (ou espacgo de fase
NC) tem sido alvo de muita atencao (estudo) ao longo dos anos. Por exemplo, algumas areas
sdo: cosmologia quantica [140,14 1], teoria da relatividade geral (TRG) [[127,142,/143], fisica de
particulas [[144-146]], cromodindmica quantica [147]], eletrodinamica quantica (QED em ingl€s)
[139,148-150], termodinamica [[151], etc; e alguns sistemas quanticos sdo: oscilador harmonico
quantico (OHQ) [[152-154]], poco quantico gravitacional [[133,|155,/156], entropia de Shannon
[157], grafeno [158-160], efeito Aharonov-Bohm [[161], &tomo de hidrogénio [149,162-164],
osciladores de Dirac (OD) e Klein-Gordon (OKG) [[165,/166] e no proprio EHQ [[167-169].
Na QED, o chamado momento magnético andmalo (MMA) de um férmion de Di-
rac (bosons ndo possuem) € uma quantidade fisica adimensional que surge dos diagramas de

Feynman com loops para férmions (carregados ou neutros) interagindo com fortes campos
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eletromagnéticos externos, ou seja, ¢ uma tipo de contribuicdo magnética adicional (ou um
tipo de “anomalia magnética”) para o momento de dipolo magnético (MDM) total do férmion
[143,/6,/170H174]. No entanto, esta contribuicao é melhor analisada no limite nao-relativistico
da ED (3 + 1)-dimensional, onde ji temos equagdo de Pauli (EP) com o MDM orbital e de
spin [[1,|175-177] e, portanto, agora temos: MDM total = MDM orbital + MDM de spin +
MDM andmalo (ou seja, o férmion “possui trés diferentes imas”). No entanto, em (2+ 1)-
dimensdes temos: MDM total = MDM an6malo + MDM orbital (agora o férmion “possui dois
diferentes imas”). Além disso, ao contrdrio do MDM de spin (mas andlogo ao MDM orbital),
o MDM andmalo (originado pelo MMA) ndo é uma propriedade “intrinseca” do férmion (ndo
“nasceu” com ele) [170], mas originado através de interagdes radiativas/dinamicas com fortes
campos eletromagnéticos externos. Porém, na QED em espagos NCs, ja foi demonstrado que os
elétrons possuem um certo MDM intrinseco independentemente do spin [150]. Uma das prin-
cipais razdes, se nao a principal, para o sucesso da QED foi o cdlculo do MMA dos férmions,
no qual concorda com o valor experimental em mais de 10 algarismos significativos (dentre as
maiores conquistas da fisica do século XX, certamente o MMA foi uma delas) [178-H180]. Além
dos elétrons, praticamente todos os férmions de Dirac possuem um MMA associado, a saber:
muons [181H185], taus [[186-188]], nicleons (prétons e néutrons) [189,/190]] e quarks [[191]].
Além disso, na teoria de Dirac, o fator-g de Landé, ou simplesmente, o fator-g, é
exatamente 2, onde tal fator aparece no MDM de spin do elétron (g; = 2) e € basicamente uma
correcdo do valor cldssico, que € 1 (este valor cldssico na realidade é para o MDM orbital)
[176]. No entanto, na QED este fator € ligeiramente superior a 2, e, portanto, podemos definir a
partir disso o MMA (simbolizado por a), da seguinte forma: a = a9*P = & #£0 (g%EP >
gPirac = 2) [4], ou ainda, como: a ~ % [171,192], onde o = ﬁ ~ % ¢ a famosa constante
de estrutura fina de Sommerfeld. Dessa forma, vemos que o termo “andémalo” € justificado
porque na teoria de Dirac o MMA ¢é nulo. E importante destacar que dentre os férmions que
possuem um maior desvio (discrepancia) entre os valores tedricos e experimentais do MMA sdo
os muons. Devido a isto, possivelmente os mions estariam interagindo com outras particulas
desconhecidas e, consequentemente, dando origem a uma “nova fisica” [[182,/193-201]. Além
disso, também € interessante mencionar que o objetivo principal de Klaus Von Klitzing et al [55]]
foi mostrar um novo método para medir com alta precisdo a constante de estrutura fina via EHQ.
Assim, podemos dizer que o EHQ e 0o MMA estdo “altamente conectados/correlacionados”. Por
outro lado, férmions relativisticos e nao-relativisticos com MMA também j4 foram estudados
no modelo padrdo supersimétrico [202]], simetria CPT/Lorentz [203]], matéria escura [204-H208|],
espalhamento luz por luz [209,210], efeito Aharonov-Casher [211-213], estrelas de néutrons,
quarks e hibridas [214-218]], fase quantica Anandan NC [219] e no OD (um modelo de OHQ

relativistico para férmions, ou seja, uma versao relativistica do OHQ para férmions) [220-224]).



20

Nas ultimas décadas, os efeitos inerciais (aqui chamaremos de efeitos nao-inerciais)
gerados por referenciais nao-inerciais (referenciais girantes/rotativos), tais como as forcas de
inércia/ficticias (forgas de Coriolis, centrifuga e de Euler, por exemplo), sobre sistemas fisicos
microscopicos (quanticos e classicos) t€ém sido amplamente estudados na literatura, onde pos-
sivelmente os estudos mais antigos (e técnicos) sobre esta temadtica sdao: o efeito Sagnac (inter-
feréncia optica induzida por rotacao), investigado em 1913 por Georges Sagnac [225-228], e o
efeito Barnnet (magnetizagdo induzida por rotagdo), investigado em 1915 por Samuel J. Barnett
[229-233]]. No contexto da MQNR, efeitos ndo-inerciais possuem uma especial relevancia em
varios sistemas da matéria condensada (tedrica e experimental), tal como em condensados de
Bose-Einstein [234-236[], gases atdmicos [237,238]], correntes de spin (spintronica) [[233,239-
2472], fulerenos (Cgp) [243.[244], anéis quanticos [245-248|], &tomos e moléculas com momento
de dipolo elétrico (EDM) [249]], polaritons [250], momento de London (campos magnéticos
originados por supercondutores girantes) [251H255]] e o préprio EHQ [233,239,241,256-261]).
Ainda neste contexto, mas agora considerando a rotacdo da Terra, efeitos ndo-inerciais ja foram
usados para induzir o fendmeno de interferéncia quantica de néutrons [262-265]. Para mais
informacdes sobre MQNR (usual e NC) em referenciais girantes indicamos as Refs. [266-269].

Ja no contexto da MQR (ou fisica de particulas), efeitos ndo-inerciais também pos-
suem muita relevancia, por exemplo, é aplicado no estudo de neutrinos interagindo com a
matéria bem como em oscilacdes de neutrinos [270-272]], bosons escalares [273L274]], ener-
gia de Casimir no espaco-tempo com uma dimensao extra compactada [275]], gas ideal rela-
tivistico [276,[277], plasmas de quark-glions [278]], oscilador para bésons vetoriais e escalares
[279,280], violagdo da simetria de Lorentz [281], etc. No entanto, considerando agora, em
especial, férmions de Dirac (ED ou a lagrangiana de Dirac) em referenciais girantes (‘“férmions
ndo-inerciais”) [282-284]], podemos estudar problemas envolvendo efeitos de contorno em
matéria fermidnica [285]], momento de inércia e termodinamica [286]], cromodinamica quantica
[287,288]], nucleos atdomicos [289-293|], supercondutores (momento de London relativistico)
[294-296]], transicdes de fase [297], quebra de simetria quiral [298], nanotubos de carbono
[299], fulerenos [300-302], interacdes eletrofracas em pulsares [303]], coeréncia quantica [304]]
e o proprio EHQ (3D) [305]]. Além disso, a ED com MMA e MDE ja foi usada para investigar
a influéncia da rotagdo e gravidade da Terra em experimentos de fisica de altas energias [306].
Recentemente, o efeito Barnett relativistico tem sido estudado com a polarizacdo de spin [307].

Além dos efeitos ndo-inerciais, outro tipo de efeitos que também tem ganhado bas-
tante notoriedade na literatura sdo os efeitos (topoldgicos/gravitacionais) gerados por cordas
cosmicas (CCs) [308-321]], onde tais efeitos dao origem, por exemplo, a quantizagdo da ener-
gia [322], auto-forcas (ou forcas de auto-interacdo) [323-328|], polarizacdo do vécuo [329],

lentes gravitacionais [330-333]], violagdo da causalidade através de curvas tipo-tempo fechadas
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(CTCs em inglés) [[334] e o atraso de tempo gravitacional [335]]. Em particular, a teoria das CCs
(n3o confundir com a teoria das cordas) foi introduzida pela primeira vez na literatura por Tom
W. B. Kibble no final dos anos 70 [308], e além de serem um tipo “peculiar/exdtico” de defeito
topoldgico gravitacional linear (ainda hipotético), e previstos por alguns modelos da teoria da
grande unificacdo, sdo objetos relativisticos altamente densos, estaveis, infinitamente longos e
retos (defeito 1D), podem ser estdticas ou girantes (com ou sem momento angular), possuem
simetria cilindrica, ¢ um dos modelos exatamente soluveis da TRG (solucdes de “Kerr 3D”
correspondem as solucdes de CCs em 4D [336]]), provavelmente surgiram devido as transi¢oes
de fase cosmoldgicas com quebra de simetria rotacional (ou quebra espontanea da simetria de
gauge) durante os estagios iniciais do universo primitivo (Big Bang), apresentam uma geo-
metria localmente plana (mas ndo globalmente) com uma singularidade conica (ou topologia
coOnica ndo-trivial) na origem e sdo caracterizadas principalmente por um déficit angular planar:
o angulo total ao redor da CC ¢ inferior a 360° (logo, sdo defeitos conicos). Além disso, CCs
também poderiam ter contribuido para a anisotropia da radiacdo cosmica de fundo em micro-
ondas e, consequentemente, para a estrutura em larga escala do universo, onde modelos mais
realistas de CCs sem singularidades até ja foram propostos (“CCs de Hiscock-Gott™) [327-331].

Outros exemplos de defeitos topoldgicos interessantes do tipo-cosmoldgico sdo as
paredes de dominio (defeitos bidimensionais ou 2D), texturas (defeitos tridimensionais ou 3D)
e monopolos globais (defeitos pontuais ou 0D), onde ambos também poderiam ter sido forma-
dos por quebras espontaneas de simetrias durante as transi¢des de fase do universo primitivo
[308,311,[312,|337-342]. Do ponto de vista observacional, a Ref. [343]] usou os dados da
Missado Planck 2013 para fornecer novas restrigdes rigorosas sobre as CCs e outros defeitos
cosmologicos. Além disso, alguns detectores vao tentar procurar por sinais de ondas gravita-
cionais que tenham algum vestigio de CCs, que sao: o Observatdrio de Ondas Gravitacionais
por Interferometro a Laser (LIGO) [344-347]], a Antena Espacial de Interferdmetro a Laser
(LISA) [348-351]] e o Observatorio Nanohertz da América do Norte para Ondas Gravitacio-
nais (NANOGrav) [352-354]]. Do ponto de vista da matéria condensada, hd um tipo de defeito
(“distor¢ao, imperfeicao ou deformacdo’) chamado de desclinagdes ou disclinagcdes (em cunha),
no qual aparecem em cristais liquidos e s6lidos cristalinos [[355-360], que apresentam algumas
semelhangas com as CCs: sdo defeitos topoldgicos lineares com uma singularidade conica que
quebram a simetria rotacional [316,357-359,|361]]. Ou seja, uma desclinacdao pode ser vista
como sendo o andlogo nao-relativistico (ndo o limite nao-relativistico) de uma CC, onde o seu
elemento de linha corresponde a parte espacial do elemento de linha da CC [362-366]]. Portanto,
isso fortalece ainda mais o fato de que a fisica da matéria condensada € um 6timo laboratorio
para “testar” varios modelos da cosmologia e gravitagcdo [367-374]]. A titulo de ilustracdo, até

o grafeno ja foi estudado no “espaco-tempo da CC” e na presencga de desclinacdes [375-381].
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Ao longo dos dltimos anos, alguns pesquisadores usaram a combinagdo dos efei-
tos ndo-inerciais de referenciais girantes com os efeitos topologicos de CCs (estaticas) ou
desclinacdes para estudar diversos sistemas interessantes da MQNR e da MQR. Por exem-
plo, em MQNR tal combinagdo ja foi aplicado no estudo de pontos quanticos [382], anéis
quanticos [383]], espalhamento quantico [384]], estados ligados para particulas com MMA e
MDE [385,[386]], fases quanticas geométricas [387|] e no préprio EHQ [388]]. J4 em MQR,
tal combinacdo ja foi aplicado no estudo do OD e OKG [389-391], efeito Aharonov-Casher
[392], anéis quanticos Aharonov-Bohm [393]], bésons escalares [394-396] e fases quanticas
geométricas [387]. Recentemente o OD e OKG foram estudados sob a influéncia de efeitos
NCs e ndo-inerciais no espago-tempo da CC [397,398]. No entanto, estas duas referéncias tem
duas “limitacdes”, que sdo: a primeira € que apenas o caso estdtico (usual) foi considerado, ou
seja, o momento angular intrinseco (spin) da CC foi totalmente ignorado, e a segunda € que ape-
nas a NC dos momentos foi considerada. Portanto, para uma descricao mais geral, ou seja, um
background (espaco-tempo) mais geral e, consequentemente, poder extrair mais informacoes
fisica do sistema, aqui, consideramos uma CC com um spin ndo-nulo (chamada de CC girante)
e também a NC das posicoes, respectivamente. Alids, o artigo que mais se aproxima de uma CC
girante com efeitos ndo-inerciais é o da Ref. [399], onde bdsons escalares (de Klein-Gordon)
foram estudados em um referencial girante no espago-tempo com um “deslocamento no tempo™.

A presente tese tem como objetivo:

* Investigar as solucoes de estado ligado do efeito Hall quantico nao-comutativo (EHQNC)
com MMA em trés diferentes cendrios relativisticos: o espago-tempo de Minkowski (caso
plano inercial), o espaco-tempo da CC girante (caso curvo inercial) e o espagco-tempo da

CC girante com efeitos ndo-inerciais (caso curvo nao-inercial).

Portanto, trabalhamos em dois diferentes backgrounds relativisticos, onde um € ex-
clusivo da TRE (o espago-tempo de Minkowski) e o outro da TRG (o espago-tempo da CC
girante), ambos em (2 + 1)-dimensdes. Em particular, nos dois primeiros cenérios o referencial
do sistema € inercial (temos o EHQNC plano e curvo inerciais), enquanto que no terceiro € nao-
inercial, ou seja, ha um referencial girante no espago-tempo da CC girante (temos o EHQNC
curvo nao-inercial). Dessa forma, investigamos as solu¢des de estado ligado sob a influéncia
de efeitos topoldgicos (ou de curvatura), efeitos ndo-inerciais (gerados unicamente por um re-
ferencial girante) e de efeitos NCs, respectivamente. No que diz respeito as solucdes de estado
ligado, focamos nossa aten¢do principalmente nas autofuncdes (spinor de Dirac e a fungdo de
onda) e, em especial, nos autovalores de energia ou autoenergias (espectro de energia ou niveis
de Landau), ou seja, nas solucdes de uma equacgdo de autovalores. Além disso, através dos

spinores de Dirac normalizados, também obtemos e analisamos a densidade de probabilidade.
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Para alcancar tais solugdes, usamos a equagao de Dirac ndo-comutativa (EDNC) em
coordenadas polares (p, ¢,7) com acoplamentos minimo e ndo-minimo. Entdo, para incluir o
espaco-tempo da CC girante (fixar o background), fizemos uma mudanca na coordenada angular
(angulo polar) e também na coordenada temporal, ou seja: @ — ax@ et —t+ B¢, onde a =
1— “CG_—ZM ¢ um parametro topolégico (ou de curvatura) adimensional e = 46_%]_ ¢ um parametro
rotacional com dimensdo de tempo (outra forma equivalente seria fazer: ¢t — ct + B¢, onde
agora f3 = %j teria a dimensdo de espago [317]), sendo M > 0 a densidade linear de massa
(massa por unidade de comprimento) e J > 0 a densidade linear de momento angular (momento
angular por unidade de comprimento) da CC, e G e ¢ sdo a constante gravitacional e a velocidade
da luz, respectivamente. J4 para incluir o referencial girante §’, também fizemos uma mudanga
na coordenada angular, dada por: ¢ — ¢ + @t, onde @ > 0O (rotacdo anti-horaria) € a velocidade
angular constante ao longo do seu eixo de rotacdo, que € o eixo-z (aqui podemos considerar
um disco ou plataforma circular girante [259]). Dessa forma, somente as for¢as de Coriolis
e centrifuga atuam no sistema e, consequentemente, um campo magnético uniforme aplicado
a partir do laboratorio (referencial inercial S) é sentido pelos férmions no referencial girante
como um campo elétrico (E’ = OXFxB> 0) e um campo magnético (E’ =B> 0) [240.,1257].

Esta tese estd organizada da seguinte forma: No Capitulo 2] fizemos uma breve
revisao do formalismo sobre o espaco de fase NC em duas dimensdes (caso ndo-relativistico) e
em (2 -+ 1)-dimensdes (caso relativistico). No Capl’tulo estudamos a EDNC no espago-tempo
de Minkowski, onde obtemos suas solu¢des e a densidade de probabilidade. No Capitulo (4]
estudamos a EDNC em um espago-tempo curvo genérico (2 + 1)-dimensional via formalismo
das tetradas (ou conexdes de spin). No Capitulo [5] estudamos a EDNC no espago-tempo da CC
girante, onde obtemos suas solucdes e a densidade de probabilidade (no limite ndo-relativistico
focamos apenas no espectro). No Capitulo [6] estudamos a EDNC em um referencial girante
no espago-tempo da CC girante e depois obtemos suas solug¢des e a densidade de probabilidade
(no limite ndo-relativistico focamos apenas no espectro). Neste tltimo cendrio, resolvemos
analiticamente a equacao diferencial considerando duas boas aproximagdes: a primeira € que a
velocidade linear do referencial girante € muito menor que a velocidade da luz, e a segunda é
que o acoplamento entre o spin da CC e a velocidade angular do referencial girante € muito fraco
(acoplamento spin-rotacdo fraco). No Capitulo [/| apresentamos nossas conclusdes e algumas
perspectivas futuras. Por questdo de conveniéncia, aqui usamos o sistema de unidades naturais
(h=c=G = 1), o espago-tempo com uma assinatura dada por (4, —, —), a conveng@o de soma
de Einstein, assim como o pacote latex chamado Tikz para fazer todos os gréficos e o software
Wolfram Mathematica para auxiliar nos calculos associados (principalmente) ao espago-tempo
da CC girante. Finalizamos este trabalho com trés apéndices: A equagdo de Dirac, a origem do

efeito Hall quantico e a publicacdo relacionada a esta tese.



24

2 0 ESPACO DE FASE NAO-COMUTATIVO

Na MQNR bidimensional (2D) usual, um espaco de fase quantico (ou espaco de fase
comutativo), é definido através da substitui¢cao das varidveis canoOnicas classicas de posicado e de
momento (linear ou candnico), dadas por x; € p;, pelos seus respectivos operadores quanticos,
agora escritos como £; € p; (operadores posi¢do e momento), no qual obedecem as seguintes

relacdes/regras de comutacdo (candnicas) de Heisenberg (Algebra de Heisenberg usual) [[126]]
[321715]] = 151]7 [XAI,)’C\]] = 07 [pAlapAJ] = 07 (la.] = 172 - xay)7 (21)

onde &;; = &;; € o delta de Kronecker (um tensor simétrico), ou a métrica euclidiana usual.

Consequentemente, as relagdes (principio) de incerteza de Heisenberg sdo escritas como
can < L A A
AGApj = 5 0ij, AGAR; =0, ApiAp; =0, (2.2)

onde usamos para tal o fato de que o produto das incertezas (desvios-padrao) de dois operadores
hermitianos € dado por [|176.400]
) 5 1,oa )’

(642087 > (3.8 3
sendo ( . ) usado para simbolizar o valor esperado ou o valor médio de um dado operador (ou
observavel). Basicamente, este formalismo afirma que ndo podemos medir simultaneamente
e com alta precisao dois operadores que nao comutam entre si (operadores incompativeis), ou
seja, quanto mais sabemos da medida de um operador (observdvel seria um nome mais apropri-
ado), menos sabemos a do outro (e vice-versa). No entanto, como existe o delta de Kronecker
em (12.2)), esta afirmacdo s6 € verdadeira quando os operadores estdo na mesma “dire¢do”. Desse
modo, ndo podemos medir simultaneamente e com uma precisao arbitraria a posicao € o mo-
mento de uma particula na mesma dire¢do (AX e Ap, ou Ay e Apy), mas podemos em diregdes
diferentes (Af e Ap, ou Ay e Ap,), bem como medir simultaneamente todas as posi¢oes (AX e
AY) ou todos os momentos (Ap, € Apy).

Agora, para definir um espago de fase quantico NC, ou simplesmente, um espaco
de fase NC [133,/155H159], as relagdes em devem obedecer daqui em diante as seguin-
tes relagdes de comutagio (ndo-candnicas) de Heisenberg deformadas (Algebra de Heisenberg

deformada ou simplesmente Algebra NC)

A A . 9 v X ] h p ]
&€, P =18y (1 + Tn) L & T =0y, 157,57 =iy, 24)
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onde os operadores NCs dados por )?iv Ce ﬁﬁv C sdo definidos como segue

. A PR SN A i N
)gi\]c:xi—ieijpj, P7C=Pj+§77ijk, (Xi = 65 pj = 6;;p' = —idj; i, j,k=1,2), (2.5)

com 6;; = 0¢g;; e Njx = NEj sendo “tensores” constantes antissimétricos, ou pardmetros de
deformacao real, €;; € o simbolo de Levi-Civita (um pseudotensor), e 6 > 0 e 1 > 0 sdo os
parimetros NCs de posicio (ou espaco) e de momento com dimensdes de (comprimento)? e
(momento)?, cujos valores de acordo com a Ref. [133] podem ser: 8 ~ 4.0 x 107 m? e n ~
2.3 x 107°! kg?m?s~2 (neste caso foi usado o tal do pogo quantico gravitacional NC). Do ponto
de vista fenomenoldgico, supostas assinaturas da existéncia de NC foram investigadas através
do decaimento de kdons (K — 7Yy) e de bdsons vetoriais (Z — yy) [401,[402], da interagcdo
féton-neutrino [403]], da birrefringéncia do vacuo [404]] e em 6ptica quantica [405[]. Além disso,
um dos efeitos da NC do espaco-tempo € que ela implica diretamente na violacdo (quebra) da
invariancia (simetria) de Lorentz (uma violagdo amplamente estudada na literatura) [133}406,
407]. Portanto, caso algum dia tal violacdo for observada, isso poderia ser uma evidéncia da
NC. Entdo, para mais detalhes sobre a fenomenologia da NC indicamos as Refs. [408,409].
Além disso, € interessante mencionar aqui que um “espaco de fase NC” também pode surgir
naturalmente na fisica da matéria condensada, ou seja, a partir do proprio EHQ [[126]. De fato, a

teoria microscopica do EHQ € formulada de certa forma dentro de uma GNC [59]. Por exemplo,

como o momento total (momento cinético) de um elétron (¢ = —e) em um campo magnético
constante (B = Bé.) é dado por: [I=p—qA (acoplamento minimo), onde p = —iV é o operador
momentoe A = A i€; € o potencial vetor (gauge de Landau ou simétrico) com A; = —gei jxj sendo

suas componentes, temos as seguintes relacdes de comutacdo ndo-canonicas [/113L/126]

A P . A A A A , l ..

%, 11;] = i&;j, [%:,%;] =0, [IL,11;] = igBe;; = ~ i (i,j=1,2), (2.6)

B
..~ = H A — 1 5 . ‘o

onde IL; jy = pi(;) —qAij) e Ip = 7B > ( € o tal do comprimento magnético (uma escala de
comprimento fundamental na presenca de um campo magnético). Portanto, como vemos clara-
mente em (2.6, 0 momento total ndo comuta entre si, consequentemente, o espago de momento
na presenca de um campo magnético torna-se NC (temos um “espaco de fase NC”). Por outro
lado, considerando agora que ﬁi( j) seja escrito em um espago de fase NC (caso geral), temos

IAI%JC) = pAf\(]jC) — qfi%c) e, portanto, satisfaz a seguinte relacdo de comutagao

6 B\’
Nij +qBEi; (1 + Tﬂ) + (%) eij] : 2.7)

Por exemplo, para 1);; = 6;; = 0 (auséncia do espaco de fase NC), obtemos o terceiro

1Y, 71

comutador em (2.6)), e para ¢ = 0 (auséncia de carga elétrica), obtemos o terceiro comutador
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em (2.4)), respectivamente. Além disso, também € interessante mencionar que parai =1=xe

Jj =2 =ycom g = —e, obtemos o seguinte comutador [169]]
¢’B%0 eBON eBO 1 61
1Y€, 1Y€ = —i |eB— — = —jeB|1——— — L~ 4+~ 2.8
[ J=—ijeBm———nt+— ' y “eta] &Y
ou ainda
[MYC, T1Y¢] = —ieB1A, (2.9)

onde os parimetros reais adimensionais 7 e A sdo definidos como segue [167]]

(1—#), A= ( —%) (2.10)

Como veremos nos proximos capitulos, estes dois parametros estarao presentes em
todos os espectros de energia, onde o produto de ambos deve ser sempre positivo (TA > 0),
caso contrario, ou seja, se for negativo (TA < 0), entdo correremos o risco de ter energias ima-
gindrias/complexas (fisicamente impossivel), e se for nulo (TA = 0), o espectro ndo dependera
de 6, n e B (também nao queremos isso). Além disso, essa imposi¢cao (condi¢do) permitird ob-
ter uma inequagdo polinomial do segundo grau para B, onde somente a solugao para TA > 0 faz
sentido (na auséncia do espaco de fase NC o intervalo usual de B s6 € obtido nesta condi¢ao).

Por outro lado, a relac@o entre o conjunto de varidveis (operadores) NCs, dado por
{)Eiv C, P; C} (aqui ndo € o anti-comutador), com o conjunto de varidveis comutativas (usuais) ,
dado por {%;, p;}, € uma consequéncia de uma transformagdo linear (ndo-can6nica) conhecida
como transformacao de Darboux, ou seja, as varidveis NCs sdo construidas através das varidveis
comutativas por meio de uma transformacao linear [[133,/155,/158]. Além disso, o espaco NC
causa uma mudanga no produto usual de duas fungdes arbitrarias F(X) e G(X), onde agora tal
produto é chamado de produto estrela ou produto Moyal, cuja defini¢do é dada da seguinte
forma [|155,410]

R == — o <
F(@)*G(¥) = F(&'O)GENC) = F ()2 7% 75)G(z) = F(2)e®/2)(929,=9:90G(3),
(2.11)
onde implica
(R, Dl = Ri% pj— pjxki = 2 pYC — pY RN = &Y, 5}, (2.12)
(£, 8)]% = £iw k) — £ £ = £YCRYC — RVORNC = [£)C £, (2.13)
[pi,Bjle = Pixpj— pjxpi= Py Y — YN = [pC, pTCI. (2.14)

De fato, na auséncia da NC da posicdo (6 = 0), o produto estrela é simplesmente o

produto usual F(X)G(X). Além disso, as relagdes de incerteza numa abordagem NC agora sdo
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escritas como
ARYCAPYC > 6,J<1+ 4) ARYCARYC > |,]y APNCARYE > = mij|. (2.15)

Como vemos nas duas ultimas expressoes acima, agora podemos generalizar o
principio da incerteza, no qual chamaremos de o “principio da incerteza NC”, no qual afirma
que: “em um espaco de fase NC, ndo podemos medir simultaneamente e com uma precisao ar-
bitraria todas as posi¢des (AVC e AYVC) ou todos os momentos (ApNC e ApN Cy’. E interessante
mencionar também que a primeira relagdo em leva ao aparecimento de uma constante
de “Planck efetiva (effective em inglés) ou NC” que depende dos parametros 0 e 7, ou seja
(restaurando h)

hepr =NC =h(14+&) (2.16)

onde £ = 4;32 Entdo, no limite & < 1 ou & — 0, recuperamos as relagdes de incerteza usuais.
Para uma discussdo mais detalhada sobre os possiveis valores (hipotéticos) de &, indicamos a
Ref. [[133]] (poco quantico gravitacional NC).

Por ultimo, mas ndo menos importante, o espaco de fase NC pode ser expandido
também para incluir o espago-tempo de Minkowski (2 + 1)-dimensional da MQR [133}|135,

139]]. Desse modo, temos

NC A . 1 :
[ CJ’Q]C] =1 <5uv + Zegnvo) 3 [xft]C,xZ\YC] = By, [Pﬁcyplx\/fc] Muv, (U,v=0,1,2).
2.17)

onde

DN | =

. . AV A sl s o A s A
Xﬁc =%y — = 0uvp’, P]\YC =pv+ Envcxca (Ry = Auvt"s py = fiyupt =idy),  (2.18)

F(%)*G(X) = F(#°)G#)C) = F(fc’)e(i/z)(gxﬁl G”Vﬁxv)G(z), (2.19)

sendo 7,y = f*V=diag(1,—1,—1) o tensor métrico plano (métrica de Minkowski) [[108]. Aqui,
utilizamos os indices dados pelas letras Gregas para representar o espago-tempo de Minkowski
(espago-tempo plano), como costuma ser feito na literatura (na auséncia de curvatura ou de
gravidade). No entanto, como nesta tese também estamos trabalhando em um espaco-tempo
curvo, as vezes € convencao na literatura usar os indices dados pelas letras Gregas (u, Vv, a,...)
para representar um espago-tempo curvo (este seria o nosso quadro de referéncia geral) e os
indices dados pelas letras Latinas (a,b,c,...) para representar um espaco-tempo plano (este
seria o nosso quadro de referéncia local). Além disso, nesta tese consideramos apenas a NC
das componentes espaciais de )?ﬁc e ﬁZ‘YC, onde implica: 6y; = 1Mo; =0 (6;; # 0 e n;; # 0), caso

contrério, a unitariedade (causalidade e localidade) da MQ nio seria preservada [[126,133-135].
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3 A EQUACAO DE DIRAC NAO-COMUTATIVA NO ESPACO-TEMPO DE
MINKOWSKI (2+1)-DIMENSIONAL

A equacdo de onda (movimento) que governa a dindmica quantica relativistica do
EHQ com MMA ¢ dada pela seguinte ED tensorial (“equagdo de Dirac-Pauli”’) com acoplamen-

tos minimo e nao-minimo (“corrigida pela QED”) [[1-3}/172-174,306]

[’}ﬂ(p qA ) ‘um abFab_mO:| TD(?J) :Oa <a7b:07172>7 (31)

onde ¥ = (Y°,7) sdo as matrizes gama de Dirac usuais no qual satisfazem a relaciio de anti-
comutagao da Algebra de Clifford: {y*, }/b } = ZﬁabIZXz (Ir%» € matriz identidade de ordem 2),

=id, = i+ 8xa = (po,—P) € o operador momento 3D (trivetor momento), 6% = [y, y’] ¢
um tensor anti-simétrico (ndo tem um nome especifico na literatura), F,, = d,A, — dpA, é 0
tensor campo eletromagnético (também chamado de tensor de Faraday), sendo A, = (Ao, —Z) 0
potencial eletromagnético (campo eletromagnético externo ou campo de gauge), ¥p(7,t) € C? é
o spinor de Dirac de duas componentes (matriz/vetor coluna de dois elementos) [411]], e g = +e,
mo € ty = .urgED

massa de repouso e 0 MDM do férmion (“constante de acoplamento ndo-minimo ou de Pauli”),

= Wanomalo = alp 0 a carga elétrica (“‘constante de acoplamento minimo™), a

sendo a o MMA e lup = 2‘70 > 0 € o famoso magnéton de Bohr (quantum de MDM). Entao,
considerando (nesta tese) o férmion/antiférmion mais “simples” e elementar, ou seja, o elétron
e o pésitron, 0 MMA sdo dados por: a,- = 0.0011596521884 e a,+ = 0.0011596521879 [[180].
Além disso, por simplicidade omitiremos daqui por diante o simbolo para operadores quanticos.

Entao, partindo do fato de que o acoplamento minimo, dado por: ¥*(p, — gA,), € 0

acoplamento ndo-minimo (sem L, /2), dado por: o F,p, sdo escritos como segue [1/6/108./126]]

Y (Pa—qAa) = ¥’ (po— qAo) + ¥ (pi — qAi) = iV’ 0, + ¥ (pi— qAi), (pi=—p', Ai=—A"),
(3.2)

6" Fy, = iy Fup = 21y Y Foi + iY Y Fj = 2iY’YE; — 25°B3 = 2iy°¥-E — 4§ -B = —4S - B,
(3.3)

a Eq. (3.1) toma a forma
[0+ 7 (i — aAi) — 208 - B—mo| Wn(7,1) =0, (i=1,2), (3.4)

ou em fung¢do do (operador) Hamiltoniano de Dirac Hp (7, p), como (uma ED diferencial)

Hi(7, ) ¥p(7,1) = {W (pl——Bs’fx)HumyOs B+y°mo}%<r 1) = iWp(7.1),
3.5
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onde B = Em (0,0,B) e E= —VAp— 5% = 0 sdo o campo magnético externo uniforme e o
campo elétrico externo (aqui con51deramos nulo), e sdo pseudovetores em (2 + 1)-dimensdes,
B = B3 =B, = const. > 0 é o médulo (pseudoscalar) de B,A;=—Al = geijxj (xj= —x/) sdo as
componentes espaciais do potencial vetor A (# Z(t)), A é o potencial escalar ou eletrostatico
(nulo também), § = 1% é o operador (vetor) de spin, com % = & = (c',62,0°) sendo as matri-
zes de Pauli 2 x 2 (matrizes sigma). Diante disso, nota-se que o campo magnético do EHQNC
se “adapta” muito bem em (2 + 1)-dimensdes, uma vez que nio hd B, e By em F;,, somente B;.

Para obtermos a EDNC, € preciso aplicar o produto estrela na Eq. (3.5), ou seja:

Yp — xW¥p. Desse modo, temos a seguinte EDNC
Hp(F,p)x¥p(7,t) = id, x¥p(7,1), (3.6)
ou em fun¢ao das coordenadas e momentos NCs, como (“some” a estrela e aparece xljv Ce pfv )
Hp (€, pY )R (7.1) = i0,¥° (7, 1), (3.7)
onde o Hamiltoniano de Dirac ndo-comutativo (HDNC) € dado por

ARICENAL {—W( pe_ 48 ‘J#VC) +2unY’S B+ 9'mo |, (3.8)

sendo WNC (7,1) = WNC (x,,) 0 nosso spinor de Dirac NC (Cartesiano).
Portanto, sabendo que os momentos NCs pﬁv C ¢ as posicoes NCs xljv C sdo escritos
na forma

1 1 ..
P =pit onemd”, xJC=x;—S0gup", (i, jmn=12), (3.9)

obtemos explicitamente a seguinte EDNC (ou o HDNC) na forma vetorial
HNCWNC (7 1) = [y"? (th+eAA) + 2un?°S - B+ }’Omo] WNC(7.1) = i N (7,1),  (3.10)

onde 7= (1-%¢) e A= (1-21), g=—e<0¢éa carga elétrica (elementar) do elétron e
usamos o fato de que: ¥'p; — —7- P e YA; — —)7;1' Além disso, usamos também as seguintes
relagdes: &;;€™ 5”‘5” 61-”5’“ &€ gin 5” gj=—¢jie 8! p" = p' = —p;. No entanto, para
que o termo cinético em (3.10) seja ndo-nulo (algo que ndo gostariamos, caso contrario, nao
haver4 solugoes de estado ligado alguma), devemos impor que T # 0 e A # 0 [167]], ou melhor,
que TA > 0. Como uma consequéncia disso, implicara em duas possibilidades para os valores
deteA,quesdo: 7>0eA >0,0ut<0eA <O0e, portanto, restringird (limitard) os possiveis
valores de 8 e 1 (para um dado valor arbitrario de eB), e também implicard (também veremos
em breve) em uma inequagao polinomial do segundo grau cuja solugdo restringird (limitard) os

possiveis valores do campo magnético (para um dado valor arbitrario de 8 e 7).
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Agora, em coordenadas polares (p, ¢,7) onde o elemento de linha (ao quadrado) é
dado por: ds3;, . = Tlapdx“dx? = dt> —dp? — p2d@? (a,b=t,p, ), com 7, =diag(1,—1,—p?)
sendo a métrica de Minkowski polar (ou curvilinea), temos as seguintes expressoes para o ope-

rador momento p e o potencial vetor A escritos neste sistema de coordenadas

Bx7=Agép=(0,Ay), (3.11)

| =

— s . - E A
p=—1V=—i (epﬁp +F(p9<p> = (Pp:Pp), A=

onde —oo <t < o0 € a coordenada temporal, 0 < ¢ <27 € a coordenada angulare p = \/)m
(0 < p < =) é a coordenada radial polar, respectivamente.

Entdo, substituindo (3.T1)) em (3.10), obtemos uma EDNC em coordenadas polares
(EDNC curvilinea), dada por

HYCWEC(p,9,1) = id WP (p, 1), (3.12)

onde

HpC = |=ity"PPdp — 17 (%8({) —ekA(p) + 2B+ 1Pmo |, (3.13)

com P =7-8, = y'cos@ + y*sing e y? = 7-é, = —y'sing + Y’ cos ¢ sendo as compo-
nentes (“rotacionadas por um angulo ¢”’) do “vetor gama curvilineo”, definido como: V., =
(Y°,7%), e satisfaz a relacdo de anti-comutacio da Algebra de Clifford “curvilinea”, ou seja:
(¥, Y} = 2%, (a,b = t,p, @) [412-415]. Em particular, a mudanga de coordenadas
(x,y) — (p, @) induz uma rotacdo (ndo confundir com uma rotag¢do fisica/mecénica, que é
para o terceiro cendrio) de um angulo ¢ do referencial local: (é,é,) — (€p,€y), onde todos
08 “campos vetoriais”, incluindo ¥ (“vetor gama Cartesiano”), agora sio expressos neste re-
ferencial (Y = Yearr — Veuwrv)[415]]. Contudo, tal rotagdo ndo foi aplicada a base do spinor (ou
simplesmente, ao spinor) que, portanto, permanece a mesma em qualquer ponto do circulo.
Consequentemente, as notagdes ¥ e y? podem ser enganosas (por isso usamos aspas em:
“rotacionadas por um angulo ¢”) [415]]. Além disso, por causa da presenca do cos @ e sin @
em Y.y, € dificil prosseguir sem uma simplificagdo da Eq. (3.12). De acordo com as Refs.
[412-416]], para eliminar este obstaculo € necessario usar uma transformacao de similaridade
feita por um operador unitdrio U(¢) = e’@ € SU(2) (£* = X3 = iy'y?) [412-416)]. Basica-
mente, este operador tem a funcdo de rotacionar a base do spinor (ou o spinor) sobre o €ixo-z.
Dessa forma, podemos converter (“rotacionar”) as matrizes gama curvilineas y? e y® nas matri-
zes gama (fixas) Cartesianas 7' e 72 (no qual sabemos trabalhar facilmente) da seguinte forma

[412-416]
U (e)YU(e)=7", U 1 (p)y*U(p) =7, (3.14)

onde U (ou U _1) comuta com }/0 e, l6gico, também com ¥3,
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Entdo, através de uma transformacgao de similaridade e partindo do fato de que no
EHQ (polar) a componente angular do potencial vetor associada ao campo magnético B= Bé,
é dado por: Ag(p) = %Bp (gauge simétrico ou polar) [213,258,259,413]], podemos entdo
reescrever a Eq. (3.12)) como

HyY(p,0,1) = idw¥(p,0,1), (3.15)

onde H' é o Hamiltoniano transformado (“rotacionado”), no qual é escrito em fun¢do do Ha-

miltoniano original (“ndo-rotacionado”) H. gc da seguinte forma

1 ] AeB
H =H,, =U "H)U = {—mﬂyl (ap + $> — Py (%a(,, - %p) + tnY°Z* B+ YPmy |

(3.16)
com YXC(p,@,t) = U (@)PXC(p, ¢,1) sendo o nosso spinor de Dirac NC curvilineo rotacio-
nado (por simplicidade aqui chamaremos apenas de spinor curvilineo) e ‘I’%C(p, @,1) € 0 N0sso
spinor de Dirac NC curvilineo ndo-rotacionado (por simplicidade aqui chamaremos apenas de
spinor NC, uma vez que ja nomeamos ‘P%C(x,y,t) de spinor de Dirac NC), no qual ambos os
spinores devem satisfazer as seguintes condi¢des de periodicidade: Yy (¢ +271) = —yX¢(9)
e ‘P%C((p +27) = ‘ch((p). Em particular, estas condi¢des mostram que o spinor NC € uma
fun¢do continua (em todos os lugares) e periddica cujo periodo € dado por £27 (estado fi-
nal = estado inicial), enquanto que o spinor curvilineo s6 € uma funcdo continua periddica
se o perfodo for de +47, ou seja: YNC(@ £4m) = yXC(¢) (estado final = estado inicial)
[416]. Além disso também € importante destacar aqui (serd util nos préximos capitulos) que
a transformacdo de similaridade modifica o produto YA, = —}7A = —y%A, para —yqu,, ou
seja, U~ 1y9A,U = — 2A(p. No entanto, a transformacao de similaridade ndo modifica o produto
c®F,, = —4§-§, ou seja, U 'o%F,U = —4S-B (U comuta com ou Sou 3.

Por outro lado, uma vez que estamos trabalhando em um espaco-tempo (2 + 1)-
dimensional com assinatura (+, —, —), é preciso escrever as matrizes gama y* = (¥°,7!,7%) =
(%, —7,—7) e a matriz ¥3 diretamente em termos das matrizes de Pauli, ou seja, Y1 = 030] =
0y, 5 = 5030, = —iso ¢ ° = X3 = 03 [390,392,1411,1413,1417-419], onde s = 41 é um
parametro (adimensional) chamado de parametro de spin e descreve os “dois estados de spin”
do férmion planar: s = +1 & para o spin “up” (“4”) e s = —1 € para o spin “down” (“|”).
Aqui, € importante destacar que s (uma “infeliz” notagd@o alids) ndo € o nimero quantico de
spin s = 1/2 ou, o nimero quintico magnético de spin my; = +1/2 =1. Entretanto, podemos
tranquilamente escrever s em termo de m; (e vice-versa), ou seja: s = 2my (ou my; = 5/2).
Em particular, este parametro surgiu em dois artigos feitos por C. R. Hagen e publicados pela
Physical Review Letters (revista cientifica de alto impacto e prestigio) em 1990. O primeiro

artigo tinha como intuito mostrar que o espalhamento de particulas relativisticas de spin-1/2
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em um potencial Aharonov-Bohm s6 poderia ser “plausivel/consistente” se o parametro s fosse
levado em consideragdo [418]. Com respeito ao segundo artigo, 0 mesmo tinha como intuito
mostrar que existe uma equivaléncia exata entre o efeito Aharonov-Bohm e o efeito Aharonov-
Casher (para férmions planares de spin-1/2). Entdo, como ambos os fendmenos sdo puramente
planares (p, = z = 0), esta equivaléncia s seria possivel se o potencial vetor e o campo elétrico
fossem duais entre si, ou seja, que a seguinte relacdo fosse satisfeita: eA; = s, & jEj (U =
app), onde A; sdo as componentes do potencial vetor do efeito Aharonov-Bohm e E/ sdo as
componentes do campo elétrico do efeito Aharonov-Casher, respectivamente [419].

Agora, assumindo que nosso sistema € um sistema quantico estaciondrio (ou seja, o
Hamiltoniano ndo depende explicitamente do tempo), podemos entio definir um ansatz (“padrao™)
para o espinor curvilineo, cuja expressao é dada por [1,390,392,412-414]

i(m;o—Et
v, @.1) = e(’—ép—n)R(p)- (3.17)
Deste modo, podemos obter a partir da Eq. (3.13)) a seguinte EDNC independente

do tempo (equagdo de autovalores relativistica)
H'R(p) = ER(p), (3.18)

onde

1 itm;  AeB
H = Hyr = {ifcl (ap +$) 50 (ZT:J + %p) +umB+G3mo} , (3.19)

sendo E a energia total relativistica do férmion (ou antiférmion), espectro relativistico ou os
niveis de Landau relativisticos (que sdo os autovalores de energia), Cp = \/LzT; € uma constante
que surge da normaliza¢do da parte angular do spinor com m; = j:%, + %, i%, ... sendo o nimero
quantico magnético total que surge da condi¢do de periodicidade do spinor curvilineo e R(p) =
(fo(p),if-(p))T é aautofuncdo spinorial (“fungdo de onda spinorial”), onde f(p) sdo fungdes
radiais reais (componentes espaciais do spinor ou simplesmente as componentes spinoriais) € o
sobrescrito T significa a transposta do spinor. Além disso, a conexdo entre m; e m;, onde m; € 0

nimero quantico magnético orbital (ou simplesmente nimero quantico magnético), € dada por

TV (p, 1) = —idp W€ (p, @,1) = myrC(p, @,t) = (m;+mg) W< (p,@.1),  (3.20)

sendo J, = L, + S, e os valores de m; e m; sdo: my = i% =5em=0,%+1,42,...=0,1s,2s,...,
respectivamente (podemos ver que m, € m; podem ser escritos em termos do parametro de spin).
Em particular, o termo “magnético” nos nomes (em m;, m; € my) refere-se a0 MDM associado
a cada tipo de momento angular (orbital, spin e total), de modo que estados com diferentes

nimeros quanticos magnéticos mudam de energia em um campo magnético de acordo com o
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efeito Zeeman. Entdo, com respeito aos valores de my, ja sabemos o seu significado (spin up ou
down), mas quanto aos de m; € m;? Bem, m; sdo os autovalores de L, (em unidade naturais),
ou seja, fornece a magnetude do vetor (operador) momento angular orbital L ao longo do eixo-
z (“eixo quantizado”) positivo ou negativo (ou o sentido de rotagdo do férmion); e m; sdo os
autovalores de J;, ou seja, fornece a magnetude do vetor (operador) momento angular total
J =L+S também ao longo do eixo-z [176]. Como uma “consequéncia” disso, L, e S, podem
ser paralelos (mesma direcdo e sentidos) ou antiparalelos (mesma direcao, mas de sentidos
opostos), ou seja, se em J; tivermos m; > 0 e mg = +1/2 ou m; < 0 e my = —1/2, entdo
L, e S; sdo paralelos (L; || S;) [176]. Agora, se tivermos m; >0 e m;=—1/2 oum; <0e
mg = +1/2, entdo L, e S, sdo antiparalelos (L, L S;) [176]. Como veremos em breve, isso
influenciard diretamente no espectro de energia e em sua degenerescéncia. Além disso, como
uma consequéncia da transformacéo de similaridade, J; e ndo L, é descrito por —idy, ou seja:
J=Jo =U -1ty = U1 (—idg + 3E°)U = —idy = xpy — ypx = (¥ x p) [412/413].

Entao, sabendo que as matrizes de Pauli (da MQNR) sdo escritas como segue

0 1 0 —i 1 0
O] = Ox = , 02 =0y = y 03 =0;= ) (321)
1 0 i 0 0 -1

obtemos a partir de (3.18]) um conjunto de duas equagdes diferenciais ordinarias de primeira

ordem acopladas, dadas por (acopladas no sentido de que a equagao depende das duas compo-

nentes) ( )
mo + HnB — E _ |4 R
B p )= | mop 5 (mik3)| £0) G2
(mo— wuB+E) |4 s/ s
TS (p) = | g5 Mo p(m, 2)| £+, (3.23)
ondeQ:QeffEkz(‘T’" > 0 é uma frequéncia angular efetiva, com 7 = (1 —mpw.0/4) e A = (1 —

n/mp@), sendo @, = @, = 5712 > 0 (@, = w.€;) a famosa frequéncia ciclotron (ou frequéncia
de rotagdo), que € a velocidade angular (rad/s) do movimento circular do férmion/antiférmion
no plano (uma importante aplicacao disso para baixas energias é no espectrometro de massa).
Portanto, substituindo (3.23)) em (3.22), e depois (3.22) em (3.23), obtemos como
resultado a seguinte equacdo diferencial linear de segunda ordem (“EDNC quadratica” ou
“EDNC de segunda ordem”) para 0o EHQNC com MMA no espago-tempo de Minkowski

> 1d 7y )
—t—— = (mpQ E.| fu(p) =0, 24

onde definimos

E —u,B 22
( ‘LL ) mO —Zm()Q (m]—i—ﬂ),

5 (3.25)
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sendo u = +1 um parametro (“‘spinorial”’) que descreve as duas componentes do spinor, ou
seja, u = +1 descreve a componente superior e u = —1 a componente inferior (com f # f_),
respectivamente. No entanto, se a Eq. (3.24) fosse aplicada ao grafeno, u = +1 (u = —1)

rotularia o elétron (pdsitron), ou os autovalores de o, (os dois “pseudospins”) [29,32,420].
3.1 Solucoes de Estado Ligado: Spinor de Dirac e o Espectro Relativistico

Para resolver analiticamente (exatamente) a Eq. (3.24), é aconselhdvel introduzir
uma nova varidvel (adimensional) no sistema, por exemplo, dada por: r = myQp? > 0. Desse

modo, através de uma mudanca de varidvel, a Eq. (3.24) torna-se

> d 2 E
r—+—— B T, Zu
dr  dr 4r 4 4mpQ

fu(r)=0. (3.26)

Agora, vamos analisar o comportamento (ou limite) assintético da Eq. (3.26]) para

r grande e r pequeno. Dessa forma, temos dois comportamentos, dados como segue [[112,/421]]
2 u
* Parar — 0: temos rf) + f, — I f, ~ 0, cuja solugdo & f,,(r) ~ P (17| > 0);
* Para r — oo: temos f] — }lf,, ~ 0, cuja solucdo é f,(r) ~ e~ 2 (r > 0),

no qual implica em uma solugdo regular para (3.26) dada pelo seguinte ansatz

[ r
Ju(r) =Cyr2 e 2F,(r), (3.27)
onde C, > 0 sdo constantes de normalizacdo, F,(r) # 0 sdo fungdes desconhecidas a ser de-
terminadas e f,(r) deve satisfazer as seguintes condi¢des de contorno (sdo duas) para ser uma

solucdo normalizével (solugdo finita ou fisicamente aceitdvel) [422]

fu(r = 0) = finita > 0 (por causa de |y,| > 0), (3.28)

fu(r — o) =0 (por causa de r > 0). (3.29)

Como veremos em breve, dependendo do valor de ¥, (maior ou igual a zero) po-
demos ter uma densidade de probabilidade nula ou ndo-nula na origem (uma consequéncia da
primeira condi¢cdo de contorno).

Entio, substituindo em (3.26), obtemos uma equacio diferencial para F,(r)

2

d

onde
T  Eu

r,l= 1, g, = — .

(3.31)
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De acordo com a literatura [14,413], a Eq. ¢ uma equacgao de Laguerre asso-
ciada ou generalizada, cuja solug¢io sao os bem conhecidos polindmios de Laguerre associados
ou generalizados (um tipo de funcao especial), escritos como F,(r) = L,‘f’“l(r) (na verdade, ha
uma segunda solugdo, mas jd foi excluida porque ndo € regular na origem). Consequentemente,
a quantidade g, deve ser igual a um inteiro nio-positivo: &, = —n (condi¢do de quantizacdo),
onde n =np, =0,1,2,... € um nimero quantico (as vezes chamado de nimero quantico radial
porque esta associado ao nimero de nds que a parte radial do spinor possui, ou seja, que f,
possui). Portanto, a partir desta condi¢do obtemos o seguinte espectro relativistico (niveis de

Landau relativisticos) para 0 EHQNC com MMA no espago-tempo de Minkowski

EX — m+x\/mg+2m0wngN, (3.32)

n,m;,s,u

ao, [y — 3+ (mj + %)

1
EmE‘u,mB— > 20, N:Neff :Nn’mj7s7uE I’l—{-i—l— 3 ZO, (333)
e
o’ =tAw. >0, TA = (4 —mo.0)(myw. —1n) >0, (3.34)

4m0 @,
com K = F1 sendo um parametro (“parametro de energia”) que representa os estados de energia
positiva (kK = +1) ou estados de particula (elétron), bem como os estados de energia negativa
(k = —1) ou estados de antiparticula (pdsitron) [1,/108,/400], ou seja, representa as “solucdes
de energia positiva e negativa” (solugdes de “toda equacdo de onda relativistica”), @C é a
frequéncia ciclotron NC (frequéncia ciclotron original modificada pela NC) [169] e N € um
numero quantico efetivo ou total (pois depende de todos os outros). De acordo com [|1,108,400],
0 espectro na verdade € tanto para um elétron (real ou observavel) com energias positivas
(E > 0) quanto para um elétron (“irreal” ou “inobservavel”’) com energias negativas (E < 0), o
que este na realidade € um pdsitron (real ou observdvel) com energias positivas (E > 0), onde
seus respectivos espectros sdo dados por: Ejs0n = ET > 0¢ Epésitron = —E~ = |E~| > 0 (isso
representa o “mar de Dirac = mar de estados negativos = mar de pdsitrons”) e , portanto, tanto o
elétron quanto o pdsitron possuem energias positivas (mensuraveis). Além disso, a quantizacdo
da energia surge da chamada quantizacdo de Landau, em homenagem a Lev Landau (Prémio
Nobel de 1962), na qual refere-se a quantizagdo das “orbitas” de particulas carregadas em cam-
pos magnéticos uniformes (tal quantizacdo € um ingrediente chave para explicar o EHQ inteiro
e também a suscetibilidade eletronica dos metais). Como resultado, as particulas sé podem ocu-
par “Orbitas” com valores discretos de energia, chamados de niveis de Landau. De fato, usamos
aspas (em Orbitas) porque o principio da incerteza proibe a ideia de um caminho bem definido

(por razoes histdricas e didéticas, o conceito de 6rbitas em MQ € mais algo simbdlico) [176].
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Entdo, vemos que além do espectro ser assimétrico, ou seja, as energias da
particula e antiparticula ndo sdo iguais (|[E*| # |E~|), tal espectro depende linearmente da
energia potencial magnética “andmala” E,, (ou simplesmente energia magnética) gerada pela
interacdo do MMA (ou MDM) com o campo magnético externo B (como veremos em breve,
esta energia € a causa da “quebra” de simetria dos espectros), onde tal energia tem praticamente
o mesmo valor para ambas as particula e antiparticula (E,) = E, ), também depende explici-
tamente dos nimeros quanticos n e m;, do pardmetro de spin s, do parimetro spinorial u, da
frequéncia ciclotron @, e dos parametros NCs 6 e 1, respectivamente. Vale a pena mencionar
que embora os espectros que dependem das componentes do spinor sejam “incomuns’ na lite-
ratura (geralmente s6 € resolvido a equacao diferencial para uma das componentes), nas Refs.
(29,32, 305,420, 423-425] temos alguns exemplos interessantes de tais espectros, onde, por
exemplo, 0 nosso nimero quantico efetivo N é muito similar ao da Ref. [305]. Além disso,
os parametros 6 e 1 permitem definir duas “frequéncias angulares NCs”, ou “frequéncias tipo-
ciclotron” (tem dimensao de ®.), definidas como: wg = mioe € Wy = mlo onde @y € a frequéncia
NC de posi¢ao (diminui com 6 crescente) € @y, € a frequéncia NC de momento (aumenta com 1)
crescente), respectivamente. Desse modo, os pardmetros T e A sdo podem ser reescritos como:
T=(l-w./wg) e A = (1 —wy/w:), e como tais pardmetros ndo podem ser nulos (7 # 0 e
A #0), implica que: @, # Wy € ®, # Oy, ou seja, ndo ha “estados de ressonincia” no sis-
tema e, portanto, a frequéncia ciclotron nao pode coincidir ou “oscilar” com o mesmo valor das
frequéncias NCs. Por outro lado, notamos também que mesmo na auséncia do campo magnético
(B =0), o espectro ainda permanece quantizado/discreto devido a presenca do parametro 1 (ndo
de 0), no qual tal parametro atua como um tipo de “campo/potential NC”. Explicitamente, este

espectro NC € escrito como segue

_ - 1 |mj—%—(mj+%
Eysu=E£\/m3+ 20N = £y /md+2moay N, N = n+§—|—| L 2< i*%) ,
(3.35)

onde N # N é um novo nimero quantico efetivo (usamos o fato de que agora Q = —1/2my).

Entao, comparando com a literatura, temos uma generalizacdo do espectro da Ref. [426].

Antes de analisarmos graficamente (via graficos 2D) e de forma detalhada o com-
portamento do espectro (3.32) em funcdo do campo magnético B e dos parametros NCs 0 e
1 para diferentes valores de n e m;, com e sem a influéncia de Ej, (ou do MMA), devemos
primeiro analisar um dos aspectos mais importantes dos espectros de energia bidimensionais (e
tridimensionais), ou seja, sua degenerescéncia ou os estados degenerados. Basicamente, quando
duas (ou mais) autofuncdes linearmente independentes compartilham a mesma energia (auto-
energia), diz-se que o espectro € degenerado (ha estados degenerados no sistema) [[176]]. Em

particular, verificamos que a degenerescéncia (finita ou infinita) de (3.32)) depende apenas dos
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valores de m;. Além disso, sabendo que fixando um dado valor de m; (m; > 0 ou m; < 0),
podemos ter dois estados de spin (s = +1 ou s = —1), ou seja: mj =m;+s/2=m;£1/2>0
em; =m;+s/2=m;+1/2 <0. Portanto, como um resultado disso obtemos a Tabela onde
mostra quatro possiveis configuracdes para a degenerescéncia do espectro dependendo dos va-
lores de s € m; bem como os respectivos valores de N e m; para um dado valor de s e também a

orientagdo dos operadores L, € S;.

Tabela 1: Degenerescéncia do espectro dependendo dos valores de m;.

Configuracao mj s N m; Degenerescéncia Orientacdode L, e S,
1 m;>0 +1 n+m+1 m>0 finita paralelo
2 m; >0 —1 n4m mp > 1 finita anti-paralelo
3 m;<0 +1 n+ liz" m; <0 infinita anti-paralelo
4 m;<0 -1 n+ % m; <0 infinita paralelo

Entdo, de acordo com a Tabela |1, vemos que o espectro pode ser finitamente ou
infinitamente degenerado e, portanto, o sistema pode ter um nimero finito ou infinito de estados
degenerados dependendo dos valores de m; (mas ndo depende dos pardmetros de s ou u). Em
outras palavras, todos os estados com m; > 0 s@o finitamente degenerados e independem da
escolha do spin bem como do préprio parametro u, ou seja, os valores de N para s = +1 ou
s = —1 sdo exatamente os mesmos para as duas componentes do spinor (configs. 1 e 2). No
entanto, para o caso infinitamente degenerado é diferente, ou seja, embora todos os estados
com m; < 0 sdo infinitamente degenerados, eles dependem tanto da escolha do spin quanto
da componente do spinor e, portanto, os valores de N para este caso dependem dos valores
de s e u (configs. 3 e 4). Por exemplo, a componente superior (¥ = +1) possui um N maior
quando m; < 0 e s = +1, enquanto que para a componente inferior (u = —1) € quando m; <0
e s = —1, respectivamente. Em particular, a degenerescéncia infinita surge quando o espectro
s6 depende do nimero quantico n, € como m; pode assumir qualquer valor inteiro (menor ou
igual a zero) em m; = m; +s/2 < 0, implica que os estados sdo infinitamente degenerados
[14,108,417,427,428]. Com relacao a degenerescéncia finita, tal degenerescéncia surge quando
o espectro depende de ambos os nimeros quanticos n € m; (ou my) [14,417,427-429], onde
agora € possivel definir um novo “ndmero quantico” a partir de n e m;, dado por: k=n-+m; > 1
(m; > 1),ouk=n+m; >0 (m; > 0), no qual a degenerescéncia aumenta em func¢do de k. Entdo,

a partir do nimero k podemos determinar a expressao para o grau total de degenerescéncia (ou

k
degenerescéncia total) para cada nivel de energia Ey, que ¢ dado por: Q(Ey) = Y, (2m+1) =

my=1

k
k(k+2),0u Q(Ey) = Y, (2m;+1)= (k-+1)2, onde 2m; + 1 é o niimero de estados degenerados

ml:0
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(estados quanticos diferentes) para um dado m; [176,427-429]. Como veremos em breve,
a degenerescéncia total ndo-relativistica serd igual ao relativistico para m; > 0 (e é andlogo
a degenerescéncia do dtomo de hidrogénio, com k+1 =n=1,2,... [176]). Dessa forma,
vemos explicitamente que a degenerescéncia desempenha um papel fundamental no espectro
do EHQNC, bem como em suas propriedades termodinamicas, uma vez que podemos construir
um ensemble candnico (gds de férmions ndo-interagentes) para o sistema [430]. E importante
comentar que também poderiamos obter os resultados da Tabela [1| escrevendo diretamente o

nimero quantico N em fungéo de my, ou seja, substituindo m; por m; +s/2, no qual obtemos

(1+su) N ‘mH—S@ + (ml—f—s(l;”))

2 2

N=Nuymsu=|n+ (3.36)

Com base nas informagdes acima sobre a degenerescéncia, obtemos a Tabela [2]

onde mostra quatro possiveis configura¢des para o espectro dependendo dos valores de s € m;.

Tabela 2: Espectros de energia para os estados degenerados da particula e antiparticula.

Config. Espectro de Energia E,f s Degenerescéncia
1 E,'lfmj>07+ = m+K\/m%—|—2m0(x)éVC(n+ml—|— 1) finita
2 Er’zc,mj>07— =En+ K\/m%+2moa)£§’c(n+ml) finita
3 BN cou = Entoy/mg+ 2mo) (n 154) infinita
4 E:l(;mj<0,—,llt =Lm+ K\/m% +2molN¢ (n + 12;") infinita

De acordo com a Tabela vemos que param; > 0 (configs. 1 e 2) os espectros pos-
suem exatamente os mesmos valores independentemente do spin escolhido ou da componente
do spinor (o spin ou as componentes nao altera os valores dos espectros) e, portanto, aumentam
em fungdo de n e m; (ou my, na realidade). Nesse caso, vemos também que o estado funda-
mental (n = 0) ainda depende de @Y. Contudo, para m ;< 0 os espectros ja sdo influenciados
pelo spin e pelas componentes (configs. 3 e 4), logo, dependendo da escolha de s e u temos um
N maior ou menor, e também um estado fundamental que depende ou ndo de ®)C, respectiva-
mente. Dessa forma, concluimos entdo que o espectro maximo (valores maximos de energia) €
para m; > 0 (configs. 1 e 2) , enquanto que o espectro minimo (valores minimos de energia) €
param; < 0 com: s = —u = +1 (config. 3) ou s = —u = —1 (config. 4). Além disso, indepen-
dentemente da configuragao escolhida (cada uma possui o espectro da particula e antiparticula),
as energias da particula sdo sempre maiores do que as da antiparticula. Em particular, isso se

deve a presenca da energia magnética E,,;, no qual “quebra” a simetria dos espectros.
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Agora, vamos comparar rapidamente o espectro (3.32)), ou melhor, os espectros da
Tabela Q (para m; < 0), com outros trabalhos da literatura. Entdo, verificamos que na auséncia
do espago de fase NC (6 =n =0) e do MMA (E,, =0), com s = —u = +1 (N =n > 0),
s=u=x1(N=n+1=n">1)ous=+1(N,=n+(1+u)/2 > 0), obtemos exatamente o
espectro usual (simétrico) do EHQ relativistico para mgy # 0 (caso massivo) [[17,/74,/105} 108~
110,1425] e para my = 0 (caso ndo-massivo) [[106,|107]. Ja para @6 =N =0 com s = u = +1
(N=n+1=n">1), obtemos o espectro do EHQ relativistico com MMA [431]]. Por outro
lado, para 6 = E,, = my = 0 (para certos valores de s e u), obtemos o espectro “relativistico”
do EHQ para o grafeno NC (1] # 0 e e — —e) [158-160]] ou para o grafeno usual (6 =n =0)
[29,32,33,61,189,90,93,420,423,432-434] no qual devemos fazer as seguintes substituicoes
(restaurando ¢): ¢ — vy ouc — V/CxCy (exFcy)emy— A= meffv} > 0 (caso massivo ou nao-
massivo), onde v, ~ ¢/300 é a velocidade de Fermi (uma velocidade efetiva ou ndo-relativistica
dos férmions nos estados mais ocupados em um sistema a temperatura zero), ¢ (ou ¢y) € a
velocidade efetiva na dire¢do x (ou y), A € um gap de energia (lacuna ou “espaco” entre os
estados de energia positiva e de energia negativa) e m, s = m* € um tipo de “massa efetiva”. E
importante mencionar que no caso do grafeno, o parametro u pode corresponder a sub-rede A
(u =+1) ou a sub-rede B (u = —1) [424]. Do exposto, vemos claramente que 0 nosso espectro
relativistico generaliza varios casos particulares da literatura. Na tabela (3| temos a condi¢do

para obter cada espectro particular (citados acima) bem como suas respectivas referéncias.

Tabela 3: Espectros relativisticos e efetivos (ndo-relativisticos) da literatura.

Condigao Espectro Referéncias

O =1 =Ep=0, s=—u=+l Efl =\ /m3+2mowen [74]108,109]

0=n=E,=0, s=+1 Eyé, = %/ mG+2mo@cNy, [425]
06=n=0, s=u==%l E" = Ey+\/m}+2mow.n’ [431]
0=n=E;=0, s=u==l EMl = £\ /m§+ 2my@cn’ [17,/105,/110]

0=n=E,=my=0, s=u==+Il E"! = £\ 2moo.n’ [106,/107]
0=En=m=0, s=-u==x1  Ef == [eBl? (14 Jr)n  [158-160]

0=N=En=my=0, s=—u==%Il Ef =+, /2eBhcycyn [93.432]
0=N=E,=0, s=—u==1 E;fmf:i,/A2+2eBﬁv}n 1331/614/89./90]
0=n=E,=my=0, s=+1 Efil = £, 2eBIVAN, [29.32,1420]
0=n=E,=0, s=+I ES = i\/AZ +2eBAVIN,  [423,433,434)

No entanto, mesmo com 0s espectros bem definidos na Tabela@, ainda nao estamos

prontos para analisar o comportamento do espectro em fun¢do do campo magnético, ou seja,
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primeiro precisamos definir a restricdo para este campo (restricdo esta que serd o intervalo
permitido para B). Conforme ja discutido, o produto TA deve obedecer a condi¢ao: TA > 0,
consequentemente, podemos obter a partir de (3.34) uma inequacdo polinomial do segundo
grau para B. Entdo, supondo (por conveniéncia) que o produto TA também possa ser negativo

(tA < 0), temos a seguinte inequagio para B
—B>+B((4+6m)/e0) — (4n/e*0) =5, (3.37)

onde s’ > 0 ou s’ < 0. Dessa forma, resolvendo essa inequagdo obtemos a Tabela |4, onde é

mostrado duas solugdes possiveis para B dependendo dos valores de s'.

Tabela 4: Intervalos permitido e proibido para o campo magnético.

Restricdes & B
440M)—+/(4+601)2—160 440 44-61)2—166
1 S “rom) \/(2649- n) n<B<(+n)+\/(2£ n) n
(4+61n)++/(4+61)2—1607 (4+6m)—+/(4+61)2—16017

No entanto, apenas uma das restri¢des € fisicamente consistente (védlida), que € a
primeira (s’ > 0), onde (4 + 67)% — 1601 > 0 (campos magnéticos reais e positivos). De fato,
na auséncia do espaco de fase NC (6 = 11 = 0), implica que o intervalo de B para s’ > 0 é dado
por 0 < B < = (ou 0 < B < =), enquanto que para s’ < 0, é dado por e < B < 0 e, portanto,
apenas a primeira restricdo nos permite recuperar o intervalo usual de B no qual o EHQ pode
se manifestar (como deve ser). Desse modo, a restricdo 1 define uma regido permitida para o
EHQNC, onde as regides fora dessa regido sao regioes proibidas. Além disso, vemos aqui que
os parametros NCs restringem (limitam) os valores do campo magnético, ou seja, para um dado
valor arbitrario de 6 e 7, € definido um intervalo particular para B.

Portanto, agora podemos analisar o comportamento do espectro em fun¢do do campo
magnético para diferentes valores de n. Por questdes de praticidade e simplicidade, omiti-
mos aqui a contribui¢cdo de m; nos graficos porque como vimos anteriormente, sua fungdo
(contribuicdo) € andloga a de n, ou seja, o espectro aumenta também com m; crescente. Dessa
forma, podemos usar, por exemplo, o espectro da config. 3 da Tabela 2] com u = +1 para
tal anélise (escolhemos u = +1 porque queremos um estado fundamental ainda dependente de
®NC). Com isso, obtemos a Fig. |I, onde mostra o comportamento das energias da particula
em funcdo do campo magnético para o estado fundamental (n = 0) e os dois primeiros esta-
dos excitados (n = 1,2), com e sem a presenca da energia magnética E,,, no qual usamos por
simplicidade que my = e = 8 = 1 = 1, onde o intervalo permitido para o campo € dado por
1 <B<4.
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Espectro Ef (B)

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Campo Magnético B

Figura 1: Gréfico de E, (B) versus B para trés diferentes valores de n com E,, #0 (a= 1) e
E,=0(@=0).

De acordo com Fig. vemos que as energias aumentam com o aumento de n,
ou seja: AE, = E,+1 — E, > 0 (como deve ser), e sdo sempre maiores na presenca da energia
magnética (E,, # 0), ou seja: AE, .o > AE,—(. Portanto, a fungdo do MMA ¢ aumentar as
energias da particula. Além disso, as energias podem aumentar ou diminuir em funcio de B.
Por exemplo, para o caso E,, # 0, as energias aumentam entre B~ 1 e B~ 3.3 (mas com exce¢ao
de n = 0, onde este aumenta praticamente em todo o intervalo) e diminuem (levemente) entre
B~ 3.3 e B~ 4, onde a variacdo de energia em todo o intervalo do campo € positiva, ou seja:
AE(B) > 0 (Efina > Einiciat ou E(B~4) > E(B =~ 1)). Ja para o caso E, = 0, as energias
aumentam entre B~ 1 e B = 2.5 (atingindo o valor mdximo em B = 2.5) e depois diminuem
entre B=2.5 e B~ 4, onde agora a varia¢do da energia (em todo o intervalo) é zero (AE(B) =0
ou Etingi = Einicia)- Portanto, vemos que B = 2.5 € um “ponto de simetria” (um “espelho”), ou
seja, € uma regido que separa o intervalo total em dois sub-intervalos onde a energia é sempre
igual para uma mesma variagdo do campo (AB = B iua1 — Binicial)-

Na Fig[2] ¢ mostrado o comportamento das energias da antiparticula (valores abso-
lutos) em fun¢do do campo magnético para o estado fundamental e os dois primeiros estados
excitados (commp=e =0 =1n =1¢e 1 <B <4). De acordo com esta Figura, vemos que as
energias para o caso E,, = 0 sdo exatamente iguais as da particula também com E,, = 0 (espec-
tros simétricos) e, portanto, as energias aumentam com o aumento de n (AE,, > 0) e sua variagao
(em todo o intervalo do campo) também ¢é zero (AE(B) = 0). No entanto, essas energias sdo
maiores do que as energias para E, # 0, ou seja, a fungdo do MMA ¢ diminuir as energias

da antiparticula. Ja para o caso E,, # 0, vemos que as energias podem aumentar ou diminuir
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com o aumento de n. Por exemplo, entre B~ 1 ¢ B = 3.1, as energias sdo maiores com o au-
mento de n (AE,, > 0), onde o valor de B = 3.1 foi calculado através do cruzamento das linhas
(so6lidas) vermelha e azul, no qual suas respectivas energias sdo iguais neste ponto (Eg = Ey).
Agora, entre B ~ 3.25 e B =~ 4, as energias sao menores com o aumento de n (uma “anomalia”
ou regido fisicamente proibida, onde AE, < 0), onde o valor de B ~ 3.25 foi calculado através
do cruzamento das linhas vermelha e verde (Ey = E»). Além disso (ainda para E,;, # 0), as
energias podem aumentar, diminuir ou serem “nulas” (“zero”) em funcdo de B. Porém, aqui,
energia “nula” ndo significa que a antiparticula ndo tenha energia, significa que a energia total
(ou resultante) € nula, ou seja, para certos valores de B a energia magnética € igual a energia
quantizada (“energia da raiz quadrada”). Em particular, tais energias “nulas” aparecem quando
as linhas sélidas tocam o eixo-B (eixo do campo magnético), no qual depois aumentam até
B =~ 4, onde a variagdo da energia é positiva (AE(B) > 0 ou Efingi > Ejpiciqr)- Portanto, resol-
vendo |E, (B)| = 0 para cada estado quantico especifico, temos os seguintes valores de B no
qual a energia € “nula”: B~29 (n=0), Bx~33(n=1)e B~ 3.4 (n=2), respectivamente.
Por outro lado, comparando as energias da particula e antiparticula, vemos que as energias da

particula sdo sempre maiores que as da antiparticula.
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Campo Magnético B

Figura 2: Gréfico de |E, (B)| versus B para trés diferentes valores de n com E,, 20 (a=1) e
E,=0(a=0).

Agora, vamos analisar o comportamento do espectro em fun¢do dos parametros
NCs. Porém, precisamos conhecer antes as restricdes para 6 e 1. Desse modo, sabendo que
o produto TA deve ser sempre maior que zero, isso implica em duas restricdes para que tal
condicdo seja satisfeita, que sdo: T>0e A >0out<0e A <0. Portanto, devido a isso temos

a Tabela[5] onde mostra duas possiveis restri¢des para 6 e ) para um dado valor de T e A.
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Tabela 5: Restri¢des para os parametros NCs 0 e 1.

Restricdes 7 A 0 n
1 <0 <0 6>4/myo, 1N >myay
2 >0 >0 6<4/myw. 1N <myw,

Desta forma, escolhendo, por exemplo (questdo de visualizacdo grifica uma vez
que o intervalo é maior), a restricdo 1 da Tabela[5 obtemos a Fig. [3| onde mostra o comporta-
mento das energias da particula e antiparticula em fungdo de 0 para trés diferentes valores de
n(n=0,1,2),ondemy=e=a=B=1,n1=1.1e4 <60 <. De acordo com esta Figura,
vemos que as energias aumentam com o aumento de n (como deve ser) e a funcdo de 6 € au-
mentar (praticamente de forma linear) as energias, onde AE, também aumenta em funcao de
0. Por outro lado, comparando as energias da particula e antiparticula, vemos que as energias
da particula sdo sempre maiores que as da antiparticula com uma diferenca de uma unidade, ou

seja: E,F(0) = 1+ |E, (0)] (as linhas s6lidas sdo paralelas as linhas tracejadas).

4
—n=0,k=+1
—n=1r=+41
n=2r=+1
3l |---n=0,k=-1
— ---n=1r=-1
>
;-é 7’L=2,/€:—1
s 2
B
)
&
£
1
0
4 5 6 7 8 9 10

Parametro 0

Figura 3: Gréfico de |EX(6)| versus 6 para trés diferentes valores de n.

Ja na Fig. [ é mostrado o comportamento das energias da particula e antiparticula
em funcdo de 7 para trés diferentes valoresde n (n =0,1,2),onde myp=e=a=B=1,0 =4.1
e 1 <M < oo. Em particular, esta Figura € muito semelhante a Figura anterior e, portanto, a
funcdo do parametro 1 (e n) também € aumentar as energias, onde as energias da particula
também sdo sempre maiores que as da antiparticula com uma diferenca de uma unidade, ou
seja: E;F(n) =1+ |E, (n)]. No entanto, a diferenga de energia entre dois niveis consecutivos

(AE,) € maior no grafico da energia em funcao de 11 do que em fungdo de 8, mostrando assim
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que o parametro 7 afeta a particula e antiparticula mais “fortemente” do que o parametro 6.

4
—n=0rk=+1
—n=1rk=+1
n=2r=+1
3|---n=0,k=-1
---n=1,k=-1
n=2r=-1

Espectro |Ef (n)]

Parametro n

Figura 4: Gréfico de |EX(n)| versus 1 para trés diferentes valores de n.

Agora, vamos agora focar nossa aten¢ao na forma do spinor de Dirac NC (spinor
plano inercial) para os estados ligados relativisticos do EHQNC (e depois analisar rapidamente
a densidade de probabilidade). Entdo, usando o fato de que a variavel adimensional r € escrita

como r = myQp?, podemos reescrever a fungio (3.27) na forma

i _mgQp® 1 su
fulp) = Culmo@) * plHle= 2L (mop?), 3, = (m; = ). (3.38)
onde os polindmios de Laguerre associados sdo escritos como segue
re=lvl gn
%l _er —r ’H‘Wu‘)
L) = —— == (e r , (3.39)

sendo os trés primeiros polindmios sao dados por (usaremos isso na densidade de probabilidade)

Lo =1,
L) = —rsul+1,
1
L =2 [P =2r(nl +2)+ (nl + D1l +2)]. (3.40)

Com isso, implica que o espinor curvilineo (3.17) toma a seguinte forma

mOsz

imjo—Et) [ C, (mpQ) 2 pl¥le=2 L|nm moQp>
wgc(p,rp,t)z% +omo )lyp noss? | (mof2p”) (3.41)
2\ ic_(meQ) T p-le= T LY (meQp?)

. . . . . _ X3
Portanto, partindo do fato de que o spinor original é dado por ‘I’%C =e 2 l//]cv ¢



45

L, _ipX _ z(pc iﬂ ip
onde o operador unitdrio é dado por e™ "2 et 2~ =diag(e” 2 ,e? ) [14], implica que o spinor
de Dirac NC serd escrito como
. w \
e E [ Cy(mpQ) T W*“’pm'e Lm'(moﬂp )

P (p, 1) =

V2z \ e (m0Q) el iy 0ol szzp2 L (mo2p?) (3.42)
onde satisfaz as duas condigdes de contorno: WNC(p — 0) > 0e WNC(p — ) =0, e a condigdo
de periodicidade: WNC (¢ 4-27) = PN (). Uma pequena observagio sobre este spinor merece
ser feita, ou seja, devemos ter Q # 0 (ou TA # 0), caso contrério (se Q = 0, ou TA = 0), entdo
haveria a possibilidade de termos um spinor nulo (“estados de ressonancia”) e, portanto, um
EHQ sem particula alguma, o que ndo € admissivel (ndo faz sentido algum) uma vez que a
particula tem que existir em alguma regido onde 0 < p < 0. Além disso, usando m; como

mj = my +s/2, podemos entdo reescrever o spinor em funcdo de m; da seguinte forma

e o iEt C+(mog)%elml<pp\m,\e_ 022 | (moQp?)
¥p (p,0.t) = N AW | B A ) (3.43)
iC_(moQ) 2 ellm+)9plmtsle (moQp*)

Comparando 0 spinor acima com a literatura, ele é basicamente o spinor da Ref.
[417] sem o fator —— ﬁ e com as fung¢des radiais (componentes do spinor) ainda desconhecidas.

Aqui, € importante destacar que o nosso spinor de Dirac incorpora simultaneamente
os valores positivos e negativos do niimero quéntico m; (ou m;), 0 que nao ocorre, por exemplo,
nas Refs. [413,414]. De fato, isso acontece porque ndo usamos um fator \/Lﬁ na expressao do
spinor curvilineo, onde tal fator € meio que “opcional” de acordo com as Refs. [1,/14,417].
Por exemplo, para o caso (3 + 1)-dimensional onde um spinor tem quatro componentes, o fator
que o spinor pode carregar (se quiser) é outro, dado por % (ndo confundir com o nosso r). Em
outras palavras, usar ou nao tais fatores € mais por razdes matematicas (estilo ou conveniéncia),
ou seja, poder escrever a equagdo diferencial com outra “cara”, porém, o resultado final deve
ser o mesmo [413,417]. Do exposto, percorremos um caminho mais “simples e facil” para
poder escrever em um unico spinor os valores positivos e negativos de m;. Do ponto de vista
prético, uma das vantagens de termos um spinor na forma (3.42)) é a possibilidade de calcular a

densidade de probabilidade ou os observaveis fisicos de uma forma mais rdpida e direta do que
fp)
=5 ).

Por outro lado, para termos uma solugdo fisicamente aceitdvel, ainda falta encontrar

se tivéssemos dois spinores, um para cada valor de m  (esse caso acontece quando f(p)

as constantes de normaliza¢do C+, onde isso € feito normalizando o spinor (3.42)), ou melhor,
normalizando a parte espacial (radial) deste spinor (a parte angular ja foi normalizada, cujo valor

é 1/4/27 e ja veio incluida no spinor curvilineo). De acordo com a literatura [[1,|14,/176,417],
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este spinor pode ser normalizado através da seguinte condi¢do de normalizac¢ao

/MR*(p)R(p)dA = /Ow [f3 () + 72 (p)] pdp =1, (3.44)

0

onde R'(p) = (fi(p),—if_(p)) é o conjugado transposto (conjugado Hermitiano ou matriz
adjunta) de R(p). Por simplicidade, podemos também reescrever a relagio (3.44)) em termos da

variavel r, ou seja

1 ) 2
m/o [f+(r)—|—f_(r)] dr: 1, (345)
onde pdp = dr/2mpQ. Explicitamente, temos entio
LR A PSP R A S . S P ey A PN
e Jo Cir'tle [Ln (r)] +Corlle [Ln (r)] dr=1. (3.46)

No entanto, ao tentar resolver a expressdao acima surge um “problema”, ou seja,
uma constante serd escrita em termos da outra. Para eliminar este “problema” e, portanto,
buscar uma forma bem definida para cada constante, aqui, vamos supor que cada componente
contribui com 50% (ou 1/2) de probabilidade para o sistema (cada componente tem 0 mesmo

“peso probabilistico”). Dessa forma, temos as seguintes expressoes a serem resolvidas

C‘ZF ~ V] ,— |7+ 2 1
—+_ L) ar=3, 347
meQ Jo T € [ ()] dr=3 (347
c /Mr”’er [LY'(r)rdrzl (3.48)
2moQ Jo " 2 '
De acordo com a Ref. [112], o resultado das integrais acima sdo dadas por
> _ 2 C(n+|y|+1)
7| r[le ] dr — + 3.49
/0 rittle n (r)| dr Toit1) (3.49)
o [l 12, Ty 1)
- r[LIH ] dr — . 3.50
/0 ri=le n (r)| dr T(nt 1) (3.50)

ondeI'(n+1)=n!e'(n+|yL|+1) = (n+]ys|)! sdo as fungdes gama (de Euler) e n! (1&-se “n
fatorial™) é o fatorial de n.

Portanto, as constantes de normaliza¢do C. serdo escrita como segue

I'(n+1)
Ci = [ mpQ > 0. 3.51
: \/0 NCESTARSY G20

Consequentemente, temos entdo o seguinte spinor de Dirac normalizado

2
(e 1) iy | ,— 0207y 2
\/ 2w M€ e T L (moQpT)

. Q-H1 nt1) _mo@p% 1y
;\/(mo 2)7r r(nfllyf\zrl)e’y“ppwe 7L (moQp?)

WA (p,@,1) = e 'E! . (3.52)
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ou ainda (inserindo a parte temporal em cada componente spinorial [[176])

m 2
\/(mog)v++1 LOet1) i g-Evt) 1 o= "052 1174 (g p2)

2 I'(n+ +1
WAC(p,g.1) = \/ GG (3.53)
I

(mo@) -1 Tt 1) ity pE_t) oy | "0 1 Iy | 2
ox r(n+|y,|+1)el(y(p Dplr-le==2= L, (meQp?)

Agora, vamos discutir rapidamente o comportamento da densidade de probabilidade
radial (probabilidade por unidade de drea) para diferentes valores de n, m; (m; > 0), B, 6 e 1.
Entdo, como a expressdo para a densidade de probabilidade (positiva definida) é escrita da

seguinte forma [14, 112]

1

SR (PRP)= -2 (0)+ (), (354

P(p) = Pn,mj(p) = (\P%C)TT%C = o

implica que

. (mOQ)|Y+|+1 I(n+1) 2v4| ,—moQp? | 7 7+l Nk
Pe) = T T+ P € L7 m02p?)]
(meQ)I-H1 T(n+1)

2 T(n+|y-|+1)

2
p2lem [ (my0p?)] . (359)

Em particular, essa densidade de probabilidade depende de ambos os ndmeros
quanticos n e m;, porém, independe dos valores do pardmetro s uma vez que para s = +1
ou s = —1 a expressdo para P(p) é a mesma, ou seja: P(p)|s—+1 = P(p)|s=—1. Portanto, to-
mandomy=e=B=s=1,0=39(t>0)en =0.9 (1 > 0), obtemos a Fig. |5, onde mostra
o comportamento da densidade de probabilidade (em fun¢do da distancia radial) para o estado
fundamental (n = 0) e os dois primeiros estados excitados (n = 1,2) com m; = 1/2 (equivalente
am;=mj—s/2=0, ou seja, um momento angular orbital nulo) e m; = 3/2 (equivalente a
m; =mj—s/2 =1, ou seja, um momento angular orbital ndo-nulo). Na literatura, o estado com
n=0em;=1/2 (oum = 0) recebe o nome de nivel de Landau mais baixo (Lowest Landau
Level em inglés), cuja densidade de probabilidade associada (Prrr) € uma funcdo gaussiana
centrada (ou ao redor) na origem [/112].

De acordo com a Fig. [5}(a), vemos que hd uma densidade de probabilidade finita
e ndo-nula na origem (uma consequéncia da primeira condi¢cdo de contorno) cujo valor é o
mesmo para os trés estados quanticos, onde tal valor é o maximo permitido (P,—g = P,—1 =
P,—2 = P,4y), € também tende a zero a medida que p (p > 3) aumenta (uma consequéncia
da segunda condicdo de contorno). Em particular, isso estd em concordancia (comportamento
andlogo) com a densidade de probabilidade gerada a partir da fun¢do de onda do EHQ nao-
relativistico (para m; = 0) [112], e também a partir da fun¢do de onda do 4&tomo de hidrogénio
nao-relativistico (para [ = 0) [176]. Além disso, uma densidade de probabilidade finita e ndo-

nula na origem também ja foi investigada no oscilador de Dirac-Morse e para um potencial
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Figura 5: Grafico de P(p) versus p para trés diferentes valores de n comm; = 1/2 (a) e
m; =3/2 (b).

radial linear [422]. Ainda de acordo com a Fig. [5}(a), vemos que o nimero de nds (“cristas”)
aumenta a medida que n aumenta (de fato, esse nimero quantico nos diz o nimero de nos), ou
seja, para n = 0 ndo hd nenhum n6 (nenhuma “crista”), para n = 1 ha um n6 (uma “crista”),
para n = 2 hé dois nds (duas “cristas”), e assim sucessivamente [112]. Ja de acordo com a Fig.
B}(b), vemos que a densidade de probabilidade é nula na origem (uma consequéncia também da
primeira condi¢@o de contorno) para todos os trés estados quanticos, onde tal densidade tende a
um valor mdximoem p =0.5n=2),p~0.6(n=1)ep=1(n=0),com P,—¢g > P,—1 > P,—3,
e posteriormente tende a zero a medida que p (p > 3) aumenta (uma consequéncia da segunda
condicdo de contorno). Entdo, comparando |§]—(a) com @-(b), vemos também que a densidade de

probabilidade diminui e se move para fora da origem a medida que m; (ou m;) aumenta.
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Na Fig. [6] é mostrado o comportamento da densidade de probabilidade para quatro
diferentes valores de campo magnético (1 < B <4),ondeusamosmg=e=0=n=s=1,n=0
em;j=1/2. De acordo com esta Figura, vemos que proximo da origem (0 < p < 1) a densidade
de probabilidade aumenta a medida que B aumenta (Pg—5 50 > Pp—2.00 > Pp—1.50 > Pp—1.15) €
tende a zero a medida que p aumenta. Além disso, de todos os valores de B, o valor B=1.15¢ 0
que tem uma densidade de probabilidade de maior alcance (porém, de muito menor valor), onde
tal valor € praticamente constante entre p =0 e p = 4. Por outro lado (embora ndo mostrado no
grifico), para B = 1 temos uma densidade de probabilidade nula (em qualquer regido) porque

temos o caso trivial onde € seria nulo (e ndo queremos isso aqui).

—B =115
— B =1.50
0.3 B =2.00
— B =250

Densidade de Probabilidade P(p)

0.2} i
0.1
0 \L \ -
0 1 2 3 4 ) 6 7 8

Distancia Radial p
Figura 6: Gréfico de P(p) versus p para quatro diferentes valores de B.

Na Fig. [/} € mostrado o comportamento da densidade de probabilidade para quatro
diferentes valores do parametro 6 (0 < 6 < 4), onde tomamos my =e=B=s=1,1n1=0.9
(A >0),n=0em;=1/2. De acordo com esta Figura, vemos que a densidade de probabilidade
pode aumentar ou diminuir a medida que 6 aumenta, no entanto, tende a zero a medida que p
aumenta. Por exemplo, entre p = 0 e p ~ 4 a densidade de probabilidade aumenta com 6
crescente (Pg—25 > Pg—20 > Pg—15 > P9—1 ), enquanto que entre p ~ 4 e p = 12 diminui
(Pg—1.0 > Pg—1.5 > Pg—1.0 > Pg—>5). Em particular, a distancia p ~ 4 é um “ponto de inversao
de valores”, ou seja, os valores da densidade de probabilidade comecam a ser invertidos a
medida que a distancia aumenta (ou diminuir) a partir de p ~ 4.

Ja na Fig. € mostrado o comportamento da densidade de probabilidade para
quatro diferentes valores do parametro ) (0 <1 < 1), onde usamosmy=e=B=s=1,0=3.9
(t>0),n=0emj=1/2. De acordo com esta Figura, vemos que a densidade de probabilidade

também pode aumentar ou diminuir a medida que 17 aumenta (mas tende a zero a medida que
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p aumenta). No entanto, diferentemente da Fig. [/, aqui ocorre o “oposto” (aspas porque as
escalas sdo diferentes), ou seja, entre p =0 e p ~ 0.4 a densidade de probabilidade diminui
com 7 crescente (Pp—0.2 > Pp=0.4 > Py=0.6 > Pp=0.8), enquanto que entre p ~ 04 e p =2
aumenta (Pp=0.8 > Pn=0.6 > Pn=0.4 > Py=0.), onde a distincia p ~ 0.4 também € um “ponto
de inversao de valores”. Além disso, diferentemente da Fig. [/, aqui os valores da densidade
de probabilidade s@o muito maiores (porém, de menor alcance ou mais proximo da origem) e,
portanto, o parametro 1) afeta a particula (antiparticula) mais “fortemente” do que o parametro

0 (assim como ocorre no grafico das energias).
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Figura 7: Gréfico de P(p) versus p para quatro diferentes valores de 6.

3
—n =02
= 2.5 n=0.6
3 —n=0.8
3
= 20 :
S
£
1.5
&
)
=
s 1H i
3
=
2
)
S 0.5
0

L
0 02 04 06 08 1 12 14 16 1.8 2
Distancia Radial p

Figura 8: Gréfico de P(p) versus p para quatro diferentes valores de 1.
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3.2 Limite nao-relativistico

Para analisar o limite ndo-relativistico (regime de baixas energias) de nossos resul-
tados (algo importante para possiveis aplicacdes em matéria condensada), é necessario consi-
derar que a maior parte da energia total do sistema esteja concentrada na energia de repouso da
particula [1,/14], onde uma prescricao padrao (“receita padrao”) para que isto seja feito € dada
por: E ~ mgy+ €, onde my > € e mg > E,, (isso tem por objetivo cancelar termos quadraticos
de my, € e E,). Entdo, usando esta prescricdo na Eq. (3.24) com u = s = +1 (particula sem

spin), obtemos a seguinte ES para o EHQNC com MMA no espaco Euclidiano bidimensional

iaflP].SyC(pa @,t) = Hé'ch]gvc(pa ¢,1) = [Htl'PO*OHQNC +ng€man ngC(p7 ?,1), (3.56)

onde

2 2 2
T 1 1 d 10 L 1 2
Hie-onone ==V gm0 = (4 5 g )+ (00p)
(3.57)
€

nggman = _ﬁeff 'Bexta (358)

com

ﬁeff = _(aﬁ+ TAZ)HB = _<ﬁm - T)LﬁL)v ﬁL = —‘UBZ:, z‘ = (0707LZ) = (0’07 _ia(P)v (3.59)

sendo H év C 0 Hamiltoniano de Schrodinger NC (dependente do tempo), onde Hy;po—oronC € um

HNC

Hamiltoniano tipo-oscilador harmdnico quantico nao-comutativo (OHQNC) [153,154], H,,. ..

€ o Hamiltoniano de Zeeman normal NC (“normal” porque nao ha spin [|176]), MNC = % >0¢é

« » N 4 A e , N i(myp—et)
uma “massa NC”, ®C = 1A, ¢ a frequéncia ciclotron NC, WY (p, ¢@,1) = ¢ TS fs(p), ou

eilmyo—et)

ainda WY (p,9,1) = WFS(p) [414] é a funcdo de onda de Schrédinger NC (ou simples-
mente a funcio de onda NC), V2 é o operador laplaciano, L é o (operador) momento angular
orbital, ,Tieff € o MDM efetivo (total ou NC) da particula (“MDM orbital corrigido pela QED”),
onde [y = uzé, (sendo Uy = U, = —gUpm; € & = Leldssico = Lorbiral = 1) é 0 bem conhecido
MDM orbital (MDM associado ao movimento orbital [[176]), 7 = (0,0, 1) é um vetor unitdrio
(inserido por conveniéncia) e Ug = 2670 € o magnéton de Bohr, respectivamente. Como podemos
ver em (3.58), o Hamiltoniano de Zeeman possui dois tipos de MDMs: o orbital e o andmalo
(ambos de origem distintas). Em particular, na auséncia do espaco de fase NC (8 =1 =0) e
do MMA (a = 0), obtemos exatamente o Hamiltoniano de Schrédinger (usual) radial isotrépico
2D (EHQ polar) [[112,213],435,436].

A titulo de informacdo, o efeito Zeeman foi descoberto por Pieter Zeeman em

1896 (prémio Nobel de 1902 junto com Hendrik A. Lorentz) e € um fendmeno que se ma-
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nifesta quando um 4tomo (cujo spin resultante/total é nulo ou nao-nulo) é colocado em um
campo magnético externo uniforme, onde os niveis de energia do(s) elétron(s) sd@o desloca-
dos (divididos em subniveis de energia), em outras palavras, é o efeito da divisdo de uma li-
nha espectral em vérios componentes na presenca de um campo magnético estdtico [[14,|176].
Além disso, no caso do Hamiltoniano de Zeeman NC, dado por (3.58), o seu espectro (es-

pectro de Zeeman NC) é dado por: ENC

Zooman = Em + Emy = UmB + %a)évcml (soma de dois

tipos de energia magnética: uma continua e uma quantizada), onde vemos que a funcdo do
MMA ¢é aumentar os valores desse espectro. Em particular, na auséncia do espago de fase
NC (6 =n =0) e do MMA (a = 0), obtemos exatamente o Hamiltoniano de Zeeman usual
(normal), dado por: Hzeeman = —Hi. - By = ﬁz By, onde LB,y >0 (L, e B, sao pa-
ralelos) é a condi¢do para a energia maxima, e L- Eex, < 0 (L; e B; sao antiparalelos) € a
condi¢do para a energia minima [176,436]. Além disso, vemos que se a restri¢do para TA
nao for obedecida (TA > 0), entdo teriamos apenas a energia magnética (andmala) como o
tnico autovalor do Hamiltoniano caso TA = 0, onde teriamos uma equagao de autovalores
dada por: Hsf(p) = Hzeemanf () = Enf(p), ou seja, terfamos um “Hamiltoniano de Zeeman
andmalo” (ndo confundir com o verdadeiro Hamiltoniano de Zeeman andmalo, no qual leva em
consideracgdo o spin do dtomo).

Entao, usando novamente a prescricao padrao, ou seja: E ~ mg -+ € (com mgy > &€,
mo > E, e u=s = +1), mas agora em (3.32), obtemos o seguinte espectro nao-relativistico

(niveis de Landau nao-relativisticos) para 0 EHQNC com MMA no espaco Euclidiano

1 my| +my
&n.m = Esipo—0noNe + Egcoman = En+ 02 [” I %] ’ (3.60)
ou Ne
w. 1 my|+m
Enm = Em+ ——(L;), (L;)=2 n+—+—| i+ , (3.61)
2 2 2
onde Ejjpo—oHonNC 830 0s autovalores (espectro) de Hyipo—oHoNCS <L§V C) ¢ o valor esperado do

momento angular NC [161] e também usamos a seguinte relagdo: |m; —1/2|+ (m;+1/2) —
|my| +m; (mj =m;+1/2), algo consistente do ponto de vista ndo-relativistico, uma vez que
a particula ndo tem spin e m; ndo deve mais aparecer explicitamente no espectro (somente
my [176]). Entdo, notamos que o espectro (3.60) possui algumas semelhangas e diferencas
(mais semelhancas do que diferengas) com o caso relativistico (espectro (3.32))). Por exemplo,

semelhante ao caso relativistico, o espectro (3.60)
* s6 admite estados de energia positiva ou de particula (&;,,,, > 0);

* depende linearmente de E,,, onde tal energia também tem a funcao de aumentar os valores

do espectro;
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* possui uma degenerescéncia finita (m; > 0) ou infinita (m; < 0), onde m; > 0 permite

obter o espectro maximo e m; < 0 0 espectro minimo;
* aumenta em funcdo de n e my; (m; > 0);
* ndo admite “estados de ressonincia” (@, # Wy € O # Wy), caso contrario, entdo € = E,,;

* permanece quantizado (discreto) mesmo na ausé€ncia do campo magnético (B = 0), cujo

espectro é dado por: eVC = 1

n l |’nl|_ml , . . ~ s .
= mo [n+ 5+ =5—| >0 (€ o limite ndo-relativistico de

(3.33)), onde dim[n /mg]= dim[energia cinética].
No entanto, diferentemente do caso relativistico, o espectro (3.60)

* ndo admite um estado fundamental independente de 0, 1 e @,, ou seja, o fator % proibe

isso (no caso relativistico admite isso dependendo da escolha da componente do spinor).

Agora, vamos comparar rapidamente o espectro com outros trabalhos da
literatura. Entdo, verificamos que na auséncia do espaco de fase NC (6 = 1) e do MMA
(E =0), com m; > 0 oum; <0, obtemos exatamente o espectro usual do EHQ nao-relativistico
[11141130(115,213,435,437]]. Ja na auséncia do MMA (E,, = 0) com m; < 0, obtemos o es-
pectro do EHQ néo-relativistico em um espaco NC (6 #0e n =0, com e — —e) [16§] e em
um espaco de fase NC (6 # 0 e n # 0) [169]. Do exposto, vemos claramente que 0 nosso es-
pectro ndo-relativistico também generaliza vérios casos particulares da literatura. Na tabela [6]
temos a condicdo para obter cada espectro particular (citados acima) bem como suas respectivas

referéncias.

Tabela 6: Espectros ndo-relativisticos particulares da literatura.

Condi¢ao Espectro Referéncias
0=n=En=0 g =0 [n+3+25"] [1111113]115,2134350437]
N=E,=0, m<0 & =T [n+1] [168]
En=0, m<0 &= [n+1] [169]

Agora, vamos obter a funcdo de onda NC para os estados ligados ndo-relativisticos
do EHQNC. No entanto, esta fun¢cdo pode ser obtida de duas maneiras diferentes (mas equiva-
lentes), ou seja: resolvendo diretamente a Eq. (3.56)), ou partindo diretamente da fungao (3.38]).

Por simplicidade, escolhemos esta segunda op¢ao. Entdo, usando as seguintes substituicdes

V| = [myl, Cy — Cs, (3.62)
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temos que
bl |~ 0% 2
fs(p) :CS(m()Q) 2 p™tie 2 Ly (mon ) (3.63)

Usando agora a seguinte condi¢ao de normalizac@o (escrita em termos da varidvel
r=moQp?) [112,437]

(o] 2 {ee]
NC |2 G / i —r [y lmil 312
/O Y Ppdp =5 S | rmle L] ar=1, (3.64)

a constante de normalizacao Cy ficard escrita como

I'(n+1)
Cq = 4| 2mpQ2 > 0. 3.65
s \/’"O Tt + 1) (369

Portanto, a func¢ao de onda normalizada assume a seguinte forma

OQ

Q)lml+1 T(n41) oo _ mpQp?
e _ (mo i(my@—et) ~|my| L;‘flml‘ 0p? .
s (P, 9.1) \/ Tt plmile=2 (moQ2p?), (3.66)

no qual deve satisfazer as seguintes condi¢cdes de contorno para ser uma solugdo fisicamente

aceitdvel (andlogo ao caso relativistico)
W€ (p — 0) = finita >0, ¥YC(p — o) =0, (3.67)
e também a satisfaz a seguinte condicao de periodicidade (também andlogo ao caso relativistico)
Wi (@ +2m) = Wi (0). (3.68)

Em particular, na auséncia do espaco de fase NC (6 = 1 = 0), obtemos exatamente

a funcao de onda do EHQ nao-relativistico encontrado na literatura [[112,436,437]].
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4 A EQUACAO DE DIRAC NAO-COMUTATIVA EM UM ESPACO-TEMPO
CURVO GENERICO (2+1)-DIMENSIONAL

Aqui, vamos introduzir a EDNC em um espago-tempo curvo genérico em (2 + 1)-
dimensdes. Para alcancar tal objetivo, vamos usar o formalismo das tetradas (da TRG), uma
vez que é um método bastante eficiente para introduzir férmions (ou campos fermidnicos) em
espacos-tempos curvos (campos gravitacionais) [400,438,439]]. Entdo, em coordenadas polares
(p,@,t), o elemento de linha para um espaco-tempo curvo genérico (“arbitrdrio”) pode ser

escrito pela seguinte expressao

AS3onérico = Guv(X)dxtdx" = (Xdt +Yde)® —dp* - Z*d¢*, (u,v=t,p,),  (4.1)

genérico

onde os coeficientes X, Y e Z sdo fungdes somente da coordenada radial polar: X = X(p),
Y=Y(p)eZ=2Z(p), e guv(x) é o tensor métrico curvo (ou simplesmente métrica curva), cujo

inverso é dado g"V(x), onde ambos assumem a seguinte forma

2_y2
X2 0 Xy L 0 2=
gﬂv(x) = 0 —1 0 ) g,uV(x) = 0 —1 0 ) (42)
Xy 0 y2-72 é 0 —%

e satisfazem a relacdo de ortogonalidade, dada por: gyv(x)g"°(x) = 69, com 89, sendo o
delta de Kronecker (2 4 1)-dimensional e vale: 6°, = 1 para 6 = v e 6%, =0 para 6 # Vv, ou
compactamente, como: 0°,=diag(1,1,1). Em particular, para dizer que um objeto em questdo
depende do espago-tempo curvo, escrevemos ele como uma funcéo de x = x* (€ uma nomencla-
tura usada na literatura para poder diferenciar tal objeto no espagco-tempo plano usual, no qual
nao € uma funcdo de x). Além disso, como as métricas acima sao nao-diagonais (off-diagonais),
implica que o tempo ndo é mais ortogonal ao espaco (o referencial € ndo-ortogonal ao tempo).
Desse modo, com o elemento de linha dado pela expressao (4.1)), precisamos agora
construir um quadro de referéncia local onde o observador vai ser colocado/posicionado (ou
seja, o referencial do laboratério). Consequentemente, é neste quadro (referencial) local que
podemos entdo definir as matrizes gama (ou o spinor) em um espaco-tempo curvo [389,390,
400,438,439]]. Portanto, através do formalismo das tetradas (da TRG) € perfeitamente possivel
alcancar esse objetivo, onde tal formalismo afirma que um dado espaco-tempo curvo pode ser

introduzido ponto a ponto com um espaco-tempo plano através de objetos do tipo e" a(x) =

u . . ~
% = dx* (transforma as coordenadas locais/planas em coordenadas gerais/curvas), que sdo
chamadas de tetradas ou vierbeins (matrizes quadradas), e que junto com suas inversas, dadas

por e, (x) = [eHa(x)] ! = g%ﬁ = dyx“, obedecem as seguintes relagdes: 6¢ = e p(x)dxt e
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dxt = !, (x)6¢, onde 8% = (0°,8',6?) é uma quantidade chamada de base nio-coordenada,
no qual os indices Gregos € para o espaco-tempo curvo enquanto os indices Latinos € para o
espaco-tempo plano, respectivamente. Além disso, as tetradas e suas inversas também devem

obedecer as seguintes relagcdes

ea”(x)e'ub(x) - Sab’ eua(x)eav(x) = 5HV7 (‘LL,V = taP7‘P; avb = 07 172)7 (43)

guv(¥) = ey (X)e” () Tlap, Tlap = €4 (x)e¥ ) () guv (%), (4.4)

onde 7j,, =diag(1,—1,—1) é a métrica de Minkowski (cartesiana) e 6, =diag(1,1,1). Entdo,
através do formalismo das tetradas, podemos reescrever o elemento de linha (4.1)) em termos da

base ndo-coordenada da seguinte forma

A5 nirico = 8uv (X)dxtdx” = Ty, 09 @ 07 = (6°)> = (81> = (6%)°, (a,b=0,1,2), (4.5)

genérico
onde as componentes de 64(%) s30 escritas como
0" =Xdt+Ydo, 8' =dp, 6>=2Zdo, (4.6)

sendo ® o simbolo para o produto de Kronecker ou produto tensorial [265]]. Com isso, as

tetradas e suas inversas assumem a forma

1 Y
10 -L% X 0vY

=01 0 |, eux)=]010 @.7)
00 1 00 Z

Como podemos ver claramente em 1i onde as componentes de 64() sdo fungdes
explicitas da coordenada polar p, aqui, uma certa quantidade (ou parametro) com os indices
Latinos a,b,c,... ndo significa necessariamente que tal quantidade (ou parametro) tenha co-
ordenadas cartesianas (como ja falamos anteriormente, tais indices servem para representar o
espaco-tempo plano, no qual pode conter as coordenadas cartesianas ou polares). Por exemplo,
tomando X =1,Y =0eZ=p em @, obtemos exatamente a métrica de Minkowski polar,
no qual € algo que ndo seria possivel caso 7),, também fosse escrita em coordenadas polares.

Agora, podemos obter um dos objetos fundamentais da ED em espagos-tempos
curvos (sem tor¢cdo), onde tal objeto é chamado de conexdo de spin (um tensor antissimétrico

nos seus indices locais) [[298,438,439], e é definido como segue
Oy (X) = — Opay () = Tlace” (%) [ecb(x)l"vﬂo(x) + Quevb(x)] , (4.8)

onde I'Y); 5 (x) sdo os simbolos de Christoffel do segundo tipo (um tensor simétrico), e escritos
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da seguinte forma

1

o () = T (x) = 28" () [9ugao (1) + dogau (x) — Iaguo(x)] (4.9)

e cujas componentes nao-nulas sao dadas por

272X+ XYY - Y2X'

Fip () = T'p (x) N7 : (4.10)
XYY —Y3X'+XZ2Y' +YZ(ZX' —2XZ')
t 1t —

r p(p(x) =T"yp (x) = X272 , 4.11)
I, (x) = XX, (4.12)

1
Do) = o (x) = S(¥X'+XY"), (4.13)
My (x) =YY 27, (4.14)

YX'— Xy’

¢ _1° _

p(x) =T (x) = ;O 4.15)
Y2X' - XYY'+2XZZ'

T%p(x) =% (x) = %7 : (4.16)

r__dX yr_ dy ! __ dZ :
onde X' = dp,Y = dp e”Z = dp,respectlvamente.

Consequentemente, as componentes nao-nulas da conexao de spin sdo escritas como

o1, (x) = — w10 (x) = =X, 4.17)
012 (x) = — a1 (x) = # 4.18)
D2 (X) = —20p (x) = % (4.19)

n1g(3) = ~ongx) =~ (4.20)
O120(0) = —amig) = L TX g (21

Daqui em diante, vamos concentrar nossa atencao na EDNC em um espaco-tempo
curvo genérico. Dessa forma, temos a seguinte ED tensorial com acoplamentos minimo e ndo-

minimo em um espaco-tempo curvo genérico (em coordenadas polares) [298,387,390,392,438]]

{V“(x)[Pu(x)—un(x)]+76”V(X)Fuv(x>—mo}wC(p,w,t)=0, (W, v=1,p,9), (4.22)

onde y*(x) = e/, (x)y* sdo as matrizes gama curvas no qual satisfazem a relacio de anti-
comutagdo da Algebra de Clifford Covariante: {y*(x), ¥’ (x)} =2g"" (x)lax2, Pu(x) =iV (x) =
i[dy +T u(x)] € o operador momento curvo, V(x) é a derivada covariante, sendo dy, = (J;,dp, dp)

. .. . g b « ~ . .
as derivadas parciais usuais (dy # €, (x)9;), Ty (x) = — 704 (x)0* € a conex@o spinorial (ou
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conexdo afim do spinor), 6*V (x) = L[y (x), 7" (x)] é um tensor anti-simétrico curvo, Fyy(x) =
Ay (x) —dyAyu(x) = ey (x)e?, (x)F,p é o tensor campo eletromagnético curvo, com Ay (x) =
e u(*)Ap sendo o potencial eletromagnético curvo (campo de gauge curvo) e Yc(p,9,t) =
eg‘l’p(p, ©,1) é 0 nosso espinor curvilineo, onde Wp(p, ¢,t) é 0 nosso spinor de Dirac origi-
nal [412,413]]. Como vimos no primeiro cendrio, este operador unitario (exponencial complexa)
aparece no spinor quando convertemos as matrizes gama curvilineas nas matrizes gama Carte-
sianas (aqui, basicamente j4 estdo convertidas).

Em particular, o produto y* (x)A (x) é igual ao do primeiro cendrio depois de feito a
transformacdo de similaridade (isso meio que explica porque aqui o operador unitério j4 aparece

explicitamente no spinor Yc), ou seja

P (0)AL(x) = et (x)e” , (X)V'Ap = 87,V Ap = V'Au = YAy = —V’Ap = —%prz, (4.23)

onde A, = ﬁabAb = (Ap,A1,A2) = (0,0, —A(p). Portanto, aqui a componente A, deve ser igual
a componente angular —A, € ndo —Ay (o sinal negativo € por causa da assinatura da métrica),
caso contrario, o primeiro cendrio em coordenadas polares nao é recuperado. No entanto, como
veremos no préximo capitulo, sabendo a forma das tetradas e suas inversas, saberemos a forma
de y*(x) e Ay (x) separadamente, onde o produto de ambos vai (deve) gerd justamente o resul-
tado em (#.23). Além disso, o produto 6"V (x)Fy,y(x) também € igual ao do primeiro cendrio

(que nao ¢é afetado pela transformacdo de similaridade), ou seja

HY ()Fuy(x) = ()Y (v ()
= (e ()¢ y (1)) (" (D) () VY Fua

= (8 (8" Y'Y Fu
= o%Fy, (4.24)
onde implica
m ez (e ls
%G“V(X)F,uv(x):—ZumS-B, (SZEZ). (4.25)

Agora, vamos introduzir o espago de fase NC na Eq. (4.22)). Entéo, partindo do fato
de que é A, (x) dado por Ay (x) = (0,A;(x)), onde Ay (x) = —ge,-/j/xj/ (x),0udy(x)= gsi’j/xj/ (x)
(@, j' = p, ) [126], implica que podemos reescrever a Eq. (4.22)) como

(YR 7 0 |prtn) - FeTay 0] - 2,5 B-mofvelp.o) =0, @20

ou em um espaco de fase NC, como

{ﬂx)e(x) +7 (x) [a-’/v%) - ?e"’f’#}‘f(x)] ~ 2448 B~ mo} v, .1) =0. (427
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No entanto, para obtermos a forma explicita da EDNC em um espago-tempo curvo
genérico, precisamos escrever também os operadores xf{c e pﬁc (ver (2.18) por favor) no
espaco-tempo curvo genérico (onde p, — Py (x)). Para uma escolha conveniente, estes ope-

radores podem ser escritos da seguinte forma

PICG) = Pul) + 3" (), HC0) = xu(0) — 58P (), (v =0,d, /50, @429)

ou melhor (NC apenas nas componentes espaciais)

1

PNC(x) = Ps(x) + 1‘[8//x (%), xfj.V,C(x):xj/(x)—%egj/l,P”(x). (4.29)

Consequentemente, a Eq. torna-se

{f@@B{ﬂ—kV%xHTB&x)—qlAyQﬂ]—Zﬂmg-E——mo}wgC::O, (4.30)
ou melhor
. . . Amy@, NC
709+ (03 415 (03— 2D~ B o i
HilY (0T (x) + 777 ()T (x) + 77 ()T ()Y« = 0, (4.31)

onde 7= (1—mow.0/4), A = (1—1n/mox), @ = eB/my>0(q=—e) e Y =y¥(p,0.1).
Além disso, usando as expressoes (4.17)-(4.21)), obtemos as seguintes componentes

(n@o-nulas) da conexdo espinorial

(YX' = XY")y'y? +22X'yPy!

I (x) = 27 (4.32)
_(YX'—XY')
Do) =17 77 (4.33)
2y / 1\l A2 / / 1
Fo(x) = (Y2X' = XYY' +2XZZ)y' P+ (X'YZ+XY'Z) y . 434)
4X7
Com respeito as matrizes gama curvas, também temos
P -ry)
Y (x)= %7 (4.35)
P =7 (4.36)
1
Y =_7. (4.37)

Portanto, usando as expressdes (#.32)-(.34) e @.35)-(@.37), obtemos a seguinte
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contribui¢do da conexao spinorial (ou de spin) para a EDNC

['}/(X)F,(x) —+ ’L"yp (X)Fp (x) + T}/‘P(X)F(P(X)] _ (2’17 — 13};;’ _ YX/,},O,}/IYZ

N (1—-7)(XYY' —Y2X")+2(tXZ2Z +X'7?) ,
X2 v

(4.38)

Desse modo, substituindo entdo estas matrizes gama curvas e a contribui¢do da co-
nexao spinorial na Eq. (4.31)), obtemos a seguinte EDNC em um espago-tempo curvo genérico

em funcdo de X, Y e Z (coeficientes do elemento de linha ou da métrica)

'(ZVO_Y’}/z) . 1 lmoa)c
{ZT@—H‘W]&,; +lfz'}’za(p— > pyz—[.LmZ3B—m0 l[/évc
(1—-7)(XYY' —Y2X")+2(zXZZ' +X'7Z%) ., (t—-DXY'-YX' , Ne

(4.39)

Por outro lado, usando agora o ansatz padrdo (3.17) para o spinor da Eq. (4.39),

obtemos a seguinte EDNC independente do tempo

ZPW —Yy? ' Tm; Amy@,
{(YOX—ZY)EﬂLlWlap— ijz_ 20 PJ’Z—Z3Em—m0}R(P)
1 — 1) (XYY —Y2X") +2(1tXZZ' +X'7? 21— 1)XY' —YX’
+[< 7)( )+AKZZAX'Z) y 2T1) Py

4X72 4XZ } R{p) =0,

(4.40)

onde R(p) = (f1(p),if-(p))T, sendo £* = iy'y* e E,, = W,,B (como ja vimos antes). Portanto,

¢ a partir da Eq. (4.40) que poderemos entdo modelar os dois tltimos cendrios deste trabalho.
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5 A EQUACAO DE DIRAC NAO-COMUTATIVA NO ESPACO-TEMPO DA
CORDA COSMICA GIRANTE (2+1)-DIMENSIONAL

Em coordenadas polares (p,,t), o elemento de linha (“métrica conica”) da CC

girante pode ser escrito pela seguinte expressao [[316-322]
ds¢c = (di+Bde)* —dp® —a’p’de®, (¢cc = a; 0 < pcc < 2m), (5.1)

onde o tensor (de curvatura) de Riemann para tal defeito csmico é dado por

Rbg =Ry =Ry =27 (I_Ta) 82(7), (5.2)
sendo o = 1 —4M (0 < a < 1) o parAmetro topoldgico ou de curvatura (curvatura localizada
no eixo de simetria da CC, que € o eixo-z), § = 4J (0 < B < =) é 0 parametro rotacional ou
de rotacao (“raio” da CC) e 52(?) € a “funcao” delta de Dirac bidimensional (no espagco-tempo
plano). Em particular, para o — 1 (M — 0), implica automaticamente em 8 — 0, ou seja, na
auséncia (ou bem longe) da CC. No entanto, para f — 0, ndo implica em & — 1, mas sim no
elemento de linha de uma CC estética, usual ou sem spin (modelado somente por ). Entao,
com respeito a origem do parametro ¢, tal pardmetro surge porque a presenca de um CC intro-
duz (induz) um déficit angular no espaco-tempo de Minkowski (“corta o espaco-tempo plano
na forma de uma cunha”), dado por: AQ = @, — @cc = 27(1 — o) = 8TGM > 0. Portanto,
do ponto de vista geométrico, o espago-tempo da CC as vezes é chamado de espago-tempo
de Minkowski com uma curvatura conica ou tipo-cunha (ou com uma singularidade conica).
Agora, com respeito a origem do pardmetro 3, tal pardmetro surge devido ao tensor energia-
momento ndo-nulo para uma solucdo de “Kerr 3D” [320,336] e, portanto, podemos definir J
como: J = %a-jflj = %eijfdzx(xiToj —x/T%) >0 [322,336]. Além disso, para evitarmos as
CTCs (ou violagdo da causalidade), aqui consideramos que p > 8/ ou (a?p? — %) > 0 [318].

Na Fig. 9] € mostrado a representagdo do espaco-tempo da CC girante (linha verde),
onde Joc é seu momento angular e a dimensao tempo (eixo-ct) foi omitida por de questdo de
visualizagcdo (impossivel ver quatro dimensdes em uma imagem bidimensional) [[343,440]. Na
Fig. PF(a), vemos que o espago-tempo ao redor da CC é geometricamente cdnico, ou seja, é
como se uma pequena cunha fosse removida de uma folha circular plana (ou disco plano) e as
bordas fossem unidas posteriormente. J4 na Fig. O}(b), vemos que a CC pode formar uma lente
gravitacional, que por sua vez pode criar imagens duplas de objetos distantes atrds da CC.

Na Fig. € mostrado a representacdo de um grafeno conico (desclinado) ou cone
de grafeno, ou seja, uma desclinagdo (2D) feito a base de grafeno, onde é mostrado também de

forma simplificada a formacdo de tal defeito (via processo de Volterra de “cortar e colar”) e o
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Figura 9 — Representagdo do espaco-tempo da corda cosmica girante.
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(a) (b)
Fonte: Adaptado das Refs. [343,440].

sistema de coordenadas polares foi convertido em um cone tridimensional no sistema de coor-
denadas cartesianas [|375,376,380,(381,441-444]. B importante mencionar quem em 2D, uma
desclinacdo é um defeito pontual, enquanto que em 3D, é um defeito linear. Entdo, na Fig.
(a) ¢ mostrado uma folha (camada) plana de grafeno (curvatura nula) no qual foi removida (“cor-
tada”) uma cunha de 60° (A@ = 60°) de déficit angular (ou angulo de Frank ou de desclinagdo,
como também sdo chamados). Ja na Fig. [I0}(b), é mostrado a vista lateral do grafeno cénico
no qual suas bordas foram conectadas (“coladas”), enquanto que na Fig. [10}(c), é mostrado o
seu topo (vértice) saindo da pagina. Além disso, de acordo com [375,376|,444], para o grafeno
conico devemos ter o« = 1 — 6 > 0, onde o déficit de angulo é dado por A¢p =27 (1 — ) =276
e o parametro 6 > 0 assume apenas valores discretos por causa da simetria da rede do gra-
feno. Ja de acordo com a Ref. [361]], para defeitos lineares em outros materiais, por exemplo,
desclinagdes em critais liquidos, temos @ = 1 +m /27 > 0, onde a constante m € igual ao ngulo
da cunha: para —27 <m < 0 (0 < a < 1) o angulo € cortado ou retirado (defeito cnico); para
0 <m< e (0< <o) o angulo é adicionado ao plano (defeito anti-conico ou com curvatura

negativa); e param = 0 (¢ = 1) corresponde a auséncia de desclinagdo (curvatura nula).

Figura 10 — Representacdo de um grafeno conico (ou cone de grafeno).

(a) (c)
Fonte: Adaptado das Refs. 375,376,380, 381} 442-444].
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Ja na Fig. ¢ mostrado quatro diferentes cones de grafeno, onde na Fig. [[T}(a) é
mostrado seus respectivos déficits angulares, dados por: d0 = 60°, 120°, 180° e 240°, enquanto
que na Fig. [TTH(b) é mostrado seus respectivos angulos de vértice: 112.9°, 83.6° 60° e 38.9°,
onde tais Angulos sdo obtidos por meio da equacio 2sin~! (1 —d8/360°) .

Figura 11 — Representacdo para quatro diferentes cones de grafeno.

Portanto, comparando (5.1)) com (4.1)), obtemos os seguintes coeficientes
X=1,Y=8, Z=oap, (5.3)

e substituindo em (4.40)), obtemos a seguinte EDNC no espago-tempo da CC girante (R — R)

1 +BE  Amoo, .
{YOEJri’cyl <ap+$>—y2<mfa;ﬁ + mzow p)—z3Em—mo]R(p):0. (5.4)
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E interessante mencionar aqui que por meio do coeficiente Z = qp (agora bem

definido), podemos entdo obter y?(x) e Ay (x), ou seja

Y (x) =ed (x)7* = aipyz, (5.5)

Ap(x) = (0,A4(x),0) = (0,5 (x)A2,0) = (0,—%053;)2,0) : (5.6)
onde o produto de ambos € dado por (como esperado)
0 (1 1 AN
VP (x)Ap(x) = (a_pyz> (—EaBp ) = _EBPYZ' (5.7)
Em outras palavras, o potencial Ay(x) estd de acordo com a literatura [317-319].

Por outro lado, em termos das matrizes de Pauli, podemos reescrever a Eq. (5.4) na seguinte

equacao de autovalores
HccR(p) = ER(p), (5.8)

onde o Hamiltoniano de Dirac curvo Hee € dado por

) 1 tm;+BE Amyo,
Hee = |:ZTO'1 (é?p + 5) — 3850 ( ]OCp + > P> +Em+0-3m0:| . (5.9)

Como podemos ver na equagdo acima, ambos os parimetros o e B possuem a
funcdo de modificar (“deslocar”) o momento angular total do férmion (assim como ocorre no
efeito Aharonov-Bohm onde a particula carregada “sente” o fluxo magnético de forma indireta
[176,318,390], ou no efeito Aharonov-Casher onde a particula neutra “sente” a acdo do campo
elétrico externo [392]]). Ou seja, aqui, tanto a curvatura quanto a rotacdo da CC modifica o mo-
mento angular total do férmion e, portanto, podemos dizer agora que o momento angular total
do férmion serd M; = (tm;+ BE)/a, onde J; é reescrito como JE€ = —i(tdy — B ;) /ot [321].

Agora, temos que obter a partir de (5.8) uma equagio diferencial de segunda ordem
para as componentes do spinor. Andlogo ao cendrio anterior, isto € feito “separando” primeiro
a Eq. em um conjunto de duas equagdes diferenciais de primeira ordem acopladas. Entao,
sabendo que R(p) = (f1(p),if-(p))T, implica que estas duas equagdes acopladas sdo escritas

da seguinte forma

(my+EuB—E) , |4 S (. S\ ;
S ey = [ remep (5 ) | F(p), (5.10)
(mo—En,B+E) , | d S (. S\|;
" () = %—smoﬂp—ﬁ(m,—z) Fi(p), (5.11)
onde 71 j = é(mj%—ﬁTE) # 0 (E = Epétron > 0 € E = Epgsirron > 0) e Q = ’12(;’“ > 0.

Portanto, substituindo (5.11)) em (5.10), e depois (5.10) em (5.11]), obtemos como
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resultado a seguinte equacdo diferencial de segunda ordem para o EHQNC com MMA no

espaco-tempo da CC girante

d_2+li_?_3_( QP2 +E| fulp) =0, (u=+1) (5.12)
ap? " pdp p2  MOPT TR JAPIER ML |

onde definimos

. (. su N (E—Em)z—m(z) . su
B = (mj—g), E, = . —2mpQ (m,-+3>. (5.13)

Em particular, na auséncia da CC girante (o« = 1 e B = 0) obtemos exatamente a

EDNC no espaco-tempo de Minkowski, dada por (3.24]).
5.1 Solucoes de Estado Ligado: Spinor de Dirac e o Espectro Relativistico

Para resolver analiticamente a Eq. (5.12), podemos seguir todo o procedimento
feito no cendrio anterior (via mudanga de varidvel e comportamento assintético). No entanto,
devido a semelhanca desta equagdo com a Eq. , basta simplesmente substituir m2; por
M (um “mapeamento”) nos resultados do cendrio anterior para obter (facilmente) o espectro
do segundo cenério (no caso do spinor temos uma sutileza adicional, ou seja, ndao basta apenas

substituir m; por 7i1;). Desse modo, usando a condi¢do de quantizacdo do caso anterior, dada
W+l _Ey

por: 5 I — N (n=0,1,2,...), entdo nossa nova condi¢ao de quantizacao torna-se
ful +1 _ Eu
_ = _ 5.14
2 dm@ >.14)

onde temos a seguinte equacao polinomial do segundo grau para a energia total relativistica E

E*— (2E)E — %m UL—I— ﬁTE‘ + <L+ ﬁTE)} — [—E,i +m(2) +mytA@.(2n+ 1 +su)} =0,

(5.15)

comL=L(a)=m;— % = mj—uamg # 0 sendo um “nimero quantico magnético topoldgico”
(pois depende de ).

Portanto, resolvendo a equagio polinomial (5.15) para L > 0 e L < 0 (aqui, adota-

mos por simplicidade que 7 > 0 e A > 0), obtemos o seguinte espectro relativistico (niveis de

Landau relativisticos) para 0o EHQNC com MMA no espago-tempo da CC girante

ESpsu= [En+ Eal+ K\ [En+ Ea]> — E3+m2 +2myTA 0N, (5.16)
onde L (tsu) | |Ll
LI+L 14+su LI+L
E, = > = > 17
o mowc)Lﬁ ( 2oL ) >0, Ny (n—|— > + a ) >0, (5.17)

sendo Kk = +1 o parametro de energia (particula/antiparticula), Ny é um “ndmero quantico
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efetivo topoldgico” (pois depende de todos os outros e também de &) e E, € um tipo de “energia
magnética topoldgica”, ou simplesmente, “energia topologica” (surge devido ao “acoplamento”
entre o campo magnético e o spin da CC, dado por B - @.). Por exemplo, para uma CC estdtica
(B = 0) ou na auséncia de campo magnético (B = 0), ou mesmo para L < 0, tal energia é
completamente inexistente (ndo hd mais o “acoplamento”). Em particular, na auséncia da CC
girante (¢ = 1 e B = 0), obtemos exatamente o espectro relativistico do EHQNC no espago-
tempo de Minkowski, dado por (3.32). Porém, diferentemente de (3.32)), aqui o espectro ndo
uma func¢do linear da energia magnética E,, uma vez que tal quantidade se encontra dentro e
fora da raiz quadrada. Consequentemente, nao € possivel saber de antemao qual a contribui¢ao
desta energia (ou do MMA) no espectro como um todo somente olhando a “cara” do espectro,
ou seja, aqui nao € trivial concluir como E,, afeta o espectro da particula e antiparticula sem
antes fazer uma anélise grafica do comportamento de tal espectro em fun¢do de B (veremos isso
em breve). Entdo, analisando o espectro (5.16), vemos que ele se comporta de forma diferente
dependendo dos valores de L. De fato, temos duas possiveis configuracdes para o espectro

dependendo dos valores de L, conforme mostrado na Tabela

Tabela 7: Espectros de energia para a particula e antiparticula no espago-tempo da CC girante.

Configuragdo L Espectro de Energia E,f L
1 L>0 EFf = [Em+Ea]—|—K\/[Em+Ea]2—E,%1+m%+2morlch+
2 L<0 Eysu=En+ K\/m(z)+2mo’v/1a)cN,

De acordo com a Tabela [/, vemos que para L > 0 o espectro (médximo possivel)
depende de ambos os pardmetros & € B, onde N, = (n + % + %) > (0 e, portanto, vemos que o
espectro também ¢é independente do spin s (e de u), ou seja, andlogo ao primeiro cendrio para
m; > 0. Portanto, como m; > 0, implica que a particula “orbita” paralelamente a rota¢do da
corda, ou seja, J, e B sdo paralelos (J; || B sobre o eixo-z positivo) [317]. Além disso, devido
a presenga do pardmetro « (ndo de ), a degenerescéncia do espectro é quebrada (‘“ndo é bem
definida”), ou seja, a curvatura conica da CC quebra a degenerescéncia (ou os estados degene-
rados) dos niveis de Landau [445]]. Em particular, isso se deve ao fato de que ndo podemos mais
construir um terceiro nimero quantico (inteiro e positivo) a partir de n e m; uma vez que L/ o
ndo € um inteiro [427,445]]. Ja para L < 0 (J, e B sdo antiparalelos, ou seja, J, L ), o espectro
(minimo possivel) ndo depende nem de & e nem de 3, onde N_ = <n + @) > (. Neste caso,
€ como se 0 EHQNC “vivesse literalmente no espaco-tempo de Minkowski”, ou seja, reduzido

exatamente ao primeiro cendrio, como mostrados na Tabela (2)) para m; < 0 (configs. 3 e 4).
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Por outro lado, comparando o espectro (5.16) com a literatura para 6 =1 = E,, =
B = mg = 0, obtemos um espectro parecido com o espectro do grafeno conico [424]. De fato,
nao é exatamente igual porque antes teriamos que fazer uma “correcdo” na ED (na verdade
adaptar para o grafeno), ou seja, incluir um termo (campo) de gauge ndo-abeliano dado por
—%, onde Q; = (0,0,—€,) sendo Qg = i%(a —1).

Agora, vamos analisar o comportamento do espectro em fun¢do do campo
magnético B e dos pardmetros « e 3 para diferentes valores de n (com m; > 0 fixo). Desta
forma, considerando o espectro maximo (config. 1) da Tabela /| temos a Fig. onde mos-
tra o comportamento das energias da particula em fun¢do do campo magnético para o estado
fundamental (n = 0) e os dois primeiros estados excitados (n = 1,2), com e sem a presenca da
energia magnética E,,, no qual usamosmop=e=0=n=B=1,mj=1/2e a=1/2,sendo o

campo dado por 1 < B < 4.

6 -
5
5 4 o
i ,,"':'
g 3 o
9 v,
2 —n=0,E, #0
5 2 W ceen=0,Ep =0
K —n=1,E, #0
. ---n=1,E, =0
1 n=2En#0
n=2F,=0
0 |
1 L5 2 2.5 3 3.5 4

Campo Magnético B
Figura 12: Gréfico de E, (B) versus B para trés diferentes valores de n com E,, #0 (a= 1) e
En,=0(a=0).

Entéo, de acordo com Fig. [12] vemos que as energias aumentam com o aumento de
n (como deve ser), sao sempre maiores para E,, # 0 (a funcdo do MMA ¢é aumentar as energias)
e também sempre aumentam (“linearmente”) em funcao de B (AE(B) > 0). No entanto, compa-
rando o primeiro cendrio com o segundo (Figs. [I|e[I2), verificamos que as energias da particula
com 08 maiores valores sdo para o segundo cendrio. Ja na Fig. [I3] vemos que as energias da an-
tiparticula aumentam com o aumento de n (como deve ser) e praticamente diminuem em fungao
de B (AE(B) < 0), onde as energias para E,, = 0 s3o quase “nulas” em B~ 4 (0 < |[E, | < 1),
ou seja, a energia magnética € quase igual a energia quantizada (“energia da raiz quadrada”).

Além disso, diferentemente do primeiro cendrio, aqui as energias da antiparticula sao maiores
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na presenca do MMA (E,, # 0), ou seja, aqui a fun¢do do MMA também é aumentar as ener-
gias. Agora, comparando o primeiro cendrio com o segundo (Figs. [2e[13)), verificamos que as

energias da antiparticula com os maiores valores também s@o para o segundo cenério.

6
—n=0,E,#0
5 --=-n=0,E,=0
—n=1FE,#0
---n=1,F,=0
§ 4+ nzzaEm#O |
e n=2F,=0
=l
o 3
~
g
S,
Q2] :
0
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Campo Magnético B

Figura 13: Griéfico de |E, (B)| versus B para trés diferentes valores de n com E,, #0 (a = 1) e
E,=0(a=0).

Agora, vamos analisar o comportamento do espectro em fun¢do dos parametros
e B para diferentes valores de n (com m; fixo). Portanto, temos a Fig. onde mostra o com-
portamento das energias da particula e antiparticula em func¢io de & para o estado fundamental
(n = 0), o segundo estado excitado (n = 2) e o quarto estado excitado (n = 4), no qual usamos
my=e=a=B=B=1,0=3(t>0),n=1/2(4 >0)em;=1/2. De acordo com esta
Figura, vemos que as energias aumentam com o aumento de n (como deve ser), porém, sao
praticamente iguais (AE, ~ 0) para o < 0.2 (particula) e o < 0.1 (antiparticula). Além disso,
as energias podem aumentar ou diminuir enquanto & diminui (um aumento da curvatura), ou
seja, a funcdo de o é aumentar as energias da particula e diminuir as da antiparticula, onde as
energias da particula sdo sempre muito maiores que as da antiparticula (E4 > |E_|). Porém,
diferentemente da antiparticula, onde a energia tende a zero no limite o¢ — 0 (“‘curvatura infi-
nita”), no caso da particula a energia tende ao “infinito” neste limite e, portanto, a influéncia de
o € muito mais significativa no caso da particula.

Ja na Fig. [I5] ¢ mostrado o comportamento das energias da particula e antiparticula
em funcgdo de P para o estado fundamental (n = 0), o segundo estado excitado (n =2) e o
quarto estado excitado (n = 4), onde usamos my =e=a=B=1,0=3(t1>0),n=1/2
(A >0),mj=1/2e o« =1/2. De acordo com esta Figura, vemos que as energias da particula e

antiparticula aumentam com o aumento de n (como deve ser), onde as energias da particula sdao
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Figura 14: Gréfico de |EX ()| versus o para trés diferentes valores de n.

muito maiores, porém, a funcdo de 3 € aumentar as energias da particula (temos E — oo para
B — o) e diminuir as da antiparticula (temos E — 0 para B — ). Dessa forma, quanto mais

rapido a CC girar, maiores sdo as energias da particula e menores as da antiparticula.

12 T
—n=0,k=+1
—n=2,k=+1

10 n=4k=+1
---n=0,rk=-1

gl [---n=2,k=-1

n=4rk= -1

Espectro |E%(8)]

-
-

0 1 2 3 4 ) 6 7 8

Parametro

Figura 15: Gréfico de |EX(B)| versus B para trés diferentes valores de n.

Agora, vamos obter a forma do spinor de Dirac NC (spinor curvo inercial) para os
estados ligados relativisticos do EHQNC (e depois analisar rapidamente a densidade de proba-
bilidade). No entanto, diferentemente do espectro de energia, aqui nao basta apenas substituir ¥,
por ¥, em para entdo obter o spinor de Dirac para o segundo cendrio porque aqui temos

uma sutileza (detalhe) adicional devido ao espago-tempo curvo. Por outro lado, no caso das
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componentes spinoriais isso pode ser feito tranquilamente, onde tais componentes sao dadas

como segue (fizemos y, — J, e C, — C‘u em l)
Fu(p) = Culmo) X plHle ™5 L[ (mop?). (5.18)

Aqui, a condi¢@o de normalizacdo deve ser modificada por um fator dado por /—g =
\/W =det(e” u) =XZ [373,438,439,446]. Para ser mais especifico, o elemento de drea
na integral da condi¢do de normalizacdo deve ser substituido por um elemento de drea em um
espaco-tempo curvo, no qual € dado por dA = \/—gdp (em coordenadas polares). Entdo, usando
a métrica (.2)) e os coeficientes (5.3)), o elemento de drea toma a forma dA = apdp (o é um
“fator de corre¢c@o” ao passar do plano para o curvo e, portanto, caso curvo = Q. X caso plano).

Dessa forma, a condi¢@o de normalizagdo (3.44) deve ser reescrita como
o [ [Fe)+72(p)] pdp = 1. (5.19)

ou em termos da variavel r (r = mOsz), como

2mO;gz /ow [+ 2 (n]dr=1, (5.20)

ou ainda

AR [L7+|(r)]2+62r7|e" [LI?I(F)]z dr=1. (5.21)
2mpQ Jo | T " - " ‘

Portanto, usando as relagdes (3.49) e (3.50) em (5.21)), temos as seguintes constantes

de normalizacdo para o segundo cendrio

X Q Tn+l
¢, = c<C :\/’”0 (tD) (5.22)

o T(n+ 7] +1)

Desse modo, podemos obter entdo a partir de (3.52)) o spinor de Dirac normalizado

no espago-tempo da CC girante, no qual € dado por

(mo@)P+ ! T(nsl) i |9+

pNC _ —iEt \/ 027)1?05 F(n+(|77+‘ ) Y+(PPW+|€ L + (m Qp )

lIID (pﬂ(p7t)_e ( Q)W,Hl F( +1) |’y‘ 5 (523)
\/ ety e Pl L] me2p?)

ou ainda (inserindo a parte temporal em cada componente spinorial [176])

(mo@) " T(nt1) ~E |71
@Nc(p ; t) - \/ 0271'05 NCESLAEnY (7+(P +t)p|7+‘e L + (moQP ) 52
D y Wl ) — , .
. mpQ [7—1+1 T'(n+1 (v o0—E_ o mOQp
1\/( 027)m F(nJEI?_|Zrl)e(y 9-E-1)plT-|e- L |(m Qp?)

onde deve satisfazer as seguintes condi¢des de contorno para ser uma solucdo fisicamente
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aceitavel
PR (p = 0) =¥ (p = ) =0, (5.25)

com ¥, = (mj/ot —su/2+ BE,/at) # 0. Em particular, na auséncia da CC girante (o = 1
e B = 0) obtemos exatamente o spinor de Dirac no espaco-tempo de Minkowski, dado por
(3.52). No entanto, diferentemente da densidade de probabilidade gerada pelo spinor (3.52),
aqui sempre teremos uma densidade de probabilidade nula na origem uma vez que |7,| > 0.
Agora, vamos discutir rapidamente o comportamento da densidade de probabilidade
para diferentes valores de n, m; (m; > 0), B, o e B. Entdo, como a expressio para a densidade

de probabilidade é dada da seguinte forma

- - 1

P(p) = Bun () = (W)U = R (p)R(D) = 5[} (p) + 2P (5:26)

implica que

A _ (me@)MH T(n+1) 209, | —moQp? [ 19+ NE
PP = o TtormnP ¢ L e
(mo@)7 41 T(nt 1)

2noe T(n+|7-|+1)

) , 2
n 2Tl g=moQp? [LLM (moﬂpz)} : (5.27)

No entanto, diferentemente da densidade de probabilidade do cenério anterior, aqui
tal quantidade depende também do espectro relativistico E, e, consequentemente, a expressao
para P(p) pode depender ou nio dos valores do pardmetros s e u, ou seja, para L > 0 temos
P(p)
Entao, vamos usar como base as informag¢des que foram usadas para construir o grafico da Fig.
12l ouseja, quemg=e=a=0=n=B=s=1,mj=1/2,a=1/2e B=125,comE=E" >

Oe E,, > 0. Em particular, esse valor do campo magnético permite que T~0.7>0e A =0.2>0

su=t1 = P(p)|su=—1 € para L < 0 temos P(p)|su=+1 7 P(P)|su=—1, respectivamente.

(exigimos valores maiores que zero) e que o valor da energia seja “facilmente” identificado no
gréfico, no qual € dado por E = Ey =~ E| = E; ~ 4 (aqui o espectro ndo depende de u). Com
isso, obtemos a Fig. onde mostra o comportamento da densidade de probabilidade para o

estado fundamental (n = 0) e os dois primeiros estados excitados (n = 1,2) param; =1/2,3/2.

De acordo com a Fig. vemos que a densidade de probabilidade (picos méxs.)
diminui com o aumento de n, onde para n = 0 hd um pico maximo em p = 8§ (ou seja, uma
gaussiana centrada em p = 8), para n = 1 ha dois picos maximos: em p ~ 7 e p ~ 10, e para
n =2 hé trés picos maximos: em p ~ 6, p ~8e p ~ 11, com P,_g > P,_; > P,_>. No entanto,
comparando [16}-(a) com [I6}(b), vemos também que a densidade de probabilidade diminui a
medida que m; aumenta, onde os picos maximos diminuem com n crescente. Por outro lado,

vemos também que, diferentemente da Fig. [S}(a), aqui hd uma densidade de probabilidade nula
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Figura 16: Grifico de P(p) versus p para trés diferentes valores de n com m i=1/2(@e
mj=3/2(b).

na origem, mesmo param; = 1/2. De fato, isso acontece porque aqui este valor de m; ndo é mais
equivalente a m; = 0, como acontece no cendrio anterior. Aqui, 0 parametro & nao permite que
mj—a/2 (em Louem ¥,) sejaigual a m; =0 (somente para & = 1 que isso € possivel). Portanto,
essa densidade de probabilidade nula na origem € uma consequéncia direta do parametro ¢ (ou
de B, embora este s6 exista por causa de &) e, que, por sua vez, satisfaz as condi¢oes de contorno
(spinor nulo na origem e no infinito), dadas por (5.23). Agora, comparando o primeiro cendrio
com o segundo (Figs. [5|e[I6), vemos claramente que a densidade de probabilidade é maior para
0 primeiro cendrio.

Na Fig. € mostrado o comportamento da densidade de probabilidade para quatro

diferentes valores de campo magnético (1 < B < 4), onde usamos mg=e=a=0=n= =
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s=1,n=0,mj= 1/2 e o = 1/2 (ou seja, as mesmas informagdes usadas na Fig. 11). De
acordo com esta Figura, vemos que a densidade de probabilidade (picos maxs.) aumenta a
medida que B aumenta (pB:2.50 > Pg_s00 > 15321,50 > Pp_ 5), onde seus valores tendem a se
concentrar cada vez mais em p ~ 5 (formando entdo uma “delta de Dirac”) ou mais perto da
origem. Agora, comparando o primeiro cendrio com o segundo (Figs. [6|e[I7), vemos claramente

que a densidade de probabilidade também € maior para o primeiro cendrio.
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Figura 17: Grifico de P(p) versus p para quatro diferentes valores de B.

Na Fig. € mostrado o comportamento da densidade de probabilidade para quatro
diferentes valores do parimetro @, onde usamos my =e=a=B=B=s=1,0=3, 1=
1/2,n=0emj=1/2 (ou seja, as mesmas informagdes usadas na Fig. . De acordo com
esta Figura, vemos que a densidade de probabilidade (picos méxs.) aumenta a medida que «
diminui, ou seja, com o aumento da curvatura da CC (Py_o4 > 1305:0,6 > Py_08 > Py_10),
onde seus valores tendem a se afastar cada vez mais da origem. Ja na Fig. € mostrado o
comportamento da densidade de probabilidade para quatro diferentes valores do parimetro f3,
onde usamosmp=e=a=B=5=1,0=3,1=1/2,n=0,mj=1/2e o« =1/2 (ou seja, as
mesmas informagdes usadas na Fig. [I5). De acordo com esta Figura, vemos que a densidade
de probabilidade (picos méaxs.) diminui a medida que 8 aumenta, ou seja, com o aumento da
rotacdo da CC (ﬁﬁ:().o > ﬁﬁ:o. 1> ﬁﬁ:0.3 > }A’Bzoj), onde seus valores também tendem a se

afastar cada vez mais da origem.
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Figura 18: Grifico de P(p) versus p para quatro diferentes valores de a.

5.2 Limite nao-relativistico

Para analisar o limite nio-relativistico de nossos resultados e, em especial, o espec-
tro relativistico, € necessario considerar a mesma prescricao padrao do cendrio anterior com
uma condi¢do adicional, ou seja: E ~ mg+ €, onde mgy > €, mg > E,, e my > Ey. Entao,
usando esta prescri¢do no espectro (5.16)), obtemos o seguinte espectro nao-relativistico (niveis

de Landau ndo-relativisticos) para 0 EHQNC com MMA no espago-tempo da CC girante

EnLsu=Lm +Eq+ TA chOh (528)
onde
LI+ L 1+su L|+L SUQ
Eq = myo AP (‘2|(XL ) , Ng = (n—l—( > )-l- | ’206 ) , L:mj—T:mj—uocms.
(5.29)
Como vemos em (5.28]), ou melhor, em L, o espectro ndo-relativistico também de-
pende do nimero quantico magnético total m; = £1/2,43/2,..., implicando assim que tal

espectro também é para uma particula com spin-1/2 (m; = s/2). Portanto, aqui, a equagdo de
movimento (equagao de onda nao-relativistica) que descreve o EHQNC no espago-tempo da CC
girante deve ser uma equacao tipo-Pauli (mas ndo tecnicamente Pauli). De fato, ndo temos uma
ES porque ndo hid como formar um inteiro a partir do nimero quantico L (o “atrapalha” esse
objetivo), em outras palavras, ndo tem como o nimero quantico m; aparecer aqui uma vez que
nao “permite” isso (L # m; = 0,£1,+2,...). No entanto, mesmo se conseguissemos obter um

inteiro (o que ndo € o caso), ainda assim ndo poderiamos obter uma ES devido a presenga do es-
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Figura 19: Grifico de P(p) versus p para quatro diferentes valores de 3.

pectro relativistico £ em 71 = é(m i+ ﬁTE) ou seja, ndo basta simplesmente chamar E ~ mg+ €
para tomar o limite ndo-relativistico da Eq. (5.12)). Em particular, isso é um “problema” ainda
ndo resolvido na literatura, seja para férmions [318] ou bésons [317] no espaco-tempo da CC
girante. Por outro lado, uma forma de se trabalhar com particulas nao-relativisticas no espago-
tempo da CC girante € excluir a dimensdo tempo do problema (“extremamente complicado”
tentar isso aqui), ou seja, considerar df = 0 no elemento de linha (ou métrica) [320]. Dessa
forma, usando a ES em um espago curvo, pode-se modelar entdo toda a dindmica quantica nio-
relativistica da particula (ou seja, obter as solucdes de estado ligado ndo-relativistico) [320].
Além disso, na auséncia da CC girante (¢ = 1 e B = 0), com u = s = +1, obtemos exata-
mente o espectro ndo-relativistico do EHQNC no espaco Euclidiano, dado por (3.60). Além
disso, notamos também que o espectro possui algumas semelhancas e diferencas (mais
semelhangas do que diferencas) com o caso relativistico (espectro (5.16)). Por exemplo, seme-

lhante ao caso relativistico, o espectro (5.28)
* s6 admite estados de energia positiva (&, 1, s, > 0);

* tem sua degenerescéncia quebrada devido a a, onde L > 0 permite obter o espectro

maximo (depende de o e 3) e L < 0 o espectro minimo (ndo depende de a e f3);
* aumenta em fun¢do de n e m; (L > 0);

* aumenta em funcdo de B, B e o (L > 0), ou seja, quanto maior o campo magnético, a

rotacdo e a curvatura da CC, maiores as energias;

* possui maiores energias quando a energia magnética € diferente de zero (E,, # 0).
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No entanto, diferentemente do caso relativistico, o espectro ([5.28)
* depende linearmente das energias E,, € Eq.

Agora, vamos comparar o espectro com um da literatura (e para o caso 2D,
ou seja, p, = k, = 0) e, em particular, com o espectro de uma particula carregada sem spin na
presenca de um campo magnético uniforme e de uma CC estética, dado por (comh=c=1¢e
a =) [320.,445]

€1 = ESU A= ;’—a (2n+ 1+ WT_Z> + my (%)2 (% — g) , (1=0,+£1,42,..)),
(5.30)
onde E;f[d’ica € o espectro (denota a parte estdtica e quantizada do espectro total) da CC estética
e A= E;mg”l“r ¢ a energia (denota a parte angular e continua do espectro total) devido ao spin
da CC, respectivamente. De acordo com a Ref. [320], a energia A pode ser interpretada como o
andlogo do efeito Zeeman quadratico para os niveis de Landau.
Ja para o nosso caso sem o espaco de fase NC e o MMA (6 = n = E,;, = 0) com

0. — o/ o (redefinindo a frequéncia ciclotron) e e — —e (que é equivalente a L+ su — —L —

su), implica que o espectro (5.28)) toma a seguinte forma

O

iy Ll—L o, L
EnlLsu= Yfi?;,llia +Ey= oy (2n+(1 — su) + | |a ) + myg <§OCZC> ( — |L—|> . (5.31)

Entdo, como podemos ver em (5.30) e (5.31)), os espectros possuem uma certa

semelhanga com respeito a parte estdtica, no entanto, com respeito a parte angular, jao sao di-

ferentes, ou seja, uma particula sem spin depende quadraticamente da quantidade A = (‘g;’; ) ,
enquanto que uma particula com spin depende lineramente de tal quantidade, respectivamente.
No entanto, na auséncia da CC girante (¢ = 1 e B = 0) com u = s = +1, ambos 0s espectros
sdo iguais (como deve ser porque agora a particula “ndo tem mais” o spin).

Com o intuito de saber como o spin da particula influencia em suas energias, vamos
agora plotar os graficos dos espectros e em fungdo do campo magnético e dos
pardmetros ¢ e  para diferentes valores de n com m; e m; fixos (assim como fizemos no caso
relativistico). Dessa forma, para que haja uma contribui¢do ndo-nula do momento angular da
CC, devemos considerar [ <0 (I = —-1)e L <0 (m; = —1/2). No entanto, L < 0 implica em
um espectro independente do spin (da particula), ou melhor, do produto su, onde tal quantidade
¢ cancelada devido a presenga de L. Portanto, tomando mg =e¢ = = 1, o = 1/2, temos a Fig.
20} onde mostra o comportamento das energias da particula com e sem spin em func¢do de B
para o estado fundamental (n = 0) e os dois primeiros estados excitados (n = 1,2).

De acordo com Fig. vemos que as energias aumentam com o aumento de n

(como deve ser) e também com o aumento de B, onde as energias aumentam linearmente para o
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Figura 20: Grifico de &,(B) versus B para trés diferentes valores de n.

caso com spin (linhas s6lidas) e quadraticamente para o caso sem spin (linhas tracejadas). Além
disso, para campos fracos (0 < B < (.5) o spin ndo influencia nos valores das energias, ou seja,
tanto faz a particula ter ou ndo o spin que as energias sdo praticamente iguais. No entanto, para
campos fortes (B > 0.5) o spin ja influencia substancialmente, ou seja, a medida que o campo
aumenta as energias para o caso sem spin ficam (sdo) cada vez maiores em relagdo ao caso
com spin. Por outro lado, a diferenca de energia entre dois niveis consecutivos se comportam
de forma diferente para cada caso. Por exemplo, para o caso com spin a diferenca de energia
aumenta a medida que o campo aumenta (limp_,.. AE;, = =), enquanto que para o caso sem spin
¢ praticamente constante para B > 1 (AE, = const. > 0).

Na Fig. € mostrado o comportamento das energias da particula em funcdo de
o para o estado fundamental e os dois primeiros estados excitados (commy=e=B=f =1
e 0.1 < a <1). De acordo com esta Figura, vemos que as energias aumentam com 0 aumento
de n (como deve ser) e também com a diminui¢do (aumento da curvatura) de ¢¢. Além disso,
para baixas curvaturas (1 < o < 0.8) o spin ndo influencia nos valores das energias, ou seja,
tanto faz a particula ter ou ndo o spin que as energias sao praticamente iguais. No entanto, para
médias e altas curvaturas (& < 0.8) o spin ja influencia substancialmente, ou seja, a medida que
a curvatura aumenta as energias para o caso sem spin ficam (sdo) cada vez maiores em relagao
ao caso com spin. Por outro lado, no limite @ — 1 (sem CC), as energias para ambos 0s casos
s@o iguais (como deve ser porque agora a particula ndo tem mais o spin).

Ja na Fig. € mostrado o comportamento das energias da particula em funcao
de B para o estado fundamental e os dois primeiros estados excitados (commy=e=B=1¢

o = 1/2). De acordo com esta Figura, vemos que as energias aumentam com o aumento de n



78

80 »
»
. —n =0, com spin
. —n =1,com spin
. n = 2,com spin
60 . --=-n=0,com spin
- - -=-=n=1,com spin
S . n = 2,com spin
&
240
3
S,
o
K
20
0
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Parametro «

Figura 21: Grafico de g,(o) versus « para trés diferentes valores de n.

(como deve ser) e também com o aumento de B (aumento da rotagdo da CC), onde as energias
aumentam linearmente para o caso com spin (linhas s6lidas) e quadraticamente para o caso sem
spin (linhas tracejadas). Aqui, independentemente se 3 é grande ou pequeno (ou até nulo), o
spin j4 influencia nos valores das energias, onde as energias sdo sempre maiores para 0 caso
sem spin. Por outro lado, a diferenca de energia entre dois niveis consecutivos se comportam
de forma diferente para cada caso. Por exemplo, para o caso com spin a diferenca de energia

¢ sempre constante (AE, = const. > 0) independetemente do valor de 3, enquanto que para o

caso sem spin diminui substancialmente com o aumento de f3 (limg_,., AE, = 0).
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6 A EQUACAO DE DIRAC NAO-COMUTATIVA EM UM REFERENCIAL
GIRANTE NO ESPACO-TEMPO DA CORDA COSMICA GIRANTE
(2+1)-DIMENSIONAL

Para construir o elemento de linha em um referencial girante no espaco-tempo da
CC girante, no qual € o background geral (“plano de fundo geral”) desta tese, precisamos fazer
uma mudanga na coordenada angular na forma: ¢ — ¢ + @t, onde @ = const. > 0 (uma rota¢ao
anti-horaria) é a velocidade angular ou rotacional (rad/s) do referencial girante (modelado por
uma plataforma circular rigida de raio p) [447]. Portanto, fazendo essa mudanca no elemento
de linha (5.1)), obtemos o seguinte elemento de linha para o nosso background geral

bﬁ—VOCPd )2 »  o%p? 2

onde b é um parametro adimensional (aqui chamaremos de parametro nio-inercial ao invés de
rotacional para nao confundir com o f3) definido como b=1+Bw >0eV =awp >0¢ a

razao entre as velocidades do referencial girante (velocidade linear ou tangencial) e da luz (SI:
(D x7)g

_ Ve &
V= c c

= O“fp ) e deve obrigatoriamente satisfazer: V < 1, ou V < b (requisito de
causalidade). Em particular, tomando @ = 0 em (6.1)) temos o elemento de linha do espago-
tempo da CC girante; tomando @ = 3 =0 e o = 1 temos o elemento linha do espago-tempo
de Minkowski; e tomando apenas 3 = 0, temos o elemento de linha para um referencial girante
no espaco-tempo da CC estatica 387,390,392, 393]. Além disso, € importante mencionar
que o elemento de linha (6.1)) define um novo intervalo para a coordenada radial p, dado por:
0<p < pg,onde pp = aiw (SL: po = %) [387.[390,[392,393]]. No entanto, para todos os valores
onde p > po (V > b) significa que o férmion estara fora do cone de luz, ou seja, a velocidade
do férmion € maior que a da luz (algo fisicamente impossivel). Desta forma, o intervalo 0 <
p < po impde uma restri¢ao espacial onde o spinor de Dirac pode ser normalizado, ou seja, que
solucdes de estado ligado (normalizdveis) sejam alcancadas. Desse modo, devemos impor que
tais solucdes desaparecam quando p — po (V — b), com aw < 1, o que implica em pg > 1,
ou “pg — =’ (um “raio” suficientemente grande), bem como desaparecer também quando p —
0 (agora temos as duas condi¢des de contorno bem definidas) [239, 240,284,298, 389-391].
Portanto, neste caso onde @@ < 1 temos v,y = X®pP =~ const. > 0, consequentemente, temos

Vref < ¢, ou ainda: V < b (ou seja, sem dilatagdo do tempo).

Entdo, comparando (6.1)) com (4.1, obtemos os seguintes coeficientes

bB—Vap s P

X=vVb2-V2 Y= . Z= ,
1/bZ_VZ 1/172_‘/2

(6.2)
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e substituindo (6.2)) em (4.40), temos a seguinte EDNC no background geral (R — R)

1 bR —Vap _ Vb2 —V?2 Amy@, 5
[P () P viery Ao

+ [iAy' + By’L? —2°E,, —mo| R(p) = 0,(6.3)
onde definimos
Vaw(bB—Vap)® | [ VawbB-V
7V (1) (LoD e ((eulth ep) e (45— vap) )
402p?

Vb2 —V2 {2061‘[)( av? o )_ 2via?p }

(bz—V2)3/2 + Vp2-V? (b2—v2)3/2

A

+ 157 . (6.4)
€
|4 bp-Vv \% bp-Vv
o () vt
B= (6.5)

4ap
No entanto, vemos que € dificil prosseguir sem uma simplificacdo adequada da Eq.
(6.3). Desse modo, para resolver analiticamente esta equac@o, consideramos duas aproximagdes:
a primeira € a que ja comentamos anteriormente, ou seja, que a velocidade (linear) do referencial
girante € muito menor que a velocidade da luz (V < b), ou seja, adotar um regime de rotacio
lenta, e a segunda é que o acoplamento entre 0 momento angular (spin) da CC e a velocidade
angular do referencial girante é muito fraco (B = B - @ < 1) [320]. Portanto, usando estas

duas aproximagdes na Eq. (6.3)), com (a@w)(B®) < 1, obtemos a seguinte equagio

{’)’O%—f—if'yl <3p+i+ﬁ"7’(’f—1)> _Yz[brmﬁ—ﬁEjL(?Lmoa)c_aa)E)p}}R

2p 27p op 2 b

- [(21‘ ~Day’S- @+ °E,, -I—mo} R=0,(6.6)

onde o termo S - @ ¢ chamado de acoplamento spin-rotagdo (do férmion) [239,240,283]], sendo
S = %i, 0 = Wé, e B - @ também é um tipo de acoplamento spin-rotagido, mas da CC com o
referencial girante (e também estd presente em b). Em particular, como S-@ pode ser positivo
(S-@ > 0) ou negativo (S- @ < 0), implica que o spin do férmion pode ser paralelo (mesma
direcdo e sentido) ou antiparalelo (mesma direcdo, mas de sentido oposto) a velocidade angular.
Porém, como B - @ > 0, implica que o spin da CC s6 pode ser paralelo a velocidade angular.
E oportuno mencionar que também poderfamos ter chegado exatamente na Eq. (6.6) usando as
duas aproximacodes logo de inicio, assim como a Ref. [284] fez para o caso do OD rotativo.
Portanto, aplicando as duas aproximagdes em (6.2)), obtemos X ~ b, Y ~ w eZ~ %.

Por outro lado, podemos ainda simplificar a Eq. (6.6) através de uma redefini¢ao



81

adequada para o spinor R, cujo objetivo é cancelar o quarto termo desta equacdo. Por exem-
. - - _BaGE-1) - - - = .

plo, redefinindo R comoR - R=p~ 2= f,com f = (f.,if )T, podemos entdo cancelar o

“termo indesejado” da Eq. (6.6). Como veremos em breve, esta redefini¢do ainda vai satisfazer

as condi¢des de contorno do problema. Desse modo, temos:

{7’0%4-1771 (ap+%)_yz[brmj+[3E+(lm20a)C_oc(;)E)p]}f

ap
- [(21— Day’s- 6)+23Em+m0] F=o. 6.7)

Em termos das matrizes de Pauli, podemos entdo reescrever a Eq. na seguinte

equacao de autovalores
Hccf =Ef, (6.8)

onde o Hamiltoniano de Dirac Hcc é dado por

_ . 1 btm;+ BE - 271
Hee = ibtoy (6,) + $> —sboy {(Jx—p + ‘L’mOQp] +b {( 2 )oca)+Em +o3myg | ,
(6.9)
onde Q = Q, = ()Lz—“f’f = Z‘;;i ) > 0 é uma “frequéncia angular efetiva topoldgica”.

Agora, temos que obter a partir de uma equagao diferencial de segunda ordem

para as componentes do spinor. Andlogo aos dois casos anteriores, isto € feito “separando’ pri-
meiro a Eq. (6.8) em um conjunto de duas equagdes diferenciais de primeira ordem acopladas.

Feito isso, temos duas equacdes acopladas da seguinte forma

2t-1) _E - ]
[(mo+ 5 a:’)+(Em b)}ﬁ(p):_%HmOQPJF%(mﬁ%)_f(p), (6.10)

2t=1) _ _E a -
(55" a:)> -5, _dci) op = (mi=3) | F+o), 61D
ondenﬁjzé(bquLﬁTE)#O.

Portanto, substituindo (6.11)) em (6.10), e depois (6.10) em (6.11)), obtemos como
resultado a seguinte equagao diferencial de segunda ordem para o EHQNC com MMA em um

referencial girante no espaco-tempo da CC girante

VD T e B Fe) =0, (u= 1) 6.12)
dp? " pdp pr PN TR JuPIE R T |

onde definimos

__(_  su _— -/ su
T = <mj—3>, E, = S —2mog(mj+3>. (6.13)
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Em particular, na auséncia do referencial girante (@ = 0) obtemos exatamente a
EDNC no espago-tempo da CC girante, dada por (5.12).

6.1 Solucoes de Estado Ligado: Spinor de Dirac e o Espectro Relativistico

Para resolver analiticamente a Eq. (6.12)), vamos seguir o mesmo procedimento do
cendrio anterior, ou seja, um “mapeamento”. Entdo, devido a semelhanca desta equacdo com a
Eq. , basta simplesmente substituir 772 por /72 € £ por Q nos resultados do cendrio anterior
para obter (facilmente) o espectro do terceiro cenério (no caso do spinor isso ndo € o bastante
uma vez que R # f). Desse modo, usando a condicdo de quantizacio do cendrio anterior, dada

Ju+1 ~ o~ o
por: % 7 ,5(‘)‘9 =-nn=0,1,2,...), entdo nossa nova condicdo de quantizagcao torna-se

%+ E
2 4m0Q ’

(6.14)

onde temos a seguinte equacao polinomial do segundo grau para a energia total relativistica E

2mob* E E
E> — [2bE, — 2btawn]E — 207 (Tm“_w‘“’ ){(L+ﬁ_)+’L+ }

a 2 mob
+[E2 — M} — PP tAmowci] =0, (6.15)

onde
® (21—1) _ _
My=My, =b mO+Taw >0, E, =bE,; >0, n=2n+1+su, (6.16)

sendo M; uma “massa topoldgica ndo-inercial” (pois depende de o e ®), E,, é uma “energia
magnética ndo-inercial” e L = L(ot) = bmj — *%* = bm; — uotms 7 0 é um “nimero quantico
magnético topologico nio-inercial” (pois depende de & e ).

Portanto, resolvendo a equacdo polinomial paral >0e L <0 (com T >0
e A > 0), obtemos o seguinte espectro relativistico (niveis de Landau relativisticos) para o

EHQNC com MMA em um referencial girante no espago-tempo da CC girante

EX = [Eq+ En — Eg) [Eq+Ep—Eop)®  [—E2+ME+2mob?tA 0Ny

] e e

onde definimos

_ LI+L _
Eq = b*myw AP (%) >0, Ep=2a0N: >0, (6.18)
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_ i |L|+L _ i |L|+L
Ny == >0, No= (1= >0 6.19

a(2+2a>_’“(2+2a = (6.19)
sendo k = +1 o parAmetro de energia (particula/antiparticula), Ny € um novo “ndmero quantico
efetivo topoldgico”, N é um “nimero quantico efetivo topoldgico NC” (pois também depende

£ 66

de 1), Ep € um tipo de energia rotacional quantizada (e € “andloga” ao espectro rotacional de
moléculas diatdmicas modeladas por um rotor rigido) e E, € uma “energia magnética topoldgica
nao-inercial”. Em particular, na auséncia do referencial girante (@ = 0), obtemos exatamente o
espectro no espago-tempo da CC girante, dado por (5.16). No entanto, ao contrdrio do espectro
(5.16), o espectro (5.28) ainda depende de ¢ e B mesmo para L < 0. De fato, isso acontece
devido a presenca da velocidade angular @, onde @ esta “amarrado” ao parimetro 3 (em b)
e também ao parametro o (em Ej), respectivamente. Além disso, ao contrario do espectro
(5.16)), o espectro ainda permanece quantizado mesmo na auséncia do campo magnético
(B = 0) e do momento NC (n = 0), onde tal espectro depende de E (parte quantizada do
espectro). Neste caso, na auséncia também da CC girante (o« = 1 ¢ f = 0), temos entao o
espectro quantizado de um férmion/antiférmion em um referencial girante (sujeito as forcas
de Coriolis e centrifuga, ou seja, a um “campo rotacional””). No entanto, andlogo ao espectro
(5.16), aqui a degenerescéncia do espectro ainda permanece quebrada (devido a presenga de o),
e as energias da particula e antiparticula também sdo maiores quando ambas t€m um momento
angular positivo (Ny e NJ sdo maiores para L >0 oum; > 0). Na Tabela temos duas possiveis

, N =

bm;

configuracdes para o espectro dependendo dos valores de L, onde Ny = n+ % +

n+ (stu) JEX = 2000N5*, com N&* sendo dado por NG+ = T(znzlﬂu) + i(éil).

Tabela 8: Espectros de energia para a particula e antiparticula em um referencial girante no
espaco-tempo da CC girante.

Configuragao L Espectro de Energia E:;L o
. x  [EntEq—Ej] (EmtEa—ESP | —E24+M2+2mb2 Ao N,
1 L>0 B ;= "T5apa T K\/ EEra 1T+4B0)
2 L<O Efy,=Bn—Eg)+x\/[Bn—FEol2— B3+ M+ 2mob2eh o

Por outro lado, também € oportuno comparar 0 nosso espectro com a lite-
ratura. Portanto, na auséncia da NC (6 = n = 0), do MMA (E,, = 0) e do espago-tempo da
CC girante (¢ =1 e B =0) com s = +1 e fazendo e — —e (isso faz Q— —Qem (6.12),
com Q = (% + %) > 0), obtemos um espectro que seria a versdo bidimensional do EHQ

(3+1)-dimensional em um referencial girante para férmion carregado positivamente [305]. Em
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particular, o nosso espectro € dado pela seguinte expressao

0 2
Er 1 =N, + \/a)sz%Jr <m0+ 3) +mo:N,, Ny=2n+1—u+|%|—%), (6.20)

enquanto que o da Ref. [305], € dado por

1 —
E3p1=-0 (lij:§>j:\/m(2)+p§+mochm Ne=Qn+1F1+|le|— 1),  (621)

onde os sinais 4 descrevem as duas componentes de um spinor e /L sdo 0s nimeros quanticos
associados a parte angular do spinor. Entido, como este spinor deve satisfazer a invariancia
rotacional, ou seja, o spinor deve ser uma fun¢do peridédica com uma periodicidade de +27
(andlogo ao nosso spinor), implica que [+ deve ser um inteiro (I+ € Z).

Como podemos ver (6.20) e em (6.21)), ambos os espectros possuem mais diferencas
do que semelhangas. Por exemplo, em ha varios termos envolvendo a velocidade angular,
onde o primeiro termo do espectro pode ser positivo ou nulo (wN,, > 0), enquanto que em
s6 ha um termo envolvendo a velocidade angular, que é o primeiro termo do espectro, e pode
ser positivo (/+ £+ 1/2 < 0) ou negativo (/+ £+ 1/2 > 0). Desse modo, somente o espectro (6.21)
pode ser reescrito como a soma de dois espectros: um envolvendo a velocidade angular e o
outro livre de rotagdo (ou seja, a “espectro da raiz quadrada”). Além disso, somente em (|6.20)
que hd um termo de massa “misturado/amarrado” a velocidade angular. No entanto, ambos os
espectros tem uma coisa em comum, que € o nimero quantico dentro da raiz quadrada, ou seja,
N, e N,, no qual sdo bem similares (e de certa forma podem até gerar os mesmos valores uma
vez que [+ e 7, sdo nimeros inteiros). Por ultimo mas ndo menos importante, tomando p, =0
em (6.21) nio chegamos em (6.20). De fato, isso s6 é alcangavel se o sistema estiver livre de
rotacOes, onde E3 P00 E> . Portanto, ndo podemos dizer (tecnicamente) que (6.20) é o
caso particular de (6.21)), ou que é o caso geral de (6.20), uma vez que para p, = 0 ndo
podemos reduzir exatamente o espectro (3 + 1)-dimensional no espectro (2 + 1)-dimensional.
Vale a pena mencionar também que o espectro (6.20) é muito similar (com u = +1 e Y > 0)
ao espectro do OD (2 + 1)-dimensional em um referencial girante [284]. De fato, fazendo
o, — 2€2, onde Q € a frequéncia angular, obtemos exatamente o espectro do OD.

Agora, vamos analisar o comportamento do espectro (6.17) em fun¢do do campo
magnético B, dos pardmetros o ¢ e da velocidade angular @ para diferentes valores de n
(com m; > 0 fixo). Portanto, usando a config. 1 da Tabela @ temos a Fig. @ onde mostra o
comportamento das energias da particula em funcdo do campo magnético para o estado funda-
mental (n = 0) e os dois primeiros estados excitados (n = 1,2), com e sem a presenca da energia
magnética, no qual usamosmp=e=0=n=s=u= 1, =w =0.1, o = 1/2 (deve satisfazer

Bow<leaw<1)em;=1/2,sendoocampo dado por 1 < B < 4. De acordo com esta Figura,
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vemos que as energias aumentam com o aumento de n (como deve ser) e a funcdo do MMA ¢é
aumentar as energias da particula, ou seja, as energias sao maiores quando o MMA ¢€ levado em
consideragdo (andlogo aos dois cendrios anteriores). Além disso, as energias podem aumentar
ou diminuir em fun¢do de B, onde tal comportamento € muito semelhante com o do primeiro
cendrio (ver Fig. [I). Por exemplo, para o caso E,, # 0, as energias aumentam praticamente em
todo o intervalo (onde AE(B) > 0), enquanto que para o caso E, = 0, aumentam entre B ~ 1
e B ~ 3 (atingindo o valor maximo em B = 3) e depois diminuem entre B ~ 3 e B ~ 4 (onde
AE(B) > 0). Agora, comparando os trés cendrios (Figs. e, verificamos que as energias
com os maiores valores sdo para o segundo cendrio (a condi¢do B < 1 e o < 1 limita muito

os valores do espectro da particula).

8
—n=0,E,#0
---n=0,E,=0
6l |l—n=1E,#0
Q ---n=1,FE,=0
-Fm: n=2FE,#0
n=2F,=0
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~
3
&
= 2 e e

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Campo Magnético B

Figura 23: Gréfico de E," (B) versus B para trés diferentes valores de n com E,, #0 (a= 1) e
E,=0(@=0).

Na Fig. € mostrado o comportamento das energias da antiparticula em funcao
do campo magnético para o estado fundamental e os dois primeiros estados excitados (com
my=e=0=n=s=u=1,B=w=01a=1/2,mj=1/2e1 < B <4). De acordo com
esta Figura, vemos que as energias podem aumentar ou diminuir com o aumento de n e para
certos intervalos de B, onde tal comportamento possui algumas semelhancas (e diferencas) com
o do primeiro cendrio (ver Fig. [2). Por exemplo, para o caso E,, = 0, vemos que as energias
aumentam com o aumento de n, € com relacdo ao campo aumentam entre B~ 1e B~ 2.3 e
diminuem entre B ~ 2.3 ¢ B ~ 4 (onde AE < 0 ou Efjyq < Ejpiciar), respectivamente. Agora,
para o caso E;, # 0, vemos que entre B~ 1 e B ~ 3 (linhas azul e vermelha se tocam) as energias
sd0 maiores com o aumento de n, enquanto que entre B ~ 3.3 (linhas azul e verde se tocam)
e B ~ 4 as energias sdo ja menores (uma “anomalia”, logo, AE,, < 0). Além disso (ainda para
E,, # 0), as energias podem aumentar, diminuir ou serem “nulas” (‘“zero”’) em funcio de B. Em

particular, estas energias “nulas” aparecem na origem (B ~ 1), em B ~ 2.7 (linha vermelha ou
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n=0),em B 3.2 (linhaazul oun=1) e em B =~ 3.4 (linha verde ou n = 2). Agora, comparando
os trés cendrios, verificamos que as energias com os maiores valores sao para o primeiro cenario

(a condi¢do fw < 1 e o < 1 limita muito os valores do espectro da antiparticula).

8
—n=0,En#0
e =0,E, =0

gl —nr=1E.#0 |

= ce-n=1,E, =0

e n=2Ey,#0

ol n=2En,=0
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Ry
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Figura 24: Griéfico de |E, (B)| versus B para trés diferentes valores de n com E,, #0 (a = 1) e
E,=0(@=0).

Na Fig. € mostrado o comportamento das energias da particula e antiparticula
em func¢do de o para o estado fundamental (n = 0), o segundo estado excitado (n = 2) e o quarto
estado excitado (n =4), onde usamos my=e=a=B=s=u=1,0=3,n1=1/2,f=w0=0.1
e m;j = 1/2. De acordo com esta Figura, vemos que as energias da particula e antiparticula au-
mentam com o aumento de n (como deve ser), onde as energias da particula sao muito maiores,
porém, a funcdo de o (ou da curvatura) € aumentar as energias da particula e antiparticula (o
que € diferente do segundo cendrio, onde as energias da antiparticula diminuem). Na realidade,
no caso da antiparticula as energias sdo praticamente constantes em um bom intervalo de o
(os estados n = 2 e n = 4 tem energias constantes para 0.2 < o < 1 enquanto o estado n =0
tem energia constante para & > 0.5). Agora, comparando o segundo cendrio com o terceiro,
verificamos que as energias da particula (antiparticula) com os maiores valores sdo para o se-
gundo (terceiro) cendrio. A titulo de ilustragdo, a energia da particula para oc = 0.15 do segundo
cendrio € aproximadamente 8 enquanto que a do terceiro cendrio € aproximadamente 2 (ou seja,
a energia da particula é ni mimimo quatro vezes menor quando temos um referencial girante
envolvido). Além disso, a energia da antiparticula para o« = 0.15 do segundo cenario € aproxi-
madamente 0.3 enquanto que a do terceiro cendrio € aproximadamente 0.7 (ou seja, a energia
da antiparticula € no minimo 2 vezes menor quando temos um referencial girante envolvido).

Na Fig. ¢ mostrado o comportamento das energias da particula e antiparticula
em funcgdo de P para o estado fundamental (n = 0), o segundo estado excitado (n =2) e o

quarto estado excitado (n = 4), onde usamos mp =e=a=B=s=u=1,0 =3, n1=1/2,
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Figura 25: Gréfico de |EX ()| versus o para trés diferentes valores de n.

a=1/2,w=0.1em;=1/2. De acordo com esta Figura, vemos que as energias da particula e
antiparticula aumentam com o aumento de n (como deve ser), onde as energias da particula sd@o
muito maiores, porém, a fun¢io de § é aumentar as energias da particula (quase de forma linear)
e diminuir as da antiparticula. Dessa forma, quanto mais rapido a CC girar, maiores sao as ener-
gias da particula e menores as da antiparticula, respectivamente. Agora, comparando o segundo
cendrio com o terceiro, verificamos que as energias da particula (antiparticula) com os maiores
valores sdo para o terceiro (segundo) cendrio. A titulo de ilustracdo, a energia da particula para
B =1 do segundo cendrio é aproximadamente 3 enquanto que a do terceiro cenario é aproxi-
madamente 10 (ou seja, a energia da particula € no minimo trés vezes maior quando temos um
referencial girante envolvido). Além disso, a energia da antiparticula para f = 1 do segundo
cendrio € aproximadamente 0.5 enquanto que a do terceiro cendrio € aproximadamente 0.15
(ou seja, a energia da antiparticula € no minimo trés vezes menor quando temos um referencial
girante envolvido).

Ja na Fig. ¢ mostrado o comportamento das energias da particula e antiparticula
em funcdo de o para o estado fundamental (n =0), o segundo estado excitado (n = 2) e o quarto
estado excitado (n =4), onde usamos my=e=a=B=s=u=1,0=3,1=1/2,a=3=0.1
(deve satisfazer Bw < 1 e ovw < 1) e mj = 1/2. De acordo com esta Figura, vemos que as
energias de ambas as particula e antiparticula aumentam com o aumento de n (como deve ser),
onde a diferencga de energia (entre os niveis) diminui (AE,, — 0) para a particula e é praticamente
constante (AE, ~ const.) para a antiparticula a medida que @ aumenta. Entdo, a medida que
o aumenta vemos também que as energias da particula diminuem enquanto as da antiparticula
aumentam. Dessa forma, quanto mais rdpido o referencial girar, menores sdo as energias da

particula e maiores as da antiparticula, respectivamente.
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Figura 26: Gréfico de |EX(B)| versus B para trés diferentes valores de n.
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Figura 27: Griéfico de |EX ()| versus o para trés diferentes valores de n.

Por outro lado, também € interessante analisar (rapidamente) o grafico das energias
do EHQ em (2+1) e (3+ 1)-dimensdes, cujos espectros sdo dados pelas expressdes (6.20)
e (6.21). Nosso intuito com isso € saber como uma dimensdo espacial “extra” (eixo-z) afeta o
comportamento das energias em funcao do campo magnético e da velocidade angular. Portanto,
usandomg =e =p, =u=1,n=0,1,2 (trés estados quanticos) e ® = 0.1, obtemos a Fig. 28]
onde mostra o comportamento das energias da particula em funcdo do campo magnético para
D=2+1eD=3+1 (D representa a dimensao total do espaco-tempo), com yy =1, >0
(sendol =1)eyy =1+ <O0(sendo y4 =14 = —1).

De acordo com a Fig. [28] vemos que para ambos os casos, (a) e (b), as energias
aumentam com o aumento de n (como deve ser) e podem aumentar ou permanecer constante

em funcdo de B. Por exemplo, na Fig. 28}(a) vemos que o estado fundamental é uma constante
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Figura 28: Gréfico de E," (B) versus B para trés diferentes valores de n com ¥y =1, >0 (a) e
Yy =1 <0(b).

(independe do valor de B), enquanto que os estados excitados jd ndo sdo, ou seja, aumentam em
funcdo de B (assim como acontece com todos os niveis de energia da Fig. 28}(b)). Além disso,
a dimensao do sistema afeta os niveis de energia dependendo do estado quantico analisado. Por
exemplo, vemos na Fig. 28}(a) que a energia do estado fundamental é maior para o caso D =
3+ 1, enquanto que na Fig. [28}(b) sdo praticamente iguais independentemente da dimensao do
sistema (linhas vermelhas sélida e tracejada se sobrepdem para B > 1). No entanto, comparando
28}(a) com [28}(b), vemos que as energias dos estados excitados sdo maiores para o caso D =
2+ 1 (ou seja, os estados excitados tem mais energia no “mundo bidimensional ao invés do
mundo tridimensional”), onde todos os estados tem mais energias para ¥, = [, < 0 (momento

angular negativo).
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Na Fig. € mostrado o comportamento das energias da antiparticula em fun¢do do
campo magnético, onde usamosmyg=e=B=p,=u=1,n=0,1,2, 7. =1, >0(sendo [ = 1)
e ¥+ =1y <0 (sendo y; = 1[4 = —1). De acordo com esta Figura, vemos que ha semelhancas
e diferencas com o caso da particula. Por exemplo, similar ao caso da particula, vemos na
Fig. 29(a) que o estado fundamental é uma constante (independe do valor de B), enquanto
que os estados excitados ndo sdo, ou seja, aumentam em fung¢do de B (assim como acontece
com todos os niveis de energia da Fig. 29}(b)). Além disso, comparando [29(a) com [29}(b),
vemos que todos os estados também tem mais energias para ¥y = [y < 0 (momento angular
negativo). Agora, diferentemente do caso da particula, aqui todas as energias sdo maiores para
o caso D =341 (ou seja, todos os estados tem mais energia no “mundo tridimensional ao invés
do mundo bidimensional™).

Na Fig. € mostrado o comportamento das energias da particula em funcio da
velocidade angular, onde usamos my =e=B=p,=u=1,n=0,1,2, v, =1, > 0 (sendo
Iy =1 ey =1y <0 (sendo y; =1, = —1). De acordo com esta figura, vemos que para
ambos os casos, [30F(a) e [30F(b), as energias aumentam com o aumento de n (como deve ser)
e podem aumentar ou diminuir em funcdo de w de acordo com a dimensdo do sistema, ou
seja, as energias aumentam para o caso D = 2+ 1 e diminuem para o caso D = 341 (neste caso
diminuem até serem “nulas” para certos valores de @). Além disso, a diferenca de energia (entre
os niveis) aumenta para o caso D =2+ 1 e permanece constante para o caso D =3+ 1 a medida
que ® aumenta. Ja na Fig. ¢ mostrado o comportamento das energias da antiparticula em
funcao da velocidade angular, onde usamos mp =e=B=p,=u=1,n=0,1,2, 7, =14 >0
(sendo Iy =1)e y+ =14 <0 (sendo ¥, =1y = —1). De acordo com esta figura, vemos que
as energias podem aumentar ou diminuir (uma “anomalia”) com o aumento de n, ou seja, as
energias sempre aumentam para o caso D = 3+ 1 e aumentam (0 < ® < 0.4) ou diminuem

(0 > 0.4) para o caso D = 2+ 1 (neste caso as energias do primeiro e segundo estado excitado

sdo praticamente as mesmas, ou seja, |[E; (o) ~ |[E; (w)]). Além disso, as energias podem
aumentar, diminuir ou serem constantes em funcao de @ de acordo com a dimensao do sistema.
Por exemplo, para D = 3 + 1 as energias sempre aumentam (linearmente) em funcido de w,
enquanto que para D = 2+ 1 a energia s6 aumenta (linearmente) em fun¢ao de @ para o estado
fundamental com y; = [y > 0 (momento angular positivo). Neste ultimo caso, as energias
dos estados excitados diminuem entre 0 < @ < 3 e logo depois tendem a um valor constante a
medida que @ aumenta (isso também acontece para 7, = [ < 0, como mostrado em 3T}(b)).
Agora, vamos focar nossa aten¢ao na forma do spinor de Dirac NC (espinor curvo
nao-inercial) para os estados ligados relativisticos do EHQNC (e depois analisar rapidamente a

densidade de probabilidade). No entanto, devemos nos atentar quando a forma do spinor R, no

qual é escrito como R = p~%f, onde definimos & = w <0(t=1-mpyw.0/4 >0). Desse
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Figura 29: Grifico de |E,; (B)| versus B para trés diferentes valores de n com y, =/ >0 (a) e
v =1 <0 (b).

modo, fazendo o uso de um “mapeamento” em (5.18) onde 7i; — m;j, Q — Q, (pois depende

de E,) e f, — f,, implica que o spinor R toma a seguinte forma

28 myQ p?

_ _ | = = 5 _
_ Co(moSy) = plTl-ae 5 LT (o, p?)

R(p) = Pl g g
i(j’,(mofz,)w;lph’*'_“e_ = LLM(mQQ,pz)

(6.22)

Para achar as constantes de normalizagdo Cy, podemos usar a relago (5.19). Desse

modo, temos (em termos da varidvel 7 = mQ, p2)

1T 2 aimolg 57,12 R ST
50 / [(m%)“‘lcif'ﬂ"“e—’ [L,'Z*'(f)] + (mpQ_ )1 C P I=ae T [L,'f'(f)] }d?:l.
0
(6.23)
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Consequentemente, temos duas expressoes a serem resolvidas, dadas a seguir

1 - A a1 [ e —F [y 1] = 21
S a(mo2-) /0 Flrl-a, [Ln (r)} dF ==, (6.24)
e
1= = val [T ar—a—F [l . ]
EC_a(mOQ,) /r” e [L,, (r)} a’r:a (6.25)
0

De acordo com a Ref. [437]], as expressdes acima podem ser resolvidas usando a
seguinte formula geral para a integracdo do produto de dois polindmios de Laguerre associados
a—Db a—b a+k

/ e L (LY (x)dx = (—1)""'T(a+1) Y . (6.26)
0 k n—k n'—k k
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é o coeficiente (nimero) binomial.

Entdo, chamando a = |¥,| — &, b = b/

reescrita como

/Oooxh‘/ulaex [Ll'%(x)]zdx T(nl—a+ 1)2

CTk+1D)T(n—k+1)

n—k

|7u|_0_5+k
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(6.27)

= |¥u| e n =1, a integral (6.26) pode ser

(6.28)



94

No entanto, o primeiro coeficiente binomial deve satisfazer duas condi¢des de acordo

com os valores de k, que sdo

~ (—)! )
( —a ) _ ) wiaarnr S€ k> mn; (6.29)
n—k 0, se k < n.

Desse modo, implica que nossa integral toma a seguinte forma

o _ n _ 2 s im A
J e W“<X>]2dx=”'7“"6‘“),§)(<n_k>!i—a)in+k>!) ((g(u”o:/;?v)
(6.30)

=]

Por outro lado, o somatério acima possui o seguinte resultado [448,449]

L (—a)! 2wl -+ (@) N T
k;)((n—k)!(—a—wk)!) < k(7 —a)! ) - (m(—a—n)!) stala b, b 1),
(6.31)

onde 3F>(ay,az,as3;by,by;1) é a fungdo hipergeométrica generalizada e é dada como segue

w L(pta)) L(p+ay) L(ptas)

. 1Y I(a;)) T(a) Tl(a3)
3F2(a17a27a3’b17b2’1) — Z F(p+b1)r(p+b2) F(p—f—l)’ (632)
P=0" TT®) T

sendo a; = |Y,|—a+1,ay =a3 = —neb; =by = —& —n-+ 1, respectivamente. Em particular,
supondo que & = 0,=£1 e |¥,| = |m| (m = m;), obtemos exatamente os resultados da Ref. [437].

Portanto, temos as seguintes constantes de normalizacdo para o terceiro cendrio

(mOQi)l_a

C. = >0, (6.33)

oot (R N g .
oy —a)! (W) sk (ay,az,a3;b1,b2;51)
onde fizemos a; — af (pois depende de u = +1). Explicitamente, as trés primeiras constantes

(paran =0, 1,2) sdo dadas a seguir (usaremos isso na densidade de probabilidade)

_ (moQi)l_a

Co+r =\ —Fc—"— 6.34

"=\ - )l ©39
_ (meQy )2 (mpQy)! @ ~2
Ci.= _ _ - _ - ~~ - — - _ , (@ =0),
14 \/a<m|—a>!<m|+a2—a+1> AR AR N

(6.35)

_ 0., )1
G+ = \/ (mof2)

(| ¥ — 0N (44 2|7 > + 6|7 | — 60+ 702 — 203 + o — 4|7 |0+ 4| 7| &%) /4

Q

(mpQy )1~ o
=a =0a" ~0)(6.36
\/“(’7i|_5‘)’(4+2|7i!2+6(\7il—60—4\%:!&)/4’ (07 =0"=0a"~0)(6.36)
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onde usamos o fato de que fw < 1 (ou @ < 1).

Consequentemente, o spinor curvilineo (3.17/)) sera escrito como

Q ¥4 |+1—0 5 A 7m0(_2+p2 Y, —
: o —a (("—12)!”2 " plFl=ae= "5 [ (moQ , p?)
I_VNC B el(mj9—Ei) 0‘(|7+‘*0‘)!<m> 3P (a) ,a2,a33b1,b2:1)
¢ - N - 5 52
V21 . QI l+1-a o mp@p? o _
1 - - ((nj(;)' ) 5 - p|77‘ xp 5 L|n7 ‘(mOQ—pZ)
(17 1-8)! (5l ) sPalar @ .asibrbosl)

(6.37)
Portanto, como ‘P%C =e 2 l/'/]CV € (ndo confudir com o spinor adjunto, dado por

¥, = ‘Pz)}/o [1]), obtemos o seguinte spinor de Dirac normalizado

O )T+ . g _m2ep® |y A
(o) P10 plT =0 " 1T (06 L 52)
PNC _ —iEt 27+ 1-@)! (73 ) 3Faa an.asibr bost)
D = e _ _ _ mpQ 2 v
i (’"OS,L)W}‘H - -0l T-1=0 =" [l 0 & p2)
2na(\7,|—a)!(%) 3P (ay az,a33b1,b;1)
(6.38)

ou ainda (inserindo a parte temporal em cada componente spinorial [176])

7 12 . = mpQap? 5 -
(m<)§_-)-+')m2|+1 ’ e (1 @—Et) p|Te[ o= 052 LL7+|(mOQ+p2)
GNC 2ma(|74|-@)! (e ) sPa(af @ .asibrbsl)
. AR (o p—E_1) |7 | =~ "% 7| s
i (mOSZT) 5 el(?’f(l’ Eft)ph'*' ) 2 L,Ly |(I’I1()Q7p2)
2na(|77,|—d)!<n!<(:gl'n>,> 3P (ay ,az,a33b1,b231)

(6.39)
onde deve satisfazer as seguintes condi¢des de contorno para ser uma solucdo fisicamente
aceitavel

PR (p = 0) =Fp(p — =) =0, (6.40)

com |},|—a >0, sendo ¥, = (bm;/ ot —su/2+ BE,/ot). Em particular, na auséncia do referen-
cial girante (@ = 0) obtemos exatamente o spinor de Dirac no espago-tempo da CC girante, dado
por (5.24). Neste caso, o resultado da integral (6.30) € simplesmente I'(n+ |§,|+ 1)/T'(n+1).
Agora, vamos discutir rapidamente o comportamento da densidade de probabilidade
para diferentes valores de n, m; (m; > 0), B, «, B e ». Entdo, como a expressio para a densidade

de probabilidade e dada da seguinte forma

P(p) = Fu,(p) = (W) WU = RN p)R(p) = _[F(p) + PPl (641)
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implica que

_ _ _ - - _ 2
P = 5 p2(|Y+|*a)efmoQ+P2 [LLY+‘(WOQ+P2)]

2

p2(|77,|765)efm05_2,p2 [L',?‘(moﬂ,pz)]
(6.42)

No entanto, diferentemente do cendrio anterior, aqui o espectro E, depende de s e u
mesmo para L > 0 (ou m; > 0) e, portanto, implica que a densidade de probabilidade também
depende de s e u uma vez que E, estd presente tanto em %, quanto em Q, (o que deixa o
problema muito mais sutil do que o do cendrio anterior). Entdo, vamos usar como base as
informagdes que foram usadas para construir o grafico da Fig. porém, com B = 1.25 (mesmo
do cendrio anterior) e u = 1. Com isso, obtemos a Fig. onde mostra o comportamento
da densidade de probabilidade para o estado fundamental (n = 0) e os dois primeiros estados
excitados (n = 1,2) param; =1/2,3/2.

De acordo com a Fig. [32}(a), vemos que a densidade de probabilidade (picos méxs.)
diminui com o aumento de n (P,—g > P,—; > P,—») e possui um valor aproximadamente igual
para os trés estados quanticos no intervalo (regido) entre p =0e p =2 (P—g ~ P,—1 =~ P,»).
Agora, de acordo com a Fig. [32}(b), vemos que a densidade de probabilidade (picos maxs.) se
comporta de uma forma um tanto diferente (uma “anomalia”) da Fig. 32}(a), ou seja, a den-
sidade de maior valor é para n = 2 enquanto a de menor valor é para n = 1, onde o estado
fundamental tem um valor intermedidrio, logo, temos P,—» > P,y > P,_;. Além disso, com-
parando [32}(a) com 32}(b), vemos que a densidade de probabilidade (picos mdxs.) se afasta
da origem a medida que m; aumenta. Agora, comparando os trés cendrios (Figs. E], e ,
verificamos que a densidade de probabilidade com os maiores valores € para o primeiro cendrio.

Na Fig. [33] ¢ mostrado o comportamento da densidade de probabilidade para quatro
diferentes valores de campo magnetico (1 < B < 4), onde usamosmg=e=a=0=1n=s5=1,
B=w=0.1 a=1/2,n=0em;=1/2 (ou seja, as mesmas informagdes usadas na Fig.
com u = *+1). De acordo com esta Figura, vemos que a densidade de probabilidade aumenta a
medida que B aumenta (onde Pg_> 50 > Pg—>.00 > Pp—1.50 > Pp—1.15) € seus valores tendem a
se concentrar cada vez mais em p ~ 1 (formando entdo uma “delta de Dirac”) ou mais perto da
origem. No entanto, a densidade para B = 1.15 € quase nula em todo o intervalo (regido). Agora,
comparando os trés cendrios (Figs. [0} [[7] e [33), verificamos que a densidade de probabilidade
com 0s maiores valores € para o primeiro cendrio.

Na Fig. € mostrado o comportamento da densidade de probabilidade para quatro
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Figura 32: Grafico de P(p) versus p para trés diferentes valores de n com m; = 1/2 (a) e
mj=3/2(b).

o
ot

diferentes valores do parimetro @, onde usamos my =e=a=B=s=1,0=3,1=1/2,
B=w=0.1,n=0emj=1/2 (ou seja, as mesmas informagdes usadas na Fig. com u==l1).
De acordo com esta Figura, vemos que a densidade de probabilidade pode aumentar ou diminuir
em fun¢do de o, ou seja, a densidade aumenta a medida que ¢ diminui de 1 para 0.6 (atingindo
um valor/pico méaximo) e diminui para o abaixo de 0.6 (onde Py_g¢ > Py—08 > Py—1.0 >
Py—0.4). Agora, comparando o segundo cenario com o terceiro (Figs. [18|e , verificamos que
a densidade de probabilidade com os maiores valores € para o terceiro cendrio.

Na Fig. [35] é mostrado o comportamento da densidade de probabilidade para quatro
diferentes valores do parimetro 3, onde usamos my =e=a=B=s5s=1, 0 =3, 1 =1/2,

w=01,0=1/2,n=0¢ mj = 1/2 (ou seja, as mesmas informagdes usadas na Fig.
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Figura 33: Gréfico de P(p) versus p para quatro diferentes valores de B.

com u = +1). De acordo com esta Figura, vemos que a densidade de probabilidade diminui em
funcéo de 3, ou seja, quanto mais rapido a CC girar menor € a densidade de probabilidade (onde
Pg_oo > Pg_o1 > Pg_gp > Py—03). Agora, comparando o segundo cendrio com o terceiro
(Figs. [19)e[35)), verificamos que a densidade de probabilidade com os maiores valores é para o
segundo cendrio.

Ja na Fig. € mostrado o comportamento da densidade de probabilidade para
quatro diferentes da velocidade angular @, onde usamos my =e =a=B=s=1, 0 = 3,
n=1/2,a =B =0.1,n=0em;=1/2 (ou seja, as mesmas informagdes usadas na Fig.
com u = £1). De acordo com esta Figura, vemos que a densidade de probabilidade diminui
a medida que ® aumenta (onde Py—o 1 > Py—02 > Py—03 > Py—o.4) € seus valores tendem a
se afastar cada vez mais da origem, ou seja, quanto mais rdpido o referencial girar, menor a
probabilidade de encontrar a particula perto da origem. De fato, isso € plausivel uma vez que a

for¢a centrifuga é uma “forca” que expulsa a particula da origem (como deve ser).

6.2 Limite nao-relativistico

Para analisar o limite ndo-relativistico do espectro relativistico, ndo podemos usar
apenas a prescri¢ao padrdo dos cendrios anteriores. Aqui, devemos fazer uma pequena “corre¢ao”
nesta prescricao devido ao referencial girante, ou seja, considerar o parametro b, onde E ~
b(my+ €), com mo > €, my > E,, mo > Eg € my > E (ou mg > o). Portanto, usando esta
prescri¢do no espectro (6.17), obtemos o seguinte espectro nao-relativistico (niveis de Landau

nao-relativisticos) para 0 EHQNC com MMA para uma particula de spin-1/2 em um referencial
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Figura 34: Gréfico de P(p) versus p para quatro diferentes valores de .

girante no espaco-tempo da CC girante

[Ea +Ep—Eg+TA®Ng + @aw]

Eplsu= S , (6.43)
999y |L|+L
1o (5]

onde

_ 5 IL|+L = vT

Eq =b"myw B ol >0, E,=bE;, >0, Ep =20000N,, >0, b= 1+ Bw, (6.44)
e

_ i |L|+L _ i |L|+L _ suo

Em particular, na auséncia do referencial girante (@ = 0), obtemos exatamente o
espectro nao-relativistico no espago-tempo da CC girante, dado por (5.28). Agora, ignorando
o ultimo termo em , que € o mesmo que considerar Mg ~ m(z), e na auséncia do espago
de fase NC (6 = n = 0), do MMA (E,, = 0) e da CC girante (¢ =1 ¢ B =0), com m; < 0
e s = +1 (sem spin), obtemos o espectro do EHQ nio-relativistico em um referencial girante
para elétrons, cujo espectro é dado por g, = h(@. —2m)(n+1/2) > 0 [258,]260]. No entanto,
diferentemente de [258,260]], o nosso espectro ainda permanece valido mesmo para B = 0, ou
seja, a frequéncia angular Q em nao € zero para B = 0, como acontece em [258,260].

Além disso, notamos também que o espectro possui algumas semelhancas e
diferencas (mais semelhancgas do que diferengas) com o caso relativistico (espectro (6.17)). Por

exemplo, semelhante ao caso relativistico, o espectro ((6.43))
b
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s6 admite estados de energia positiva (€, 7 ,, > 0);

tem sua degenerescéncia quebrada devido a o, onde L > 0 permite obter o espectro

méximo (depende de @ e B) e L < 0 0 espectro minimo (também depende de a e §);
aumenta em fungdo de n e m;;

aumenta em func¢do de B e diminui em funcdo de ®, ou seja, quanto maior o campo

magnético e menor a rotacao do referencial, maiores as energias;
possui maiores energias quando a energia magnética € diferente de zero (E,,;, # 0);

permanece quantizado (discreto) mesmo na auséncia do campo magnético (B = 0) e do

momento NC (1 = 0), onde tal espectro depende de E,.
No entanto, diferentemente do caso relativistico, o espectro (6.43)

depende linearmente das energias E,,, Ey e Eq.
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7 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Nesta tese, investigamos as solu¢des de estado ligado do EHQNC com MMA em
trés diferentes cendrios relativisticos, a saber: o espago-tempo Minkowski (caso plano inercial),
o espago-tempo da CC girante (caso curvo inercial) e o espaco-tempo da CC girante com efeitos
ndo-inerciais (caso curvo nao-inercial). Portanto, trabalhamos em dois diferentes backgrounds
relativisticos, onde um € exclusivo da TRE (espago-tempo de Minkowski) e o outro da TRG
(espago-tempo da CC girante), ambos em (2 + 1)-dimensdes. Em particular, nos dois primei-
ros cendrios o referencial do sistema € inercial enquanto que no terceiro € nao-inercial (hd um
referencial girante no espaco-tempo da CC girante). Dessa forma, investigamos as solugdes de
estado ligado sob a influéncia de efeitos topoldgicos ou de curvatura, efeitos ndo-inerciais e de
efeitos NCs, respectivamente. Com respeito as solucoes, focamos nossa atencao principalmente
nas autofuncdes (spinor de Dirac de duas componentes € a fun¢do de onda de Schrodinger)
e, em especial, nos autovalores de energia (espectro de energia ou niveis de Landau). Além
disso, também analisamos em detalhes a densidade de probabilidade (caso relativistico). Para
alcancar tais solugdes, usamos a EDNC em coordenadas polares com acoplamentos minimo e
nao-minimo, onde consideramos (diferentemente da literatura) uma CC com um spin nao-nulo
e também a NC das posicdes. Porém, para resolver analiticamente a nossa equacao diferencial
também para o terceiro cendrio, consideramos duas aproximacdes: a primeira € que a veloci-
dade linear do referencial girante € muito menor que a velocidade da luz e a segunda € que o
acoplamento entre o spin da CC e a velocidade angular do referencial girante é muito fraco.

Nossas principais conclusdes para cada cendrio podem ser resumidas a seguir:

* Primeiro Cenario: Apds resolver uma equacao diferencial de segunda ordem, verificamos
que o spinor de Dirac € escrito em termos dos polindmios de Laguerre associados e que
o espectro relativistico depende da energia magnética E,,, dos nimeros quanticos n e m;,
dos parametros de spin s e spinorial u, da frequéncia ciclotron w, e dos parametros NCs 0

e 1, onde tais parametros permitem definir duas “frequéncias angulares NCs”: wg =
n

my®

qual satisfazem: @, # Wy € W # Wy, ou seja, ndo hd “estados de ressonincia” no sis-

m()9
€ (X)r' -

sendo wy a frequéncia NC de posi¢do e @y a frequéncia NC de momento, no
tema (@, ndo pode “oscilar” com o mesmo valor de Wy € @y). Além disso, o espectro €
assimétrico (as energias da particula e antiparticula sdo diferentes), depende linearmente
de E,, (uma energia gerada pela interacio do MMA com o campo magnético B), pode ser
finitamente ou infinitamente degenerado, aumenta em fungio de n e m; para m; > 0 ou

em fungdo de apenas n para m; < 0 (no caso da antiparticula temos pequenas excegdes
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ou “anomalias”, ou seja, AE, < 0), onde as energias da particula sdo sempre maiores
que as da antiparticula, a funcdo do MMA € aumentar (diminuir) as energias da particula
(antiparticula), as energias da particula podem aumentar ou diminuir em funcao de B en-
quanto as da antiparticula podem aumentar, diminuir ou até serem ‘“nulas”, a funcdo de 6
e 1 € aumentar as energias e o espectro ainda permanece quantizado mesmo para B = 0.
Comparando o espectro com a literatura, notamos que na auséncia do espacgo de fase NC
(6 = n = 0) obtemos o espectro do EHQ relativistico com e sem o MMA, para o caso
massivo (mg # 0) e ndo-massivo (my = 0). Ja para 8 = E,;, = mg = 0, obtemos o espectro
“relativistico” do EHQ para o grafeno NC (1 # 0) e usual (n = 0). Portanto, o nosso
espectro relativistico generaliza varios casos particulares da literatura. Com respeito a
densidade de probabilidade, notamos que ela pode ser nula ou nao-nula na origem: para
mj = 1/2 temos um valor nio-nulo e para m; = 3/2 um valor nulo. Além disso, ela di-
minui com n e m; crescente, aumenta com B crescente € pode aumentar ou diminuir com
0 e n crescente. Ja no limite ndo-relativistico, obtemos o Hamiltoniano de Schrodin-
ger NC que depende de dois Hamiltonianos: um tipo-OHQNC e o de Zeeman NC (este
depende de dois MDMs: o orbital e andmalo). Similar ao caso relativistico, o espectro
nao-relativistico sé admite energias positivas, depende linearmente de E,; (cuja fungdo é
aumentar as energias), possui uma degenerescéncia finita ou infinita, aumenta em fungao
de n e m;, ndo admite “estados de ressonancia” e permanece quantizado mesmo para
B = 0. Porém, diferentemente do caso relativistico, o espectro nao-relativistico nao ad-
mite um estado fundamental independente de 8, 11 e ®.. Além disso, 0 nosso espectro

nao-relativistico também generaliza varios casos particulares da literatura.

Segundo Cendério: Apds fazer um mapeamento entre a equagao diferencial deste cenario
com a do primeiro (ambas sdo bem similares), obtemos o espectro relativistico no qual
depende da energia magnética topoldgica ou energia topoldgica E, (surge devido ao aco-
plamento entre o campo magnético e o spin da CC), do nimero quantico magnético to-
polégico L = L(ct) =m; — %, sendo o o parametro topolégico ou de curvatura da CC,
e do parAmetro rotacional 3 (depende do spin da CC). Em particular, na auséncia da CC
girante (¢ = 1 e B = 0), obtemos exatamente o espectro no espago-tempo de Minkowski.
Porém, aqui o espectro ndo uma func¢do linear da energia magnética E,, e sua degene-
rescéncia € quebrada devido a . Quanto aos valores de L, notamos que para L > 0
(m; > 0) o espectro depende tanto de ¢ quanto de 3, onde tais parametros tem a fungao
de aumentar (diminuir) as energias da particula (antiparticula). Ja para L <0 (m; <0), 0
espectro ndo depende nem de o e nem de B (é como se o EHQNC “vivesse no espago-

tempo de Minkowski”). Além disso, as energias aumentam em fungdo de n e m;, onde
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as energias da particula sdo sempre maiores que as da antiparticula, a funcao do MMA ¢é
aumentar tanto as energias da particula quanto as da antiparticula (diferentemente do pri-
meiro cendrio) e as energias da particula (antiparticula) aumentam (diminuem) em funcao
de B. Entdo, comparando os graficos de E vs. B dos dois cendrios (com MMA), notamos
que as energias sdo maiores para o segundo cendrio. Com respeito a densidade de pro-
babilidade, notamos que ela é sempre nula na origem independentemente dos valores de
m;. Além disso, ela aumenta com B crescente e & decrescente (aumento da curvatura),
e diminui com n, m; e B crescente. Entdo, comparando as densidades de probabilidade
dos dois cendrios em fungdo de n, m; e B, notamos que as densidades sdo maiores para
o primeiro cendrio. Ja no limite nao-relativistico, obtemos um espectro ndo-relativistico
também para um particula com spin-1/2 (“particula de Pauli”’). Ou seja, neste caso nao
€ possivel converter o nimero quantico topoldgico L em m; devido a presenca de . Em
particular, na auséncia da CC girante (o = 1 e B = 0), obtemos exatamente o espectro
no espacgo Euclidiano. Entdo, similar ao caso relativistico, o espectro ndo-relativistico s6
admite energias positivas, tem sua degenerescéncia quebrada, aumenta em fungdo de n,
mj, B, oce B e seus valores sdo maiores na presenca do MMA. Porém, diferentemente do

caso relativistico, o espectro nao-relativistico depende linearmente das energias E,,, e E.

Terceiro Cendrio: Apds fazer o mesmo procedimento do segundo cendrio, ou seja, um ma-
peamento entre as equagdes diferenciais de ambos os cendrios, obtemos o espectro rela-
tivistico no qual depende da energia rotacional E (€ uma func¢do linear da velocidade an-
gular @), do nimero quéntico magnético topolégico ndo-inercial L = L(ot) = bm; — e,
sendo b = 1 + B o parAmetro ndo-inercial (surge devido ao acoplamento entre o spin da
CC e a velocidade angular), da massa topoldgica nao-inercial M (surge devido ao acopla-
mento entre o spin do férmion e a velocidade angular), da energia magnética ndo-inercial
E,, = bE,, e da energia magnética topoldgica ndo-inercial E, = bE,. Em particular, na
auséncia do referencial girante (@ = 0), obtemos exatamente 0 espectro no espaco-tempo
da CC girante. No entanto, aqui o espectro ainda depende de & e 8 mesmo para L < 0
(m; < 0), onde o tem a fun¢do de aumentar as energias da particula e antipaticula en-
quanto 3 tem a fun¢do de aumentar (diminuir) as energias da particula (antiparticula).
Entdo, comparando os graficos de E vs. & do segundo e terceiro cendrio, notamos que
as energias da particula (antiparticula) sdo maiores para o segundo (terceiro) cendrio. Ja
para os graficos de E vs. B, notamos que as energias da particula (antiparticula) s3o mai-
ores para o terceiro (segundo) cendrio. Além disso, as energias aumentam em fungdo
de n e m; (no caso da antiparticula temos pequenas exce¢des ou “anomalias”, ou seja,

AE, < 0), onde as energias da particula s3o sempre maiores que as da antiparticula, a
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funcao do MMA ¢é aumentar (diminuir) as energias da particula (antiparticula), as ener-
gias da particula aumentam em funcao de B enquanto as da antiparticula podem aumen-
tar, diminuir ou até serem “nulas” e a funcdo de @ € diminuir (aumentar) as enegias da
particula (antiparticula). Entdo, comparando os graficos de E vs. B dos trés cendrios (com
MMA), notamos que as energias da particula (antiparticula) sao maiores para o segundo
(primeiro) cendrio. Com respeito a densidade de probabilidade, notamos que ela também
€ sempre nula na origem independentemente dos valores de m;. Além disso, ela aumenta
com B crescente e o decrescente, e diminui com n, m; (ha uma “anomalia” param; =3 /2)
e B crescente. Entdo, comparando as densidades de probabilidade dos trés cendrios em
fungdo de n, m; e B, notamos que as densidades sdo maiores para 0 primeiro cenario.
Agora, comparando as densidades de probabilidade dos dois tltimos cendrios em funcao
de o e B, notamos que para o as densidades sdo maiores para o terceiro cendrio enquanto
para 3 sdo para o segundo. Por outro lado, a densidade de probabilidade diminui em
fun¢do de w, onde seus valores tendem a se afastar cada vez mais da origem (um efeito
da forca centrifuga). J4 no limite ndo-relativistico, obtemos um espectro nao-relativistico
também para uma particula de spin-1/2, onde tal espectro possui algumas semelhancas
com o caso relativistico, ou seja, s6 admite energias positivas, tem sua degenerescéncia
quebrada, aumenta em fung¢do de n, m; e B, onde seus valores sdo maiores na presenca
do MMA e diminui em funcdo de w. Porém, diferentemente do caso relativistico, o es-
pectro ndo-relativistico depende linearmente das energias E,, e E,. Em particular, na
auséncia do referencial girante (w = (), obtemos exatamente 0 espectro no espago-tempo
da CC girante. Por ultimo mas ndo menos importante, na auséncia do espaco de fase NC
(6 =n =0),do MMA (E,, = 0) e da CC girante (o = 1 e 8 = 0), obtemos o espectro do

EHQ nao-relativistico em um referencial girante (um caso particular da literatura).

Como perspectivas para futuros trabalhos baseados nesta pesquisa, podemos propor

0s seguintes topicos:

calcular as propriedades termodidamicas dos dois primeiros cenarios;

trabalhar em outro espaco-tempo curvo, tal como o espaco-tempo de Godel e tipo-Godel

(ja existe tal espaco-tempo na presenca de uma CC estatica e sem efeitos ndo-inerciais);
incluir termos na EDNC que violam a simetria de Lorentz;

trabalhar em outro cendrio tal como o cendrio de comprimento minimo (é um tipo de

principio da incerteza de Heisenberg generalizado);

incluir o potencial do OD.
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APENDICE A - A EQUACAO DE DIRAC

Em 1928, Dirac propds uma equacgado de onda relativistica que descreve com sucesso
a dindmica quantica (relativistica) de particulas massivas de spin-1/2. No Sistema Internacional
(SI), a ED na forma originalmente proposta por Dirac € escrita no espaco-tempo de Minkowki
(3+1)-dimensional como (equagao tipo-Schrodinger) [[1-6}/14]

IW(7.1)

ih
! ot

:HDlP(?J)? (A.1)
onde

3
Hp = Hy = Hjjyye = cG- P+ Bmoc® = c) oipi + Bmoc?, (cip; = o'p' = —aip'),
i=1

3 d
= ihc oci8,~+/3moc2, (& = —) ,
i=1 o’
= —ilicB -V +Bmoc?, (0 = a'd’ = —a-V),

(A.2)

sendo Hp o Hamiltoniano de Dirac para uma particula livre de massa de repouso my (neste caso
o Hamiltoniano de Dirac € chamado de Hamiltoniano de Dirac livre ou sem interac¢ao), os coefi-
cientes & = (a!, 02, a%) = (—a1, — 0, —3) = (&, Oy, ;) € B sdo as matrizes de Dirac (matri-
zes alfa e beta), p = (p', p?, p?) = (—p1,—p2, —p3) ou simplesmente j = —ihV = (Pxs Pys P2)
€ o operador momento tridrimensional (ou trivetor momento numa linguagem relativistica),
cl - p é a energia cinética ou termo cinético, Bmgc? (ou somente moc?) é a energia de re-
pouso, ¢ é a velocidade da luz no vdcuo, h a constante de Planck reduzida (h = h/27) e
¥ = (¥, ¥,, 3, ¥4)" € C* é o spinor de Dirac de quatro componentes, no qual é expresso
por uma matriz/vetor coluna de quatro elementos, respectivamente. Para Dirac, uma equagao
relativistica (ou um Hamiltoniano relativistico) para o elétron (por exemplo) deveria ser linear
na derivada temporal e também nas derivadas espaciais, colocando assim tempo e espaco em
pé de igualdade (igualdade de coordenadas espaciais e temporais como a relatividade requer).
Consequentemente, 1sso eliminaria o problema da densidade de probabilidade negatica (ndo
positiva definida) gerada pela EKG quando aplicada ao elétron (na verdade soube depois que a
EKG nio é adequada para os elétrons, mas somente para particulas de spin-0 ou sem spin).

No entanto, para a ED ser realmente consistente (fisicamente falando), ela deve

reproduzir a relacdo energia-momento (relacdo de dispersao relativistica), ou mesmo a EKG,
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cuja expressio é dada por: E? = p>c? + m%c4 (a EKG € obtida simplesmente substituindo E por

ih% e p por —iﬁ%). De fato, ela reproduz, no qual basta elevar ao quadrado o Hamiltoniano

Hp (HI% = PP+ m%c“) [450]], onde um “preco a se pagar” por isso (ED linear no tempo e no

espaco) é que as matrizes & e 8 devem satisfazer as seguintes relagdes (da Algebra de Clifford)

{oi, 0} = oo+ ooy = 26;j1axa (i, = 1,2,3),
{0i,B} = 0 +Ba; =0,
aiz :Bz :I4><4;
(X; = o, ﬁT :[37

trog; = trff =0,

(A.3)

(A.4)
(A.5)
(A.6)

(A7)

onde as duas primeiras relagdes significam que as matrizes alfa anticomutam entre si e também

com a matriz beta, a terceira relacdo significa que alfa e beta sdo matrizes unitdrias, a quarta

relacdo significa que alfa e beta sdo matrizes Hermitianas e a quinta relacao significa que alfa e

beta possuem traco nulo (soma dos elementos da diagonal principal sd@o nulos), respectivamente.

Entdo, na representacdo de Dirac (representacio padrdo), as matrizes & e 3 sdo

escritas em termos das matrizes de spin de Pauli como segue

0 o 1 O
a = , B= , (1 =5hy2),
(6 0) (0 —1> ( <2)
onde
0 0 0 1
0 o 0 O 1 0
alz =
op O 0 1 0 O
1 0 0 0
0 0 0 —i
(o o; 0 o 0 0 0
o; = O =
o 0 o, 0 0 —i 0
i 0 0
0 O 0
0 o3 0 0 —1
o3 =
o3 O 1 0 0 O
0 -1 0O 0

(A.8)

(A9)
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No entanto, em (2 + 1)-dimensdes as matrizes ¢& e 8 sdo na verdade as proprias
matrizes de Pauli, ou seja, @ = G (mas sem 0 03) € 8 = O3.

Além disso, a ED permite obter uma equagdo de continuidade (relativistica), ou
seja, uma generalizacdo relativistica da equagao de continuidade gerada pela ES (e tal equacao
expressa a conservagao local da probabilidade). Para isso, primeiro devemos multiplicar a Eq.

(A-1) pela esquerda por W' (conjugado Hermitiano de W), onde obtemos
0 _ gty 2t
WP = = ihc¥ Y 0i(9Y) + moc™ ¥ BY. (A.10)
i=1

Agora, tomando o conjugado Hermitiano da Eq. (A.T)), usando a relagéo e

depois multiplicando pela direita por ¥, obtemos

v’

_'ﬁ
! ot

3
¥ =—ific ). o;(¥T) ¥+ moc* ¥ B, (A.11)
i=1
onde (%)T = % e (91.T = d;, ou seja, as derivadas também sdo hermitinas (porém, em MQNR as
derivadas espaciais nao sao [176]).

Portanto, subtraindo (A.10)) com (A.TT]), obtemos

' i L3 3
iﬁ‘PTaa—lf + iﬁaait‘y = ihc¥" Y oi(¥) +ihic } o (¥,
i=1 i=1
+ 3
w — Y o (¥ ),
i=1

o t i
E-Z&,-J,:o, P=Y"Y, Ji=c¥ V¥,
i=1

P & :

— 0J =0, (Ji=—-J

az_ +l:l 1 9 ( 1 )’

aP - - =

=5, HdwI =0, (divi=V-J), (A.12)

que € justamente a equagdao de continuidade para férmions de Dirac relativisticos, onde P =
P(#,1) é a densidade de probabilidade (positiva definida) e J = c¥ a¥ = (J',J2,J%) é o ve-
tor densidade de corrente de probabilidade, ou simplesmente, a corrente de probabilidade (na
realidade, J ndo é tecnicamente um vetor uma vez que ¢ também ndo ).

Por outro lado, a ED também pode ser escrita numa forma mais compacta do ponto
de vista relativistico (tempo e espago aparecem simetricamente na equagdo), ou seja, numa
forma tensorial, quadrimensional ou manifestamente covariante (de Lorentz). Entdo, para ter-
mos uma formulagdo covariante da ED € preciso definir novas matrizes de Dirac, no qual s@o

conhecidas como matrizes gama e definidas como 7° = B e ¥ = Ba’ (ou ¥ = B&). Desse modo,
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a Eq. (A.T)) serd reescrita (compactamente) como segue (por simplicidade aqui omitiremos o

somatorio, ou seja, usaremos a convenc¢ao de soma de Einstein ou notacdo de Einstein)

¥ 0¥

] o 2 —
ih 5 ihcay R Bmoc™¥ =0,
0¥ 0¥ -
] _ | l—. — \P = P = — ! ,
lﬁﬁ&(ct) +ihBo o Moc 0, (o o')

Ty @ 0 B
ih [Yom—i—ylﬁ} ‘P—moc‘P—O,

: J ; d _ 0_ .t
ih [YOW—H/W} Y—moc¥ =0, (x' =x =ct),
oy 0¥
lﬁyuﬁ_moc‘}l:(L (‘Ll 20717273)7
ou
?’#Pu‘y—moc‘{’:Q (,y‘upl.i = ’}/Iip'u)a (A14)

onde ¥ = (Y°,7) = (¥°,7", 7%, ¥°) = (¥*,7) sdo as matrizes gama de Dirac (}° e ¥ sio suas

componentes temporal e espacial), no qual satisfaz uma relagdo de anticomutacdo mais geral
(da Algebra de Clifford), dada por {y*,y*} = 2g"VI,4, sendo gV =diag(1,—1,—1,—1) a
métrica de Minkowski, p, = ihdy = (ihdy,ihd;) = (po, pi) = (po,—P) é o operador momento
quadrimensional (ou quadrivetor momento ou quadrimomento), d, = 5} u (a seta diz que as
derivadas atuam para a direita) é o quadrivetor gradiante (ou quadrigradiente) e x* = (x°, x) =
(xY,%) é o operador posi¢io quadrimensional (quadrivetor posicio ou quadriposicio), respec-
tivamente. Aqui, usamos letras Gragas ao invés de Latinas para representar as coordenadas
espaco-temporais e g1V ao invés de %° para a métrica porque a ED foi construida original-
mente por meio delas. Além disso, caso tivessemos uma métrica com uma assinatura dada por
(—,4+,4+,4+), entdo o termo de massa da ED (A.13)-(A.14) deve ser modificado (myc — —mqc),
ou seja, Y py' ¥ +moc¥ = 0 € a ED para uma métrica com assinatura (—,+,+,+).

Em particular, as matrizes ¥ devem satisfazer as seguintes relacoes

(P = ~laxs = 17" (F = () ), ¥7= 7, wy =0, (A15)

ou seja, ¥ € unitéria, anti-Hermitiana e tem tra¢o nulo, respectivamente. Em particular, ¥ € ¥

sdo escritas da seguinte forma

. 0 o _ (0 & A16)
o 0 )"\ 5 0) '
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sendo que em (2 + 1)-dimensdes, temos 7 = 66, com & = (¢',62) e 6> = 03. Por outro
lado, ainda existe uma quinta matriz gama de Dirac, no entanto, ndo parece explicitamente na
ED. Em particular, estamos falando de °, onde o niimero de indice 5 é uma reliquia da notagio
antiga no qual p variava de 1 2 5 (depois foi proposto de 0 2 4). Entdo, ¥° é definido por meio

do produto das quatro matrizes gama da seguinte forma (na representacio de Dirac)

, (A.17)

ety = ()

S = O O
- o O O
S o o =
oS o = O

e satisfaz
}/5:7/& (}/5)2:I4><47 (YS)T:};’ {’)/577”}207 tI"}’SZO, (A.18)

ou seja, > é contravariante e covariante a0 mesmo tempo (andlogo a ¥°), é unitaria, Hermitiana,
anticomuta com y* (as quatro matrizes gama) e tem trago nulo, respectivamente. No entanto,
em (2 + 1)-dimensées, temos 1> = ¢! [63].
Além disso, introduzindo os potenciais eletromagnéticos na ED via acoplamento
minimo, temos
(pu—qAu)¥Y —moc¥ =0, (A.19)

ou
ihy" DY — moc¥ =0, (A.20)

onde Ay, = (Ag,A;) = (Ao, —Z) € o potencial quadrimensional (quadrivetor potencial ou qua-
dripotencial eletromagnético), sendo Ag e A suas componentes temporal (potencial escalar) e
espacial (potencial vetor) e Dy, = 8u + %qA u (g = %e) € a derivada covariante. Entdo, em vir-
tude da assinatura da métrica, temos as seguintes relacdes entre os tensores contravariantes

(indices superiores) e covariantes (indices inferiores)

=% =7, m=gu? =0.-7, P=mvy¥=-r—-d=-w), (A2])

P =g"py =", B), pu=2gupr’ = (po,—B), (P"=po; p'=—pi), (A22)
XM =My = (x0,%), xu=guvx’ = (x0, %), (x°=x0; x' =—x,), (A.23)
AF =glVA, = (A A), Ay =guvAY = (Ag,—A), (A% =Ap; A'=—A)), (A.24)

ou seja, as componentes espaciais covariantes carregam um sinal negativo. Além disso, € im-
portante mencionar que em (2 + 1)-dimensdes onde g"¥ =diag(1,—1,—1), ndo basta apenas
tomar a componente-3 (ou z em coordenadas cartesianas) do quadrivetor igual a zero (muitos

na literatura cometem esse erro). De fato, em notacao matricial isso € um erro grave (o produto
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matricial ndo € satisfeito). Em outras palavras, pegando p;, como exemplo (mas poderia ser x,

ouAy), temos

0
1 0 0 P
pl
pu#|l 0 =1 0 ) (A.25)
P
0 0 -1/, . 0

4x1
No entanto, escrevendo p* = (p°, p', p?)T, ou seja, sem a componente-3 (sistema
puramente planar), ai sim o produto matricial € satisfeito em (2 + 1)-dimensdes. Consequente-
mente, na presente tese escrevemos py como py = (po, —p) = (pr, —Pp, —Pg) a0 invés de py, =
(Pts—Pps —Pg,0) € Ay como Ay = (Ag, —A) = (0,0,—Ag) ao invés de A, = (0,0, —Ag,0).
Antes de finalizar este apéndice, vamos agora obter a formulacdo covariante da

equagio de continuidade. Entdo, multiplicando a Eq. (A.13) pela esquerda por ¥'9°, obtemos
Wiyt 9y — moc]¥ = 0. (A.26)

Agora, tomando o conjugado Hermitiano da Eq. (A.13)), usando o fato de que y*' =
P79 e (AB)T = BTA e depois multiplicando pela direita por Y*¥, obtemos

[—ih(P*Iu¥)" —moc¥ P = 0, (A.27)
[—ihdy ¥ Y — moc PP =0, ((P*9uP)T = 9 PTHY), (A.28)
[0 PP+ moc® TP =0, (P47 =74, (A.29)

(i ¥ Y P +moc® T =0, (7 =1), (A.30)
W[ifiy* Oy + moc]¥ =0, (du = 3@, (A.31)

onde ¥ = ¥')¥ ¢ o spinor adjunto de Dirac. Além disso, supondo que ¥ # 0, implica que
W[ifiy* 9y + moc) = 0, ou seja, temos a equagdo adjunta de Dirac [1].

Portanto, somando (A.26) com (A.31]), obtemos

Wiyt 0, ¥ + Wiy o, ¥ =0, (A.32)
Iy (cPy*¥) =0, (multiplicamos tudo por c/ih), (A.33)
duJ* =0, (A.34)

que ¢é justamente a formulacdo covariante (ou tensorial) para a equacdo da continuidade, onde
JH = Py = PPy = (JOJ) = (cP,c¥T@W) é o quadrivetor densidade de corrente de

probabilidade ou quadricorrente de probabilidade.
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APENDICE B - O EFEITO HALL QUANTICO

Em 1879, o fisico americano Edwin H. Hall descobriu um efeito eletromagnético
que leva o seu nome, ou seja, o EH (ou EHC), enquanto trabalhava em sua tese de doutorado
na Universidade Johns Hopkins em Baltimore, Maryland [54]]. Basicamente, o EH consiste no
surgimento de uma diferencga de potencial (voltagem Hall) em um condutor percorrido por uma
corrente elétrica e submetido a um campo magnético externo perpendicular ao condutor [S4]].
Em outras palavras, cargas elétricas negativas de um dada fonte de corrente continua se acumu-
lavam de um lado do material condutor quando o mesmo era submetido 2 um campo magnético
uniforme e perpendicular ao material ou a corrente (ou seja, devido a for¢a de Lorentz). Vale
destacar que Hall determinou a existéncia de portadores de carga negativa muitos anos antes
(18 anos) da descoberta dos elétrons por Joseph J. Thomson (prémio Nobel de 1906). Portanto,
o EH € a primeira prova real de que a corrente elétrica em metais se deve a0 movimento dos
elétrons e nao dos prétons.

Na Fig. € mostrado um aparato experimental (“placa ou elemento Hall”) no
qual Hall descobriu o EH (em um referencial inercial), onde gggg representa uma placa de vi-
dro sobre a qual uma tira de metal mmmm estd montada, a seta (flecha) representa a corrente
principal, bb representa os dois blocos de latdo no qual a fonte é conectada, sendo que um gal-
vanometro € conectado nos grampos CC através dos parafusos ii para entdo medir a voltagem
Hall (ou tensdo Hall). J4 na Fig. € mostrado um aparato experimental mais moderno para
observar o EH, onde V; e Vg sdo as voltagens longitudinal e transversal (ou voltagem Hall),
I é a corrente elétrica gerada pela fonte continua e C; (i = 1,2,3,4,5,6) sdo os contatos para
conectar a amostra na fonte e nos dois voltimetros [[113]. Neste aparato, uma amostra condutora
retangular contém um gés de elétrons bidimensional (gas de elétrons livres para se mover em
duas dimensdes onde geralmente é o plano cartesiano ou o plano polar e fortemente confinado
na direcio-z) sujeito 2 um campo magnetico uniforme externo B = Bé, (B = B, = const. > 0).
De acordo com a Fig. uma corrente / € conduzida através dos contatos C; e Cy4, onde a volta-
gem longitudinal pode ser medida entre os contatos Cs e Cg (ou alternativamente entre C; e C3)
e a voltagem transversal (ou Hall) pode ser medida entre os contatos C3 e Cs, respectivamente.

Quase um século depois, ou seja, em 1980, Klaus Von Klitzing, Gerhard Dorda e
Michael Pepper publicaram um artigo sobre a versao quantizada do EH, no qual ficou conhe-

cido como EHQ (inteiro e ndo-relativistico) [S5-58]]. Neste artigo, o objetivo central foi mostrar
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Figura 37 — Aparato experimental no qual o EH foi descoberto.

gﬂ.Iv.

Fonte: Refs. [|541/78].
Figura 38 — Aparato experimental mais moderno para observar o EH.
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Fonte: Ref. [|113]].

um novo método para medir com alta precisdo a constante de estrutura fina via EHQ, no qual
¢ uma constante de fundamental importancia na QED e no modelo padrio das particulas ele-
mentares bem como na propria defingdo do MMA (este € escrito em termos de poténcias de
o) [192]. Além disso, diferentemente do EH, no EHQ o gas de elétrons estd submetido a
fortes campos magnéticos (B > 1.5 T) e a baixas temperaturas (7 < 4 K), desse modo, o es-
pectro de energia, a condutividade elétrica e a resistividade elétrica sao entdo grandezas fisicas
quantizadas (discretas). Em particular, as resistividades longitudinal (determinada por meio da
voltagem longitudinal ou na direcdo y) e Hall (determinada por meio da voltagem Hall ou na
direcdo x), bem como as condutividades longitudinal e Hall (inversas das resistividades), sdao

compactamente escritas em termos de matrizes da seguinte forma (para uma amostra isotrépica)
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[55,56158.,86, 111, 113,115,/116]

p= Pxx  Pxy o o= p_l _ 1 Pxx  —Pyx _ Oxx Oxy ’
(B.1)
onde
Rk
Pxx = Pyy = PL = 07 Pxy = PH = 7, Pxy = —Pyx; (B2)
€
\%
Oxx = Oyy = OL = O, Oxy = OH = R_K, Oxy = —Oyx;, (B.3)

sendo p (ou o) a matriz de resistividade (ou condutitividade) na sua forma mais geral, cuja
origem vem a seguinte relacio: J = E/p (J = oE), onde J = (I, Jy)T e E = (Ey,Ey)T sdo a
densidade de corrente e o campo elétrico (aqui sao entidades bidimensionais, logo, sdo pseudo-
vetores), e cujas componentes p;; (ou 0;;) sdo tensores antissimétricos (py, 7 0 € a resistividade
Hall e oy, # 0 é a condutividade Hall), chamados de tensores de resistividade (ou condutivi-
dade), Rk > 0 é a constante de von Klitzing (quantum de resistividade), dada por Rx = h/ e,
onde & € a constante de Planck e e € a carga elétrica elementar e v € um nimero inteiro positivo
chamado de fator de preenchimento quantizado (quantized filling factor em inglé€s) medido com
uma precisio extraordinaria (uma parte em 10°), dado por v =1,2,3,.... Além disso, em um
experimento mede-se a resisténcia (grandeza macroscépica ou “experimental”) e ndo tecnica-
mente a resistividade (grandeza microscépica ou “tedrica”). Entretanto, em 2D a resisténcia
transversal (resisténcia Hall) e a resistividade transversal (resistividade Hall) sdo exatamente
as mesmas (Ry = pg) e nao dependem das dimensdes da amostra (ou seja, sdo invariantes de
escala) [55-57,/111,|113,|116]. Vale ressaltar que a quantizacdo da resisténcia Hall (devido a
v) € um fendmeno universal, ou seja, independente das propriedades particulares da amostra,
como sua geometria (como ja falamos), os materiais hospedeiros usados para fabricar o gés
de elétrons 2D e, ainda mais importante, sua concentracdo ou distribuicao de impurezas [|113].
Desta forma, esta universalidade € a razdo para a enorme precisao da quantizacdo da resisténcia
Hall, que € hoje — desde 1990 — utilizado como padrao de resisténcia: Rx_gg = 25812.807Q2
Na Fig. € mostrado (plotado) o comportamento das resistividades longitudinal
(pxx) € Hall (pyy) em fungdo do campo magnético B (na verdade o seu modulo ou magnetude),
onde a Fig. [39}(a) mostra o comportamento do EHC e a Fig. [39}(b) o comportamento do EHQ,
respectivamente [[115, 116,451]. Entdo, no caso classico, p,, (linha vermelha) depende linear-
mente de B (representada por uma reta crescente) enquanto que Py, (linha preta) é independente
de B, ou seja, € uma constante (diferente de zero mesmo para B = (). Por outro lado, no caso
quantico as coisas sao bem diferentes (uma consequéncia da quantizacao do espectro de energia,

de fortes campos magnéticos e baixas temperaturas), onde tanto a resistividade Hall quanto a re-
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sistividade longitudinal apresentam um comportamento interessante (peculiar/inusitado). Neste
caso, Pyy (linha vermelha) mostra platos (“niveis”) a medida que B aumenta, onde cada valor de
v define um dado platd (“nivel”) no qual a resistividade tem um valor constante e bem definido.
Em particular, a caracteristica mais marcante (para muitos) do EHQ € o fato de que a resisti-
vidade Hall varia (aumenta) em forma de uma ‘“‘escada”, ou seja, “salta de platd em plat6” (ou
de “degrau em degrau”) a medida que B aumenta (e sao independentes dos detalhes da amos-
tra e do valor preciso do campo magnético). Além disso, a resistividade longitudinal também
surpreende, ou seja, quando py, fica em um dado platd (regido na figura onde cada valor de
Vv estd colocado e a resistividade é constante), a resistividade longitudinal desaparece: pyx =0
(satisfazendo assim . Porém, p,, aumenta apenas quando py, salta para o proximo platd
(parecendo uma “funcdo degrau”), onde p,, apresenta picos (parecendo uma “funcdo delta de
Dirac”). Entao, por que os picos da resistividade longitudinal aparecem toda vez que a resistivi-
dade Hall salta? Basicamente, nos platds os niveis de Landau estdo completamente preenchidos
e ndo hd dissipagdo, enquanto que no salto os niveis de Landau estdo parcialmente preenchidos
e isso introduz dissipacao, logo, o unico lugar onde p,, € diferente de zero € entre os platds (ou
no degrau). Em particular, estes niveis de Landau (niveis de energia permitidos e quantizados)
sao calculados por meio da expressdo: E, = ha.(n+1/2) > 0, onde i = h/2x é a constante de
Planck reduzida (ou seja, a constante de Plank & dividida por 27), @, = eB/my é a frequéncia
ciclotron e a diferenca de energia entre dois niveis é dado por: AE,, = E, | — E, = ho. > 0 (ou
seja, os niveis tem um espacamento uniforme dado por Z®,). Também € oportuno destacar que
para campos magnéticos fracos e altas temperaturas (temperatura ambiente, por exemplo), ou
entdo para altos valores de v, a resistividade longitudinal torna-se uma constante diferente de
zero (picos suficientemente proximos uns dos outros) e a resistividade Hall torna-se uma fungao
linear de B, o que significa que o resultado cléssico € alcangado (o EHQ se reduz ao EHC).
Por tdltimo, mas ndo menos importante, também é importante fazermos uma breve
discussdo sobre o EHQ ndo-inercial (EHQ em um referencial girante/rotativo). Na Fig.
¢ mostrado um aparato experimental para observar o EHQ ndo-inercial, onde na Fig. A0} (a)
temos um disco plano rotativo sujeito a um campo magnético uniforme perpendicular, cujo
vetor velocidade angular @ e o vetor campo magnético B estdo na direcio z-positiva [259].
Ja na Fig. 0-(b), temos uma “visdo por cima” do aparato, onde a amostra a ser usada para
observar o EHQ € um filme fino de platina (Pt) fixado ao disco, I € a corrente continua gerada
pela fonte S e captada pelo dreno D, Vi € a voltagem Hall e €, e €, sdo os vetores unitério

polares, respectivamente [239,[256]].



Figura 39 — Comportamento (gréaficos) das resistividades longitudinal e Hall em funcdo do
campo magnético para os casos cldssico (a) e quantico (b).
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Figura 40 — Aparato experimental para observar o EHQ ndo-inercial.
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Abstract

In the present paper, we investigate the bound-state solutions of the noncommutative
quantum Hall effect with anomalous magnetic moment in three different relativistic
scenarios, namely: the Minkowski spacetime (inertial flat case), the spinning cosmic
string (CS) spacetime (inertial curved case), and the spinning CS spacetime with non-
inertial effects (noninertial curved case). In particular, in the first two scenarios, we
have an inertial frame, while in the third, we have a rotating frame. With respect to
bound-state solutions, we focus primarily on eigenfunctions (Dirac spinor and wave
function) and on energy eigenvalues (Landau levels), where we use the flat and curved
Dirac equation in polar coordinates to reach such solutions. However, unlike the liter-
ature, here we consider a CS with a non-null angular momentum and also the NC of
the positions, and therefore, we seek a more general description for the QHE. Once
the solutions are obtained, we discuss the influence of all parameters and physical
quantities on relativistic energy levels. Finally, we analyze the nonrelativistic limit,
and we also compared our problem with other works, where we verified that our results
generalize some particular cases of the literature.
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