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RESUMO

EDesde o isolamento do grafeno em 2004, a comunidade científica vem buscando novos materiais

bidimensionais (2D) visando diferentes aplicações tecnológicas. Sabe-se que os componentes

químicos envolvidos, o tipo de hibridização e a geometria formada são fatores-chave para a

estrutura de banda eletrônica resultante. Isso levou a uma investigação teórica sobre possíveis

cristais projetados com geometrias desejadas e propriedades físicas interessantes. Exemplos

da engenharia de materiais 2D são as redes de Lieb e Kagome, cujas estruturas de banda são

formadas pela coexistência de uma banda de energia cônica de Dirac e uma banda plana (não

dispersiva). Tais configurações têm motivado pesquisas sobre reticulados eletrônicos, guias

de onda em sistemas fotônicos, e até mesmo estruturas orgânicas com a periodicidade dessas

redes. Motivado pelo crescente interesse nessas redes e inspirados por estudos que exploram

os efeitos de tamanho finito no espectro eletrônico do grafeno, investigamos sistematicamente

as propriedades eletrônicas de nanofitas de monocamadas de Lieb, transição e Kagome, por

meio do modelo tight-binding, com um Hamiltoniano geral que descreve ambas as redes. São

discutidos resultados para o espectro de energia, densidade de estados e funções de onda para

nanofitas com três tipos de terminações: retas, barbadas e assimétricas. Efeitos da quebra de

simetria de subrede induzidos de nove diferentes formas são investigados para as estruturas de

folha infinita dessas redes e para as diferentes configurações das nanofitas. Também exploramos

a degenerescência dos estados quase-planos em relação à largura da nanofita e devido a inclusão

do efeito de segundos-vizinhos no modelo tight-binding.

Palavras-chave: Rede de Lieb. Rede de Kagome. Nanofitas. Propriedades eletrônicas. Intercon-

versibilidade.



ABSTRACT

Since the isolation of graphene in 2004, the scientific community has been looking for new

two-dimensional (2D) materials aiming at different technological applications. It is known that

the chemical components involved, the type of hybridization and the geometry formed are key

factors for the resulting electronic band structure. This led to a theoretical investigation into

possible designed crystals with desired geometries and interesting physical properties. Examples

of 2D materials engineering are the Lieb and Kagome lattices, in which their band structures

are formed by the coexistence of a conical Dirac energy band and a flat (non-dispersive) band.

Such configurations have motivated research on electronic lattices, waveguides-based photonic

systems, and even organic structures with these lattices’ periodicity. Motivated by the growing

interest in these lattices and inspired by studies that explore the finite size effects on the electronic

spectrum of graphene, we systematically investigate the electronic properties of nanoribbons

of monolayer Lieb, transition, and Kagome, using the tight-binding model with a general

Hamiltonian that describes both lattices. Results for the energy spectrum, the density of states,

and wave functions are discussed for nanoribbons with three types of edges: straight, bearded

and asymmetrical. Effects of sublattice symmetry breaking induced in nine different ways are

investigated for the infinite-sheet structures of these lattices and for the different configurations

of the nanoribbons. We also explore the degeneracy of the quasi-flat states with respect to the

nanoribbon width and due to the inclusion of the second-neighbor effect in the tight-binding

model.

Keywords: Lieb lattice; Kagome lattice; Nanoribbons; Electronic properties; Interconvertibility.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Materiais 2D: Do grafeno aos materiais com banda plana

Os materiais bidimensionais (2D) vêm sendo alvo de pesquisas para seu investimento

na indústria devido as suas propriedades físicas únicas que os diferem dos semicondutores padrões

utilizados na indústria atual. Estes materiais são, em geral, formados por uma única camada de

átomos, tendo assim a espessura mínima, o que era considerado experimentalmente impossível

até a realização. A descrença na síntese de cristais 2D era sustentada pela ideia da instabilidade

termodinâmica em condições ambientes, baseada na teoria física de Peierls, Landau, Lifshitz e

Mermin (PEIERLS, 1935; LANDAU, 1937; LANDAU; LIFSHITZ, 2013) e fundamentada no

teorema de Mermin-Wagner (MERMIN, 1968), que afirma que as flutuações térmicas existentes

em qualquer temperatura finita deve fazer com que as redes cristalinas de baixa dimensão sofram

deslocamentos atômicos comparáveis às distâncias interatômicas, de modo que essa rede entre

em colapso. No entanto, em 2004, o grupo de pesquisa liderado por Andre Geim e Konstantin

Novoselov isolaram o grafeno (NOVOSELOV et al., 2004), uma estrutura do tipo favo de mel

composta por átomos de carbono. Desde sua síntese este material vem chamando a atenção da

comunidade acadêmica por ser um semicondutor de gap nulo e apresentar bandas de energia

cônicas1.

A geometria dos materiais é um fator-chave para a estrutura de banda eletrônica,

pois algumas geometrias específicas dão origem a novas e exóticas bandas de energia. Essa

dependência na forma estrutural dos materiais impulsionou a investigação teórica de possíveis

cristais projetados com geometrias desejadas e propriedades físicas interessantes. As redes

de bandas planas têm chamado a atenção pelo fato de que a ausência de dispersão produz

confinamento estrito de partículas não interativas dentro da rede (LEYKAM et al., 2018; KUNO,

2020). Neste trabalho destacamos algumas redes interessantes nas quais encontramos autoestados

degenerados que geram uma banda de energia plana em meio a estados dispersivos.

Materiais que apresentam banda plana em seu espectro vem sendo estudados por

décadas (NEWTON; WIGNER, 1949), esses apresentam estados localizados e com interferência

destrutiva. Os estados localizados são comuns por serem vistos como estados sem interação,

já os estados com interferência destrutivas não são tão triviais pois têm requisitos rigorosos

1 Para mais discussões sobre a estabilidade de cristais 2D aplicada ao contexto do grafeno, consultar Refs. (KATS-
NELSON, 2007; THOMPSON-FLAGG et al., 2009; GALASHEV; RAKHMANOVA, 2014).
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de simetria e acoplamento (LIEB, 1989). Essas bandas flat, conforme definida pela teoria de

bandas, referem-se a estados de velocidade de grupo próxima a zero no espaço dos momentos

de elétrons perto do nível de Fermi (DENG et al., 2003). Sistemas com banda plana foram

propostos para realizar ferromagnetismo de alta temperatura, supercondutividade e estados

topológicos (DEPENBROCK et al., 2012; LIU et al., 2014). Além disso, bandas planas, isto

é, não-dispersivas, hospedam elétrons com uma massa infinita, diferentemente de bandas com

dispersão linear que já abrigam elétrons sem massa (JIANG et al., 2021). Em 2011, três grupos

de pesquisa propuseram independentemente a ideia de introduzir uma topologia não trivial de

bandas planas para alcançar estados topológicos fortemente correlacionados (TANG et al., 2011;

SUN et al., 2011; NEUPERT et al., 2011).

Dentro desse contexto de materiais com bandas planas, é relevante discutirmos as

redes α −T3, Lieb e Kagome, pois essas estruturas possuem em seu espectro eletrônico: (i) duas

bandas dispersivas com dependência linear em k, que compõem um cone de Dirac similarmente

ao grafeno, e (ii) uma terceira banda plana que cruza o ponto de Dirac. Com o intituito de

apresentarmos e discutirmos a estrutura cristalina de cada uma dessas redes, retomamos uma

definição indispensável na descrição de qualquer sólido cristalino que é o conceito de rede

de Bravais, que lida diretamente com a geometria da estrutura. Uma rede de Bravais é um

arranjo infinito de pontos organizados e orientados de forma que esses pontos parecem os

mesmos, independentemente de onde seja observada a estrutura (ASHCROFT; MERMIN, 1976).

Matematicamente, temos que:

R⃗ = n1⃗a1 +n2⃗a2 +n3⃗a3, (1.1)

onde a⃗1, a⃗2 e a⃗3 são quaisquer vetores não coplanares, que são responsáveis por gerar ou cobrir

a rede, chamados de vetores primitivos. Ressaltamos que ni, com i = 1,2,3, são necessariamente

inteiros. Evidentemente, uma vez que consideramos todos os pontos equidistantes, a rede de

Bravais deve ser infinita em extensão, isso parece contradizer o real, já que os cristais são finitos

por natureza. No entanto, ao analisarmos seu interior a maioria dos pontos estão distantes o

suficiente da superfície, de forma que os efeitos de borda podem ser desconsiderados (KITTEL,

1967; SAITO et al., 1998).

Na Fig. 1 apresentamos as estruturas cristalinas [1(a), 1(d), 1(g), 1(j)], relações de

dispersão [1(b), 1(e), 1(h), 1(k)], e densidades de estados [1(c), 1(f), 1(i), 1(l)] para as redes

do grafeno, α −T3, Lieb, e Kagome, respectivamente, onde pode-se notar como os sítios estão

organizados, estando as subredes não-equivalentes representadas com cores distintas.



20
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A

Figura 1 – (À esquerda) Estrutura da rede, (ao meio) espectro de energia e (à direita) densidade
de estados das redes do grafeno, α −T3, Lieb e Kagome, respectivamente. Figura adaptada
das Refs.: (a)-(c) (NETO et al., 2009), (d)-(f) (BISWAS; GHOSH, 2016) (g)-(i)(JIANG et al.,
2019b) e (j)-(l) (ZONG et al., 2016).

A estrutura cristalina da rede do grafeno, apresentada na Fig. 1(a), é caracterizada

por dois átomos por célula unitária, formando uma rede com estrutura similar a um favo-de-mel

que pode ser vista como a superposição de duas sub-redes triangulares (NETO et al., 2009), A e

B, que têm os seguintes vetores primitivos

a⃗1 = a

(√
3

2
,
1
2

)

, a⃗2 = a

(√
3

2
,−1

2

)

, (1.2)
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onde a = |⃗a1|= |⃗a2|, de forma que os vetores da rede recíproca são dados por

b⃗1 =
2π

a

(

1√
3
,1

)

, b⃗2 =
2π

a

(

1√
3
,−1

)

. (1.3)

Na Fig. 1(b) podemos observar no espetro eletrônico do grafeno uma dispersão

linear em k, diferindo da maioria dos semicondutores padrões onde encontramos uma relação

parabólica para a energia (E ∝ k2). Este material lamelar formado apenas por átomos de carbono

é classificado como um semi-metal de gap nulo, tendo em vista que suas bandas de valência e

condução se tocam no entorno dos pontos de Dirac, e em adição, elétrons na vizinha desses pontos

com dispersão energética linear são vistos como quasipartículas de Dirac sem massa (NETO et

al., 2009). Pela Fig. 1(c), podemos destacar que a densidade de estados do grafeno apresenta

dois picos simétricos associados a singularidade de Van Hove (HOVE, 1953; BHIMANAPATI et

al., 2015).

A estrutura cristalina da rede α −T3, conforme mostra a Fig. 1(d), segue o modelo

favo-de-mel da rede do grafeno, diferenciando-se por ter um átomo no centro do hexágono, tendo

como vetores primitivos os mesmos apresentados para o grafeno na Eq. (1.2). Observa-se pela

Fig. 1(e) que o espectro eletrônico da rede α −T3 apresenta duas bandas dispersivas, formando

um cone, e uma banda flat entre eles (BISWAS; GHOSH, 2016). Na Fig. 1(f) podemos observar

dois picos de mais alta intensidades na densidade de estados no entorno do zero de energia

associados a banda quase plana (VIGH et al., 2013), ilustrada na Fig. 1(e).

A rede de Lieb, representada na Fig. 1(g), é uma estrutura 2D quadrada de borda

centrada. Apesar de não existir em materiais conhecidos, foi recentemente realizada em sistemas

de átomos frios e redes fotônicas (SHEN et al., 2010; GUZMAN-SILVA et al., 2014; MUKHER-

JEE et al., 2015). É uma rede formada por três sítios de base não-equivalentes, rotulados aqui

por A, B e C, com os seguintes vetores primitivos

a⃗1 = a(1,0), a⃗2 = a(0,1), (1.4)

de forma que os vetores da rede recíproca são dados por

b⃗1 =
2π

a
(1,0), b⃗2 =

2π

a
(0,1). (1.5)

O espectro de energia da rede de Lieb, dado na Fig. 1(h), assim como aquele para

a rede α −T3, é formado por duas bandas dispersivas, que compõem um cone de Dirac e uma

terceira banda plana que cruza o ponto de Dirac. Na Fig. 1(i) esboça-se a densidade local de

estados por sítio. A curva em cor vermelha (azul) corresponde a densidade local de estados para
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os átomos A e C (átomo B) da rede de Lieb. Isso implica dizer que a distribuição eletrônica do

estado da banda plana está concentrada nos átomos A e C. (JIANG et al., 2019b)

Por fim, apresentamos a estrutura da rede de Kagome na Fig. 1(j), que é uma rede

triangular que pode ser vista como uma estrutura formada pelos vértices e arestas do favo-de-mel

cúbico, preenchendo o espaço por tetraedros regulares e tetraedros truncados (ZONG et al.,

2016). Possui uma estrutura cristalina que também é composta por três sítios distintos, rotulados

aqui por A, B e C, tendo como vetores primitivos

a⃗1 = a(1,0), a⃗2 = a

(

1
2
,

√
3

2

)

, (1.6)

de forma que os vetores da rede recíproca são dados por

b⃗1 =
2π

a

(

1,−
√

3
3

)

, b⃗2 =
2π

a

(

0,
2
√

3
3

)

. (1.7)

Por décadas em física da matéria condensada, os reticulados de Kagome têm sido

objeto principalmente de estudos teóricos devido às suas propriedades intrigantes associadas à

frustração de spin (MOULTON et al., 2002). Mas, o avanço da tecnologia transformou-os de

teoria em realidade, incluindo, por exemplo, a realização em nanoescala de redes de Kagome

por átomos e moléculas de auto-montagem e redes metálicas de Kagome pelo novo design e

fabricação de metamateriais (NAKATA et al., 2012).

Mostramos na Fig. 1(k) o espectro de energia para a rede de Kagome. Esta rede

exibe uma estrurura de bandas formada por uma banda plana e duas outras bandas com dispersão

análoga ao caso do grafeno. Como consequência da sua estrutura de bandas, sua densidade de

estados [Fig. 1(l)] possui três picos bastante pronunciados: um deles associado a banda plana

e os outros dois as singularidades de Van Hove, análogos aqueles para o caso do grafeno na

Fig. 1(c) (HOVE, 1953).

1.2 Nanofitas de materiais 2D

O estudo sobre nanofitas de materiais 2D é motivado pelo fato de que propriedades

da matéria dependem não só da sua composição química e estrutura, como também de seu

tamanho e formato. Por nanofitas entendemos sistemas que preservam a geometria da rede e

possuem dimensão infinita ao longo de uma direção e tamanho nanométrico ao longo da outra

direção (NOVOSELOV et al., 2004).
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A dimensionalidade está intimamente ligada ao número de graus de liberdade. Por

sua vez, o movimento dos portadores de carga em um sólido cristalino é limitado a uma região de

dimensão da ordem do comprimento de onda de de Broglie (HARRISON; VALAVANIS, 2016).

No caso das nanofitas, tem-se que estas são caracterizadas como estruturas unidimensionais

(1D), estando os portadores de carga confinados em duas direções e livres em uma direção,

sendo está última a direção em que a nanofita possui simetria de translação. Outro sistema de

baixa dimensionalidade com estruturas 1D são os fios quânticos. A diferença entre nanofita e

fio quântico fabricados de materiais 2D é que o confinamento na nanofita é estrutural enquanto

que no fio quântico é eletrostático (MATAGNE, 2001). Essas estruturas cristalinas 2D têm

sido o foco de interesse devido às suas propriedades únicas, como alta densidade eletrônica de

estados dependente do tipo de terminação, energia de ligação de éxciton aprimorada, bandgap

dependente do diâmetro, dispersão de superfície aumentada para elétrons e fônons, e eletrônica

dependente da quiralidade estrutural da banda (YAGMURCUKARDES et al., 2016).

Nesse sentido, apresentamos algumas nanofitas com diferentes tipos de bordas,

analisando sua estrutura e contagem de linhas, assim como seu espectro de energia e densidade

de estados. Focamos nas nanofitas formadas por materiais 2D que possuem em sua estrutura

eletrônica bandas cônicas e planas, tais como aqueles discutidos na Seção 1.1. São elas: nanofitas

de grafeno (Seção 1.2.1) e α −T3 (Seção 1.2.2) com bordas do tipo zigzag e armchair, Lieb

(Seção 1.2.3) com bordas do tipo retas, barbadas e assimétricas, e Kagome (Seção 1.2.4) com

bordas do tipo zigzag e dente de serra.

1.2.1 Nanofitas de grafeno

A geometria e tamanho de um sistema de carbono em escala nanométrica são

fatores fundamentais ao se estudar propriedades eletrônicas das nanofitas de grafeno, que são

determinadas pelos dois tipos mais comumente investigados de bordas: armchair e zigzag. A

Fig. 2 apresenta a estrutura de rede de uma folha de grafeno e ilustrações de retângulos relativos

as células unitárias para se definir essas duas formas distintas zigzag e armchair de confinamento.

Tem-se pela Fig. 2 que ao confinarmos na direção vertical (horizontal), obtem-se um contorno

do tipo zigzag (armchair).

A estrutura de bandas de energia das nanofitas com bordas do tipo armchair é

mostrada nas Figs. 3(a)–3(c), para três larguras de nanofitas diferentes, juntamente com as

respectivas densidades de estados. O topo da banda de valência e o fundo da banda de condução
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Figura 2 – Ilustração da estrutura de rede do grafeno e das células unitárias para se definir
nanofitas com diferentes terminações. Os vetores de rede primitivos são denotados por a e b.
As bordas superiores e inferiores (à esquerda e à direita) possuem terminações do tipo zigzag

(armchair), com retângulo vertical (horizontal) representando a respectiva célula unitária na
construção da nanofita com tal borda. O comprimento das nanofitas L em termos do número de
átomos N na célula unitária para o caso zigzag (armchair) é L = Na0/4 (L = N

√
3a0/4). Figura

adaptada da Ref. (BREY; FERTIG, 2006).

Figura 3 – Estrutura de bandas de energia E(k) e densidade de estados D(E) de nanofitas armchair

com diferentes larguras tomando (a) N = 4, (b) N = 5 e (c) N = 30 número de linhas de átomos
de carbono. Figura adaptada da Ref. (WAKABAYASHI et al., 2009).

estão localizados em k = 0. Podemos notar que a largura da nanofita dita se o sistema é metálico

ou semicondutor(CHANG et al., 2007), isto é, o sistema possui uma forte dependência com o

número de linhas de átomos de carbono que compõe a célula unitária da nanofita. Como era de

se esperar, para grandes larguras das nanofitas com bordas armchair, sua densidade de estados

tende a se assemelhar aquela para o caso da folha infinita [Fig. 1], como se pode ver para N = 30

na Fig. 3(c).

Para o caso das nanofitas com bordas do tipo zigzag surge uma característica mar-

cante na estrutura de banda de energia, que podemos observar nas Figs. 4(a)-4(c), a banda
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Figura 4 – Estrutura de bandas de energia E(k) e densidade de estados D(E) de nanofitas zigzag

com diferentes larguras tomando (a) N = 4, (b) N = 5, e (c) N = 30 número de linhas de átomos
de carbono. Figura adaptada da Ref. (WAKABAYASHI et al., 2009)

(a)

(b)

k

k

(c)

Figura 5 – Ilustração da distribuição eletrônica por sítio do estado de borda para (a) k = π e (b)
k = 7π/9. Quanto maior a intensidade do módulo quadrado da função de onda maior é o raio do
círculo no sítio atômico em cinza. (c) Módulo quadrado da função de onda pseudospinoral para
cada subrede A (|φA|2 - símbolos vermelhos) e B (|φB|2 - símbolos pretos) tomando k =−2π/3a0

(painel de cima) e k =−2π/3a0(1−0.02) (painel de baixo) com relação ao centro da zona de
Brillouin, obtida via modelo contínuo. Figuras adaptadas da (a, b) Ref. (WAKABAYASHI et al.,
2009) e (c) Ref. (BREY; FERTIG, 2006).

de valência mais alta e a banda de condução mais baixa são sempre degeneradas em k = π e

como consequência a densidade de estados apresenta um pico bastante pronunciado. Dessa

maneira, nanofitas com bordas zigzag possuem características metálicas independentemente

do número de linhas que compõe a célula unitária. Esse estado duplamente degenerado com

pico na densidade de estado no entorno da energia E = 0 possui distribuição eletrônica espacial

localizada preferencialmente nas bordas da nanofita zigzag. A presença de estados de bordas

não ocorre em sistemas com bordas armchair (WAKABAYASHI et al., 2009). Para ilustrar

tal comportamento, apresentamos na Fig. 5 ilustrações das populações por sítio associadas aos

estados de borda para dois valores de momentum: (a) k = π , exatamente na borda da zona de



26

Brillouin para a estrutura zigzag (ver painéis à esquerda nas estruturas de bandas da Fig. 4), e

(b) k = 7π/9. Sabemos que propriedades nos espaços real e recíproco possuem características

inversas via transformada de Fourier, assim no caso da localização das funções de onda, tem-se

que quanto maior o valor de k mais restrita a uma pequena porção do espaço real deve-se estar a

função de onda. Isto é visto comparando as Figs. 5(a) e 5(b). Nos painéis superior e inferior da

Fig. 5(c) mostram-se os módulos quadrados das funções de onda do estado de borda, também

para dois valores de momentum, e mais especificamente, enfatizando a distribuição por subrede.

Em símbolos vermelhos (pretos) têm-se |φi|2 para a subrede i = A(B). Nota-se pela Fig. 5, que a

população é máxima nos átomos da borda, que são todos de uma mesma subrede, e que decaem

quase que exponencialmente a medida que nos afastamos da borda. As funções de onda dos

estados de borda apresentados na Fig. 5(c) foram obtidas via modelo contínuo com a utilização

de condição de contorno apropriada que descreve bem a população per subrede para nanofitas

zigzag. Como matematicamente descrito por Brey & Fertig em 2006 na Ref. (BREY; FERTIG,

2006), a condição de contorno apropriada para os estados de superfície das nanofitas zigzag é

tal que a função de onda seja nula para um tipo de subrede em uma borda e nula para a outra

subrede não-equivalente na outra borda diametralmente oposta.

Para ilustrar o comportamento das funções de onda para os estados chamados de

bulk para o caso das nanofitas com bordas zigzag, apresentamos na Fig. 6 funções de onda para

diferentes estados na banda de valência (rotulados com o índice nv) e de condução (rotulados com

o índice nc) para nanofitas com N = 6 (painéis à esquerda) e N = 19 (painéis à direita) átomos

de cada subrede, A (vermelhos) e B (azul), na célula unitária. Colunas de resultados à esquerda

e à direita para cada N fixo correspondem as soluções numéricas e analíticas, respectivamente.

Resultados foram reportados na Ref. (MORADINASAB et al., 2012). Pela Fig. 6, vemos que os

estados de bulk das bandas de condução e valência, para o caso das nanofitas com bordas zigzag,

apresentam comportamento nodal com o número de picos e vales cada vez maior quanto mais

energético for o estado. Esse comportamento nodal das funções de onda para os estados de bulk é

análogo aos casos das funções de onda confinadas em poços de potenciais 1D bem discutidos nos

livros de Mecânica Quântica e Física Moderna. Tal analogia é claramente entendida, notando-se

que nanofitas correspondem estruturas de confinamente 1D e que um “corte” transversal à sua

direção de simetria de translação se assemelha, de fato, a um poço quântico que por sua vez

possui soluções com comportamento nodal do tipo senoidal.

Como aqui já mencionado, as relações de dispersão das nanofitas de grafeno com
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Figura 6 – As funções de onda de 6-ZGNR e 19-ZGNR. Símbolos vermelhos(azuis) denotam
as funções de onda na sub-rede B(A). O modelo analítico (quadrados) é comparado com os
resultados numéricos (círculos). Figura adaptada da Ref. (MORADINASAB et al., 2012)

bordas armchair apresentam apenas estados de bulk. De forma análoga aos estados de bulk nas

nanofitas com bordas zigzag, estes aqui também possuem comportamento nodal, como mostrado

na Fig. 7. Como discutido por Brey & Fertig em 2006,(BREY; FERTIG, 2006) a condição de

contorno dentro do modelo de Dirac para nanofitas com bordas armchair mistura estados dos

vales K e K′, tal que a mistura de diferentes estados dos vales leva a uma função de onda que

oscila com período 2π/∆k, com ∆k = 4π/3a0. Tal condição de contorno leva a discretização dos

valores de k, obtendo-se o valor kn =
2πn

2L+a0
+ 2π

3a0
, com o valor de L dado por L = (3M+1)a0

para o caso das nanofitas metálicas, com M pertencente aos inteiros, e para os outros casos de L

tem-se nanofitas semicondutoras. Com essa regra de quantização de kn apenas se tem funções

de onda com comportamento nodal caso a mistura dos vales leve a um estado com oscilações

“curtas” nas funções de onda tal que seja exatamente equivalente ao período esperado introduzido

para atender às condições de contorno. Isto é visto na Fig. 7 para diferentes valores de n. Por

exemplo, na Fig. 7(a) para n = 50 e kn = 0, tem-se que a energia é zero, levando a nenhum efeito
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de confinamento na forma da função de onda. Por outro lado, para n = 51 [Fig. 7(b)] e n = 52

[Fig. 7(c)] tem-se que kn ̸= 0 e vê-se uma oscilação de longo comprimento de onda cujo período

está relacionado com o valor de kn.

De forma geral, vimos nessa seção que as duas formas básicas de bordas na constru-

ção de nanoestruturas de confinamento 1D em grafeno determinam as propriedades eletrônicas

das nanofitas. Veremos nas próximas subseções exemplos de nanofitas para outras redes de

cristais 2D e o papel das bordas nas suas propriedades.

Figura 7 – Módulo quadrado da função das funções de onda para estados com energias próximas
a zero para nanofitas com bordas armchair assumindo diferentes larguras: (a) n = 50, (b) n = 51,
e (c) n = 52. Figura adaptada da Ref. (ZHENG et al., 2007).

1.2.2 Nanofitas α −T3

A descoberta do grafeno impulsionou a busca de materiais 2D semelhantes a ele, em

especial que compartilhasse de sua peculiar estrutura de bandas com dispersão da bandas linear

em um regime energético baixo. Nesse sentido, apresentamos a rede α −T3, que é um material

2D semelhante ao grafeno com um átomo adicional no centro do hexágono.

Figura 8 – Representação de nanofita da rede α −T3 com bordas do tipo (a) armchair e (b) zigzag.
A célula unitária é definida pela linha tracejada em cor laranja. A largura da nanofita é definida
com a escolha do número de linhas atômicas N. Figura adaptada da Ref. (CHEN et al., 2019).
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(a) (b)

Figura 9 – Estruturas de banda das nanofitas da rede α −T3 com bordas do tipo (a) armchair

e (b) zigzag com terminações B−B. Dispersões para diferentes valores do parâmetro α são
apresentados: (coluna à esquerda) α = 0, (coluna ao meio) α = 0,5, e (coluna à direita) α = 1.
Figura adaptada da Ref. (CHEN et al., 2019).

A rede α −T3 é composta por três subredes não-equivalentes, rotuladas aqui por A,

B, e C. Os sítios A e B formam uma rede do tipo favo de mel e o sítio C está no centro dos

hexágonos (CHENG et al., 2021) [ver ilustração da rede α −T3 na Fig. 1(d)]. Uma característica

proeminente do modelo α −T3 é a banda plana sem dispersão (WANG; LIU, 2021). Observa-se

que essa característica pode exercer um enorme efeito sobre as propriedades do material e

consequentemente nas suas possíveis aplicações (CHEN et al., 2019). Este modelo α − T3

interpola entre a rede de favo-de-mel do grafeno e a rede de dados (do inglês, dice) através do

parâmetro α (TAN et al., 2020). Dentro da abordagem tight-binding, tem-se que a energia de

ligação entre os sítios A e B é t1, entre os sítios B e C é t2, e entre os sítios A e C não é permitida.

O parâmetro α é definido como α = t2/t1, tal que os casos limites são para α = 0 e α = 1

correspondendo as situações cristalográficas da rede favo-de-mel e de dados, respectivamente.

De forma análoga ao grafeno, as nanofitas da rede α −T3 podem possuir terminações

do tipo armchair e zigzag, como representadas nas Figs. 8(a) e 8(b), respectivamente. A evolução

da estrutura de banda de uma nanofita α −T3 com borda armchair com vários parâmetros α é

apresentada na Fig. 9(a). O número de linhas atômicas é de N = 20, que satisfaz a condição

N = 3n− 1 para as nanofitas metálicas do tipo armchair, estando em concordância com o

espectro obtido de uma situação metálica para α = 0 (grafeno), isto é com gap nulo [ver coluna

à esquerda para α = 0 na Fig. 9(a)]. Temos que f corresponde ao fluxo magnético, assim, os

resultados para f ̸= 0 correspondem casos em que o campo magnético perpendicular é aplicado,

e que não discutiremos aqui.
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Para o caso zigzag, duas terminações possíveis compostas por subredes diferentes

podem ser formadas: (i) com terminações dos dois lados da nanofita sendo de subrede B,

chamada de nanofita zigzag B−B, e (ii) com terminações em uma lado do tipo C e do outro lado

do tipo A, chamada de nanofita zigzag C−A. Na Fig. 9(b) apresentamos as estruturas de bandas

para nanofitas da rede α −T3 de bordas zigzag com terminações B−B para vários valores α . A

banda plana e as sub-bandas de estados de borda nas nanofitas zigzag são degeneradas em toda a

zona de Brillouin e localizados em E = 0. No entanto, com α diferente de zero, duas sub-bandas

de estados de borda para as nanofitas zigzag tornam-se sub-bandas linearmente dispersivas e se

cruzam em dois pontos de Dirac.

Através dos resultados das dispersões eletrônicas das nanofitas da rede α −T3 para

dois exemplos de terminações de bordas [Fig. 8], pode-se notar que os espectros de estruturas 1D

da rede α−T3 compartilham semelhanças e certas diferenças com relação algumas características

discutidas na subseção anterior para o caso de nanofitas de grafeno. De forma análoga, é bastante

interessante investigar tais discrepâncias e semelhanças em nanofitas fabricadas de outras redes

que possuam bandas planas e lineares, tais como a rede de Lieb e Kagome, como discutido a

seguir.

1.2.3 Nanofitas de Lieb

Recentemente, estudos foram conduzidos sondando experimentalmente a resposta da

rede de Lieb à campos externos de calibre e às características ferromagnéticas (GUZMAN-SILVA

et al., 2014; GUZMáN-SILVA et al., 2014), mostrando a relevância em sistemas do tipo Lieb. O

interesse na rede de Lieb surge das propriedades específicas induzidas por sua topologia. Como

discutido na Sec. 1.1, essa rede é caracterizada por uma célula unitária contendo três átomos

[rotulando aqui os sítios do tipo A com símbolo vermelho, com verde os sítios do tipo B, e com

azul os sítios do tipo C] e possui um espectro com simetria elétron-buraco formado por três

bandas.

De forma natural, seguindo os passos dos estudos em nanofitas de grafeno, estudos de

nanoestruturas 1D na rede de Lieb foram reportados nas Refs. (WEEKS; FRANZ, 2010; WANG;

ZHANG, 2010; NIţă et al., 2013), investigando a influência de três diferentes geometrias das

bordas nos seus espectros eletrônicos. A Fig. 10 ilustra as referidas três terminações: [Fig. 10(a)]

retas, [Fig. 10(b)] barbadas e [Fig. 10(c)] assimétricas.

Com relação a construção das nanofitas de Lieb, tomando o eixo vertical (y) como
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a direção de confinamento, temos que (CHEN; ZHOU, 2016): (i) nanofitas com bordas retas

possuem suas bordas compostas por subredes de dois tipos, onde no esquema da Fig. 10(a)

esses são os sítios do tipo B (verde) e C (azul); (ii) nanofitas com bordas barbadas possuem

suas bordas compostas por apenas uma subrede, onde no esquema da Fig. 10(b) é o sítio do

tipo A (vermelho); e (iii) nanofitas com bordas assimétricas são compostas por uma borda reta

com subredes de dois tipos e uma borda barbada com a subrede do outro tipo. No esquema da

Fig. 10(c) o lado com borda reta é formado pelos sítios B (verde) e C (azul) e o lado com borda

bardada pelo sítio do tipo A (vermelho).

Figura 10 – Nanofitas de Lieb com diferentes tipos de bordas: (a) reta, (b) barbada, e (c)
assimétrica. Os símbolos vermelhos representam os sítios do tipo A, os verdes do tipo B e os
azuis do tipo C. Figura adaptada da Ref. (CHEN; ZHOU, 2016).

(a) (b) (c)

Figura 11 – Espectro de energia das nanofitas de Lieb para bordas do tipo (a) reta com N = 15,
(b) barbada com N = 15, e (c) assimétrica com N = 10. Figura adaptada da Ref. (CHEN; ZHOU,
2016).

Na Fig. 11 apresentamos as relações de dispersão para as nanofitas de Lieb com

bordas (a) retas, (b) barbadas, e (c) assimétricas. Nota-se a presença de gap para o caso das

bordas barbadas e assimétricas. A diferença do tamanho do gap para os casos das bordas

barbadas e assimétricas se deve as diferentes larguras das nanofitas: N = 15 para o caso barbado
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e N = 10 para o caso assimétrico. Por sua vez, a banda plana permanece em todos os casos (XIA

et al., 2016). Discutiremos com mais detalhes os resultados para nanofitas de Lieb no Capítulo 3.

1.2.4 Nanofitas de Kagome

Como brevemente apresentado na Seção 1.1 e Fig. 1, uma rede de Kagome se carac-

teriza por ser uma rede hexagonal com três sítios de base (WANG; ZHANG, 2010; YOSHIDA

et al., 2021; WANG; ZHANG, 2008). Em contraste com a rede favo-de-mel, em Kagome

não há simetria de inversão centrada no meio da ligações do vizinho mais próximo (BOLENS;

NAGAOSA, 2019; LIU et al., 2010). Restrições estruturais em uma das direções cristalográfica

na rede de Kagome 2D gera nanofitas que podem possuir diferentes terminações. A Fig. 12

mostra dois exemplos. Ao se confinar na direção x, temos bordas do tipo dente de serra, em

que cada célula unitária (entre as duas linhas tracejadas em zigzag) contém 2N = 50 triângulos

sombreados e um local c extra, c0, na borda inferior, como mostrada na Fig. 12 (a). Quando

confinamos na direção y, temos bordas do tipo zigzag, onde cada célula unitária (entre as duas

linhas tracejadas) contém 2N −1 = 49 triângulos sombreados (GUO; FRANZ, 2009). Na borda

esquerda, há um sítio b extra, b0, e novamente um sítio c extra, c0. Na borda direita, há um sítio

a extra, a2N , e um sítio c extra, c2N , como indica a Fig. 12(b).

(a) (b)

Figura 12 – Nanofitas de Kagome. (a) Um par de arestas em dente de serra ao longo da direção x.
(b) Um par de arestas zigzag na direção y. Figura adaptada da Ref. (LIU, 2020).

As relações de dispersões para as nanofitas de Kagome com bordas do tipo dente de

serra e zigzag são apresentados nas Figs. 13(a) e 13(b), respectivamente. Com relação a origem
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(a) (b)

Figura 13 – Relações de dispersão das nanofitas de Kagome com bordas do tipo (a) dente de
serra e (b) zigzag. Figura adaptada da Ref. (LIU, 2020).

dos estados de bordas nessas nanofitas, a Ref. (LIU et al., 2010) afirma que para o caso das

bordas do tipo dente de serra observa-se que cada aresta dente de serra hospeda dois estados de

borda (LIU et al., 2010). Um deles está localizado entre as duas bandas dispersivas, conectando

os pontos de Dirac, enquanto o outro está localizado entre a banda plana e a banda dispersiva

inferior. Para o caso de bordas do tipo zigzag temos que cada aresta em zigzag abriga dois

estados de borda. Um deles está localizado entre as duas bandas dispersivas, enquanto o outro

está localizado entre a banda plana e a banda dispersiva inferior (QI et al., 2008). Discutiremos

com mais detalhes os resultados para nanofitas de Kagome no Capítulo 3.

1.2.5 Nanofitas da rede de transição

Em 2019 foi demonstrado que as redes de Lieb e Kagome são interconversíveis por

tensões diagonais, permitindo o desenvolvimento de um modelo teórico tight-binding dependente

de um ângulo θ , que nos permite tratar de uma forma geral ambas as redes de Lieb (θ = 90◦) e

de Kagome (θ = 120◦), além de redes de transição (90◦ < θ < 120◦) (JIANG et al., 2019b). 2

Por transição entende-se que podemos ir de uma rede para outra variando este parâmetro, dessa

forma, um caminho natural é então explorarmos as propriedades físicas dessa transição.

A Ref. (JIANG et al., 2019b) não foi a única que discutiu a evolução do espectro de

Lieb em Kagome (YU et al., 2009; LIM et al., 2020; ABRAMOVICI, 2021). Por exemplo, as

Refs. (LIM et al., 2020; ABRAMOVICI, 2021) apresentam modelos tight-binding capazes de

levar o espectro de energia de Lieb no espectro de Kagome somente pela evolução do hopping

entre os sítios A e C, representados na Fig. 14(a). No entanto, esses modelos são menos precisos

2 A interconversibilidade entre as redes de Lieb e Kagome é sistematicamente discutida na Sec. 2.5.
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do que o da Ref. (JIANG et al., 2019b), uma vez que não propõem a evolução estrutural da rede

de Lieb em Kagome, como feito na Ref. (JIANG et al., 2019b).

A Fig. 14(a) mostra que a escolha de aplicar deformações ao longo da direção

diagonal se deu porque essas redes compartilham a mesma configuração estrutural na célula

unitária, ou seja, três sítios não equivalentes por célula unitária distribuídos de tal forma que há

um estado de canto e dois estados de centro de borda. Partindo dessa similaridade, os autores

da Ref. (JIANG et al., 2019b) desenvolveram o recurso da interconversibilidade que tanto

garantiu a reprodução dos espectros de energia de Lieb e Kagome, assim como possibilitaram

a investigação inicial da evolução de banda entre essas duas redes e o estudo preliminar das

propriedades eletrônicas da rede de transição.

(a)

(b)

Figura 14 – Representação da transição (a) da estrutura cristalina com θ = 105◦, (b) espectro
de energia e estado da superfície de um sistema de 15 unidades, da rede de Lieb para Kagome.
Figura adaptada da Ref. (JIANG et al., 2019b).

Na Fig. 14(b) podemos observar uma deformação na banda plana do espectro ele-

trônico durante a transição entre as redes de Lieb e Kagome. Essa deformação ocorre até que a

banda plana originalmente presente na parte central do espectro de energia de Lieb seja com-

pletamente destruída e então reconstruída ao final da transição na parte inferior do espectro de

energia de Kagome. As cores vermelha e azul dos estados de borda representam as contribuições

dos dois lados das nanofitas, respectivamente.

O recurso da interconversibilidade desenvolvido na Ref. (JIANG et al., 2019b)
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foi usado em trabalhos subsequentes dos autores (JIANG et al., 2019a; JIANG et al., 2021).

Essas referências apresentaram sínteses experimentais de redes de Lieb, Kagome e de transição

construídas por moléculas orgânicas, que confirmaram as características previstas nos espectros

de energia discutidos na Ref. (JIANG et al., 2019b).

Por outro lado, até onde sabemos, não foi investigado sistematicamente as propri-

edades eletrônicas das nanofitas de redes de transição com tipos diferentes de bordas, e não

encontramos na literatura estudos análogos de nanofitas construídas por redes de Lieb e Kagome

que usassem o recurso da interconversibilidade.

Portanto, motivados pela investigação de possíveis propriedades físicas interessantes

dessas redes, dedicaremos esse trabalho ao estudo do espectro eletrônico, da densidade de estados

e das funções de onda para diferentes configurações de nanofitas.

1.3 Escopo do trabalho

A dissertação está organizada como descrito a seguir. No Capítulo 2, apresentaremos

o modelo tight-binding estabelecendo o passo a passo de como se dá sua aplicação e então

calcularemos a estrutura de bandas usando a aproximação tight-binding, visando encontrar o

espectro de energia para redes de Lieb, transição e Kagome. Estudaremos, ainda neste capítulo,

a interconversibilidade dessas redes e o efeito da quebra de simetria de subrede. No Capítulo

3 será apresentado a nanofita genérica que ao mudarmos o parâmetro de ângulo retornamos os

casos limites das nanofitas de Lieb e Kagome com diferentes tipos de bordas, sendo elas: retas,

barbadas e assimétricas. Investigamos também o efeito da quebra da degenerescência da banda

plana no espectro de energia dessas redes, os efeitos ao se considerar as interações dos sítios

vizinhos, e da quebra de simetria de subrede. No Capítulo 4, sumarizamos algumas conclusões e

mencionaremos algumas de nossas perspectivas para trabalhos futuros.
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2 MODELO TIGHT-BINDING PARA REDES DE LIEB, TRANSIÇÃO E KAGOME

Neste capítulo iremos apresentar o modelo tight-binding utilizado para calcular a

estrutura de bandas eletrônicas dos cristais 2D investigados. Dentro dessa aproximação tight-

binding, calculamos os elementos da matriz Hamiltoniana para o caso de uma rede genérica

infinita que descreve ambas as redes de Lieb quanto de Kagome. Os espectros de energia são

discutidos no contexto da interconversibilidade dessas redes, assim como o efeito da quebra de

simetria de subrede com diferentes configurações é analisado.

2.1 Rede infinita

Consideraremos uma rede genérica 2D infinita formada por três sítios de base (sítios

A, B, e C, como indicado pelos círculos em verde, vermelho e azul, respectivamente, na Fig. 15).

A nomenclatura aqui usada para “rede genérica” se deve ao parâmetro θ , que nos permite tratar

de uma forma geral ambas as redes de Lieb (θ = 90◦) e de Kagome (θ = 120◦). O ângulo

θ é definido entre as ligações de primeiros vizinhos entre as subredes B−A e C−B, isto é,

∠ABC. Valores intermediários do parâmetro θ fornecem estruturas cristalinas para a rede de

transição Lieb-Kagome. O presente modelo permite mapear estágios evolutivos do processo de

interconversibilidade entre as redes de Lieb e Kagome através de apenas um parâmetro, isto é,

um modelo teórico de apenas um parâmetro de controle.

Embora não exista material 2D conhecido com essas estruturas na natureza, tais redes

possuem análogos fotônicos e orgânicos, sendo seu estudo importante por causa da interação

que não desaparece e da forte correlação envolvida. Sistemas com banda plana foram propostos

para realizar ferromagnetismo, supercondutividade e estados topológicos(MUKHERJEE et al.,

2015). Apesar de não existir em materiais conhecidos, pode ser projetada, e apresenta, assim

como o grafeno, bandas de energia exóticas.

Os vetores primitivos da rede real estão ilustrados na Fig. 15(a) e são dador por

a⃗1 = a(1,0), a⃗2 = a(−cosθ ,sinθ), (2.1)

tal que qualquer sítio da rede genérica pode ser encontrado pelo vetor R⃗ = n1⃗a1 +n2⃗a2 da rede,

onde (n1,n2) é um par ordenado formado por números inteiros que identifica a localização das

células unitárias. Os vetores da rede recíproca são facilmente encontrados, obedecendo a relação
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Figura 15 – Representação (a) da rede genérica 2D infinita de apenas um parâmetro de controle
θ usado para descrever as redes de Lieb, transição e Kagome. A área destacada em amarelo
representa a célula unitária. As subredes não-equivalentes A, B e C são representadas por
círculos em cores verdes, vermelhas, e azuis, respectivamente. Os vetores primitivos da rede
real são também apresentados a⃗1 e a⃗2. (b, c) Primeira zona de Brillouin da rede recíproca de
Lieb-Kagome, evidenciando no painel (b) o caminho a ser considerado na representação gráfica
da relação de dispersão, e no painel (c) os pontos de alta simetria [Γ em azul, X em laranja, K

em verde e M em amarelo] com as respectivas distâncias e ângulos utilizados na sua derivação.

a⃗i · b⃗ j = 2πδi j, onde δi j representa a delta de Kronecker, dados por

b⃗1 = b1(sinθ ,cosθ), b⃗2 = b2(0,1), (2.2)

onde

|⃗b1|= |⃗b2|=
2π

asinθ
= b. (2.3)

A zona de Brillouin, definida como a célula unitária do espaço recíproco, para a

rede genérica é apresentada na Fig. 15(b). Da mesma forma que a rede cristalina é dividida

em células de Wigner-Seitz para redes de Bravais, a rede recíproca associada é dividida em

zonas de Brillouin (ASHCROFT; MERMIN, 1976). Os limites da primeira zona de Brillouin são

dados pelos planos equidistantes dos pontos da rede recíproca, e sua aplicação principal é nas

funções de onda de Bloch. Conseguimos sua obtenção esquemática [Fig. 15(b)] traçando retas

equidistantes paralelas e perpendiculares entre si.

Para encontrarmos os pontos de alta simetria para a rede genérica, analisaremos a

Fig. 15(c). Na Fig. 15(c) apresentamos novamente a primeira zona de Brilluoin da rede genérica

de Lieb-Kagome mas agora com uma análise geométrica usada para encontrar as posições dos

pontos de alta simetria. Os pontos de alta simetria Γ⃗, X⃗ , K⃗, e M⃗ são indicados na Fig. 15(c) por

círculos nas cores azul, laranja, verde, e amarelo, respectivamente. Note que a distância entre

dois mesmos pontos de alta simetria é dado por b, como indicado na Fig. 15(c), por exemplo,

entre dois pontos K (veja na figura na parte superior da zona de Brillouin a linha pontilhada que
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liga os dois círculos em verde). Pela Fig. 15(c) é fácil determinar as posições dos pontos Γ⃗, X⃗ e

M⃗, dadas por

Γ⃗ = (0,0), X⃗ =
b

2
v̂1, M⃗ =

b

2
(v̂1 + v̂2), (2.4)

onde

v̂1 = (sinθ ,cosθ) e v̂2 = (0,1). (2.5)

A ilustração à direita da Fig. 15(c) nos permite localizar o ponto K⃗, tal como

K⃗ =
1
2
(b−d)v̂1 +

l

2
v̂2, (2.6)

com b = l +d. Podemos ainda explicitar a localização geométrica do ponto K⃗ em termos do

parâmetro de interconvencibilidade das redes Lieb-Kagome, isto é, do ângulo θ , usando os

comprimentos b e d em termos de θ . Pela Fig. 15(c), temos que

d = l sinβ , (2.7)

onde β = θ −π/2 e sinβ =−cosθ , assim

d =−l cosθ =− bcosθ

1− cosθ
. (2.8)

Dessa forma o comprimento l = b−d, ao substituir d pela expressão da Eq. (2.8), fica depen-

dendo apenas de b e θ , tal como

l =
b

1− cosθ
. (2.9)

Finalmente, substituindo a Eq. (2.9) na expressão de K⃗ [Eq. (2.6)], obtemos que

K⃗ =
1
2
(b− l cosθ)v̂1 +

l

2
v̂2. (2.10)

2.2 Modelo tight-binding

Encontrar as energias permitidas de um cristal é fundamental para o estudo de suas

propriedades eletrônicas. Em geral, o procedimento teórico inicial para se obter a estrutura

de bandas de um certo material é baseado em cálculos de primeiros princípios (ab initio)

(DRESSELHAUS et al., 1998) e, em seguida, é feita uma busca pelos parâmetros das ligações

interatômicas que melhor ajustam as bandas de energia obtidas. Depois da realização de tal
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processo de Wannierização (GARRITY; CHOUDHARY, 2021), à luz da teoria do funcional da

densidade, pode-se descrever as bandas de energia de forma mais simples e elegante usando o

modelo tight-binding, que significa em inglês modelo de ligação-forte. Este método lida com

a superposição de funções de onda atômica, isto é, consiste em usar combinações lineares de

orbitais atômicos. Em suma, o método tight-binding fornece um modo instrutivo de se visualizar

níveis de Bloch, tomando a função de Bloch como sendo uma combinação de funções de onda

atômicas somadas sobre todas as N células do cristal, onde o número de funções pode ser

pequeno comparado com o número de ondas planas (ASHCROFT; MERMIN, 1976; KITTEL,

1967; SAITO et al., 1998; SIMON, 2013). A seguir, descreveremos tal procedimento via modelo

tight-binding para encontrar a equação secular que permite determinar as bandas de energia.

Considere um sólido cristalino ideal. Essa consideração implica certas aproximações:

(i) aproximação adiabática - os núcleos dos átomos que compõem o cristal são fixos e com

posições conhecidas na rede cristalina; (ii) modelo de um elétron - todos os outros elétrons são

considerados como partes integrantes dos íons que criam um potencial periódico V (⃗r); e (iii)

idealização de cristal ideal fictício - a rede cristalina é perfeitamente pura tal que impurezas

e deformações, por exemplo, são tratadas via perturbação. Tais considerações resultam dizer

que o problema envolve um potencial V (⃗r) com a periodicidade da rede cristalina, ou seja,

V (⃗r+ R⃗) =V (⃗r), para todos os vetores R⃗ da rede de Bravais1 e que os elétrons independentes

obedecem individualmente à equação de Schrödinger Hψ = Eψ com potencial periódico V (⃗r).

Assim, reduz-se o problema de muitos corpos a um modelo de um elétron obedecendo a relação

de periodicidade da rede. Esses elétrons independentes são chamados de elétrons de Bloch,

sendo os autoestados da equação de Schrödinger conhecidos como estados de Bloch.

Consequentemente, devido à simetria translacional da célula unitária na direção

dos vetores da rede, qualquer função do cristal satisfaz o Teorema de Bloch, que diz que os

autoestados ψ do Hamiltoniano de um elétron para um potencial periódico [V (⃗r+ R⃗) =V (⃗r)]

podem ser escritos na forma de uma onda plana multiplicada por uma função com a periodicidade

da rede

ψ⃗
k
(⃗r) = ek⃗·⃗ru⃗

k
(⃗r), (2.11)

1 Uma rede de Bravais é um conjunto infinito de pontos discretos com arranjo e orientação que parecem exatamente
os mesmos, de qualquer um dos pontos de onde o arranjo seja visualizado. Uma rede de Bravais tridimensional é
constituída por todos os pontos om vetores de posição R⃗ que podem ser es ritos na forma R⃗ = n1a⃗1+n2a⃗2+n3a⃗3,
onde os a⃗i, com i = 1,2 e 3, são chamados de vetores primitivos.(ASHCROFT; MERMIN, 1976; KITTEL,
1967)
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onde

u⃗
k
(⃗r+ R⃗) = u⃗

k
(⃗r). (2.12)

Combinando as Eqs. (2.11) e (2.12), tem-se que

ψ⃗
k
(⃗r+ R⃗) = ek⃗·R⃗ψ⃗

k
(⃗r), (2.13)

que corresponde ao Teorema de Bloch, onde os autoestados do Hamiltoniano podem ser escolhi-

dos de modo que, associado a cada ψ , esteja um vetor de onda k⃗, tal que

ψ (⃗r+ R⃗) = T⃗
R
ψ (⃗r) = ek⃗·R⃗ψ (⃗r), (2.14)

onde T⃗
R

é o operador de translação ao longo da rede. A função de Bloch é dada por

φ j (⃗k,⃗r) =
1√
N

N

∑
R

ei⃗k·R⃗ϕ j (⃗r− R⃗), (2.15)

onde N é o número de células unitárias. Aplicando o Teorema de Bloch:

φ j (⃗k,⃗r+ a⃗) =
1√
N

N

∑
R⃗

ei⃗k·R⃗ϕ j (⃗r+ a⃗− R⃗), (2.16)

organizando os termos, temos que

φ j (⃗k,⃗r+ a⃗) =
ei⃗k·⃗a
√

N

N

∑
R⃗

ei⃗k·(R⃗−a⃗)ϕ j (⃗r− (R⃗− a⃗)), (2.17)

o que nos leva a seguinte equação

φ j (⃗k,⃗r+ a⃗) = ei⃗k·⃗aφ j (⃗k,⃗r). (2.18)

Usando a condição de contorno periódica de Born-Von Karman, que são um conjunto de

condições de fronteira que são frequentemente escolhidas para aproximar um sistema grande

(infinito) usando uma pequena peça chamada célula unitária, tal como

φ j (⃗k,⃗r+Nia⃗i) = φ j (⃗k,⃗r), (2.19)

onde Ni = N1/3, já que N = N1N2N3 é o número total de células primitivas no cristal com N1, N2

e N3 sendo números inteiros positivos. Aplicando as condições de contorno (2.19) nos estados

de Bloch (2.18), tem-se que

φ j (⃗k,⃗r+Nia⃗i) = eik·Niaiφ j (⃗k,⃗r) = φ j (⃗k,⃗r), (2.20)
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o que implica que

ei⃗k·Nia⃗i = 1, com i = 1, 2, e 3. (2.21)

As autofunções de um sólido são expressas como combinações lineares de funções

de Bloch, tal como

ψ j (⃗k,⃗r) =
n

∑
j′=1

C j j′ (⃗k)φ j′ (⃗k,⃗r), (2.22)

onde C j j′ (⃗k) são os coeficientes a serem determinados. O j-ésimo autovalor E j (⃗k) é dada por:

E j (⃗k) =

∫

ψ∗
j Hψ jdr

∫

ψ∗
j ψ jdr

. (2.23)

Substituindo a Eq. (2.22) na Eq. (2.23), obtemos

E j (⃗k) =
∑

n
j=1 ∑

n
j′=1C∗

i jCi j′φ jHφ j′

∑
n
j=1 ∑

n
j′=1C∗

i jCi j′φ jφ j′
, (2.24)

que pode ser reescrita da seguinte forma:

E j (⃗k) =
∑

n
j, j′=1 H j j′ (⃗k)C

∗
i jCi j′

∑
n
j, j′=1 S j j′ (⃗k)C

∗
i jCi j′

, (2.25)

onde H j j′ (⃗k) = ⟨φ j|H|φ j′⟩ corresponde aos elementos da matriz de transferência e S j j′ (⃗k) =

⟨φ j|φ j′⟩ aos elementos da matriz de overlap. Utilizando a função de Bloch (2.15), obtemos que

os elementos de H j j′ são dados por

H j j′ =
1
N

∑
R⃗,R⃗′

ei⃗k·(R⃗′−R⃗)t
j j′

R⃗,R⃗′ , (2.26)

onde

t
j j′

R⃗,R⃗′ = ⟨φ j (⃗r− R⃗)|H|φ j′ (⃗r− R⃗′)⟩, (2.27)

são chamados de parâmetros de hopping ou integral de transferência que está associado a energia

de ligação entre os átomos localizados nos sítios R⃗ e R⃗′.

Com a aplicação dessas matrizes, temos que, ao olharmos da perspectiva dos átomos

R⃗(R⃗′), podemos considerar somente a contribuição dos átomos R⃗′(R⃗) que são os vizinhos mais

próximos. Resultados mais precisos para as energias podem ser alcançados ao se considerar

mais vizinhos de ordens maiores.
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Agora, note que o coeficiente C∗
i j também é uma função de k⃗ e assim C∗

i j é determi-

nado para cada k⃗. Então quando tomamos uma derivada parcial com respeito aos coeficientes

C∗
i j, obtemos

∂E j

∂C∗
i j

=
∑

n
j′=1 H j j′Ci j′ ∑

n
j, j′=1 S j j′C

∗
i jCi j′ −∑

n
j′=1 H j j′C

∗
i jCi j′ ∑

n
j, j′=1 S j j′Ci j′

(∑n
j, j′=1 S j j′C

∗
i jCi j′)2 . (2.28)

Usando a condição para obtermos um mínimo local

∂E j

∂C∗
i j

= 0, (2.29)

e multiplicando ambos os lados por ∑
n
j, j′=1 S j j′C

∗
i jCi j′ , obtemos

n

∑
j′=1

H j j′Ci j′ = E j(k)
n

∑
j′=1

S j j′Ci j′ . (2.30)

Temos então que HCi = EiSCi, de forma que

[H −EiS]Ci = 0, (2.31)

se a matriz inversa existir obteríamos o caso trivial, onde os coeficientes Ci seriam todos iguais a

zero. Logo só há autofunções quando a matriz inversa não existir, isto é equivalente a tomar o

determinante igual a zero,

det[H −EiS] = 0. (2.32)

Esta equação é chamada de equação secular, cuja soluções nos fornecem todos os

autovalores de Ei para um dado k⃗. Assim, para se obter a relação de dispersão de energia deve-se

resolver a equação secular (2.32).

2.3 Hamiltoniano genérico

Fazendo uso dos conhecimentos apresentados na seção anterior (Seç. 2.2) sobre

teorema de Bloch e modelo tight-binding em primeira quantização, vamos nessa seção apresentar

a obtenção dos elementos da matriz tight-binding para o caso do Hamiltoniano genérico, que

descreve ambas as redes de Lieb e Kagome com a utilização de apenas um parâmetro de controle

θ . Os aspectos cristalográficos da rede genérica foram apresentados na Seç. 2.1 e ilustração da

rede na Fig. 15. De forma mais detalhada, mostra-se na Fig. 16 as distâncias entre os sítios B−A,

B−C, A−C+, e A−C−, e os respectivos hoppings tBA, tBc, t−AC e t+AC, que serão utilizados nos

cálculos dos elementos de matriz tight-binding a seguir.
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Figura 16 – Representação da rede genérica de Lieb-Kagome esquematizada com o valor fixo do
parâmetro morfológico θ para o caso de θ = 7π/12, enfatizando a distância entre os primeiros
vizinhos a0, as distâncias entre os sítios B−A (BA = |⃗a2|/2), B−C (BC = |⃗a1|/2), A−C−

(AC− = |⃗a1− a⃗2|/2) e A−C+ (AC+ = |⃗a1+ a⃗2|/2), e os respectivos hoppings: tBA, tBc, t−AC e t+AC.

Dentro da aproximação tight-binding, podemos escrever os autoestados do elétron

como uma combinação linear das funções de Bloch, dado por

Φ j (⃗r) =
1√
N

N

∑
R⃗α

ei⃗k·R⃗α ϕα (⃗r− R⃗α), (2.33)

onde α = A,B,C associado ao fato de que a rede Lieb-Kagome possui três átomos por célula

unitária. Dessa maneira, a matriz de transferência será uma matriz 3×3 dada por

H =











HAA HAB HAC

HBA HBB HBC

HCA HCB HCC











, (2.34)

onde os elementos dessa matriz são adquiridos pela Eq. (2.26). Os termos da diagonal principal
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são dados por

HAA =

〈

1√
N

N

∑
R⃗A

e−i⃗k·R⃗AϕA(⃗r− R⃗A)

∣

∣

∣

∣

∣

H

∣

∣

∣

∣

∣

1√
N

N

∑
R⃗A′

ei⃗k·R⃗A′ϕA(⃗r− R⃗A′)

〉

,

=
1
N

N

∑
R⃗A,R⃗A′

ei⃗k·(R⃗A′−R⃗A)
〈

ϕA(⃗r− R⃗A)
∣

∣

∣
H

∣

∣

∣
ϕA(⃗r− R⃗A′)

〉

,

=
1
N

N

∑
R⃗A

⟨ϕA(⃗r− R⃗A)|H|ϕA(⃗r− R⃗A)⟩= EA, (2.35a)

HBB =

〈

1√
N

N

∑
R⃗B

e−i⃗k·R⃗BϕB(⃗r− R⃗B)

∣

∣

∣

∣

∣

H

∣

∣

∣

∣

∣

1√
N

N

∑
R⃗B′

ei⃗k·R⃗B′ϕB(⃗r− R⃗B′)

〉

,

=
1
N

N

∑
R⃗B,R⃗B′

ei⃗k·(R⃗B′−R⃗B)
〈

ϕB(⃗r− R⃗B)
∣

∣

∣
H

∣

∣

∣ϕB(⃗r− R⃗B′)
〉

,

=
1
N

N

∑
R⃗B

⟨ϕB(⃗r− R⃗B)|H|ϕB(⃗r− R⃗B)⟩= EB, (2.35b)

HCC =

〈

1√
N

N

∑
R⃗C

e−i⃗k·R⃗CϕC(⃗r− R⃗C)

∣

∣

∣

∣

∣

H

∣

∣

∣

∣

∣

1√
N

N

∑
R⃗C′

ei⃗k·R⃗C′ϕC(⃗r− R⃗C′)

〉

,

=
1
N

N

∑
R⃗C,R⃗C′

ei⃗k·(R⃗C′−R⃗C)
〈

ϕC(⃗r− R⃗C)
∣

∣

∣
H

∣

∣

∣
ϕC(⃗r− R⃗C′)

〉

,

=
1
N

N

∑
R⃗C

⟨ϕC(⃗r− R⃗C)|H|ϕC(⃗r− R⃗C)⟩= EC, (2.35c)

onde EA,EB e EC são as energias dos sítios A, B e C, respectivamente. Comparando os termos

dentro dos somatórios com a Eq. (2.27), vemos que eles representam os parâmetros de hopping

entre os mesmos sítios, isto é: tA,A [Eq. (2.35a)], tB,B [Eq. (2.35b)], e tC,C [Eq. (2.35c)]. Note

que no cálculo de cada termo diagonal acima consideramos que a única contribuição é quando

R⃗α ′ = R⃗α , com α = A,B,C.

Vamos agora calcular as contribuições dos termos mistos Hi ̸= j da matriz (2.34), isto

é, os elementos fora da diagonal principal entre sítios diferentes. Analisando a contribuição do

sítio A com relação ao sítio B, temos que:

HBA =

〈

1√
N

N

∑
R⃗B

e−i⃗k·R⃗BϕB(⃗r− R⃗B)

∣

∣

∣

∣

∣

H

∣

∣

∣

∣

∣

1√
N

N

∑
R⃗A

ei⃗k·R⃗AϕA(⃗r− R⃗A)

〉

,

=
1
N

N

∑
R⃗B,R⃗A

ei⃗k·(R⃗A−R⃗B)⟨ϕB(⃗r− R⃗B)|H|ϕA(⃗r− R⃗A)⟩. (2.36)
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Usando a aproximação tight-binding até segundos vizinhos, temos que a localização dos sítios

do tipo A com relação ao sítio B é dada por

R⃗A = R⃗B ±
a⃗2

2
⇒ R⃗A − R⃗B =± a⃗2

2
, (2.37)

como pode ser visto na Fig. 16. Substituindo a Eq. (2.37) no termo do somatório da Eq. (2.36),

temos que

N

∑
R⃗B,R⃗A

ei⃗k·(R⃗A−R⃗B) =
N

∑
R⃗B

(

ei⃗k·⃗a2/2 + e−i⃗k·⃗a2/2
)

= 2cos
(

k⃗ · a⃗2/2
)

, (2.38)

o que nos permite escrever a Eq. (2.36) como

HBA = 2tBA cos
(

k⃗ · a⃗2/2
)

, (2.39)

onde

tBA =
〈

ϕB(⃗r− R⃗B)
∣

∣

∣H

∣

∣

∣ϕA(⃗r− R⃗A)
〉

=

〈

ϕB(⃗r− R⃗B)
∣

∣

∣
H

∣

∣

∣
ϕA

(

r⃗− R⃗B ∓
a⃗2

2

)〉

, (2.40)

representa o parâmetro de hopping entre os sítios B e A à distância |⃗a2/2| (ver setas para tBA na

Fig. 16).

Analisando agora a contribuição do sítio C com relação ao sítio B

HBC =

〈

1√
N

N

∑
R⃗B

e−i⃗k·R⃗BϕB(⃗r− R⃗B)

∣

∣

∣

∣

∣

H

∣

∣

∣

∣

∣

1√
N

N

∑
R⃗C

ei⃗k·R⃗CϕC(⃗r− R⃗C)

〉

,

=
1
N

N

∑
R⃗B,R⃗C

ei⃗k·(R⃗C−R⃗B)⟨ϕB(⃗r− R⃗B)|H|ϕC(⃗r− R⃗C)⟩. (2.41)

Usando a aproximação tight-binding até segundos vizinhos, temos pela Fig. 16 que a localização

dos sítios C com relação ao sítio B é dada por

R⃗C = R⃗B ±
a⃗1

2
⇒ R⃗C − R⃗B =± a⃗1

2
. (2.42)

Substituindo a Eq. (2.42) no termo do somatório da Eq. (2.41), obtém-se que

N

∑
R⃗B,R⃗C

ei⃗k·(R⃗C−R⃗B) =
N

∑
R⃗B

(

ei⃗k·⃗a1/2 + e−i⃗k·⃗a1/2
)

= 2cos
(

k⃗ · a⃗1/2
)

, (2.43)

o que nos permite escrever a Eq. (2.41) como

HBC = 2tBC cos(⃗k · a⃗1/2), (2.44)
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onde

tBC = ⟨ϕB(⃗r− R⃗B)|H|ϕC(⃗r− R⃗C)⟩=
〈

ϕB(⃗r− R⃗B)
∣

∣

∣
H

∣

∣

∣
ϕC

(

r⃗− R⃗B ∓
a⃗1

2

)〉

, (2.45)

representa o parâmetro de hopping entre os sítios B e C à distância |⃗a1/2| (ver setas para tBC na

Fig. 16).

Agora analisaremos a contribuição HAC entre os sítios do tipo C com relação aos

sítios do tipo B. Para esse caso, temo as contribuições dos átomos localizados nas posições

± (a⃗1−a⃗2)
2 e ± (a⃗1+a⃗2)

2 , tal que

HAC =

〈

1√
N

N

∑
R⃗A

e−i⃗k·R⃗AϕA(⃗r− R⃗A)

∣

∣

∣

∣

∣

H

∣

∣

∣

∣

∣

1√
N

N

∑
R⃗C

ei⃗k·R⃗CϕC(⃗r− R⃗C)

〉

,

=
1
N

N

∑
R⃗A,R⃗C

ei⃗k·(R⃗C−R⃗A)⟨ϕA(⃗r− R⃗A)|H|ϕC(⃗r− R⃗C)⟩. (2.46)

Usando a aproximação tight-binding até segundos vizinhos, temos que as localizações dos sítios

C com relação ao sítio A são dada por

R⃗C− = R⃗A ±
(⃗a1 − a⃗2)

2
⇒ R⃗C− − R⃗A =± (⃗a1 − a⃗2)

2
, (2.47a)

R⃗C+ = R⃗A ±
(⃗a1 + a⃗2)

2
⇒ R⃗C+ − R⃗A =± (⃗a1 + a⃗2)

2
, (2.47b)

como ilustrado pelas setas em verde e vermelha na Fig. 16 para R⃗C− − R⃗A e R⃗C+ − R⃗A, respecti-

vamente. Substituindo as Eqs. (2.47a) e (2.47b) no termo do somatório da Eq. (2.46), obtém-se

que

N

∑
R⃗A,R⃗C−

ei⃗k·(R⃗C−−R⃗A) =
N

∑
R⃗A

(

ei⃗k·(⃗a1−a⃗2)/2 + e−i⃗k·(⃗a1−a⃗2)/2
)

= 2cos
[

k⃗ · (⃗a1 − a⃗2)/2
]

, (2.48a)

N

∑
R⃗A,R⃗C+

ei⃗k·(R⃗C+−R⃗A) =
N

∑
R⃗A

(

ei⃗k·(⃗a1+a⃗2)/2 + e−i⃗k·(⃗a1+a⃗2)/2
)

= 2cos
[

k⃗ · (⃗a1 + a⃗2)/2
]

, (2.48b)

o que nos permite escrever a Eq. (2.46) como

HAC = 2t−AC cos
[

k⃗ · (⃗a1 − a⃗2)/2
]

+2t+AC cos
[

k⃗ · (⃗a1 + a⃗2)/2
]

, (2.49)

onde

t−AC =

〈

ϕA

(

r⃗− R⃗A

)∣

∣

∣
H

∣

∣

∣ϕC

(

r⃗− R⃗A ∓
(⃗a1 − a⃗2)

2

)〉

, (2.50a)

t+AC =

〈

ϕA

(

r⃗− R⃗A

)∣

∣

∣
H

∣

∣

∣
ϕC

(

r⃗− R⃗A ∓
(⃗a1 + a⃗2)

2

)〉

, (2.50b)
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representam os parâmetros de hopping entre os sítios A e C− à distância |⃗a1 − a⃗2|/2 e entre os

sítios A e C+ à distância |⃗a1 + a⃗2|/2, como ilustrado na Fig. 16.

Desta forma, usando o fato da matriz de transferência ser hermitiana, o que implica

em HAB = H∗
BA, HCB = H∗

BC, e HCA = H∗
AC, podemos reduzir a Eq. (2.34) tal como

H =











HAA H∗
BA HAC

HBA HBB HBC

H∗
AC H∗

BC HCC











, (2.51)

onde os elementos de H são dados por

H j j = E j, ( j = A,B,C) , (2.52a)

HBA = 2tBA cos
(

k⃗ · a⃗2/2
)

= HAB, (2.52b)

HBC = 2tBC cos
(

k⃗ · a⃗1/2
)

= HCB, (2.52c)

HAC = 2t−AC cos
[

k⃗ · (⃗a1 − a⃗2)/2
]

+2t+AC cos
[

k⃗ · (⃗a1 + a⃗2)/2
]

= HCA. (2.52d)

De forma geral para o caso da rede de transição com π/2 ≤ θ ≤ 2π/3, podemos reescrever os

elementos da matriz tight-binding dados nas Eqs. (2.52a)-(2.52d) utilizando os vetores primitivos

a⃗1 e a⃗2 dados em termos dos vetores υ̂1 e υ̂2 de acordo com a Eq. (2.5), isto é, tomando

a⃗1 = aυ̂1 e a⃗2 = aυ̂2, (2.53)

nos elementos da matriz (2.52a)-(2.52d), tem-se que

H j j = E j, ( j = A,B,C) , (2.54a)

HBA = 2tBA cos
(

a0⃗k · υ̂2

)

= HAB, (2.54b)

HBC = 2tBC cos
(

a0⃗k · υ̂1

)

= HCB, (2.54c)

HAC = 2t−AC cos
[

a0⃗k · (υ̂1 − υ̂2)
]

+2t+AC cos
[

a0⃗k · (υ̂1 + υ̂2)
]

= HCA, (2.54d)

assim obtendo todos os elementos da matriz que descreve o Hamiltoniano tight-binding para

rede genérica em função do momento k e com dependência explícita do parâmetro morfológico

θ de interconvencibilidade das redes Lieb-Kagome.

2.4 Espectros de energia para rede infinita

Na seção anterior (Seç. 2.3) descrevemos via modelo tight-binding o procedimento

teórico para se obter a matriz 3× 3 do Hamiltoniano para a rede genérica 2D infinita Lieb-

Kagome, onde os elementos da matriz são dados pelas Eqs. (2.54a)-(2.54d). Tais elementos
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de matriz são funções explícitas do vetor momento k⃗ e dos vetores da rede primitiva que por

sua vez possuem a dependência com o ângulo θ que expressa a interconvencibilidade das

redes Lieb-Kagome. A partir daí, podemos encontrar o espectro de energia diagonalizando o

Hamiltoniano obtido para os diferentes valores de k⃗ dentro da primeira zona de Brillouin. Tal

procedimento é equivalente à resolver a equação secular [Eq. (2.32)] para o Hamiltoniano (2.51)

com os elementos dados pelas Eqs. (2.54a)-(2.54d). A obtenção via diagonalização dos espectros

de energia para casos de Lieb, transição e Kagome na aproximação de primeiros vizinhos é

simples e pode ser feita de forma analítica, como apresentada na Ref. (LIMA, 2020).

Mostramos nas Figs. 17, 18, e 19 os espectros de energia das redes de Lieb (θ = π/2),

transição (θ = 7π/12) e Kagome (θ = 2π/3), respectivamente, apresentados no formato (a)

tridimensional e (b) bidimensional ao longo dos pontos de alta simetria. A análise do espectro

apresentado de forma bidimensional [painéis (b) nas Figs. 17, 18, e 19] nos permite verificar o

que acontece com as bandas de energia no caminho no espaço recíproco passando pelos pontos

de alta simetria. Pela Fig. 17 pode-se observar que o espectro de energia da rede infinita de Lieb

é formado por duas bandas dispersivas, que compõem um cone Dirac no ponto M⃗ na primeira

zona de Brillouin e uma terceira banda plana que cruza o ponto de Dirac. Assim, o espectro de

energia exibe um ponto triplamente degenerado em M⃗, demostrando uma ausência de gap de

energia.

(a) (b)

Figura 17 – Espectro eletrônico para rede de Lieb (θ = π/2) infinita obtida por meio do cálculo
tight-binding representado de forma (a) tridimensional e (b) bidimensional ao longo dos pontos
de alta simetria.

Pela Fig. 18 do espectro de energia da rede de transição com θ = 105◦, pode-se

observar um estágio do processo evolutivo das bandas de energia entre as redes de Lieb (θ = π/2)

e Kagome (θ = 2π/3). Nota-se que a banda plana se deformou, originando em dois cones de
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(b)(a)

Figura 18 – Espectro eletrônico para rede de transição infinita obtida por meio do cálculo tight-

binding representado de forma (a) tridimensional e (b) bidimensional ao longo dos pontos de
alta simetria. Assumiu-se o valor de θ = 105◦.

Dirac inclinados, um deles se move ao longo da direção M⃗ − Γ⃗ e o outro se move ao longo

das direções M⃗ − K⃗ à medida que θ aumenta. Esses cones de Dirac formados entre a banda

superior e a banda plana, e a banda inferior e a banda plana, são classificados em tipo-I e

tipo-II, respectivamente. Isso mostra que o ponto triplamente degenerado na configuração de

Lieb no ponto M⃗ originou dois pontos duplamente degenerados na rede de transição, vindos

da deformação da banda plana sem apresentar assim a abertura de gap. (JIANG et al., 2019b;

LIMA, 2020)

(b)(a)

Figura 19 – Espectro eletrônico para rede de Kagome (θ = 2π/3) infinita obtida por meio do
cálculo tight-binding representado de forma (a) tridimensional e (b) bidimensional ao longo dos
pontos de alta simetria.

Na Fig. 19 apresenta-se o espectro de energia para a rede de Kagome, onde observa-

se duas bandas dispersivas, que compõem um cone de Dirac no ponto K⃗, e uma terceira banda

não-dispersiva (totalmente plana) distante da energia de Fermi e localizada em E =−2t. Assim

como os casos anteriores, as bandas de energia da rede de Kagome não apresentam gap de energia.
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Pelo espectro tridimensional na Fig. 19(a), percebe-se uma forte semelhança entre as bandas

dispersivas de Kagome com as bandas de energia do grafeno, que se deve ao formato similar

dessas redes, exceto pelo fato de que agora para Kagome tem-se três subredes não-equivalentes,

ao contrário das duas para o grafeno, o que leva a existência de três bandas de energia ao invés

de duas como no caso do grafeno.

Ao analisar os valores das energias no entorno dos pontos de alta simetria para as

redes de Lieb [Fig. 17(b)] e de Kagome [Fig. 19(b)], percebe-se que é no ponto Γ⃗ que estão os

valores mais alto e mais baixo de energia. Para rede de Lieb [Fig. 17(b)], nota-se que o ponto

X⃗ corresponde a um ponto de cela e o ponto M⃗ possui espectro triplamente degenerado. Para a

rede de Kagome [Fig. 19(b)], percebe-se que os pontos X⃗ e M⃗ correspondem a pontos de cela, e

que no ponto K⃗ tem-se o ponto duplamente degenerado na energia de Fermi e também o valor

mais baixo da estrutura de bandas devido a banda plana.

2.5 Interconversibilidade das redes

Nessa seção discutiremos com mais detalhes a morfologia das redes entre Lieb (θ =

π/2) e Kagome (θ = 2π/3), controladas pelo parâmetro π/2 ≤ θ ≤ 2π/3, e suas consequências

na evolução das bandas de energia para diferentes valores de θ da rede de transição. Nas Figs. 20,

21, 22, 23, 24, 25, e 26, ilustramos (a) a rede real, (b) a primeira zona de Brillouin no espaço

recíproco com as posições dos pontos de alta simetria, e (c) apresentamos as bandas 2D para

θ = 90◦, 95◦, 100◦, 105◦, 110◦, 115◦ e 120◦, respectivamente, seguindo o caminho no espaço

recíproco dado pela linha pontilhada em vermelho nos painéis (b) passando pelos pontos de alta

simetria para cada caso.

Figura 20 – Ilustração da (a) estrutura da rede no espaço real e (b) da primeira zona de Brillouin
no espaço recíproco para a rede de Lieb (θ = 90◦). (c) Espectro de energia ao longo dos pontos
de alta simetria, tomando o caminho Γ⃗− X⃗ −M⃗− Γ⃗ apresentado na linha pontilhada em vermelho
no painel (b).
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Figura 21 – Ilustração da (a) estrutura da rede no espaço real e (b) da primeira zona de Brillouin
no espaço recíproco para a rede de transição com θ = 95◦. (c) Espectro de energia ao longo dos
pontos de alta simetria, tomando o caminho Γ⃗− X⃗ − K⃗ − M⃗− Γ⃗ apresentado na linha pontilhada
em vermelho no painel (b).

Figura 22 – Ilustração da (a) estrutura da rede no espaço real e (b) da primeira zona de Brillouin
no espaço recíproco para a rede de transição com θ = 100◦. (c) Espectro de energia ao longo dos
pontos de alta simetria, tomando o caminho Γ⃗− X⃗ − K⃗ − M⃗− Γ⃗ apresentado na linha pontilhada
em vermelho no painel (b).

Figura 23 – Ilustração da (a) estrutura da rede no espaço real e (b) da primeira zona de Brillouin
no espaço recíproco para a rede de transição com θ = 105◦. (c) Espectro de energia ao longo dos
pontos de alta simetria, tomando o caminho Γ⃗− X⃗ − K⃗ − M⃗− Γ⃗ apresentado na linha pontilhada
em vermelho no painel (b).

Analisando primeiro a evolução estrutural das redes no espaço real e sua consequên-

cia no espaço recíproco pelas Figs. 20(a,b), 21(a,b), 22(a,b), 23(a,b), 24(a,b), 25(a,b), e 26(a,b),

vê-se que as redes de transição entre as redes de Lieb [Fig. 20] e Kagome [Fig. 26] podem ser

alcançadas através de deformações diagonais, como discutido por W. Jiang et al. na Ref. (JIANG
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Figura 24 – Ilustração da (a) estrutura da rede no espaço real e (b) da primeira zona de Brillouin
no espaço recíproco para a rede de transição com θ = 110◦. (c) Espectro de energia ao longo dos
pontos de alta simetria, tomando o caminho Γ⃗− X⃗ − K⃗ − M⃗− Γ⃗ apresentado na linha pontilhada
em vermelho no painel (b).

Figura 25 – Ilustração da (a) estrutura da rede no espaço real e (b) da primeira zona de Brillouin
no espaço recíproco para a rede de transição com θ = 115◦. (c) Espectro de energia ao longo dos
pontos de alta simetria, tomando o caminho Γ⃗− X⃗ − K⃗ − M⃗− Γ⃗ apresentado na linha pontilhada
em vermelho no painel (b).

Figura 26 – Ilustração da (a) estrutura da rede no espaço real e (b) da primeira zona de Brillouin
no espaço recíproco para a rede de Kagome (θ = 120◦). (c) Espectro de energia ao longo dos
pontos de alta simetria, tomando o caminho Γ⃗− X⃗ − K⃗ − M⃗− Γ⃗ apresentado na linha pontilhada
em vermelho no painel (b).

et al., 2019b) e W. P. Lima na Ref. (LIMA, 2020). Durante essa evolução, algumas ligações que

eram de segundos vizinhos passam a ser de primeiros vizinhos, como por exemplo a ligação

A−C dentro da mesma célula unitária no caso da rede de Lieb [Fig. 20] que era de segundos

vizinhos e passa a ser de primeiros vizinhos no caso da rede de Kagome [Fig. 26], pois a distância
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AC é a mesma que a distância AB e BC para a rede de Kagome. Com relação a evolução no

espaço recíproco da primeira zona de Brillouin, vemos pelas Figs. 20(b), 21(b), 22(b), 23(b),

24(b), 25(b), e 26(b), que inicialmente ela possui a forma retangular para a rede de Lieb com o

caminho triangular (linha vermelha pontilhada) passando pontos de alta simetria Γ⃗− X⃗ − M⃗− Γ⃗,

e que para valores de θ ̸= π/2 e θ ̸= 2π/3 passa a apresentar a forma de um polígono irregular

de seis lados com caminho (linha vermelha pontilhada) na forma de um polígono irregular de

quatro lados passando pelos mesmos pontos de alta simetria como no caso anterior mais o ponto

K⃗, tal como: Γ⃗− X⃗ − K⃗ − M⃗ − Γ⃗. Para o caso da rede de Kagome [θ = 2π/3 - Fig. 26(b)], a

zona de Brillouin passa a ser um polígono regular de seis lados, isto é, com formato hexagonal.

Avaliando as Figs. 20, 21, 22, 23, 24, 25, e 26, podemos notar que o espectro de

energia apresenta uma evolução de tal forma que a banda plana se deforma levando a uma quebra

de degenerescência, mas sem abertura de gap. Nota-se em estágios evolutivos nesse processo

que o ponto triplamente degenerado localizado em M⃗ do espaço recíproco leva a dois pontos

duplamente degenerados conectando as bandas superior e inferior com a banda plana-deformada,

até a situação em que o cone de Dirac tipo-II (formado entre a banda inferior e a plana-deformada)

deixa de existir, dando lugar a uma banda totalmente plana para todos os valores de k⃗ no espaço

recíproco para o caso da rede de Kagome.

De acordo com W. Jiang et al. (JIANG et al., 2019b), essa transição morfológica

entre as redes de Lieb e Kagome preserva a simetria de inversão de tal forma que conserva

as características topológicas (curvatura de Berry, centro de carga de Wannier e estados de

borda) mesmo apresentando deformação da banda plana no nível de Fermi no caso de Lieb

até o surgimento de banda plana abaixo (acima) das bandas dispersivas para t < 0 (t > 0) no

caso de Kagome. Isso se dá pelo fato de que transições de fase topológicas são caracterizadas

por mudanças dos invariantes topológicos das bandas de energia, evidenciados pela abertura

e fechamento do gap de energia. Como discutimos anteriormente, em nenhum momento do

estágio evolutivo das bandas de Lieb até Kagome observou-se a abertura do gap de energia.

2.6 Efeito da quebra de simetria de subrede

Todos os resultados apresentados na seção anterior (Seç. 2.5) são para o caso em que

as energias on-site para as três subredes não-equivalentes são nulas, isto é, para HAA = EA = 0,

HBB = EB = 0, e HCC = EC = 0 para os elementos da diagonal principal [Eq. (2.54a)] da matriz

Hamiltoniana (2.51) referentes aos sítios A, B e C, respectivamente.
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Na presente seção, vamos discutir as situações em que as energias on-site são não-

nulas, isto é, vamos verificar os efeitos da quebra de simetria de subrede induzida por valores

diferentes e não-nulos de E j para as diferentes subredes ( j = A,B,C) não-equivalentes para os

casos das redes de Lieb, transição e Kagome. Consideraremos nove combinações distintas para

as energias on-site, dadas a seguir:

– 1a configuração:










EA 0 0

0 EB 0

0 0 EC











=











−δ 0 0

0 δ 0

0 0 δ











, (2.55)

– 2a configuração:










EA 0 0

0 EB 0

0 0 EC











=











δ 0 0

0 −δ 0

0 0 δ











, (2.56)

– 3a configuração:










EA 0 0

0 EB 0

0 0 EC











=











δ 0 0

0 δ 0

0 0 −δ











, (2.57)

– 4a configuração:










EA 0 0

0 EB 0

0 0 EC











=











0 0 0

0 δ 0

0 0 δ











, (2.58)

– 5a configuração:










EA 0 0

0 EB 0

0 0 EC











=











δ 0 0

0 0 0

0 0 δ











, (2.59)

– 6a configuração:










EA 0 0

0 EB 0

0 0 EC











=











δ 0 0

0 δ 0

0 0 0











, (2.60)
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– 7a configuração:










EA 0 0

0 EB 0

0 0 EC











=











0 0 0

0 −δ 0

0 0 δ











, (2.61)

– 8a configuração:










EA 0 0

0 EB 0

0 0 EC











=











−δ 0 0

0 0 0

0 0 δ











, (2.62)

– 9a configuração:










EA 0 0

0 EB 0

0 0 EC











=











−δ 0 0

0 δ 0

0 0 0











. (2.63)

Existem formas experimentais de induzir a quebra de simetria de subrede, por

exemplo, devido a substrato (COSTA et al., 2017). Temos então que, δ é o potencial de

massa no local induzido pelo substrato, que pode ser visto como um termo relacionado à massa

dentro do modelo contínuo e aparece como um potencial escalonado dependente do local δi na

abordagem tight-binding, tal que δi é positivo (negativo) se pertencer à sub-rede i( j ̸= i) (ZHOU

et al., 2007; WANG et al., 2015). Este truque é normalmente usado para abrir uma lacuna no

espectro de energia do grafeno e, consequentemente, para simular o confinamento eletrônico em

nanoestruturas de grafeno (NEVIUS et al., 2015; WURM et al., 2009).

Antes de discutirmos cada uma das configurações acima para quebra de simetria de

subrede, note que as duas configurações abaixo










EA 0 0

0 EB 0

0 0 EC











=











±δ 0 0

0 ±δ 0

0 0 ±δ











, (2.64)

em que todos os elementos diagonais são iguais à +δ ou à −δ não implicam em uma quebra de

simetria de subrede, e sim por sua vez apenas causam uma translação energética nos espectros de

energia de +δ e −δ . Dessa forma, a configuração da Eq. (2.64) corresponde a aplicação de um

campo elétrico perpendicular ao plano do material 2D, o que leva a um deslocamento do nível de

Fermi sem apresentar abertura de gap.
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Os espectros das redes infinitas 2D para de Lieb, transição e Kagome para essas

diferentes combinações de energia on-site são mostrados na Fig. 27 para a 1a [Eq. (2.55)], 2a

[Eq. (2.56)], 3a [Eq. (2.57)], a 4a [Eq. (2.58)], 5a [Eq. (2.59)], 6a [Eq. (2.60)], a 7a [Eq. (2.61)],

8a [Eq. (2.62)], e 9a [Eq. (2.63)] combinações. As curvas pretas representam o caso da energia

on-site nula, isto é, com δ = 0, as curvas azuis representam o caso da energia on-site positiva

com δ = t, e as curvas vermelhas representam o caso negativo com energia on-site δ =−t. A

coluna da esquerda, do meio, e da direita correspondem aos casos das redes de Lieb, transição e

Kagome, respectivamente.

L
IE
B

T
R
A
N
S
IT
IO
N

K
A
G
O
M
E

Figura 27 – Espectro de energia das redes infinita 2D de Lieb (à cima), transição (ao meio), e
Kagome (à baixo) na presença de diferentes combinações de energias on-site. A primeira, a
segunda, e a terceira linha de painéis correspondem às 9 configurações, com termos de energia
on-site dados pelas Eqs. (2.55), (2.56), e (2.57), respectivamente.

Na 1a configuração, temos abertura de gap no espectro de Kagome, enquanto que,

para Lieb e transição, a banda plana se junta com a banda de cima para energia on-site positiva e

se junta com a banda de baixo para o caso negativo. Na 2a configuração, temos que, para energia

on-site positiva, a banda plana se junta com a banda de cima para Lieb e se junta com a de baixo

para Kagome, e temos abertura de gap para a rede de transição. Para o caso de on-site negativa,

se tem um espelho da situação positiva. Na 3a configuração não temos abertura de gap para Lieb

e transição, no entanto, para Kagome a banda plana se junta com a banda de baixo para o caso

positivo e de junta com a de cima para o caso negativo.
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Na 4a configuração, temos abertura de gap no espectro das redes de transição e

Kagome. Para Lieb a banda plana se junta com a banda de cima para energia on-site positiva

e se junta com a banda de baixo para o caso negativo. Na 5a configuração, a banda plana se

junta com a banda de cima para energia on-site positiva e se junta com a banda de baixo para

o caso negativo para Lieb e transição, enquanto que, em Kagome ocorre o contrário. Na 6a

configuração, temos abertura de gap apenas para a rede de transição, para Lieb não há gap, e

para Kagome temos a junção da banda plana com a banda de baixo apenas para o caso positivo.

Nas 7a e 8a configurações, observa-se a abertura de gap para as redes de transição e

Kagome, para Lieb temos uma deformação na banda plana e uma separação da banda de baixo

no caso da energia on-site positiva, e uma separação da banda de cima no caso negativo. Por fim,

na 9a configuração, temos abertura de gap no espectro das três redes.
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3 MODELO TIGHT-BINDING PARA NANOFITAS DE LIEB, TRANSIÇÃO E KA-

GOME

Neste capítulo iremos apresentar os aspectos cristalográficos da construção das

nanofitas genéricas, que descrevem as redes de Lieb, transição e Kagome, tais como célula

unitária, contagem de linhas, e os três tipos diferentes de bordas investigados: reta, barbada

e assimétrica. Para cada caso, calcularemos as relações de dispersão das nanofitas e suas

densidades de estados. Discutiremos os aspectos morfológicos à luz do espectro de energia das

nanofitas ao variar-se o parâmetro de controle, θ , entre as redes de Lieb e Kagome. Em seguida

estudaremos para cada tipo de nanofita, o efeito de se considerar segundos vizinhos dentro do

modelo tight-binding, em especial a quebra da degenerescência da banda plana, e por fim os

efeitos das quebra de simetria de subrede.

3.1 Nanofitas genéricas

Dentro da abordagem descrita no capítulo anterior (Cap. 2) para a rede genérica

(Fig. 16), cuja modelagem matemática captura a questão morfológica entre as redes de Lieb e

Kagome através apenas de um parâmetro de controle θ [Fig. 28(a)], apresentaremos a construção

de nanofitas de Lieb, transição e Kagome, considerando três tipos de terminações: (i) borda reta

[Fig. 28(b)], (ii) borda barbada [Fig. 28(b)] e (iii) borda assimétrica [Fig. 28(c)] 1.

Nas Figs. 28(b), 28(c), e 28(d) representamos as três diferentes nanofitas investigadas,

apresentando como se dá a contagem de linhas, a terminação estrutural das bordas, e a célula

unitária (linha cinza tracejada) para cada caso. Nestas ilustrações, consideramos as nanofitas

com simetria de translação ao longo do eixo horizontal (eixo x). A borda reta [Fig. 28(b)]

é caracterizada por sua primeira e última linha sendo formadas por sítios dos tipos B e C.

Caso tivéssemos considerado a direção vertical (eixo y) como sendo a direção com simetria de

translação da nanofita, teríamos que as bordas retas seriam formadas pelas subredes A e B. Para

o caso da borda barbada [Fig. 28(c)], temos que sua primeira e última linha são formadas por

sítios do tipo A. Aqui, vemos que se a direção vertical (eixo y) fosse a direção com simetria de

translação da nanofita, teríamos que as bordas barbadas seriam formadas pela subrede do tipo

C. Por fim, para o caso da borda assimétrica [Fig. 28(d)], temos a composição das duas bordas

anteriores, isto é, um lado da nanofita possui borda reta e o outro lado possui terminação do

1 A descrição dos hoppings considerados dentro do modelo tight-binding para as nanofitas genéricas será discutida
na próxima seção (Seç. 3.2).
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Figura 28 – (a) Representação esquemática da rede genérica controlada pelo parâmetro θ ,
correspondente à rede de Lieb para θ = π/2, rede de transição para π/2 < θ < 2π/3 e rede de
Kagome para θ = 2π/3. a⃗1 e a⃗2 são os vetores primitivos com célula unitária denotada pela
linha tracejada amarela contendo três sítios não equivalentes A (verde), B (vermelho) e C (azul).
A distância entre os sítios vizinhos mais próximos é a0 e os parâmetros de hopping não-nulos
são representados por tBA, tBC, t−AC, t+AC. Para redes de Lieb e Kagome, o hopping do vizinho
mais próximo é tBA = tBC = t e t−AC = t+AC = t ′, respectivamente. Esboços de nanofitas genéricas
com bordas (b) retas, (c) barbadas e (d) assimétricas, enfatizando suas células unitárias (linhas
tracejadas cinzas), terminação das bordas e a contagem de linhas em cada caso.

tipo barbado. Dessa maneira, tem-se que a primeira linha de átomos da nanofita é formada por

subredes do tipo A e sua última linha formada com subredes do tipo B e C, enquanto que no

caso da simetria de translação sendo o eixo vertical, as bordas assimétricas seriam formadas por

subredes do tipo A e B no lado da borda reta, e seriam formadas pela subrede do tipo C do lado

da borda barbada.

Vamos agora analisar a contagem do número de linhas, de acordo como esquema-

tizado na Fig. 28. Note que para o caso da borda barbada [Fig. 28(c)], temos NA = n+1
2 e

NB = NC = N−1
2 , onde NA, NB e NC correspondem aos números de linhas dos sítios A, B e C,

respectivamente. N corresponde ao número total de linhas que define o tamanho da fita. Já para
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o caso da borda reta [Fig. 28(b)], temos NA = n−1
2 e NB = NC = N−1

2 . Finalmente, para o caso da

borda assimétrica [Fig. 28(d)], onde a primeira linha é composta apenas por sítios do tipo A, e a

última linha é composta por sítios do tipo B e C, temos que NA = NB = NC = N
2 . Vale ressaltar

que N é sempre ímpar no caso de bordas retas ou barbadas. Para bordas assimétricas, por outro

lado, N é necessariamente um número par.

3.2 Hamiltoniano tight-binding para nanofitas genéricas

Para desenvolvermos o modelo tight-binding que calcule o espectro de energia e

funções de onda de nanofitas de Lieb, transição e Kagome, partimos do Hamiltoniano tight-

binding de uma rede bidimensional com três sítios na base, escrito na linguagem de segunda

quantização,

H = ∑
i, j

ti, j(a
†
i b j +b

†
jai)+∑

j,m

t j,m(b
†
jcm + c†

mb j)+∑
i,m

ti,m(a
†
i cm + c†

mai), (3.1)

onde di = ai,bi,ci e d
†
j = a

†
i ,b

†
i ,c

†
i são operadores que destroem e criam elétrons nos sítios i e j,

respectivamente. ti, j são parâmetros de hopping que obedecem a seguinte relação,

ti, j = te−n(ai j/a0−1)a0/ai j, n = 8, (3.2)

com ai j representando a distância entre os sítios i e j do tipo A, B ou C da rede genérica e t

é o valor do parâmetro de hopping correspondente à distância entre os primeiros vizinhos na

rede genérica, ou seja, a0 [ver Fig. 28(a)]. O valor assumido de n = 8 na Eq. (3.2) governa

os parâmetros de hopping de tal forma que distâncias maiores que a0 se tornem desprezíveis,

levando a um modelo tight-binding efetivo de primeiros vizinhos, para os casos particulares de

Lieb (θ = π/2) e Kagome (θ = 2π/3).

Como a estrutura de nanofitas é caracterizada pelo número de linhas, é conveniente

escrever nossos operadores na base de Fourier, tal como

di =
1√
Nc

∑
kx

∑
n

eikxrxi dkx,n, (3.3a)

e

d
†
j =

1√
Nc

∑
kx′

∑
n′

e
ik′xrx j d

†
k′x,n′

, (3.3b)

com Nc representando o número de células unitárias ao longo da direção x, na qual a simetria de

translação é mantida. Vale mencionar que dkx,n(d
†
k′x,n′

) destrói (cria) um elétron com momento
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h̄kx(h̄k′x) no sítio do tipo d na linha n(n′). Substituindo as Eqs. (3.3a) e (3.3b) na Eq. (3.1), temos

H = ∑
i, j

ti, j

Nc

(

∑
kx,k′x

∑
n,n′

e−ikxrxi eik′xrx ja
†
kx,n

bk′x,n′ + e
−ik′xrx j eikxrxib

†
k′x,n′

akx,n

)

+

∑
j,m

t j,m

Nc

(

∑
k′x,k′′x

∑
n′,n′′

e
−ik′xrx j eik′′x rxmb

†
k′x,n′

ck′′x ,n′′ + e−ik′′x rxm eik′xrx jc
†
k′′x ,n′′

bk′x,n′

)

+

∑
i,m

ti,m

Nc

(

∑
kx,k′x

∑
n,n′

e−ikxrxi eik′xrx ja
†
kx,n

ck′′x ,n′′ + e
−ik′xrx j eikxrxic

†
k′′x ,n′′

akx,n

)

.

(3.4)

Multiplicando pelo fator

e−ik′xrxi eik′xrxi = 1, (3.5)

e organizando os termos, obtemos

H = ∑
i, j

ti, j

Nc
∑

kx,k′x
∑
n,n′

ei(k′x−kx)rxi eik′x(rx j−rxi
)a

†
kx,n

bk′x,n′+

∑
i, j

ti, j

Nc
∑

kx,k′x
∑
n,n′

e
−i(k′x−kx)rx j e

ikx(rxi−rx j
)
b

†
k′x,n′

akx,n+

∑
j,m

t j,m

Nc
∑

k′x,k′′x
∑

n′,n′′
e

i(k′′x−k′x)rx j e
ik′′x (rxm−rx j

)
b

†
k′x,n′

ck′′x ,n′′+

∑
j,m

t j,m

Nc
∑

k′x,k′′x
∑

n′,n′′
e−i(k′′x−k′x)rxm eik′x(rx j−rxm)c

†
k′′x ,n′′

bk′x,n′+

∑
i,m

ti,m

Nc
∑

kx,k′′x
∑
n,n′′

ei(k′′x−kx)rxi eik′′x (rxm−rxi
)a

†
kx,n

ck′′x ,n′′+

∑
i,m

ti,m

Nc
∑

kx,k′′x
∑
n,n′′

e−i(k′′x−kx)rxm eikx(rxm−rxi
)c

†
k′′x ,n′′

akx,n.

(3.6)

No primeiro termo do lado direito da Eq. (3.6), vamos fixar a origem em um sítio i do tipo A,

fazendo j variar sobre os primeiros vizinhos de B. No segundo termo vamos fixar a origem em

um sítio j do tipo B, fazendo i variar sobre os primeiros vizinhos de A. No terceiro termo vamos

fixar a origem em um sítio j do tipo B, fazendo m variar sobre os primeiros vizinhos de C. No

quarto termo vamos fixar a origem em um sítio m do tipo C, fazendo i variar sobre os primeiros

vizinhos de B. No quinto termo vamos fixar a origem em um sítio i do tipo A, fazendo m variar

sobre os primeiros vizinhos de C. No sexto termo vamos fixar a origem em um sítio m do tipo C,
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fazendo i variar sobre os primeiros vizinhos de A. Após esse procedimento, obtemos

H = ∑
i

ti

Nc
∑

kx,k′x
∑
n,n′

ei(k′x−kx)rxi (δn,n′+1 +δn,n′)a
†
kx,n

bk′x,n′+

∑
j

t j

Nc
∑

kx,k′x
∑
n,n′

e
−i(k′x−kx)rx j (δn′,n +δn′,n−1)b

†
k′x,n′

akx,n+

∑
j

t j

Nc
∑

k′x,k′′x
∑

n′,n′′
e

i(k′′x−k′x)rx j (δn′,n′′e
−ik′′x a/2 +δn′,n′′e

ik′′x a/2)b†
k′x,n′

ck′′x ,n′′+

∑
m

tm

Nc
∑

k′x,k′′x
∑

n′,n′′
e−i(k′′x−k′x)rxm (δn′,n′′e

−ik′xa/2 +δn′,n′′e
ik′xa/2)c†

k′′x ,n′′
bk′x,n′+

∑
i

ti

Nc
∑

kx,k′′x
∑
n,n′′

ei(k′′x−kx)rxi (δn,n′′e
−ik′′x a/2 +δn,n′′e

ik′′x a/2)a†
kx,n

ck′′x ,n′′+

∑
m

tm

Nc
∑

kx,k′′x
∑
n,n′′

e−i(k′′x−kx)rxm (δn,n′′e
−ikxa/2 +δn,n′′e

ikxa/2)c†
k′′x ,n′′

ak′x,n′ .

(3.7)

No presente modelo, abrimos a soma da Eq. (3.7) considerando uma aproximação

tight-binding que admite apenas parâmetros de hoppings que correspondem à interação entre

sítios localizados em linhas vizinhas definidas pelos vetores R⃗BA = a⃗2/2, R⃗′
BA = (⃗a2/2− a⃗1),

R⃗BC = a⃗1/2, R⃗′
BC = (⃗a1/2− a⃗2), R⃗AC = (⃗a1 − a⃗2)/2 e R⃗′

AC = (⃗a1 + a⃗2)/2 [ver Fig. 28(a)], bem

como os respectivos vetores opostos que preservam as distâncias entre os sítios correspondentes.

Adotando essa abordagem e introduzindo a função delta de Kronecker,

δkx,k′x =
1

Nc
∑

i

ei(kx−k′x)rxi , (3.8)

obtemos o seguinte Hamiltoniano

H = ∑
kx

∑
n,n′

(tBAe−iR⃗BA·K⃗δn,n′+1 + tBAeiR⃗BA·K⃗δn,n′)a
†
kx,n

bk′x,n′+

∑
kx

∑
n,n′

(t ′BAeiR⃗′
BA·K⃗δn,n′ + t ′BAe−iR⃗′

BA·K⃗δn,n′−1)b
†
k′x,n′

akx,n+

∑
k′x

∑
n′,n′′

(tBCe−iR⃗BC·K⃗δn,n′ + tBCeiR⃗BC·K⃗δn,n′)b
†
k′x,n′

ck′x,n′′+

∑
k′x

∑
n′,n′′

(t ′BCeiR⃗′
BC·K⃗δn,n′+1 + t ′BCe−iR⃗′

BA·K⃗δn′,n−1)c
†
k′x,n′′

bk′x,n′+

∑
kx

∑
n,n′′

(tACeiR⃗BC·K⃗δn,n + t ′BCe−iR⃗′
BA·K⃗δn,n′)a

†
kx,n

ckx,n′′+

∑
kx

∑
n,n′′

(tACe−iR⃗AC·K⃗δn,n+1 + t ′ACeiR⃗′
AC·K⃗δn,n+1)c

†
kx,n′′

akx,n,

(3.9)

onde K⃗ = (K,0).
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É notório que podemos identificar os seguintes elementos matriciais para o caso das

nanofitas com bordas retas:

τAB
n,n′ = δn,n′(tBAe−iR⃗BA·K⃗ + t ′BAe−iR⃗′

BA·K⃗)

+δn,n′−1(tBAeiR⃗BA·K⃗ + t ′BAeiR⃗′
BA·K⃗), (3.10a)

τBA
n,n′ = δn,n′(tBAeiR⃗BA·K⃗ + t ′BAeiR⃗′

BA·K⃗)

+δn,n′+1(tBAe−iR⃗BA·K⃗ + t ′BAe−iR⃗′
BA·K⃗), (3.10b)

τAC
n,n′′ = δn,n′′(tACeiR⃗AC·K⃗ + t ′ACe−iR⃗′

AC·K⃗)

+δn,n′′−1(tACe−iR⃗AC·K⃗ + t ′ACeiR⃗′
AC·K⃗), (3.10c)

τCA
n,n′′ = δn,n′′(tACe−iR⃗AC·K⃗ + t ′ACeiR⃗′

AC·K⃗)

+δn,n′′+1(tACeiR⃗AC·K⃗ + t ′ACe−iR⃗′
AC·K⃗), (3.10d)

τBC
n′,n′′ = δn′,n′′(tBCeiR⃗BA·K⃗ + tBAe−iR⃗BA·K⃗)

+δn′,n′′−1t ′BAe−iR⃗′
BA·K⃗+δn′,n′′+1t ′BAeiR⃗′

BA·K⃗, (3.10e)

τCB
n′,n′′ = δn′,n′′(tBCe−iR⃗BA·K⃗ + tBAeiR⃗BA·K⃗)

+δn′′,n′−1t ′BAe−iR⃗′
BA·K⃗+δn′′,n′+1t ′BAeiR⃗′

BA·K⃗. (3.10f)

Para o caso das nanofitas com bordas barbadas e assimétricas, temos os seguintes

elementos matriciais:

τAB
n,n′ = δn,n′(tBAeiR⃗BA·K⃗ + t ′BAeiR⃗′

BA·K⃗)

+δn,n′+1(tBAe−iR⃗BA·K⃗ + t ′BAe−iR⃗′
BA·K⃗), (3.11a)

τBA
n,n′ = δn,n′(tBAe−iR⃗BA·K⃗ + t ′BAe−iR⃗′

BA·K⃗)

+δn,n′−1(tBAeiR⃗BA·K⃗ + t ′BAeiR⃗′
BA·K⃗), (3.11b)

τAC
n,n′′ = δn,n′′(tACe−iR⃗AC·K⃗ + t ′ACeiR⃗′

AC·K⃗)

+δn,n′′+1(tACeiR⃗AC·K⃗ + t ′ACe−iR⃗′
AC·K⃗), (3.11c)

τCA
n,n′′ = δn,n′′(tACeiR⃗AC·K⃗ + t ′ACe−iR⃗′

AC·K⃗)

+δn,n′′−1(tACe−iR⃗AC·K⃗ + t ′ACeiR⃗′
AC·K⃗), (3.11d)

τBC
n′,n′′ = δn′,n′′(tBCeiR⃗BA·K⃗ + tBAe−iR⃗BA·K⃗)

+δn′,n′′−1t ′BAe−iR⃗′
BA·K⃗+δn′,n′′+1t ′BAeiR⃗′

BA·K⃗, (3.11e)

τCB
n′,n′′ = δn′,n′′(tBCe−iR⃗BA·K⃗ + tBAeiR⃗BA·K⃗)

+δn′′,n′−1t ′BAe−iR⃗′
BA·K⃗+δn′′,n′+1t ′BAeiR⃗′

BA·K⃗. (3.11f)
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Dessa forma, τ
i j

n,n′ , com i, j = (A,B,C), correspondem aos elementos das matrizes

T AB, T BA, T BC, TCB, T AC e TCA, determinados para cada tipo de terminação de nanofita adotada.

Desse modo, chegamos ao seguinte Hamiltoniano

H = ∑kx ∑n,n′(τ
AB
n,n′a

†
kx,n

bk′x,n′ + τBA
n′,nb

†
k′x,n′

akx,n)+

∑k′x ∑n′,n′′(τ
BC
n′,n′′b

†
k′x,n′

ck′x,n′′ + τBC
n′′,n′c

†
k′x,n′′

bk′x,n′)+

∑kx ∑n,n′′(τ
AC
n,n′′a

†
kx,n

ckx,n′′ + τCA
n′′,nc

†
kx,n′′

akx,n).

(3.12)

Uma forma de obtermos o espectro de H é aplicar a equação de Heisenberg para os

operadores akx,n,bkx,n e ckx,n. A relação de comutação entre os operadores e H deriva a seguinte

relação:

[akx,n,H] = ∑
kx

∑
n,n′

τAB

n,n′ [akx,n,a
†
kx,n

]b
kx,n′

+∑
kx

∑
n,n′

τAC

n,n′
[akx,n,a

†
kx,n

]c
kx,n′

,

= ∑
kx

∑
n,n′

τAB

n,n′δkx,kx
δ

n,n′bkx,n′
+∑

kx

∑
n,n′

τAC

n,n′
δkx,kx

δ
n,n′ckx,n′

,

= ∑
n′

τAB

n,n′bkx,n′
+∑

n′
τAC

n,n′
c

kx,n′
,

=
NB

∑
n′=1

τAB
n,n′bkx,n′ +

NC

∑
n′=1

τAC
n,n′ckx,n′ . (3.13)

Realizando o mesmo procedimento para os operadores bkx,n e ckx,n, obtemos

[bkx,n,H] =
NA

∑
n′=1

τBA
n,n′akx,n′ +

NC

∑
n′=1

τBC
n,n′ckx,n′ , (3.14a)

e

[ckx,n,H] =
NB

∑
n′=1

τBC
n,n′bkx,n′ +

NA

∑
n′=1

τAC
n,n′akx,n′ . (3.14b)

Na ausência de campos externos variando no tempo, podemos assumir que a dependência

temporal dos operadores é tal como e−
iEt
ℏ . Então

d

dt
akx,n =− iE

ℏ
akx,n =− i

ℏ
[akx,n,H], (3.15a)

d

dt
bkx,n =− iE

ℏ
bkx,n =− i

ℏ
[bkx,n,H], (3.15b)

d

dt
ckx,n =− iE

ℏ
ckx,n =− i

ℏ
[ckx,n,H]. (3.15c)
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Logo, temos que

Eakx,n = [akx,n,H], (3.16a)

Ebkx,n = [bkx,n,H], (3.16b)

Eckx,n = [ckx,n,H]. (3.16c)

Substituindo as Eqs. (3.13), (3.14a) e (3.14b) na Eq. (3.16), encontramos três equações

acopladas para os operadores akx,n,bkx,n e ckx,n, sendo estas

NB

∑
n′=1

τAB
n,n′bkx,n′ +

NC

∑
n′=1

τAC
n,n′ckx,n′ = Eakx,n, n = 1,2, ...,NA, (3.17a)

NA

∑
n′=1

τBA
n,n′akx,n′ +

NC

∑
n′=1

τBC
n,n′ckx,n′ = Ebkx,n, n = 1,2, ...,NB, (3.17b)

NB

∑
n′=1

τBC
n,n′bkx,n′ +

NA

∑
n′=1

τAC
n,n′akx,n′ = Eckx,n, n = 1,2, ...,NC. (3.17c)

Na forma matricial, temos

T











akx,n

bkx,n

ckx,n











= E











akx,n

bkx,n

ckx,n,











, (3.18)

onde T é uma matriz de ordem (NA +NB +NC)× (NA +NB +NC) dada por:

T =











[O]NA×NA
[T AB]NA×NB

[T AC]NA×NC

[T BA]NB×NA
[O]NB×NB

[T BC]NB×NC

[TCA]NC×NA
[T BC]NC×NB

[O]NC×NC











, (3.19)

onde τAA, τBB e τCC são matrizes diagonais cujos elementos são as energias locais dos sítios A,

B e C, respectivamente.

Assim, tudo que precisamos fazer para encontrar os níveis de energia para cada tipo

de nanofita investigado é diagonalizar a matriz T , configurando: (i) o ângulo θ para escolha da

rede, e (ii) o valor do número de linhas totais N, que está associado a largura da nanofita.

3.3 Espectro de energia para nanofitas das redes genéricas

Os painéis apresentados na Fig. 29 mostram os espectros de energia e densidade de

estados das nanofitas de Lieb. Tais resultados foram obtidos pelo modelo tight-binding para

os três tipos de bordas considerados. São apresentados os níveis de energia para: (i) bordas
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retas com N = 5 [Fig. 29(a)], N = 13 [Fig. 29(b)] e N = 31 [Fig. 29(c)], (ii) bordas barbadas

com N = 5 [Fig. 29(e)], N = 13 [Fig. 29(f)] e N = 31 [Fig. 29(g)], e (iii) bordas assimétricas

com N = 4 [Fig. 29(i)], N = 12 [Fig. 29(j)] e N = 30 [Fig. 29(k)]. As densidades de estados

para essas três terminações são mostradas nos painéis (d), (h) e (l) da Fig. 29, respectivamente.

As Figs. 31 e 33 são análogas à Fig. 29, mas agora para nanofitas de transição e de Kagome,

respectivamente.

Figura 29 – Estruturas de bandas e densidade de estados (DOS) para a rede de Lieb, com
bordas (fila superior) reta, (fila do meio) barbada, e (linha inferior) assimétricas e números
diferentes de linhas atômicas da nanofita. As curvas pretas, vermelhas e azuis nos painéis
da DOS correspondem aos espectros de energia na primeira, segunda e terceira colunas. N
corresponde ao número total de linhas que definem o tamanho da fita, sempre ímpar (par) no caso
de bordas retas ou barbadas (assimétricas). NA, NB e NC são o número de linhas da nanofita
com sites A, B e C, respectivamente.

Os resultados para a nanofita de Lieb (Fig. 29) mostram que o cone de Dirac, já

encontrado no espectro de energia da rede infinita, está presente apenas para o caso da borda

reta [Figs. 29(a), 29(b), e 29(c)], enquanto dois gap são abertos no espectros para os casos das

bordas barbadas [Figs. 29(e), 29(f), e 29(g)] e assimétricas [Figs. 29(i), 29(j), e 29(k)]. Um gap

é aberto entre as bandas dispersivas inferiores (negativas) e as bandas quase planas, e outro gap é

aberto entre as bandas quase planas e as bandas dispersivas mais altas (positivas). Além disso, a
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principal diferença entre o espectro da nanofita com borda barbada [Figs. 29(e), 29(f), e 29(g)]

e assimétrica [Figs. 29(i), 29(j), e 29(k)] é o tamanho dos gaps produzidos. Para nanofitas de

Lieb de tamanhos semelhantes, as que possuem bordas barbadas têm gaps maiores do que as que

possuem bordas assimétricas.

A estrutura de bandas influencia nas propriedades da densidade de estados calculadas

para as nanofitas de Lieb. Isso pode ser visto claramente nas Figs. 29(d), 29(h) e 29(l). Observe

os picos pronunciados de energia próxima de zero associados a banda quase plana na densidade

de estados, como ocorre no sistema bulk.

Vale mencionar que as singularidades de van Hove correspondentes às bandas

quase planas, ou seja, estados degenerados e quase degenerados, são evidentes e naturalmente

observadas em outros sistemas de banda plana, como nanofitas construídas a partir de redes de

dados (do inglês, dice) (SONI et al., 2020). Além disso, um aumento na energia do elétron torna

mais estados disponíveis para ocupação. No entanto, a DOS é descontínua para uma faixa de

energia, o que significa que nenhum estado está disponível para os elétrons ocuparem dentro do

gap do material. Essa condição também significa que um elétron na borda da banda de condução

deve perder pelo menos a energia de gap do material para fazer a transição para outro estado.

Como pode ser visto, a nanofita de Lieb com bordas retas apresenta comportamento

metálico [ver Fig. 29(a)], enquanto a nanofita de Lieb com borda barbada ou assimétrica é um

sistema semicondutor [ver Fig. 29(b-c)].

A Fig. 30 mostra a (i) função de onda total, (ii) contribuição da subrede para a função

de onda e (iii) norma da função de onda de nanofitas de Lieb com bordas retas [Fig. 30(a)],

barbadas [Fig. 30(b)] e [Fig. 30(c)] assimétricas, correspondendo a algumas bandas quase planas

enumeradas em k = 3π/2.

Esses resultados [Fig. 30] mostram que os modos quase planos presentes no espectro

de energia de nanofitas de Lieb com borda reta [Fig. 30(a)(1-5)], barbada [Fig. 30(b)(1-6)] e

assimétrica [Fig. 30(c)(1-5)] não são estados de borda, ao contrário das bandas quase planas

de nanofitas de grafeno em zigzag que são estados de borda localizados na energia de Fermi

(FUJITA et al., 1996; WAKABAYASHI et al., 1999). A banda tipo Dirac que cruza o gap de

energia na nanofita com borda reta é um estado de bulk [Fig. 30(a)(6)], que se torna estados de

borda somente se o acoplamento ISO for incluído.

O espectro de energia na nanofita de Lieb com borda barbada não possui estados

de borda, enquanto o caso de borda assimétrica possui dois estados de borda que são topolo-
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Figura 30 – Distribuição da função de onda de nanofitas de Lieb com (a) reta [N = 31], (b)
barbuda [N = 31] e (c) arestas assimétricas [N = 30], para: (i) quase-bandas planas [destacadas
por asteriscos vermelhos] enumeradas de baixo para cima em k = 3π/2, (ii) a banda tipo Dirac
característica de arestas retas em k = 3.261 [destacada por um asterisco preto em a inserção
de (a)], (iii) estado de massa em k = π + 0.1 [destacado por um asterisco preto na inserção
de (b)] e (iv) o estado de borda em k = π +0.1 [destacado pelo asterisco preto na inserção de
(c)]. Para cada tipo de aresta, os painéis superiores mostram (i) a função de onda total [linhas
sólidas pretas com círculos] e (ii) a função de onda na subrede A [linhas verdes pontilhadas
com asteriscos], (iii) B [linhas tracejadas vermelhas com triângulos apontando para cima], e (iv)
C [linhas pontilhadas azuis com triângulos apontando para baixo], tudo em função da largura
da nanofita W = (N −1)a0. Nos painéis inferiores, o tamanho dos pontos e a escala de cores
variando do azul ao vermelho representam a norma da função de onda variando de zero ao seu
valor máximo ao longo da nanofita, respectivamente. p é o número de picos característicos do
comportamento nodal das funções de onda das bandas quase planas.
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gicamente triviais, ou seja, que não atravessam o gap de energia, que são: o mais energético

modo das bandas dispersivas inferiores [Fig. 30(c)(6)] e o modo menos energético das bandas

dispersivas superiores [Fig. 30(c)(7)]. De fato, sem acoplamento ISO, os nanofitas de Lieb

com bordas retas e barbadas não possuem estados de borda, enquanto os nanofitas com bordas

assimétricas exibem apenas estados de borda topologicamente triviais de acordo com a teoria de

isoladores topológicos com ordem topológica Z2.

A banda quase plana mais baixa [Figs. 30(a)(1)] de nanofita de Lieb com borda

reta [Fig. 30(a)] mostra uma função de onda com pico distribuído principalmente nos sítios C

(mais intenso) e A (menos intenso) na região central da nanofita. O segundo estado quase plano

[Figs. 30(a)(2)] possui dois picos e assim sucessivamente até o estado mostrado na Fig. 30(a)(3),

que possui oito picos distribuídos ao longo da nanofita em alguns locais do tipo A. Portanto, o

número de picos na função de onda diminui à medida que a o valor das bandas quase planas

aumenta. Portanto, a banda quase plana superior [Figs. 30(a)(5)] tem um pico distribuído na

região central da nanofita como na primeira banda, mas agora a distribuição ocorre em sites do

tipo A, em vez do que em átomos do tipo C.

A função de onda das bandas quase planas da nanofita de Lieb com bordas barbadas

[Figs. 30(b)] e assimétricas [Figs. 30(c)] também mostra comportamento nodal. Na nanofita

de borda barbada, a diferença está na banda quase plana mais energética [Figs. 30(b)(6)], que

não apresenta um pico localizado no centro da nanofita, mas sim apresenta uma distribuição

constante em sítios A ao longo da largura da nanofita [ver Fig. 30(b)(6)]. Para este tipo de borda,

os níveis dispersivos também são estados bulk, conforme representado na Fig. 30(b)(7), o que

mostra que a função de onda da banda de condução (nível menos energético da banda dispersiva

superior bandas) possuem um pico localizado no centro da nanofita, não estando localizado na

borda. Ao contrário dos estados de banda quase plana, que têm contribuições dos sítios centrais

A e C, observamos que a maior contribuição para os estados dispersivos vem dos sítios dos

cantos B.

No caso de borda assimétrica, os estados representados nas Figs. 30(c)(6,7), se-

melhante ao da Fig. 30(b)(7) para borda barbada, já é um estado de borda localizado mais

intensamente em sites do tipo B e C no lado da borda reta. Além disso, o pico da função de

onda da banda quase plana mais energética está localizado mais no lado da nanofita que tem uma

terminação barbada [ver Fig. 30(c)(5)], embora não é um estado de borda. Isso ocorre porque os

estados localizados nos sítios B da terminação barbada da nanofita com borda assimétrica são
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estados de ligação pendente, ao contrário dos estados dos sítios A e C da terminação reta.

Podemos observar que, todos os estados quase planos de nanofitas de Lieb com

borda assimétrica [ver Fig. 30(c)] mostram uma assimetria na distribuição de picos, ao contrário

dos casos de borda reta [ver Fig. 30(a)] e barbada [ver Fig. 30(b)]. Isso é uma consequência

da assimetria estrutural da nanofita com uma borda assimétrica, já que um lado da nanofita tem

uma borda barbada enquanto o outro lado tem uma borda reta. Para os três tipos de arestas, a

ocupação dos estados com níveis de energia mais baixos (mais altos) na banda quase plana tende

a ocorrer mais nos sítios C(A).

As Fig. 31 e Fig. 32 são análogas às Fig. 29 e Fig. 30, mas agora mostra as estruturas

de bandas e a função de onda, respectivamente, para nanofitas de transição com θ = 105◦.

Figura 31 – O mesmo da Fig. 29, mas agora para a rede de transição.

Como observado no caso de Lieb, as nanofitas de transição com borda reta também

são metálicas [Fig. 31(a)], enquanto as nanofitas de transição com borda barbada [Fig. 31(b)] e

assimétrica [Fig. 31(c)] são sistemas semicondutores.

A principal diferença do espectro das nanofitas de transição (Fig. 31) em comparação

com as das nanofitas de Lieb (Fig. 29) consiste nas bandas de energia quase planas próximas ao

nível E = 0. Para os casos da nanofita de transição, as bandas quase planas são mais dispersivas,
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ou seja, os modos são menos planos do que os da nanofita de Lieb. Esse comportamento se

deve ao processo de interconversibilidade da nanofita de transição, como ocorre no processo

interconversibilidade entre as redes infinitas de Lieb e Kagome.

A evolução do parâmetro θ de Lieb (θ = 90◦) para Kagome (θ = 120◦) leva à

destruição das bandas quase planas localizadas no meio do espectro da nanofita de Lieb, e a

consequente reconstrução na parte inferior do espectro de energia da nanofita Kagome [ver

Fig. 33]. Em geral, nós chamamos de modos quase planos, os modos que estão localizados

na vizinhança de E = 0 em Lieb ou nas nanofitas de transição, em k = 0 e k = 2π/a, ou na

vizinhança de E =−2t no caso de nanofitas Kagome, também em k = 0 e k = 2π/a.

Para a DOS de nanofitas de transição [Fig. 31(d,h,l)], identificamos que a singulari-

dade de van Hove correspondente as bandas quase planas da nanofita de Lieb [Fig. 29(d,h,l)],

divide-se em dois picos na DOS da nanofita de transição perto de E = 0, para a nanofita de

transição com bordas retas (N > 5), assimétricas (N > 4) e barbadas (N ≥ 5). Este efeito também

evidencia o processo de interconversibilidade entre as nanofitas Lieb e Kagome.

Assim como observado para Lieb, apenas a borda reta continua apresentando o cone

de Dirac. No caso da borda barbada, o modo quase plano com menor energia e o modo quase

plano com maior energia separam-se das outras bandas quase planas por k = π , enquanto no

caso do assimétrico borda todos os estados são quase planos são degenerados neste ponto k = π .

Quando analisamos o caso com o menor número possível de linhas para cada tipo de

borda da nanofita de transição, observamos que para a borda barbada, com N = 5, temos três

modos para compor a banda do meio, um quase flat e dois deformados, enquanto que para a

borda assimétrica, com N = 4, temos apenas dois que se cruzam em k = π .

Com relação às funções de onda da nanofita de transição com borda reta, a banda

quase plana menos energética [Fig. 32(a)(1)] mostra um pico localizado na região central da

nanofita e igualmente distribuídos nos sítios A e C, ao contrário do caso de Lieb em que os

sítios C contribuíram mais que os sítios A [Fig. 30(a)(1)]. O comportamento nodal dos estados

correspondentes às bandas quase planas ficam evidentes à medida que aumentamos o nível de

energia, que atingem oito picos distribuídos ao longo da largura da nanofita nos sítios A (maior

intensidade) e C (metade da intensidade dos sítios A). [Fig. 32(a)(3)], e culmina em um pico com

uma contribuição dos sítios A maior que a do sítio C [Fig. 32(a)(5 )]. Em geral, os sítios B não

contribuem para a função de onda das bandas quase planas, como no caso de Lieb. Além disso, a

Fig. 32(a)(6) mostra que o estado tipo Dirac é um estado bulk, que se assemelha ao estado tipo
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Figura 32 – O mesmo que a Fig. 30 para a rede de transição com θ = 105◦. As bandas quase
planas também foram enumeradas de baixo para cima em k = 3π/2, mas agora a banda tipo
Dirac característica de arestas retas foi calculada para k = 3.418 [ver inserção de (a)] , e (iii) os
estados de borda em k = π +0.1 [ver inserções de (b) e (c)].
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Dirac presente no espectro de energia da nanofita de Lieb com borda reta [Fig. 30(a)(6)].

Os modos quase-planos presentes no espectro de energia de nanofitas de transição

com bordas barbadas [Fig. 32(b)] e assimétricas [Fig. 32(c)] também mostram comportamento

nodal. No caso de uma borda barbada, a banda quase plana mais energética apresenta um pico

na região central da nanofita [Fig. 32(b)(4)], ao contrário do caso de Lieb que já é constante nos

sítios A ao longo da largura da nanofita [Fig. 30(b)(6)]. Na nanofita de borda assimétrica, este

estado [Fig. 32(c)(5)] também apresenta um pico, mas com uma assimetria mais suave devido às

diferentes terminações da nanofita assimétrica, que de um lado tem uma terminação barbada e

do outro lado tem uma terminação reta, como no caso correspondente em Lieb [Fig. 30(c)(5)].

Diferentemente do caso de Lieb, a nanofita de transição com bordas barbadas possui

dois estados de borda [Fig. 32(b)(5,6)]. Tais estados correspondem à banda dispersiva inferior

mais energética [Fig. 32(b)(5)] e à banda dispersiva superior menos energética [Fig. 32(b)(6)].

Deve-se notar que esses estados de borda não se originam das bandas quase planas, mas sim

dos estados de banda dispersiva mais próximos das bandas quase planas. Além disso, a nanofita

de transição com bordas assimétricas também possui dois estados de borda [Fig. 32(c)(6,7)],

semelhante ao caso de Lieb correspondente [Fig. 30(c) (6,7)]. Além disso, no caso de transi-

ção, os estados de borda estão sempre localizados no lado da borda com terminação barbada

[Fig. 30(c)(6,7)], ao contrário dos casos de Lieb correspondentes que estão localizados no lado

da borda com terminação reta [ Fig. 30(c)(6,7)]. Na nanofita de transição, a preferência dos

elétrons em estados de borda é ocupar estados de ligação pendente, enquanto em Lieb eles

preferem bordas retas. A existência de estados de borda em redes de transição sem acoplamento

spin-órbita também é um achado que não havia sido mostrado na literatura até onde sabemos.

As Fig. 33 e Fig. 34 são análogas às Fig. 29 e Fig. 30, mas agora mostra as estruturas

de bandas e a função de onda, respectivamente, para nanofitas de Kagome.

As nanofitas Kagome com bordas retas não possuem gap de energia, sendo, portanto,

metálicas [Figs. 33(a-c)], semelhante às nanofitas de Lieb [Figs. 29(a-c)] e de transição [Figs.

31(a-c)] com este tipo de borda. As nanofitas Kagome com bordas barbadas [Figs. 33(e-g)]

também são metálicas, não possuindo gap de energia, diferindo das nanofitas de Lieb [Figs. 29(e-

g)] e de transição [Figs. 31(e-g)] com bordas barbadas, que são semicondutores. O caso de

nanofitas Kagome com bordas assimétricas [Figs. 33(i-k)] são semicondutores como os casos

equivalentes em Lieb [Figs. 29(i-k)] e transição [Figs. 31(i-k)] com este tipo de borda.

Até aqui, estávamos chamando de bandas quase planas as bandas que estão localiza-
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Figura 33 – O mesmo da Fig. 29, mas agora para a rede de Kagome.

das nas proximidades de E = 0 no Lieb ou nanofitas de transição (em k = 0 e k = 2π/a). Agora,

no espectro de energia das nanofitas Kagome, chamaremos de bandas quase planas àquelas

próximas a E =−2t [Figs. 31(b,c,f,g,j,k)].

Destacamos que a abertura de gap para a nanofita de Kagome acontece de duas

formas distintas, para a borda barbada temos a separação da banda plana das bandas dispersivas,

enquanto que para a borda assimétrica, temos a separação das três bandas que compõem o

espectro eletrônico dessa nanofita.

A DOS da nanofita de Kagome apresenta singularidades de van Hove em torno

de E =−2t, correspondendo às bandas quase planas, como ocorre no DOS de nanofitas Lieb

próximo a E = 0. Os picos da DOS em torno de E = +2t e E = 0 são devidos a pontos

degenerados em k = π . Os casos barbados e assimétricos também apresentam outro pico no

DOS em torno de E =−1.5t, que se deve a dois (um) estados no caso barbado (assimétrico) que

se origina nas bandas quase planas em k = 0 e k = 2π , mas separa deles k aproxima-se de k = π .

Na Fig. 34 identificamos que a banda tipo Dirac [Fig. 30(a)(1)] da nanofita Kagome

com borda reta, corresponde a um estado bulk cuja função de onda é constante ao longo da

largura da nanofita, similarmente aos casos correspondentes de Lieb [Fig. 30(a)(6)] e transição

[Fig. 32(a)(6)]. Além disso, as funções de onda das bandas quase planas são nodais [Fig. 34(a)(2-
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Figura 34 – Distribuição da função de onda de nanofitas Kagome com θ = 120◦. (a) Estados
Dirac-like [1] e quase-flats [2,3,4] foram calculados para k = 4.228 e k = 3π/2, respectivamente.
(b) Os estados de bordas [1] e [4-5] adotaram k = π , enquanto [2,3,4] assumiram k = 4.312,
k = 4.312 e k = π + π/5, respectivamente. (c) O estado de borda [1] adotou k = π , e sua
evolução [2-5] foi calculada para k = 7π/6, k = 4π/3, k = 4,455 e k = 3π/2. Os estados
bulk [6,7] de anti-cruzamento com estados de borda são mostrados para k = π + π/5 e k =
π +π/3, respectivamente. O outro estado de borda [8,9] foi mostrado para k = π e k = 3π/2,
respectivamente. As bandas quase planas [10-15] também admitiram k = 3π/2.
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4)]. A banda quase plana menos energética apresenta um pico simétrico em em relação ao eixo

central da nanofita, com maior intensidade nos sítios tipo A e menor intensidade nos sítios B e C,

de forma que nenhum sítio possui uma contribuição nula para a função de onda. À medida que

as bandas quase planas se tornam mais energéticas, o número de picos aumenta de um para oito

picos [Fig. 34(a)(3)] e retorna a um pico no estado quase plano mais energético [ Fig. 34(a)(4)],

em que as intensidades das funções de onda dos locais B e C são aproximadamente iguais,

enquanto que agora a contribuição do local A é menor que a dos locais B e C .

Em nanofitas Kagome com bordas barbadas [Fig. 34(b)], existem quatro estados de

borda. Dois estados de borda são representados nas Figs. 34(b)(1-3), de modo que a localização

das funções de onda nas bordas ocorre apenas no intervalo degenerado [Fig. 34(b)(1)]. Quando

eles se afastam do intervalo de degenerescência, os efeitos anti-cruzamento com os estados das

bandas dispersivas mais próximas levam à deslocalização das funções de onda de borda, de

modo que esses estados de borda aparecem como estados de bulk [Fig. 34(b)(2,3)]. Os outros

dois estados de borda são mostrados nas Figs. 34(b)(4,5), que já são degenerados em todos

os intervalos de k e, portanto, sempre apresentam uma função de onda localizada na borda

barbada da nanofita de Kagome. Além disso, as funções de onda dos quatro estados de borda

estão localizadas nas bordas barbadas, com maior intensidade nos locais do tipo A e metade da

intensidade de A está nos locais B e C [Fig. 34(1,4,5)].

As outras bandas quase planas [Fig. 34(b)(6-10)] são nodais e apresentam comporta-

mento semelhante às bandas quase planas de nanofitas Kagome com borda reta [Fig. 34(a)(2-4)].

As nanofitas Kagome com bordas assimétricas [Fig. 34(c)] apresentam dois estados

de borda. Um estado de borda é apresentado nas Figs. 34(c)(1-5), que mostra uma função de onda

localizada no lado barbado [Figs. 34(c)(1,2)] da nanofita com borda assimétrica para valores de

k com velocidade de grupo negativa, evoluindo para estados de bulk [Figs. 34(c)(3-5)] devido ao

anti-cruzamento com aproximação estados de banda dispersiva [Figs. 34(c)(6,7)], e retornando a

uma função de onda localizada no lado reto [Figs. 34(c)(8,9)] da nanofita com borda assimétrica

para valores de k correspondentes à velocidade de grupo positiva.

Além disso, novamente as bandas quase planas são nodais [Figs. 34(c)(10-15)].

Porém, diferentemente dos casos com borda reta [Figs. 34(a)(2-4)] e barbada [Figs. 34(b)(6-10)],

os picos dos as funções de onda das nanofitas Kagome com bordas assimétricas apresentam

assimetria em relação ao eixo central da nanofita, semelhante aos casos das nanofitas de Lieb

[Figs. 30(c)(1-5)] e transição [Figs. 32(c)(1-5)] com bordas assimétricas.
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A evolução do estado de borda apresentado em Fig. 34(c)(1-5), foi feita para di-

ferentes valores de k. Para detalharmos esta evolução, tomamos os seguintes valores para as

configurações presentes no painel: em (1) temos k1 = π , (2) temos k2 = 7π/6, (3) temos

k3 = 4π/3, (4) temos que k4 está entre 4π/3 e 3π/2, e em (5) temos k5 = 3π/2, com essa varia-

ção de valores foi confirmado que este modo não se refere a um estado de borda, diferentemente

do modo apresentado em (8) e (9) que mesmo variando k, a característica do estado de borda

não é influenciada por outros modos do espectro por estarem distantes dos estados de bulk.

O aparecimento desses estados de bordas se mostram como um importante resultado,

uma vez que não foi encontrado trabalhos a respeito de estados de bordas nessas nanofitas.

Além disso, quando analisamos o número de linhas de cada nanofita, estabelecemos

duas relações interessantes, a primeira relaciona o número de linhas de sítios a com o número de

modos da banda quase plana, e a segunda relaciona o número de linhas de sítios b com o número

de modos bulk da nanofita.

Em todos os casos de nanofitas de Lieb, transição e Kagome, o número de bandas

quase planas, Nq f , é numericamente igual aos números de linha dos sites A, ou seja, Nq f = NA.

Por outro lado, Nd = 2NA, onde Nd é o número de bandas dispersivas, assim chamadas por serem

bandas não planas. Além disso, o número de bandas dispersivas inferiores, Nld é numericamente

igual aos números de linha dos sites B, ou seja, Nld = NB.

Em geral, aumentar o número N de linhas tem o efeito esperado no espectro, que é

reduzir o confinamento e obter mais modos com energia mais próxima uns dos outros. No limite

N muito grande, restauramos o espectro de rede infinita.

Os resultados obtidos com nosso modelo tight-binding para Lieb (Fig. 29) e nanofitas

Kagome (Fig. 33), mostram que existem bandas quase planas que não são afetadas pelo finito

tamanho ou a geometria da borda e permanece intacta para todas as geometrias, ou seja, quando

passamos das redes infinitas para as bordas com geometrias diferentes, os modos quase-planos

persistem. De fato, as bandas quase planas estão localizadas principalmente nas proximidades de

E = 0 (E =−2t), de forma análoga a a banda quase plana da rede infinita de Lieb (Kagome).

3.4 Quebra da degenerescência da banda plana

Os resultados apresentados nas seções anteriores foram calculados por meio de um

modelo tight-binding que considera todos os parâmetros de hopping da Fig. 28(a) governados

pela Eq. (3.2). Nesta seção, investigaremos os efeitos de considerar apenas hoppings de NN-sites
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diferentes de zero, ou seja, tBA e tBC para nanofitas Lieb e transições e tBA, tBC e tAC para nanofitas

Kagome. Para fins de comparação, chamaremos esse modelo de aproximação NN-sites, enquanto

o usado nas seções anteriores será chamado de aproximação NNN-sites.

A Fig. 35 mostra o espectro de energia de nanofitas construídas a partir da rede

de Lieb (θ = 90◦ - 1a coluna), redes de transição com θ = 100 circ (coluna 2a) e θ = 110◦

(coluna 3a), e rede Kagome (θ = 100◦ - 4a coluna), para bordas retas [Figs. 35(a)-35(d)],

barbadas [Figs. 35(e) - 35(h )] e assimétricas [Figs. 35(i)-35(l)]. Os resultados obtidos na

aproximação NN-sites e NNN-sites são representados por linhas tracejadas vermelhas e sólidas

pretas, respectivamente. Os estados de borda são mostrados para a aproximação NN-sites (linha

verde tracejada) e NNN-sites (linha azul sólida). As funções de onda também são mostradas na

parte inferior da figura para alguns desses estados de borda [Fig. 35(1-7)].

Note que se apenas NN-sites forem considerados, então as bandas planas degeneradas

NA-vezes persistem no espectro de energia de Lieb, transições e nanofitas de Kagome para os

três tipos de borda. A inclusão de sítios NNN leva à destruição desta degenerescência em todos

os casos, transformando as bandas planas em bandas quase planas.

Vale destacar também a morfologia das nanofitas entre Lieb (θ = π/2) e Kagome

(θ = 2π/3), controladas pelo parâmetro π/2 ≤ θ ≤ 2π/3, e suas consequências na evolução

das bandas de energia para diferentes valores de θ da nanofita de transição. Observe que o

espectro de energia das nanofitas de transição [Fig. 35(θ = 100◦, θ = 110◦)] são idênticos à rede

de Lieb espectros na aproximação NN-sites. Isso porque os efeitos da deformação da diagonal

de aproximação dos sítios A e C mais próximos não são considerados no modelo NN-sítios,

pois tAC é admitido igual a zero. Somente quando θ = 120◦ o espectro de aproximação de sítios

NN muda abruptamente para o espectro de energia da nanofita Kagome porque o parâmetro de

salto tAC não é mais um parâmetro de sítios NNN como em nanofitas de transição para ser um

parâmetro de salto de NN-sites em nanofitas Kagome.

Pela Fig. 35 fica evidente a evolução dos estados de borda. De fato Lieb, transições

e nanofitas Kagome com bordas retas não apresentam estados de borda [Fig. 35(a-d)]. No caso

da borda barbada, a nanofita de Lieb ainda não apresenta estados de borda [Fig. 35(e)], mas a

nanofita de transição [Fig. 35(f,g)] já apresenta dois estados de borda [Fig. 35(1,2)] para o caso

específico de aproximação NNN-sites, que são: (i) o mais energético das bandas dispersivas

mais baixas e (ii) o menos energético das bandas dispersivas superiores. Portanto, no caso da

borda com barba, os estados de borda são induzidos fazendo θ ≥ 100◦ junto com a inclusão de
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Figura 35 – Comparação do espectro de energia obtido na aproximação tight-binding com
NN-sites (curvas vermelhas tracejadas) e NNN-sites (curvas pretas sólidas) com mudança do
parâmetro θ , para os casos de nanofitas de: Lieb (θ = 90◦ - primeira coluna), transição (θ = 100◦

- segunda coluna e θ = 110◦ - terceira coluna) e Kagome (θ = 120◦ - quarta coluna) para liso
(N = 13 - primeira linha), barbudo (N = 13 - segunda linha) e assimétrico (N = 12 - terceiro
linha) arestas. A evolução dos estados de borda presentes no modelo TB de NN-sites (curvas
tracejadas verdes) e NNN-sites (curvas sólidas azuis) são mostradas. Os painéis inferiores
correspondem às distribuições da função de onda pelo modelo de ligação rígida com NNN-sites,
para os estados rotulados nos painéis para (f-l) estados de Lieb [4], estados de transição com
θ = 100◦ [1 ,5] e θ = 110◦ [2,6], e (d,h,l) estados de Kagome [3,7].

NNN-sites para nanofitas de transição. Os quatro estados de borda do espectro de energia da

nanofita Kagome com borda barbuda, discutidos na seção anterior [Fig. 34(b)(1,5,6)], também

são observado na aproximação NN-site [Fig. 35(3)].

No caso de bordas assimétricas [Fig. 35(i-l)], todos os estágios de evolução do

processo de interconversibilidade entre nanofitas de Lieb e Kagome apresentam dois estados de

borda, que novamente são: (i) o mais energético dos bandas dispersivas inferiores [Fig. 35(4-7)]

e (ii) a menos energética das bandas dispersivas superiores. Diferentemente das nanofitas de
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transição com bordas barbadas, aquelas com bordas assimétricas apresentam tais estados de

borda não apenas para a aproximação NNN-sites, mas também para a aproximação NN-sites.

Interessados também na densidade de probabilidade de encontrar a partícula em

nosso sistema, nos dedicamos ao estudo das funções de onda para o caso degenerado, aplicando

as condições estabelecidas para os diferentes tipos de bordas das nanofitas apresentadas.

O estudo das funções de onda para as nanofitas com diferentes tipos de bordas para

o caso degenerado se deu negligenciando os segundos vizinhos, nesta situação estudamos as

nanofitas de Lieb e Kagome, pois não faz sentido trabalhar com a nanofita de transição sem a

contribuição dos segundo vizinhos.

Na Fig.36, onde temos os modos degenerados, apresentamos a densidade de pro-

babilidade para a banda plana em prol de compararmos o comportamento das mesmas bandas

com o caso em que temos a contribuição dos segundo vizinhos. Quando analisamos as bandas

planas para o segundo caso, observamos que essas bandas apresentam comportamento nodais

para todas as nanofitas, o que nos leva a concluir que ao incluir a contribuição dos segundos

vizinhos há esta alteração na densidade de probabilidade.

Agora, para justificar totalmente a escolha do parâmetro n nas energias de salto

ti, j, dado pela Eq. (3.2), para o acoplamento entre os átomos i e j de qualquer uma das sub-

redes A, B ou C, apresentamos nas Figs. 37, 38 e 39 a relação de dispersão de nanofitas de

Lieb, transição (com θ = 105◦) e Kagome, respectivamente, com bordas retas (primeira linha),

barbadas (segunda linha) e assimétricas (terceira linha) para diferentes valores do parâmetro n:

(coluna da esquerda) n = 4, (coluna do meio) n = 6 e (coluna da direita) n = 8.

Antes de discutir as Figs. 37, 38 e 39, vale a pena primeiro analisar cuidadosamente

o papel do parâmetro n no expoente exponencial na Eq. (3.2). Observe que ele funciona como

um modulador de força das interações entre sítios atômicos conectados. Como esperado em uma

visão geral das interações atômicas, quanto maior (menor) a distância entre os átomos menor

(maior) a energia de acoplamento. Portanto, o parâmetro n na Eq. (3.2) determina a rapidez com

que a distância interatômica decai.

Pelas Figs. 37, 38 e 39, há a quebra da degenerescência da banda plana quando

mudamos o valor de n, pois para diferentes parâmetros n, o hopping evolui obedecendo a

Eq. 3.2. Para valores de n < 8, a banda plana é destruída devido à consequente intensificação

da contribuição de sites mais distantes que os NN-sites. Portanto, para obter aproximadamente

um modelo tight-binding com apenas NN-sites hoppings, é necessário tomar n = 8. Isso ocorre
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Figura 36 – Funções de onda referente a banda plana para os espectros de Lieb ((a)-(c)) e Kagome
((d)-(f)) sem a inclusão de segundos vizinhos para os três tipos de bordas estudadas.
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porque o espectro de energia das nanofitas de Lieb e Kagome restaura as bandas quase planas, que

se aproximam nas bandas exatamente planas características da aproximação exata dos primeiros

vizinhos.
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Figura 37 – Espectros de energia de nanofitas de Lieb com bordas retas(a-c), barbadas(d-f) e
assimétricas(g-i), para n = 4 [Fig. 37(a,d,g)], n = 6 [Fig. 37(b,e,h)] e n = 8 [Fig. 37(c,f,i)].
Nota-se os efeitos dos diferentes valores de n na banda plana para a rede de Lieb.
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Figura 38 – O mesmo da Fig. 37, mas agora para a rede de transição (θ = 105◦).
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Figura 39 – O mesmo da Fig. 37, mas agora para a rede de Kagome.

3.5 Leis de escala de energias de gaps de banda

Nesta seção, investigamos as leis de escala que regem as energias de intervalo de

banda de nanofitas de Lieb, transição e Kagome usando nosso modelo tight-binding. Variamos

sistematicamente kx e ky de 0 a 2π e determinamos ∆12, que é a menor diferença de energia

entre a banda mais energética das bandas inferiores (E1) e a menos banda energética das bandas

médias (E<
2 ). Da mesma forma, ∆23 é a menor diferença de energia entre a banda mais energética

das bandas intermediárias (E>
2 ) e a banda menos energética das bandas superiores (E3). As

figuras 30, 32 e 34 mostram E1, E<
2 , E>

2 e E3 das menores nanofitas de Lieb, transição e Kagome.

Para comparar os gaps de energia das bordas barbadas (B-superscript) e retas (S-superscript),

realizamos uma análise visual usando um ajuste de curva e pontos de dados mostrados na Fig. 40.

Para garantir uma comparação significativa, excluiremos nanofitas com bordas retas de nossa

análise devido à ausência de um gap de energia discutida nas seções anteriores.

Em geral, a dependência dos gaps de energia com a largura (W ) de nanofitas com

bordas assimétricas segue uma lei de potência ∝ W−3/4 para todos os parâmetros θ . Por outro

lado, os gaps de energia de nanofitas com bordas barbadas exibem uma evolução diferente em

relação à largura, dependendo do tipo específico de rede. Para nanofitas Lieb, a dependência do

gap é ∝ W−3/4 [Fig. 40(a)], para nanofitas de transição é ∝ W−1 [ Fig. 40(b)], e para nanofitas
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Kagome é ∝ W−3/2 [Fig. 40(c)]. A dependência dos gaps de energia no parâmetro de ângulo

de borda θ para bordas barbadas nesses diferentes tipos de redes sugere que as propriedades

eletrônicas de nanofitas podem ser adaptadas controlando o ângulo em que as bordas são

cortadas. Essas descobertas apresentam um caminho promissor para o design de dispositivos

nanoeletrônicos com as propriedades eletrônicas desejadas.

Figura 40 – Energias de gap entre as bandas inferior e média (∆12), e entre as bandas média e
superior (∆23), em função da largura da nanofita, W = (N−1)a0, para: (a) Lieb, (b) transição e (c)
nanofitas Kagome. Os resultados em ponto de dados (símbolo) e ajuste (curva) são apresentados
para bordas assimétricas (A-sobrescrito) e barbeadas (B-sobrescrito). O gráfico inserido mostra
versões grandes do gap destacadas em cinza.

Identificamos que os dois gaps de energia presentes no espectro de energia das

nanofitas de Lieb [Fig. 40(a)], que separam as bandas dispersivas inferior e superior das bandas

médias quase planas, são simétricos entre si outro em ambos os casos barbudos (∆B
12 e ∆B

23) e

assimétricos (∆A
12 e ∆A

23). No entanto, as lacunas correspondentes no espectro de energia das

nanofitas de transição [Fig. 40(b)] são assimétricas, com valores diferentes, mas preservando a

função ∝ W−3/4 no barbudo caso e ∝ W−1 no caso assimétrico.

Além disso, descobrimos que o gap máximo de energia, E = t, é observado apenas no

caso de nanofitas de Lieb com bordas barbadas. Para todas as outras configurações de nanofitas de

Lieb, transição e Kagome, os gaps são menores que E = t. A presença de gaps de energia maiores

em nanofitas de Lieb com bordas barbadas indica que essas bordas podem ser cruciais para

aplicações que requerem gaps maiores, como no desenvolvimento de dispositivos nanoeletrônicos.

Além disso, a observação de dois gaps de energia simétricos no espectro de energia de nanofitas

de Lieb fornece informações valiosas para futuras investigações experimentais.

Nosso estudo revela que a dependência de lacunas de energia no gap da nanofita

difere para bordas assimétricas e barbadas em nanofitas de transição, sugerindo que esses dois

tipos de bordas podem afetar as propriedades eletrônicas da nanofita de maneira diferente.
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Essas descobertas podem ter implicações significativas para o design de dispositivos eletrônicos

baseados em nanofitas de transição.

3.6 Efeito da quebra de simetria de subrede com diferentes tipos de bordas

Nos propomos a estudar o efeito da quebra de simetria de subrede para as nanofitas

com diferentes tipos de bordas. Iniciamos as analises para a quebra de simetria na nanofita de

Lieb, transição e Kagome, respectivamente, utilizando as mesmas nove configurações apresen-

tadas anteriormente, para o caso infinito, referente a δ/t =−1 em relação a δ = 0. As curvas

pretas são referentes a quebra se simetria nula, onde δ = 0, enquanto as curvas vermelha e azul

representam a quebra de simetria negativa e positiva, respectivamente.

3.6.1 Nanofita de Lieb

Borda reta É observado na primeira configuração que a banda de cima se junta com

a de baixo, e a banda plana sobe de 0 para 2 na escala energética. O ponto triplamente degenerado

ficou duplamente degenerado com a separação da banda plana. Na segunda configuração, há a

abertura de um gap entre a banda de cima e a banda plana, essa permanece junta da banda de

baixo. Na terceira configuração, um gap é aberto e as três bandas se separam, a banda plana,

em especial, sofre uma deformação bastante visível no ponto antes triplamente degenerado. Na

quarta configuração, ocorre o mesmo que na primeira configuração, mas em um nível energético

menor. Já na quinta configuração, ocorre o mesmo que na segunda configuração, também em

nível energético menor. Na sexta configuração, a banda plana sofre deformação, é aberto um

gap de energia entre a banda plana e a banda de baixo. Tanto na sétima configuração quanto na

oitava, a banda plana sofre deformação e se junta com a de baixo. Na nona configuração, as três

bandas se separam, e a banda plana, que ficava antes entre as duas bandas dispersivas, passa para

a parte superior do espectro de energia.

Borda barbada Podemos observar que, na primeira configuração, os modos planos

passam para a parte superior do espectro de energia, há também a separação das três bandas. Na

segunda configuração, a banda plana desce para −1 na escala de nível energético. Na terceira

configuração, um dos modos da banda plana sofre deformação, enquanto o outro desce na escala

de energia. Na quarta configuração, apenas um dos modos sofre deformação. Já na quinta

configuração, ocorre o mesmo que na segunda configuração. Na sexta configuração, ocorre o
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mesmo que na terceira configuração, se diferenciando apenas na escala de energia. Nas sétima e

oitava configurações, temos que um dos modos planos se junta com a banda de baixo. Na nona

configuração, percebe-se uma deformação em um dos modos planos.

Borda assimétrica Na primeira configuração, percebemos que a banda plana sofre

deformação e se aproxima da banda de baixo. Na segunda configuração, a banda plana desde

para −1 na escala energética. Na terceira configuração, a banda plana sofre deformação. Na

quarta configuração, ocorre o mesmo que na primeira configuração, mas em um nível de energia

menor. Já na quinta configuração, se tem o mesmo que ocorre na segunda configuração. Na

sexta configuração, a banda plana sofre deformação e se junta com a banda de cima. Na sétima

configuração, ocorre o mesmo que quarta configuração. Na oitava configuração, assim como

a quarta configuração, ocorre o mesmo que na primeira configuração. Na nona configuração a

banda plana sobe na escala de energia e sofre deformação.
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Figura 41 – Nove diferentes tipos de configurações usadas na quebra de simetria de subrede para
as bordas retas(linha de cima), barbadas(linha do meio) e assimétrico(linha de baixo) para a
nanofita de Lieb.

3.6.2 Nanofita de transição

Analisando as mesmas configurações estudadas anteriormente, considerando as

mesmas três bordas: reta, barbada e assimétrica, percebe-se que, para a nanofita de transição,

ocorre o mesmo já verificado para a nanofita de Lieb, onde a borda barbada apresenta uma
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diferença maior (perceptível) nos resultados dessas configurações. Isso se deve aos modos que

compõem a banda quase plana da nanofita com essa terminação de borda. Com o menor valor

possível da nanofita, é possível observar que as bordas retas e assimétricas se assemelham em

quantidade de modos para cada banda nos casos das nanofitas de Lieb e transição, enquanto que

a borda barbada apresenta na banda quase plana dois modos em transição e apenas um em Lieb.
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Figura 42 – O mesmo da Fig. 41, mas agora para nanofita de transição.

3.6.3 Nanofita de Kagome

O estudo da quebra de simetria de subrede para a nanofita de Kagome apresentou

casos interessantes, se diferenciando das duas nanofitas estudadas anteriormente.

Borda reta Na primeira configuração, observa-se que a banda plana, que ficava na

parte inferior do espectro de energia, sobe na escala energética e agora cruza o cone de Dirac.

Nas segunda e terceira configurações, é aberto um gap de energia e o cone deixa de existir. Já

na quarta configuração, ocorre o mesmo que na primeira configuração, se diferenciando por

apresentar uma deformação na banda plana. Nas quinta e sexta configurações, é aberto um

gap de energia e as bandas se separam. Na sétima configuração, além do gap aberto, podemos

observar que acontece a mesma coisa com energia on-site positiva ou negativa. Nas oitava e

nona configurações, ocorre a separação das bandas, e a banda plana sobe no espectro de energia,

ficando entre as outras duas bandas dispersivas.

Borda barbada É possível observar que, na primeira configuração, ocorre um
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espaçamento entre as bandas de energia. Tanto na segunda configuração quanto na terceira,

quinta e sexta, é aberto um gap e os modos se separam. Já na quarta configuração, as bandas

descem na escala de energia. Na sétima configuração, um gap é aberto e observa-se que o

comportamento das curvas é o mesmo quando δ/t =±1. Nas oitava e nona configurações, há

uma separação entre os modos de energia.

Borda assimétrica Na primeira configuração, percebemos uma inversão no sentido

da curvatura de um dos modos. Nas segunda e terceira configurações, observa-se o aparecimento

de uma banda quase plana na parte inferior do espectro de energia. Já na quarta configuração,

há o surgimento de uma banda totalmente plana entre as duas bandas dispersivas. Nas quinta e

sexta configurações, não há grandes mudanças com essa quebra de simetria, apenas uma variação

na escala para um valor menor que a curva sem energia on-site. Na sétima configuração, não

há mudança no comportamento das curvas no espectro, mas percebemos que ocorre a mesma

coisa no caso positivo e negativo de δ . Tanto na oitava configuração quanto na nona, é possível

observar o aparecimento de uma banda quase plana entre as outras bandas.

Para a análise feita de δ/t = 1, observamos que, para Lieb e transição, em todos

os casos estudados e com os diferentes tipos de bordas, δ/t = 1 apresenta um comportamento

espelhado do caso δ/t = −1. No entanto, para a nanofita de Kagome esse espelhamento não

ocorre.

Para a nanofita de Kagome com a borda reta, temos que na primeira configuração,

a banda plana sofre uma pequena deformação, enquanto o restante do espectro sobe na escala

energética. Nas segunda e terceira configurações, ocorre o mesmo que no caso negativo, se

diferenciando apenas na escala de energia. Na quarta configuração, o espectro não sofre alteração,

mas também sobe na escala. Nas quinta e sexta configurações, abre-se um gap de energia entre

as duas bandas dispersivas. Já na sétima configuração, abre-se um gap de energia e as três bandas

são separadas. Nas oitava e nona configurações, um gap de energia é aberto entre as três bandas,

e a banda plana sofre uma pequena deformação.

No caso da nanofita de Kagome com a borda barbada, na primeira configuração

observamos que os modos da banda de cima ficam mais espaçados, enquanto os modos da banda

de baixo ficam mais estreitos. Nas segunda, terceira, quinta e sexta configurações, abre-se um

gap de energia entre as bandas e a de baixo se torna uma banda plana, o mesmo observado no

caso negativo, mas em um nível de energia maior. Na sétima configuração, não há distinção entre

o caso positivo e negativo. Nas oitava e nona configurações, abre-se um gap de energia e a banda
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de cima apresenta modos mais espaçados e a de baixo apresenta modos mais próximo entre si.

Com a borda assimétrica, podemos observar que, na primeira configuração, assim

como na oitava e nona, a deformação nas bandas dispersivas fica mais intensa. Nas segunda e

terceira configurações, a banda de baixo se deforma, enquanto a banda do meio se torna quase

flat. Na quarta configuração, a banda inferior fica totalmente plana e as bandas dispersivas sofrem

deformação. Nas quinta e sexta configurações, a banda do meio fica quase flat e o espectro sobe

na escala energética. Na sétima configuração, assim como em outras bordas, os casos positivo e

negativo são iguais.
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Figura 43 – O mesmo da Fig. 41, mas agora para nanofita de Kagome.
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4 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Em resumo, estudamos sistematicamente os estados eletrônicos de nanofitas feitas

de redes de Lieb, transição e Kagome com base em um Hamiltoniano dentro do modelo tight-

binding recentemente proposto (JIANG et al., 2019b) que leva em conta a interconversibilidade

entre essas redes. Espectros de energia e densidade de estados são investigados assumindo

diferentes tipos de terminações de borda (retas, barbadas e assimétricas) e larguras das nanofitas.

Os efeitos das interações dos primeiros e segundos vizinhos mais próximos nos espectros de

energia são analisados, em particular, nos níveis quase-planos.

Inicialmente revisamos o estudo sobre a interconversibilidade entre as redes Lieb-

Kagome para o caso da rede infinita. Em seguida, investigamos em primeira mão o efeito

da quebra de simetria de subrede nos espectros eletrônicos das folhas infinitas dessas redes,

avaliando nove configurações não-equivalentes de energias on-site para as três subredes.

Para as nanofitas podemos observar o efeito da quebra da degenerescência da banda

plana analisando as interações de segundos vizinhos e também variando o parâmetro de hopping.

O que nos leva a conclusão de que as interações dos segundos vizinhos mais próximos causam

principalmente uma distorção dos estados planos, levando-os a ter uma dispersão não-nula e

quebrando sua degenerescência.

Independentemente do tipo de borda, o número de estados quase-planos é o mesmo

que o número de átomos pertencentes à subrede atômica central, ou seja, o número de subredes

A com direção vertical de simetria de translação e seriam subredes do tipo C no caso de direção

de simetria de translação horizontal, e equivalentemente é semelhante ao número de estados de

bulk positivos e negativos em relação à energia de Fermi.

Ao investigarmos o espectro eletrônico da rede de Lieb e Kagome encontramos

bandas de energias características formadas por duas bandas compondo um cone de Dirac e uma

terceira banda plana, já quando analisamos os efeitos de bordas das nanofitas de Lieb e Kagome

os resultados se mostraram ainda mais interessantes, uma vez que a banda plana persiste em

todos os modos e o cone de Dirac some, para o caso das bordas barbadas e assimétricas, dando

lugar a um gap de energia.

Concluímos que a geometria influencia significativamente na abertura de gaps de

energia. Já esperávamos que o confinamento causasse discretização nos níveis eletrônicos,

mas observamos que ao confinarmos nossas redes em uma nanofita com borda reta não há o

surgimento de gaps de energia, enquanto que com as outras geometrias de bordas, barbada e
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assimétrica, podemos perceber o aparecimentos desses gaps.

A partir do estudo da interconversibilidade entre as redes Lieb e Kagome, podemos

observar em seus espectros de energia a transição dos estados dos cones e flats. Na transição de

Lieb para Kagome a banda plana sobre deformação ate que é totalmente destruída nessa fase,

ao final da transição a banda plana que estava no meio entre as bandas que formam um cone,

passa para baixo do cone. Isto é, o ponto triplamente degenerado em Lieb desaparece com a

deformação da banda plana, dando origem a dois pontos duplamente degenerados no espectro da

rede de transição, surgindo agora dois cones de Dirac inclinados, até que a banda plana reaparece

na parte inferior do espectro em Kagome.

Realizando o estudo, a partir do plote das funções de onda para cada caso estudado

neste trabalho foi possível discutir sobre os estados de bordas, especificando quando aparecem e

devido a quais tipos de nanofitas, motivado em entender a diferença entre o estado de borda e o

estado flat dentro do espectro de energia e no comportamento da função de onda. Contudo, foi

observado que as bandas planas apresentam comportamento nodais para todas as nanofitas e há o

aparecimento de estados de bordas apenas para a nanofita de Kagome com dois tipos de bordas:

barbadas e assimétricas. E temos ainda que, Na é igual ao número de modos da banda plana e

Nb é igual ao número de modos bulk da banda inferior, isso ocorre para todas as nanofitas com

todos os tipos de bordas.

Demonstramos ainda que: (i) as leis de escala de energia de intervalo de banda para

nanofitas barbadas e assimétricas exibem padrões distintos, de modo que a lei de potência para

nanofitas barbadas segue ∝ W−3/4, enquanto as nanofitas assimétricas de Lieb compartilham

a mesma lei de potência com as barbadas, e nanofitas de transição têm uma lei de potência de

∝ W−1, e nanofitas Kagome demonstram uma lei de potência ∝ W−3/2.; (ii) independentemente

do tipo de aresta, o número de bandas quase planas é igual ao número de átomos pertencentes à

sub-rede atômica central, ou seja, o número de sub-redes A no caso da Fig. 28 com direção de

simetria de translação vertical e seria C sub-redes no caso de direção de simetria de translação

horizontal, e equivalentemente é semelhante ao número de estados positivos e negativos em

relação à energia de Fermi; (iii) as interações NNN causam principalmente uma distorção dos

estados planos, levando-os a uma dispersão não nula e quebrando sua degenerescência; (iv) Lieb

e transição (θ = 105◦) nanofitas com bordas retas são metálicas, enquanto nanofitas com bordas

assimétricas e barbudas são semicondutoras, e apenas nanofitas Kagome com bordas assimétricas

são semicondutoras, de modo que nanofitas com bordas retas e barbudas são metálicas.
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Foi realizado um estudo sistemático das propriedades eletrônicas das nanofitas de

Lieb, transição e Kagome. Estudando assim os efeitos da quebra de simetria de subrede nas

propriedades eletrônicas dessas nanofitas ao se considerar nove diferentes configurações de

quebra de simetria, analisando a quebra da degenerescência da banda plana, a mudança da

curvatura das bandas.

Para trabalhos futuros pretendemos dar continuidade ao estudo dos efeitos de tama-

nho finito nos estados de bordas para as redes de Lieb, transição e Kagome, considerando agora o

acoplamento spin-órbita (ISO). Com a inclusão do ISO é aberto uma lacuna topologicamente não

trivial e origina ao efeito Hall de spin quântico (QSH) caracterizado por dois pares de estados de

bordas sem intervalos dentro do gap (CHEN; ZHOU, 2016).

Pretendemos nos dedicar a abordagem continua para o espetro de energia dessas

redes levando a investigação de condições de contorno para as nanofitas de Lieb, transição e

Kagome com bordas retas, barbadas e assimétricas no âmbito do modelo contínuo, de forma

a encontrar resultados que sejam próximos aos obtidos pelo modelo tight-binding para baixas

energias.

Por fim, nos propomos a explorar os efeitos do campos externos, tais como campo

magnético, nos espectros de energia das folhas infinitas e nanofitas das redes de Lieb, transição e

Kagome. Inicialmente, pretende-se encontrar os níveis de Landau, borboleta de Hofstadter, e

condutividade Hall, para a rede de transição e comparar com os resultados já obtidos na literatura

para os casos de Lieb e Kagome, a fim de verificar se tais efeitos correspondem aos casos limites

dessas redes. Em seguida, pretende-se investigar os efeitos do campo magnético no espectro das

nanofitas considerando os diferentes tipos de bordas. Realizando, assim, o estudo a respeito da

dependência dos espectros de energia com o campo magnético para redes de Lieb, transição e

Kagome, e suas nanoestruturas.

Esperamos que esses resultados sejam úteis para projetos de dispositivos nanoestrutu-

rados baseados em redes genéricas (orgânicas ou inorgânicas) provavelmente de Lieb, transição

e Kagome, uma vez que efeitos de tamanho finito são relevantes em qualquer estrutura de

confinamento quântico como as discutidas aqui sobre os estados de borda e física de banda

plana.
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APÊNDICE A – DENSIDADE DE ESTADOS

A evolução da densidade de estados (DOS) é realizada por uma superposição de

estados de energia individuais que ampliamos usando uma função gaussiana

f (E) = e−(E−E0)
2/γ2

, (A.1)

com fator de alargamento γ é menor que as separações dos níveis de energia. γ = 0.05 eV foi

assumido para todas as figuras daqui em diante, salvo indicação em contrário. (da Costa et al.,

2015)

No estado fundamental de um sistema de N elétrons livres, os orbitais ocupados do

sistema preenchem uma esfera de raia k f . A energia de um elétron de vetor de onda k f é dada

por ε f = ℏ
2k2

f /2m (KITTEL, 1967).

(a) (b)

Figura 44 – (a) Superfície de Fermi na energia ε f . (b) Densidade de estados de uma única
partícula em função da energia para um gás de elétrons livres em três dimensões.

Vamos então determinar a expressão para o número de orbitais por intervalo de

energia, D(ε). O número total de orbitais com energia ≤ ε é dado por:

ε f =
ℏ

2

2m

(

3π2N

V

)2/3

. (A.2)

Esta equação relaciona a energia de Fermi com a concentração de eletrons, N/V . Assim, a

densidade de estados é dada por

D(ε) =
dN

dε
=

V

2π2

(

2m

ℏ2

)3/2

ε1/2, (A.3)

onde podemos expressar este resultado de forma mais simples, obtendo a seguinte expressão

para a densidade de estados:

D(ε) =
dN

dε
=

3N

2ε
. (A.4)
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Este resultado nos mostra que, a menos de um fator numérico da ordem da unidade,

o número de orbitais por intervalo de energia de Fermi é igual ao número total de elétrons de

condução dividido pela energia de Fermi (KITTEL, 1967).

A densidade de estados depende dos limites dimensionais do próprio material, em

um sistema bidimensional, as unidades de DOS são energia e área. Dessa forma, considerando

um sólido nanométrico em forma de fio, com as dimensões dos eixos x e y muito pequenas,

enquanto a dimensão ao longo do eixo z é muito grande, as energias e autoestados são

ε = εi, j +ℏ
2k2

f /2m ψ(x,y,z) = ψi, j(x,y)e
ikz, (A.5)

onde i e j são números quânticos dos autoestados no plano xy.

(a) (b)

Figura 45 – Diagrama de um fio retangular quase unidimensional, juntamente com as relações de
dispersão e a densidade de estados das sub-bandas unidimensionais.

A relação de dispersão consiste em uma série de sub-bandas unidimensionais, cada

uma correspondente a um estado diferente de energia.
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