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RESUMO

EDesde o isolamento do grafeno em 2004, a comunidade cientifica vem buscando novos materiais
bidimensionais (2D) visando diferentes aplicagdes tecnoldgicas. Sabe-se que os componentes
quimicos envolvidos, o tipo de hibridizacdo e a geometria formada sdo fatores-chave para a
estrutura de banda eletronica resultante. Isso levou a uma investigacao tedrica sobre possiveis
cristais projetados com geometrias desejadas e propriedades fisicas interessantes. Exemplos
da engenharia de materiais 2D sdo as redes de Lieb e Kagome, cujas estruturas de banda sdo
formadas pela coexisténcia de uma banda de energia conica de Dirac e uma banda plana (ndo
dispersiva). Tais configuracdes t€m motivado pesquisas sobre reticulados eletronicos, guias
de onda em sistemas fotOnicos, e até mesmo estruturas organicas com a periodicidade dessas
redes. Motivado pelo crescente interesse nessas redes e inspirados por estudos que exploram
os efeitos de tamanho finito no espectro eletronico do grafeno, investigamos sistematicamente
as propriedades eletronicas de nanofitas de monocamadas de Lieb, transi¢cdo e Kagome, por
meio do modelo tight-binding, com um Hamiltoniano geral que descreve ambas as redes. Sao
discutidos resultados para o espectro de energia, densidade de estados e fun¢cdes de onda para
nanofitas com trés tipos de terminacdes: retas, barbadas e assimétricas. Efeitos da quebra de
simetria de subrede induzidos de nove diferentes formas siao investigados para as estruturas de
folha infinita dessas redes e para as diferentes configuracdes das nanofitas. Também exploramos
a degenerescéncia dos estados quase-planos em relagdo a largura da nanofita e devido a inclusdo

do efeito de segundos-vizinhos no modelo tight-binding.

Palavras-chave: Rede de Lieb. Rede de Kagome. Nanofitas. Propriedades eletronicas. Intercon-

versibilidade.



ABSTRACT

Since the isolation of graphene in 2004, the scientific community has been looking for new
two-dimensional (2D) materials aiming at different technological applications. It is known that
the chemical components involved, the type of hybridization and the geometry formed are key
factors for the resulting electronic band structure. This led to a theoretical investigation into
possible designed crystals with desired geometries and interesting physical properties. Examples
of 2D materials engineering are the Lieb and Kagome lattices, in which their band structures
are formed by the coexistence of a conical Dirac energy band and a flat (non-dispersive) band.
Such configurations have motivated research on electronic lattices, waveguides-based photonic
systems, and even organic structures with these lattices’ periodicity. Motivated by the growing
interest in these lattices and inspired by studies that explore the finite size effects on the electronic
spectrum of graphene, we systematically investigate the electronic properties of nanoribbons
of monolayer Lieb, transition, and Kagome, using the tight-binding model with a general
Hamiltonian that describes both lattices. Results for the energy spectrum, the density of states,
and wave functions are discussed for nanoribbons with three types of edges: straight, bearded
and asymmetrical. Effects of sublattice symmetry breaking induced in nine different ways are
investigated for the infinite-sheet structures of these lattices and for the different configurations
of the nanoribbons. We also explore the degeneracy of the quasi-flat states with respect to the
nanoribbon width and due to the inclusion of the second-neighbor effect in the tight-binding

model.

Keywords: Lieb lattice; Kagome lattice; Nanoribbons; Electronic properties; Interconvertibility.
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Espectro de energia ao longo dos pontos de alta simetria, tomando o caminho

[ -X—-K-M-T apresentado na linha pontilhada em vermelho no painel (b).
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- X—-K-M-T apresentado na linha pontilhada em vermelho no painel (b).

[lustragcdo da (a) estrutura da rede no espaco real e (b) da primeira zona
de Brillouin no espago reciproco para a rede de Kagome (6 = 120°). (c)

Espectro de energia ao longo dos pontos de alta simetria, tomando o caminho

- X—-K-M-T apresentado na linha pontilhada em vermelho no painel (b).

Espectro de energia das redes infinita 2D de Lieb (a cima), transi¢io (ao meio),
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(a) Representacao esquematica da rede genérica controlada pelo parametro 6,
correspondente a rede de Lieb para 6 = 7/2, rede de transi¢éo para /2 <
0 <2m/3 e rede de Kagome para @ =27 /3. d e dy sdo os vetores primitivos
com célula unitdria denotada pela linha tracejada amarela contendo trés sitios
nao equivalentes A (verde), B (vermelho) e C (azul). A distancia entre os
sitios vizinhos mais proximos € ag € os parametros de hopping nao-nulos sao
representados por g4, 1c, tycs tXC. Para redes de Lieb e Kagome, o hopping
do vizinho mais proximo € tgy =ftpc =t €l = tXC ={/, respectivamente.
Esbocos de nanofitas genéricas com bordas (b) retas, (c) barbadas e (d)
assimétricas, enfatizando suas células unitdrias (linhas tracejadas cinzas),
terminacdo das bordas e a contagem de linhas em cadacaso.. . . . . . . ..
Estruturas de bandas e densidade de estados (DOS) para a rede de Lieb,
com bordas (fila superior) reta, (fila do meio) barbada, e (linha inferior)
assimétricas e nimeros diferentes de linhas atdmicas da nanofita. As curvas
pretas, vermelhas e azuis nos painéis da DOS correspondem aos espectros de
energia na primeira, segunda e terceira colunas. N corresponde ao nimero
total de linhas que definem o tamanho da fita, sempre impar (par) no caso
de bordas retas ou barbadas (assimétricas). NA, NB e NC sdo o nimero de

linhas da nanofita com sites A, B e C, respectivamente. . . . . .. .. ...



Figura 30 —
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Distribuicao da fun¢do de onda de nanofitas de Lieb com (a) reta [N = 31],
(b) barbuda [N = 31] e (c¢) arestas assimétricas [N = 30], para: (i) quase-
bandas planas [destacadas por asteriscos vermelhos] enumeradas de baixo
para cima em k = 37 /2, (ii) a banda tipo Dirac caracteristica de arestas retas
em k = 3.261 [destacada por um asterisco preto em a insercao de (a)], (iii)
estado de massa em k = 7w+ 0.1 [destacado por um asterisco preto na inser¢ao
de (b)] e (iv) o estado de borda em k = 7w+ 0.1 [destacado pelo asterisco preto
na inser¢do de (c)]. Para cada tipo de aresta, os painéis superiores mostram (i)
a funcdo de onda total [linhas sélidas pretas com circulos] e (ii) a fungdo de
onda na subrede A [linhas verdes pontilhadas com asteriscos], (ii1) B [linhas
tracejadas vermelhas com tridngulos apontando para cima], e (iv) C [linhas
pontilhadas azuis com tridngulos apontando para baixo], tudo em fungdo da
largura da nanofita W = (N — 1)ag. Nos painéis inferiores, o tamanho dos
pontos e a escala de cores variando do azul ao vermelho representam a norma
da funcdo de onda variando de zero ao seu valor maximo ao longo da nanofita,
respectivamente. p é o nimero de picos caracteristicos do comportamento
nodal das funcdes de onda das bandas quase planas. . . . . . ... .. ...
O mesmo da Fig. 29, mas agora para a rede de transi¢dao. . . . .. .. ...
O mesmo que a Fig. 30 para a rede de transicdo com 6 = 105°. As bandas
quase planas também foram enumeradas de baixo para cima em k = 37/2,
mas agora a banda tipo Dirac caracteristica de arestas retas foi calculada para
k = 3.418 [ver insercdo de (a)] , e (iii) os estados de borda em k = 7w + 0.1
[verinsercoesde (b)e (c)]. . . . . . . . . . . ..

O mesmo da Fig. 29, mas agora para a rede de Kagome. . . . . . . . .. ..

68



Figura 34 —

Figura 35 —
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Figura 38 —
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Distribui¢cao da funcdo de onda de nanofitas Kagome com 6 = 120°. (a)
Estados Dirac-like [1] e quase-flats [2,3,4] foram calculados para k = 4.228

e k =3m/2, respectivamente. (b) Os estados de bordas [1] e [4-5] adotaram

k = m, enquanto [2,3,4] assumiram k = 4.312, k=4312 e k=n+ n/5,
respectivamente. (c) O estado de borda [1] adotou k = 7, e sua evolugao

[2-5] foi calculada para k = 7/6, k =4rn/3, k = 4,455 ¢ k =3m/2. Os

estados bulk [6,7] de anti-cruzamento com estados de borda sdo mostrados

parak =m+ /5 e k = m+ 1 /3, respectivamente. O outro estado de borda

[8,9] foi mostrado para k = 7 e k = 37 /2, respectivamente. As bandas quase

planas [10-15] também admitiram k =37/2. . . . . . .. ... ... ....
Comparagado do espectro de energia obtido na aproximagao tight-binding com

NN-sites (curvas vermelhas tracejadas) e NNN-sites (curvas pretas sélidas)

com mudanca do parametro 6, para os casos de nanofitas de: Lieb (6 = 90° -
primeira coluna), transicdo (8 = 100° - segunda coluna e 8 = 110° - terceira

coluna) e Kagome (8 = 120° - quarta coluna) para liso (N = 13 - primeira

linha), barbudo (N = 13 - segunda linha) e assimétrico (N = 12 - terceiro

linha) arestas. A evolugdo dos estados de borda presentes no modelo TB de

NN-sites (curvas tracejadas verdes) e NNN-sites (curvas s6lidas azuis) sao

mostradas. Os painéis inferiores correspondem as distribuicdes da funcdo de

onda pelo modelo de ligacao rigida com NNN-sites, para os estados rotulados

nos painéis para (f-1) estados de Lieb [4], estados de transicdo com 6 = 100°

[1.,5]e 8 =110°[2,6], e (d,h,]) estados de Kagome [3,7]. . . . .. ... ..
Fungdes de onda referente a banda plana para os espectros de Lieb ((a)-(c)) e

Kagome ((d)-(f)) sem a inclusdo de segundos vizinhos para os trés tipos de

bordas estudadas. . . . . .. ...
Espectros de energia de nanofitas de Lieb com bordas retas(a-c), barbadas(d-
f) e assimétricas(g-i), para n = 4 [Fig. 37(a,d,g)], n = 6 [Fig. 37(b,e,h)] e

n = 8 [Fig. 37(c,f,1)]. Nota-se os efeitos dos diferentes valores de n na banda

planaparaarededeLieb. . . . . . . . .. ... oo L
O mesmo da Fig. 37, mas agora para a rede de transicao (8 = 105°).

O mesmo da Fig. 37, mas agora para a rede de Kagome. . . . . . . .. ...
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Figura 40 — Energias de gap entre as bandas inferior e média (A12), e entre as bandas
média e superior (A3), em funcdo da largura da nanofita, W = (N — 1)ay,
para: (a) Lieb, (b) transi¢do e (c) nanofitas Kagome. Os resultados em
ponto de dados (simbolo) e ajuste (curva) s@o apresentados para bordas
assimétricas (A-sobrescrito) e barbeadas (B-sobrescrito). O gréfico inserido
mostra versoes grandes do gap destacadasemcinza. . . . . . ... ... ..

Figura 41 — Nove diferentes tipos de configuracdes usadas na quebra de simetria de
subrede para as bordas retas(linha de cima), barbadas(linha do meio) e assi-
métrico(linha de baixo) para a nanofitade Lieb. . . . . ... ... .. ...

Figura 42 — O mesmo da Fig. 41, mas agora para nanofita de transi¢do. . . .. ... ..

Figura 43 — O mesmo da Fig. 41, mas agora para nanofita de Kagome. . . . . . . . . ..

Figura 44 — (a) Superficie de Fermi na energia €. (b) Densidade de estados de uma
Unica particula em fun¢do da energia para um gas de elétrons livres em trés
dimensOes. . . . . ... e e

Figura 45 — Diagrama de um fio retangular quase unidimensional, juntamente com as

relacdes de dispersdo e a densidade de estados das sub-bandas unidimensionais.
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1 INTRODUCAO
1.1 Materiais 2D: Do grafeno aos materiais com banda plana

Os materiais bidimensionais (2D) vém sendo alvo de pesquisas para seu investimento
na industria devido as suas propriedades fisicas inicas que os diferem dos semicondutores padroes
utilizados na industria atual. Estes materiais sdo, em geral, formados por uma tnica camada de
atomos, tendo assim a espessura minima, o que era considerado experimentalmente impossivel
até a realizacdo. A descrenca na sintese de cristais 2D era sustentada pela ideia da instabilidade
termodinamica em condicdes ambientes, baseada na teoria fisica de Peierls, Landau, Lifshitz e
Mermin (PEIERLS, 1935; LANDAU, 1937; LANDAU; LIFSHITZ, 2013) e fundamentada no
teorema de Mermin-Wagner (MERMIN, 1968), que afirma que as flutuagdes térmicas existentes
em qualquer temperatura finita deve fazer com que as redes cristalinas de baixa dimensdo sofram
deslocamentos atdmicos compardveis as distancias interatomicas, de modo que essa rede entre
em colapso. No entanto, em 2004, o grupo de pesquisa liderado por Andre Geim e Konstantin
Novoselov isolaram o grafeno (NOVOSELOV et al., 2004), uma estrutura do tipo favo de mel
composta por atomos de carbono. Desde sua sintese este material vem chamando a atenc¢do da
comunidade académica por ser um semicondutor de gap nulo e apresentar bandas de energia
conicas'.

A geometria dos materiais ¢ um fator-chave para a estrutura de banda eletronica,
pois algumas geometrias especificas dao origem a novas e exdticas bandas de energia. Essa
dependéncia na forma estrutural dos materiais impulsionou a investigagdo tedrica de possiveis
cristais projetados com geometrias desejadas e propriedades fisicas interessantes. As redes
de bandas planas t€ém chamado a aten¢ao pelo fato de que a auséncia de dispersao produz
confinamento estrito de particulas ndo interativas dentro da rede (LEYKAM et al., 2018; KUNO,
2020). Neste trabalho destacamos algumas redes interessantes nas quais encontramos autoestados
degenerados que geram uma banda de energia plana em meio a estados dispersivos.

Materiais que apresentam banda plana em seu espectro vem sendo estudados por
décadas (NEWTON; WIGNER, 1949), esses apresentam estados localizados e com interferéncia
destrutiva. Os estados localizados sdo comuns por serem vistos como estados sem interacao,

ja os estados com interferéncia destrutivas nao sao tao triviais pois tém requisitos rigorosos

! Para mais discussdes sobre a estabilidade de cristais 2D aplicada ao contexto do grafeno, consultar Refs. (KATS-

NELSON, 2007; THOMPSON-FLAGG et al., 2009; GALASHEV; RAKHMANOVA, 2014).
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de simetria e acoplamento (LIEB, 1989). Essas bandas flat, conforme definida pela teoria de
bandas, referem-se a estados de velocidade de grupo proxima a zero no espago dos momentos
de elétrons perto do nivel de Fermi (DENG et al., 2003). Sistemas com banda plana foram
propostos para realizar ferromagnetismo de alta temperatura, supercondutividade e estados
topolégicos (DEPENBROCK et al., 2012; LIU et al., 2014). Além disso, bandas planas, isto
€, ndo-dispersivas, hospedam elétrons com uma massa infinita, diferentemente de bandas com
dispersao linear que ja abrigam elétrons sem massa (JIANG et al., 2021). Em 2011, trés grupos
de pesquisa propuseram independentemente a ideia de introduzir uma topologia nio trivial de
bandas planas para alcancar estados topoldgicos fortemente correlacionados (TANG et al., 2011;
SUN et al., 2011; NEUPERT et al., 2011).

Dentro desse contexto de materiais com bandas planas, € relevante discutirmos as
redes o — T3, Lieb e Kagome, pois essas estruturas possuem em seu espectro eletronico: (i) duas
bandas dispersivas com dependéncia linear em k, que compdem um cone de Dirac similarmente
ao grafeno, e (i1) uma terceira banda plana que cruza o ponto de Dirac. Com o intituito de
apresentarmos e discutirmos a estrutura cristalina de cada uma dessas redes, retomamos uma
defini¢do indispensavel na descri¢do de qualquer sélido cristalino que € o conceito de rede
de Bravais, que lida diretamente com a geometria da estrutura. Uma rede de Bravais é um
arranjo infinito de pontos organizados e orientados de forma que esses pontos parecem 0s
mesmos, independentemente de onde seja observada a estrutura (ASHCROFT; MERMIN, 1976).

Matematicamente, temos que:
R = nydy +nody + nids, (1.1)

onde dy, dy e d3 sao quaisquer vetores ndo coplanares, que sdo responsaveis por gerar ou cobrir
a rede, chamados de vetores primitivos. Ressaltamos que n;, com i = 1,2, 3, s@o necessariamente
inteiros. Evidentemente, uma vez que consideramos todos os pontos equidistantes, a rede de
Bravais deve ser infinita em extensdo, isso parece contradizer o real, ja que os cristais sao finitos
por natureza. No entanto, ao analisarmos seu interior a maioria dos pontos estdo distantes o
suficiente da superficie, de forma que os efeitos de borda podem ser desconsiderados (KITTEL,
1967; SAITO et al., 1998).

Na Fig. 1 apresentamos as estruturas cristalinas [1(a), 1(d), 1(g), 1(j)], relacdes de
dispersao [1(b), 1(e), 1(h), 1(k)], e densidades de estados [1(c), 1(f), 1(i), 1(1)] para as redes
do grafeno, @ — T3, Lieb, e Kagome, respectivamente, onde pode-se notar como os sitios estao

organizados, estando as subredes ndo-equivalentes representadas com cores distintas.
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Figura 1 — (A esquerda) Estrutura da rede, (a0 meio) espectro de energia e (a direita) densidade
de estados das redes do grafeno, o — T3, Lieb e Kagome, respectivamente. Figura adaptada
das Refs.: (a)-(c) (NETO et al., 2009), (d)-(f) (BISWAS; GHOSH, 2016) (g)-(1)(JIANG et al.,
2019b) e (j)-(1) (ZONG et al., 2016).

A estrutura cristalina da rede do grafeno, apresentada na Fig. 1(a), é caracterizada
por dois d&tomos por célula unitdria, formando uma rede com estrutura similar a um favo-de-mel
que pode ser vista como a superposicao de duas sub-redes triangulares (NETO et al., 2009), A e

B, que tém os seguintes vetores primitivos

31 3 1
alza(§,§>7 El)zza(%?_E) ) (12)
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onde a = |d;| = |d;|, de forma que os vetores da rede reciproca sdo dados por

- 2n /1 - 2m (1

Na Fig. 1(b) podemos observar no espetro eletronico do grafeno uma dispersao
linear em k, diferindo da maioria dos semicondutores padrdes onde encontramos uma relacdo
parabélica para a energia (E o« k?). Este material lamelar formado apenas por 4tomos de carbono
€ classificado como um semi-metal de gap nulo, tendo em vista que suas bandas de valéncia e
conducgdo se tocam no entorno dos pontos de Dirac, e em adicao, elétrons na vizinha desses pontos
com dispersao energética linear sdo vistos como quasiparticulas de Dirac sem massa (NETO et
al., 2009). Pela Fig. 1(c), podemos destacar que a densidade de estados do grafeno apresenta
dois picos simétricos associados a singularidade de Van Hove (HOVE, 1953; BHIMANAPATI e?
al., 2015).

A estrutura cristalina da rede o — 73, conforme mostra a Fig. 1(d), segue o modelo
favo-de-mel da rede do grafeno, diferenciando-se por ter um dtomo no centro do hexagono, tendo
como vetores primitivos os mesmos apresentados para o grafeno na Eq. (1.2). Observa-se pela
Fig. 1(e) que o espectro eletronico da rede o — 73 apresenta duas bandas dispersivas, formando
um cone, e uma banda flat entre eles (BISWAS; GHOSH, 2016). Na Fig. 1(f) podemos observar
dois picos de mais alta intensidades na densidade de estados no entorno do zero de energia
associados a banda quase plana (VIGH et al., 2013), ilustrada na Fig. 1(e).

A rede de Lieb, representada na Fig. 1(g), € uma estrutura 2D quadrada de borda
centrada. Apesar de ndo existir em materiais conhecidos, foi recentemente realizada em sistemas
de atomos frios e redes fotonicas (SHEN et al., 2010; GUZMAN-SILVA et al., 2014; MUKHER-
JEE et al., 2015). E uma rede formada por trés sitios de base ndo-equivalentes, rotulados aqui

por A, B e C, com os seguintes vetores primitivos
[i] :a(l,O), (_izza((),l), (1.4)

de forma que os vetores da rede reciproca sao dados por

- 2r - 2
b1:7(1,0), b2:7(0,1). (1.5)

O espectro de energia da rede de Lieb, dado na Fig. 1(h), assim como aquele para
arede o — T3, é formado por duas bandas dispersivas, que compdem um cone de Dirac e uma
terceira banda plana que cruza o ponto de Dirac. Na Fig. 1(i) esboga-se a densidade local de

estados por sitio. A curva em cor vermelha (azul) corresponde a densidade local de estados para
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os atomos A e C (dtomo B) da rede de Lieb. Isso implica dizer que a distribuicdo eletronica do
estado da banda plana estd concentrada nos dtomos A e C. (JIANG et al., 2019b)

Por fim, apresentamos a estrutura da rede de Kagome na Fig. 1(j), que € uma rede
triangular que pode ser vista como uma estrutura formada pelos vértices e arestas do favo-de-mel
cubico, preenchendo o espago por tetraedros regulares e tetraedros truncados (ZONG et al.,
2016). Possui uma estrutura cristalina que também € composta por trés sitios distintos, rotulados
aqui por A, B e C, tendo como vetores primitivos

1ﬁ>

c_il:a(l,O), 52:a<§,7 (16)

de forma que os vetores da rede reciproca sdo dados por

.2 L oo/ 2
m:llﬁﬁ,mzﬁ(pﬁ. 1.7)
a 3 a 3

Por décadas em fisica da matéria condensada, os reticulados de Kagome tém sido
objeto principalmente de estudos tedricos devido as suas propriedades intrigantes associadas a
frustracdo de spin (MOULTON et al., 2002). Mas, o avan¢o da tecnologia transformou-os de
teoria em realidade, incluindo, por exemplo, a realizagdo em nanoescala de redes de Kagome
por atomos e moléculas de auto-montagem e redes metalicas de Kagome pelo novo design e
fabricacdo de metamateriais (NAKATA et al., 2012).

Mostramos na Fig. 1(k) o espectro de energia para a rede de Kagome. Esta rede
exibe uma estrurura de bandas formada por uma banda plana e duas outras bandas com dispersao
andloga ao caso do grafeno. Como consequéncia da sua estrutura de bandas, sua densidade de
estados [Fig. 1(1)] possui trés picos bastante pronunciados: um deles associado a banda plana
e os outros dois as singularidades de Van Hove, andlogos aqueles para o caso do grafeno na

Fig. 1(c) (HOVE, 1953).

1.2 Nanofitas de materiais 2D

O estudo sobre nanofitas de materiais 2D € motivado pelo fato de que propriedades
da matéria dependem ndo sé da sua composi¢do quimica e estrutura, como também de seu
tamanho e formato. Por nanofitas entendemos sistemas que preservam a geometria da rede e
possuem dimensao infinita ao longo de uma dire¢do e tamanho nanométrico ao longo da outra

direcdo (NOVOSELOV et al., 2004).



23

A dimensionalidade estd intimamente ligada ao nimero de graus de liberdade. Por
sua vez, o movimento dos portadores de carga em um sélido cristalino € limitado a uma regido de
dimensdo da ordem do comprimento de onda de de Broglie (HARRISON; VALAVANIS, 2016).
No caso das nanofitas, tem-se que estas sdo caracterizadas como estruturas unidimensionais
(1D), estando os portadores de carga confinados em duas direcdes e livres em uma direcao,
sendo estd ultima a direcdo em que a nanofita possui simetria de translacdo. Outro sistema de
baixa dimensionalidade com estruturas 1D sdo os fios quanticos. A diferencga entre nanofita e
fio quantico fabricados de materiais 2D € que o confinamento na nanofita € estrutural enquanto
que no fio quantico € eletrostatico (MATAGNE, 2001). Essas estruturas cristalinas 2D t€ém
sido o foco de interesse devido as suas propriedades unicas, como alta densidade eletronica de
estados dependente do tipo de terminacdo, energia de ligacdao de éxciton aprimorada, bandgap
dependente do didmetro, dispersdo de superficie aumentada para elétrons e fonons, e eletronica
dependente da quiralidade estrutural da banda (YAGMURCUKARDES et al., 2016).

Nesse sentido, apresentamos algumas nanofitas com diferentes tipos de bordas,
analisando sua estrutura e contagem de linhas, assim como seu espectro de energia e densidade
de estados. Focamos nas nanofitas formadas por materiais 2D que possuem em sua estrutura
eletronica bandas cOnicas e planas, tais como aqueles discutidos na Secdo 1.1. Sdo elas: nanofitas
de grafeno (Secao 1.2.1) e @ — T3 (Secao 1.2.2) com bordas do tipo zigzag € armchair, Lieb
(Secao 1.2.3) com bordas do tipo retas, barbadas e assimétricas, e Kagome (Secdo 1.2.4) com

bordas do tipo zigzag e dente de serra.

1.2.1 Nanofitas de grafeno

A geometria e tamanho de um sistema de carbono em escala nanométrica sao
fatores fundamentais ao se estudar propriedades eletronicas das nanofitas de grafeno, que sdo
determinadas pelos dois tipos mais comumente investigados de bordas: armchair e zigzag. A
Fig. 2 apresenta a estrutura de rede de uma folha de grafeno e ilustracdes de retangulos relativos
as células unitdrias para se definir essas duas formas distintas zigzag e armchair de confinamento.
Tem-se pela Fig. 2 que ao confinarmos na direcdo vertical (horizontal), obtem-se um contorno
do tipo zigzag (armchair).

A estrutura de bandas de energia das nanofitas com bordas do tipo armchair é
mostrada nas Figs. 3(a)-3(c), para trés larguras de nanofitas diferentes, juntamente com as

respectivas densidades de estados. O topo da banda de valéncia e o fundo da banda de conducio
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Figura 2 — Ilustracdo da estrutura de rede do grafeno e das células unitdrias para se definir
nanofitas com diferentes terminagdes. Os vetores de rede primitivos sdo denotados por a e b.
As bordas superiores e inferiores (a esquerda e a direita) possuem terminacdes do tipo zigzag
(armchair), com retangulo vertical (horizontal) representando a respectiva célula unitiria na
constru¢do da nanofita com tal borda. O comprimento das nanofitas L em termos do nimero de
dtomos N na célula unitdria para o caso zigzag (armchair) é L= Nay/4 (L=N V3ag /4). Figura
adaptada da Ref. (BREY; FERTIG, 2006).
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Figura 3 —Estrutura de bandas de energia E(k) e densidade de estados D(E) de nanofitas armchair
com diferentes larguras tomando (a) N =4, (b) N =5 e (c) N = 30 nimero de linhas de atomos
de carbono. Figura adaptada da Ref. (WAKABAYASHI et al., 2009).

estdo localizados em k = 0. Podemos notar que a largura da nanofita dita se o sistema é metélico
ou semicondutor(CHANG et al., 2007), isto €, o sistema possui uma forte dependéncia com o
numero de linhas de dtomos de carbono que compde a célula unitaria da nanofita. Como era de
se esperar, para grandes larguras das nanofitas com bordas armchair, sua densidade de estados
tende a se assemelhar aquela para o caso da folha infinita [Fig. 1], como se pode ver para N = 30
na Fig. 3(c).

Para o caso das nanofitas com bordas do tipo zigzag surge uma caracteristica mar-

cante na estrutura de banda de energia, que podemos observar nas Figs. 4(a)-4(c), a banda
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Figura 4 — Estrutura de bandas de energia E(k) e densidade de estados D(E) de nanofitas zigzag
com diferentes larguras tomando (a) N =4, (b) N =35, e (¢) N = 30 nimero de linhas de d&tomos
de carbono. Figura adaptada da Ref. (WAKABAYASHI et al., 2009)
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Figura 5 —Ilustracao da distribui¢do eletronica por sitio do estado de borda para (a) k = 7 e (b)
k =7Tr/9. Quanto maior a intensidade do médulo quadrado da fun¢do de onda maior € o raio do
circulo no sitio atdmico em cinza. (c) Médulo quadrado da fun¢do de onda pseudospinoral para
cada subrede A (|¢4|? - simbolos vermelhos) e B (|¢|2 - simbolos pretos) tomando k = —27 /3aq
(painel de cima) e k = —27/3ap(1 —0.02) (painel de baixo) com relagdo ao centro da zona de
Brillouin, obtida via modelo continuo. Figuras adaptadas da (a, b) Ref. (WAKABAYASHI et al.,
2009) e (c) Ref. (BREY; FERTIG, 2006).

de valéncia mais alta e a banda de condugao mais baixa sao sempre degeneradas em k = 7 e
como consequéncia a densidade de estados apresenta um pico bastante pronunciado. Dessa
maneira, nanofitas com bordas zigzag possuem caracteristicas metdlicas independentemente
do ndmero de linhas que compde a célula unitaria. Esse estado duplamente degenerado com
pico na densidade de estado no entorno da energia E = 0 possui distribuicao eletronica espacial
localizada preferencialmente nas bordas da nanofita zigzag. A presenga de estados de bordas
ndo ocorre em sistemas com bordas armchair ( WAKABAYASHI et al., 2009). Para ilustrar
tal comportamento, apresentamos na Fig. 5 ilustracdes das populacdes por sitio associadas aos

estados de borda para dois valores de momentum: (a) k = 7, exatamente na borda da zona de
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Brillouin para a estrutura zigzag (ver painéis a esquerda nas estruturas de bandas da Fig. 4), e
(b) k ="Tm/9. Sabemos que propriedades nos espagos real e reciproco possuem caracteristicas
inversas via transformada de Fourier, assim no caso da localiza¢io das funcdes de onda, tem-se
que quanto maior o valor de k mais restrita a uma pequena por¢do do espaco real deve-se estar a
funcdo de onda. Isto € visto comparando as Figs. 5(a) e 5(b). Nos painéis superior e inferior da
Fig. 5(c) mostram-se os médulos quadrados das fun¢des de onda do estado de borda, também
para dois valores de momentum, e mais especificamente, enfatizando a distribui¢ao por subrede.
Em simbolos vermelhos (pretos) tém-se |¢;|> para a subrede i = A(B). Nota-se pela Fig. 5, que a
populacdo € maxima nos dtomos da borda, que sdo todos de uma mesma subrede, e que decaem
quase que exponencialmente a medida que nos afastamos da borda. As funcdes de onda dos
estados de borda apresentados na Fig. 5(c) foram obtidas via modelo continuo com a utilizagdao
de condic¢ao de contorno apropriada que descreve bem a populacao per subrede para nanofitas
zigzag. Como matematicamente descrito por Brey & Fertig em 2006 na Ref. (BREY; FERTIG,
2006), a condi¢do de contorno apropriada para os estados de superficie das nanofitas zigzag é
tal que a funcdo de onda seja nula para um tipo de subrede em uma borda e nula para a outra
subrede ndo-equivalente na outra borda diametralmente oposta.

Para ilustrar o comportamento das fun¢des de onda para os estados chamados de
bulk para o caso das nanofitas com bordas zigzag, apresentamos na Fig. 6 fungdes de onda para
diferentes estados na banda de valéncia (rotulados com o indice n,) e de conducio (rotulados com
o indice n.) para nanofitas com N = 6 (painéis a esquerda) e N = 19 (painéis a direita) 4&tomos
de cada subrede, A (vermelhos) e B (azul), na célula unitaria. Colunas de resultados a esquerda
e a direita para cada N fixo correspondem as solu¢des numéricas e analiticas, respectivamente.
Resultados foram reportados na Ref. (MORADINASAB et al., 2012). Pela Fig. 6, vemos que os
estados de bulk das bandas de conduc¢do e valéncia, para o caso das nanofitas com bordas zigzag,
apresentam comportamento nodal com o nimero de picos e vales cada vez maior quanto mais
energético for o estado. Esse comportamento nodal das fungdes de onda para os estados de bulk é
andlogo aos casos das fun¢des de onda confinadas em pogos de potenciais 1D bem discutidos nos
livros de Mecanica Quantica e Fisica Moderna. Tal analogia € claramente entendida, notando-se
que nanofitas correspondem estruturas de confinamente 1D e que um “corte” transversal a sua
direcao de simetria de translacdo se assemelha, de fato, a um po¢o quantico que por sua vez
possui solugdes com comportamento nodal do tipo senoidal.

Como aqui ja mencionado, as relacdes de dispersdo das nanofitas de grafeno com
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Figura 6 — As funcdes de onda de 6-ZGNR e 19-ZGNR. Simbolos vermelhos(azuis) denotam
as fungdes de onda na sub-rede B(A). O modelo analitico (quadrados) € comparado com os
resultados numéricos (circulos). Figura adaptada da Ref. (MORADINASAB et al., 2012)

bordas armchair apresentam apenas estados de bulk. De forma andloga aos estados de bulk nas

nanofitas com bordas zigzag, estes aqui também possuem comportamento nodal, como mostrado

na Fig. 7. Como discutido por Brey & Fertig em 2006,(BREY; FERTIG, 2006) a condi¢ao de

contorno dentro do modelo de Dirac para nanofitas com bordas armchair mistura estados dos

vales K e K’, tal que a mistura de diferentes estados dos vales leva a uma func¢@o de onda que

oscila com periodo 27 /Ak, com Ak = 41 /3ag. Tal condigdo de contorno leva a discretizagdo dos
27n

valores de k, obtendo-se o valor k,, = tag + 327’2 com o valor de L dado por L = (3M + 1)ag

para o caso das nanofitas metdlicas, com M pertencente aos inteiros, e para os outros casos de L
tem-se nanofitas semicondutoras. Com essa regra de quantizagdo de k, apenas se tem funcdes
de onda com comportamento nodal caso a mistura dos vales leve a um estado com oscilagdes
“curtas” nas funcOes de onda tal que seja exatamente equivalente ao periodo esperado introduzido
para atender as condicdes de contorno. Isto € visto na Fig. 7 para diferentes valores de n. Por

exemplo, na Fig. 7(a) para n = 50 e k, = 0, tem-se que a energia € zero, levando a nenhum efeito
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de confinamento na forma da fun¢do de onda. Por outro lado, para n = 51 [Fig. 7(b)] e n =52
[Fig. 7(c)] tem-se que &, # 0 e vé-se uma oscilagao de longo comprimento de onda cujo periodo
esta relacionado com o valor de k.

De forma geral, vimos nessa se¢do que as duas formas bésicas de bordas na constru-
¢do de nanoestruturas de confinamento 1D em grafeno determinam as propriedades eletronicas
das nanofitas. Veremos nas proximas subsecdes exemplos de nanofitas para outras redes de

cristais 2D e o papel das bordas nas suas propriedades.
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Figura 7 —Moddulo quadrado da fun¢do das funcdes de onda para estados com energias proximas
a zero para nanofitas com bordas armchair assumindo diferentes larguras: (a) n = 50, (b) n = 51,
e (c¢) n = 52. Figura adaptada da Ref. (ZHENG et al., 2007).

1.2.2 Nanofitas o — T;

A descoberta do grafeno impulsionou a busca de materiais 2D semelhantes a ele, em
especial que compartilhasse de sua peculiar estrutura de bandas com dispersao da bandas linear
em um regime energético baixo. Nesse sentido, apresentamos a rede o — 73, que € um material

2D semelhante ao grafeno com um 4tomo adicional no centro do hexdgono.
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Figura 8 —Representag;lo fie ianoﬁta da reNde o — T3 com bordas do tipo (a) armchair ¢ (b) zigzag.

A célula unitéria € definida pela linha tracejada em cor laranja. A largura da nanofita é definida
com a escolha do ndimero de linhas atdmicas N. Figura adaptada da Ref. (CHEN et al., 2019).
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Figura 9 — Estruturas de banda das nanofitas da rede o — 73 com bordas do tipo (a) armchair
e (b) zigzag com terminagdes B — B. Dispersdes para diferentes valores do parametro o sdo
apresentados: (coluna a esquerda) o = 0, (coluna ao meio) & = 0,5, e (coluna a direita) o¢ = 1.
Figura adaptada da Ref. (CHEN et al., 2019).

A rede or — T3 € composta por trés subredes nao-equivalentes, rotuladas aqui por A,
B, e C. Os sitios A e B formam uma rede do tipo favo de mel e o sitio C estd no centro dos
hexdgonos (CHENG et al., 2021) [ver ilustragdo da rede o — 73 na Fig. 1(d)]. Uma caracteristica
proeminente do modelo o — 73 € a banda plana sem dispersao (WANG; LIU, 2021). Observa-se
que essa caracteristica pode exercer um enorme efeito sobre as propriedades do material e
consequentemente nas suas possiveis aplicacdes (CHEN et al., 2019). Este modelo o — T3
interpola entre a rede de favo-de-mel do grafeno e a rede de dados (do inglés, dice) através do
parametro & (TAN et al., 2020). Dentro da abordagem tight-binding, tem-se que a energia de
ligacdo entre os sitios A e B € 11, entre os sitios B e C € 1, e entre os sitios A e C ndo € permitida.
O pardmetro ¢ é definido como @ = 1, /1], tal que os casos limites sdo para x =0e a =1
correspondendo as situagdes cristalogréficas da rede favo-de-mel e de dados, respectivamente.

De forma andloga ao grafeno, as nanofitas da rede & — 73 podem possuir terminagdes
do tipo armchair e zigzag, como representadas nas Figs. 8(a) e 8(b), respectivamente. A evolug¢ao
da estrutura de banda de uma nanofita & — 73 com borda armchair com varios parametros o €
apresentada na Fig. 9(a). O niimero de linhas atomicas € de N = 20, que satisfaz a condigao
N = 3n — 1 para as nanofitas metélicas do tipo armchair, estando em concordancia com o
espectro obtido de uma situacdo metdlica para o = 0 (grafeno), isto € com gap nulo [ver coluna
a esquerda para @ = 0 na Fig. 9(a)]. Temos que f corresponde ao fluxo magnético, assim, os
resultados para f # 0 correspondem casos em que o campo magnético perpendicular € aplicado,

e que ndo discutiremos aqui.
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Para o caso zigzag, duas terminacdes possiveis compostas por subredes diferentes
podem ser formadas: (i) com terminacdes dos dois lados da nanofita sendo de subrede B,
chamada de nanofita zigzag B — B, e (i1) com termina¢des em uma lado do tipo C e do outro lado
do tipo A, chamada de nanofita zigzag C — A. Na Fig. 9(b) apresentamos as estruturas de bandas
para nanofitas da rede o« — T3 de bordas zigzag com terminacdes B — B para vérios valores a. A
banda plana e as sub-bandas de estados de borda nas nanofitas zigzag sdo degeneradas em toda a
zona de Brillouin e localizados em £ = 0. No entanto, com ¢ diferente de zero, duas sub-bandas
de estados de borda para as nanofitas zigzag tornam-se sub-bandas linearmente dispersivas e se
cruzam em dois pontos de Dirac.

Através dos resultados das dispersodes eletronicas das nanofitas da rede oo — 73 para
dois exemplos de terminacdes de bordas [Fig. 8], pode-se notar que os espectros de estruturas 1D
darede o — T3 compartilham semelhancas e certas diferencas com relagdo algumas caracteristicas
discutidas na subsec¢do anterior para o caso de nanofitas de grafeno. De forma andloga, € bastante
interessante investigar tais discrepancias e semelhangas em nanofitas fabricadas de outras redes
que possuam bandas planas e lineares, tais como a rede de Lieb e Kagome, como discutido a

seguir.

1.2.3 Nanofitas de Lieb

Recentemente, estudos foram conduzidos sondando experimentalmente a resposta da
rede de Lieb a campos externos de calibre e as caracteristicas ferromagnéticas (GUZMAN-SILVA
et al., 2014; GUZMAN-SILVA et al., 2014), mostrando a relevancia em sistemas do tipo Lieb. O
interesse na rede de Lieb surge das propriedades especificas induzidas por sua topologia. Como
discutido na Sec. 1.1, essa rede € caracterizada por uma célula unitiria contendo trés dtomos
[rotulando aqui os sitios do tipo A com simbolo vermelho, com verde os sitios do tipo B, e com
azul os sitios do tipo C] e possui um espectro com simetria elétron-buraco formado por trés
bandas.

De forma natural, seguindo os passos dos estudos em nanofitas de grafeno, estudos de
nanoestruturas 1D na rede de Lieb foram reportados nas Refs. (WEEKS; FRANZ, 2010; WANG;
ZHANG, 2010; NIta et al., 2013), investigando a influéncia de trés diferentes geometrias das
bordas nos seus espectros eletronicos. A Fig. 10 ilustra as referidas trés terminacdes: [Fig. 10(a)]
retas, [Fig. 10(b)] barbadas e [Fig. 10(c)] assimétricas.

Com relacdo a constru¢do das nanofitas de Lieb, tomando o eixo vertical (y) como
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a direcdo de confinamento, temos que (CHEN; ZHOU, 2016): (i) nanofitas com bordas retas
possuem suas bordas compostas por subredes de dois tipos, onde no esquema da Fig. 10(a)
esses sao os sitios do tipo B (verde) e C (azul); (i1) nanofitas com bordas barbadas possuem
suas bordas compostas por apenas uma subrede, onde no esquema da Fig. 10(b) € o sitio do
tipo A (vermelho); e (iii) nanofitas com bordas assimétricas sdo compostas por uma borda reta
com subredes de dois tipos e uma borda barbada com a subrede do outro tipo. No esquema da
Fig. 10(c) o lado com borda reta € formado pelos sitios B (verde) e C (azul) e o lado com borda

bardada pelo sitio do tipo A (vermelho).

— = RO W LW e s o

= = NN W W A st
o = R W W R AW

Figura 10 — Nanofitas de Lieb com diferentes tipos de bordas: (a) reta, (b) barbada, e (c)
assimétrica. Os simbolos vermelhos representam os sitios do tipo A, os verdes do tipo B e os
azuis do tipo C. Figura adaptada da Ref. (CHEN; ZHOU, 2016).

Figura 11 — Espectro de energia das nanofitas de Lieb para bordas do tipo (a) reta com N = 15,
(b) barbada com N = 15, e (c¢) assimétrica com N = 10. Figura adaptada da Ref. (CHEN; ZHOU,
2016).

Na Fig. 11 apresentamos as relacdes de dispersdo para as nanofitas de Lieb com
bordas (a) retas, (b) barbadas, e (c) assimétricas. Nota-se a presenca de gap para o caso das
bordas barbadas e assimétricas. A diferenca do tamanho do gap para os casos das bordas

barbadas e assimétricas se deve as diferentes larguras das nanofitas: N = 15 para o caso barbado



32

e N = 10 para o caso assimétrico. Por sua vez, a banda plana permanece em todos os casos (XIA

et al., 2016). Discutiremos com mais detalhes os resultados para nanofitas de Lieb no Capitulo 3.
1.2.4 Nanofitas de Kagome

Como brevemente apresentado na Secdo 1.1 e Fig. 1, uma rede de Kagome se carac-
teriza por ser uma rede hexagonal com trés sitios de base (WANG; ZHANG, 2010; YOSHIDA
et al., 2021; WANG; ZHANG, 2008). Em contraste com a rede favo-de-mel, em Kagome
nao ha simetria de inversdo centrada no meio da ligagcdes do vizinho mais préximo (BOLENS;
NAGAOSA, 2019; LIU et al., 2010). Restricdes estruturais em uma das direcdes cristalografica
na rede de Kagome 2D gera nanofitas que podem possuir diferentes terminacdes. A Fig. 12
mostra dois exemplos. Ao se confinar na direcdo x, temos bordas do tipo dente de serra, em
que cada célula unitéria (entre as duas linhas tracejadas em zigzag) contém 2N = 50 triangulos
sombreados e um local ¢ extra, cp, na borda inferior, como mostrada na Fig. 12 (a). Quando
confinamos na direcao y, temos bordas do tipo zigzag, onde cada célula unitédria (entre as duas
linhas tracejadas) contém 2N — 1 = 49 tridngulos sombreados (GUO; FRANZ, 2009). Na borda
esquerda, hd um sitio b extra, by, € novamente um sitio ¢ extra, cg. Na borda direita, ha um sitio
a extra, apy, € um sitio ¢ extra, cpy, como indica a Fig. 12(b).

(a) (b)
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Figura 12 —Nanofitas de Kagome. (a) Um par de arestas em dente de serra ao longo da direcao x.
(b) Um par de arestas zigzag na direcdo y. Figura adaptada da Ref. (LIU, 2020).

As relagdes de dispersdes para as nanofitas de Kagome com bordas do tipo dente de

serra e zigzag sdo apresentados nas Figs. 13(a) e 13(b), respectivamente. Com relacdo a origem
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Figura 13 —Relacdes de dispersao das nanofitas de Kagome com bordas do tipo (a) dente de
serra e (b) zigzag. Figura adaptada da Ref. (LIU, 2020).

dos estados de bordas nessas nanofitas, a Ref. (LIU et al., 2010) afirma que para o caso das
bordas do tipo dente de serra observa-se que cada aresta dente de serra hospeda dois estados de
borda (LIU et al., 2010). Um deles esta localizado entre as duas bandas dispersivas, conectando
os pontos de Dirac, enquanto o outro estd localizado entre a banda plana e a banda dispersiva
inferior. Para o caso de bordas do tipo zigzag temos que cada aresta em zigzag abriga dois
estados de borda. Um deles estd localizado entre as duas bandas dispersivas, enquanto o outro
estd localizado entre a banda plana e a banda dispersiva inferior (QI ez al., 2008). Discutiremos

com mais detalhes os resultados para nanofitas de Kagome no Capitulo 3.
1.2.5 Nanofitas da rede de transicdo

Em 2019 foi demonstrado que as redes de Lieb e Kagome sdo interconversiveis por
tensodes diagonais, permitindo o desenvolvimento de um modelo tedrico tight-binding dependente
de um angulo 0, que nos permite tratar de uma forma geral ambas as redes de Lieb (6 =90°) e
de Kagome (6 = 120°), além de redes de transi¢io (90° < 6 < 120°) (JIANG et al., 2019b). 2
Por transi¢do entende-se que podemos ir de uma rede para outra variando este parametro, dessa
forma, um caminho natural € entdo explorarmos as propriedades fisicas dessa transicao.

A Ref. (JIANG et al., 2019b) nio foi a unica que discutiu a evolugdo do espectro de
Lieb em Kagome (YU et al., 2009; LIM et al., 2020; ABRAMOVICI, 2021). Por exemplo, as
Refs. (LIM et al., 2020; ABRAMOVICI, 2021) apresentam modelos tight-binding capazes de
levar o espectro de energia de Lieb no espectro de Kagome somente pela evolucao do hopping

entre os sitios A e C, representados na Fig. 14(a). No entanto, esses modelos sdo menos precisos

2 A interconversibilidade entre as redes de Lieb e Kagome ¢é sistematicamente discutida na Sec. 2.5.
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do que o da Ref. (JIANG et al., 2019b), uma vez que ndo propdem a evolugdo estrutural da rede
de Lieb em Kagome, como feito na Ref. (JIANG et al., 2019b).

A Fig. 14(a) mostra que a escolha de aplicar deformacdes ao longo da direcao
diagonal se deu porque essas redes compartilham a mesma configuracdo estrutural na célula
unitdria, ou seja, trés sitios nao equivalentes por célula unitdria distribuidos de tal forma que ha
um estado de canto e dois estados de centro de borda. Partindo dessa similaridade, os autores
da Ref. (JIANG et al., 2019b) desenvolveram o recurso da interconversibilidade que tanto
garantiu a reproducao dos espectros de energia de Lieb e Kagome, assim como possibilitaram
a investigac¢ao inicial da evolucdo de banda entre essas duas redes e o estudo preliminar das

propriedades eletrOnicas da rede de transi¢ao.

Lieb Lattice Transition 6=105"’

Kagome Lattice

(a)

(b)

Energy (E/t)

M r

Figura 14 — Representacdo da transicao (a) da estrutura cristalina com 6 = 105°, (b) espectro
de energia e estado da superficie de um sistema de 15 unidades, da rede de Lieb para Kagome.
Figura adaptada da Ref. (JIANG et al., 2019b).

Na Fig. 14(b) podemos observar uma deformacdo na banda plana do espectro ele-
tronico durante a transi¢do entre as redes de Lieb e Kagome. Essa deformacao ocorre até que a
banda plana originalmente presente na parte central do espectro de energia de Lieb seja com-
pletamente destruida e entdo reconstruida ao final da transicao na parte inferior do espectro de
energia de Kagome. As cores vermelha e azul dos estados de borda representam as contribui¢des
dos dois lados das nanofitas, respectivamente.

O recurso da interconversibilidade desenvolvido na Ref. (JIANG et al., 2019b)
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foi usado em trabalhos subsequentes dos autores (JIANG et al., 2019a; JIANG et al., 2021).
Essas referéncias apresentaram sinteses experimentais de redes de Lieb, Kagome e de transi¢ao
construidas por moléculas orginicas, que confirmaram as caracteristicas previstas nos espectros
de energia discutidos na Ref. (JIANG et al., 2019b).

Por outro lado, até onde sabemos, nao foi investigado sistematicamente as propri-
edades eletrOnicas das nanofitas de redes de transi¢ao com tipos diferentes de bordas, e ndao
encontramos na literatura estudos andlogos de nanofitas construidas por redes de Lieb e Kagome
que usassem o recurso da interconversibilidade.

Portanto, motivados pela investigacdo de possiveis propriedades fisicas interessantes
dessas redes, dedicaremos esse trabalho ao estudo do espectro eletronico, da densidade de estados

e das funcdes de onda para diferentes configuracdes de nanofitas.

1.3 Escopo do trabalho

A dissertagado esta organizada como descrito a seguir. No Capitulo 2, apresentaremos
o modelo tight-binding estabelecendo o passo a passo de como se dd sua aplicacio e entdo
calcularemos a estrutura de bandas usando a aproximacao tight-binding, visando encontrar o
espectro de energia para redes de Lieb, transicdo e Kagome. Estudaremos, ainda neste capitulo,
a interconversibilidade dessas redes e o efeito da quebra de simetria de subrede. No Capitulo
3 seré apresentado a nanofita genérica que ao mudarmos o parametro de angulo retornamos os
casos limites das nanofitas de Lieb e Kagome com diferentes tipos de bordas, sendo elas: retas,
barbadas e assimétricas. Investigamos também o efeito da quebra da degenerescéncia da banda
plana no espectro de energia dessas redes, os efeitos ao se considerar as interagdes dos sitios
vizinhos, e da quebra de simetria de subrede. No Capitulo 4, sumarizamos algumas conclusdes e

mencionaremos algumas de nossas perspectivas para trabalhos futuros.
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2 MODELO TIGHT-BINDING PARA REDES DE LIEB, TRANSICAO E KAGOME

Neste capitulo iremos apresentar o modelo tight-binding utilizado para calcular a
estrutura de bandas eletronicas dos cristais 2D investigados. Dentro dessa aproximacao tight-
binding, calculamos os elementos da matriz Hamiltoniana para o caso de uma rede genérica
infinita que descreve ambas as redes de Lieb quanto de Kagome. Os espectros de energia sao
discutidos no contexto da interconversibilidade dessas redes, assim como o efeito da quebra de

simetria de subrede com diferentes configuragdes € analisado.

2.1 Rede infinita

Consideraremos uma rede genérica 2D infinita formada por trés sitios de base (sitios
A, B, e C, como indicado pelos circulos em verde, vermelho e azul, respectivamente, na Fig. 15).
A nomenclatura aqui usada para “rede genérica” se deve ao parametro 0, que nos permite tratar
de uma forma geral ambas as redes de Lieb (6 = 90°) e de Kagome (6 = 120°). O angulo
0 ¢ definido entre as ligacdes de primeiros vizinhos entre as subredes B— A e C — B, isto &,
ZABC. Valores intermediarios do parametro 8 fornecem estruturas cristalinas para a rede de
transicdo Lieb-Kagome. O presente modelo permite mapear estdgios evolutivos do processo de
interconversibilidade entre as redes de Lieb e Kagome através de apenas um parametro, isto €,
um modelo tedrico de apenas um parametro de controle.

Embora ndo exista material 2D conhecido com essas estruturas na natureza, tais redes
possuem andlogos fotonicos e organicos, sendo seu estudo importante por causa da interagao
que ndo desaparece e da forte correlacao envolvida. Sistemas com banda plana foram propostos
para realizar ferromagnetismo, supercondutividade e estados topolégicost MUKHERIJEE et al.,
2015). Apesar de ndo existir em materiais conhecidos, pode ser projetada, e apresenta, assim
como o grafeno, bandas de energia exoticas.

Os vetores primitivos da rede real estdo ilustrados na Fig. 15(a) e sdo dador por
dy =a(1,0), dy=a(—cosH,sinb), (2.1)

tal que qualquer sitio da rede genérica pode ser encontrado pelo vetor R = njd; + npd, da rede,
onde (ny,n;) é um par ordenado formado por nimeros inteiros que identifica a localizagdo das

células unitarias. Os vetores da rede reciproca sdo facilmente encontrados, obedecendo a relagdo
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(@) (b) ©)
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Figura 15 —Representacdo (a) da rede genérica 2D infinita de apenas um parametro de controle
0 usado para descrever as redes de Lieb, transicao e Kagome. A area destacada em amarelo
representa a célula unitdria. As subredes ndo-equivalentes A, B e C sdo representadas por
circulos em cores verdes, vermelhas, e azuis, respectivamente. Os vetores primitivos da rede
real sdo também apresentados d; e dy. (b, c) Primeira zona de Brillouin da rede reciproca de
Lieb-Kagome, evidenciando no painel (b) o caminho a ser considerado na representacdo grafica
da relacao de dispersao, e no painel (c) os pontos de alta simetria [[" em azul, X em laranja, K
em verde e M em amarelo] com as respectivas distincias e angulos utilizados na sua derivagdo.

—

a; b j =2md;j, onde §;; representa a delta de Kronecker, dados por

by =bi(sinB,cos0), by =b(0,1), (2.2)

onde

- - 2

bi| = |b2| = —— =D. (2.3)
asin 0

A zona de Brillouin, definida como a célula unitdria do espaco reciproco, para a
rede genérica é apresentada na Fig. 15(b). Da mesma forma que a rede cristalina € dividida
em células de Wigner-Seitz para redes de Bravais, a rede reciproca associada é dividida em
zonas de Brillouin (ASHCROFT; MERMIN, 1976). Os limites da primeira zona de Brillouin sdo
dados pelos planos equidistantes dos pontos da rede reciproca, e sua aplicagdo principal € nas
fun¢des de onda de Bloch. Conseguimos sua obtengao esquematica [Fig. 15(b)] tracando retas
equidistantes paralelas e perpendiculares entre si.

Para encontrarmos os pontos de alta simetria para a rede genérica, analisaremos a
Fig. 15(c). Na Fig. 15(c) apresentamos novamente a primeira zona de Brilluoin da rede genérica
de Lieb-Kagome mas agora com uma anélise geométrica usada para encontrar as posi¢des dos
pontos de alta simetria. Os pontos de alta simetria I, X, K, e M sio indicados na Fig. 15(c) por
circulos nas cores azul, laranja, verde, e amarelo, respectivamente. Note que a distancia entre
dois mesmos pontos de alta simetria é dado por b, como indicado na Fig. 15(c), por exemplo,

entre dois pontos K (veja na figura na parte superior da zona de Brillouin a linha pontilhada que
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liga os dois circulos em verde). Pela Fig. 15(c) € facil determinar as posicdes dos pontos [LXe

M , dadas por

['=(0,0), X =2vi, M =2(1+w), (2.4)
onde
Vi = (sinB,cos0) e v, =(0,1). (2.5)

A ilustracdo a direita da Fig. 15(c) nos permite localizar o ponto K, tal como
R
(b—d)vi+ 59, (2.6)

com b = [ +d. Podemos ainda explicitar a localizagdo geométrica do ponto K em termos do
parametro de interconvencibilidade das redes Lieb-Kagome, isto €, do angulo 0, usando os

comprimentos b e d em termos de 6. Pela Fig. 15(c), temos que

d = Isin B, 2.7)
onde B =0 —m/2esinfB = —cos6, assim
bcos 6
d=—lcos§ — — 287 (2.8)
1 —cos®

Dessa forma o comprimento / = b — d, ao substituir d pela expressao da Eq. (2.8), fica depen-

dendo apenas de b e 0, tal como

b
=\ 29
1 —cosH 29)
Finalmente, substituindo a Eq. (2.9) na expressdo de K [Eq. (2.6)], obtemos que
| AR
K= E(b—lCOSQ)Vl—FEVz. (2.10)

2.2 Modelo tight-binding

Encontrar as energias permitidas de um cristal é fundamental para o estudo de suas
propriedades eletronicas. Em geral, o procedimento tedrico inicial para se obter a estrutura
de bandas de um certo material é baseado em calculos de primeiros principios (ab initio)
(DRESSELHAUS et al., 1998) e, em seguida, € feita uma busca pelos parametros das ligagcdes

interatdmicas que melhor ajustam as bandas de energia obtidas. Depois da realizacao de tal
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processo de Wannierizacdo (GARRITY; CHOUDHARY, 2021), a luz da teoria do funcional da
densidade, pode-se descrever as bandas de energia de forma mais simples e elegante usando o
modelo tight-binding, que significa em inglés modelo de ligagcdo-forte. Este método lida com
a superposicdo de fungdes de onda atdmica, isto €, consiste em usar combinagdes lineares de
orbitais atdmicos. Em suma, o método tight-binding fornece um modo instrutivo de se visualizar
niveis de Bloch, tomando a fun¢do de Bloch como sendo uma combinac¢do de fun¢des de onda
atOmicas somadas sobre todas as N células do cristal, onde o nimero de funcdes pode ser
pequeno comparado com o ndmero de ondas planas (ASHCROFT; MERMIN, 1976; KITTEL,
1967; SAITO et al., 1998; SIMON, 2013). A seguir, descreveremos tal procedimento via modelo
tight-binding para encontrar a equagdo secular que permite determinar as bandas de energia.
Considere um sélido cristalino ideal. Essa considera¢do implica certas aproximagoes:
(i) aproximacdo adiabdtica - os nucleos dos dtomos que compdem o cristal sdo fixos e com
posi¢des conhecidas na rede cristalina; (i1) modelo de um elétron - todos os outros elétrons siao
considerados como partes integrantes dos fons que criam um potencial periddico V (¥); e (iii)
idealizacdo de cristal ideal ficticio - a rede cristalina € perfeitamente pura tal que impurezas
e deformacdes, por exemplo, sdo tratadas via perturbacao. Tais consideracdes resultam dizer
que o problema envolve um potencial V(7) com a periodicidade da rede cristalina, ou seja,
V(?+§) = V(¥), para todos os vetores R da rede de Bravais' e que os elétrons independentes
obedecem individualmente a equagdo de Schrodinger Hy = Ey com potencial periddico V(7).
Assim, reduz-se o problema de muitos corpos a um modelo de um elétron obedecendo a relacao
de periodicidade da rede. Esses elétrons independentes sdo chamados de elétrons de Bloch,
sendo os autoestados da equacdo de Schrodinger conhecidos como estados de Bloch.
Consequentemente, devido a simetria translacional da célula unitdria na direcao
dos vetores da rede, qualquer funcdo do cristal satisfaz o Teorema de Bloch, que diz que os
autoestados ¥ do Hamiltoniano de um elétron para um potencial periédico [V (74 R) = V (7)]
podem ser escritos na forma de uma onda plana multiplicada por uma fun¢do com a periodicidade

da rede

W (F) = & (7), @2.11)

1

Uma rede de Bravais € um conjunto infinito de pontos discretos com arranjo e orientacao que parecem exatamente
os mesmos, de qualquer um dos pontos de onde o arranJo seja visualizado. Uma rede de Bravais tridimensional é
constituida por todos os pontos om vetores de posi¢ao R que podem ser es ritos na forma R = @) +naydy +nads,
onde os d;,comi=1,2 e 3, sdo chamados de vetores primitivos.(ASHCROFT; MERMIN, 1976; KITTEL,
1967)
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Combinando as Egs. (2.11) e (2.12), tem-se que
v (7 +R) = MRy (7), (2.13)

que corresponde ao Teorema de Bloch, onde os autoestados do Hamiltoniano podem ser escolhi-

dos de modo que, associado a cada y, esteja um vetor de onda k, tal que
Y (i +R) = Tay () = &y (), (2.14)
onde Ty € o operador de translagdo ao longo da rede. A fungéo de Bloch € dada por
0;(k,7) = —=Y *Fo;(7—R), (2.15)
onde N € o nimero de células unitdrias. Aplicando o Teorema de Bloch:
N 7B —
0k F+ad)=—=Y e*Ro;j(F+d—R), (2.16)
R

organizando os termos, temos que

N 7 = —

0k, F+d) = =Y FF-D g (7~ (R—a)), @.17)
R

0 que nos leva a seguinte equacio

0 (k.7 +a) = €70,k 7). (2.18)

Usando a condi¢do de contorno periddica de Born-Von Karman, que sdo um conjunto de
condi¢cdes de fronteira que sdo frequentemente escolhidas para aproximar um sistema grande

(infinito) usando uma pequena peca chamada célula unitdria, tal como
0; (k.7 +Niai) = 9;(k. ), (2.19)

onde N; =N 1/ 3 ja que N = N1 N,N3 € o nimero total de células primitivas no cristal com Ny, N>
e N3 sendo numeros inteiros positivos. Aplicando as condi¢des de contorno (2.19) nos estados

de Bloch (2.18), tem-se que

¢; (k. 7+ Ni@;) = e* N gk, 7) = ¢;(k,7), (2.20)
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o que implica que

—

AN =1 comi=1,2,¢e3. (2.21)

As autofungdes de um sélido sdo expressas como combinacdes lineares de fungdes

de Bloch, tal como

—;

y;(k7) = Z (K)o (k7). (222)

onde C; (%) sdo os coeficientes a serem determinados. O j-€simo autovalor E; (%) ¢ dada por:

R *Hydr
Ei(k) = IWJ—% (2.23)
Jviydr
Substituindo a Eq. (2.22) na Eq. (2.23), obtemos
- 1Zn/ 1€ t/¢JH 9
Ei(k) = (2.24)
! j:lZ?’:l ij Ciy iy
que pode ser reescrita da seguinte forma:
B i Hy (K)CiC
E;(k) = i.y=1Hiy ()G (2.25)

onde H; (%) = (¢;|H|¢;) corresponde aos elementos da matriz de transferéncia e S; (k) =
(9j|¢;) aos elementos da matriz de overlap. Utilizando a fungdo de Bloch (2.15), obtemos que

os elementos de H;j sdo dados por

ik- (R-R),iJ
Ze tRR” (226)
RR’
onde
e = (0;(F = R)H|; (7~ R)), (2.27)

sdo chamados de parametros de hopping ou integral de transferéncia que estd associado a energia
de ligacdo entre os dtomos localizados nos sitios ReR.

Com a aplicagdo dessas matrizes, temos que, a0 olharmos da perspectiva dos dtomos
R(R"), podemos considerar somente a contribuicdo dos dtomos R'(R) que sdo os vizinhos mais
proximos. Resultados mais precisos para as energias podem ser alcangados ao se considerar

mais vizinhos de ordens maiores.
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Agora, note que o coeficiente C;"j também € uma funcao de k e assim Cl-*j ¢ determi-
nado para cada k. Entdo quando tomamos uma derivada parcial com respeito aos coeficientes
CZ*J obtemos

n n * n * n
0E;  Ly—1HjjCiy X y—1S;yCijCiy — L1 HjyCiiCiy X y=1517Ciff

== ” (2.28)
aCl-]- (ZI}J’:I Sjj/CijC,-j/)z
Usando a condi¢@o para obtermos um minimo local
ki (2.29)
ac;; '
e multiplicando ambos os lados por 27 =1 S; j/ClT“jC,- /> obtemos
n n
Y H;yCiy =Ejk) ) S;;Ciy. (2.30)
J'=1 J'=1
Temos entdo que HC; = E;SC;, de forma que
[H—E;S|C; =0, (2.31)

se a matriz inversa existir obteriamos o caso trivial, onde os coeficientes C; seriam todos iguais a
zero. Logo s6 ha autofunc¢des quando a matriz inversa ndo existir, isto € equivalente a tomar o

determinante igual a zero,
det[H — E;S] = 0. (2.32)

Esta equacgdo é chamada de equacgdo secular, cuja solu¢gdes nos fornecem todos os
autovalores de E; para um dado k. Assim, para se obter a relagdo de dispersdo de energia deve-se

resolver a equagdo secular (2.32).

2.3 Hamiltoniano genérico

Fazendo uso dos conhecimentos apresentados na secao anterior (Seg. 2.2) sobre
teorema de Bloch e modelo tight-binding em primeira quantizacdo, vamos nessa secao apresentar
a obtenc¢do dos elementos da matriz tight-binding para o caso do Hamiltoniano genérico, que
descreve ambas as redes de Lieb e Kagome com a utiliza¢ao de apenas um parametro de controle
0. Os aspectos cristalograficos da rede genérica foram apresentados na Seg. 2.1 e ilustracdo da
rede na Fig. 15. De forma mais detalhada, mostra-se na Fig. 16 as distancias entre os sitios B—A,
B—C,A—C",e A—C, e os respectivos hoppings tga, tgc, L € tXC, que serdo utilizados nos

célculos dos elementos de matriz tight-binding a seguir.
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Figura 16 —Representacdo da rede genérica de Lieb-Kagome esquematizada com o valor fixo do
parAmetro morfoldgico 6 para o caso de 6 = 71 /12, enfatizando a distincia entre os primeiros
vizinhos ay, as distdncias entre os sitios B—A (BA = |d»|/2), B—C (BC = |d@;|/2), A—C~
(AC— = |d, —d|/2) e A—C*t (ACT = |d; +d»|/2), e os respectivos hoppings: tga, t5e, tic® tXC.

Dentro da aproximacao tight-binding, podemos escrever os autoestados do elétron

como uma combinacdo linear das func¢des de Bloch, dado por
1 Y TR =
D(7F)=—) "0y (F—Ry), (2.33)
i (7) \/NRZ’ P a)
onde o = A, B,C associado ao fato de que a rede Lieb-Kagome possui trés dtomos por célula

unitdria. Dessa maneira, a matriz de transferéncia serd uma matriz 3 x 3 dada por

Hya Hap Hyc
H = Hgy Hpg Hpc |> (2.34)
Hca Hcp Hcee

onde os elementos dessa matriz sdo adquiridos pela Eq. (2.26). Os termos da diagonal principal
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sao dados por

HAA=<

1
\/NRA R
1 ¥ 5 . ,
— N Z elk(RA/ RA) <(pA(I"—RA)‘H‘gDA(r‘—RA/)>’
Ra,R
| I
= NZ<‘PA(r_RA)|H|(PA(”_RA)>:EA7 (2.35a)
Ry
Hpp = Lie"% HB(p (?—I?B)HLie’%ﬁB/(pB(?—R’B/) ,
\/NiéB NﬁB/

B \pg/
1Y L= R
= NZ<(PB(r_RB)’H|(PB(”_RB)>:EB, (2.35b)
Rp
Hee = Li\/‘,e_l%.iéc(l)c(?—I_éc)H jzvlel%'iéc’(p (F—Rc) ),
\/NEC \/_EC/

1 ¥ . .
= NZ<(PC(?_RC)|H|(PC<?_RC)> = Ec, (2.35¢)

onde E4, Ep e Ec sao as energias dos sitios A, B e C, respectivamente. Comparando os termos
dentro dos somatérios com a Eq. (2.27), vemos que eles representam os parametros de hopping
entre 0os mesmos sitios, isto €: 14 4 [Eq. (2.35a)], 13 g [Eq. (2.35b)], e tc ¢ [Eq. (2.35¢)]. Note
que no célculo de cada termo diagonal acima consideramos que a tnica contribui¢do € quando
I_éa/ = Ea, coma =A,B,C.

Vamos agora calcular as contribui¢des dos termos mistos H;.; da matriz (2.34), isto
€, os elementos fora da diagonal principal entre sitios diferentes. Analisando a contribuicdo do

sitio A com relacdo ao sitio B, temos que:

Hpy = <\/—Z _lkRB

_,

N
= Z 8) (@p(7 — Rp)|H|@a(F— Ra)). (2.36)
Rp.Ry

lkRAq) T—EA)>,
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Usando a aproximagao tight-binding até segundos vizinhos, temos que a localizacao dos sitios

do tipo A com relacdo ao sitio B é dada por

EA:R'Bi%Z;»R’A—RB:i%Z, (2.37)

como pode ser visto na Fig. 16. Substituindo a Eq. (2.37) no termo do somatoério da Eq. (2.36),

temos que

N .o N . o .

Z ek (Ra—Rp) _ Z <eik'“2/z + e_’k'“2/2> = 2co0s <k-52/2> ) (2.38)
ﬁBﬁA ﬁB

0 que nos permite escrever a Eq. (2.36) como

Hpa = 2ig4 cOS (ié-d’z /2) , (2.39)
onde
tpa = <¢B(7_EB)‘H‘¢A(?_EA)> = <¢B(?_RB)‘H‘¢A (?—I?BHFZ;—Z) > (2.40)

representa o pardmetro de hopping entre os sitios B e A a distincia |d, /2| (ver setas para tg4 na
Fig. 16).

Analisando agora a contribui¢do do sitio C com relacdo ao sitio B

1y ~ik-Ry (7 iR 5
H = —_— IK-K¢ —R
BC <\/ZT/§‘ \/_Ze oc(F—Rc) ),
1 Y 265 R o
= & Y M ERoy(7—Rp)|H|oc(F— Ro)). (2.41)
Ry Re

Usando a aproximacao tight-binding até segundos vizinhos, temos pela Fig. 16 que a localiza¢ao

dos sitios C com relacdo ao sitio B é dada por

ﬁczﬁgi%:ﬁc—ﬁB:iU;—l. (2.42)

Substituindo a Eq. (2.42) no termo do somatdrio da Eq. (2.41), obtém-se que

N =4 n N g g —

Z ok (Re—Rp) _ Z (eik'“l/z +e_lk'al/2> =72cos (k . 671/2> , (2.43)
ﬁBvﬁC EB
0 que nos permite escrever a Eq. (2.41) como

—

Hpc = 2tpccos(k-dy /2), (2.44)
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onde

tsc = (@p(F— Rp)|H|pc(F—Rc)) = <¢B<?—RB)‘H‘¢C (7—133 F a—21> > : (2.45)

representa o pardmetro de hopping entre os sitios B e C a distancia |d; /2| (ver setas para fpc na
Fig. 16).
Agora analisaremos a contribuicao Huc entre os sitios do tipo C com relagc@o aos

sitios do tipo B. Para esse caso, temo as contribui¢des dos dtomos localizados nas posi¢des

j:(flgjz) e i(a1+az) tal que

N N
; 1 Y ik o s
Hac = <\/—Z g, RA)H‘—NZeZkRC‘PC(r—Rc)>,
R v

= = Z e~ Re=R) (@, (7 — Ry ) [ H e (F— Re)). (2.46)
RA,RC

Usando a aproximacao tight-binding até segundos vizinhos, temos que as localiza¢des dos sitios

C com relagdo ao sitio A sdo dada por

Ro —Ry+@=®) g g i@, (247a)
§C+:§Aiw:>§c+_@:i@’ (2.47b)

como ilustrado pelas setas em verde e vermelha na Fig. 16 para ﬁc— —Rye RC+ —Ry, respecti-

vamente. Substituindo as Egs. (2.47a) e (2.47b) no termo do somatodrio da Eq. (2.46), obtém-se

que

N oL N o, . o .

Z oK (Re-—Ra) _ Z (ezk.(al—az)/z +e—zk-(a17a2)/2> =2cos [k. (dy —ady) /2} , (2.48a)
R‘AJ_écf I_éA

N oL N . B

Z ok (R —Ry) Z (eik'(ﬁ1+&’z)/2 + e—ik-(ﬁ1+ﬁz)/2) = 2¢cos [} (@) +dy) /2} , (2.48b)
§A7§C+ Ra

0 que nos permite escrever a Eq. (2.46) como

Hac = 21;cos [% (@1 — ) /2} +2tfcos [% (@1 +a) /2] , (2.49)
onde

-~ - L gz _(d—a&)

Iae = Pa (r—RA) ‘H‘(Pc V_RAq:T , (2.50a)

(e = <(p (? R )‘H‘(pc (r—ﬁAq:@», (2.50D)
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representam os parametros de hopping entre os sitios A e C~ a distincia |d — da|/2 e entre os
sitios A e CT a distancia |d; + d3|/2, como ilustrado na Fig. 16.
Desta forma, usando o fato da matriz de transferéncia ser hermitiana, o que implica
em Hyp = Hp,, Hcp = Hp, € Hcg = Hy -, podemos reduzir a Eq. (2.34) tal como
Hasa Hg, Hac
H= | Hgy Hpg Hgc |> (2.5D)
Hje Hpe Hce

onde os elementos de H sao dados por

Hj;=E;, (j=AB,C), (2.52a)
Hpa = 2ig4 cOS (ié-ziz /2) — Hyp, (2.52b)
Hpe = 21p¢coS (% 3 /2) — Heg, (2.52¢)
Hac = 21;-cos [75 (@1 —a») /2} +2tfcos [75 (@1 +a) /2] — Hea. (2.52d)

De forma geral para o caso da rede de transi¢do com /2 < 6 < 27r/3, podemos reescrever 0s
elementos da matriz tight-binding dados nas Egs. (2.52a)-(2.52d) utilizando os vetores primitivos

d) e dp dados em termos dos vetores D; e D, de acordo com a Eq. (2.5), isto €, tomando
Ei] = af)l € Ziz = aﬁz, (2.53)

nos elementos da matriz (2.52a)-(2.52d), tem-se que

Hj;=Ej, (j=A4,B,C), (2.54a)
Hpy = 2ig4 cOS (aoié- ﬁz) — Hyp, (2.54b)
Hpe = 21p¢cOS <a07<’- 01> — Hep, (2.54¢)
Hpc = 2150cos [aO%- (0 — 02)] +21}-cos [aoﬁ- (01 + D)| = Hea, (2.54d)

assim obtendo todos os elementos da matriz que descreve o Hamiltoniano tight-binding para
rede genérica em funcdo do momento k e com dependéncia explicita do parametro morfolégico

0 de interconvencibilidade das redes Lieb-Kagome.

2.4 Espectros de energia para rede infinita

Na secdo anterior (Sec. 2.3) descrevemos via modelo tight-binding o procedimento
tedrico para se obter a matriz 3 X 3 do Hamiltoniano para a rede genérica 2D infinita Lieb-

Kagome, onde os elementos da matriz sdo dados pelas Eqs. (2.54a)-(2.54d). Tais elementos
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de matriz sao funcdes explicitas do vetor momento k e dos vetores da rede primitiva que por
sua vez possuem a dependéncia com o angulo 0 que expressa a interconvencibilidade das
redes Lieb-Kagome. A partir dai, podemos encontrar o espectro de energia diagonalizando o
Hamiltoniano obtido para os diferentes valores de k dentro da primeira zona de Brillouin. Tal
procedimento € equivalente a resolver a equacao secular [Eq. (2.32)] para o Hamiltoniano (2.51)
com os elementos dados pelas Egs. (2.54a)-(2.54d). A obtenc¢do via diagonalizacdo dos espectros
de energia para casos de Lieb, transicao e Kagome na aproximac¢do de primeiros vizinhos é
simples e pode ser feita de forma analitica, como apresentada na Ref. (LIMA, 2020).
Mostramos nas Figs. 17, 18, e 19 os espectros de energia das redes de Lieb (6 = 7/2),
transicdo (0 = 7m/12) e Kagome (6 = 271/3), respectivamente, apresentados no formato (a)
tridimensional e (b) bidimensional ao longo dos pontos de alta simetria. A andlise do espectro
apresentado de forma bidimensional [painéis (b) nas Figs. 17, 18, e 19] nos permite verificar o
que acontece com as bandas de energia no caminho no espaco reciproco passando pelos pontos
de alta simetria. Pela Fig. 17 pode-se observar que o espectro de energia da rede infinita de Lieb
¢ formado por duas bandas dispersivas, que compdem um cone Dirac no ponto M na primeira
zona de Brillouin e uma terceira banda plana que cruza o ponto de Dirac. Assim, o espectro de
energia exibe um ponto triplamente degenerado em M, demostrando uma auséncia de gap de

energia.

Figura 17 —Espectro eletronico para rede de Lieb (6 = 7/2) infinita obtida por meio do célculo
tight-binding representado de forma (a) tridimensional e (b) bidimensional ao longo dos pontos
de alta simetria.

Pela Fig. 18 do espectro de energia da rede de transi¢do com 6 = 105°, pode-se
observar um estdgio do processo evolutivo das bandas de energia entre as redes de Lieb (0 = 7/2)

e Kagome (6 = 27/3). Nota-se que a banda plana se deformou, originando em dois cones de
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E/t

Figura 18 — Espectro eletronico para rede de transicao infinita obtida por meio do calculo tight-
binding representado de forma (a) tridimensional e (b) bidimensional ao longo dos pontos de
alta simetria. Assumiu-se o valor de 8 = 105°.

Dirac inclinados, um deles se move ao longo da direcao M —T e o outro se move ao longo
das direcoes M — K a medida que O aumenta. Esses cones de Dirac formados entre a banda
superior e a banda plana, e a banda inferior e a banda plana, sdo classificados em tipo-I e
tipo-II, respectivamente. Isso mostra que o ponto triplamente degenerado na configuragcdo de
Lieb no ponto M originou dois pontos duplamente degenerados na rede de transi¢c@o, vindos
da deformacao da banda plana sem apresentar assim a abertura de gap. (JIANG et al., 2019b;
LIMA, 2020)

Figura 19 — Espectro eletrdnico para rede de Kagome (6 = 27/3) infinita obtida por meio do
célculo tight-binding representado de forma (a) tridimensional e (b) bidimensional ao longo dos
pontos de alta simetria.

Na Fig. 19 apresenta-se o espectro de energia para a rede de Kagome, onde observa-
se duas bandas dispersivas, que compdem um cone de Dirac no ponto K, e uma terceira banda
ndo-dispersiva (totalmente plana) distante da energia de Fermi e localizada em E = —2¢. Assim

como os casos anteriores, as bandas de energia da rede de Kagome nao apresentam gap de energia.
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Pelo espectro tridimensional na Fig. 19(a), percebe-se uma forte semelhanca entre as bandas
dispersivas de Kagome com as bandas de energia do grafeno, que se deve ao formato similar
dessas redes, exceto pelo fato de que agora para Kagome tem-se trés subredes ndo-equivalentes,
ao contrdrio das duas para o grafeno, o que leva a existéncia de trés bandas de energia ao invés
de duas como no caso do grafeno.

Ao analisar os valores das energias no entorno dos pontos de alta simetria para as
redes de Lieb [Fig. 17(b)] e de Kagome [Fig. 19(b)], percebe-se que € no ponto T que estao os
valores mais alto e mais baixo de energia. Para rede de Lieb [Fig. 17(b)], nota-se que o ponto
X corresponde a um ponto de cela e o ponto M possui espectro triplamente degenerado. Para a
rede de Kagome [Fig. 19(b)], percebe-se que os pontos XeM correspondem a pontos de cela, e
que no ponto K tem-se o ponto duplamente degenerado na energia de Fermi e também o valor

mais baixo da estrutura de bandas devido a banda plana.

2.5 Interconversibilidade das redes

Nessa secdo discutiremos com mais detalhes a morfologia das redes entre Lieb (8 =
7/2) e Kagome (6 = 27 /3), controladas pelo pardmetro /2 < 6 < 27/3, e suas consequéncias
na evolucdo das bandas de energia para diferentes valores de 6 da rede de transicdo. Nas Figs. 20,
21, 22, 23, 24, 25, e 26, ilustramos (a) a rede real, (b) a primeira zona de Brillouin no espaco
reciproco com as posi¢des dos pontos de alta simetria, e (c) apresentamos as bandas 2D para
0 =90°,95° 100°, 105°, 110°, 115° e 120°, respectivamente, seguindo o caminho no espago
reciproco dado pela linha pontilhada em vermelho nos painéis (b) passando pelos pontos de alta

simetria para cada caso.

(b) (©) 3
b, A ol
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TOX M r
Figura 20 —Ilustracdo da (a) estrutura da rede no espaco real e (b) da primeira zona de Brillouin

no espaco reciproco para a rede de Lieb (9 900) (c) Espectro de energia ao longo dos pontos
de alta simetria, tomando o caminho I —X —M —T" apresentado na linha pontilhada em vermelho
no painel (b).
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r X KM r
Figura 21 —Ilustracdo da (a) estrutura da rede no espaco real e (b) da primeira zona de Brillouin
no espaco reciproco para a rede de transu;ao com 0 =95°. (¢) Espectro de energia ao longo dos
pontos de alta simetria, tomando o caminho I -X-K-M-T apresentado na linha pontilhada
em vermelho no painel (b).

(©)3

Figura 22 —Ilustracdo da (a) estrutura da rede no espaco real e (b) da primeira zona de Brillouin
no espaco reciproco para a rede de transicdo com 8 = 100°. (c) ) Espectro de energia ao longo dos
pontos de alta simetria, tomando o caminho [ -X-K-M-T apresentado na linha pontilhada
em vermelho no painel (b).

(a)

Figura 23 —Ilustracdo da (a) estrutura da rede no espaco real e (b) da primeira zona de Brillouin
no espago reciproco para a rede de transi¢do com 8 = 105°. (c) Espectro de energia ao longo dos
pontos de alta simetria, tomando o caminho [ -X-K-M-T apresentado na linha pontilhada
em vermelho no painel (b).

Analisando primeiro a evolugao estrutural das redes no espago real e sua consequén-
cia no espacgo reciproco pelas Figs. 20(a,b), 21(a,b), 22(a,b), 23(a,b), 24(a,b), 25(a,b), e 26(a,b),
vé-se que as redes de transi¢do entre as redes de Lieb [Fig. 20] e Kagome [Fig. 26] podem ser

alcancadas através de deformacdes diagonais, como discutido por W. Jiang et al. na Ref. JIANG
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r X KM r
Figura 24 —Ilustracdo da (a) estrutura da rede no espaco real e (b) da primeira zona de Brillouin
no espaco reciproco para a rede de transicdo com 8 = 110°. (c) ) Espectro de energia ao longo dos
pontos de alta simetria, tomando o caminho [ -X-K-M-T apresentado na linha pontilhada
em vermelho no painel (b).

(c),
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T X KM r

Figura 25 —TIlustrag@o da (a) estrutura da rede no espago real e (b) da primeira zona de Brillouin
no espaco reciproco para a rede de transicao com 9 =1 15° (c) Espectro de energia ao longo dos
pontos de alta simetria, tomando o caminho - X-K-M-T apresentado na linha pontilhada
em vermelho no painel (b).

(b) (©)

E=N

l.\);oél\)w

r X K M r
Figura 26 —Ilustracdo da (a) estrutura da rede no espaco real e (b) da primeira zona de Brillouin

no espago reciproco para a rede de Kagome (6 = 1200) (c) Espectro de energia ao longo dos
pontos de alta simetria, tomando o caminho [ -X-K-M-T apresentado na linha pontilhada
em vermelho no painel (b).

etal.,2019b) e W. P. Lima na Ref. (LIMA, 2020). Durante essa evolu¢do, algumas ligagdes que
eram de segundos vizinhos passam a ser de primeiros vizinhos, como por exemplo a ligacao
A — C dentro da mesma célula unitéria no caso da rede de Lieb [Fig. 20] que era de segundos

vizinhos e passa a ser de primeiros vizinhos no caso da rede de Kagome [Fig. 26], pois a distancia



53

AC é a mesma que a distancia AB e BC para a rede de Kagome. Com relagiio a evolugio no
espaco reciproco da primeira zona de Brillouin, vemos pelas Figs. 20(b), 21(b), 22(b), 23(b),
24(b), 25(b), e 26(b), que inicialmente ela possui a forma retangular para a rede de Lieb com o
caminho triangular (linha vermelha pontilhada) passando pontos de alta simetria -X-M-T,
e que para valores de 6 # m/2 e 6 # 21 /3 passa a apresentar a forma de um poligono irregular
de seis lados com caminho (linha vermelha pontilhada) na forma de um poligono irregular de
quatro lados passando pelos mesmos pontos de alta simetria como no caso anterior mais o ponto
I?, tal como: ['— X — K — M —T". Para o caso da rede de Kagome [0 = 27/3 - Fig. 26(b)], a
zona de Brillouin passa a ser um poligono regular de seis lados, isto €, com formato hexagonal.

Avaliando as Figs. 20, 21, 22, 23, 24, 25, e 26, podemos notar que o espectro de
energia apresenta uma evolucao de tal forma que a banda plana se deforma levando a uma quebra
de degenerescéncia, mas sem abertura de gap. Nota-se em estdgios evolutivos nesse processo
que o ponto triplamente degenerado localizado em M do espaco reciproco leva a dois pontos
duplamente degenerados conectando as bandas superior e inferior com a banda plana-deformada,
até a situacdo em que o cone de Dirac tipo-1I (formado entre a banda inferior e a plana-deformada)
deixa de existir, dando lugar a uma banda totalmente plana para todos os valores de k no espaco
reciproco para o caso da rede de Kagome.

De acordo com W. Jiang et al. (JIANG et al., 2019b), essa transi¢cdo morfoldgica
entre as redes de Lieb e Kagome preserva a simetria de inversao de tal forma que conserva
as caracteristicas topoldgicas (curvatura de Berry, centro de carga de Wannier e estados de
borda) mesmo apresentando deformacgdo da banda plana no nivel de Fermi no caso de Lieb
até o surgimento de banda plana abaixo (acima) das bandas dispersivas para t < 0 (t > 0) no
caso de Kagome. Isso se da pelo fato de que transi¢cdes de fase topoldgicas sdo caracterizadas
por mudancas dos invariantes topoldgicos das bandas de energia, evidenciados pela abertura
e fechamento do gap de energia. Como discutimos anteriormente, em nenhum momento do

estagio evolutivo das bandas de Lieb até Kagome observou-se a abertura do gap de energia.

2.6 Efeito da quebra de simetria de subrede

Todos os resultados apresentados na secdo anterior (Seg. 2.5) sdo para o caso em que
as energias on-site para as trés subredes ndo-equivalentes sdo nulas, isto €, para Hyy = E4 =0,
Hpp = Ep =0, e Hcc = Ec = 0 para os elementos da diagonal principal [Eq. (2.54a)] da matriz

Hamiltoniana (2.51) referentes aos sitios A, B e C, respectivamente.
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Na presente secao, vamos discutir as situacdes em que as energias on-sife sS40 nao-
nulas, isto é, vamos verificar os efeitos da quebra de simetria de subrede induzida por valores
diferentes e ndo-nulos de E; para as diferentes subredes (j = A, B,C) ndo-equivalentes para os
casos das redes de Lieb, transicdo e Kagome. Consideraremos nove combinagdes distintas para
as energias on-site, dadas a seguir:

— 1% configuracao:

Ex 0 O
0 EB 0 -
0 0 Ec

0 6 0f, (2.55)

— 2% configuracio:

OEB ==
0 Ec

— 3% configuracdo:

Ex 0 O 6 0 0
0O Eg 0|=|0 6 0|, (2.57)
0 0 Ec 0 0 -6

( 0

0 -6 0], (2.56)
) (2.58)

) (2.60)

6 00
0 0 0}, (2.59)
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— 7% configuracdo:

Eg 0 O 0 0 O
0O Eg O0|=|0 -6 0O, (2.61)
0 0 Ec 0 0 o

— 8¢ configuracio:

Ey 0 O -0 0 0
0O Eg Of|=| 0 0 O}, (2.62)
0 0 Ec 0 0 6

— 9“ configuragdo:
Ey 0 O -3 0 0
0O Eg O f=]0 6 Of- (2.63)
0 0 Ec 0 0O

Existem formas experimentais de induzir a quebra de simetria de subrede, por
exemplo, devido a substrato (COSTA et al., 2017). Temos entdo que, 6 é o potencial de
massa no local induzido pelo substrato, que pode ser visto como um termo relacionado a massa
dentro do modelo continuo e aparece como um potencial escalonado dependente do local d; na
abordagem tight-binding, tal que §; € positivo (negativo) se pertencer a sub-rede i(j # i) (ZHOU
et al., 2007; WANG et al., 2015). Este truque € normalmente usado para abrir uma lacuna no
espectro de energia do grafeno e, consequentemente, para simular o confinamento eletronico em
nanoestruturas de grafeno (NEVIUS et al., 2015; WURM et al., 2009).

Antes de discutirmos cada uma das configura¢des acima para quebra de simetria de

subrede, note que as duas configuragdes abaixo

Eix 0 O +5 0 0
0 Eg 0|l=l0 45 o0 |, (2.64)
0 0 Ec 0 0 =46

em que todos os elementos diagonais sdo iguais a +06 ou a —0 ndo implicam em uma quebra de
simetria de subrede, e sim por sua vez apenas causam uma translacdo energética nos espectros de
energia de +6 ¢ —0. Dessa forma, a configuragio da Eq. (2.64) corresponde a aplicagdo de um
campo elétrico perpendicular ao plano do material 2D, o que leva a um deslocamento do nivel de

Fermi sem apresentar abertura de gap.
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Os espectros das redes infinitas 2D para de Lieb, transicdo e Kagome para essas
diferentes combinacgdes de energia on-site sio mostrados na Fig. 27 para a 1¢ [Eq. (2.55)], 2¢
[Eq. (2.56)], 3¢ [Eq. (2.57)], a 4 [Eq. (2.58)], 5% [Eq. (2.59)], 6¢ [Eq. (2.60)], a 7 [Eq. (2.61)],
8% [Eq. (2.62)], e 9¢ [Eq. (2.63)] combinacdes. As curvas pretas representam o caso da energia
on-site nula, isto €, com & = 0, as curvas azuis representam o caso da energia on-site positiva
com & =t, e as curvas vermelhas representam o caso negativo com energia on-site 6 = —t. A
coluna da esquerda, do meio, e da direita correspondem aos casos das redes de Lieb, transicio e

Kagome, respectivamente.
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Figura 27 — Espectro de energia das redes infinita 2D de Lieb (a cima), transi¢cao (ao meio), e
Kagome (a baixo) na presenca de diferentes combinagdes de energias on-site. A primeira, a
segunda, e a terceira linha de painéis correspondem as 9 configuragdes, com termos de energia
on-site dados pelas Egs. (2.55), (2.56), e (2.57), respectivamente.

Na 1¢ configuragao, temos abertura de gap no espectro de Kagome, enquanto que,

para Lieb e transic¢do, a banda plana se junta com a banda de cima para energia on-site positiva e
se junta com a banda de baixo para o caso negativo. Na 2¢ configuracdo, temos que, para energia

on-site positiva, a banda plana se junta com a banda de cima para Lieb e se junta com a de baixo

para Kagome, e temos abertura de gap para a rede de transicdo. Para o caso de on-site negativa,

se tem um espelho da situacdo positiva. Na 3¢ configuracdo ndo temos abertura de gap para Lieb
e transi¢do, no entanto, para Kagome a banda plana se junta com a banda de baixo para o caso

positivo e de junta com a de cima para o caso negativo.

T=1/9 rarere 0=1/9 = |

=1/g ===
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Na 4¢ configuracdo, temos abertura de gap no espectro das redes de transicdo e
Kagome. Para Lieb a banda plana se junta com a banda de cima para energia on-site positiva
e se junta com a banda de baixo para o caso negativo. Na 5 configuracdo, a banda plana se
junta com a banda de cima para energia on-site positiva e se junta com a banda de baixo para
0 caso negativo para Lieb e transi¢dao, enquanto que, em Kagome ocorre o contrario. Na 6
configuragdo, temos abertura de gap apenas para a rede de transi¢ao, para Lieb ndo ha gap, e
para Kagome temos a jun¢do da banda plana com a banda de baixo apenas para o caso positivo.

Nas 7 e 8¢ configuracdes, observa-se a abertura de gap para as redes de transi¢ao e
Kagome, para Lieb temos uma deformacgao na banda plana e uma separagao da banda de baixo
no caso da energia on-site positiva, € uma separacdo da banda de cima no caso negativo. Por fim,

na 9¢ configuracdo, temos abertura de gap no espectro das trés redes.
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3 MODELO TIGHT-BINDING PARA NANOFITAS DE LIEB, TRANSICAO E KA-
GOME

Neste capitulo iremos apresentar os aspectos cristalograficos da construgdo das
nanofitas genéricas, que descrevem as redes de Lieb, transi¢cdo e Kagome, tais como célula
unitdria, contagem de linhas, e os trés tipos diferentes de bordas investigados: reta, barbada
e assimétrica. Para cada caso, calcularemos as relacdes de dispersdo das nanofitas e suas
densidades de estados. Discutiremos os aspectos morfoldgicos a luz do espectro de energia das
nanofitas ao variar-se o parametro de controle, 6, entre as redes de Lieb e Kagome. Em seguida
estudaremos para cada tipo de nanofita, o efeito de se considerar segundos vizinhos dentro do
modelo tight-binding, em especial a quebra da degenerescéncia da banda plana, e por fim os

efeitos das quebra de simetria de subrede.

3.1 Nanofitas genéricas

Dentro da abordagem descrita no capitulo anterior (Cap. 2) para a rede genérica
(Fig. 16), cuja modelagem matematica captura a questdo morfoldgica entre as redes de Lieb e
Kagome através apenas de um parametro de controle 0 [Fig. 28(a)], apresentaremos a constru¢ao
de nanofitas de Lieb, transicdo e Kagome, considerando trés tipos de terminagdes: (i) borda reta
[Fig. 28(b)], (ii) borda barbada [Fig. 28(b)] e (iii) borda assimétrica [Fig. 28(c)] L

Nas Figs. 28(b), 28(c), e 28(d) representamos as trés diferentes nanofitas investigadas,
apresentando como se dd a contagem de linhas, a terminagdo estrutural das bordas, e a célula
unitdria (linha cinza tracejada) para cada caso. Nestas ilustracdes, consideramos as nanofitas
com simetria de translacdo ao longo do eixo horizontal (eixo x). A borda reta [Fig. 28(b)]
€ caracterizada por sua primeira e ultima linha sendo formadas por sitios dos tipos B e C.
Caso tivéssemos considerado a dire¢do vertical (eixo y) como sendo a dire¢cdo com simetria de
translacdo da nanofita, terfamos que as bordas retas seriam formadas pelas subredes A e B. Para
o caso da borda barbada [Fig. 28(c)], temos que sua primeira e ultima linha sdo formadas por
sitios do tipo A. Aqui, vemos que se a direcdo vertical (eixo y) fosse a dire¢cdo com simetria de
translacao da nanofita, teriamos que as bordas barbadas seriam formadas pela subrede do tipo
C. Por fim, para o caso da borda assimétrica [Fig. 28(d)], temos a composi¢do das duas bordas

anteriores, isto é, um lado da nanofita possui borda reta e o outro lado possui terminacao do

' A descri¢do dos hoppings considerados dentro do modelo tight-binding para as nanofitas genéricas serd discutida

na préxima sec¢do (Seg. 3.2).
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Figura 28 — (a) Representacdo esquematica da rede genérica controlada pelo pardmetro 6,
correspondente a rede de Lieb para 0 = 7/2, rede de transi¢io para /2 < 0 < 21/3 e rede de
Kagome para 0 = 2x/3. d; e d, sdo os vetores primitivos com célula unitaria denotada pela
linha tracejada amarela contendo trés sitios ndo equivalentes A (verde), B (vermelho) e C (azul).
A distancia entre os sitios vizinhos mais préximos € ag e os parametros de hopping nao-nulos
sdo representados por tg4, Igc, fyes tXC. Para redes de Lieb e Kagome, o hopping do vizinho
mais proximo € igy =tgc =1 €1, = IXC =1', respectivamente. Esbogos de nanofitas genéricas
com bordas (b) retas, (c) barbadas e (d) assimétricas, enfatizando suas células unitarias (linhas
tracejadas cinzas), terminacdo das bordas e a contagem de linhas em cada caso.

tipo barbado. Dessa maneira, tem-se que a primeira linha de &tomos da nanofita é formada por
subredes do tipo A e sua ultima linha formada com subredes do tipo B e C, enquanto que no
caso da simetria de translacdo sendo o eixo vertical, as bordas assimétricas seriam formadas por
subredes do tipo A e B no lado da borda reta, e seriam formadas pela subrede do tipo C do lado
da borda barbada.

Vamos agora analisar a contagem do niimero de linhas, de acordo como esquema-
tizado na Fig. 28. Note que para o caso da borda barbada [Fig. 28(c)], temos Ny = % e

Np =N¢c = N%l, onde Ny, Np e N¢ correspondem aos nimeros de linhas dos sitios A, B e C,

respectivamente. N corresponde ao ndmero total de linhas que define o tamanho da fita. Ja para
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o caso da borda reta [Fig. 28(b)], temos Ny = % e Ng=Nc = 1% Finalmente, para o caso da
borda assimétrica [Fig. 28(d)], onde a primeira linha € composta apenas por sitios do tipo A, e a
ultima linha é composta por sitios do tipo B e C, temos que Ny = Np = N¢ = %’ Vale ressaltar
que N € sempre impar no caso de bordas retas ou barbadas. Para bordas assimétricas, por outro

lado, N é necessariamente um nimero par.

3.2 Hamiltoniano tight-binding para nanofitas genéricas

Para desenvolvermos o modelo tight-binding que calcule o espectro de energia e
fun¢des de onda de nanofitas de Lieb, transicdo e Kagome, partimos do Hamiltoniano tight-

binding de uma rede bidimensional com trés sitios na base, escrito na linguagem de segunda

quantizagao,
H = Zti.,j(ajbj + b;a,-) + th-,m(bj‘cm + C;rnbj) + Ztiym(ajcm + c;(na,-), 3.1
i,j j.m im

onde d; = a;,bj,c; e d; = aj,bj,c; sdo operadores que destroem e criam elétrons nos sitios i e j,

respectivamente. #; ; sdo parametros de hopping que obedecem a seguinte relacéo,
lij= te—n(aij/ao_l)a()/aij, n=S_8, (3.2)

com a;; representando a distancia entre os sitios i € j do tipo A, B ou C da rede genérica e ¢
€ o valor do parametro de hopping correspondente a distancia entre os primeiros vizinhos na
rede genérica, ou seja, ag [ver Fig. 28(a)]. O valor assumido de n = 8 na Eq. (3.2) governa
os parametros de hopping de tal forma que distincias maiores que ag se tornem despreziveis,
levando a um modelo tight-binding efetivo de primeiros vizinhos, para os casos particulares de
Lieb (6 = n/2) e Kagome (6 = 27/3).

Como a estrutura de nanofitas € caracterizada pelo nimero de linhas, é conveniente

escrever nossos operadores na base de Fourier, tal como

/

1 .
d: = lerxid , 3.3
l \/Ekzx;e kx,n ( a)
€
1 "
T ikery . ot
dj = thzze Ty > (3.3b)

ks n
com N, representando o ndmero de células unitdrias ao longo da direcdo x, na qual a simetria de

translacao é mantida. Vale mencionar que dkm,,(dz,‘ n,) destroéi (cria) um elétron com momento

X
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Tik,(Tik..) no sitio do tipo d na linha n(n). Substituindo as Egs. (3.3a) e (3.3b) na Eq. (3.1), temos

L iK!
H— Z i,j Z Ze ik rxlezk rxjak bk’ /—|— —1 rx zk rx,b /akx,n T

Ne ky ki nn!

tjm il Kt i ik
Z ]JV Z Z e Xfelerxmbk)fmnlckj{,n”‘i‘e ’k)‘rx’”elerxwz)'g,n”bk_’x,n’ + (3.4)
o Ne Tt i
li i,
Z szm Z Ze ikyry., etk rxja;g U i+ e —i rxjelerx,cz// iGon
im ~C \ky,knn'

Multiplicando pelo fator
e ker gikiry — 1 (3.5)

e organizando os termos, obtemos

H— Z ij Z Ze (K~ )1 ikl (rxj— rx,)ak nbk’ -+

Ne ky K n,n’
Ztl—’] Z Ze_i(k;_kx)rxj iky (rx;—ry, )b
i,j Ne ky ki nn!

1 Sl ! _
j,m ik =k e, iKY (rxm—ry ) 1 F
I D el

n/akx,n+

7 1 L, a0
j.m kK

t; Y -
E J,m E : E : —i(K! =Ky, ik (rxi—r i
V e ( X ) "me ( J xm)ckjc’,n”bk§7”’+
jom HYC KL Kl !

t " "
Z i,m Z Ze i(k— rxek (rxm— rx,)ak nCK! n”+
C k k//n n//

lim —i(ky— . - f
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(3.6)

i,m

No primeiro termo do lado direito da Eq. (3.6), vamos fixar a origem em um sitio i do tipo A,
fazendo j variar sobre os primeiros vizinhos de B. No segundo termo vamos fixar a origem em
um sitio j do tipo B, fazendo i variar sobre os primeiros vizinhos de A. No terceiro termo vamos
fixar a origem em um sitio j do tipo B, fazendo m variar sobre os primeiros vizinhos de C. No
quarto termo vamos fixar a origem em um sitio m do tipo C, fazendo i variar sobre os primeiros
vizinhos de B. No quinto termo vamos fixar a origem em um sitio i do tipo A, fazendo m variar

sobre os primeiros vizinhos de C. No sexto termo vamos fixar a origem em um sitio m do tipo C,
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fazendo i variar sobre os primeiros vizinhos de A. Apds esse procedimento, obtemos

H = Z ZZ iRkl (5, +1+6n7n’)a117nbk§,n’+

Ne ky k! n,n’
t A
] i
Yo L X Mt b )] it
j Ne ky K n,n’
t: ik —K)r —ik'al2 ikla/2
Z J Z Z e Y 5 ! '€ ikya/ +5n’,n”el <a/ )b/tﬁc,n’ckfr/7n//+
A C k( k{/n/ "
t B 3.7)
Z m Z Z e kK )rxm(é‘/ ne —ik a/2+5/ ”elk a/2>ck” ”bk’ '
NC k; k”}’l }’l”
t o =7 11
Z ! Z Ze k kA I‘x, 5 n "ne zkxa/2_|_6n7n//elkxa/2)a;x7nckg7n//—|—
. C k k”}’ll’l”

t an .
Zﬂ Z Ze*l(kx*kx)rxm (5”7n//€ﬂl<xcl/2_|_5n7 lkxa/Z)Ck” S

m ¢ kx 7kJ/Y/ n’n”

No presente modelo, abrimos a soma da Eq. (3.7) considerando uma aproximagao
tight-binding que admite apenas parametros de hoppings que correspondem a interacao entre
sitios localizados em linhas vizinhas definidas pelos vetores Rps = > /2, I_ég 4 = (d2/2—ay),
Rpc = a1/2, Ry = (@1/2 — @), Rac = (@1 — d2) /2 € R, = (d1 +@,) /2 [ver Fig. 28(a)], bem
como 0s respectivos vetores opostos que preservam as distincias entre os sitios correspondentes.

Adotando essa abordagem e introduzindo a func¢do delta de Kronecker,

S, =—Ze il—krs; (3.8)

obtemos o seguinte Hamiltoniano

H=Y, Z TRR S, ot + 1A RKE, )al byt
ky n.n!
Z Z (t/BAeiﬁ/BA.[?6n,n’ + tl';Ae_’ﬁ'BA'K&,n’*l>blt;,n’akmn+
ky n,n’
Y Y (e RucKs,  + 1pce®ucKs, )b kit +
k/ n/ n//
Z Z A 6" M1 +tBCeilR BA K6n J— l)cltfc,n//bk;7n’+ 69
kton'.n'

iRpc-K —iR sk i
Z Z (tAcel BC 5}17]1 +léC€ HeBA 5n,n’)akx nckx,n//+

ke n.n
o—iRacK 1 iR K F
ZZ AC 5n,n+1 +tyce A€ 6n,n+l)ckx’n//akx,na
ke n"

onde K = (K,0).
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E notdrio que podemos identificar os seguintes elementos matriciais para o caso das

nanofitas com bordas retas:

n,lng’ = 5n.,n’ (tBAe_iEBA'E + lllgAe_iﬁ%Ak)
+ 81 (tpae®e K 11l o Rin K (3.10a)
Tf,/;:’ = 5n,n’ (tBAeiﬁBA.[? + ll/gAeiR‘%A'I?)
+ 641 (ZBAe_iﬁBA'E +tgAe_’ﬁ%A'[?), (3.10b)
Trﬁi” = 5n.,n” (tACeiEAC'E "‘tgceiiﬁgck)
+ 81 (tace FACK 4 e RicKy, (3.10¢)
Ty = O (tace™RiK 11} ce®icK)
481 (tace™acK 4 e~ Rac K (3.10d)
Tr?ﬁ;” = 5n’,n” (theiﬁBA'K + IBAeiiRBA'I?)
+ 5,,/7,1//, 1 tI/BAeiiR‘;gA .I_(‘"i_ 5n’,n”+ 1 t1/3A eiR‘;gA I_(: (3 106)

Tr?’?n” = 6n’7n” (tBCe_lRBA.K +tBAelRBA.K)

—

B B/
+ 8y 1tpae” RKea KL § oy th ek (3.10)

Para o caso das nanofitas com bordas barbadas e assimétricas, temos os seguintes

elementos matriciais:

=4 _—’ .5 .—'
17;?13/ _ 5’17”/ (tBAetRBA K + l{gAelRBA K)

+ 611 (tBAe_iRBA L nge—iﬁ%Af), (3.11a)
Trﬁﬁ’ = 6n.,n’ (IBAe_iﬁBA'[? + tgAe_iiéé?A'I?)

+ 81 (taae oK 4, o Ria K (3.11b)
Tyﬁg” = 5n.,n” (tAceiiR‘AC.I? + tACei§2C~I?)

+ G 1 (fAceiEAck + tgce_iﬁgc'k), (3.11¢)
ngu = 5,1_‘,1// ([AceiﬁAC'E + tACe_iﬁz/‘\C'E)

+ 81 (tace RacK 4 eiRacK), 3.11d)

fcf,gl,, = 5n’,n” (tBCezRBAAK _|_tBAeszBA.K)

— ._‘/ . % ._‘, . ©
+6n’,n”—1t1/~}Ae iR K+3n/7n//+1ll/.;AelRBA If (3.11e)
CB —iRpaK iRpaK
Tnl7n// = 6n’,n”(tBCe BAR L tpaeBA )

iR K %
+ 8 1tpae” Foa kLG 0y tpeRoa K (3.11f)
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Dessa forma, Trlljn” com i, j = (A,B,C), correspondem aos elementos das matrizes

TAB TBA TBC TCB TAC ¢ TCA determinados para cada tipo de terminagio de nanofita adotada.

Desse modo, chegamos ao seguinte Hamiltoniano

H = Zk Zn.n’(r,ﬁg/a]tmnbk’ n + TB/A bT/ ! Gk, n)"‘
Zk’ Zn’ ”( T n"bli’ n/ck’ ”+T " /C;{/ ubk ' )+ (3.12)

Zk Zn n”( n”az n ”+T ", CZ n”akm )

Uma forma de obtermos o espectro de H € aplicar a equacao de Heisenberg para os
operadores ay_,,bi . € ¢k _n. A relagdo de comutagio entre os operadores e H deriva a seguinte

relagdo:

[akx 1 H] =

)y
K
- Z TAgakmkx nn km Z %kmkxénn km
Ky ky 7,
Lo
I’l

B
; ky,n '+Z nn’ kx

Np
= Y b+ Z ot (3.13)
n'=1 n'=1
Realizando o mesmo procedimento para os operadores by, € ¢, ,, Obtemos
Na

b, H = Y Tt w + 2: T ot (3.14a)

n'=1 n'=
e
€k H] Z bkm+21nw%m (3.14b)

n'=1 n'=1

Na auséncia de campos externos variando no tempo, podemos assumir que a dependéncia

4 _iEt ~
temporal dos operadores € tal como e~ 7 . Entdo

d iE ]
77 G =~ Qe = —f—i[akx,mH], (3.15a)
d iE ]
—by ,=——b, ,=—=\b, ,,H 3.15b
dt ky,n 7 kx,n ﬁ[ ky,ns ]7 ( )
d iE i

Eckmn = —EC](M,! = —ﬁ[Can,H]. (315C)
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Logo, temos que

Eay n = |ak, 0, H], (3.162)
Eby n = bk, n,H], (3.16b)
Eckx,n = [ckx7n7H]- (3160)

Substituindo as Eqgs. (3.13), (3.14a) e (3.14b) na Eq. (3.16), encontramos trés equacdes

acopladas para os operadores ay_,,bi, , € i ,, s€ndo estas

Np Ne

B C
Z T;in’bkx,n’ + Z Tlﬁn’ckxﬂ/ =Eay ,, n= 1,2,...,Ny, (3.17a)
n'=1 n'=1
Na Nc

BA BC
Y vaw+ Y, tockw =Ebgn, n=12,.. Ng, (3.17b)
n'=1 n'=1
Np Na

BC C
Y b+ Y, Tar .y =Eck o, n=12,.. N (3.17¢)
n'=1 n'=1

Na forma matricial, temos

Aky,n akx,n
T\ bgn|=E| bron |> (3.18)
ckxﬂ Ckx,na

onde T é uma matriz de ordem (N4 + Np + N¢) X (Na + Np + N¢) dada por:

[O]NA X Np [TAB]NA XNp [TAC]NA XNc
T = [TBA]NB XNy [O]NB X Np [TBC]NB XNc | (3.19)
[TCA]NC X Ny [TBC]NCXNB [O]NC xN¢

onde 44, 8B ¢ €€

sao matrizes diagonais cujos elementos sdo as energias locais dos sitios A,
B e C, respectivamente.

Assim, tudo que precisamos fazer para encontrar os niveis de energia para cada tipo
de nanofita investigado € diagonalizar a matriz 7', configurando: (i) o angulo 6 para escolha da

rede, e (i1) o valor do nimero de linhas totais N, que estéd associado a largura da nanofita.

3.3 Espectro de energia para nanofitas das redes genéricas

Os painéis apresentados na Fig. 29 mostram os espectros de energia e densidade de
estados das nanofitas de Lieb. Tais resultados foram obtidos pelo modelo tight-binding para

os trés tipos de bordas considerados. Sdo apresentados os niveis de energia para: (i) bordas
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retas com N =5 [Fig. 29(a)], N = 13 [Fig. 29(b)] e N = 31 [Fig. 29(c)], (ii) bordas barbadas
com N =5 [Fig. 29(e)], N = 13 [Fig. 29(f)] e N = 31 [Fig. 29(g)], e (iii) bordas assimétricas
com N =4 [Fig. 29(1)], N = 12 [Fig. 29(j)] e N = 30 [Fig. 29(k)]. As densidades de estados
para essas trés terminacdes sao mostradas nos painéis (d), (h) e (1) da Fig. 29, respectivamente.

As Figs. 31 e 33 s@o andlogas a Fig. 29, mas agora para nanofitas de transi¢do e de Kagome,

respectivamente.
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Figura 29 — Estruturas de bandas e densidade de estados (DOS) para a rede de Lieb, com
bordas (fila superior) reta, (fila do meio) barbada, e (linha inferior) assimétricas e nimeros
diferentes de linhas atdmicas da nanofita. As curvas pretas, vermelhas e azuis nos painéis
da DOS correspondem aos espectros de energia na primeira, segunda e terceira colunas. N
corresponde ao nimero total de linhas que definem o tamanho da fita, sempre impar (par) no caso
de bordas retas ou barbadas (assimétricas). NA, NB e NC sdo o niimero de linhas da nanofita
com sites A, B e C, respectivamente.

Os resultados para a nanofita de Lieb (Fig. 29) mostram que o cone de Dirac, ja
encontrado no espectro de energia da rede infinita, estd presente apenas para o caso da borda
reta [Figs. 29(a), 29(b), e 29(¢)], enquanto dois gap sdo abertos no espectros para os casos das
bordas barbadas [Figs. 29(e), 29(f), e 29(g)] e assimétricas [Figs. 29(1), 29(j), e 29(k)]. Um gap
¢ aberto entre as bandas dispersivas inferiores (negativas) e as bandas quase planas, e outro gap é

aberto entre as bandas quase planas e as bandas dispersivas mais altas (positivas). Além disso, a
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principal diferenca entre o espectro da nanofita com borda barbada [Figs. 29(e), 29(f), e 29(g)]
e assimétrica [Figs. 29(1), 29(j), e 29(k)] é o tamanho dos gaps produzidos. Para nanofitas de
Lieb de tamanhos semelhantes, as que possuem bordas barbadas t€ém gaps maiores do que as que
possuem bordas assimétricas.

A estrutura de bandas influencia nas propriedades da densidade de estados calculadas
para as nanofitas de Lieb. Isso pode ser visto claramente nas Figs. 29(d), 29(h) e 29(1). Observe
os picos pronunciados de energia proxima de zero associados a banda quase plana na densidade
de estados, como ocorre no sistema bulk.

Vale mencionar que as singularidades de van Hove correspondentes as bandas
quase planas, ou seja, estados degenerados e quase degenerados, sdo evidentes e naturalmente
observadas em outros sistemas de banda plana, como nanofitas construidas a partir de redes de
dados (do inglés, dice) (SONI et al., 2020). Além disso, um aumento na energia do elétron torna
mais estados disponiveis para ocupacgdo. No entanto, a DOS é descontinua para uma faixa de
energia, o que significa que nenhum estado estd disponivel para os elétrons ocuparem dentro do
gap do material. Essa condi¢do também significa que um elétron na borda da banda de conducao
deve perder pelo menos a energia de gap do material para fazer a transicao para outro estado.

Como pode ser visto, a nanofita de Lieb com bordas retas apresenta comportamento
metélico [ver Fig. 29(a)], enquanto a nanofita de Lieb com borda barbada ou assimétrica é um
sistema semicondutor [ver Fig. 29(b-c)].

A Fig. 30 mostra a (i) funcao de onda total, (ii) contribuicao da subrede para a fun¢ao
de onda e (iii) norma da funcido de onda de nanofitas de Lieb com bordas retas [Fig. 30(a)],
barbadas [Fig. 30(b)] e [Fig. 30(c)] assimétricas, correspondendo a algumas bandas quase planas
enumeradas em k = 37/2.

Esses resultados [Fig. 30] mostram que os modos quase planos presentes no espectro
de energia de nanofitas de Lieb com borda reta [Fig. 30(a)(1-5)], barbada [Fig. 30(b)(1-6)] e
assimétrica [Fig. 30(c)(1-5)] ndo sdo estados de borda, ao contrario das bandas quase planas
de nanofitas de grafeno em zigzag que sao estados de borda localizados na energia de Fermi
(FUJITA et al., 1996; WAKABAYASHI et al., 1999). A banda tipo Dirac que cruza o gap de
energia na nanofita com borda reta é um estado de bulk [Fig. 30(a)(6)], que se torna estados de
borda somente se o acoplamento ISO for incluido.

O espectro de energia na nanofita de Lieb com borda barbada nao possui estados

de borda, enquanto o caso de borda assimétrica possui dois estados de borda que sdo topolo-
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Figura 30 — Distribuicdo da funcao de onda de nanoﬁtas de Lleb com (a) reta [N = 31], (b)
barbuda [N = 31] e (c) arestas assimétricas [N = 30], para: (i) quase-bandas planas [destacadas
por asteriscos vermelhos] enumeradas de baixo para cima em k = 37 /2, (ii) a banda tipo Dirac
caracteristica de arestas retas em k = 3.261 [destacada por um asterisco preto em a insercao
de (a)], (ii1) estado de massa em k = w4 0.1 [destacado por um asterisco preto na insercao
de (b)] e (iv) o estado de borda em k = 7w+ 0.1 [destacado pelo asterisco preto na insercao de
(c)]. Para cada tipo de aresta, os painéis superiores mostram (i) a fun¢ao de onda total [linhas
sOlidas pretas com circulos] e (ii) a fun¢dao de onda na subrede A [linhas verdes pontilhadas
com asteriscos], (iii) B [linhas tracejadas vermelhas com tridngulos apontando para cima], e (iv)
C [linhas pontilhadas azuis com tridngulos apontando para baixo], tudo em fung¢do da largura
da nanofita W = (N — 1)ag. Nos painéis inferiores, o tamanho dos pontos e a escala de cores
variando do azul ao vermelho representam a norma da fun¢do de onda variando de zero ao seu
valor maximo ao longo da nanofita, respectivamente. p € o nimero de picos caracteristicos do
comportamento nodal das fun¢des de onda das bandas quase planas.
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gicamente triviais, ou seja, que nao atravessam o gap de energia, que sdo: 0 mais energético
modo das bandas dispersivas inferiores [Fig. 30(c)(6)] € o modo menos energético das bandas
dispersivas superiores [Fig. 30(c)(7)]. De fato, sem acoplamento ISO, os nanofitas de Lieb
com bordas retas e barbadas nio possuem estados de borda, enquanto os nanofitas com bordas
assimétricas exibem apenas estados de borda topologicamente triviais de acordo com a teoria de
1soladores topolégicos com ordem topoldgica Z;.

A banda quase plana mais baixa [Figs. 30(a)(1)] de nanofita de Lieb com borda
reta [Fig. 30(a)] mostra uma fun¢do de onda com pico distribuido principalmente nos sitios C
(mais intenso) e A (menos intenso) na regiao central da nanofita. O segundo estado quase plano
[Figs. 30(a)(2)] possui dois picos e assim sucessivamente até o estado mostrado na Fig. 30(a)(3),
que possui oito picos distribuidos ao longo da nanofita em alguns locais do tipo A. Portanto, o
nimero de picos na fun¢do de onda diminui a medida que a o valor das bandas quase planas
aumenta. Portanto, a banda quase plana superior [Figs. 30(a)(5)] tem um pico distribuido na
regido central da nanofita como na primeira banda, mas agora a distribui¢do ocorre em sites do
tipo A, em vez do que em dtomos do tipo C.

A funcdo de onda das bandas quase planas da nanofita de Lieb com bordas barbadas
[Figs. 30(b)] e assimétricas [Figs. 30(c)] também mostra comportamento nodal. Na nanofita
de borda barbada, a diferencga estd na banda quase plana mais energética [Figs. 30(b)(6)], que
ndo apresenta um pico localizado no centro da nanofita, mas sim apresenta uma distribui¢ao
constante em sitios A ao longo da largura da nanofita [ver Fig. 30(b)(6)]. Para este tipo de borda,
os niveis dispersivos também sdo estados bulk, conforme representado na Fig. 30(b)(7), o que
mostra que a func¢do de onda da banda de condugdo (nivel menos energético da banda dispersiva
superior bandas) possuem um pico localizado no centro da nanofita, nao estando localizado na
borda. Ao contrario dos estados de banda quase plana, que tém contribuicdes dos sitios centrais
A e C, observamos que a maior contribui¢do para os estados dispersivos vem dos sitios dos
cantos B.

No caso de borda assimétrica, os estados representados nas Figs. 30(c)(6,7), se-
melhante ao da Fig. 30(b)(7) para borda barbada, ja é um estado de borda localizado mais
intensamente em sites do tipo B e C no lado da borda reta. Além disso, o pico da funcdo de
onda da banda quase plana mais energética estd localizado mais no lado da nanofita que tem uma
terminacdo barbada [ver Fig. 30(c)(5)], embora ndo € um estado de borda. Isso ocorre porque os

estados localizados nos sitios B da terminacao barbada da nanofita com borda assimétrica sdao
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estados de ligacdo pendente, ao contrario dos estados dos sitios A e C da terminacdo reta.

Podemos observar que, todos os estados quase planos de nanofitas de Lieb com
borda assimétrica [ver Fig. 30(c)] mostram uma assimetria na distribui¢do de picos, ao contrario
dos casos de borda reta [ver Fig. 30(a)] e barbada [ver Fig. 30(b)]. Isso € uma consequéncia
da assimetria estrutural da nanofita com uma borda assimétrica, ja que um lado da nanofita tem
uma borda barbada enquanto o outro lado tem uma borda reta. Para os trés tipos de arestas, a
ocupacgdo dos estados com niveis de energia mais baixos (mais altos) na banda quase plana tende
a ocorrer mais nos sitios C(A).

As Fig. 31 e Fig. 32 sao andlogas as Fig. 29 e Fig. 30, mas agora mostra as estruturas

de bandas e a funcio de onda, respectivamente, para nanofitas de transi¢do com 6 = 105°.
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Figura 31 — O mesmo da Fig. 29, mas agora para a rede de transi¢ao.

DOS(a.u) 06

Como observado no caso de Lieb, as nanofitas de transi¢do com borda reta também
sao metdlicas [Fig. 31(a)], enquanto as nanofitas de transicao com borda barbada [Fig. 31(b)] e
assimétrica [Fig. 31(c)] sdo sistemas semicondutores.

A principal diferenca do espectro das nanofitas de transi¢do (Fig. 31) em comparagdo
com as das nanofitas de Lieb (Fig. 29) consiste nas bandas de energia quase planas proximas ao

nivel E = 0. Para os casos da nanofita de transi¢do, as bandas quase planas sao mais dispersivas,
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ou seja, os modos sdo menos planos do que os da nanofita de Lieb. Esse comportamento se
deve ao processo de interconversibilidade da nanofita de transi¢ado, como ocorre no processo
interconversibilidade entre as redes infinitas de Lieb e Kagome.

A evolugdo do pardmetro 8 de Lieb (6 = 90°) para Kagome (6 = 120°) leva a
destrui¢do das bandas quase planas localizadas no meio do espectro da nanofita de Lieb, e a
consequente reconstru¢ao na parte inferior do espectro de energia da nanofita Kagome [ver
Fig. 33]. Em geral, n6s chamamos de modos quase planos, os modos que estdo localizados
na vizinhanga de E = 0 em Lieb ou nas nanofitas de transi¢do, em k =0 e k = 27/a, ou na
vizinhanga de E = —2¢ no caso de nanofitas Kagome, também em k =0 e k =27/a.

Para a DOS de nanofitas de transi¢do [Fig. 31(d,h,1)], identificamos que a singulari-
dade de van Hove correspondente as bandas quase planas da nanofita de Lieb [Fig. 29(d,h,1)],
divide-se em dois picos na DOS da nanofita de transi¢do perto de E = 0, para a nanofita de
transicdo com bordas retas (N > 5), assimétricas (N > 4) e barbadas (N > 5). Este efeito também
evidencia o processo de interconversibilidade entre as nanofitas Lieb e Kagome.

Assim como observado para Lieb, apenas a borda reta continua apresentando o cone
de Dirac. No caso da borda barbada, o modo quase plano com menor energia e 0 modo quase
plano com maior energia separam-se das outras bandas quase planas por k = 7, enquanto no
caso do assimétrico borda todos os estados sdo quase planos sdo degenerados neste ponto k = 7.

Quando analisamos o caso com o menor nimero possivel de linhas para cada tipo de
borda da nanofita de transi¢do, observamos que para a borda barbada, com N = 5, temos trés
modos para compor a banda do meio, um quase flat e dois deformados, enquanto que para a
borda assimétrica, com N = 4, temos apenas dois que se cruzam em k = 7.

Com relagdo as fun¢des de onda da nanofita de transicao com borda reta, a banda
quase plana menos energética [Fig. 32(a)(1)] mostra um pico localizado na regido central da
nanofita e igualmente distribuidos nos sitios A e C, ao contrdrio do caso de Lieb em que os
sitios C contribuiram mais que os sitios A [Fig. 30(a)(1)]. O comportamento nodal dos estados
correspondentes as bandas quase planas ficam evidentes a medida que aumentamos o nivel de
energia, que atingem oito picos distribuidos ao longo da largura da nanofita nos sitios A (maior
intensidade) e C (metade da intensidade dos sitios A). [Fig. 32(a)(3)], e culmina em um pico com
uma contribuicao dos sitios A maior que a do sitio C [Fig. 32(a)(5 )]. Em geral, os sitios B nao
contribuem para a funcdo de onda das bandas quase planas, como no caso de Lieb. Além disso, a

Fig. 32(a)(6) mostra que o estado tipo Dirac € um estado bulk, que se assemelha ao estado tipo
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Dirac caracteristica de arestas retas foi calculada para k = 3.418 [ver insercdo de (a)] , e (iii) os
estados de borda em k = w+ 0.1 [ver inser¢des de (b) e (c)].
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Dirac presente no espectro de energia da nanofita de Lieb com borda reta [Fig. 30(a)(6)].

Os modos quase-planos presentes no espectro de energia de nanofitas de transi¢ao
com bordas barbadas [Fig. 32(b)] e assimétricas [Fig. 32(c)] também mostram comportamento
nodal. No caso de uma borda barbada, a banda quase plana mais energética apresenta um pico
na regido central da nanofita [Fig. 32(b)(4)], ao contrdrio do caso de Lieb que jd é constante nos
sitios A ao longo da largura da nanofita [Fig. 30(b)(6)]. Na nanofita de borda assimétrica, este
estado [Fig. 32(c)(5)] também apresenta um pico, mas com uma assimetria mais suave devido as
diferentes terminacdes da nanofita assimétrica, que de um lado tem uma terminagdo barbada e
do outro lado tem uma terminagdo reta, como no caso correspondente em Lieb [Fig. 30(c)(5)].

Diferentemente do caso de Lieb, a nanofita de transi¢cdo com bordas barbadas possui
dois estados de borda [Fig. 32(b)(5,6)]. Tais estados correspondem a banda dispersiva inferior
mais energética [Fig. 32(b)(5)] e a banda dispersiva superior menos energética [Fig. 32(b)(6)].
Deve-se notar que esses estados de borda nao se originam das bandas quase planas, mas sim
dos estados de banda dispersiva mais proximos das bandas quase planas. Além disso, a nanofita
de transicado com bordas assimétricas também possui dois estados de borda [Fig. 32(c)(6,7)],
semelhante ao caso de Lieb correspondente [Fig. 30(c) (6,7)]. Além disso, no caso de transi-
¢do, os estados de borda estdo sempre localizados no lado da borda com terminacao barbada
[Fig. 30(c)(6,7)], ao contrdrio dos casos de Lieb correspondentes que estio localizados no lado
da borda com terminacdo reta [ Fig. 30(c)(6,7)]. Na nanofita de transicao, a preferéncia dos
elétrons em estados de borda € ocupar estados de ligagdo pendente, enquanto em Lieb eles
preferem bordas retas. A existéncia de estados de borda em redes de transi¢ao sem acoplamento
spin-Orbita também € um achado que nao havia sido mostrado na literatura até onde sabemos.

As Fig. 33 e Fig. 34 sao andlogas as Fig. 29 e Fig. 30, mas agora mostra as estruturas
de bandas e a fun¢do de onda, respectivamente, para nanofitas de Kagome.

As nanofitas Kagome com bordas retas ndo possuem gap de energia, sendo, portanto,
metélicas [Figs. 33(a-c)], semelhante as nanofitas de Lieb [Figs. 29(a-c)] e de transi¢ao [Figs.
31(a-c)] com este tipo de borda. As nanofitas Kagome com bordas barbadas [Figs. 33(e-g)]
também sdo metalicas, ndo possuindo gap de energia, diferindo das nanofitas de Lieb [Figs. 29(e-
g)] e de transicao [Figs. 31(e-g)] com bordas barbadas, que sdao semicondutores. O caso de
nanofitas Kagome com bordas assimétricas [Figs. 33(i-k)] sao semicondutores como 0s casos
equivalentes em Lieb [Figs. 29(i-k)] e transi¢do [Figs. 31(i-k)] com este tipo de borda.

Até aqui, estdvamos chamando de bandas quase planas as bandas que estio localiza-
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Figura 33 — O mesmo da Fig. 29, mas agora para a rede de Kagome.

das nas proximidades de E = 0 no Lieb ou nanofitas de transi¢do (em k = 0 e k = 27 /a). Agora,
no espectro de energia das nanofitas Kagome, chamaremos de bandas quase planas aquelas
proximas a E = —2t [Figs. 31(b,c.f,g,j,k)].

Destacamos que a abertura de gap para a nanofita de Kagome acontece de duas
formas distintas, para a borda barbada temos a separa¢cdo da banda plana das bandas dispersivas,
enquanto que para a borda assimétrica, temos a separagdo das trés bandas que compdem o
espectro eletronico dessa nanofita.

A DOS da nanofita de Kagome apresenta singularidades de van Hove em torno
de E = —2t, correspondendo as bandas quase planas, como ocorre no DOS de nanofitas Lieb
proximo a E = 0. Os picos da DOS em torno de E = +2t e E = 0 sdo devidos a pontos
degenerados em k = m. Os casos barbados e assimétricos também apresentam outro pico no
DOS em torno de E = —1.5¢, que se deve a dois (um) estados no caso barbado (assimétrico) que
se origina nas bandas quase planas em k = 0 e kK = 27, mas separa deles k aproxima-se de k = 7.

Na Fig. 34 identificamos que a banda tipo Dirac [Fig. 30(a)(1)] da nanofita Kagome
com borda reta, corresponde a um estado bulk cuja funcdo de onda € constante ao longo da
largura da nanofita, similarmente aos casos correspondentes de Lieb [Fig. 30(a)(6)] e transi¢do

[Fig. 32(a)(6)]. Além disso, as fun¢des de onda das bandas quase planas sdo nodais [Fig. 34(a)(2-
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Figura 34 — Distribui¢do da funcdo de onda de nanofitas Kagome com 6 = 120°. (a) Estados
Dirac-like [1] e quase-flats [2,3,4] foram calculados para k = 4.228 e k = 37/2, respectivamente.
(b) Os estados de bordas [1] e [4-5] adotaram k = 7, enquanto [2,3,4] assumiram k = 4.312,
k=4.312 e k = m+ /5, respectivamente. (c) O estado de borda [1] adotou k = 7, e sua
evolugdo [2-5] foi calculada para k = 7m/6, k = 41 /3, k = 4,455 ¢ k = 31w /2. Os estados
bulk [6,7] de anti-cruzamento com estados de borda sdo mostrados para k = 1+ /5 e k =
7+ 7 /3, respectivamente. O outro estado de borda [8,9] foi mostrado para k = mw e k = 37/2,
respectivamente. As bandas quase planas [10-15] também admitiram k = 37/2.
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4)]. A banda quase plana menos energética apresenta um pico simétrico em em relag@o ao eixo
central da nanofita, com maior intensidade nos sitios tipo A e menor intensidade nos sitios B e C,
de forma que nenhum sitio possui uma contribui¢fio nula para a funcio de onda. A medida que
as bandas quase planas se tornam mais energéticas, o nimero de picos aumenta de um para oito
picos [Fig. 34(a)(3)] e retorna a um pico no estado quase plano mais energético [ Fig. 34(a)(4)],
em que as intensidades das fun¢des de onda dos locais B e C sdo aproximadamente iguais,
enquanto que agora a contribuicao do local A € menor que a dos locais B e C .

Em nanofitas Kagome com bordas barbadas [Fig. 34(b)], existem quatro estados de
borda. Dois estados de borda sdo representados nas Figs. 34(b)(1-3), de modo que a localizac¢do
das funcdes de onda nas bordas ocorre apenas no intervalo degenerado [Fig. 34(b)(1)]. Quando
eles se afastam do intervalo de degenerescéncia, os efeitos anti-cruzamento com os estados das
bandas dispersivas mais préximas levam a deslocalizacdo das fun¢des de onda de borda, de
modo que esses estados de borda aparecem como estados de bulk [Fig. 34(b)(2,3)]. Os outros
dois estados de borda s@o mostrados nas Figs. 34(b)(4,5), que ja sdo degenerados em todos
os intervalos de k e, portanto, sempre apresentam uma fun¢do de onda localizada na borda
barbada da nanofita de Kagome. Além disso, as fun¢des de onda dos quatro estados de borda
estdo localizadas nas bordas barbadas, com maior intensidade nos locais do tipo A e metade da
intensidade de A estd nos locais B e C [Fig. 34(1,4,5)].

As outras bandas quase planas [Fig. 34(b)(6-10)] sdo nodais e apresentam comporta-
mento semelhante as bandas quase planas de nanofitas Kagome com borda reta [Fig. 34(a)(2-4)].

As nanofitas Kagome com bordas assimétricas [Fig. 34(c)] apresentam dois estados
de borda. Um estado de borda é apresentado nas Figs. 34(c)(1-5), que mostra uma func¢ao de onda
localizada no lado barbado [Figs. 34(c)(1,2)] da nanofita com borda assimétrica para valores de
k com velocidade de grupo negativa, evoluindo para estados de bulk [Figs. 34(c)(3-5)] devido ao
anti-cruzamento com aproximacao estados de banda dispersiva [Figs. 34(c)(6,7)], e retornando a
uma funcio de onda localizada no lado reto [Figs. 34(c)(8,9)] da nanofita com borda assimétrica
para valores de k correspondentes a velocidade de grupo positiva.

Além disso, novamente as bandas quase planas sdo nodais [Figs. 34(c)(10-15)].
Porém, diferentemente dos casos com borda reta [Figs. 34(a)(2-4)] e barbada [Figs. 34(b)(6-10)],
os picos dos as fun¢des de onda das nanofitas Kagome com bordas assimétricas apresentam
assimetria em relagdo ao eixo central da nanofita, semelhante aos casos das nanofitas de Lieb

[Figs. 30(c)(1-5)] e transicdo [Figs. 32(c)(1-5)] com bordas assimétricas.
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A evolucdo do estado de borda apresentado em Fig. 34(c)(1-5), foi feita para di-
ferentes valores de k. Para detalharmos esta evoluc@o, tomamos os seguintes valores para as
configura¢des presentes no painel: em (1) temos k; = 7, (2) temos ky = 77/6, (3) temos
ks =4m/3, (4) temos que k4 estd entre 47 /3 e 3/2, e em (5) temos ks = 37 /2, com essa varia-
cdo de valores foi confirmado que este modo nao se refere a um estado de borda, diferentemente
do modo apresentado em (8) e (9) que mesmo variando k, a caracteristica do estado de borda
ndo € influenciada por outros modos do espectro por estarem distantes dos estados de bulk.

O aparecimento desses estados de bordas se mostram como um importante resultado,
uma vez que nao foi encontrado trabalhos a respeito de estados de bordas nessas nanofitas.

Além disso, quando analisamos o nimero de linhas de cada nanofita, estabelecemos
duas relacdes interessantes, a primeira relaciona o ndmero de linhas de sitios a com o ndmero de
modos da banda quase plana, e a segunda relaciona o nimero de linhas de sitios » com o nimero
de modos bulk da nanofita.

Em todos os casos de nanofitas de Lieb, transicdo e Kagome, o niimero de bandas
quase planas, N, r, € numericamente igual aos nimeros de linha dos sites A, ou seja, N, r = Ny.
Por outro lado, N; = 2N4, onde N; é o nimero de bandas dispersivas, assim chamadas por serem
bandas ndo planas. Além disso, o ntimero de bandas dispersivas inferiores, N;; € numericamente
igual aos nimeros de linha dos sites B, ou seja, Nj; = Np.

Em geral, aumentar o nimero N de linhas tem o efeito esperado no espectro, que é
reduzir o confinamento e obter mais modos com energia mais proxima uns dos outros. No limite
N muito grande, restauramos o espectro de rede infinita.

Os resultados obtidos com nosso modelo tight-binding para Lieb (Fig. 29) e nanofitas
Kagome (Fig. 33), mostram que existem bandas quase planas que nao sao afetadas pelo finito
tamanho ou a geometria da borda e permanece intacta para todas as geometrias, ou seja, quando
passamos das redes infinitas para as bordas com geometrias diferentes, os modos quase-planos
persistem. De fato, as bandas quase planas estdo localizadas principalmente nas proximidades de

E =0 (E = —2t), de forma andloga a a banda quase plana da rede infinita de Lieb (Kagome).

3.4 Quebra da degenerescéncia da banda plana

Os resultados apresentados nas se¢des anteriores foram calculados por meio de um
modelo tight-binding que considera todos os parametros de hopping da Fig. 28(a) governados

pela Eq. (3.2). Nesta secdo, investigaremos os efeitos de considerar apenas hoppings de NN-sites
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diferentes de zero, ou seja, tg4 € tpc para nanofitas Lieb e transi¢des e g4, tpc € toc para nanofitas
Kagome. Para fins de comparac¢do, chamaremos esse modelo de aproximag¢ao NN-sites, enquanto
o usado nas secdes anteriores serd chamado de aproximac¢do NNN-sites.

A Fig. 35 mostra o espectro de energia de nanofitas construidas a partir da rede
de Lieb (8 = 90° - 1¢ coluna), redes de transicdo com 8 = 100 “’° (coluna 2%) e 6 = 110°
(coluna 3%), e rede Kagome (60 = 100° - 4¢ coluna), para bordas retas [Figs. 35(a)-35(d)],
barbadas [Figs. 35(e) - 35(h )] e assimétricas [Figs. 35(1)-35(1)]. Os resultados obtidos na
aproximacgdo NN-sites e NNN-sites sdo representados por linhas tracejadas vermelhas e sélidas
pretas, respectivamente. Os estados de borda sdo mostrados para a aproximagao NN-sites (linha
verde tracejada) e NNN-sites (linha azul sélida). As fungdes de onda também sdo mostradas na
parte inferior da figura para alguns desses estados de borda [Fig. 35(1-7)].

Note que se apenas NN-sites forem considerados, entdo as bandas planas degeneradas
Ny-vezes persistem no espectro de energia de Lieb, transi¢des e nanofitas de Kagome para os
trés tipos de borda. A inclusio de sitios NNN leva a destrui¢do desta degenerescéncia em todos
os casos, transformando as bandas planas em bandas quase planas.

Vale destacar também a morfologia das nanofitas entre Lieb (0 = 7/2) e Kagome
(6 = 2m/3), controladas pelo pardmetro /2 < 6 < 2m/3, e suas consequéncias na evolugio
das bandas de energia para diferentes valores de 6 da nanofita de transi¢cdo. Observe que o
espectro de energia das nanofitas de transicao [Fig. 35(60 = 100°, 8 = 110°)] sdo idénticos a rede
de Lieb espectros na aproximagao NN-sites. Isso porque os efeitos da deformacao da diagonal
de aproximacao dos sitios A e C mais proximos ndo sao considerados no modelo NN-sitios,
pois t4¢ é admitido igual a zero. Somente quando 8 = 120° o espectro de aproximacao de sitios
NN muda abruptamente para o espectro de energia da nanofita Kagome porque o parametro de
salto #4¢ ndo € mais um parametro de sitios NNN como em nanofitas de transi¢do para ser um
parametro de salto de NN-sites em nanofitas Kagome.

Pela Fig. 35 fica evidente a evolucdo dos estados de borda. De fato Lieb, transi¢des
e nanofitas Kagome com bordas retas ndo apresentam estados de borda [Fig. 35(a-d)]. No caso
da borda barbada, a nanofita de Lieb ainda nio apresenta estados de borda [Fig. 35(e)], mas a
nanofita de transic¢do [Fig. 35(f,g)] ja apresenta dois estados de borda [Fig. 35(1,2)] para o caso
especifico de aproximacdao NNN-sites, que s@o: (i) o mais energético das bandas dispersivas
mais baixas e (i1) o menos energético das bandas dispersivas superiores. Portanto, no caso da

borda com barba, os estados de borda sao induzidos fazendo 6 > 100° junto com a inclusdo de
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Figura 35 — Comparacdo do espectro de energia obtido na aproximacao tight—bindinog com
NN-sites (curvas vermelhas tracejadas) e NNN-sites (curvas pretas s6lidas) com mudanga do
pardmetro 6, para os casos de nanofitas de: Lieb (0 = 90° - primeira coluna), transi¢do (6 = 100°
- segunda coluna e 8 = 110° - terceira coluna) e Kagome (6 = 120° - quarta coluna) para liso
(N = 13 - primeira linha), barbudo (N = 13 - segunda linha) e assimétrico (N = 12 - terceiro
linha) arestas. A evolugdo dos estados de borda presentes no modelo TB de NN-sites (curvas
tracejadas verdes) e NNN-sites (curvas sOlidas azuis) sdo mostradas. Os painéis inferiores
correspondem as distribuicdes da funcdo de onda pelo modelo de ligagdo rigida com NNN-sites,
para os estados rotulados nos painéis para (f-1) estados de Lieb [4], estados de transi¢do com
0 =100°[1,5]e 6 =110° [2,6], e (d,h,]) estados de Kagome [3,7].

NNN:-sites para nanofitas de transi¢do. Os quatro estados de borda do espectro de energia da
nanofita Kagome com borda barbuda, discutidos na secao anterior [Fig. 34(b)(1,5,6)], também
sao observado na aproximacao NN-site [Fig. 35(3)].

No caso de bordas assimétricas [Fig. 35(i-1)], todos os estagios de evolugdo do
processo de interconversibilidade entre nanofitas de Lieb e Kagome apresentam dois estados de
borda, que novamente sdo: (i) o mais energético dos bandas dispersivas inferiores [Fig. 35(4-7)]

e (11) a menos energética das bandas dispersivas superiores. Diferentemente das nanofitas de
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transi¢cao com bordas barbadas, aquelas com bordas assimétricas apresentam tais estados de
borda ndo apenas para a aproximacdo NNN-sites, mas também para a aproximagao NN-sites.

Interessados também na densidade de probabilidade de encontrar a particula em
nosso sistema, nos dedicamos ao estudo das fun¢des de onda para o caso degenerado, aplicando
as condicoes estabelecidas para os diferentes tipos de bordas das nanofitas apresentadas.

O estudo das fun¢des de onda para as nanofitas com diferentes tipos de bordas para
o caso degenerado se deu negligenciando os segundos vizinhos, nesta situagdo estudamos as
nanofitas de Lieb e Kagome, pois ndo faz sentido trabalhar com a nanofita de transicdo sem a
contribui¢do dos segundo vizinhos.

Na Fig.36, onde temos os modos degenerados, apresentamos a densidade de pro-
babilidade para a banda plana em prol de compararmos o comportamento das mesmas bandas
com o caso em que temos a contribuicao dos segundo vizinhos. Quando analisamos as bandas
planas para o segundo caso, observamos que essas bandas apresentam comportamento nodais
para todas as nanofitas, o que nos leva a concluir que ao incluir a contribui¢do dos segundos
vizinhos h4 esta alteracdo na densidade de probabilidade.

Agora, para justificar totalmente a escolha do parametro n nas energias de salto
ti j» dado pela Eq. (3.2), para o acoplamento entre os dtomos i € j de qualquer uma das sub-
redes A, B ou C, apresentamos nas Figs. 37, 38 e 39 a relagcdo de dispersdo de nanofitas de
Lieb, transi¢do (com 8 = 105°) e Kagome, respectivamente, com bordas retas (primeira linha),
barbadas (segunda linha) e assimétricas (terceira linha) para diferentes valores do parametro n:
(coluna da esquerda) n = 4, (coluna do meio) n = 6 e (coluna da direita) n = 8.

Antes de discutir as Figs. 37, 38 e 39, vale a pena primeiro analisar cuidadosamente
o papel do parametro n no expoente exponencial na Eq. (3.2). Observe que ele funciona como
um modulador de forca das interagdes entre sitios atdbmicos conectados. Como esperado em uma
visdo geral das interacdes atdmicas, quanto maior (menor) a distancia entre os 4tomos menor
(maior) a energia de acoplamento. Portanto, o parametro n na Eq. (3.2) determina a rapidez com
que a distancia interatdmica decai.

Pelas Figs. 37, 38 e 39, hd a quebra da degenerescéncia da banda plana quando
mudamos o valor de n, pois para diferentes parametros n, o hopping evolui obedecendo a
Eq. 3.2. Para valores de n < 8, a banda plana € destruida devido a consequente intensificagao
da contribui¢do de sites mais distantes que os NN-sites. Portanto, para obter aproximadamente

um modelo tight-binding com apenas NN-sites hoppings, € necessario tomar n = 8. Isso ocorre
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porque o espectro de energia das nanofitas de Lieb e Kagome restaura as bandas quase planas, que
se aproximam nas bandas exatamente planas caracteristicas da aproximagao exata dos primeiros

vizinhos.
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Figura 37 — Espectros de energia de nanofitas de Lieb com bordas retas(a-c), barbadas(d-f) e
assimétricas(g-1), para n = 4 [Fig. 37(a,d,g)], n = 6 [Fig. 37(b,e,h)] e n = 8 [Fig. 37(c.f,1)].
Nota-se os efeitos dos diferentes valores de n na banda plana para a rede de Lieb.
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Figura 39 — O mesmo da Fig. 37, mas agora para a rede de Kagome.

3.5 Leis de escala de energias de gaps de banda

Nesta secao, investigamos as leis de escala que regem as energias de intervalo de
banda de nanofitas de Lieb, transi¢do e Kagome usando nosso modelo tight-binding. Variamos
sistematicamente k, € ky, de 0 a 27 e determinamos Aj,, que € a menor diferenca de energia
entre a banda mais energética das bandas inferiores (£) e a menos banda energética das bandas
médias (E5"). Da mesma forma, Ap3 é a menor diferenga de energia entre a banda mais energética
das bandas intermediarias (E2> ) e a banda menos energética das bandas superiores (E3). As
figuras 30, 32 e 34 mostram E, E2<, E2> e E5 das menores nanofitas de Lieb, transi¢do e Kagome.
Para comparar os gaps de energia das bordas barbadas (B-superscript) e retas (S-superscript),
realizamos uma andlise visual usando um ajuste de curva e pontos de dados mostrados na Fig. 40.
Para garantir uma comparagao significativa, excluiremos nanofitas com bordas retas de nossa
andlise devido a auséncia de um gap de energia discutida nas se¢des anteriores.

Em geral, a dependéncia dos gaps de energia com a largura (W) de nanofitas com
bordas assimétricas segue uma lei de poténcia o< w—3/4 para todos os parametros 6. Por outro
lado, os gaps de energia de nanofitas com bordas barbadas exibem uma evoluc¢ao diferente em
relacdo a largura, dependendo do tipo especifico de rede. Para nanofitas Lieb, a dependéncia do

gap € o< w—3/4 [Fig. 40(a)], para nanofitas de transigio é «« W~ [ Fig. 40(b)], e para nanofitas
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Kagome € o w32 [Fig. 40(c)]. A dependéncia dos gaps de energia no parametro de angulo
de borda 6 para bordas barbadas nesses diferentes tipos de redes sugere que as propriedades
eletrOnicas de nanofitas podem ser adaptadas controlando o dngulo em que as bordas sdo
cortadas. Essas descobertas apresentam um caminho promissor para o design de dispositivos

nanoeletronicos com as propriedades eletronicas desejadas.
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Figura 40 — Energias de gap entre as bandas inferior e média (A1), e entre as bandas média e
superior (Az3), em fungdo da largura da nanofita, W = (N — 1)ay, para: (a) Lieb, (b) transi¢ao e (c)
nanofitas Kagome. Os resultados em ponto de dados (simbolo) e ajuste (curva) sdo apresentados
para bordas assimétricas (A-sobrescrito) e barbeadas (B-sobrescrito). O grafico inserido mostra
versoes grandes do gap destacadas em cinza.

Identificamos que os dois gaps de energia presentes no espectro de energia das
nanofitas de Lieb [Fig. 40(a)], que separam as bandas dispersivas inferior e superior das bandas
médias quase planas, sdo simétricos entre si outro em ambos os casos barbudos (A%, e AS;) e
assimétricos (A/f2 e A‘§‘3). No entanto, as lacunas correspondentes no espectro de energia das
nanofitas de transi¢cdo [Fig. 40(b)] sdo assimétricas, com valores diferentes, mas preservando a
fungdo o< W—3/4 no barbudo caso e o« W1 no caso assimétrico.

Além disso, descobrimos que o gap maximo de energia, E =t¢, é observado apenas no
caso de nanofitas de Lieb com bordas barbadas. Para todas as outras configuracdes de nanofitas de
Lieb, transicdo e Kagome, os gaps sdo menores que E =t. A presenca de gaps de energia maiores
em nanofitas de Lieb com bordas barbadas indica que essas bordas podem ser cruciais para
aplicagdes que requerem gaps maiores, como no desenvolvimento de dispositivos nanoeletronicos.
Além disso, a observagdo de dois gaps de energia simétricos no espectro de energia de nanofitas
de Lieb fornece informagdes valiosas para futuras investigacdes experimentais.

Nosso estudo revela que a dependéncia de lacunas de energia no gap da nanofita
difere para bordas assimétricas e barbadas em nanofitas de transi¢do, sugerindo que esses dois

tipos de bordas podem afetar as propriedades eletronicas da nanofita de maneira diferente.
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Essas descobertas podem ter implicacdes significativas para o design de dispositivos eletronicos

baseados em nanofitas de transicao.

3.6 Efeito da quebra de simetria de subrede com diferentes tipos de bordas

Nos propomos a estudar o efeito da quebra de simetria de subrede para as nanofitas
com diferentes tipos de bordas. Iniciamos as analises para a quebra de simetria na nanofita de
Lieb, transicao e Kagome, respectivamente, utilizando as mesmas nove configuragdes apresen-
tadas anteriormente, para o caso infinito, referente a 6 /f = —1 em relacdo a 6 = 0. As curvas
pretas sdo referentes a quebra se simetria nula, onde 6 = 0, enquanto as curvas vermelha e azul

representam a quebra de simetria negativa e positiva, respectivamente.
3.6.1 Nanofita de Lieb

Borda reta E observado na primeira configuracio que a banda de cima se junta com
a de baixo, e a banda plana sobe de O para 2 na escala energética. O ponto triplamente degenerado
ficou duplamente degenerado com a separacdo da banda plana. Na segunda configuracdo, hé a
abertura de um gap entre a banda de cima e a banda plana, essa permanece junta da banda de
baixo. Na terceira configuracdo, um gap € aberto e as trés bandas se separam, a banda plana,
em especial, sofre uma deformacdo bastante visivel no ponto antes triplamente degenerado. Na
quarta configuragdo, ocorre 0 mesmo que na primeira configuracdo, mas em um nivel energético
menor. Ja na quinta configuracio, ocorre o mesmo que na segunda configuragdo, também em
nivel energético menor. Na sexta configuracio, a banda plana sofre deformacao, € aberto um
gap de energia entre a banda plana e a banda de baixo. Tanto na sétima configura¢do quanto na
oitava, a banda plana sofre deformacao e se junta com a de baixo. Na nona configuracdo, as trés
bandas se separam, e a banda plana, que ficava antes entre as duas bandas dispersivas, passa para
a parte superior do espectro de energia.

Borda barbada Podemos observar que, na primeira configuracao, os modos planos
passam para a parte superior do espectro de energia, hd também a separacdo das trés bandas. Na
segunda configuragdo, a banda plana desce para —1 na escala de nivel energético. Na terceira
configuraciao, um dos modos da banda plana sofre deformacado, enquanto o outro desce na escala
de energia. Na quarta configuracido, apenas um dos modos sofre deformacgdo. Ja na quinta

configuracdo, ocorre o mesmo que na segunda configuracdo. Na sexta configuragdo, ocorre o
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mesmo que na terceira configuracdo, se diferenciando apenas na escala de energia. Nas sétima e
oitava configuragdes, temos que um dos modos planos se junta com a banda de baixo. Na nona
configuracao, percebe-se uma deformacao em um dos modos planos.

Borda assimétrica Na primeira configuragio, percebemos que a banda plana sofre
deformacdo e se aproxima da banda de baixo. Na segunda configuracdo, a banda plana desde
para —1 na escala energética. Na terceira configuracdo, a banda plana sofre deformac¢do. Na
quarta configuracdo, ocorre 0 mesmo que na primeira configura¢do, mas em um nivel de energia
menor. J& na quinta configuracdo, se tem o mesmo que ocorre na segunda configuracdao. Na
sexta configuragao, a banda plana sofre deformacao e se junta com a banda de cima. Na sétima
configuracio, ocorre 0 mesmo que quarta configuracao. Na oitava configuragdo, assim como

a quarta configuragdo, ocorre 0 mesmo que na primeira configuracdo. Na nona configuragdo a
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banda plana sobe na escala de energia e sofre deformacao.
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Figura 41 — Nove diferentes tipos de configura¢des usadas na quebra de simetria de subrede para
as bordas retas(linha de cima), barbadas(linha do meio) e assimétrico(linha de baixo) para a
nanofita de Lieb.

O

3.6.2 Nanofita de transicdo

Analisando as mesmas configuracdes estudadas anteriormente, considerando as
mesmas trés bordas: reta, barbada e assimétrica, percebe-se que, para a nanofita de transicao,

ocorre 0 mesmo ja verificado para a nanofita de Lieb, onde a borda barbada apresenta uma
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diferenca maior (perceptivel) nos resultados dessas configuracdes. Isso se deve aos modos que
compdem a banda quase plana da nanofita com essa terminacao de borda. Com o menor valor
possivel da nanofita, € possivel observar que as bordas retas e assimétricas se assemelham em
quantidade de modos para cada banda nos casos das nanofitas de Lieb e transi¢do, enquanto que

a borda barbada apresenta na banda quase plana dois modos em transi¢do e apenas um em Lieb.
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Figura 42 — O mesmo da Fig. 41, mas agora para nanofita de transicao.

3.6.3 Nanofita de Kagome

O estudo da quebra de simetria de subrede para a nanofita de Kagome apresentou
casos interessantes, se diferenciando das duas nanofitas estudadas anteriormente.

Borda reta Na primeira configuracdo, observa-se que a banda plana, que ficava na
parte inferior do espectro de energia, sobe na escala energética e agora cruza o cone de Dirac.
Nas segunda e terceira configuracdes, € aberto um gap de energia e o cone deixa de existir. Ja
na quarta configuracdo, ocorre 0 mesmo que na primeira configuracao, se diferenciando por
apresentar uma deformacio na banda plana. Nas quinta e sexta configuracdes, € aberto um
gap de energia e as bandas se separam. Na sétima configuragdo, além do gap aberto, podemos
observar que acontece a mesma coisa com energia on-site positiva ou negativa. Nas oitava e
nona configuracdes, ocorre a separacdo das bandas, e a banda plana sobe no espectro de energia,
ficando entre as outras duas bandas dispersivas.

Borda barbada E possivel observar que, na primeira configuracdo, ocorre um
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espacamento entre as bandas de energia. Tanto na segunda configuragdo quanto na terceira,
quinta e sexta, ¢ aberto um gap e os modos se separam. J4 na quarta configuracdo, as bandas
descem na escala de energia. Na sétima configuracdo, um gap € aberto e observa-se que o
comportamento das curvas é o mesmo quando 6/t = +1. Nas oitava e nona configuragdes, hd
uma separacgao entre os modos de energia.

Borda assimétrica Na primeira configuragio, percebemos uma inversiao no sentido
da curvatura de um dos modos. Nas segunda e terceira configuragdes, observa-se o aparecimento
de uma banda quase plana na parte inferior do espectro de energia. J4 na quarta configuracao,
ha o surgimento de uma banda totalmente plana entre as duas bandas dispersivas. Nas quinta e
sexta configuracdes, ndo ha grandes mudangas com essa quebra de simetria, apenas uma variagdo
na escala para um valor menor que a curva sem energia on-site. Na sétima configura¢do, ndo
ha mudang¢a no comportamento das curvas no espectro, mas percebemos que ocorre a mesma
coisa no caso positivo e negativo de 6. Tanto na oitava configuracdo quanto na nona, é possivel
observar o aparecimento de uma banda quase plana entre as outras bandas.

Para a andlise feita de 8/t = 1, observamos que, para Lieb e transi¢cdo, em todos
os casos estudados e com os diferentes tipos de bordas, 0/t = 1 apresenta um comportamento
espelhado do caso d/f = —1. No entanto, para a nanofita de Kagome esse espelhamento nio
ocorre.

Para a nanofita de Kagome com a borda reta, temos que na primeira configuracao,
a banda plana sofre uma pequena deformagdo, enquanto o restante do espectro sobe na escala
energética. Nas segunda e terceira configuragdes, ocorre 0 mesmo que no caso negativo, se
diferenciando apenas na escala de energia. Na quarta configuragdo, o espectro nao sofre alteracao,
mas também sobe na escala. Nas quinta e sexta configuracdes, abre-se um gap de energia entre
as duas bandas dispersivas. Ja na sétima configuracdo, abre-se um gap de energia e as trés bandas
sdo separadas. Nas oitava e nona configuracdes, um gap de energia € aberto entre as trés bandas,
e a banda plana sofre uma pequena deformacao.

No caso da nanofita de Kagome com a borda barbada, na primeira configuracao
observamos que os modos da banda de cima ficam mais espacados, enquanto os modos da banda
de baixo ficam mais estreitos. Nas segunda, terceira, quinta e sexta configuracdes, abre-se um
gap de energia entre as bandas e a de baixo se torna uma banda plana, o mesmo observado no
caso negativo, mas em um nivel de energia maior. Na sétima configuracdo, ndo ha distin¢ao entre

0 caso positivo e negativo. Nas oitava e nona configuragdes, abre-se um gap de energia e a banda
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de cima apresenta modos mais espacados e a de baixo apresenta modos mais proximo entre Si.

Com a borda assimétrica, podemos observar que, na primeira configuragio, assim
como na oitava e nona, a deformacdo nas bandas dispersivas fica mais intensa. Nas segunda e
terceira configuracdes, a banda de baixo se deforma, enquanto a banda do meio se torna quase
flat. Na quarta configuracdo, a banda inferior fica totalmente plana e as bandas dispersivas sofrem
deformacgao. Nas quinta e sexta configuragdes, a banda do meio fica quase flat e o espectro sobe
na escala energética. Na sétima configuracio, assim como em outras bordas, os casos positivo e

negativo sdo iguais.

y » ¥y v y y y v v

- + + 0 + + 0 - -

+ - ot F a- + o « 0 et + 20 - ot x 0 ot + -0
> /," e~ P NS . \‘\ ,,’ \‘\ /' s s « P [ SN P

4 x
N .
R g N - E N - - | N ’ -

Vs

STRAIGHT

b b oo w s

0=7/9 mmm—

N oW B
H T

/Q mnmuns

[ BearoED |

1=1

1/9 ==m

[ AsymmeTRIC |

20 1 20 1 20 1 20 1 20 1 20 1 20 1 20 1 2
ka/n ka/n ka/n ka/m ka/m ka/n ka/n ka/n ka/n
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4 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Em resumo, estudamos sistematicamente os estados eletronicos de nanofitas feitas
de redes de Lieb, transi¢cao e Kagome com base em um Hamiltoniano dentro do modelo tight-
binding recentemente proposto (JIANG et al., 2019b) que leva em conta a interconversibilidade
entre essas redes. Espectros de energia e densidade de estados sdo investigados assumindo
diferentes tipos de terminagdes de borda (retas, barbadas e assimétricas) e larguras das nanofitas.
Os efeitos das interagdes dos primeiros e segundos vizinhos mais préximos nos espectros de
energia sao analisados, em particular, nos niveis quase-planos.

Inicialmente revisamos o estudo sobre a interconversibilidade entre as redes Lieb-
Kagome para o caso da rede infinita. Em seguida, investigamos em primeira mao o efeito
da quebra de simetria de subrede nos espectros eletronicos das folhas infinitas dessas redes,
avaliando nove configuracdes ndo-equivalentes de energias on-site para as trés subredes.

Para as nanofitas podemos observar o efeito da quebra da degenerescéncia da banda
plana analisando as intera¢des de segundos vizinhos e também variando o pardmetro de hopping.
O que nos leva a conclusao de que as interagdes dos segundos vizinhos mais préximos causam
principalmente uma distor¢ao dos estados planos, levando-os a ter uma dispersdo ndo-nula e
quebrando sua degenerescéncia.

Independentemente do tipo de borda, o nimero de estados quase-planos € o mesmo
que o numero de dtomos pertencentes a subrede atdmica central, ou seja, o nimero de subredes
A com direcdo vertical de simetria de translacdo e seriam subredes do tipo C no caso de diregdo
de simetria de translac@o horizontal, e equivalentemente ¢ semelhante ao nimero de estados de
bulk positivos e negativos em relacdo a energia de Fermi.

Ao investigarmos o espectro eletronico da rede de Lieb e Kagome encontramos
bandas de energias caracteristicas formadas por duas bandas compondo um cone de Dirac e uma
terceira banda plana, ja quando analisamos os efeitos de bordas das nanofitas de Lieb e Kagome
os resultados se mostraram ainda mais interessantes, uma vez que a banda plana persiste em
todos os modos e o cone de Dirac some, para o caso das bordas barbadas e assimétricas, dando
lugar a um gap de energia.

Concluimos que a geometria influencia significativamente na abertura de gaps de
energia. Ja esperdvamos que o confinamento causasse discretizacdo nos niveis eletronicos,
mas observamos que ao confinarmos nossas redes em uma nanofita com borda reta ndo ha o

surgimento de gaps de energia, enquanto que com as outras geometrias de bordas, barbada e
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assimétrica, podemos perceber o aparecimentos desses gaps.

A partir do estudo da interconversibilidade entre as redes Lieb e Kagome, podemos
observar em seus espectros de energia a transicdo dos estados dos cones e flats. Na transicdo de
Lieb para Kagome a banda plana sobre deformacao ate que € totalmente destruida nessa fase,
ao final da transicdo a banda plana que estava no meio entre as bandas que formam um cone,
passa para baixo do cone. Isto €, o ponto triplamente degenerado em Lieb desaparece com a
deformacao da banda plana, dando origem a dois pontos duplamente degenerados no espectro da
rede de transicdo, surgindo agora dois cones de Dirac inclinados, até que a banda plana reaparece
na parte inferior do espectro em Kagome.

Realizando o estudo, a partir do plote das funcdes de onda para cada caso estudado
neste trabalho foi possivel discutir sobre os estados de bordas, especificando quando aparecem e
devido a quais tipos de nanofitas, motivado em entender a diferenca entre o estado de borda e o
estado flat dentro do espectro de energia e no comportamento da fun¢do de onda. Contudo, foi
observado que as bandas planas apresentam comportamento nodais para todas as nanofitas e ha o
aparecimento de estados de bordas apenas para a nanofita de Kagome com dois tipos de bordas:
barbadas e assimétricas. E temos ainda que, N, € igual ao niimero de modos da banda plana e
Np, € igual ao nimero de modos bulk da banda inferior, isso ocorre para todas as nanofitas com
todos os tipos de bordas.

Demonstramos ainda que: (i) as leis de escala de energia de intervalo de banda para
nanofitas barbadas e assimétricas exibem padrdes distintos, de modo que a lei de poténcia para

nanofitas barbadas segue o< w—3/4

, enquanto as nanofitas assimétricas de Lieb compartilham
a mesma lei de poténcia com as barbadas, e nanofitas de transi¢cao t€ém uma lei de poténcia de
o W™, e nanofitas Kagome demonstram uma lei de poténcia o< W32 (i) independentemente
do tipo de aresta, o nimero de bandas quase planas € igual ao nimero de d&tomos pertencentes a
sub-rede atdmica central, ou seja, o nimero de sub-redes A no caso da Fig. 28 com direcdo de
simetria de translacdo vertical e seria C sub-redes no caso de direcao de simetria de translacao
horizontal, e equivalentemente € semelhante ao nimero de estados positivos € negativos em
relacdo a energia de Fermi; (iii) as interacdes NNN causam principalmente uma distor¢ao dos
estados planos, levando-os a uma dispersao nio nula e quebrando sua degenerescéncia; (iv) Lieb
e transi¢do (6 = 105°) nanofitas com bordas retas sdo metalicas, enquanto nanofitas com bordas

assimétricas e barbudas sdo semicondutoras, e apenas nanofitas Kagome com bordas assimétricas

sdo semicondutoras, de modo que nanofitas com bordas retas e barbudas sao metdlicas.
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Foi realizado um estudo sistemadtico das propriedades eletronicas das nanofitas de
Lieb, transicao e Kagome. Estudando assim os efeitos da quebra de simetria de subrede nas
propriedades eletrOnicas dessas nanofitas ao se considerar nove diferentes configuracdes de
quebra de simetria, analisando a quebra da degenerescéncia da banda plana, a mudanga da
curvatura das bandas.

Para trabalhos futuros pretendemos dar continuidade ao estudo dos efeitos de tama-
nho finito nos estados de bordas para as redes de Lieb, transi¢cdo e Kagome, considerando agora o
acoplamento spin-6rbita (ISO). Com a inclusdo do ISO € aberto uma lacuna topologicamente ndo
trivial e origina ao efeito Hall de spin quantico (QSH) caracterizado por dois pares de estados de
bordas sem intervalos dentro do gap (CHEN; ZHOU, 2016).

Pretendemos nos dedicar a abordagem continua para o espetro de energia dessas
redes levando a investigacao de condicdes de contorno para as nanofitas de Lieb, transicdo e
Kagome com bordas retas, barbadas e assimétricas no &mbito do modelo continuo, de forma
a encontrar resultados que sejam proximos aos obtidos pelo modelo tight-binding para baixas
energias.

Por fim, nos propomos a explorar os efeitos do campos externos, tais como campo
magnético, nos espectros de energia das folhas infinitas e nanofitas das redes de Lieb, transicao e
Kagome. Inicialmente, pretende-se encontrar os niveis de Landau, borboleta de Hofstadter, e
condutividade Hall, para a rede de transicdo e comparar com os resultados ja obtidos na literatura
para os casos de Lieb e Kagome, a fim de verificar se tais efeitos correspondem aos casos limites
dessas redes. Em seguida, pretende-se investigar os efeitos do campo magnético no espectro das
nanofitas considerando os diferentes tipos de bordas. Realizando, assim, o estudo a respeito da
dependéncia dos espectros de energia com o campo magnético para redes de Lieb, transicao e
Kagome, e suas nanoestruturas.

Esperamos que esses resultados sejam uteis para projetos de dispositivos nanoestrutu-
rados baseados em redes genéricas (organicas ou inorgénicas) provavelmente de Lieb, transi¢ao
e Kagome, uma vez que efeitos de tamanho finito sdo relevantes em qualquer estrutura de
confinamento quantico como as discutidas aqui sobre os estados de borda e fisica de banda

plana.
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APENDICE A - DENSIDADE DE ESTADOS

A evolucao da densidade de estados (DOS) € realizada por uma superposi¢cao de

estados de energia individuais que ampliamos usando uma fun¢do gaussiana

F(E) = e EE/T (A1)

Y

com fator de alargamento ¥ € menor que as separagdes dos niveis de energia. Y= 0.05 eV foi
assumido para todas as figuras daqui em diante, salvo indica¢do em contrério. (da Costa et al.,
2015)

No estado fundamental de um sistema de N elétrons livres, os orbitais ocupados do
sistema preenchem uma esfera de raia k. A energia de um elétron de vetor de onda k¢ € dada

por & = h*k/2m (KITTEL, 1967).

@ (b) ,,

Fermi
Surface

Figura 44 — (a) Superficie de Fermi na energia €. (b) Densidade de estados de uma tnica
particula em fun¢do da energia para um gés de elétrons livres em trés dimensoes.

Vamos entdo determinar a expressao para o nimero de orbitais por intervalo de

energia, D(¢€). O nimero total de orbitais com energia < € é dado por:

w2 (3mN\*?
o= (50 (A2)

Esta equacdo relaciona a energia de Fermi com a concentrac¢@o de eletrons, N/V. Assim, a
densidade de estados é dada por
dN \% 2m 3/2 1/2
)=—=—| == e/, A3
(&) de 2n2<ﬁ2> &-3)
onde podemos expressar este resultado de forma mais simples, obtendo a seguinte expressao
para a densidade de estados:

4N 3N
- de ¢’

D(e) (A4)
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Este resultado nos mostra que, a menos de um fator numérico da ordem da unidade,
o ndmero de orbitais por intervalo de energia de Fermi € igual ao nimero total de elétrons de
conducdo dividido pela energia de Fermi (KITTEL, 1967).

A densidade de estados depende dos limites dimensionais do proprio material, em
um sistema bidimensional, as unidades de DOS sdo energia e drea. Dessa forma, considerando
um s6lido nanométrico em forma de fio, com as dimensdes dos eixos x € y muito pequenas,

enquanto a dimensao ao longo do eixo z € muito grande, as energias e autoestados sao

€ =&+ 1k;/2m y(x,y,2) = i j(x,y)e™, (A.5)

onde i e j sdo nimeros quanticos dos autoestados no plano xy.

(a) (b) ..

Fermi
Surface

Densidade de orbitais, escala relativa

\
\\

Energia, e —>

Figura 45 — Diagrama de um fio retangular quase unidimensional, juntamente com as relagdes de
dispersdo e a densidade de estados das sub-bandas unidimensionais.

A relacdo de dispersao consiste em uma série de sub-bandas unidimensionais, cada

uma correspondente a um estado diferente de energia.
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