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RESUMO

A teoria dos jogos combinatdrios € uma linha da matemdtica e da teoria da computacdo na qual
estuda jogos sequenciais de informacao perfeita. Um jogo combinatério € dito imparcial se
a Unica diferenca entre o primeiro e o segundo jogador € que o primeiro comega o jogo, mas
ambos possuem as mesmas possibilidades de jogada. A teoria de Sprague-Grundy diz que todo
jogo imparcial finito pode ser associado a um nimero, chamado nimber, referente ao tamanho de
uma pilha do jogo Nim, um classico jogo imparcial resolvido matematicamente por C.Bouton
em 1901. Com isso, determinar o nimber de um jogo imparcial € importante para obter uma
estratégia vencedora, de acordo com as estratégias conhecidas do jogo Nim. Além disso, um
Jjogo combinatdrio € dito partizan quando alguns movimentos sdo permitidos para um jogador
e ndo para outro. Uma das contribui¢cdes de John H. Conway na teoria dos jogos partizan foi
associar um nimero diddico a esses jogos com o intuito de obter estratégias vencedoras neles.
De outro modo, de acordo com Duchet (1987), o primeiro artigo sobre convexidade em grafos,
em inglés, foi o artigo "Convexity in graphs" publicado em 1981. Um dos seus autores, Frank
Harary, introduziu em 1984 os primeiros jogos de convexidade em grafos, focado na convexidade
geodésica, que foram investigados em uma sequéncia de cinco artigos que terminou em 2003.
Diante disso, nesse trabalho, continuaremos essa linha de pesquisa. As definicdes dos jogos
de convexidade foram estendidas para outras convexidades e obtivemos resultados para as suas
estratégias vencedoras. Dentre esses resultados, solucionamos os jogos em arvores através
da teoria de Sprague-Grundy em jogos imparciais e através da teoria de Conway para jogos

combinatdrios partizan.

Palavras-chave: jogos de convexidade; jogos imparciais; teoria de Sprague-Grundy; jogos

partizan; Conway.



ABSTRACT

The combinatorial games theory is a branch of mathematics and theoretical computer science
that studies sequential games with perfect information. A combinatorial game is called impartial
if the only difference between the first players and second player is that the first started the game,
but both players have the same possibility of play. The Sprague-Grundy’s theory says that every
finite impartial game can be associated with a number, called nimber, regarding size of a Nim
game heap, a classical impartial game solved for C. Bouton in 1901. . Therefore, determine the
nimber of a impartial game is important to obtain a winning strategy, acoording to know winning
strategies of the Nim game. Moreover, a combinatorial game is called partizan if the some
moves are allowed for a player and not to another. One of John H. Conway’s contributions in
partizan game theory was associated a dyadic number with this games in order to obtain winning
strategies in them. Futhermore, accordingly to Duchet (1987), the first paper of convexity on
graphs, in english, it the paper "Convexity in graphs"published in 1981. One of its authors, Frank
Harary, introduced in 1984 the first graph convexity games, focused on the geodesic convexity,
which were investigated in a sequence of five papers tha endend in 2003. In this work, we
continue this research line, extend these games to other graph convexities, and obtain winning
strategies results. Among them, we obtain winning strategies for trees from the Sprague-Grundy

theory on impartial games and Conway’s combinatorial game theory on partizan games.

Keywords: convexity games; impartial games; Sprague-Grundy’s theory; partizan games;

Conway.
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1 INTRODUCAO

Segundo Roger B. Myerson (MYERSON, 1997), a teoria dos jogos pode ser definida
como o estudo de modelos matemaéticos de conflito e cooperagdo entre inteligéncias racionais
capazes de tomar decis@o. Em outras palavras, a teoria dos jogos prové técnicas matematicas
para analisar situacdes em que dois ou mais individuos tomam decisdes que irdo influenciar o
estado uns dos outros. Myerson afirma que na linguagem da teoria dos jogos, um jogo se refere
a qualquer situagdo social envolvendo dois ou mais individuos, chamados de jogadores. Logo, a
teoria dos jogos buscar analisar conflitos e teorizar a respeito de tomadas de decisao.

A teoria dos jogos moderna teve seu inicio a partir de 1910 com o estudo de estraté-
gias para jogos de dois jogadores e de soma-zero, ou seja, jogos em que o ganho de um jogador
representa necessariamente perda para o outro jogador. Damas, Xadrez e jogo da velha sao
exemplos de jogos de dois jogadores e de soma-zero.

Nesse sentido, a teoria dos jogos moderna produziu diversas aplicacdes em problemas
reais. Como exemplo, em 1913, Ernst Zermelo demonstrou que o jogo de xadrez € estritamente
dominado, isto €, um jogo em que a cada etapa da partida pelo menos um dos jogadores possui
uma estratégia que lhe trard a vitoria ou conduzira o jogo ao empate (ZERMELOQO, 1913).

Nao obstante, um trabalho de grande destaque foi o do matematico hiingaro John Von
Neumann , quando em 1928 publicou o artigo On the Theory of Games of Strategy (NEUMANN,
1928) em que provava a existéncia de solu¢do em estratégias mistas (quando se leva em consi-
deracdo distribui¢des probabilisticas) para jogos finitos de soma-zero com dois jogadores. O
trabalho de Von Neumann na teoria dos jogos culminou, em 1944, na publica¢do do livro Theory
of Games and Economic Behavior (NEUMANN; MORGENSTERN, 1947), com co-autoria
do economista Oskar Morgenstern. Nele, Von Neunmann e Morgenstern conceberam uma
teoria matemadtica inovadora de organizac¢do econdmica e social baseada na teoria dos jogos de
estratégia.

Segundo, Roger B. Myerson (MYERSON, 1997), Robert W. Dimand (DIMAND,
1996) e John M. Smith (SMITH, 1982), a partir de 1950 a teoria dos jogos teve grandes avangos
e foi aplicada em vdrias dreas do conhecimento como economia, sociologia e filosofia, assim
como foi amplamente utilizada como ferramenta diddtica em ambientes escolares.

Em 1970, John M. Smith aplicou os conceitos da teoria dos jogos na biologia com a
esperanga de entender a evolugdo do comportamento de animais em ambientes sociais (SMITH,

1979). Além disso, em 1994, John Nash recebeu o Prémio Nobel de Ciéncias Econdmicas



por sua contribui¢ao na teoria dos jogos aplicada na economia. Nash introduziu o conceito de
equilibrio de Nash que soluciona jogos nao cooperativos, isto €, jogos em que os jogadores nao
podem formar aliancgas.

De maneira geral, a teoria dos jogos procura entender conflitos e cooperagdes
entre individuos através de modelos quantitativos e exemplos hipotéticos. Normalmente esses
exemplos sdo mais simples do qué os problemas reais, pois ignoram menores detalhes. Contudo,
mesmo em contextos onde as posi¢des dos individuos ndo sdao bem definidas, ainda € possivel
compreender melhor essas situagdes reais estudando os contextos hipotéticos da teoria dos jogos.

Tendo isso em vista, a teoria dos jogos € uma area da matemdtica que pode ser
aplicada em diversos contextos e auxiliar no desenvolvimento e na andlise de comportamentos nas
relagdes entre individuos. Entdo, sabendo da importancia do estudo desse ramo da matemética,
esse trabalho visa estudar e apresentar resultados na teoria dos jogos combinatdrios, um ramo
da teoria dos jogos que estuda jogos sequenciais e de informacgdo perfeita. Para isso se faz
necessdrio a apresentacdo de algumas terminologias.

Um jogo € dito sequencial se os jogadores realizam movimentos alternadamente.
Além disso, chamamos de “estado” ou “posi¢ao” de um jogo a disposi¢ao dos elementos que
compdem o jogo em um dado momento. Assim como, dado um estado de um jogo combinatorio,
o conjunto dos movimentos possiveis contém todas as jogadas vélidas que um jogador pode
fazer naquele estado. Logo, um jogo € dito de informacdo perfeita se cada estado do jogo e cada
conjunto de movimentos possiveis € conhecido por todos os jogadores.

Existem vdrios jogos sequenciais e de informacao perfeita entre dois jogadores, a
sabe: xadrez, damas, jogo da velha, Nim, Red-Blue Hackenbush, dentre outros. Muitos desses
jogos ja foram solucionados, isto é, dada qualquer posicao desses jogos € possivel dizer se o
primeiro jogador possui um conjunto de movimentos que o levard a vitdria.

N3ao obstante, Frank Harary no ano de 1984 introduziu os jogos de convexidade
em grafos (HARARY, 1984), que serdo apresentados doravante. Harary resolveu os jogos de
convexidade para algumas classes de grafos, como ciclos, rodas e grafos bipartidos, mas para
algumas outras classes de grafos, como arvores, 0 jogo ainda nao havia sido solucionado.

Tendo isso em vista, o objetivo dessa pesquisa €, através dos conceitos definidos por
Harary, introduzir novos jogos de convexidade em grafos e utilizar os métodos de resolucdo dos
jogos matematicos cléssicos, ja solucionados, para resolver os problemas de decisdo nos jogos

de convexidade em grafos.
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Inicialmente serdo apresentadas defini¢des mais precisas a respeito dos jogos de
combinatdria, depois serdo apresentados os conceitos de jogos de convexidade e, por fim, os
resultados obtidos através dessa pesquisa solucionando os jogos de convexidade imparciais em
arvores e apresentando a relagcdo dos jogos de convexidade partizan com os jogos cléssicos ja

trabalhados na literatura.
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2 TEORIA DOS JOGOS DE COMBINATORIA

A teoria dos jogos combinatorios é um ramo da matemadtica e da teoria da compu-
tacdo que tipicamente estuda jogos sequenciais com informacao perfeita. As regras dos jogos
apresentados neste trabalho garantem que eles acabam ap6s uma sequéncia finita de movimentos,
e o vencedor € definido por quem fez o Gltimo movimento. Na versao normal, o dltimo jogador a
fazer um movimento ganha. Na versdo misere, o ultimo jogador a fazer um movimento perde.

Em 1913, Zermelo demonstrou (ZERMELO, 1913) que em jogos finitos, de infor-
magcao perfeita e sem empates, um jogador sempre possui uma estratégia vencedora. Logo, para
0s jogos combinatdrios desse estudo, o problema de decisio € se o primeiro jogador possui uma

estratégia vencedora.

2.1 Jogos imparciais

Um jogo combinatdrio € dito imparcial se a tnica diferenga entre o primeiro jogador
e o segundo jogador é que o primeiro comeca o jogo. Em outras palavras, todos os movimentos
possiveis dependem apenas da posi¢do do jogo e ndo de qual jogador ird fazer o movimento. Os
dois jogadores nos jogos imparciais sdo tradicionalmente chamados de Alice, que € a primeira a

jogar, e Bob.
2.1.1 Nim

Nim € um dos jogos mais importantes para a teoria dos jogos combinatdrios pois € a
base fundamental da teoria de Sprague-Grundy, utilizada para andlise de estratégias vencedoras
de jogos imparciais. O jogo consiste em a cada turno ambos os jogadores removerem objetos de
montes disjuntos até nao haver mais objetos. Em cada turno, um jogador escolhe um monte nao
vazio e remove uma quantidade positiva de objetos desse monte.

Uma instancia de Nim é dada por uma sequéncia ® = (hy,hy,...,h), onde k é o
numero de montes e /; > 1 é o tamanho do i-€simo monte. Nim foi matematicamente resolvido
por Bouton em 1901 para qualquer instancia @ (BOUTON, 1901). Em outras palavras, o
problema para decidir qual dos jogadores tem uma estratégia vencedora € resolvido em tempo
linear em ambas variantes (normal e misere) do Nim.

Dada uma sequéncia & com k elementos de uma instancia no Nim, a funcdo

nim-sum : N* — N é tal que nim-sum(®) = h; ©hy @ - - - © hy, onde & é a operagiio bitwise xor.
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Entdo, qualquer instancia em um jogo de Nim pode ser associada a um valor inteiro positivo.
A estratégia vencedora para o Nim estd relacionada com a fun¢c@o nim-sum. Alice
tem uma estratégia vencedora na variante normal de Nim se e somente se o nim-sum(®) > 0.
Assim como, Alice tem uma estratégia vencedora na variante misere de Nim se e somente se
nim-sum(®) > 0 e ha pelo menos um monte com mais de um objeto ou nim-sum(®) =0 e
todos os montes possuem exatamente um objeto.
A Figura 1 € um exemplo de uma representacdo de um jogo de Nim que inicia com

instancia representada por (a) e apresenta uma estratégia vencedora para Alice.

Figura 1 — Desenho de uma representacdo de um jogo de Nim

23D2=3 (@
290@2=0 (b)
200P1=3 © 200@0=2 (d)
| — ] —
1@()@3-1:0 © 0POD®1=1 () o@o@o=0

Fonte: elaborado pelo autor

Em (a), o nim-sum(2,3,2) =2@ 3@ 2 = 3. Logo, em ambas as variantes Alice
possui uma estratégia vencedora. Ela pode retirar todos os objetos da segunda pilha e isso
resultard em (b) com nim-sum(2,0,2) = 0. Apds isso, Bob ou removeria um objeto de uma das
pilhas e isso resultaria em (c) com nim-sum(2,0, 1) = 3, ou removeria todos os objetos de uma
das pilhas e isso resultaria em (d) com nim-sum(2,0,0) = 2.

No caso de (c), Alice ainda teria estratégia vencedora para ambas as variantes. Na
variante normal, Alice retiraria um objeto do primeiro monte e isso resultaria em (e) com
nim-sum(1,0, 1) = 0 e Bob retiraria o ultimo objeto de um dos dois montes levando a (f) e Alice,

por fim, retiraria o ultimo objeto do dltimo monte resultando em (g) e venceria. Na variante
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misere, Alice retiraria todos os objetos do primeiro monte e isso resultaria em (f), Bob teria que
retirar o ultimo objeto do dltimo monte e perderia.

No caso de (d), Alice na variante normal retiraria todos os objetos do monte resul-
tando em (g) e venceria o jogo. Na variante misere, Alice removeria apenas um objeto do monte

resultando em (f) e Bob perderia.
2.1.2 Teoria de Sprague-Grundy

A teoria de Sprague-Grundy, desenvolvida independentemente por R.P.Sprague
(SPRAGUE, 1936) e P. M. Grundy (GRUNDY, 1939) em 1930, diz que € possivel associar um
numero (chamado de nimber) a toda posi¢cdo em um jogo imparcial, associando a um jogo de
Nim de apenas um monte.

A conclusdo com essa associa¢ao é que apds um movimento em uma posi¢ao com
nimber 4 > 0 de um jogo imparcial, € possivel obter uma posicdo com qualquer nimber em
{0,1,...,h—1}. Dado um estado H em um jogo imparcial, seja {Ay,...,h} o conjunto que
contem todos os nimbers de uma posicao obtida através de um movimento em H, o nimber de H
pode ser calculado pelo valor mex{h,...,h;}, onde mex é o minimo inteiro ndo negativo que
ndo pertence ao conjunto. Além disso, uma posi¢@o obtida por uma unido de k posi¢des disjuntas
com nimbers hy,...,h; tem nimber h; ® - - - D hy.

Por fim, fazendo uma associagao direta ao jogo Nim, para qualquer jogo imparcial
de uma instancia com nimber /4 temos que Alice possui uma estratégia vencedora na variante
normal se e somente se 4 > 0. Além disso, Alice possui uma estretégia vencedora na variante
misere se e somente se 4 > 0 e ha pelo menos uma posi¢io disjunta com nimber A’ > 1,ou h =0

e todas as posic¢des disjuntas possuem nimber i’ = 1.

2.2 Jogos partizan

Um jogo de combinatdria € chamado partizan se ele nao for imparcial, ou seja, se
alguns movimentos sao permitidos para um jogador e ndo para outro. Os dois jogadores nos jogos
partizan sdo tradicionalmente chamados de Left (L) e Right (R). Algumas regras convencionais
ajudam a organizar quem estd jogando ou quais jogadas sdo permitidas: normalmente a cor azul
(bLue) esté relacionada com Left e a cor vermelho (Red) estd relacionada com Right e as cores

verde e cinza estdo relacionadas com movimentos neutros.
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2.2.1 Red-Blue Hackenbush

Hackenbush é um jogo de combinatdria cldssico inventado por John H. Conway. A
construgdo e desenvolvimento da teoria de jogos de combinatdria em jogos partizan de Conway
¢ formalmente apresentada em dois livros cldssicos: "On numbers and games" (CONWAY,
1976) e "Winning ways for your mathematical plays" (BERLEKAMP et al., 1982). Hackenbush
consiste em pontos conectados por segmentos de reta. Alguns desses pontos estdo conectados a
um “chao” representado, convencionalmente, como uma linha horizontal desenhada na parte
inferior da 4rea do jogo. Dois jogadores, Left e Right, alternadamente cortam algum segmento
de reta e o segmento € deletado junto com qualquer outro segmento que ndo estd mais conectado
ao chdo. Os argumentos nessa subse¢do sdo para a variante normal do Hackenbush, ganha o
jogador que cortar o tltimo conjunto de segmentos que estava ligado ao chao.

Red-Blue Hackenbush é uma versao de Hackenbush cujo os segmentos de reta sdo
coloridos de vermelho ou azul. Left pode cortar apenas segmentos da cor azul e Right pode
cortar apenas segmentos da cor vermelha.

Uma posi¢ao de um jogo Red-Blue Hackenbush é composta por partes disjuntas e
Conway propde que € possivel dar um nimero diddico (nimero racional cujo denominador é
uma poténcia de dois) a essas partes. Esse valor € mensurado em termos de movimentos livres
para Left. Uma posicdo € chamada "fuzzy" se o préximo jogador sempre ird vencer. Uma posicao
em que o proximo jogador sempre ird perder terda valor zero. Valores positivos indicam uma
estratégia vencedora para Left e valores negativos indicam uma estratégia vencedora para Right,
ndo importa quem comecar. Por fim, assim como nos jogos imparciais, que usam a operacao
bitwise xor na teoria de Sprague-Grundy, o valor de uma posi¢ao de um Red-Blue Hackenbush
formada por n posi¢des disjuntas € a soma de seus valores.

Por exemplo, a posicdo (a) na Figura 2 tem valor 0, logo o primeiro jogador ird
perder, ndo importa se o primeiro jogador € Left ou Right. A posi¢do (b) tem valor -1, entdo
Blue perderd invariavelmente. Ambas as posi¢des (c) e (d) t€ém valor 1/2, logo o jogo formado
por (b), (c) e (d) terd seu valor igual a soma de seus valores que resultard em O: o primeiro a
jogar perde. Por fim, as posicoes (f) e (g) tem valor 1/4 cada e a posicdo (e) tem valor -1/2. Logo
a soma das posicoes (f), (g) e (e) resulta em uma posi¢do com valor 0.

O nitimero surreal de uma posi¢éo no Red-Blue Hackenbush tem notag¢do {L|R} em
que L <R e L € o maior valor possivel dentre os valores das posicdes obtidas ap6s um movimento

de Left e R € menor valor possivel dentre os valores das posi¢des obtidas apds um movimento de
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Figura 2 — Desenho de instancias no Red-Blue Hackenbush

[ -]

(&) (b) () (@ @ O @

Fonte: elaborado pelo autor

Right.

Outras notagdes sdo {L|-} e {-|R} com L > 0e R <0, onde - significa vazio (o jogador
ndo tem movimentos). Por exemplo, a notagéo {:|-} = 0 (nenhum jogador possui movimentos e
o primeiro a jogar perde), {n|-} =n+1 (n+ 1 segmentos azuis e nenhum segmento vermelho),
{0] %} = % (uma linha com 1 segmento azul ligada ao chdo seguida por k segmentos vermelhos,
como a posicdo (f) da Figura 2) e {n|n+ 1} = n+{0|1} = n+ 3 (n segmentos azuis mais uma
posicao (c) da Figura 2).

Para computar o valor de {L|R} em que satisfaca L < {L|R} < R ¢ utilizada a
chamada "regra da simplicidade". O valor de {L|R} é o tinico valor racional x que satisfaz
L < x < R cujo denominador € a menor poténcia de dois possivel. Por exemplo, na posicao (f)
da Figura 2 apés um movimento de Left temos o seguinte conjunto de valores {0}, além disso,
ap6s um movimento de Right podemos ter valor 1 ou podemos ter o mesmo valor da posicao (c)
que é . Portanto, 0 jogo tem valor {0|3,1} = {0[3} = 1.

Outra maneira para computar o valor de caminhos, como a posi¢ao (f) da Figura 2,
segue estes passos:

a) Contar a quantidade de segmentos azuis (ou vermelhos) que estdo conectados

em um caminho continuo ligado ao chao;

b) Para cada outro segmento do caminho, € atribuido o valor dele como metade do
valor do segmento anterior. Se o segmento que estda sendo computado for azul
esse valor serd positivo, sendo o valor serd negativo.

¢) Depois de atribuido todos os valores dos segmentos, basta somar todos eles.

Por exemplo, a posi¢do (f) possui apenas uma aresta azul em um caminho continuo

ligado ao chao e terd valor 1. A préxima aresta é vermelha e tem valor —% e a proxima aresta
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vermelha tem valor —é—ll. Logo, o valor da posi¢ado (f) é 1 — % — 211 = }1.
2.2.1.1 Representacdo Red-Blue Hackenbush em strings

Uma posi¢do Red-Blue Hackenbush pode ser representada por uma string. O con-
junto C = {B,R, (,)} contém todos os caracteres que podem pertencer a uma string nessa repre-
senta¢do. Uma posi¢do no jogo € uma sequéncia de 'B’s e 'R’s. Caso haja alguma ramificag@o,
ela é representada dentro de parénteses.

Por exemplo, a Tabela 1 mostra as strings para todas as posi¢cdes da Figura 2.

Tabela 1 — Representacdo das posi¢oes da Figura 2 em strings

Posicao String
(@) (B)R)(B)R)
(b) R
(c) BR
(d) BR
(e) RB
() BRR
) BRR

® B (R(B)(B)) (R(R)(B)) (R)

Fonte: elaborada pelo autor.

2.2.1.2  Arvores Red-Blue Hackenbush

Dado uma posi¢ao P de um jogo Red-Blue Hackenbush, uma subposi¢do de P € um
jogo Red-Blue Hackenbush obtido apds qualquer movimento vélido em P.

Diante do exposto, utilizando a regra de simplicidade € possivel computar recursi-
vamente o valor de uma posi¢do Red-Blue Hackenbush com valores das suas subposi¢des. Em
arvores, como a posicao (t) na Figura 2, € possivel fazer esse cdlculo em tempo polinomial.

Uma das contribui¢des desse trabalho foi a implementacio do algoritmo que recebe
uma string de uma posi¢ao que € uma arvore no Red-Blue Hackenbush e retorna seu valor. A
linguagem utilizada na implementacao foi Python 3.0. Foram desenvolvidas funcdes para o
calculo do nimero diddico simples, para a andlise e a manipulacio da string da posi¢do e para o
célculo recursivo do valor da posi¢ao usando técnicas de programagao dindmica para armazenar
os valores de subposi¢des ja calculados na recursdo. Os codigos-fontes da implementagdo estao
disponiveis no Apéndice A e os algoritmos para computar esses valores estdo descritos na Se¢ao

4.2.
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3 JOGOS DE CONVEXIDADE EM GRAFOS

Convexidade € um topico clédssico estudado em vdarios ramos da matematica. O
estudo de convexidade aplicado em grafos foi iniciado recentemente. Em 1972, Erdds (ERD6S
et al., 1972) publicou um artigo que foi um dos primeiros sobre o topico, focado em torneios
(grafos orientados em que para qualquer par de vértices existe exatamente um arco entre eles).
De acordo com Duchet (DUCHET, 1987), o primeiro artigo sobre convexidade em grafos
gerais foi publicado em 1981 por Frank Harary e Juhani Nieminem (HARARY; NIEMINEM,
1981) chamado "Convexity in graphs". Em 1984, Harary introduziu os primeiros jogos de
convexidade no resumo "Convexity in graphs: achievement and avoidance games"(HARARY,
1984). Frank Harary publicou uma sequéncia de cinco artigos (HARARY, 1984; BUCKLEY;
HARARY, 1985b; BUCKLEY; HARARY, 1985a; NEcASKOV4, 1988; HAYNES et al., 2003),
todos focados na convexidade geodésica.

Em conformidade com as defini¢des apresentadas nos trabalhos supracitados, dado
um grafo G e um conjunto S C V(G), a fungdo de intervalo geodésico I,(S) resulta em S e em
todos os vértices de algum caminho minimo entre dois vértices de S (EVERETT; SEIDMAN,
1985; FARBER; JAMISON, 1987) e a funcéo de intervalo monofonico 7,,(S) resulta em S e em
todos os vértices de algum caminho induzido entre dois vértices de S (DOURADO et al., 2010;
DUCHET, 1988; FARBER; JAMISON, 1986). Dado uma convexidade C, S é C-convexo se
Ic(S) = S. O fecho C-convexo de S é o menor conjunto convexo hullc(S) que contém S. Sabe-se
que hullc(S) pode ser obtido aplicando a func@o de intervalo I¢(-) exaustivamente em S até obter
um conjunto CONVexo.

Dentre os jogos introduzidos por Harary (HARARY, 1984), ha o jogo de intervalo
geodésico e o jogo de intervalo geodésico fechado. Diante disso, podemos dar uma definicdo

geral para os jogos de convexidade em grafos.

3.1 Jogos de convexidade imparciais

Definicao 3.1. Seja G um grafo. Nos jogos definidos abaixo, seja L o conjunto dos vértices
rotulados inicialmente vazio e as definicées dos conjuntos f1(L) e f>(L) dependem do jogo. Dois
Jjogadores (Alice e Bob, comegcando por Alice) rotulam alternadamente um vértice ndo rotulado
que ndo estd em fi(L). O jogo acaba quando f>(L) =V (G).

— No jogo de envoltoria HGc: fi(L) =L e fo(L) = hully(L).
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— No jogo de intervalo IG¢: fi(L)=Le fo(L) = I,(L).
— No jogo de envoltoria fechado CHGc: fi(L) = fo(L) = hully(L).
— No jogo de intervalo fechado CIG¢: fi(L) = fo(L) = I4(L).

Os jogos da Definicdo 3.1 s@o imparciais visto que sdo jogos sequenciais, de infor-
macao perfeita e a tunica diferenca entre Alice e Bob é que Alice comeca o jogo. Nos jogos
definidos acima hd as variantes normal e misere (cuja defini¢do foi apresentada no capitulo 2) e
o problema de decisdo € se Alice possui uma estratégia vencedora, isto €, se Alice ganharé caso
jogue de maneira 6tima.

A Figura 3 é um exemplo de jogo de convexidade geodésica de intervalo fechado
em um grafo G supondo que Alice comece rotulando o vértice 1, resultando na instancia (a).
Considere que L € o conjunto dos vértice ja rotulados e ele € inicialmente vazio. Perceba que
V(G)={1,2,3,4,5,6} e, nainstancia (a), fi(L) = f>(L) = I,(L) = {1}.

Figura 3 — Representacao grafica do jogo de convexidade geodésica de intervalo
fechado em um grafo

Fonte: elaborado pelo autor

Ap6s o movimento de Alice, Bob podera rotular o vértice 2, aplicando a fungdo de
intervalo geodésico apenas os vértices 1 e 2 estardo rotulados ja que fi(L) = fo(L) = L,(L) =
{1,2}, o que resultaria na instancia (b). De outro modo, Bob poderia rotular o vértice 5 e
aplicando a fung¢@o de intervalo, os vértices 1, 2, 6 e 5 seriam rotulados ja que L = {1,5} e os
vértices 2 e 6 fazem parte do menor caminho entre os vértices de L. Logo, fi(L) = fo(L) =
I,(L) = {1,2,5,6} resultando na instancia (c). Desta forma, o jogo continua até que todos os
vértices estejam rotulados, isto é, fo(L) =V (G).

Por outro lado, a Figura 4 mostra um exemplo de jogo de convexidade monof6nica
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de intervalo fechado no mesmo Grafo G supondo novamente que Alice comece rotulando o
vértice 1, resultando na instancia (a). De maneira andloga a Figura 3, L é o conjunto dos vértice ja
rotulados que inicialmente é vazio, V(G) = {1,2,3,4,5,6} e, na instdncia (a), f1(L) = fo(L) =
(L) = {1}.

Figura 4 — Representacdo gréfica do jogo de convexidade monofonica de intervalo
fechado em um grafo

Fonte: elaborado pelo autor

A partir da instancia (a), Bob podera rotular o vértice 2, nesse caso aplicando a
fun¢do de intervalo monofdnico apenas os vértices 1 e 2 estardo rotulados ja que f1(L) = f>(L) =
I,(L) = {1,2} que resulta na instancia (b). Nao obstante, outra possivel jogada de Bob é rotular
o vértice 5, nesse caso, aplicando a func¢ao de intervalo monofdnico todos os vértices serdao
rotulados ja que hd o caminho monofdnico que contém os vértices 1, 2, 3,4 e 5 e o caminho
monofdnico que contém os vértices 1, 2, 6 e 5. Entdo, f1(L) = fo(L) = I,(L) ={1,2,3,4,5,6},
resultando na instincia (c) e o jogo acabara ja que f>(L) = V(G). Bob vencerd na variante
normal e perderd na variante misere nesse caso.

Em 1985, os jogos de intervalo geodésico foram solucionados (foi possivel deter-
minar, baseado na estrutura do grafo, qual serd o jogador vitorioso) para ciclos, rodas e grafos
bipartidos completos (BUCKLEY; HARARY, 1985b). Em 1988, em (NEc4ASKOV4, 1988) foi
demonstrado que o resultado de (BUCKLEY; HARARY, 1985b) para grafos roda estava incor-
reto e foram determinadas condi¢des necessdrias e suficientes para que o primeiro jogador fosse
vitorioso em grafos roda . Em 2003, Haynes, Henning e Tiller (HAYNES et al., 2003) obtiveram

resultados para arvores e grafos multipartidos completos nas variantes normal e misere.
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3.2 Jogos de convexidade partizan

A teoria dos jogos partizan apresentada na Secdo 2.2 conduz a uma defini¢do de uma

versao partizan para os jogos de convexidade.

Definicao 3.2. Seja Y um jogo da Definicdo 3.1. Seja PARTIZAN WY o jogo obtido das seguintes
modificagoes em \V: os vértices do grafo G sdo coloridos com A ou com B, Alice s6 pode rotular

vértices da cor A e, de maneira andloga, Bob sé pode rotular vértices da cor B.

O exemplo na figura 5 mostra um jogo PARTIZAN CIGg em um grafo G que comeca
com o vértice v € V(G) ja rotulado. Além disso, a cor de Bob é vermelho e de Alice é azul.
Figura 5 — Representacdo gréfica do jogo partizan de convexidade geodésica de
intervalo fechado em um grafo G cujo o vértice v ja estd rotulado

LM

Fonte: elaborado pelo autor

Neste exemplo, Alice s6 poderd rotular os vértices vi,u; € wi. As jogadas possiveis
de Bob s6 rotulardo os vértices que estdo no meio do caminho entre os vértices vi,u; € wy € 0
vértice v ja rotulado.

Tendo isso em vista, nesse trabalho, continuando a linha de pesquisa apresentada,
foram obtidos resultados para os jogos partizan de convexidade geodésica e monofonica em
grafos. Foi desenvolvido um algoritmo para solucionar o problema de decisdo de jogos de
convexidade geodésica fechada para drvores. Além disso, serd apresentada a relagao dos jogos
de convexidade partizan em grafos com o jogo Red-Blue Hackenbush que, como ja demonstrado
anteriormente, pode ser resolvido em tempo polinomial. Estes resultados estdo descritos na

proxima sec¢ao.
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4 RESULTADOS

Diante do exposto, a contribui¢do desse trabalho estd focada em obter resultados
com técnicas e teorias consolidadas dos jogos imparciais e partizan nos jogos de convexidade

em grafos.

4.1 Aplicacio da teoria de Sprague-Grundy nos jogos de intervalo fechado e envoltéria

fechado em arvores

Inicialmente, é necessério perceber que os jogos de convexidade geodésica de
intervalo fechado (CIG¢) e os jogos de convexidade monofonica de intervalo fechado (CIGyy)
em arvores sdo equivalentes, isto €, em qualquer instancia de um jogo de convexidade de intervalo
fechado (CIG¢) em uma arvore, o resultado da aplicagdo da funcdo de intervalo monofonico
nessa instancia serd equivalente ao resultado da aplicacdo da funcdo de intervalo geodésico.
Isso ocorre pois s6 hd um caminho minimo entre dois vértices de uma arvore e esse caminho
também € o tnico caminho induzido entre os dois vértices ja que, por defini¢do, arvores sdao
aciclicas e conexas. Tendo esse fato em vista, como os resultados sdo equivalentes para ambas
as convexidades abordadas, nesta subsecao trataremos dos jogos de convexidade de intervalo
fechado de maneira geral.

Em 4rvores os movimentos no jogo de convexidade de intervalo fechado sdo equiva-
lentes aos jogos de convexidade de envoltdria fechado ja que dado um conjunto S de vértices
de uma arvore T, Ic(S) é C-convexo e é o menor conjunto convexo que contém S. Portanto, os
resultados apresentados do CIG¢ sdo equivalentes aos resultados do CHGc.

Além disso, outra observacdo necessdria € que o CIG¢ € um jogo combinatdrio
imparcial j4 que é um jogo sequencial (Alice e Bob jogam alternadamente), de informagao
perfeita (ambos os jogadores possuem total conhecimento dos elementos do jogo e de todas as
jogadas possiveis em qualquer instancia) e ambos os jogadores possuem as mesmas possibilidades
de jogada em qualquer momento do jogo. Portanto, € possivel aplicarmos a teoria de Sprague-
Grundy nas instancias desses jogos e calcularmos um nimber e relacionarmos o CIG¢ com o
Nim para determinarmos se Alice possui uma estratégia vencedora. Primeiramente, apliquemos

a teoria de Sprague-Grundy no C/G¢ em caminhos e depois em arvores.
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4.1.1 Jogos de convexidade de intervalo fechado em caminhos

Seja P um grafo que € um caminho e V(P) = {vi,...,v,}. Em um jogo de convexi-
dade fechada em P, considere que apenas vy foi rotulado. Todo os movimentos possiveis a partir
desta instancia podem rotular 1,...,n— 1 vértices. Perceba que essa instancia se assemelha a um
jogo de Nim com apenas um monte de tamanho n — 1, ja que os inicos movimentos possiveis
seriam retirar 1,...,n — 1 objetos do monte.

Portanto, um caminho P de n vértices em um jogo de convexidade fechada, cujo o
primeiro vértice do caminho ja estd rotulado terd nimber igual a n — 1 visto que os movimentos
possiveis a partir dessas instancia terdo valor {0, ...,n — 2} e o minimo valor excludente desse
conjunto é mex{0,....,n—2} =n—1.

Na Figura 6, a floresta T terd nimber =3® 1 ®2 = 0. Isso significa, segundo a teoria

de Sprague-Grundy, que o préximo jogador perderd nas variantes normal e misere.

Figura 6 — Representacao grafica do jogo de convexidade de intervalo fechado na

floresta T

Fonte: elaborado pelo autor

4.1.2 Jogos de convexidade de intervalo fechado em drvores

Seja G uma arvore. Em um jogo de convexidade de intervalo fechado em G todas
as jogadas possiveis rotulardo um conjunto de vértices, exceto a primeira jogada, e produzirao
conjuntos de vértices ndo rotulados disjuntos que ou serdo caminhos ou serdo arvores. Perceba
também que em cada conjunto de vértices ndo rotulados apenas um vértice do conjunto € vizinho
de um vértice ja rotulado.

Considere que em G foi feito um movimento que rotulou um conjunto C de vértices.
Para calcular o nimber da instancia resultante € necessario, segundo a teoria de Sprague-Grundy,
fazer a operagio bitwise xor entre todos os nimber’s dos jogos independentes entre si que foram

gerados apds o conjunto C ser rotulado. Nos jogos de convexidade em arvores, esses jogos
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independentes entre si sdo os conjuntos de vértices ndo rotulados.

Caso o conjunto de vértices nao rotulado seja um caminho é possivel calcular seu
nimber pelo método descrito na subsecdo 4.1.1 ja que exatamente um vértice desse caminho é
vizinho de um vértice ja rotulado. Contudo, se o conjunto de vértices ndo rotulados for uma
arvore, segundo a teoria de Sprague-Grundy, € possivel calcular seu nimber através do minimo
valor excludente (mex) do conjunto dos valores obtidos ap6s um movimento nessa arvore.

Logo, é possivel de maneira recursiva calcular o nimber de um CI/G¢ em uma érvore.
Para demonstrar isso, € necessdrio primeiro definirmos e solucionarmos o jogo em uma versao

simplificada.

Definicao 4.1. Dado um grafo G e um vértice v € V(G), seja o jogo simplificado de convexidade
de intervalo fechado SCIG¢ de uma instdncia (G,v) um CIG¢ no grafo G com exce¢do de que
v jd estd rotulado no inicio do jogo. Isso significa que ao invés de estar vazio no comego do
jogo, o conjunto L de vértices rotulados é tal que L = {v}. Analogamente, definimos as versdes

simplificadas para os outros jogos da Definigcdo 3.1 e da Defini¢do 3.2.

Teorema 4.1.1. O problema de decisdo para as variantes normal e misére para o jogo de
convexidade de intervalo fechado SCIG¢ e para o jogo de convexidade de envoltoria fechado

SCHG¢ é resolvido em tempo polinomial em drvores.

Demonstragdo. Seja T uma drvore e o vértice v € V(T'). Em um SCIG¢ na instancia
(T,v), um novo vértice w € rotulado, entdo os vértice no caminho entre v e w também serdo
rotulados no jogo.

Se v ndo tem vizinhos, entdo (7, v) tem nimber = 0 e Alice perde na variante normal
e ganha na variante misere. Mas se v tiver vizinhos, seja u um vizinho de v. Dizemos que (T, v,u)
¢ um jogo simplificado da instancia (7,,,,v) onde 7, , é¢ uma subarvore de 7 contendo v obtida
através da remocgao de todas as arestas que incidem em v exceto vu. Note que v é uma folha de
Tou.

Vejamos o célculo do nimber de (7, v,u). Seja uy, ..., u; os vizinhos de u distintos de
v. Assuma que o nimber de (T,u,u;), denotado por £;, em SCIG, é conhecido. Se Alice rotular
u, entdo os jogos de (T, u,uy),...,(T,u,u;) sdo independentes entre si, isto €, um movimento em
uma instancia nao afeta outra. Pela teoria de Sprague-Grundy, a posicao resultante tem nimber

hy @ ---® hy, onde h; é o nimber da posi¢ao resultante de (T, u, ;).



24

Se Alice rotular um vértice w; em (T, u,u;), que é distindo de u, entdo u também
serd rotulado e novamente o jogo nas subdrvores serdo independetes entre si. Seja &} o nimber
da posicéo resultante de (T, u,u;). Entdo, pela teoria de Sprague-Grundy, a posi¢o resultante
de (7,v,u) ap6s 0 movimento em w; tem nimber iy & ... & h} & ... ® hy. Além disso, h} pode ter
qualquer valor em {0, 1,...,h; — 1}.

Seja N o conjunto de todos os nimbers de /| @ ... ® hj onde h; = h; para todo
i=1,....k exceto que &} € {0,...,h; — 1}. Portanto, o nimber de (7,v,u) é exatamente mex(N),
desde que N contenha todas as nimbers possiveis apés um movimento em (7, v, u).

Esses argumentos conduzem ao Algoritmo 1 que € recursivo, de tempo polinomial,
que calcula o nimber de (T,v,u) de uma arvore T enraizada em uma folha v com um vizinho u.

Agora, considere o jogo em toda arvore T e seja vy,...,V os vizinhos de v com
k > 2. Pelos argumentos supracitados, é possivel determinar o nimber I; de (T,v,v;) em SCIG.
Entdo, como antes, temos que 0s jogos nas subarvores sdo independentes e o nimber de (7,v)
¢ exatamente h =[] & --- @ [;. Logo, € possivel calcular o nimber de (7,v) de uma arvore T
enraizada em v. Isso leva ao Algoritmo 2 que recebe como entrada uma arvore 7 enraizada em v
e calcula o nimber h da instancia (7, v).

Por fim, fazendo uma associacao direta ao jogo Nim, temos que Alice possui uma
estratégia vencedora na variante normal se e somente se 4 > 0. Além disso, Alice possui uma
estratégia vencedora na variante misere se € somente se 2 > 0 e ha pelo menos uma subarvore
com mais do qué um vértice ndo rotulado, ou & = 0 e todas as subarvores possuem exatamente
um vértice ndo rotulado. 0

No exemplo da arvore T da Figura 7, assumindo que Alice rotulou o vértice ¢ no
primeiro movimento no CIG¢ em T, temos a posi¢do (7, c) de um SCIG¢ onde Bob € o primeiro
a jogar.

Figura 7 — Representagao grafica do jogo simplificado de convexidade de intervalo
fechado na arvore T

(v —(va

Fonte: elaborado pelo autor

Seja T’ obtido quando x € rotulado. Inicialmente vamos calcular o nimber da
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Algoritmo 1: SCIGc-leaf(T,v,u)

if nimber([u] jd foi calculado then
| return nimber[u];

end

if u tem grau I em T then
nimber[u] « 1;

return 1;
end
let u;,...,u; os vizinhos de u distintos de vem T

fori=1,....,kdo
SCIGc-leaf (T, u,u;);

let h; < nimber|u];

end

if £k > 1 then

N—{h® - Oht;

fori=1,...,kdo
for n,=0,...,h;—1do
NN R Dy
end

end

nimber|u] <— mex(N)

return nimber|ul;

end

else
nimber[u] <-h; + 1;
return nimber|ul;

end

instancia (T’,v). Se Bob rotular v, entdo o conjunto de vértices ndo rotulados disjuntos serdo
dois caminhos com quatro vértices ndo rotulados, logo o nimber dessa instancia ¢ 4 44 = 0.
Se Bob rotular outro vértice de 7', entdo ainda haverd dois caminhos de vértices
ndo rotulados disjuntos. Um deles terd k < 3 vértices ndo rotulados e o outro terd exatamente 4
vértices nao rotulados. Associando a um jogo de Nim, haverd um monte de tamanho k <3 e
outro monte de tamanho 4. Entdo o nimber de (T',c) é mex{4®4,4®3,4®2,491,450} = 1.

Por fim, considerando novamente o vértice x, o nimber de (T’ ,c)éladl=0.
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Algoritmo 2: SCIGc-tree(T,v)
let 1 < O;

let vi,...,v; 0s vizinhos de vem T

Demonstragdo. Seja T uma 4rvore.

fori=1,....kdo
| h< h®SCIGc-leaf(T, v, v;)

end
if normal-play then
if 7 > 0 then

‘ Alice wins;
end
else

‘ Bob wins;

end
end
if misere-play then
if todas as subdrvores de v possuem exatamente um vértice ndo rotulado then
if 7 =0 then
‘ Alice wins;
end
else
‘ Bob wins;

end

end
else
if 7 > 0 then
‘ Alice wins;
end
else

‘ Bob wins;

end

end

end

Portanto, o segundo jogador (que é Alice nesse caso) terd uma estratégia vencedora para as

variantes normal e misere.
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Corolario 4.1.1. O problema de decisdo das variante normal e misére para o jogo de convexidade
de intervalo fechado CIG¢ e para o jogo de convexidade de envoltoria fechado SCHG¢ é

resolvido em tempo polinomial em drvores.

Demonstracdo. Seja T uma arvore. Alice possui uma estratégia vencedora no CIG¢
em T se e somente se existe um vértice v € V(T) cujo o segundo jogador do SCIG¢ na instincia

(T,v) possui uma estratégia vencedora e isto foi demonstrado no Teorema 4.1.1. [l

4.2 Calculo dos valores de instancias do jogo Red-Blue Hackenbush em arvores

Como dito anteriormente, foram desenvolvidos algoritmos para calcular valores de
instancia do jogo Red-Blue Hackenbush em arvores. Nesta se¢do serdao descritos os algoritmos
que foram implementados para esse calculo. Além disso, os cddigos-fontes da implementagdo
deste cdlculo estdo no Apéndice A.

Inicialmente, apresentemos o Algoritmo 3 para calcular o valor do jogo Red-Blue
Hackenbush em caminhos. Ele recebe como entrada uma string red-blue hackenbush § (assim
como foi definida na Secdo 2.2.1.1) que € um caminho e retorna seu valor. O método utilizado
foi o descrito no final da Secao 2.2.1.

Primeiramente, serdo contadas todas as arestas da mesma cor em um caminho
continuo até o chao, o valor atribuido a esse caminho continuo € a quantidade de arestas que ele
contém. Caso as arestas sejam azuis esse valor € positivo, caso sejam vermelhas esse valor é
negativo. O que se segue é que cada outra aresta do caminho terd valor igual a metade do valor
computado anteriormente, exceto pela primeira aresta que terad valor % €, novamente, esse valor
serd positivo caso a aresta seja azul ou serd negativo caso a aresta seja vermelha. Por fim, esses
valores atribuidos serdo somados e o resultado serd retornado como o valor do caminho.

Diante disso, para calcular as instancias que sdo drvores serd necessdrio calcular o
nimero diddico simples entre valores das posicdes. Portanto, o Algoritmo 4 recebe como entrada
dois nimeros x e y e retorna o nimero diddico simples entre eles.

Nesse sentido, a primeira condicdo do Algoritmo 4 € checar se existe algum inteiro
entre x e z, caso haja, entdo esse valor € retornado como o nimero diddico simples. Caso
contrério, x € y devem ser manipulados para terem o mesmo denominador. Seja D o denominador
de x e y, seja A o numerador de x e B o numerador de y. O niimero diddico pode ser obtido

da seguinte maneira: Se A = B — 1, entdo o nimero diddico serd (A + B)/2 x D, caso contrario
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Algoritmo 3: RBH — Path(S)
let V < 0;

9,

let cor-anterior < 7 7;
for Cada caractere s da string S do

if cor-anterior = 7 7 OU s = cor-anterior then
cor-anterior <—s;

if s = B then
| V«V+1;

end

else
| V«V-—-1;

end

end

else
cor-anterior < N;

if s = B then
| V<« V4V)/2,

end

else
| V<« V-V/2,

end

end

end

return V;

considere k = log, (B—A — 1), o niimero diddico serd [((A/2K) + 1) x2¥]/D.

Por fim, o algortimo 5 recebe como entrada uma string S que € uma arvore Red-Blue
Hackenbush e um hash H para guardar os valores ja calculados das subposicoes da drvore da
string S e retorna o valor do jogo na instancia S.

Utilizando técnicas de programacdo dindmica, o hash H no Algoritmo 5 € utilizado
para guardar o valor de subposi¢Oes de S para otimizagdo no que tange ao tempo de execugao
do algoritmo. Entdo, primeiramente é checado se a instancia S ja foi calculada, caso tenha sido,
entdo basta retornar o valor ja computado. Contudo, se a instancia ainda nao foi calculada e é um
caminho, basta chamar o Algoritmo 3 para calcular aquela instancia. Esse valor serd armazenado
em H e retornado pela fung¢do. Finalmente, caso a instancia seja uma arvore, os valores das

subdrvores serdo calculadas recursivamente, serdo armazenados nos conjuntos Red e Blue e, por
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Algoritmo 4: NDS(x,y)

if Se existe um inteiro z entre x e y then
| return z;

end
Manipular x e y para ter o mesmo denominador;
let D <— denominador de x e y;

if x < y then
let A < numerador de x;

let B <— numerador de y;
end

else
let A <— numerador de vy;

let B < numerador de x;
end

if A=0E B =0then
| return O;

end

if A = B-] then
| return (A+B)/ (2*D);

end

else
let N «— B-A-1;

let K < log, N;

let C « A/2F;

return (C+1 * 2%) /D;
end

fim, serd retornado o valor diddico simples entre o0 menor valor do conjunto Red e o maior valor
do conjunto Blue.

Diante disso, tome como exemplo a instancia do jogo Red-Blue Hackenbush repre-
sentada na Figura 8 cuja string é "B R (R) (BB)". Logo, a chamada do algoritmo para essa

instancia serd RBH — Tree((BR(R)(BB)),H) e retornard o valor 3. Isso significa que o Left terd

vantagem nessa instancia e serd vitorioso caso faca movimentos de maneira 6tima.
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Algoritmo 5: RBH — Tree(S,H)

if Existe um valor v em H que corresponde a drvore S then
| return v;

end

if S é um caminho then
let v +—RBH-Path(S);

Armazenar v em H;

return v;
end

let Blue o conjunto dos valores RBH — Tree(S',H) sendo S’ a substring apds a remogao
de alguma aresta azul em S;

let Red o conjunto dos valores RBH — Tree(S',H) sendo S’ a substring apds a remogao
de alguma aresta vemelha em S;

let r < NDS(min(Red),max(Blue);

Armazenar r em H,

return r;

Figura 8 — Desenho da instancia B R (R) (BB) no jogo Red-Blue Hackenbush

b Ly s Tt ground. ...
BR(R)(BB)

Fonte: elaborado pelo autor

4.3 Relacao entre o jogo Red-Blue Hackenbush e o jogo PARTIZAN SCHGg e SCICg

O lema 4.3.1 a seguir mostra uma forte relacdo entre o jogo Red-Blue Hackenbush e

0s jogos partizan de convexidade geodésica simplificados de intervalo fechado e de envoltéria

fechada em grafos. Uma estrela subdividida é uma drvore obtida apds a subdivisdo de cada aresta



31

da estrela K , quantas vezes forem necessarias.

Lema 4.3.1. Seja G uma estrela subdividida com o centro c cujo os vértices (exceto c) sdo
coloridos por A ou B. Entdo, o valor do jogo PARTIZAN SCHG¢ e SCIGg em (G,c) é igual ao
valor do jogo Red-Blue Hackenbush formado pela unido de strings disjuntas, onde cada string
representa o caminho maximal em G come¢ando de c tal que o k-ésimo primeiro segmento é

azul se e somente se o k-ésimo vértice do caminho é colorido por A.

Demonstracdo. Em uma string Hackenbush, se o k-ésimo primeiro segmento é
cortado, todos os segmentos do k-ésimo ao ultimo também serdo cortados. No jogo PARTIZAN
SCHGg e SCIGg em (P,11,v,+1) onde o caminho P, possui os vértices vy,..., V41, € Vi é
rotulado, entdo os vértices no caminho vy, ..., v, ndo poderdo mais ser rotulados nas proximas
jogadas.

Isso demonstra a equivaléncia entre strings em Red-Blue Hackenbush e caminhos no
PARTIZAN SCIGg e SCHG. Perceba que na estrela subdividida G um movimento em algum
ramo de G ndo afeta os demais ramos. Entdo, o jogo em G € uma unido disjunta dos jogos dos
ramos. ]

A Figura 9 € um exemplo do PARTIZAN SCIGg na estrela subdividida G onde o
vértice v ja estd rotulado no inicio do jogo. Este jogo € equivalente a instdncia Red-Blue Hacken-
bush com valor JT + Al, + % — 1= 0. Logo, o primeiro jogador ird perder, independentemente se o
primeiro a jogar é Alice ou Bob.

Figura 9 — Representacgdo grafica do PARTIZAN SCIG em (G,v) e o desenho da
sua instancia equivalente no jogo Red-Blue Hackenbush

i 9 (-]
V J

p— [ > [
V3 ) [Usz)
'_:/Vz ( Uz- ) W [ o [
V4 Uy Wy
A A e S e ERSERS A R 1111 S

Fonte: elaborado pelo autor

A relagdo entre 0o PARTIZAN SCIGg e o Red-Blue Hackenbush € vélida para estrelas
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subdivididas, mas ndo € valida para qualquer arvore. Contudo, assim como as instancias do Red-
Blue Hackenbush, uma posi¢ao no PARTIZAN CIGg pode ser "fuzzy", isto €, o primeiro jogador
sempre ganhard. Por exemplo, na Figura 10 em que um ciclo C4 é tal que V(Cy) = {v1,v2,v3,v4}
cujo os vértices vy e v3 tem cor A e os vértices v, € v4 tem cor B, o primeiro a jogar ganhard em

todos os jogos PARTIZAN IG¢g, PARTIZAN HGg, PARTIZAN CIGg e PARTIZAN CHGg.

Figura 10 — Representacdo grafica do jogo de convexidade partizan em um Cy4 cujo
os vértices vy e v3 tem cor A (azul) e os vértices v, € v4 tem cor B (vermelho)

Z;Vz )

(V4 )

Va.-ﬁ (V3 )

Fonte: elaborado pelo autor

Além disso, o Teorema 4.3.1 demonstra que as posi¢des dos jogos PARTIZAN CIGg

e PARTIZAN CH G podem ser resolvidos em tempo polinomial em arvores.

Teorema 4.3.1. Em drvores, os jogos PARTIZAN CIGg e PARTIZAN CHGg sdo solucionados

em tempo polinomial.

Demonstragdo. Seja T uma arvore. Primeiramente considere o jogo PARTIZAN
SCIGg em (T,v) onde v € V(T). Se V(T ) = {v}, entdo o valor da instincia é zero, ou seja, 0
primeiro a jogar perde. Entdo, seja u um vizinho de v. Escrevemos (T,v,u) para a instincia
(T4, v) de um jogo PARTIZAN SCIGg, onde T, é uma subdrvore de T contendo v que ¢ obtida
ap0s a remogao de todas as arestas incidentes em v exceto vu. Dessa forma, v € uma folha de T,, .
Entdo, foquemos inicialmente em resolver a instancia no jogo (7, v,u).

Se u ndo possui vizinhos, entdo o valor da instincia serd {0|-} = 1 caso u tenha cor
A ou serd {-|0} = —1 caso u tenha cor B. Entdo, considere que uj,...,u; sdo os vizinhos de u
distindo de v. Assuma, por indug@o, que o os valores {A;|B;} de (T,u,u;) no PARTIZAN SCIG¢
sdo conhecidos e que sdo positivos caso sejam instancias vencedoras para Alice ou sdo negativos
caso sejam instincias vencedoras para Bob. Note que A; < {A;|B;} < B; para todo i quando A; e
B; ndo sdo vazios.

Tendo isso em vista, vamos determinar o maior valor A,,, apés um movimento de

Alice em (T,v,u). Se nenhum vértices de (7,v,u) tem cor A,entdo Alice ndo tem nenhuma
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jogada e A,,, serd vazio. Se u possui cor A, entdo a melhor opc¢do para Alice € rotular o vértice u,
jd que A;|B; > A; para todo i e, consequentemente, o valor A, = Zle {A;|B;}, tendo em vista
que o jogo nas subdrvores sdo independentes apds esse movimento. De outro modo, considere
que u tem cor B, entdo Alice deve rotular um vértice w; # u em uma subdrvore (7,u,u;) e nesse

caso o vértice u também serd rotulado, e consequentemente

k
Ave=max{ Aj—{Aj|B;} + Y {Ai|B;} : Aj nao é vazio }. 4.1)
= i=1

De maneira andloga, vamos determinar o menor By, apds um movimento de Bob
em (7,v,u). Se nenhum vértice de (7, v,u) tem cor B, entdo Bob ndo tem nenhuma jogada e
B, serd vazio. Se u possui cor B, entdo Bob rotula u, ja que {A;|B;} < B; para todo i e o valor
B,, = Zé‘zl {A;|B;}. De outro modo, assumindo que u tem cor A, Bob deve rotular algum vértice

de uma subdarvore (7,u,u;), dessa forma u também serd rotulado e consequentemente

k k
B,, = min {Bj —{Aj|B;}+ Y {AilBi} : Bj ndo é vazio}. 4.2)
J= i=1

A partir disso, € possivel resolver o PARTIZAN SCIGg em (T,v,u) calculando
{Ayy|By, }. Em relagdo ao PARTIZAN SCIGg em (T,v), note que os jogos nas subdrvores de v
sdo independentes, logo € possivel calcular o valor de {A;|B;} = Y, en () {Avu|Buu}-

Finalmente, considere o PARTIZAN CIGs em T. Vamos calcular o melhor valor
Ar para Alice e o melhor valor By para Bob. Se nenhum vértice de T tem cor A, entdo At é
vazio. De maneira andloga, se nenhum vértice de 7' tem cor B, entdo By € vazio. Caso contrario,
A7 = max,cy(7){Ay|By} € Br = min,cy(r){Ay[By}. Isso leva a um algoritmo recursivo de tempo
polinomial. 0

Além disso, o lema 4.3.2 demonstra que os jogos Red-Blue Hackenbush em arvores

sao equivalentes aos jogos PARTIZAN SCIG), em grafos direcionados e aciclicos.

Lema 4.3.2. O jogo Red-Blue Hackenbush em drvores é equivalente ao jogo PARTIZAN SCIGy,
em DAGs (grafos aciclicos direcionados) que possui uma fonte, um sumidouro, jd estd rotulado

no inicio do jogo, e todos os outros vértices tém grau 1.

Demonstrag¢do. Dado um jogo Red-Blue Hackenbush em uma arvore 7', € possivel

obter um grafo orientado Ga partir do que se segue. Para toda aresta x de 7', € criado um vértice
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vyemG. Sexe y sdo arestas adjacentes em T e x estd abaixo de y, entdo € criado um arco vy,
em G. Além disso, ¢ criado um vértice z em G e é criado todos 0s arcos v,z quando x ndo possui
uma aresta adjacente acima dela em 7 e considere que z ja esté rotulado desde o inicio do jogo.
Finalmente, v, terd cor A em G se e somente se a aresta x tem cor azul em 7. A Figura 11 mostra
um exemplo. Note que G é um DAG e hd exatamente um sumidouro (o vértice z) e uma fonte
(o vértice associado a aresta de T' conectada ao chido). Além disso, todo vértice de G tem grau
1, exceto a fonte e o sumidouro. Também € possivel perceber que quando o vértice v, de G
€ rotulado no jogo PARTIZAN SCIG), € impossivel nas proximas jogadas rotular os vértices
associados as arestas de T que estdo acima de x, oque é equivalente a cortar a aresta x no jogo
Red-Blue Hackenbush.
Figura 11 — Desenho de uma instincia de jogo Red-Blue Hackenbush em arvore e

a Representacdo grafica de sua equivaléncia no jogo de convexidade PARTIZAN
SCIGys em um grafo G

Fonte: elaborado pelo autor

Finalmente, seja G um DAG (grafo aciclico e direcionado) com uma fonte s, uma
sumidouro z e todos os demais vértices com grau 1, onde o sumidouro ja estd rotulado no comeco
do jogo PARTIZAN SCIGy,. E possivel obter uma um jogo Red-Blue Hackenbush em uma
arvore T pelo oque se segue. Para todo vértice v # z de G, ¢ criado um vértice v em T'. Para cada
arco uv de G com v = z, € criado uma aresta uv em 7. Além disso, € criado um vértice gem T
que € o chao em um jogo Red-Blue Hackenbush e sdo criadas as arestas gs, onde s é o vértice de
T que corresponde a fonte s de G. Por fim, a cor da aresta uv de T serd azul se e somente se 0
vértice v tem cor A em G.

Note que 7 € uma arvore Red-Blue Hackenbush. Assim como, também & possivel
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perceber que cortando uma aresta uv de 7 se torna impossivel nas préximas jogadas cortar

arestas acima de uv em T e isto € equivalente a0 PARTIZAN SCIGy; em G, cujo sumidouro z ja

esta rotulado. L]
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho buscou investigar a resolu¢do de jogos de convexidade aplicados a

algumas classes de grafos, por meio da utilizacdo dos métodos e de solugdes aplicados a jogos

classicos da literatura. Diante disso, € possivel concluir que o principal objetivo deste trabalho

foi alcangado, tendo em vista que as principais contribuicdes foram:

a)

b)

c)

d)

g

h)

Solucao do problema de decisdo em jogos de convexidade de intervalo fechado
em caminhos, aplicando a teoria de Sprague-Grundy;

Constru¢do de um algoritmo recursivo polinomial para solucionar o problema
de decisdo em jogos de convexidade de intervalo fechado em arvores tanto nas
versoes simplificadas, quanto nas demais versoes;

Baseado na teoria de Conway para jogos partizan, foi desenvolvido um algoritmo
polinomial para calcular o valor de caminhos no jogo Red-Blue Hackenbush;
Foi desenvolvido um algoritmo que calcula o nimero diddico simples entre dois
numeros;

Fundamentado nas duas ultimas contribuicdes, foi construido um algoritmo recur-
sivo polinomial para calcular valores de drvores no jogo Red-Blue Hackenbush;
Demonstrado que jogos partizan simplificados de convexidade geodésica de
intervalo fechado em grafos estrelas subdivididos s@o equivalentes aos jogos
Red-Blue Hackenbush em unides de strings disjuntas;

Provado que jogos partizan de convexidade geodésica ndo sdo fuzzy e que sdo
solucionados em tempo polinomial;

Demonstrado que o jogo Red-Blue Hackenbush em arvores € equivalente ao jogo
partizan simplificado de convexidade monofénica de intervalo fechado em grafos

aciclicos direcionados;

Em suma, para os jogos de convexidade imparciais é possivel utilizar a teoria

de Sprague-Grundy para determinar os nimbers de suas instancias e assim gerar estratégias

vencedoras. Além disso, para os jogos de convexidade partizan € possivel utilizar as teorias de

Conway com nimeros surreais para atribuir valor as posi¢des desses jogos e assim, também,

resolver seus problemas de decisao.

Contudo, os jogos de convexidade imparciais em algumas classes de grafos ainda

nao foram solucionadas, a saber: grades e cografos, por exemplo. Logo, um possivel trabalho

futuro € analisar os jogos de convexidade imparciais em grafos que contém ciclos.
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APENDICE A - CODIGOS-FONTES UTILIZADOS PARA O CALCULO DOS
VALORES DE POSICOES EM ARVORES NO RED-BLUE HACKENBUSH

Cdédigo-fonte 1 —Classe Fracao

39

I |from math import gcd,lcm

3|#Classe inspirada em fraction
4 |#0peracoes mais simples e nao simplifica
que possivel

5 |#Necessario para deixar os valores com o

6|class Fracao:

8 #inicializacao da fracao

9 def __init__(self, x, y = None):
10

11 if y == None

12

13 if type(x) is int:

14 self .numerador = x

15 self .denominador = 1

16

17 elif type(x) is float:

18 self .numerador, self.denominador

as_integer_ratio ()

elif isinstance(x,
21 self .numerador = x.numerador
self .denominador = x.denominador

else:

Fracao) or type(x)

a fracao sempre

mesmo denomidador

para o calculo do numero diadico simples

= X.

Fracao:
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if type(x) is int is type(y):
self .numerador = x

self .denominador

Il
<

elif isinstance(x, float) or isinstance(y,float):

x_n, x_d x.as_integer_ratio ()

y_n, y_d = y.as_integer_ratio ()
self .numerador = x_n * y_d
self .denominador = x_d * y_n

#Metodos da classe

#0peracoes usando sobrecarga de operadores

#Definido o operador
def __mul__(self, x):

return(Fracao (self.numerador * x, self.denominador))

#Definindo o operador <
def __1t__(self, x):
if type(x) is int or type(x) is float:
if (self.numerador/self.denominador) < x:

return True

return False

elif isinstance(x, Fracao):
if (self.numerador/self.denominador) < (x.numerador/x
.denominador) :
return True

return False
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68

69
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78

79
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#Definindo o operador >
def __gt__(self, x):
if type(x) is int or type(x) is float:
if (self.numerador/self.denominador) > x:
return True

return False

elif isinstance(x, Fracao):
if (self.numerador/self.denominador) > (x.numerador/x
.denominador) :
return True

return False

#Definindo a funcao abs ()
#Retornando o valor absoluto de uma fracao
def __abs__(self):

valor = self.numerador / self.denominador

if wvalor < O:
return valorx-1
else:

return valor

#Definindo o operador -
def sub__(self, x):

g = lcm(self.denominador, x.denominador)

termol (g / self.denominador) * self.numerador

termo?2 (g / x.denominador) * x.numerador

return (Fracao(int(termol - termo2), g))
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#Definindo o operador - no caso da fracao estar a direita
do operador
def __rsub__(self, x):

return self - Fracao (x)

#Definindo o operador +
def __add__(self, x):
if type(x) is int or type(x) is float:

return self + Fracao(x)

else:
g = lcm(self.denominador, x.denominador)
termol = (g / self.denominador) * self.numerador
termo2 = (g / x.denominador) * x.numerador

return (Fracao(int(termol + termo2), g))

#Definindo a funcao int ()
#Retorna o valor inteiro da fracao
def __int__(self):

return int (self.numerador/self.denominador)

#Normalizando a fracao
def normalizar (self):
g = gcd(self.numerador, self.denominador)

if self.denominador < O:

g = -8

return Fracao((self.numerador // g), (self.denominador

/7 g))

#Definindo a funca str ()
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#Retorna a fracao como uma string
def __str__(self):

if self.denominador !'= 1:

if self.numerador > self.denominador:
resto = Fracao(self.numerador/self.denominador -
self .numerador//self.denominador)
return str(self.numerador//self.denominador) + " +
" + str(resto.numerador) + str("/") + str(resto.

denominador)

else:
return str(self.numerador) + '/'" + str(self.

denominador)

else:

return str(self.numerador)

Cédigo-fonte 2 —Calculo do nimero diadico simples

W

6

from math import log

#Calcula o numero diadico simples entre x e y

def nds(x,y):

#Checando se existe um valor inteiro entre x e y

if abs(x) < abs(y):

maior =y

menor = X
else:

maior = X

menor =y
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if Fracao(menor) .denominador == 1 and abs(menor - maior)

> 1:

if menor > 0 and maior < 0 or menor < 0 and maior < O:

return Fracao(menor - 1)

elif menor < O and maior > 0 or menor > 0O and maior >
0:

return Fracao (menor + 1)

elif Fracao(menor).denominador != 1 and abs(menor - maior
) >= 1:
if menor > 0 and maior < 0 or menor < 0O and maior < O:

return Fracao(int (menor) - 1)

elif menor < 0 and maior > O or menor > O and maior >
0:

return Fracao(int (menor) + 1)

#Caso nao tenha valor inteiro devo encontrar o numero
diadico simples

else:

x_fracao Fracao (x)

y_fracao Fracao (y)

#Devo deixar ambos com o mesmo denominador

if x_fracao.denominador < y_fracao.denominador:
mult = (abs(y_fracao.denominador)/abs(x_fracao.

denominador))
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45

x_fracao = Fracao(x_fracao.numerador * mult, x_fracao

.denominador * mult)

else:
mult = (abs(x_fracao.denominador)/abs(y_£fracao.
denominador))
y_fracao = Fracao(y_fracao.numerador * mult, y_fracao

.denominador * mult)

#Atribuindo valores as variaveis

if x_fracao.numerador < y_fracao.numerador:

A = x_fracao.numerador

B = y_fracao.numerador
else:

A = y_fracao.numerador

B = x_fracao.numerador
D = x_fracao.denominador
if A == 0 and B == 0

return O

if A == B - 1:

return Fracao ((A+B) ,2*D) .normalizar ()

else:

e
I

int (log (N, 2))
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69 C = int (A / 2x%xk)

72 return Fracao ((C+1) *(2**xk), D).normalizar ()
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Codigo-fonte 3 — Verifica se a posicao representada pela string tem ramificacao

| |#Checa se a string representa uma posicao que tem

ramificacao

3]

#Note que R(R)(B) tem ramificacao
5|#Mas, R(R) nao tem, assim como RR e R(R(R(R(R(R)))))

def tem_ramificacao(string):

W

6
7 #cont conta a quantidade de ramos

8 cont = 0
10 #pilha que armazena os par nteses que estao sendo
abertos

1 pilha = []

13 #iterador

14 i=20

16 tamanho = len(string)

19 while i < tamanho:

20 if stringli] == '(':

22 #quando ( e encontrado ele e adicionado na
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pilha
pilha.append (' (")

#preencher o filho
filho = "'
pilha_filho = pilha

#Armazena a string do filho
while i < tamanho and len(pilha_filho) != O:
if stringl[i] == '(':
filho = filho + stringl[i]

pilha_filho.append (' (")

elif stringl[i] == "')':

pilha_filho.pop ()

if len(pilha_filho) != O:

filho = filho + stringl[i]

else:

filho = filho + stringl[i]

#Checa se o filho tem ramificacao, se ele tiver
, entao a string tem ramificacao
if tem_ramificacao(filho):

return True
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53 pilha.append (' (')

54

55 #quando um parenteses for fechado ele sera retirado
da pilha

56 if i < tamanho and stringl[i] == ')':

57 pilha.pop )

58

59 #se o tamanho da pilha de parenteses for O

significa que uma ramificacao terminou

60 if len(pilha) == O:

61 cont = cont + 1

62

63

64 i=1+1

65

66 #No final da analise se a pilha estiver vazia e a

quantidade de ramos for maior que um, entao
67 #existe ramificacao
68 if len(pilha) == 0 and cont > 1:

69 return True

71 return False

Cdédigo-fonte 4 — Corta um segmento

| |#Apagar todos os caminhos que dependem da aresta que foi

retirada e esta na posicao i da string

3]

def retirar_pos(string, i):
saida = ""

(']

w

4 pilha

cont = 0

W

6




for j in range(len(string)):

if j == i:
saida = saida + ' !
else:
if j > i:
if cont == O:
if stringljl == '(":
pilha.append (' (")
elif stringl[j] == ')':
pilha.pop ()
if len(pilha) == O0:
cont =1
if len(pilha) == O0:
saida = saida + stringl[j]
else:
saida = saida + '
else:
saida = saida + stringl[j]
else:
saida = saida + stringl[j]
sem_vazios = ""
saida = saida.replace(' ', '")

while j < (len(saida)):

49




39 if saidal[j] == '(' and saidal[j+1] == ') ':
40 j=3+1

41 else:

42 sem_vazios = sem_vazios + saidalj]

43

44 j =3 +1

45

46

47 return sem_vazios
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Cddigo-fonte 5 — Inverte uma posi¢ao

posicao invertida

4|def inverter_posicao(arvore):

| |#Recebe uma string que representa uma posicao e retormna a

> |#A posicao RB tem valor -1/2 e seu inverso BR tem valor 1/2

5 arvore = arvore.replace('B', 'I')
6 arvore = arvore.replace('R', 'B')
7 arvore = arvore.replace('I', 'R')
8

9 return arvore

Cddigo-fonte 6 —Calcula o valor de uma posi¢do que € um caminho

| |#Calcula valor de caminhos em tempo linear

[\

def calcular_caminho(caminho):

4 caminho = caminho.replace(' ', '")
5 caminho = caminho.replace(')', '")
6 caminho = caminho.replace('(', '")




valor = 0
cor_anterior = ''

base = 2

for cor in (caminho):

if cor_anterior == '' or cor == cor_anterior:
cor_anterior = cor
if cor == 'B'
valor = valor + 1
elif cor == 'R':
valor = valor - 1
else:
cor_anterior = "N" #nao vai ser levada em
consideracao
if cor == "B":
valor = valor + 1/base
elif cor == 'R':
valor = valor - 1/base
base = base *x 2

return valor
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Cdédigo-fonte 7 — Calcula o conjunto dos valores obtidos apds um movimento em uma posi¢ao

#Recebe uma string e retorna dois vetores
#0 primeiro contem todos os valores das posicoes obtidos
apos um movimento de Right

#0 segundo contem todos os valores das posicoes obtidos




apos um movimento de Left

def obter_red_blue(arvore):
gtde_red = O
gtde_blue = 0

blue = []
red = []
qtde_blue = arvore.count('B')
qtde_red = arvore.count('R")
tamanho = len(arvore)
i=20
while qtde_blue != 0:
sub = arvorel[:]

while i < tamanho and arvorel[i] !=

i=1+1

sub retirar_pos(sub, i)

i=1+1

blue.append(calcular_arvore (sub))

gtde_blue = qtde_blue - 1

while gtde_red != O:

IBI:

52




35 sub = arvorel[:]

36

37 while i < tamanho and arvore[i] !'= 'R':
38 i=1+1

40 sub = retirar_pos(arvore, i)

A1 i=1+1

42

43 red.append(calcular_arvore (sub))
44

45 gtde_red = qtde_red - 1

46

47 return red, blue
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Cédigo-fonte 8 —Calcula o valor de uma posi¢@o que € uma arvore

Hash
> |Hash = {}

4|#Recebe uma string de uma posicao e retorma o valor

def calcular_arvore (arvore):

W

6 global Hash

8 comeca_com_r = False

9

10 if len(arvore) > 0O and arvore[0] == 'R':
11 comeca_com_r = True

12 arvore = inverter_posicao (arvore)

14 valor = Hash.get (arvore)

| |#Armazena os valores de subposi es j calculadas em um




22

46

47

if valor == None
if tem_ramificacao(arvore) == False:
r = Fracao(calcular_caminho (arvore))
Hash[arvore] = r

return r

red,blue = obter_red_blue(arvore)

if len(red) == 0:

return Fracao(max(blue) + 1)

if len(blue) == 0:
return Fracao(min(red) - 1)
r = nds(min(red) ,max(blue))

if not isinstance(r, Fracao):

r = Fracao(r)
Hash[arvore] = r
if comeca_com_r == True:

return r * -1

return r

else:

if comeca_com_r == True:

return valor *x -1

return valor
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