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RESUMO

Neste estudo, investigamos a dlgebra de Lie para analisar o &tomo de hidrogénio. Comecamos
com uma explicacdo dos grupos de Lie e suas definicdes essenciais. Em seguida, abordamos
0s grupos ortogonais, unitarios e simpléticos, com foco no grupo SO(4). Durante o estudo,
identificamos caracteristicas cruciais, incluindo o operador de Casimir e o isomorfismo da dlgebra
SO(4). Por fim, determinamos as autoenergias do dtomo de hidrogénio usando quaternides e o

grupo SO(4).

Palavras-chave: dlgebra de Lie; 4tomo de hidrogénio; operador de Casimir ; autoenergias.



ABSTRACT

In this study, we investigate Lie algebra to analyze the hydrogen atom. We begin with an
explanation of Lie groups and their essential definitions. Next, we address orthogonal, unitary,
and symplectic groups, with a focus on the SO(4) group. Throughout the study, we identify
crucial features, including the Casimir operator and the isomorphism of the SO(4) algebra.

Finally, we determine the autoenergies of the hydrogen atom using quaternions and the SO(4)

group.

Keywords: Lie algebra; hydrogen atom; Casimir operator; eigenenergies.
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1 INTRODUCAO

A necessidade de abordar os desafios da humanidade nos leva constantemente a
buscar técnicas mais ripidas e precisas, resultando em equagdes tio elegantes quanto obras de
arte. Nas disciplinas da matematica, fisica e quimica, esse principio ndo € excecao. Entre os
diversos conceitos, destacam-se os grupos, que podem ser aplicados no estudo das simetrias em
teorias de campos, na relatividade, na mecénica cldssica e na mecanica quantica, bem como nas
estruturas atdmicas e moleculares, no proprio estudo da dlgebra abstrata e em uma miriade de
outros contextos.

Os primérdios da teoria dos grupos sdo atribuidos ao matematico francés Evariste
Galois (1811-1832), que, em 1832, por meio de uma correspondéncia dirigida ao seu amigo
Auguste Chevalier, introduziu o conceito de grupo solivel para descrever as raizes de equagdes
polinomiais. Dado que a teoria encontrava-se em sua fase embriondria, ocorreram refinamentos
com as contribui¢des de alguns matemaéticos notaveis, entre os quais se destacam o suico
Leonhard Euler (1707-1783), o alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855), o francés Joseph
Louis Lagrange (1736-1813), o noruegués Niels Henrik Abel (1802-1829) e o italiano Paolo
Ruffini (1765-1822), entre outros.

O conceito moderno de grupo € atribuido a Arthur Cayley (1821-1895), que propds
que um grupo é definido por leis que combinam seus elementos. Entretanto, sua definicao
ndo obteve sucesso e sO foi reconhecida ap6s ser introduzida por Walther Franz Anton Von
Dyck (1856-1934). Com um forte interesse em geometria e topologia, Felix Klein (1840-1925),
Marius Sophus Lie (1842-1899) e Henri Poincaré (1854-1912) adaptaram a teoria de grupos
para dimensdes infinitas. Suas contribui¢des foram fundamentais para o sucesso da teoria de
grupos e sua disseminagdo global.

Atualmente, a teoria de grupos apresenta diversas ramificacdes e aplicacdes. Entre
elas, temos a Fisica de Particulas, que permite a descoberta de novas particulas e auxilia na
classificagcdo e no estudo de suas interagdes. Na engenharia e na ci€ncia da computagdo, com
aplicagdes na robotica. Na biologia, com investigacdes baseadas na simetria de proteinas e DNA.
Além disso, hd aplicagdes na economia, musica, arte e até mesmo em videogames, para animar
um personagem ou objeto em movimento.

O proposito deste trabalho consiste em abordar a resolucdo do problema do dtomo de
hidrogénio utilizando a teoria de grupos. O inicio do estudo envolve uma introdugdo detalhada

a teoria de grupos, comecando com as primeiras definicdes e expandindo para os tipos de
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representacdes, operadores de Casimir e assim por diante. Nesse processo, identificamos a
dlgebra so(4) como um elemento essencial para a compreensdo do dtomo de hidrogénio em seu
estado ligado, conforme serd minuciosamente demonstrado.

A presente dissertacdo segue a seguinte estrutura: no Capitulo 2, abordaremos a
teoria de grupos, onde serdo discutidos os tipos de mapeamentos e representagdes. No Capitulo
3, introduziremos a Algebra de Lie, comecando com uma introducdo as matrizes exponenciais,
isomorfismos de dlgebra e, por fim, os operadores de Casimir. O Capitulo 4 dard inicio a
aplicacdo dos conceitos abordados nos capitulos anteriores, discutindo os grupos ortogonais,
unitarios e simpléticos. O resultado fundamental deste trabalho serd apresentado no Capitulo
5, no qual utilizaremos os conhecimentos anteriores para solucionar o problema do dtomo de
hidrogénio. Por fim, concluiremos este trabalho com um resumo dos resultados obtidos no

Capitulo 6.
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2 GRUPOS E SUBGRUPOS

O objetivo deste capitulo € introduzir a ideia bésica de grupo para os fisicos. Um
grupo € um conjunto de elementos que deve obedecer a quatro axiomas. O desenvolvimento
da teoria nao depende da natureza dos proprios elementos, podendo ser qualquer conjunto de
objetos ou entidades.

Nesta secdo, apresentaremos os conceitos fundamentais da teoria de grupos necessa-
rios para o estudo do dtomo de hidrogénio. Um conjunto G de elementos x,y,z, ... ¢ denominado
grupo em relacdo a uma operacgao (o) se cumprir 0s quatro axiomas de grupo a seguir:

1. Multiplicacao
x,y€ G, xoy=z€Q@, 2.1

2. Associatividade

xo(yoz)=xo(yoz), (2.2)

3. Existe um elemento de identidade e tal que

Vx € G,xoe=eox =x, (2.3)

4. Existéncia de elemento inverso x !

xox '=xlox=e. 2.4)

Se todos os elementos de um grupo comutam, ou seja, se x oy = y o x para quaisquer
elementos x e y do grupo, entdo esse grupo € chamado de grupo abeliano. No entanto, em geral,
os elementos de um grupo ndo comutam.

A ordem de um grupo, o nimero de elementos nele contidos, pode ser finita ou
infinita, infinita contavel ou incontavel.

Um subconjunto . de um grupo G, com a mesma opera¢do de multiplicacdo de G,
¢ chamado de subgrupo de G. Existem dois tipos de subgrupos (COSTA, 2012):

1. Triviais: Formado apenas por um tnico elemento, a identidade e;
2. Nao triviais: Um subgrupo nao trivial deve conter pelo menos dois elementos e satisfazer
as propriedades do grupo, sendo comumente chamado de subgrupo adequado ou préprio.

Sejam s e g elementos do subgrupo . e do grupo G, respectivamente. O subgrupo

. & dito ser invariante se o elemento gsg~ ! pertence a .#. Outras terminologias para subgrupos
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invariantes sao subgrupos normais ou divisores normais. Um grupo pode ser classificado como
simples ou semissimples. Um grupo G € simples se seus tnicos subgrupos invariantes sao o

subgrupo trivial, enquanto é semissimples se ndo contém nenhum subgrupo abeliano invariante

(COSTA, 2012; SAVAGE, 2015).

2.1 Mapeamentos homomorficos e isomorficos

Sejam G e G’ dois grupos quaisquer. Um mapeamento é uma regra na qual cada
elemento de G é atribuido a algum elemento de G'. Esses mapeamentos podem ser de dois tipos:

homomorficos e isomorficos. Vamos verificar a definicdo abaixo.

Definicao 2.1.1 Mapeamento homomdrfico de um grupo G em G’

Se ¢ é um operador de um grupo G em G, tal que

¢(x1)0 9 (x2) = ¢(x10x2)
para todo x| e xo em G, entdo ¢ é denominado um mapeamento homomorfico.

Essa propriedade afirma que o mapeamento preserva a operagao de grupo, ou seja, o
produto dos elementos em G é preservado pelo mapeamento em G'. No entanto, 0 mapeamento
homomorfico nao necessariamente € biunivoco (bijetivo), ou seja, diferentes elementos de G

podem ser mapeados para 0 mesmo elemento em G'.

Defini¢io 2.1.2 Um mapeamento ¢ de um grupo G em um grupo G' é considerado isomdrfico
se satisfaz duas propriedades:
1. ¢ (x1)0@ (x2) = @ (x1 0x2) para todo x1,x3 € G, ou seja, é um mapeamento homomdrfico;
2. @ é um-para-um (injetivo), o que significa que cada elemento de G é associado a um tinico

elemento em G'.

Em outras palavras, um mapeamento isomorfico também € um mapeamento homomorfico.

2.2 Produtos diretos e produtos semi-diretos de grupos

O produto direto e o produto semi-direto sdo duas operagdes utilizadas para combinar

subgrupos e formar um grupo maior. Vejamos as defini¢des abaixo.
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Definicéio 2.2.1 Sejam G, e Gy dois grupos quaisquer, com (x1,x2) e (x},x5) conjunto de pares

onde x1,xy € Gy, x2,x5 € Gy. Definimos
/ / / /
(x1,x2) 0 (x},5) = (x1 0x],x20x5)
para todos x1,x] € G| e x2,x, € Ga.

Definicao 2.2.2 Sejam .| e .7 dois subgrupos do grupo G. Dizemos que o produto direto de
S com S € o grupo G = S| X S, se as seguintes condigcdes forem satisfeitas:

1. Os dois subgrupos .1 e /> tém apenas o elemento unitdrio em comum;

2. Os elementos de .1 comutam com os elementos de /5;

3. Cada elemento de G pode ser escrito como um produto de um elemento .| e um elemento

de .5 (CORNWELL, 1997).

Definicao 2.2.3 Dizemos que o produto semi-direto de .1 com %3 é o grupo G = /| X .S, se
as seguintes condicoes forem satisfeitas:

1. | é um subgrupo invariante de G;

2. os dois subgrupos .7 e ./ tém apenas o elemento unitdrio em comum;

3. cada elemento de G pode ser escrito como um produto de um elemento .| e um elemento

de yg.

2.3 Representacio de um grupo

Uma representacao de um grupo € um mapeamento de cada elemento do grupo para
um operador linear no espaco vetorial, obedecendo a propriedade de homomorfismo entre as
operagdes do grupo e as operagdes dos operadores lineares.

Se para cada elemento g de G existe um operador linear correspondente ¢ (x) no

espago vetorial L,, tal que

¢ (x10x2) =@ (x1)0¢ (x2)

onde x; e x; sdo elementos de G e o denota a operagdo do grupo, entdo dizemos que o conjunto

de operadores ¢ (x) forma uma representacao linear n-dimensional do grupo G.
2.3.1 Representacdo matricial

A representacdo matricial esta relacionada ao estudo de grupos e suas propriedades.
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Definicao 2.3.1 (Representacdo matricial) Quando os elementos do grupo formam um grupo de
matrizes d X d ndo singulares, denotado por D(x), com a multiplicacdo do grupo definida como

multiplicacdo de matrizes, ou seja,
D (xj0x2) =D (x1)oD(x2), (2.5)

onde x| e xy € G, diz-se que este conjunto de matrizes forma uma representacdo d-dimensional

D de G (CORNWELL, 1997).

Essa representacdo matricial permite estudar as propriedades do grupo através de
manipulagdes e calculos com as matrizes correspondentes.
Se todas as matrizes atribuidas aos diferentes elementos do grupo forem diferentes,

entdo o grupo de matrizes € isomorfo ao grupo que representa, e a representacao € considerada

fiel.
2.3.2 Representagoes equivalentes

Teorema 2.3.1 Sejam D e S matrizes, com D sendo uma matriz de representacdo e S sendo uma

matriz ndo singular qualquer. Definimos, para cada x € G, uma matriz n X n da seguinte forma:
D'(x) =S~ (x)D(x)S(x). (2.6)

As representagées D(x) e D' (x) sdo rotuladas como equivalentes por meio de uma transformagdo

de similaridade (CORNWELL, 1997).

A existéncia de representacdes equivalentes é uma propriedade importante dos gru-
pos, pois permite encontrar formas diferentes e mais convenientes para representar os elementos

do grupo. A demonstracdo do Teorema 2.3.1 encontra-se no apéndice B.
2.3.3 Representacdes redutiveis e irredutiveis

Se for possivel escolher uma base em L,, de forma que todas as matrizes correspon-
dentes a D possam ser escritas na forma de uma matriz triangular superior, podemos expressar a

matriz D da seguinte maneira:

2.7)
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Esta representacdo € valida para cada x € G, onde as matrizes D1 (x), Dy2(x) e Dy (x),
bem como a matriz nula 0, t€ém dimensdes 51 X 51, §1 X §2, §2 X §3 € 3 X §1, respectivamente.
Essa forma de matriz triangular superior pode facilitar a andlise e os calculos relacionados as

propriedades das matrizes D(x) no contexto do grupo G (COSTA, 2012).

Definicao 2.3.2 (Representacdo redutivel) Uma representagcdo de um grupo G é considerada

“redutivel” se puder ser expressa na forma da Equacdo 2.7.

Definicao 2.3.3 (Representacdo irredutivel de um grupo G) Uma representacdo de um grupo G

é dita “irredutivel” se ndo for redutivel.

Se D;;(x) for redutivel, podemos transforma-lo em uma forma da Equagdo 2.7
por meio de uma transformacdo de similaridade. Esse processo € repetido até que todas as
representacdes envolvidas se tornem irredutiveis, transformando a representagao redutivel D em

uma forma de matriz triangular superior,

/11 (x) /12(x) /13()5) e llr(x)
0 /22 (x) /23 (x) ... lzr(x)

D'(x) =S 'D(x)S = 0 0 Di(x) ... Dy(x) |- (2.8)
0 0 0 ... D.,(x

E evidente que as representacdes irredutiveis so a base para a constru¢@o de todas as representa-
¢oes redutiveis.

Se, por meio de uma transformacao de similaridade, for possivel transformar a

/

representacao em uma matriz na qual as submatrizes D;;, com i = Jj, sejam nulas, entao temos:

)0 0 .. 0
0 DLD) 0 ... 0
D" (x) = 0 0 hx) ... 0 : 2.9)
0 0 0 .. D'(»

Nesse caso, a representacio € completamente redutivel e pode ser decomposta na soma direta de
representacoes irredutiveis:

D" =D/, oD}, ®...aD/, (2.10)
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O simbolo & aqui indica que a operagdo envolvida ndo se trata da adicdo de matrizes. A razao

para essa diferenca reside na discrepancia das dimensdes das matrizes envolvidas.
2.3.4 Representacdo unitdria de um grupo

Definicao 2.3.4 ( Representacdo “unitdria” de um grupo ) Uma representacdo “unitdria” de
um grupo G é uma forma de representacdo D em que as matrizes D(x) sdo unitdrias, ou seja,

obedecem as seguintes condigoes:
D(g)oD(g)" =D(s)" o D(g) =1, 2.11)

para cada elemento g pertencente a G. Nesse contexto, D(g)T representa o adjunto ou conjugado

hermitiano de D(g).

Toda representacdo unitdria de um grupo finito € irredutivel ou completamente

redutivel. O nimero de representacdes irredutiveis nio equivalentes € limitado pela férmula:
N=Yn}. (2.12)
i

Aqui, onde N representa a ordem do grupo e n; a dimensao da i-ésima representacao irreduzivel

(COSTA, 2012).

2.4 Grupos de Lie

O objetivo deste capitulo € introduzir os conceitos de grupos de Lie. Cada grupo de
Lie desempenha um papel fundamental na resolu¢do de problemas fisicos. Apesar de existirem

vérias defini¢Oes para grupos de Lie, todas sdo equivalentes.

Definicao 2.4.1 ( Grupo de Lie) Um grupo de Lie é um tipo de grupo que possui uma estrutura
de variedade diferencidvel em seu conjunto subjacente. Essa estrutura é tal que a operagdo de

multiplicacdo é definida como
p:(g,h)eGXxG—gheG
é uma fungdo diferencidvel.

Aqui estdo listados os principais grupos de Lie:
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1. Grupo Unitario Especial (SU (n)): E o grupo das matrizes 7 x n unitérias com determinante
igual a 1;
2.GnmoOmgmmH%mmMHSOMD:Eogmmnhsmmﬂwsnxnmﬂgmmmcmnddﬂm}
nante igual a 1.
3. Grupo Ortogonal Especial Euclidiano (SE(n)): E o grupo das matrizes n X n ortogonais
com determinante igual a 1 e que preservam uma orienta¢ao no espago euclidiano.
4. O grupo simplético (Sp(n)) é o grupo das matrizes n X n unitarias U que satisfazem a
condi¢do U'JU = J, onde J é uma matriz fixa de estrutura simplética.
Vamos nos concentrar nos grupos ortogonais e simpléticos, com énfase em SO(4).
Para mais detalhes sobre os outros grupos, recomendamos livros como Cornwell (1984) e Hall

(2003).
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3 ALGEBRA DE LIE REAL

Iniciaremos o capitulo com algumas defini¢cdes e teoremas antes de prosseguirmos
para as algebras de Lie reais.
Em todos os argumentos a seguir envolvendo matrizes, o comutador [A,B| de

quaisquer duas matrizes A e B, ambas de tamanho m x m, € definido por
[A,B] = AB —BA. (3.1)

Este produto possui as seguintes propriedades:
1. [A,B]=—[B,A].
2. [A\B+C]=[A,B]+]A,C]; [A+B,C]=[A,C]+[B,C].
3. Parar € R,r[A,B] = [rA,B] = [A,rB].
4. [A,[B,C]] +[B,[C,A]] + [C,[A,B]] = 0.

3.1 Funcao exponencial de matriz

Vamos abordar agora um tema importante para compreender a relacdo entre um
grupo e sua correspondente dlgebra de Lie real. Para isso, serd necessario apresentar algumas

defini¢des e teoremas.

Definicao 3.1.1 A funcdo exponencial de uma matriz é definida como:
A SN,
P =1+Y) —A/ (3.2)
—~
j=1

onde A é uma matriz m X m, I é a matriz identidade m X m, e A’ representa a poténcia j-ésima

de A.

A

Teorema 3.1.1 A série para e na equagdo 3.2 converge para qualquer matriz A de tamanho

m X m.
A demonstracdo do teorema encontra-se no Apéndice B.

Teorema 3.1.2 Se as matrizes A e B sdo quaisquer matrizes m X m que comutam, entdo a

seguinte igualdade é vdlida:
A B A+B B A. (33)
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No caso em que A e B ndo comutam e suas entradas sdo suficientemente pequenas, temos a
seguinte relacdo:

eAeP = eC, (3.4)

onde C é calculado por meio de uma série infinita conhecida como a formula de Baker-Campbell-
Hausdorff:
1 1 1
C=A+B+ E[A’B] + E[A’ [A,B]] + E[B’ B,A]]+---. (3.5)

Essa formula é fundamental na teoria das dlgebras de Lie e é usada para manipular produtos

exponenciais de elementos dessa dlgebra.
A demonstrac@o do Teorema 3.1.2 encontra-se no apéndice B.

Teorema 3.1.3 A funcdo exponencial da matriz formada a partir de uma matriz n X n possui as

seguintes propriedades:

1 (&M =eld);
2. (M) =€
3. (M=ot
4. Para qualquer matriz m X m ndo singular S
SAST = geAg (3.6)
5. Se A1, 22,23, ..., Ay s@o autovalores de A, entdo eM,e*,. .. M sdo autovalores de e®;

6. det(eP) = ™A,

~ ~ . _ —1
7. ™ é sempre ndo singular e (eA) LA

3.1.1 Subgrupos de um pardmetro

Seja G um grupo de Lie. Um subgrupo de um parametro, denotado por .7, é um
subgrupo de Lie de G que consiste em elementos 7'(¢) dependentes de um pardmetro real 7, que
varia de —oo a +oo, de forma que a seguinte equacio seja satisfeita para todos os valores de 7 e ¢/

dentro do intervalo —oo < ¢,¢/ < 400 (CORNWELL, 1997):

THOTE)=T@t+1). (3.7)
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Em particular, quando G é um grupo de matrizes n X n, .7 é um subgrupo de matrizes
A(1), tal que
ADA{) =A(t+1), (3.8)

para todo 7 e t' com —oo < £,/ < oo,
A partir da Equacao 3.8, concluimos que o subgrupo de um parametro € abeliano

para todos os valores de ¢’ e 7. Além disso, .7 (0) é a identidade do grupo G quando t =0

Teorema 3.1.4 Todo subgrupo de um parametro de um grupo de Lie G de matrizes m X m é

formado pela exponenciacdo de matrizes m X m. Se A(t) forma um subgrupo de um pardmetro

de G, entdo
Ar) = e, 3.9
onde a—= % 0

A demonstracido do Teorema 3.1.4 encontra-se no apéndice B.

3.2 Grupos compacto e nao compacto

Um grupo de Lie é considerado compacto quando sua parametriza¢do consiste em
um numero finito de dominios de parametros limitados. Por outro lado, se a parametrizagdo do
grupo requer um ndmero infinito de parimetros ou se esses parametros nao possuem limites,
o grupo € entdo considerado ndao compacto. A dlgebra de Lie associada a um grupo de Lie
compacto (ou ndo compacto) também € classificada como compacta (ou ndo compacta). Podemos
citar como exemplo de grupo compacto o SO(3) e como exemplo de grupo ndo compacto o

SO(2,1) (WYBOURNE, 1974).

3.3 Algebra de Lie Real

Uma élgebra de Lie € denominada real quando o corpo é R, e é chamada de complexa

quando o corpo é C.

Definiciio 3.3.1 (Algebra de Lie Real) Uma dlgebra de Lie real £, com dimensdo n > 1, é um

espaco vetorial real sobre algum corpo, equipado com um produto chamado colchete de Lie
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ou comutador, denotado por [x,y|, definido para todos x e y em £, satisfazendo as seguintes
propriedades:

1. Fechamento da dlgebra:

[x,y] € &, Vx,ye. L, (3.10)

2. Bilinearidade:
lax+by,z] = alx,z] + b[y, 2], (3.11)
[z,ax+ by] = alz,x] + D[z,y], (3.12)

onde a,b sdo reais e x,y,z € L.;

3. Anticomutatividade:

[x7y] :_[yax]’ (3.13)

Vx, y€ZL;
4. Identidade de Jacobi:
s v, 2]+ s [z, x]] + [z, [, 0] = 0, (3.14)

Vx, y,z € Z.

Por defini¢cdo, o comutador de quaisquer operadores lineares x e y na dlgebra de Lie
serd:

x,y]0 = x(y9) — y(x9). (3.15)

Aqui, ¢ é um elemento qualquer do espaco vetorial.

Seja x1, ..., x, uma base real do espago vetorial .’ de dimensio finita. Tomando os
elementos x,, € x4, 0 colchete de Lie [x,,x,| € £ para todos p, g =1,2,...,n, pode ser escrito
como um conjunto de n3 nimeros reais Clr,q conhecidos como constantes de estrutura, definido

como (CORNWELL, 1997):
[xp,xq] = Z Cog¥rs 0,4 =1,2,...,n. (3.16)
r=1

Observa-se claramente que a dlgebra de Lie isomorfica pode ser determinada a partir das

constantes de estrutura.



25

Das equagdes 3.13 e 3.14, deduz-se que as constantes de estrutura satisfazem as

seguintes propriedades:

Cpg = —Cops (3.17)
)y (cﬁ,qcﬁ’,i +cl .+ Cif?,;) =0. (3.18)

J

Além disso, existe a dlgebra abeliana, na qual [x,y] = 0 para todos os elementos x e y em .Z.
3.3.1 A existéncia de uma dlgebra de Lie real £ para cada Grupo de Lie G

Por suposi¢do, os elementos de A (x1,x2, - - - ,x,) sdo fungdes analiticas de x1,x3, . . ., X,.
A expansdo em série de Taylor fornece informacdes sobre a variacio da funcdo quando perturba-

mos a matriz identidade por uma pequena quantidade. Portanto,

s =a0 En(3) g E e (32) (32
k=1 y=0 k=lI=1 2= (3.19)
+0 (x?) ,
ao considerar o termo de primeira ordem e definir:
(Gr)ij = 3;;] X =xp=--=0, (3.20)
onde i e j variam de 1 a m, e r varia de 1 a n. Em fisica, as quantidades G, Go, ..., G, s@o

rotuladas como geradores da dlgebra de Lie .2 (CORNWELL, 1997; COSTA, 2012).

Vamos agora considerar o valor de dx;. Dessa forma, na equagéo 3.19, o produto
0x; 8x; é aproximadamente zero. Logo, o termo de primeira ordem pode ser aproximado como:

n
A (8xp) = Lun +k21 Sx;.Gy.

Aqui, utilizamos a substitui¢do de i por k apenas por conveniéncia, e substituimos A(0) por I,
(matriz identidade).

Considerando a condi¢do de ortogonalidade para dois elementos infinitesimais

A(0xi) e A(6x;), temos:

A(3xk)TA(5xl) = (I,{ + Z SXkGZ)(In + Z ox;Gy)
k=1 =1

—1,+ Y 65GT + Y 6xG+ Y Y dxbdnGlG,  (G2D
k=1 I=1 k=11=1

=1I,.
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Para que haja igualdade na Equacdo 3.21, € necessario impor a seguinte condi¢ao:
Z 6kal{ + Z ox;G; =0 (3.22)
n=1 =1

Considerando que cada uma das somas anteriores € uma matriz, podemos definir, por questdes

de simplicidade, };* | 0x;G; = x. Portanto, podemos reescrever a Equagdo 3.22 como:
x=—x" (3.23)

Claramente, as matrizes x sdo anti-simétricas. E possivel demonstrar facilmente que

os geradores Gy também obedecem a mesma relacdo, ou seja, Gx = —G,{.

3.4 Parametrizacio exponencial de uma algebra de Lie

Ao tomar 6x; = x;/N e realizar a multiplicacdo N vezes dos elementos do grupo em

funcdo dos parametros infinitesimais, chegamos a seguinte expressao para o elemento A:

~
N vezes

6 N
A(8x) A (8xp)... A (8x;) = <1n+ y %Gk> , (3.24)
k=1

Ao tomar o limite do lado direito da equacao 3.24 quando N tende ao infinito, obtemos:

N
6
. Xk o (267 G ) X
1 1, —G = k=1"kTk ) —

Isso define uma parametrizacdo particular das representacdes, frequentemente denominada
parametrizacdo exponencial, e, portanto, da propria lei de multiplicacdo de grupos. No limite,
isso deve tender a representagdo de um elemento do grupo, pois 1, + (Zgzl kak) se torna a

representacio de um elemento de grupo, a medida que N se torna grande. Em resumo, temos:
A=¢".

Assim, se G € um grupo compacto de Lie, todo elemento de um subgrupo conexo
de G pode ser expresso na forma e¢*, onde x € um elemento da dlgebra de Lie se real (COSTA,

2012).

3.5 Subalgebra de Lie

As defini¢des a seguir sdo vdlidas para dlgebras com corpos reais e complexos.
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Definicao 3.5.1 (Subdlgebra de uma dlgebra de Lie) Uma subdlgebra S de uma dlgebra de Lie
£ ¢ um subconjunto de elementos de £ que, por si so, forma uma dlgebra de Lie com o mesmo

comutador e corpo de L.

Definiciio 3.5.2 (Algebra de Lie invariante) Seja £ uma dlgebra e S uma subdlgebra, respecti-

vamente. Uma subdlgebra é considerada invariante se e somente se
[X.,Y] €S, VXeSeYeXZ. (3.25)

Em Algebra, chamamos de ideal uma subélgebra invariante. Se uma 4lgebra contém
elementos que nao estdo na subdlgebra, chamamos de ideal proprio. Quando o conjunto de

elementos da 4lgebra satisfaz
Xi;,Xj] =0, VieSejecZ, (3.26)

nds o chamamos de ideal mdximo ou centro da dlgebra. O centro da dlgebra forma uma

subdlgebra abeliana.

3.6 Mapeamentos homomorficos e isomorficos de algebras de Lie

Definiciio 3.6.1 (Mapeamento Homomérfico de uma Algebra de Lie £ sobre uma Algebra de
Lie ') Seja W um mapeamento de uma dlgebra de Lie . sobre uma dlgebra de Lie &', ambos
possuindo o mesmo corpo, de tal forma que:

1. Para qualquer a,b € £ e quaisquer ., 3 pertencentes ao campo correspondente,

v(aa+pBb) = ay(a)+ By (b);

2. Para qualquer a,b € £,

Nesse contexto, W é denominado um mapeamento homomdrfico de £ em L.

Defini¢io 3.6.2 ( Mapeamento isomorfo de uma dlgebra de Lie £ em uma dlgebra de Lie ')
Um mapeamento ¥ de uma dlgebra de Lie . em uma Lie a dlgebra ' com o mesmo corpo é

dita “isomorfica” se for homomorfica e bijetiva.
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3.7 Algebras de Lie semissimples e suas Representacoes

O conceito de uma élgebra de Lie semissimples adquire significincia através dos

seguintes teoremas e definicdes (WYBOURNE, 1974).

Definicdo 3.7.1 (Algebra de Lie Simples) Uma dlgebra de Lie é considerada simples quando

ndo possui ideais proprios.

Uma das vantagens de uma dlgebra semissimples é que podemos escrevé-la em

termos de seus ideais, da seguinte forma:
L= LHD... 0L (3.27)
Aqui, @ representa a soma direta e .%; € um ideal de .Z.

Definiciio 3.7.2 (Algebra de Lie semissimples) Uma dlgebra de Lie £ ¢ dita ser “semissimples”

se ndo possuir uma subdlgebra abeliana invariante, exceto {O}.

Uma dlgebra simples é sempre semissimples, embora o contrario nao seja necessari-
amente verdadeiro. Observamos que grupos simples e semissimples t€m, por defini¢do, mais de

uma dimensao.
3.7.1 Representacdo adjunta de uma dlgebra de Lie

Teorema 3.7.1 Considere uma dlgebra de Lie real £ com dimensdo n e uma base {a, ... ,a}

para L. Para qualquer a € £, definimos a matriz n X n ad(a) da seguinte maneira:
n
la,a;] =Y ad(a) ;e (3.28)
k=1

onde jvaria de 1 a n. O conjunto de matrizes ad(a) forma uma representagcdo n-dimensional,

conhecida como a representacdo adjunta de £ .

Podemos encontrar a demonstracdo do Teorema 3.7.1 no apéndice B.

Igualando a Equacgdo 3.28 com 3.16, temos:

{ad(a)},; = cy), (3.29)

para j, k e p variando de 1 a n. Isso implica que os elementos de ad(a) dependem do corpo da
dlgebra. No caso de um corpo real, ad(a) serd uma matriz real, enquanto no caso de um corpo

complexo, ad(a) serd uma matriz complexa.
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3.7.2 Forma de Killing

A forma de Killing € uma ferramenta importante em diversas dreas da matematica
e da fisica, tais como a teoria da relatividade e a geometria riemanniana. Essa medida recebe
o nome do matemadtico alemao Wilhelm Killing (1847-1923). Nesta se¢do, abordaremos a

definicao e uma aplicagdo na édlgebra de Lie semissimples..

Definicao 3.7.3 (Forma de Killing) A “Forma de Killing”, também conhecida como “tensor
métrico” B(aj,a;) correspondente a quaisquer dois elementos a e b de uma dlgebra de Lie £, é
definida por:

gi; = B(aj,a;) = tr{ad(a;)ad(a;)}, (3.30)

onde ad(a) denota a matriz que representa a € £ na representagdo adjunta.
Utilizando a Equacdo 3.28, podemos reescrever a Equacao 3.30 como:
gij = gji = iy (3.31)
Isso facilitard a demonstracdo do teorema a seguir.

Teorema 3.7.2 ( Teste de Cartan) Uma dlgebra de Lie A é dita semissimples se, e somente se,

det‘gij’ £ 0.

Exemplos de dlgebras semissimples incluem so(3) e so(2, 1), entre outros. A demonstragdo do
Teorema 3.7.2 pode ser encontrada no Apéndice B.

Além de sua aplicacdo no Teste de Cartan, a forma de Killing também pode ser
utilizada para determinar se uma 4lgebra é compacta ou nao compacta. Isso pode ser determinado
da seguinte maneira:

1. A élgebra é considerada compacta quando todos os elementos da forma diagonal do tensor
métrico sao negativos.
2. Por outro lado, a dlgebra € classificada como ndo compacta quando alguns elementos da

forma diagonal do tensor métrico sdo positivos.
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3.7.3 Operadores de Casimir

Os operadores de Casimir sao uma ferramenta fundamental na fisica tedrica, especi-
almente na teoria de grupos. Eles recebem esse nome em homenagem ao renomado matematico
alemao Hendrik Casimir (1909-2000). Os operadores de Casimir podem ser lineares, quadraticos,
cubicos, entre outros, em relacdo aos elementos X;. O operador de Casimir de ordem p para uma
algebra de Lie é definido como a soma das p-ésimas poténcias de todos os geradores da dlgebra,
multiplicadas pelas constantes de estrutura da dlgebra. Em outras palavras, temos:

Co= )Y, [fU° %Xy Xay..Xa,, (3.32)
aiay...ap
onde %1929 representa as constantes de estrutura da dlgebra. Onde f“192~% representa as
constantes de estrutura da 4lgebra.
E possivel construir o operador de Casimir quadrético (p = 2) de uma 4lgebra

semissimples de forma simples usando o tensor métrico:
C = g'XiX;, (3.33)

onde X; representa os elementos de uma algebra de Lie .Z.

Podemos calcular o comutador do operador de Casimir € um elemento da dlgebra:

(€. X,] = 8" [XiX;, X4]
= g"X; [X;, X¢] +gY el X/ X;
= gl XX + gy XiX; (3.34)
= g XX, + ¢/ XX
= gijcﬁ-k (XiX; + X1 X;)
Nesse cdlculo, utilizamos a definicdo do comutador [X;,X;| = clijl e a propriedade distributiva,
além de realizar alteragdes nas varidveis j e k. Utilizando a defini¢do de tensor antissimétrico,

podemos definir:

cﬁ-k = glvcvjk. (3.35)

Em seguida, substituimos o resultado em 3.34:

[C. Xk] = 88" ey i (XiX) + X, X;) . (3.36)
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No entanto, como cy jx € antissimétrico e a quantidade entre parénteses € simétrica em i € /, logo

a Equacdo 3.36 torna-se:
[C,X ] =0 paratodo (Xz€A).

Isso implica que os operadores de Casimir sdo operadores que comutam com todos os geradores
de um grupo de simetria. Eles sdo utilizados para classificar os estados de um sistema com base

em suas propriedades de simetria (WYBOURNE, 1974).

3.7.3.1 Operadores Casimir de so(n), su(n) e sp(n)

Considerando uma dlgebra simples com dimensao v(v+ 1), onde v = "—51, e utili-

zando a Equacgdo 3.32 de Casimir, podemos identificar os operadores Casimir independentes de
so(n) da seguinte maneira (IACHELLO, 2006):
1. Para n impar:

n—1
C2,C4,Cs,. .., Coy2,Cry; V= 5 (3.37)

2. Para n par:

n
2,C4,Ce,...,Coy2,C; v= 3

(3.38)
Nesse caso, os operadores C possuem ordem par, enquanto C’ possui ordem par ou impar,
dependendo se v € par ou impar.

De maneira andloga, podemos encontrar os operadores Casimir independentes para
as dlgebras su(n) e sp(n) da seguinte forma:

1. Para a dlgebra su(n), os operadores Casimir independentes sdo dados por:
G, Cy,...,Cy; (3.39)
2. Para a dlgebra Sp(n), os operadores Casimir independentes sdo dados por:

C27C47C67'~-7C2v727C2v; V= (340)

n
57
no caso €m que n é par.

Aqui, estamos apenas vendo o bésico. Para obter mais detalhes sobre os operadores

de Casimir, consulte o livro Iachello (2006).
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4 OS GRUPOS ORTOGONAIS, UNITARIOS E SIMPLETICOS

Os grupos ortogonais, unitdrios e simpléticos desempenham papéis fundamentais
em diversas dreas da matematica e da fisica. Eles compartilham muitas propriedades em comum,
incluindo a preservagdo de certas estruturas em um espago vetorial, mas também possuem
caracteristicas distintas que os tornam importantes em contextos especificos. Neste capitulo,

vamos desenvolver o arcabouco tedrico para o estudo de grupos lineares de Lie.

4.1 Rotacoes no espaco Euclidiano

Rotacdes no espagco quadridimensional podem ser representadas por matrizes or-
togonais de n X n, as quais possuem determinante +1 e preservam o produto interno entre
vetores.

Seja X um vetor em R”. Podemos escrevé-lo como um vetor coluna:

e definir o produto interno, também chamado de produto escalar, entre dois vetores X e Y da

seguinte forma:

(X,Y) =X'gY =X'Y, (4.1)

onde g = I, € a matriz métrica do espaco euclidiano de n dimensdes. Além disso, € definida
como positiva, pois (X,Y) > 0 para todo elemento x em SO(n).
Existe uma matriz ortogonal real n x n R que depende da rotac@o, mas que € inde-

pendente da posi¢cdo. Dessa forma, a agdo desses elementos pode ser escrita como:
X' =RX. (4.2)

A matriz ortogonal R preserva a distincia entre os vetores, portanto, também preserva o produto

interno entre eles. Assim,

(X, Y') = (RX,RY) = (X,Y). (4.3)
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Ao desenvolver o produto interno (RX,RY) e utilizando a condi¢ao de simetria 4.3, obtemos

(RX,RY) = (RX)'RY
= X'R'RY
=X'Y
= <X’Y>
Consequentemente, obtemos a condi¢do de ortogonalidade para R:
RR=1, ou R =R (4.4)
Podemos obter o determinante dos elementos de O(n) da seguinte forma:
det (R'R) = detly,
detR’detR =1,
(detR)? =1,
detR = =+1.
Ou seja, o determinante de uma matriz ortogonal € sempre +1 ou —1. De maneira mais
geral, o determinante +1 de uma matriz ortogonal indica uma simetria especial, enquanto um
determinante —1 indica que a matriz inverte a orientacdo dos vetores, ou seja, ela reflete os
vetores (JESUS, 2023).

Aqui faremos uma escolha, o Grupo ortogonal de matrizes n x n (O(n)), definido

Ccomo.

O(n)={A € GL(n) |A'A =1}, (4.5)

e, em particular, o Grupo especial e ortogonal de matrizes n x n (SO(n)) é definido como:
SO(n) ={A € O(n) | detA = 1}. (4.6)

O Grupo geral linear de matrizes n x n (GL(n)) refere-se ao grupo de matrizes invertiveis com

entradas em um campo especificado. Formalmente, € definido como:

GL(n) ={A € M(n)|det(A) # 0}, 4.7)

onde M(n) é o conjunto de todas as matrizes n x n e det(A) representa o determinante da matriz

A.
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Os grupos ortogonais t€ém grande importancia em muitas dreas da matematica e
da fisica, especialmente na geometria, na dlgebra linear e na teoria de grupos, permitindo a
descri¢cdo matematica das simetrias dos sistemas fisicos.

Além dos grupos ortogonais, existem os grupos unitdrios. Os grupos unitdrios sao
um tipo de grupo matematico definido em termos de matrizes unitdarias. Uma matriz complexa A

de tamanho n X n € considerada unitdria se, € somente se, satisfaz a seguintes condigdes:

n
Y AlAR = Sjr. (4.8)
=1

A equagdo 4.8 implica que A’A = I, o que nos leva a concluséo de que uma matriz A € unitdria
se, e somente se, A = A~ L,

A colecdo de matrizes unitdrias forma um subgrupo de GL(n;C), que chamamos de
Grupo unitdrio (U (n)). Podemos também definir um subgrupo de U(n) consistindo de matrizes
unitdrias com determinante igual a 1, chamado de Grupo unitario especial (SU (n)). Um grupo
unitdrio preserva o comprimento dos vetores complexos (HALL, 2003).

Podemos representar um grupo unitdrio como:
U(n) ={A €GL(n,C) |A'A =1}, (4.9)
e grupo unitdrio especial na forma:
SU(n) ={A € U(n,C) | detA = 1}. (4.10)

Na verdade, existem muitos tipos diferentes de grupos na matemdtica, cada um com
suas préprias propriedades e aplicacdes. Considere agora a forma bilinear assimétrica B em R>"

definida como:
n

o(x,y) = Y, (Xjyntj = XntjVj) -
j=1
O conjunto de todas as matrizes A de tamanho 2n X 2n que preservam @ € o grupo simplético

real, representado por Grupo simplético real (Sp(n;R)). O grupo simplético real é um subgrupo

fechado de GL(2n;R), definido por:
Sp(n;R) = {A € GL(2m;R) | B(Ax,Ay) = B(x,y),Vx,y € R*}. (4.11)

O grupo simplético real é um espaco topoldgico que possui propriedades de grupo de Lie, o que
significa que ele € diferencidvel e possui uma estrutura de grupo compativel com sua topologia

(HALL, 2003).
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O grupo simplético real pode ser definido de forma alternativa em termos da matriz
de Poisson, denotada por Q. Essa matriz € uma matriz antissimétrica de tamanho 2n X 2n, onde

n representa a dimens@o do espaco. Suas entradas sdo definidas da seguinte maneira:

(
1, i=n+j
'Q‘i’j: _], i:j—i—l/l 4.12)
0, caso contrario .
\

Em outras palavras, a matriz de Poisson € tem a seguinte forma:

0 I
-1 0

Q=

onde / é a matriz identidade de tamanho n x n. A funcdo Q(x,y) é definida como o produto

interno entre os vetores x e {y, ou seja:

Q(x,y) = (x,Qy).

Uma matriz real A de tamanho 2n x 2n pertence ao grupo simplético Sp(n;R) se e

somente se ela satisfizer a seguinte condi¢do:
ATQA =Q. (4.13)

Analogamente ao que foi observado nos grupos ortogonais, para uma matriz simplé-

tica (seja ela real ou complexa), temos a seguinte propriedade:
det(A) = (det(A)) ™!, (4.14)

ou seja, (det(A))? = 1. Isso implica que det(A) = +1 para todas as matrizes A € Sp(n;R).

O conjunto de matrizes complexas de tamanho 2n x 2n que preservam essa forma
¢ conhecido como grupo simplético complexo (Sp(n,C)). Uma matriz complexa A pertence
a esse grupo se e somente se a condicdo 4.13 for satisfeita. Mais uma vez, para cada matriz
A € Sp(n;C), temos que o determinante de A é igual a +1. O grupo simplético Sp(n) é definido
como a interse¢do entre o grupo simplético complexo Sp(n;C) e o grupo unitério U(2n). Ou
seja:

Sp(n) = Sp(n; C)NU(2n). (4.15)
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O grupo simplético Sp(n) consiste em matrizes de tamanho 2n X 2n que preservam tanto o
produto interno quanto a forma bilinear Q. Explicitamente, os elementos de Sp(n;C) sdo

matrizes da forma:

A B
S= : (4.16)
C AT

onde A é uma matriz n X n arbitraria ¢ B e C sao matrizes simétrica arbitraria (HALL, 2003).
H4 muitos exemplos de grupos, aqui estao alguns dos mais importantes:

1. Grupo de Lorentz: Este € o grupo que descreve as transformacdes de Lorentz, que sdo as
transformacdes que preservam a forma do intervalo espaco-tempo na relatividade especial.

2. grupo de Lie excepcional: O grupo E é importante em matemdtica, especialmente na teoria
dos grupos de Lie, e também tem aplicacdes em fisica tedrica, particularmente na teoria
das cordas.

3. Grupos de Lie soluveis: Estes sdo grupos de Lie cuja dlgebra de Lie € soluvel, ou seja,

pode ser construida a partir de comutadores sucessivos.

4.2 Grupo SO(2)

O grupo SO(2) é o grupo especial ortogonal de matrizes 2 X 2 com determinante
igual a 1, representando as rotacdes no plano. Trata-se de um grupo de Lie compacto, o que
implica que € finito e fechado, sendo amplamente utilizado na fisica e geometria para descrever
simetrias rotacionais.

A equagio 4.6 define SO(2) como:

SO(2) ={A €0(2) | detA =1}. (4.17)
Suponha que a matriz A seja:
a c
A=
b d

Nesse caso, o vetor (a,b) pertence ao circulo unitario, o que implica que a =cos 6 e b =sin6,
para algum angulo 6 no intervalo 0 < 6 < 2x. O vetor (c¢,d), que forma um angulo reto com

(a,b) e também estd no circulo unitédrio, pode ser representado por ¢ = cos @ e d = sin ¢, onde
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@ =0+m/20u@=0—m/2. Para o determinante +1, obtemos a matriz:

cos® —sinf
A= (4.18)

sin@ cos@

Essa matriz pertence ao grupo SO(2) e representa uma rotacdo anti-hordria de um angulo 60
(ARMSTRONG, 1988).
Por outro lado, se desejarmos obter um determinante igual a —1 e um grupo O(2),

temos a seguinte matriz:

cosf® sinO

sin@ —cosO

Essa matriz representa uma reflexdo em relagdo a uma reta que passa pela origem (ARMS-
TRONG, 1988).

Podemos determinar um gerador de SO(2) utilizando a Equagéo 3.20:

A= . (4.19)
1 0

Considerando que h4 somente uma matriz anti-simétrica 2 X 2, podemos concluir que o grupo

SO(2) possui apenas um gerador.

4.3 Grupo SU(2) e SO(3)

Os grupos SO(3) e SU(2) estdo intimamente relacionados, uma vez que as rotagdes
tridimensionais podem ser representadas por matrizes de rotagdo que pertencem ao grupo SU (2).
Isso faz com que os grupos SU(2) e SO(3) sejam ferramentas poderosas para a descri¢do de

simetrias na fisica tedrica.
4.3.1 Grupo SU(2)

O Grupo SU(2) é um conceito matematico e fisico que se refere a um grupo de
transformacoes lineares especiais unitdrias de duas dimensdes. Este grupo é composto por
matrizes 2x2 com determinante igual a 1 e elementos complexos. O grupo unitdrio em duas

dimensodes complexas, denotado por SU(2), é definido como:

SU(2) = {M € C¥2 . MM = I,detM = 1} , (4.20)
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onde M representa a matriz adjunta de M, I é a matriz identidade e det(M) é o determinante de
M. A restricio M™M = I impde quatro condi¢des reais, e a restri¢io do determinante adiciona
mais uma. Portanto, podemos esperar que existam trés rota¢des independentes em SU (2) (DRAY,
2015).

A Algebra Lie de SU(2) (su(2)) é um conjunto de matrizes anti-Hermitianas de
ordem 2, com trago nulo e cujo comutador € definido pelo produto cruzado usual de matrizes.

Essa dlgebra pode ser formalmente definida da seguinte maneira:
su(2) = {Xegl(z,C)\XuX:o,TrX:o}, 4.21)

onde X' representa a matriz adjunta de X, e Tr(X) é o traco de X. Nesta notacdo, optamos por
utilizar letras mindsculas, seguindo a convengdo encontrada na literatura.
Encontramos as trés matrizes linearmente independentes que satisfazem as relacoes

de comutagdo necessdrias para a dlgebra su(2):
O] = , Op= , 0O3= . (4.22)

Essas matrizes obedecem as seguintes relagdes de comutacao:
[Gi, Gj] = ZiSijka,

onde &;j € o simbolo de Levi-Civita. As vezes, também se utilizam as matrizes:

que satisfazem as relacdes de comutacao:
[Gi, Gj} = i8ijk6k.

Além disso, podemos introduzimos as matrizes:

1 1 1
—_lg —-o —_ .o 42
Jl 2 g J2 2 25 J3 ) 3, ( 3)

que satisfazem as relagdes de comutacao,

T Ji] = i€mdm. (4.24)
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4.3.1.1 Operador de Casimir de su(2)

Conforme mencionado na secéo anterior sobre o operador de Casimir de su(2), é
vdlido afirmar que a dlgebra de su(2) € caracterizada por possuir um tnico operador de Casimir,
denominado C».

Na representacdo | j,m) do su(2), os operadores de quadratico de Casimir sdo defini-
dos como:

Cy=Ji+J3+J3, (4.25)

onde Ji, J e J3 s@o os trés geradores da dlgebra su(2). O autovalor do operador de Casimir

quadritico na representagdo | j,m) é dado por:
Calj,m) = 12j(j+1)|jm), (4.26)

onde j =0,1/2,1,... é o valor do momento angular total do sistema, e 7 é a constante reduzida

de Planck (SAKURALI, 1994).

4.4 Grupo SO(3)

O Grupo especial ortogonal tridimensional (SO(3)) é um conjunto de rotagdes
tridimensionais no espaco euclidiano tridimensional. Ele é composto por matrizes de rotacdo
3 x 3 que possuem determinante igual a 1. O nome especial refere-se a restricdo de ter um

determinante unitdrio. Mais precisamente, o grupo SO(3) pode ser definido como:
SO(3) ={R€0(3) | detR =1}, (4.27)

onde O(3) é o conjunto das matrizes ortogonais 3 x 3.
As matrizes de rotagdo do grupo SO(3) podem ser obtidas ao generalizar a matriz de
rotacdo tridimensional para a terceira dimensdo. As matrizes R.(o), Ry() e R (o) representam

as rotacoes nos planos yz, zx e xy, respectivamente. Elas podem ser escritas como:

1 0 0
Ri=R.(a)=1| 0 cosa —sina |,

0 sinax cosx
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sinoc 0 coso
Ry == Ry(a) - O 1 0 9
cosx 0 —sino

cosax —sino 0
R, =R, ()= | sina cosa O [,

0 0 1

onde o representa o dngulo de rotacao (DRAY, 2015).
O grupo SO(3) pode ser gerado pelos geradores infinitesimais G, G, e G3. Esses
geradores correspondem aos momentos angulares nos eixos x, y e z, respectivamente. Eles sao

obtidos utilizando a Equacgdo 3.20 e sdo representados pelas seguintes matrizes:

00 O 1 0 O 0 -1 0
Gi=[00 -1, Gzc=] 00 O Gi3=| 1 0 0
01 O 00 —1 0 0 O

Esses geradores satisfazem as relagdes de comutacao:
[G,’,GJ‘] = SijkGK, (4.28)

onde g € o simbolo de Levi-Civita.

E interessante notar que as dlgebras de Lie su(2) e so(3) sdo isomdrficas, o que sig-
nifica que elas t€ém a mesma estrutura algébrica. Em outras palavras, existe uma correspondéncia
entre os geradores do grupo de rotagdo tridimensional SO(3) e os geradores do grupo unitério

especial SU(2). Essa correspondéncia pode ser estabelecida utilizando a relag@o:

Ji = iGy, (4.29)
onde J; sdo os geradores do grupo SU(2). Dessa forma, temos o seguinte isomorfismo:

G; < —Ji, (4.30)

onde 6; € uma matriz de Pauli, com i variando de 1 a 3 (KOSMANN-SCHWARZBACH et al.,
2010).
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4.4.1 Operador de Casimir do dlgebra de Lie so(3)

De acordo com a Equagdo 3.37, a ordem dos operadores de Casimir de so(3) é C,. O
operador de Casimir € definido como o quadrado do momento angular total em uma determinada
representagdo da dlgebra de Lie so(3). Matematicamente, ele pode ser expresso da seguinte
forma:

C=R+B+7, (4.31)

onde J1, J> e J3 sdo os geradores da dlgebra de Lie so(3).
Dentro de uma base ortonormal de estados |j,m), o operador de Casimir atua sobre

esses estados da seguinte maneira:
Cljm) = 12j(j +1)| j.m), (4.32)

em que 7 € a constante de Planck dividida por 27 € j € um nimero inteiro ou semi-inteiro que
representa o valor do momento angular total.

Portanto, os autovalores do operador de Casimir na representagao | j,m) da dlgebra
so(3) sdo dados por #%j(j+ 1). Essa relagdo revela uma propriedade importante, que é o

isomorfismo entre as dlgebras su(2) e so(3).

4.5 Grupo SO(4)

O grupo de Lie SO(4) é o conjunto das rotagdes rigidas em quatro dimensdes. Este
grupo pode ser descrito matematicamente como o conjunto de todas as matrizes 4 X 4 ortogonais
com determinante igual a 1. Essas matrizes representam transformacdes lineares que preservam

a norma Euclidiana em um espago vetorial de quatro dimensdes.
4.5.1 Geradores do grupo SO(4)

Os geradores de um grupo de Lie, em particular do grupo SO(4), sdo as derivadas
dos elementos do grupo em torno da identidade. Eles sdo as infinitésimas transformagdes que

geram o grupo e sdo representados por matrizes anti-Hermitianas. Vamos determinar essas
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matrizes em termos de componentes arbitrarias de uma matriz genérica do grupo SO(4),

X1 X12 X13 X4
X21 X2 X23 X4

X = (4.33)
X31 X32 X33 X34

X41 X423 X43  X44

Utilizando a referéncia 3.23 e igualando as componentes, podemos verificar que a relacdo entre

elas € a seguinte:

X11 = X22 = x33 = x44 = 0,

X21 = —X12, X31 = —X13, (4 34)
X41 = —X14, X33 = —X23,
X42 = —X24, X43 = —X34.

Por questdes de simplicidade, vamos renomear as componentes nao nulas da seguinte forma,
X12 = X1, X23 = X4,
X13 =X, X24 = X5, (4.35)
X14 = X3, X34 = X6.

Utilizando esta notacdo simplificada e as relagdes 4.34, podemos reescrever a matriz 4.33 como,

X = . (4.36)

Assim, o conjunto xp = {x1,x,x3,X4,X5,X¢ } é 0 conjunto dos chamados pardmetros livres do
grupo SO(4).
Para obtermos os geradores do grupo, basta decompormos a matriz 4.36 da seguinte

forma:
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0 100 0 010 0 00 1
-1 000 0 000 0 000
X =X +x2 +x3
0 000 -1 000 0 00O
0 000 0 00O -1 000
G G, Gs
0 0 00 0 0 00 00 0 O (4.37)
0 0 10 0 0 01 00 0 O
+x4 +x5 +X6 ,

0 -1 00 0 0 00 00 0 1
0 0 00 0 -1 00 00 —1 0

onde as matrizes G, Gy, G3,G4,Gs e Gg formam o conjunto dos geradores do grupo SO(4). A

matriz x pode ser entdo representada como uma combinagao linear desses geradores:

6
x=Y xGy. (4.38)
k=1

Os geradores sao linearmente independentes e funcionam como vetores de base, da mesma
forma que os vetores usuais de base em espacos vetoriais. Eles constituem uma base para o
espaco tangente a identidade. Formalmente, o espaco tangente a identidade de uma variedade
diferencidvel € denotado por 7;,M, onde M € a variedade e I € a identidade. No caso do grupo
SO(4), o espaco tangente a identidade é simbolizado por 7;,SO(4).

Em geral, a dimensdo de um grupo de Lie € igual ao nimero de geradores indepen-
dentes do grupo. Como temos aqui um total de 6 “vetores de base”, podemos concluir que essa é
a dimensdo m do grupo SO(4), visto como um espaco topoldgico. De modo geral, para o grupo

de Lie SO(n), a dimensdo é sempre dada pela seguinte expressao:

n(n—l).

dim[SO(n)] = 5

Isso ocorre porque uma matriz simétrica n X n € completamente determinada por seus elementos
diagonais e pelos elementos acima da diagonal, que formam um tridngulo superior. Portanto,

existem n elementos diagonais e (n> —n)/2 elementos acima da diagonal, o que totaliza n(n —

1)/2 elementos independentes.
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4.6 Algebra de Lie do grupo SO(4)

A estrutura do grupo SO(4) € descrita pelas relacdes de comutacdo entre seus
geradores e segue a definicdo 3.3.1. Neste contexto, a dlgebra de Lie de SO(4) é simbolicamente
definida como:

so(4) = {x € Tys0(4) /x = —xT Tr(x) = 0},

onde utilizamos letras mindsculas de acordo com a notacio encontrada na literatura. O teorema
de Lie estabelece que a dimensdo da dlgebra de Lie € igual a dimensd@o do grupo de Lie. Portanto,
a relacdo entre a dimensao do grupo de Lie e a dimensdo da algebra de Lie pode ser expressa

COmo:

dim(SO(4)) = dim(so(4)). (4.39)

Os seis geradores independentes em SO(4) podem ser renomeados da seguinte

forma:
G =M, G4=Mj,

G, =M,, Gs=Ky, (4.40)
G3; =K;, Gg=Kj,

formando a dlgebra de SO(4) com um total de 15 comutadores, podendo ser expressa resumida-
mente por:

Ki, Kj] = &M, [M;,M;] =¢&iMy;, [M;, K] = & ;K. (4.41)

Esses comutadores podem ser expressos de forma mais sucinta através das seguintes combinagdes

lineares entre M; € K

1 1
formando uma nova relagdo de comutagao:
Fi,F;] =& Fr, [F,,F}]=¢;F;, [F,F;]=0. (4.43)

Os operadores F; e F;' formam os elementos da dlgebra de Lie de so(4). E evidente que
os operadores (Fi,F»,F3) e (F{,F,,F}) sdo fechados separadamente sob comutagdo, cada um

descrevendo uma subdlgebra de so(4), denominada so(3). Assim, a dlgebra de Lie so(4) é a
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soma direta de duas algebras de Lie so(3). Portanto, a dlgebra de Lie so(4) é localmente isomorfa

ao produto direto de so(3) ® so(3). Logo,
so(4) 2 su(2) @su(2) = s0(3) @s0(3). (4.44)

Para mais detalhes, consultar Wybourne (1974) e Jesus (2023).
No tocante ao operador de Casimir de so(4), ele ¢ um operador invariante sob as
transformagdes geradas pelos geradores de so(4). De acordo com a Equagdo 3.38, os operadores

de Casimir de so(4) tém a seguinte ordem:
C,,C. (4.45)

Também podemos calcular os operadores de Casimir de so(4) a partir de uma combinag@o linear

dos operadores de Casimir das dlgebras isomorficas a ela. Ou seja,

G =1 +77?, (4.46)
Ch =177 (4.47)
com autovalores:
1 3
P=jG+nm, j=0,2,1,5 (4.48)
€
J/2_ Sy 2 g 1 3

devido o isomorfismo do su(2). Essas relagdes sdo importantes porque permitem calcular
propriedades invariantes sob transformagdes de so(4) usando propriedades bem conhecidas de
su(2), facilitando assim o estudo e a andlise das simetrias e representagdes de so(4).

Observe que os operadores (Fj,F»,F3) e (F{,F,,F;) formam ideais préprios ndo
abelianos em so(4). Portanto, podemos afirmar que a dlgebra so(4) é semissimples e se decompde
em duas componentes simples isomorfas a so(3). Essas informagdes também poderiam ser
encontradas analisando a métrica de so(4), mais especificamente, a diagonal da mesma, como ja

foi discutido anteriormente.
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5 0 ATOMO DE HIDROGENIO

O atomo de hidrogénio é considerado o dtomo mais simples e mais comum do
universo. Ele € composto por um préton carregado positivamente em seu nicleo e um elétron
carregado negativamente orbitando ao redor do nicleo. No estudo do dtomo de hidrogénio,

podemos utilizar o hamiltoniano da seguinte forma:
H=p’/2u—x/r, (5.1)

Onde u representa a massa reduzida do sistema e kK € uma quantidade positiva. No caso do

4tomo de hidrogénio, k = Z - ¢%, em que Z é a carga nuclear do préton e e é a carga elementar.
Quando uma particula se move sob a influéncia de uma forca inversamente pro-

porcional ao quadrado da distancia em relac@o a origem, podemos definir um vetor constante

conhecido como vetor de Laplace ou vetor de Runge-Lenz, representado por M:
M=pxL/u—xr/r, (5.2)

onde L é o momento angular e r é o vetor posi¢do. Esse vetor de Runge-Lenz € conhecido
ha muito tempo e desempenha um papel importante no estudo do 4tomo de hidrogénio. A
demonstra¢do de que ele € uma constante de movimento pode ser encontrada no Apéndice ??.

Na mecénica quantica, o vetor de Runge-Lenz é definido de forma um pouco diferente,
onde acrescentamos o termo L x p para garantir um valor hermitiano,

.\ 1 X oA
M:ﬂ(ﬁxL—in))—K; (5.3)

Onde M representa o operador de Runge-Lenz, p é o operador do momento linear, L é o operador
do momento angular, i é a massa reduzida e K € uma constante.

O vetor de Runge-Lenz também pode ser expresso em termos de suas componentes
ou na forma vetorial:

1 . ri
M; = m (&ijxpjLi — i6upi) — - (5.4)

1 ) r
M—ﬁ(pr—zhp)—;, (5.5

respectivamente. A demonstragcdo destas expressdes pode ser encontrada no apéndice B.
Sendo M uma constante de movimento, podemos verificar que, além de comutar
com a hamiltoniana,

A

M,0) =0, (5.6)
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quando multiplicado 2 esquerda ou 2 direita por L, ele se anula:
LM=M-L=o. (5.7)

o 2
Além disso, podemos expressar M na forma:

. 2H
M= WJFKZ' (5.8)
u

As demonstracdes dessas relacdes podem ser encontradas no Apéndice B.

Os comutadores entre as componentes L e M sdo dados por:

[Li,Lj) = ingjly, [M;,Lj] = ine; My, (5.9)
e
A A, . h 2~ ~ — 2
[Mi,Mj] = —21;[‘[8,']‘]([4( =N 28ijkLk> (5.10)
onde N72 = —2i %FI . A demonstracao da equacdo 5.10 pode ser encontrada no Apéndice B.

Definindo B como um operador de normalizacio que transforma M em uma matriz

diagonal com autovalores iguais, temos:
B=(N»M. (5.11)

Substituindo nos comutadores 5.9 e 5.10, obtemos as seguintes relacdes para os comutadores

entre os operadores L e B:
[Li,Lj] = ing;yle, [Bi,Lj) =ingiyBy, e [Bi,B)] =& uls. (5.12)

Aqui, substituimos H pelo seu autovalor E na equagdo 5.10, devido a independéncia do tempo e
a comutagdo com L e M (JESUS, 2023; HIRSHFELD, 2012).

Para o caso discreto, os operadores L e B formam um conjunto de geradores para a
dlgebra de Lie so(4), proporcionando uma realiza¢do dos geradores de so(4). Consequentemente,
as relagdes de comutacdo dadas pela equacdo 5.12 sdo isomorfas a dlgebra de Lie do grupo SO(4)
(JESUS, 2023; HIRSHFELD, 2012). Para o caso discreto, a equacao 5.12 forma um conjunto
de geradores para a dlgebra de Lie so(4). No entanto, no caso continuo, obtemos a dlgebra de
Lie so(3,1), o que requer uma andlise mais profunda, incluindo a introdug@o de operadores

tensoriais e a consideracdo do espaco-tempo de Minkowski.
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A dlgebra de Lie so(4), representada pela Equacdo 5.12, pode ser simplificada por
meio de combinagdes lineares dos operadores . e B. Essas combinacdes resultam nos operadores
JelJ
(L+B), (5.13)

J = %(z—é). (5.14)

Os quais satisfazem as seguintes relacdes de comutagao:
i Jj| = iheipdi,  [Ji, T = iheijky, e [Ji,J}] =0. (5.15)

Isso evidencia o isomorfismo com a dlgebra de Lie su(2). Podemos ver as demonstra¢do da
equagao 5.15 no Apéndice B.

No grupo SO(4), existem dois operadores de Casimir independentes que podem ser
construidos a partir de combinacdes de J e J.O que vamos fazer agora é recalcular, utilizando J
e J', em termos de L ¢ B.

A2 A A ~
Vamos comegar calculando J2 e J'~ em termos de L e B, conforme as equagdes

abaixo:
P=J7J
| A
:Z(L+B)~(L+B)
1 (5.16)
:Z{L L+B-L+L-B+B-B}
| RN A s s A
= +B+B-L+L-BY},
j/zzj/_A/
= (L-B)-(L-B)
(5.17)

e e S e S e

Substituindo os resultados correspondentes nos operadores de Casimir das equagdes 4.46 e 4.47,

obtemos:

(248, (5.18)



C==(B-L+L-B).
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49

(5.19)

Utilizando a Equacdo 5.7 na equacgdo acima, obtém-se C', =0. Essa condi¢do implica em uma

degenerescéncia j = j’, uma vez que, ao substituirmos C’, = 0 na Equagio 4.47, encontramos

=2

Diante das informacdes apresentadas anteriormente, estamos agora aptos a calcular

a energia do d4tomo de hidrogénio. Seja | j,m) um autoestado simultineo de L? e H. A atuagio

do operador de Casimir C; nas equacdes 5.18 e 4.47 é, respectivamente:

Ciljym)y = (P +72)|j,m) = 2j(j+ DR j,m),

)IJ, m)
{ (L2+h2)+k2}) |j,m)

o1 uk?
I~ —2E(L?+n?
pE L+ )~ 2E)|J’ m)

uk®
=T )l

(L*+B%)|j,m)

| =

él|jam> =

NI»—- NI»—‘ l\.)l»—‘
/\/\/—\

Na dltima equagio, utilizamos a equagdo 5.11 para substituir M2 na equagio 5.18.

Igualando os resultados das equacdes 5.20 e 5.21, temos:

h2 ukZ
2j(j+ DR =L 2%

isolando E, obtemos:

1 3
E = —uk*/ [20%(2j+1)] comj:O,—,l,E,--- :

[\

definindo (2j+ 1) = n e isolando E, obtemos finalmente:

S

W, n:1,2,3,4,....

n— —

Onde os simbolos tém os seguintes significados:

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

1. E, representa a energia do n-ésimo nivel eletronico (estado estaciondrio) em um dtomo de

hidrogénio.

2. u € a massa reduzida do sistema, que corresponde a razdo entre a massa do elétron e a

massa do proton.
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3. k € a constante de Coulomb, cujo valor depende das cargas do elétron e do nicleo.
4. h é a constante reduzida de Planck.
5. n é o numero quantico principal, que indica o nivel eletronico em que o elétron se encontra.
Para facilitar a compreensao, utilizaremos as unidades atdomicas de Hartree, € a
férmula assume a seguinte forma:

1
En:_ﬁ, n:1,2,3,4,....

A presente formula representa a expressao desenvolvida por Bohr em 1913, a qual
descreve os niveis de energia do atomo de hidrogénio ndo relativistico. Essa formulagdo é
amplamente encontrada na literatura académica.

E interessante observar que utilizamos a estrutura da dlgebra de Lie su(2) ® su(2), a
qual é isomorfica a so(4). No entanto, o ponto fundamental reside no operador de Casimir, que
desempenha um papel crucial na determina¢@o da energia do sistema.

O operador de Casimir é um conceito proveniente da teoria de dlgebras de Lie.
Portanto, ao utilizarmos o operador de Casimir em uma algebra isomorfica a so(4), estamos
essencialmente explorando uma estrutura matematica que possibilita uma andlise eficiente da
energia do sistema, independentemente da escolha da 4lgebra especifica, contanto que esta seja

isomorfica a dlgebra de Lie so(4).
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6 CONCLUSOES

A presente dissertacao teve como objetivo investigar o comportamento do Atomo
de Hidrogénio por meio da aplicac@o da algebra de Lie. A algebra de Lie foi introduzida nos
primeiros capitulos, proporcionando uma andlise mais aprofundada da presenca dos grupos SO(4)
e SO(3,1) no contexto do dtomo de hidrogénio. Foi comum a utiliza¢do do comutador da dlgebra,
sendo relevante notar que, em algumas fontes literarias, emprega-se um sinal de subtragdo sob
o operador, indicando sua natureza como uma parte distinta da equacdo. Adicionalmente,
foi observado que a segunda parte, relacionada ao SO(3, 1), representa um grupo de natureza
relativistica, o qual possui potencial para investigacoes futuras.

Foi constatado que a dlgebra so(4) pode ser decomposta em subgrupos isomorficos.
Especificamente:

so(4) = su(2) @su(2) = so(3) @ s0(3). (6.1)

Uma alternativa vidvel reside na representacdo desses grupos por meio de quatérnions ou
octénions, conjuntos numéricos com quatro e oito elementos, respectivamente, os quais possuem
suas proprias estruturas algébricas intrinsecas.

Adicionalmente, percebeu-se que, na resolu¢cdo do problema relacionado ao dtomo de
hidrogénio, mais precisamente na determinacio da energia (E), utilizou-se o operador de Casimir
associado a dlgebra de SO(4). Tal abordagem revela a possibilidade de explorar novas dlgebras,
uma vez que algebras com o mesmo comutador de Casimir sao, essencialmente, equivalentes.

Em resumo, constatou-se que a combinacio apropriada da Algebra de Lie e do Grupo

de Lie demonstra ser eficaz na resolugcdo de desafios no campo da fisica.
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APENDICE A - DEMOSTRACOES DE TEOREMAS

Demostracao do Teorema 2.3.1

Antes de partir para a demonstracdo, € importante saber que:
1. A matriz original D(x) é uma matriz de representag@o, portanto, ¢ uma matriz quadrada de
ordem n.
2. A matriz S(x) é uma matriz ndo singular, ou seja, uma matriz invertivel. Portanto, ela
também € uma matriz quadrada de ordem n.
Para todos x| e x, € G, consideremos as equagdes 2.5 e 2.6. Vamos demonstrar o

seguinte:

D/ (x1x2) = 8™ (xx2)D(x1x2)S (x1x2)
D' (x1)D'(x2) = §™! (x12)D(x1)S(x12)8 ™" (x122)D(x2)S(x1%2)  (pela equagiio 2.6)
=S !D(x;)D(x2)S (pela propriedade de similaridade de D)
=S !'D(x1x2)S (pela propriedade de homomorfismo de D)

=D'(x1x;) (pela equacio 2.6).
Utilizando a propriedade das matrizes de representagdo 2.5 em S e D:
D (x))D(x2) = S7' (x1)S ™1 (x2)D(x2)S (x1x2).

Demostracio do Teorema 3.1.1

Vamos considerar um elemento especifico da matriz e*

, representado por A,. Para
. A . s . A . . A . s .

verificar a convergéncia da série de e, precisamos verificar a convergéncia da série dos elementos

Ay,

A

Ao usar a série de Taylor na expressdo para e e ao considerar um elemento especifico

da matriz e?, que é denotado por A, obtemos:

1 1
Arg= (T+ A+ S A%+ A )

Agora, vamos expandir o produto matricial acima e isolar o termo A :

Ay =8+ A 14D A8
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. n . .
Agora, vamos considerar o termo ASS). Esse termo envolve o produto de n matrizes A, ou seja,

A". O ntimero de termos envolvendo o elemento A, em A" é limitado por n?. Portanto, podemos
escrever:

AW <cn,

onde C ¢ uma constante que depende de A e r,s. Agora, vamos usar o teste da razdo para verificar
(n).

a convergéncia da série ) ° (A, :

(n+1) n+1

<lmC<C.

T n—oe CN n—soo

Se C < 1, a série Z;ZOA%) converge absolutamente. Portanto, temos:

E A
n=0

converge para A .

Dado que essa convergéncia é verdadeira para todos os elementos A, concluimos

A

que a série para e converge para qualquer matriz A de tamanho m X m.

Demostracio do Teorema 3.1.2

Usando a férmula de Baker-Campbell-Hausdorft:

oA B — ATBE3[AB]+ 5 [A[AB]+ 5 [B,[BA]+ (A.1)

Portanto, quando os comutadores [A, B| comutam, temos:
AP = ATB, (A.2)

Demostracao do Teorema 3.1.4

Calculando A(t) = % para t = 0, encontramos a = A (0).
Faca
B(1) = A(t)exp{—rA(0)}

de forma que B(¢) = {A(t) — A(t)A(0)}exp{—tA(0)}.
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No entanto, da Equacgao 3.8, para qualquer ¢,
A(r) = lim[A(r +5) — A(1)] /s = im A(r) [A(s) — A(0)]/s,
s—0 s—0

para que

Assim, B(¢) = 0 para todo t e, consequentemente, B(z) = B(0) = 1, de onde a Equagdo 3.9 segue

imediatamente.

Demostracio do Teorema 3.7.1

Para quaisquer valores de x e y pertencentes a .Z°, bem como para quaisquer valores

de a e B do campo de .Z, de acordo com a Equagdo 3.28, temos:

n

lox+By,x;] = Y ad(ox+ By) o,  j=1,2,...,n. (A.3)
k=1

A partir da defini¢do fornecida em 3.3.1 e utilizando a Equacgdo 3.28, para j = 1,2,...,n, temos:

n

[ax+ By,xj] = Z [aad vt Bad(y); ;| Xk (A.4)

Assim, igualando os lados direitos das Equacdes A.3 e A.4, obtemos:

n n
Y ad(ox+ By); e = Z [aad(x)kj + Bad(y)k ] xu.
k=1 k=1
Esta igualdade € vilida para qualquer escolha de a;, onde j varia de 1 a n. Portanto, podemos

afirmar que:

ad(ax+By);; = aad(x),; + Bad(y),;. (A.5)

Finalmente, para quaisquer valores de x e y pertencentes a .Z’, de acordo com a Equacgdo 3.28,
temos o seguinte:

ad([x,y]),; = ad(x);; +ad(y),;, Jj=12,....n (A.6)

No entanto, utilizando a identidade de Jacobi e a Equagdo 3.28, temos:

[ y],xj] = =[xl x] = [[x),x],y] = —ad(y),ad(x) g, +ad(x), ad(y), xe. (A.7)

Essa igualdade vale para qualquer escolha de x;, ou seja, para j = 1,2,...,n. Portanto, podemos

afirmar o seguinte:

ad([x,y]) = [ad(x),ad(y)]. (A.8)
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Portanto, podemos concluir que, se .Z é uma algebra de Lie real, todos os elementos

de ad(x) sd3o niimeros reais para todo x € . (CORNWELL, 1984).

Demostracio do Teorema 3.7.2

A prova equivale a mostrar que, para que exista uma subdlgebra abeliana ndo trivial,

precisamos necessariamente

det‘gij’ =0.

Suponha que uma 4dlgebra de Lie possua um ideal abeliano, cujos indices serdo distinguidos pela
adicdo de primos.

Primeiro, consideremos a expressdo para g;

_ kP
8ij = CipCiy

Agora, utilizando as propriedades das constantes de estrutura da algebra de Lie, realizamos
algumas manipulagdes:
_ p'k
g,-jr = Cip’cj’k

.k p
—_Cplle/k

_ kP
_—Cp/l'cj/k/

Ao chegar a este ponto, ndo podemos afirmar que g; seja sempre igual a zero. A igualdade
gij = 086 € vilida se a dlgebra de Lie possuir um ideal abeliano especifico. No caso, podemos

afirmar que a linha j’ do determinante de g; € igual a zero. Logo:

det ‘gl]/’ =0.
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APENDICE B - DEMOSTRACOES DE EQUACOES

Demostracao da Equacio 5.2

SejaL = ,urz%(i' x @) e L. = 0. Entdo,

d dp k. ,d6 .
E(pXL):EXL: (—ﬁr) X (ur Erx 9)
0

Substituindo em M = 0, M = 4 (uk#) — L (uk#) =0.

Demostracao da Equacio 5.4

A

Seja (P xL); = ¢ ikPiLi, os componentes do produto entre os vetores P e L, e

&ikEljk = 20;; é uma propriedade do simbolo de Levi-Civita. Portanto,

1 . ri

M; = o (€ijxpiLe — €ijx {prLj +i€upi}) — "

1 . Pi

~ (&ijkpjLi — €jkpilj — i€ k€ Pr) — 71

1 . 7

= —— (&ijup Le — &xjpjLi — i€ j€jip1) — —

21“ : (B.1)

. 1

= o (€ijkpjLi+ €ijkp jLi — i€ k€l jkp1) — P
(2P Lk — i€ k€1 ep1) — —
— L (Deap L —iciae ap) —
2,[1 ijkD jLk ijk€ljk Pl r

1 : ri
~ (&ijxpiLe — idup1) — o

Demostracao da Equacao 5.5

Com o propésito de demonstrar a relagdo apresentada na Equacdo 5.5, procederemos
com algumas observagdes.

Inicialmente, consideramos a seguinte expressao:

M=_—(pxL—Lxp)—x-. (B.2)

Analisando a componente i do produto vetorial p x L, temos:
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(Lxp)i= Zeijijpk
Jik

= Z EikjLjpk
k,j

=Y ejupiLj+2inp;. (B.3)
Jk

onde &;j; € o simbolo de Levi-Civita e /i denota a constante de Planck reduzida. A presenga do
termo 2ihp; resulta da ndo comutatividade dos operadores Lep.

Assim, podemos estabelecer a seguinte relacao:
(L xp)i = —(p x L) +2ifp;. (B.4)
Substituindo a Equacdo B.4 na Equacgao anterior, obtemos:

M=—(pxL L — 2ifp;) — -
zu(px +p>< lpl) r

(B.5)
1 r
= — L —ihp;) ——.
1 (p x inp;) -
Demostracio da Equacao 5.7
Seja M = ﬁ(p x L — ih.p) — # a forma vetorial da Equagdo 5.4. Entdo,
— = = - vy — ? -
M-L = (pr—;hp——) -L
r
— - ?
=(pxL)-L—ihp-(Fxp)—--(Fxp
(PxL) p-(Fxp)——-(Fxp) B.6)
- o 1
=p-(LXL)—ihf-(pxp)——(Fx7)-p
r
=0
Da mesma forma, L-M=0
Demostracao da Equacio 5.8
Seja M = ﬁ(p x L — ihp) — # a forma vetorial da Equacgdo 5.4. Assim, temos:
u?* (M? —k*) = (p x L — ihp)> —uk (p x L—ihp) - # —pk#-(px L —ihp). (B.7)
N / N - 7 Ny - .
1 2 3
Distribuindo a parte 1,
(px L—ihp)?* = (px L)*—ih(px L)-p—ihp-(p x L) =" p* (B.8)
N—— ~~ N ~~ d

a b c
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A distribui¢do do termo a leva a:

([9 X L)2 = Z 8ijk8inmijkanm
ijkmn
Usando a identidade &;jx€yum = 8nOtm — OjmOkn, podemos simplificar a expressdo acima da

seguinte forma:

Y €jx€inmpiLipnlm =Y, (8n8m — 8jmSn) PjLipnLm
ijkmn Jkmn

= Z (pjLxp;Lx — p;iLkpiL;)
I

O segundo termo desaparece devido a:
piLkpiLj = (p-L)peLj— (p-L)p L
(L-p)pilLj— (L-p)p;Ls

L-(pxp)L
0

enquanto no primeiro termo, a comutacdo de L; e p j resulta em:

Y (piLipiLs) ZP i +inY. €cmpipmLi
Jjk Jkm

:pL.

Distribuindo o termo b:

(pxL)-p=Y &upiLipi

ijk
= Z&' kP jpily +ih Z &ijkEkimP jPm (B.9)
ijk i jkm
— 2ihp.
Distribuindo o termo c:
p-(pxL) 228ijkpiijkEO. (B.10)

ijk
Substituindo B.29, B.9 ¢ B.32 em B.8§,

(px L—ihp)* = p°L* —2(ih)*p* — i*p*

=p? (L* +17). (B.11)

Para encontrar as expressoes para 2 e 3, utilizaremos as seguintes identidades:
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1. (pxL)-r=L>+2i(p-r),
2. r-(pxL)=12
Calculando 2:
(pr—ihp)-i‘:(pr);—ihp; (B.12)

Usando a identidade 1, obtemos:

L% +2ih(p-r)

(pxL—inp)-#= —ihp-r

(B.13)
L? :
_ L pRr
r r
Para a expressao 3:

F-(pxL—ihp)=#-(pxL)—ihr-p
12 (B.14)
= — —1ihr-p
-

Substituindo as expressoes B.11, B.13 e B.14 na Equacgao B.7, chegamos a:

2
Mzzi(pz(L2+hz)_2kNLz_2th )+k2

’ ’ (B.15)

_2 (P K ey 2 ey e
_ku(Z“ r)(L-l—h)—u(L-i—h)-l—k.

Substituindo B.11, B.13, B.14 na Equagao B.7,

2 L o0 oy 2ku 2_2".‘1712 2

M—uz(p(L+h) L r>+k
_2 (P K\ 2 ey 2 o oy o
_ku(2u r)(L+h)—u(L+h)+k.

(B.16)

Demostracao da Equacio 5.9

Seja L; o conjunto de componentes do momento angular definido como L; = &; jxx; pi.

Entao, temos:
[Li, Xm) = E€irs [XrDss Xm] = E€irsXr [Ps, Xm] = —1€irmXr = (€impXy
Analogamente, a partir das defini¢des, podemos derivar:
Lis )| = i€gimPgs (B.17)

Agora, usando as defini¢des e a relagdo candnica do momento angular, podemos calcular o

comutador entre L; e M; da seguinte forma:

[LiaLj] = igjmn (xm [Li;pn] + [Liaxm] pn)
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L€ jnm (8inqxqpm + 8iqunpq) = i(xipj _iji) = 1&jiLy.

Vamos calcular o comutador entre L; e M;. Utilizando a expressao 5.4, a relagdo

candnica do momento angular e o comutador B.17, temos:
. rj
[Li,M;] = [Li,ejkszLl —i8j, Py — 71]
= €t Pi [Li, L) + €jig [Li, P Ly
. 1 1
_ l(Sj,, [L,',Pn] — ; [L,', rj} — {Li, ;:| rj

—
0

= igjklgilpPkLp + igjklgikqPqu

1

2 .

—1 5jn€inmpm - ;lgijkrk

Substituindo / por i, n por j e m por k, € em seguida colocando ig; jx em evidéncia, obtemos:

[Li,M;] = ig;jx€iipPiLp +ig; jr€ikgPyLi
N————
0
2 1,

— &P — ;l&'ijk”k

. . Ik
= i€ jk (ekquqLi — P — 7)
= 1€ kM

Demostracao da Equaciao 5.10

Queremos encontrar [M;, M;]. Ja temos M; da Equagdo 5.4, onde, por ser um indice

mudo, podemos fazer a troca de / por a para deixar / para o outro €, ou seja:

1 . 7
M; = m (&ijxpjLk — i8iapa) — 717

1 ) 1
M, = m (EmnPmLn — i81p1pp) — —

Sejam a,b,c,d, e e f operadores. O comutador [a —b — c,d — e — f] fica:

la—b—c,d—e— f]=a,d)+]a,e]+a, f]+[b,d] + [b,e] + b, f] + [c,d] +[c,e] +[c, f] (B.18)
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Agora, aplicando M; e M; em B.18, temos:

I*;

[M;,M)] = [ %L (gijkijk - i5iapa) - ﬁ(glmnpm —184ppp) — ]

i
1 1 )
= 2. €jkp Lk, €imnPmLn] +ﬁ €jkp Lk, — iG]
e b
1 ] 1 .
+ ﬁ [eijkpjf‘rka _?]/'i_ﬁ\[_laiapalflmnpmlml
v d
7 1 7
+ [=8iaPa, —i1ppp] + [ 5zapa7—7] +ﬁ [_?lygijkijk]
e ‘f’ ;’,

+ —7 _l5lebLk] + [—;,——

Vv Vv
h i

Para resolver os comutadores de a a i, utilizaremos os seguintes resultados de

comutadores:

[I’,’,pj] =i;; (B.19)
[ri,rj] = [p,',pj] =0 (B.20)
[Li, p)] = i€ jxpk (B.21)
[Lirj] = igire (B.22)
|:pi7 %} = % (B.23)
[Li; %} =0 (B.24)

Vamos comecar pelos mais faceis, e e i, onde ambos os comutadores sao nulos, de
acordo com o comutador B.20.

Resolvendo os comutadores a:

(€ jkP iLks €1mnPmLn] = €;jk€lmn|P Lk PmLa)
= & jk€imn (p j (L, pmLn] + [P meLn]Ln)

= & jk€imn(PjPm[Li, Ln] + P j[Lics Pm)Ln + P[P js Ln|Lic + [P j> Pm)Lim).-



Utilizando os comutadores B.20 e B.21:

=& jkEmn (pjpm (gknqu) +pj <8kmrpr) Ln)

= igijkglmngknqupml'q + igijkglmnekmrpjpan

1 2

- isijkelmnejnspmpstv

3

Para resolver 1, utilizaremos a identidade €;jx&;mn, = 6i10jm — im0,

i€;jk€1mnEhngP jPmLg = i€ jk(ElmnEqkn) P jPmLq
= i&jk(81gOmk — Ok Omq) P jPmLy

= i€ 1(8140mk P jPmLg — Ok OmgP jPmLy)
= i&j1(pjPkLi — Ok jPmLm)-

De maneira analoga, podemos resolver 2 e 3,

1€ jkElmn€kmrP jPrLn = —i€;jk(PjP1Li — S1xp jPnLn)-

I€; jkE1mn€jnsPmPsLi = —i€jx(pjpiLk — Oy PmPmLi)-

Juntando B.25, B.26 ¢ B.28 em B, ficamos com:

&ijkpj, Li) = i€k (PjpiLli — Oup jpmLm + Ok P jPnln — P jpiLlic + O1jPmPmLi

— pjpily)
= ig;j(pipiLi — 2p;pili+ 8P Ly).

Aplicando 0 em €:

[€ijkPjLi> €imnPmLn] = i€ (piprLy — 2pjpiLi + 80" L)
= —2igup;ipiLi + i€ jk5le2Lk

2
= —i&pLy.

Resolvendo b:

&ijkpjLis —i8pnpp| = —i8pnsiji [P Lk, Pp)

= i5pn€,‘jk (Pj [Lkapp] + [PJWPP} Lk) :
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(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)

(B.29)
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Utilizando comutadores B.20 e B.21

[8ijkPij7 _i5pn1’p] = i5pn€ijkpj [Lk,l?p]

= _iépngijkpjigkfepe

Usando a propriedade do 6:

[€jkpiLi, —i8pnpp| = —i8pn€ijkpji€kfePe
= i6p€; kP j(i€kpePe)
= O1p&ijkEkbeD jPe
= &jk€kicPjPc
= (6uljc — 0ic6j1)Pjpe
=0y pjpj— PiDi
= 8ip” — pipi-

Calculando o comutador c.

Usando a propriedade de comutagdo para remover o sinal negativo:
T 1
[8ijkijk7_7] = —&jjk [ijk,ﬂ :

Ao expandir os comutadores, obtemos:

vy 1 1 1 Ly

[gijkijka ——} = —¢&ijk | pjrt | Lis = | +pjlLisr) = +r | pj = | L+ [pjsn] = ) -

r r r r r

Utilizando os comutadores definidos em B.24, B.22, B.23 € B.19, obtemos:

ry . 1 ir; . Lk
[gijkijk7 —7] = —&jjk (Pj (i€cre) St (73]) L+ (—idy;) 7)

. pjre .. nrilg . Ly
= _lgijkglckT — l8ijkr—3 + l8ﬂk7

Utilizando a propriedade do delta de Kronecker , temos:

1 . pjte . nrilg . Ly
[&'jkijka —7} = —i(818jc — icSj1) % - leijkr+ +igi—
) irio o .pir . ririL . L
= —16,-1m+z& —l£ijkl;3k —f-lS,'[k—k. (B.30)
r r r r

——

*
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Focando no termo * e utilizando o comutador B.22, podemos manipular a equagcdo x da seguinte

forma: _
rjrlLk . rj(Lkrl — lgklmrm)
—lEjk——3— = l&ijk 3
— e . erkrl _; - Ekim? jTm
e .3 L 3
. T, iS"kSkl Vir,
= —i(r x L);— — L0 (B.31)
r r
ry 5,-15jmrjrm 5,~m5ﬂrjrm
= —i(rx L),-—3 — 3 + 3
r r r
. r Oy
=—i(rxL)iz ——+—%
r r r
Substituindo a expressdao B.31 na equacdo B.30, obtemos:
ry . pjl’j .Piri ryri
[eijkijk7_7] =- l5ilT +1 ; + 3
B.32

. r .
—i(rxL)j—= — = +igp—.
l( )tr3 . lzlkr

O célculo de d ¢é andlogo ao feito anteriormente em b; a diferenca reside apenas em um sinal:

[_i5iapa7 8lmnmen] = pipi — 51ip2

Calculando o comutador f:

[—i&‘apa, —ﬂ =i0j4 [Pa, rl]

r

1 1
=iy (rl {paa ;} + [Pa, 7] ;)
— i8ur) (%) T i (—i614) (B.33)
r r

nr, 1
= _61’51_3“ + 5ia6al_
r r

T 1
=45
r r

Os comutadores g e h sdo andlogos aos comutadores c e f, respectivamente. Seus valores sdo:

1. Para g:
_ﬁvglmnmen = i6il DrmTim - LU
r r
My w (B.34)
r r
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2. Parah

ri T 1
[——l, _i5ibpb} LY (B.35)
r r r

Com todos os comutadores devidamente calculados, agora posso proceder a unido

das partes:
1 . 2 1 2
[M;, M| = e (—igupLi) + m (810" — pipi)
1 .« Pjrj .Piri ryri . ry 6'1 . Lk 1 2
2 (s, Pt i) L% e e L s
+u( i0y = i = 4~ —i(r X L)i—3 — == + i +u(pzpl ip”)

i 1 1 ; . i(rx L) O L
n <_fz_§z+5ﬂ_) L1 (i5ilw_ilﬂ_@+w+_zz_,-gﬂn_n)
r r Hu r r r r

ryri 1
+l+—5 0~ ).
r r

Cancelando os termos iguais:

1 .
(M, M;] = 7 (—i€up*Ly)
L (.piri i, reo. Ly
+ﬁ(l p —|-r—3—l(l'><L)l‘r—3+18ﬂk7
1 .Diti rr; i(l‘ X L)lr,- . L,
*ﬁ("T—rT*r—s—lﬂnT -

Utilizando a identidade (r x L), r; — (r x L), r; = r? (pir; — pir;) e realizando algumas trocas de

indices, obtemos:

(B.36)

Portanto, a expressao final corrigida é:
2 4
[Ml',Mj] = _lﬁHgijkLk-

Demostracao da Equacao 5.15

Para demonstrar a equacdo 5.15, basta substituir as equacdes 5.14 e 5.13 na defini¢do

de comutador, ou seja,

[A,B] = AB— BA. (B.37)
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Agora, vamos calcular o comutador dos operadores de momento angular Ji e J j:

Ui, Jj] = %[(LH'BI')? (Lj+Bj)]

= 3—1{[L,-,Lj] +[Bi,L;] + [Li, Bj| + [Bi, B)]}

1. : : .
= Z{lgijkl’k + lgijkBk + lSijkBk + lsijkLk}

. I&; Jjk

=~ (Li+By)
= iSiijk.
Agora, para [Jl’ ,J}] , temos:
1
Vidj] = 7 [(Li=Bi), (L, B))]

_ %{[Li,Lj] — [Bi.L;] — [Li,B;] + [B:.Bj] }

1 (B.38)
= Z {iSijkLk — igijkBk — i8,'jkBk + iSijkLk}
1€ jk .
= % (Lk —Bk) = lSl'ij;(.
Por fim, para o comutador [J,-,J }} , o resultado é semelhante aos dois dltimos casos:
, 1
Vi, Jjl = 7 [(Li+Bi), (Lj = Bj)]
1
= Z{[Lth] + [BivLj] - [Li’Bj] - [Biij]}
(B.39)

L. . . .
= Z{ze,-jkLk — i€ jx By + i€ jx B — l&'jkLk}

=0.
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