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RESUMO

Nesta tese, investigamos efeitos de temperatura zero e finita em uma Eletrodindmica escalar do
Modelo Padrao Estendido que viola a simetria de Lorentz. Em um primeiro momento, calcu-
lamos a secdo de choque termal para o espalhamento de mésons distintos a temperatura finita
através do formalismo da Dindmica de Campos Térmicos, onde mostramos que as corre¢oes
de temperatura induzidas sdo extremamente grandes. Em especial, mostramos ainda que a
secdo de choque € afetada somente pela componente dos coeficientes de violagdo na direcao
de propagacdo dos mésons iniciais. Em seguida, calculamos as corre¢des a um loop para a
auto-energia do campo de gauge em temperatura finita através do formalismo de Matsubara.
Focamos tanto na contribui¢do CPT-par como CPT-impar e usamos a técnica de regularizacao
dimensional. Em especial, mostramos que as partes dependentes da temperatura ndo possuem
singularidades e discutimos sobre como o teorema de Furry é quebrado com a presenca de
temperatura ndo nula. Posteriormente, investigamos como a energia de Casimir em tempera-
tura zero € modificada pelo setor CPT-par da eletrodindmica escalar estendida, onde, através
de uma parametrizagao tensorial, fomos capazes de investigar diferentes configuragdes do mo-
delo: isotrdpica, anisotrépica de paridade par e anisotropica de paridade impar. Mostramos que
embora o efeito liquido de violagdo da simetria de Lorentz seja muito pequeno, eles tendem a
diminuir ou a aumentar a energia de Casimir dependendo da configuracdo na qual o sistema se

encontra.

Palavras-chave: eletrodinamica escalar; violacdo de Lorentz; efeito Casimir; temperatura fi-

nita.



ABSTRACT

In this thesis we investigate zero and finite temperature effects on a Lorentz-violating scalar
electrodynamics of the Standard-Model Extension. At first, we calculate the thermal cross
section for the scattering of distinct mesons at finite temperature through the Thermal Field
Dynamics formalism, where we show that the induced temperature corrections are extremely
large. In particular, we also show that the cross section appears to be only affected by the
component of the violation coefficient in the propagation direction of the initial mesons. Next,
we compute the one-loop corrections to the self-energy of the gauge field at finite temperature
by using the Matsubara formalism. We focus on both CPT-even and CPT-odd contributions
and we use the dimensional regularization technique. Specially, we show that the temperature-
dependent parts do not have singularities and discuss how Furry’s theorem is broken with the
presence of non-zero temperature. Subsequently, we investigate how the Casimir energy at
zero temperature is modified by the CPT-even sector of extended scalar electrodynamics, where
through a tensor parameterization we were able to investigate different configurations of the
model: isotropic, anisotropic parity-even and anisotropic parity-odd. We show that although
the net effect of Lorentz symmetry violation is very small, they tend to decrease or increase the

Casimir energy depending on the configuration in which the system is found.

Keywords: scalar electrodynamics; Lorentz violation; Casimir effect; finite temperature.
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1 INTRODUCAO

O Modelo Padrao (MP) da fisica de particulas, em linhas gerais, pode ser entendido
como uma cole¢do de teorias que permitem descrever, de forma bastante elegante, as particulas
elementares e as interacdes fundamentais existentes na natureza [1]. Ele consegue explicar, com
grande precisdo com os dados experimentais, trés das quatro interagdes fundamentais conheci-
das [2]: eletromagnética, fraca e forte. A interacdo gravitacional, por sua vez, nio faz parte do
MP, talvez por ser a mais fraca dentre as quatro, e isto constitui ainda um problema em aberto
na fisica [2].

Uma das caracteristicas mais interessantes do MP € que sua estrutura € toda de-
senvolvida com base em simetrias. De fato, a invariancia sob alguma simetria de calibre local
leva ao surgimento de novos campos, associados a particulas denominadas como bdsons de
gauge, que desempenham o papel de mediadores das interacOes fundamentais da Natureza [3].
As interagdes eletromagnéticas, por exemplo, estdo associadas ao grupo de simetria local U(1)
de modo que a invaridncia da teoria sob transformagdes U(1) leva a existéncia dos fétons,
particulas mediadoras das interagdes eletromagnéticas [4]. Para a interagdo fraca, o grupo de
simetria associado é o SU(2) e as particulas mediadoras s3o os Bésons massivos W, W~ e Z
[4]. Para a interagdo forte, os bosons sdo os glions e o grupo de simetria responsavel pelo setor
éoSU(3) [4].

A linguagem utilizada pelo MP para descrever a fisica das particulas elementares
€ aquela estabelecida pela teoria quantica de campos (TQC), que aborda de forma unificada
fendmenos quanticos e relativisticos. Como consequéncia de tal unificacdo, resultados que ne-
nhuma dessas teorias sozinha poderia oferecer passam a vir a tona: como a prova do principio
da exclusdo de Pauli, o teorema CPT (carga, paridade e reversdo temporal) e a existéncia de
antiparticulas [1]. Em especial, assim como a simetria de Lorentz, que € um dos pilares da re-
latividade restrita, o teorema CPT parece ser uma simetria fundamental da natureza. Embora as
simetrias de carga (C), paridade (P) e reversdo temporal (T) possam ser violadas separadamente,
todas as observacdes indicam que a simetria CPT € sempre preservada [5]. Especificamente fa-
lando, as interagdes gravitacionais, eletromagnéticas e fortes sdo simétricas em relacdo a C, P e
T, enquanto que a interacdo fraca viola C e P separadamente, mas preserva CP e T.

Embora experimentalmente bem sucedido, o MP ainda deixa algumas questdes em
aberto, tais como as oscilagdes de neutrino [6], o problema da hierarquia [7] e a falta de uma
descricdo quantica da gravidade, de modo que a procura por uma fisica além do MP torna-
se um caminho bem natural. Nestes novos cendrios, violagdes da simetria de Lorentz e CPT
podem surgir em teorias fundamentais que combinam a gravidade com a mecanica quantica,
tais como a teoria das cordas [8, 9], ou a gravidade quantica em lacos [10, 11]. Violacdes da
simetria de Lorentz e CPT também podem ser encontradas em modelos de gravidade do tipo

Horava—Lifshitz [12, 13], ou mesmo em espaco-tempo nao comutativo [14]. O problema é que
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todas essas teorias residem na escala de energia de Planck (~ 10'® GeV), que é muito maior
que a escala de energia associada a teoria eletrofraca do MP (~ 246 GeV), fazendo com que a
verificacao experimental direta torne-se uma tarefa muito dificil, se ndo impossivel, para os dias
atuais.

A principal alternativa, que visa investigar sinais de violacdo de Lorentz e CPT,
mesuraveis em baixas energias, € descrita pelo Modelo Padrao Estendido (MPE). Esta teoria,
proposta por Colladay e Kostelecky [15, 16], tem como conceito fundamental a extensdao da
densidade Lagrangiana do MP a uma teoria de campos efetiva que inclui todos os termos que
violam a simetria de Lorentz, mas que preservam as simetrias de gauge ji existentes [17-19].
Ademais, desde que qualquer coeficiente que viola CPT também viola Lorentz, o MPE fornece
uma estrutura abrangente para se investigar a quebra da simetria CPT [8, 15,16].

Com uma vasta e compreensivel estrutura para investigar violacdes CPT no nivel de
uma teoria de campos efetiva, o MPE tem levado a vdrias investigagdes experimentais [20-25],
além de ter sido estudado em inimeros contextos, tais como oscilagdes de neutrinos [26-29],
correcoes radioativas [30-33], modelos supersimétricos [34-37] e teoria quantica de campos
nao comutativa [38].

Mais recentemente, Edwards e Kostelecky propuseram uma extensao do setor es-
calar do MP de modo que pequenos desvios da simetria CPT em oscilagdes de mésons neutros
pudessem ser avaliadas [39]. Estruturalmente, a ideia era tratar um sistema de méson-antiméson
através de uma teoria escalar de campos efetiva que contém operadores de dimensao de massa
arbitraria, independentemente do spin, que violam a simetria de Lorentz [40]. Note que a in-
dependéncia em relagdo ao spin traz um cardter muito especial a teoria, uma vez que a grande
maioria das particulas elementares do MP possui spin ndo nulo, sendo o béson de Higgs a tinica
excegdo [2,3].

Nesta tese de doutorado, partindo de uma uma extensao da eletrodinamica escalar
do MP, proposta por Edwards e Kostelecky na Ref. [40], investigaremos possiveis correcdes que
violam as simetrias de Lorentz e CPT para a energia de Casimir, para a se¢ao de choque termal
de espalhamento de mésons e para auto-energia do campo de gauge, a um loop, em temperatura
finita. A implementacdo de temperatura se dara através do formalismo de Matsubara, para as
correcdes radioativas, e por meio do formalismo da dindmica de campos térmicos (DCT) no
tratamento de espalhamento de particulas escalares (mésons).

O formalismo de Matsubara, proposto por Takeo Matsubara no ano de 1955 [41],
foi a primeira abordagem sistemadtica para o tratamento de sistemas quanticos e relativisticos,
descritos pela TQC, em equilibrio termodindmico. Também conhecido como o formalismo do
tempo imagindrio, uma vez que o tempo ¢ € negociado em funcao da temperatura 7" por meio
da correspondéncia t — —%, ele vem ainda hoje sendo amplamente aplicado nas mais diversas
areas da fisica, especialmente no estudo de correcdes radioativas a loop no cendrio de violagdo
de Lorentz e CPT [42-49].

Ja no formalismo DCT, proposto por Takahashi e Umezawa [50], o tempo € tra-
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tado como um parametro real e independente da temperatura [S1]. Como veremos, através da
constru¢do de um estado vacuo termal |0(f3)), onde a média estatistica de um observavel &
possa ser obtida por meio do valor esperado (0()|Z'|0(B)), serd permitido uma anélise pertur-
bativa completamente andloga aquela em temperatura zero. De fato, toda a estrutura das teorias
de interacdo da TQC pode ser facilmente estendida, inclusive no contexto de integrais de cami-
nho, facilitando bastante a derivacdo das regras de Feynman a temperatura finita e fazendo do
formalismo DCT uma teoria bastante atraente para ser aplicada em célculo de taxas de decai-
mento e secoes de choque dependentes da temperatura [52]. No cendrio de violacdo de Lorentz
e CPT, por exemplo, veja Refs [53-57].

A analise de efeitos termais em modelos que violam a simetria de Lorentz e CPT
¢ de fundamental importancia uma vez que ela pode nos ajudar a melhorar os bounds para os
diversos parametros da teoria. Em adicdo, efeitos de violagdo através de processos astrofisicos
que investigam sinais de birrefringéncia do vdcuo em fontes astrondmicas com alto desvio para
o vermelho, vém sendo recentemente investigados [58].

Esta tese esta organizada como se segue. No capitulo (2), apresentamos uma breve
revisdo da teoria quantica de campos a temperatura finita. Iniciamos discutindo o formalismo
DCT, apresentado suas principais caracteristicas. Levamos em consideragdo tanto campos
bos6nicos como campos fermidnicos e calculamos a secdo de choque para o processo da ele-
trodinamica quantica espinorial (usual) envolvendo um elétron e um pdsitron se espalhando em
um muon e um antimuon. Ainda no formalismo DCT, dedicamos algumas secOes para dis-
cutir sobre propagadores e vértices e derivamos as regras de Feynman para a eletrodinamica
usual e escalar em temperatura finita. No final do capitulo, introduzimos o formalismo de Mat-
subara e o aplicamos no cdlculo da correcao de massa a um loop de uma teoria escalar real
com interacio do tipo A¢*. No capitulo (3), discutimos brevemente sobre o MPE. Também,
considerando uma extensao minima da eletrodinamica quantica, abordamos como se compor-
tam os mais diversos termos que violam a simetria de Lorentz, tanto no setor fotonico como
no setor fermidnico, sob transformagdes C, P, T e CPT. Uma andlise semelhante sera feita, na
secdo seguinte, para a eletrodinamica escalar estendida proposta na referéncia [40], que € de
especial interesse para os objetivos dessa tese. Para este modelo, derivamos ainda as regras de
Feynman em temperatura zero, finalizando assim o capitulo. No capitulo (4), a secdo de cho-
que para o espalhamento de mésons em uma eletrodindmica escalar estendida é calculada em
temperatura finita através do formalismo DCT. E mostrado que no regime de altas temperaturas
as correcdes termais tornam-se extremamente relevantes. Também, o comportamento da secdo
de choque com os coeficiente que violam a simetria de Lorentz parece estar relacionado com a
direcdo de propagacdo dos mésons no inicio do processo. Os resultados do capitulo (4) foram
publicados na Ref. [59]. No capitulo (5), calculamos as corre¢des radioativas a um loop para
propagador do féton no modelo de eletrodindmica escalar estendida da Ref. [40]. Tratamos
as contribui¢des CPT-par e CPT-impar de forma isolada e usamos a técnica de regularizagao

dimensional. A implementacdo de temperatura no sistema ocorreu através do formalismo de
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Matsubara. Em nossa andlise, conseguimos separar as contribui¢cdes de temperatura zero e fi-
nita e, em especial, os tensores de polarizacdo dependentes da temperatura ndo apresentaram
problemas com singularidades. O resultado devido a contribui¢do CPT-impar, sugere ainda que
o teorema de Furry generalizado é quebrado devido a presenga de um tensor de polarizagao nao
nulo dependente da temperatura. Entretanto, no limite de altas temperatura, este teorema tende
a ser restaurado. Os resultado do capitulo (5) foram publicados na Ref. [60]. No capitulo (6),
calculamos as corre¢des para a energia de Casimir devido a violagdo de Lorentz no modelo de
eletrodindmica escalar estendida da Ref. [40]. Consideramos o campo escalar complexo satis-
fazendo condi¢des de contorno de Dirichlet entre duas grandes placas paralelas separadas por
uma pequena distancia. Fizemos também uso de uma parametrizacao tensorial que nos permitiu
investigar diferentes configuracdes do sistema. Particularmente, nossos resultados mostram que
a energia de Casimir pode diminuir ou aumentar devido aos efeitos de violagdao dependendo do
tipo de configuracdo na qual o sistema se encontra. Nossos resultados sugerem ainda que que a
energia de Casimir € afetada pela paridade da configuracdo. Os resultados do capitulo (6) foram
submetidos para publicacdo e estdo sob andlise de referee, mas podem ser encontrados na Ref.
[61].

No decorrer desta tese, recorremos ao software MATHEMATICA, assim como aos
pacotes FeynCalc [62,63] e o FeynHelpers [64], para realizacdo de alguns célculos. Utilizamos
também as unidades naturais, onde i = ¢ = kg = 1, sendo & a constante de Planck dividida por
2m, ¢ a velocidade da Luz e kg a constante de Boltzmann. Além disso, adotamos a métrica de

Minkowski com assinatura (1,—1,—1,—1).
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2 TEORIA QUANTICA DE CAMPOS A TEMPERATURA FINITA

Neste capitulo, discutiremos brevemente os formalismos de Matsubara e o da Dina-
mica de Campos Térmicos (DCT), que permitem investigar como a presenga de temperatura nao
nula afeta sistemas descritos por uma teoria quantica e relativistica. Como veremos nas secoes
que se seguem, os dois formalismos tragam um completo paralelo com a TQC usual, estabe-
lecida em temperatura zero. Iniciaremos este capitulo abordando primeiramente o formalismo

DCT e, por fim, discutiremos o formalismo de Matsubara!.

2.1 O formalismo DCT

2.1.1 Estado de vdcuo termal e as Regras de Conjugacao Til

A Dinamica de Campos Térmicos (DCT) é um formalismo que permite explorar
os conceitos abordados em uma teoria quantica de campos no contexto de uma temperatura
diferente de zero. Sua principal caracteristica € a constru¢do de um estado de vacuo termal,

|0(B)), de modo que a média estatistica de um observével® &,

1
_ ~BH
(ﬁ>_g(ﬁ)Tr(e 0), 2.1
possa ser calculada através do valor esperado
(0)=(0(B)[€]0(B)), (2.2)

onde Z(B) = Tr(e PH) é a fungido de parti¢do do sistema, H a Hamiltoniana e 8 = 1/T,
onde T é a temperatura® [50]. Para uma adequada defini¢iio do estado de vdcuo termal, uma

duplicacdo dos graus de liberdade do sistema é requerida. De fato, pode ser mostrado que

10(B)) PR n, i), (2.3)

1
= —— Z (4
vV Z(B)
onde E, sdo as auto-energias do Hamiltoniano H e |n,7) = |n) ®|a1). O sistema til deve ser
uma copia do original e estd relacionado, em termos fisicos, ao reservatdrio de calor. Ou seja,
ele representa o banho térmico.
Devido a duplicacdo dos graus de liberdade do sistema, para cada operador & exis-

tente no espago ordindrio (ndo til), existe um operador & no espaco til e estes estdo relacionados

! As ideias apresentadas neste capitulo de revisio foram desenvolvidas com base em duas referéncias principais.
Para o formalismo DCT, utilizamos a Ref. [52] e para o formalismo de Matsubara, a Ref. [51]. O leitor interessados
em uma descri¢do mais detalhada sobre o assunto pode recorrer a essas duas referéncias.

2Vilido tanto para o ensemble Candnico como para o Grande Candnico.

3Na realidade, B = 1/KpT. Estaremos assumindo neste trabalho que a constante de Boltzmann é igual a um.
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segundo a defini¢ao

O=0-0 (2.4)
e as Regras de Conjugacao Til (RCT)
(6:0)) = 0,0 (2.5)
(a0i+b0;) = a*0;+b*0; (2.6)
)" = (o)) @.7)
(0) = x0; (2.8)

onde kK = 1 para bosons e kK = —1 para férmions.

2.1.2 O campo escalar na DCT

Para levar em consideracdo campos escalares no formalismo DCT, pode ser mos-
trado que o estado de vicuo termal (2.3) estd relacionado ao estado de vacuo a temperatura

zero* |0,0) através da relagio

10(B)) =U(B)]0,0), (2.9)
onde
UB) = H e"k(ﬁ)[GT(k)ﬁf(k)—a(k)ﬁ(k)l (2.10)
k

€ chamado operador trasformacao de Bogoliubov e leva em consideracdo todos os modos k. A

funcdo 6,(B) é definida através das relagdes

ePEK/2

up(k,B) = ﬁzcoshek(ﬁ); (2.11)
eP Lk

va(k,B) = ———— = sinh 6(B), 2.12)

/eBE—1

onde Ex = vkZ+m?2 é a energia relacionada ao modo k. Os operadores a(k)' e a(k) criam e
aniquilam, respectivamente, particulas no espaco ordinario, enquanto que a' (k) e @(k) criariam
e aniquilariam particulas ficticias no espago til>.

Através do operador transformacdo de Bogoliubov, Eq. (2.10), é possivel defi-

nir operadores termais nos dois espacos. De modo geral, um operador A qualquer possui sua

“Devemos lembrar que estamos dentro do contexto da DCT, onde hd a duplicacio dos graus de liberdade do
sistema.

> A palavra ficticia foi utilizada aqui para lembrar do fato que as varidveis fisicas de interesse sio descritas
apenas no espago ordindrio.



19

representacio termal definida como®

AB)=U(B)AU(B). (2.13)

A motivacdo para tal definicdo pode ser justificada analisando como o operador de aniquilagao

termal a(f3) atua no estado de vacuo (2.9):

a(k,B)[0(B)) = U(B)a(k)U~'(B)U(B)|0,0)

Q

= 0. (2.14)

Veja que a relacdo (2.14) estd em total coeréncia com os resultados ja conhecidos da teoria de
campos a temperatura zero.
Aplicando o lema de Baker-Hausdorff,

. . / 2
ePrAe™Bh — A +iL[G,A] + (l;) B,[G,A]] +---, (2.15)

para cada modo bosonico k na expressao (2.13), podemos mostrar que operadores termais € nao

termais se relacionam através das equacoes

ak,B) = uB(k,ﬁ)a(k)—vB(k,ﬁ)dT(k); (2.16)
a'(k,B) = up(k,B)a’(k)—vp(k,B)a(k); (2.17)
ak,B) = up(k,B)ak)—va(k,p)a’(k); (2.18)
a'(k,B) = up(k,B)a' (k) —v(k,B)a(k) (2.19)

Veja que partindo de qualquer uma das equagdes acima € possivel encontrar as todas as outras
através das RCT.

Uma outra caracteristica fundamental do formalismo DCT € que ele preserva as

relagdes de comutacio obedecidas pelos operadores bosonicos’:
a(k,B),a'(K.B)] = (278 (k-K) (2.20)
a(kB).a'(<,B)| = (2w (kK. (221)

Isto pode ser facilmente mostrado através da defini¢do de operadores termais (2.13).
Sabemos da teoria em temperatura zero que o campo escalar pode ser escrito em
termos dos operadores de criacdo e aniquilacdo como
k1

0(x) = / 2 T a(k)e 4 a' (k)] (2.22)

®Como veremos, esta é uma defini¢io geral, independente se estamos tratando com bésons ou férmions.
"Todas as outras relacdes de comutacio entre operadores termias sio iguais a zero.
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onde x = x* = (¢,x) é o quadrivetor posi¢do. Devido a estrutura dobrada do espago, em DCT

devemos ter também

_ k1 , ~
6= [ G e a(k)e** +a' (k)e ). (223)

Agora, invertendo as relagdes (2.16)-(2.19) e substituindo o resultado em (2.22) e (2.23), pode-
mos mostrar que os campos se transformam sob transformacao de Bogoliubov como os opera-

dores, ou seja:

(x,B) = up(B)¢(x) —v
B

= 5(B)9" (x); (2.24)
(x,B) = us(B)(x) —va(B)o " (x),

¢
¢ (B)¢'(x) (2.25)

onde ug(P) e vg(P) atuam em cada modo k do campo como ug(k, ) e vg(k, ), respecti-
vamente. As expressoes (2.24) e (2.25) podem ser escritas em uma notacdo dubleto que se

mostrard bastante util quanto ao célculo dos propagadores:

( 0(x.B) ) _ ( us(B)  —va(B) ) ( 0(x) ) 226
¢(x,B) —vg(B) us(P) ¢ (x)
Em notacdo indicial, a relacdo acima toma a forma

D, (x,B) = CL,(B)Py(x), (2.27)

onde®=¢gedr=¢de

_( us(B) —ve(B)
CB(B)_(_VB(B) us(B) ) (2.28)

2.1.3 O campo de férmions na DCT

Diferentemente do caso escalar real, onde ndo ha distin¢do entre particula e anti-
particula, o operador transformacdo de Bogoliubov para o caso de férmions deve permitir em

sua defini¢do a existéncia de tal distin¢cdo. De fato, pode ser mostrado que

U(B) = [ 0Bl (07" 003 00) 04 BB (06)+ k] (2.29)
k
com

(k. B) T 0 (2.30)

ur (K, = ———==co0sb;1; )

V/1+ eBEx
1

ve(k,B) = ———= =sinb, (2.31)

1+ eBEx

onde os operadores escritos com a letra b sao responsaveis por criar ou aniquilar antiparticulas

e o sobrescrito s, em cada operador, € para levar em conta o indice de spin.
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Da defini¢ao geral de operadores termais, Eq. (2.13), e do lema de Baker-Hausdorff,

podemos mostrar que

@k B) = ur(k,B)a’(k)—vr(k B)a' (k); (2.32)
aT(k,B) = ur(k,B)a’’ (k) —ve(k B)a’ (k); (2.33)
a@k,B) = up(k,B)a'(k)+ve(k,B)a’" (k); (2.34)
a'(k,B) = up(k,B)a’(k)+vr(k,B)a’(k), (2.35)

com expressoes andlogas para os operadores das antiparticulas. Veja que as relagdes (2.32)-
(2.35) também sao coerentes com as RCT. Além disso, as relagdes de anticomutacao satisfeitas
pelos operadores termais sdo preservadas®:

{a“(k,ﬁ),a”(k’,ﬁ)}:{b“(kﬁ),b”(k’,ﬁ)} — )PP k-K)&;  (2.36)
{a.p).a (. B)} = {F.p).5 1B} = nPSk-K)5". @37

Seguindo o mesmo raciocinio da subsecdo anterior, podemos mostrar que os campos

fermidnicos ndo se transformam como os operadores sob transformacdo de Bogoliubov:

v(xB) = ur(B)w) —vr(B)¥ (1) (2.38)
¥(x,B) = ur(B)W(x)—vr(B)¥ (1) (2.39)
¥(x,B) = upr(B)W(x)+ve(B)y'(x)"; (2.40)
V(x,B) = ur(B)¥(x)—ve(B)¥ (x)T, (2.41)
onde
3 . .
Vi) = [ e Eemw e Hptiovie]s e
3 . \ .
w(x) = / (;lﬂ’; ;Ekz[bs(k)vs(k)e_’k'x—|—a”(k)ﬁs(k)e’k'x]. (2.43)

As RCT podem ser usadas para encontrarmos tanto { como e o sobrescrito 7', na extremidade
direita das equacdes (2.38)-(2.41), indica que os espinores que compdem os campos devem ser
transpostos. Por exemplo:

3k
y' = / (d ﬂlTkZ[ ke b (k)v T (ke |, (2.44)

sT e VsT

onde v’ e v* foram substituidos por u , respectivamente. Na notagao dubleto, as relagoes

8Todas as outras relacdes de anticomutacio sio iguais a zero.
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(2.38)-(2.41) passam a ser escritas como

veB) \ _ (urB) B\ v .
(Wx,ﬁ)T) <vp</3> ur(B) )(Wx)T ) 24
(x :Tx T _ 7 (x :T)CT uF(ﬁ) vF(ﬁ)
(9.8) 5 (6 B)T) = (W), () )(_mm s ) (2.46)
onde, em nota¢do indicial, assumem a forma
Wa(x,B) = Cop(B)¥s(x); (2.47)
Fux.B) = Bxp)CB), (2.48)

comY¥;| = Y, ¥, = II/TT, ‘Pl = l[_/elilz = IT/TT,

)
ve(B)  ur(B) ) (249

e C;'(B) sendo a inversa de Cr(B).

2.1.4 O campo de fotons na DCT

Sabemos da teoria em temperatura zero que cada componente do campo de fétons,

dado por

d3k 1 : —ik-x m *m ik-x
Ap(x) = / o \/Em;o [ (k) (k) + @ () (k)] (2.50)

no gauge de Lorentz, onde sl’f(k) € o vetor polarizacdo do campo, satisfaz uma equacao do tipo

Klein-Gordon sem massa’,

OA, (x) = 0. (2.51)

Isto sugere que todos os conceitos desenvolvidos na subsecdo (2.1.2), para o campo escalar,
podem ser estendido para o campo de fétons. De fato, os operadores de criacdo e aniquilagao
em (2.50) s@o operadores bosoOnicos e satisfazem as relagdes (2.16)-(2.19), sob transformagado
de Bogoliubov. Também, € bastante direto mostrar que campos de fétons termais e ndo termais

estdo relacionados por

(Au(xaﬁ) ) _ ( up(B)  —vs(B) ) (Au(x) ) 052
Au(x.B) —vp(B) us(B) )\ Au(x) )’

9Para o campo escalar (O +m?)¢(x) = 0.
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que, em notacao indicial, assume a forma

A (x,B) = CF (B)a7) (x), (2.53)

com 427’“1 = Ay, ,Qfﬁ = A, e Cp(B) dada por (2.28).

2.1.5 Espalhamentos de particulas na DCT

A quantidade fundamental que estaremos interessados em calcular é a secdo de
choque a temperatura finita. No formalismo DCT, a se¢do de choque diferencial, avaliada
no referencial do centro de massa para duas particulas, uma com momento'? p; e outra com

momento p;, espalhando-se em outras duas particulas com momentos k| € k», € definida como

da) 1 k| .
0 = | Aem(B)I7, (2.54)

onde |v; — v, é a velocidade relativa entre as particulas iniciais e .#Zcy (B) é a matriz
M (B) = A4 (B)— A (B) (2.55)

quando tomada no referencial do centro de massa (CM). Note que a estrutura dobrada, carac-
teristica do formalismos DCT, assim como a dependéncia com a temperatura, estd embutida na

matriz .4 (B) que corresponde a parte no trivial da matriz de espalhamento

S(B) = p(ki,k2|UIp1,P2)p. (2.56)

onde
U=U-0 (2.57)

com
U= f‘b%/d4Z1---d4zn9[<%’i(Z1)---<%’i(zn)] (2.58)

sendo o operador evolugdo temporal no espaco ordindrio. O simbolo .7 indica que que as den-
sidades Hamiltonianas .77 estdo sob ordenamento temporal e o subscrito / indica que estamos

tratando de operadores na representacdo de interagdo, onde

i%U@m:Hmﬂwj) (2.59)
com
Hy(1) = ™0l =1) fy, o= o1, (2.60)

10Aqui devemos entender momento como sendo o quadrimomento p*.
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sendo que Hy e H;y,; sdo, respectivamente, a Hamiltoniana livre e de interagdao. Além disso, os

estados de particulas estdo escritos em sua versdo termal sob transformacio de Bogoliubov:

s = U
(

= \/2Exd’(k,B)|0(B)). (2.61)

Na equagdo acima,

k) = \/2Eca’(k)|0,0) (2.62)

¢ o estado de uma particula com momento k criada no espago ordinario onde o experimento real
acontece. As particulas ficticias criadas no espaco til ndo s@o consideradas na defini¢ao (2.56)
e portanto nao contribuem para o espalhamento fisico.

Sendo (2.58) uma série, devemos calcular (2.56) perturbativamente para um deter-

minado Hamiltoniano especifico. De modo geral, o que encontraremos € uma relagao do tipo

S(B) =1+iT(B), (2.63)

onde 1 € o operador identidade contendo toda a parte que nao contribui para o espalhamento e
iT(B) = 21)*8* (p1+ p2— k1 =k )il (B). (2.64)

Veja que a delta de Dirac estd garantindo a conservacao da energia e do momento das particulas
envolvidas no processo. Uma consequéncia fundamental desta abordagem € a possibilidade
da matriz .# (B) ser determinada diretamente através de um conjunto de regras associadas
a diagramas de Feynman, assim como na teoria em temperatura zero. Uma vez encontrado
M (B), basta substituirmos o resultado do médulo quadrado, escrito no referencial do centro de
massa, na equagao (2.54) e teremos assim calculado a se¢do de choque diferencial dependente
da temperatura no formalismo DCT.

A titulo de ilustragdo, vamos considerar o espalhamento e~ (p)+e™* (p') — = (k) +
ut (k') na QED usual!!, onde

M = ey yAy, (2.65)

com A sendo o campo de f6tons e ¥ as matrizes de Dirac'?. O primeiro termo que pode contri-

buir de forma nio trivial para a matriz S (B) é o de segunda ordem na constante de acoplamento

ITElétron-pésitron se espalhando em mion-antimion. As letras p, p/, k e k' especificam os momentos de cada
particula.
12Estaremos considerando as matrizes de Dirac na representacio quiral.
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e. Analisando somente este termo, teremos:

S(B) =S(B)—S(B), (2.66)

onde

S(B) Z/D[s(kyr;k’a”/ﬁ (W (z) 7 w(z)Au(z1) W (22) Y w(z)Av(22)] [ p.s;p’ss )

(2.67)
e
S(B) = /Dﬁ<k,r;k’,r’!9 [V (2) " P (21)Au(21) U(z2) Y U(z1)Av (22)] [p,s:p o5 ).
(2.68)
Temos definido
/ D= (_2’—‘?)2 / d*z1d*2. (2.69)

Para lidar com o produto temporalmente ordenado dos campos, devemos fazer uso do teorema

de Wick. No formalismo DCT, ele nos diz que13
T (0192 9n] =Np [9102--- ¢, + Todas as contragdes possiveis entre campos |,  (2.70)

onde Ny indica que todos os operadores termais estdo sob ordenamento normal, ou seja, todos
os operadores de criagao devem estar a esquerda dos de aniquilagdo. O produto temporalmente

ordenado de dois campos escalares reais, por exemplo, é dado por

I—
T [9(x1)9(x2)] = Ng [@(x1) P (x2)] + ¢ (x1) ¢ (x2).- (2.71)
Tomando o valor esperado no véacuo termal da quantidade acima, encontraremos que
[ —
(0(B) |7 [¢(x1)9(x2)] [0(B)) = ¢ (x1)9 (x2). (2.72)

Esta quantidade € definida como o propagador escalar termal e serd calculada explicitamente na
proxima subsecdo. Observe que o valor esperado no vacuo do termo sob ordenamento normal

se anula devido a Eq. (2.14). Para trés e quatro campos, respectivamente, teremos que

— —
T{$10203} = Ng | 010203 + 910203 + O1$203 + $1 0203 (2.73)

130 campo ¢; pode ser de qualquer natureza: bosonico, fermionico, ou mesmo campos no espaco til.
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T{¢10203¢4} = Ng {¢1¢2¢3¢4+¢,51_|¢2¢3¢4+¢1¢2¢3¢4+¢1¢2¢3¢4+

1 1 r

+ ¢1¢2¢3¢4 + ¢ ¢2¢3¢4 + 01020304+ 01020304 + (2.74)

— 1
+ 01020304+ 01020304 | .

Também, uma vez que os propagadores nio sdo mais operadores e sim c-niimeros'#, eles podem
ser colocados para fora do ordenamento normal termal, assim como fizemos em (2.71).
Aplicando o teorema de Wick nas equagdes (2.67) e (2.68), teremos que o0s Unicos

termos que contribuem no trivialmente para a matriz S(f8) sio dados por

1
:/Dﬁ<kar§kl7’”,|Nﬁ[ () (z)W(22) 7 w(z2)] p,s;p'8" ) g Au(z1)Av(22)
(2.75)
= /Dﬁ<ka”§k/ar/!N/3 (W ()Y W(z)W(z2) YV W (z2)] [ pss:p’ss ) g Ap(z1)Av(22).
(2.76)

Para calcular (2.75) e (2.76), precisamos entender como os campos sob ordenamento normal

atuam nos estados de particulas termais. Para isso, devemos escrever a Eq. (2.42) como

w(2) = w5 (2)+ v (2), (2.77)
onde
3 .
Vi = [ G L e Bk B (e v (BB (B ()€
(2.78)

contém somente operadores de aniquilagdo e

d’k . .
v @ = [ e e e B By (e v e B (k Bu (e
(2.79)
somente operadores de criacdo. Temos usado as relagdes (2.32)-(2.35). Devido ao ordenamento

normal, onde todos os operadores termais de Y~ devem estar a esquerda dos de ', concluimos

que o primeiro s6 atua em estado final de antiférmion e o segundo em estado inicial de férmion,

14Fungdes reais ou complexas.
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ou seja:
p(K, W (@) = ul BV (K)e¥*(0(B) | (2:80)
v @) Ips)p = ur(p,B)u’(p)e 7 |0(B)). (2.81)
Das equacdes (2.80) e (2.81), definimos as contragdes entre campos e estados:
1 in-
v(@)lp,s)p = ur(p,B)u’(ple”" (2.82)
[ / .
s 7wz = up(K,B)V (k)™= (2.83)
Seguindo 0 mesmo raciocinio, podemos mostrar que as tnicas contragdes possiveis entre cam-
pos e estados termais sao dadas por
1 .
v(@)p.s)p = ur(p.fu’(ple " (2.84)
[ / »
p(k (@) = up(K, BV (K)e* = (2.85)
- 1 / s’ —ip'z
v()lp.s)p = ur(p,B)V (p)e " (2.86)
pk,rW(z) = ur(k,B)V (k)e™?, (2.87)
no espago ordindrio, e
~ /) ! x5’/ 1 —ip’-z
v()Ip,sg = —vr(P, BV (pe (2.88)
(— "
pk,r|P(z) = —vp(k,Blu’(k)e™ (2.89)
- .
v(@)p.s)p = —ve(p,B)a"(ple "% (2.90)
'_,-l., ] 7./
g F[W(z) = —vp(K )V (K)e 2.91)

no espago til. Com isso, as expressoes (2.75) e (2.76) passam a ser escritas como

| ] |
iT(B) = /Dﬁ<k,r;k’7r’ W () w(z) W(22) Y w(z2) I, s;p',s" ) pAu(z1)Av(z2) X (2!)
(2.92)
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| T —— |
B = [P sk 1By B blea)r Blea) s g Au(e)Av(ea) x (20
(2.93)

O fator de 2! extra em cada expressdo € devido a possibilidade de troca de vértice em relacdo as
contragdes entre campos e estados.

Como veremos nas proximas subsecoes,

4 —inyy o
(0(B) .7 [Ap(x)Av(»)]|0(B)) :/(jnl; {kz Z‘;g _2”nuvvé(k,ﬁ)5(k2)} o ik-(x=)
(2.94)
enquanto que
i i v —ik-(x—
(0(B) |7 [Au()Ay()] [0(B)) = /é’n’; [%—2%1‘[”\,\%(](,!3)5(](2)]6 o)
(2.95)

onde 7y € a métrica no espago de Minkowski cuja diagonal é (1,—1,—1,—1). Ao substituir

os propagadores e as contragdes entre campos e estados nas expressoes (2.92) e (2.93), encon-

tramos que
iT(B) = 2n)* 8*(k+K —p—p')id (B) (2.96)
onde
62 / /
M B) = ;u’(k)Y“V’ (k)" (p") ' (p)ve (k, B)vre (', B)ve (p, B)ve (p', B)

» {|:eﬁ(Ek+Ek/+Ep+Ep/) n 1] —27igv(q, B)8(¢7) [eB(Ek+Ek/+Ep+Ep/) _ 1] }
(2.97)

Tomando o médulo quadrado desta expressao, encontraremos que

A (B))> =W (B) |4, (2.98)

W(B) = vk B)vi(k,B)vi(p,B)VE(P,B)

X
—N

|:eﬁ(Ek+Ek/+Ep+Ep/) +1 2 +47t2q4v43(q,[3) [6((]2)}2 [eﬁ(Ek-l-Ek/-l—Ep-i-Ep/) _ 1:| }

(2.99)
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¢ a funcdo que concentra toda a dependéncia com a temperatura e

€4 / / / /
0 = 2 [V 0 () ()™ ()] [ R P (0O W)y ()] (2.100)

¢ o médulo quadrado da matriz de espalhamento .#( da teoria a temperatura zero.
Como estamos levando em consideracao particulas com spin, a secdo de choque

diferencial termal no referencial do centro de massa, onde

p" = (E,E2); " =(E,~E2);
(2.101)
k= (E,k); Kt = (E,—k),
€
k-2 =|k|cosO, (2.102)
passa a ser escrita como
da) 1 k| 1 . )
BTe) = 1 2 [ Aem(B)I7, (2.103)
(dQ pem 2E%, 167:2Ecm48§'n
com
1 R 1
1 Z | Men(B))> = WCM(B)Z Z | Mo.cm
Spin Spmn
m2 m2
= WCM(B){€4 <1+E—‘2‘>+ <1—E—‘2‘) cos26]} (2.104)
€
2
_ (1+e%PEY? 2m4E? 5(4E?)
Wem(B) = (17 PE) b | = e : (2.105)

Temos considerado que a massa do elétron m, € muito menor que a massa do muon n, de

modo que podemos assumir m, = 0. Também temos usado

Y (p)ia'(p) = p+m (2.106)

YV (p)W(p) = p-—m, (2.107)
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assim como
Tr(y'y") = 4nt; (2.108)
Tr(Y'y'Py?) = 40P —ntPn*C +0fon*P); (2.109)
Tr( ndmero impar de matrizes y) = 0 (2.110)

e as relacoes (2.11), (2.12), (2.30) e (2.31). Trabalhando um pouco mais (2.103), concluimos

que

do do
— =W, — 2.111)
(dQ)ﬁ,CM cu(F) (dQ>O7CM

doc a? m? m? m’
i S S i [ O I [ ) 2.112
(d'Q>OCM 16E2 E? < " E2> " ( £2)™ ( )

é a secdo de choque diferencial em temperatura zero e & = ¢>/47 é a constante de estrutura

onde

fina. Realizando a integracdo sobre o angulo sélido d€2, encontramos a se¢io de choque termal
total:

o(B) =Wem(B)oo, (2.113)

2 2 2

T my 1 my,
= q1-= (14— 2.114
0= 3E7 E2(+2E2> @119

€ o resultado que se espera da teoria em temperatura zero.

onde

Como vimos, a matriz .4 (B) é a quantidade fundamental que devemos encontrar
para o cdlculo da se¢ao de choque no formalismo DCT. Teoricamente, o procedimento descrito
anteriormente poderia ser seguido para qualquer tipo de interagdo. No entanto, uma forma bem
mais direta de calcular .# (B) ocorre através dos diagramas de Feynman. Para o espalhamento

que acabamos de descrever, por exemplo, existe um unico diagrama,

) (2.115)

a nivel de drvore, associado tanto a i.# () como a i.# (). Neste diagrama, cada uma das
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linhas externas estdo rotuladas pelas particulas envolvidas no espalhamento e estdo orientadas
ou da direita para esquerda, no caso de antiparticulas, ou da esquerda para a direita, no caso de
particulas. A linha interna representa o propagador, os pontos pretos os vértices e as setas de
momento sobre cada linha, seja interna ou externa, nos informa sobre o fluxo de momento e de-
vem sempre apontar da esquerda para a direita!”. O fato é que cada perna externa estd associada
as possiveis contracdes entre campos e estados termais (2.84)-(2.91) e a linha interna aos propa-
gadores (2.94) e (2.95). Na pratica, o que fazemos € desenhar todos os diagramas possiveis para
um espalhamento especifico e, entdo, aplicamos as regras de Feynman para escrever a matriz

de espalhamento .# (B3). Para o diagrama (2.115), por exemplo:

A

iM(B) = id(B)—id(B), (2.116)
onde
i/l (B) = (L1)(V1)(L2)(Propagador)(L3)(V2)(L4) (2.117)
e
i) = (L)(V))(L2)(Propagador Til)(13)(V5)(Ls), (2.118)

com L; representando as linhas externas e V; os possiveis vértices'®. Como falado anteriormente,
as linhas externas sao encontradas através das contragdes entre campos e estados termais. Para

linhas de férmions iniciais, por exemplo, devemos escrever

ur(p, B)u’(p) (2.119)

para o casode i.Z (B) e

—ve(p, B)u™*(p) (2.120)

para o caso de i.# (). Basicamente, o que fizemos foi escrever as contracdes (2.84) e (2.90)
no espaco dos momentos, ou seja, sem a exponencial. Todas as outras linhas externas podem
ser encontradas semelhantemente.

As préximas cinco subsecOes deste capitulo serdo destinadas a uma discussdo mais
detalhadas sobre propagadores e vértices de interacdo na DCT. Consideraremos tanto a QED
usual como a QED escalar e, embora tenhamos utilizado somente o formalismos candnico de
operadores de campos até o momento, seguiremos daqui em diante com o método do funcional
gerador que, como veremos, permitird escrever as regras de Feynman para qualquer teoria di-
retamente da Lagrangiana. Por fim, finalizaremos o capitulo com uma breve discussiao sobre o

formalismo de Matsubara.

STsto define o fluxo de particulas e o fluxo de momento e seré bastante relevante quando encontrarmos as regras
de Feynman para a QED escalar.
1Na QED usual V; = V5. No entanto, em teorias com violaco de Lorentz, outros tipos de vértices podem surgir.
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2.1.6 O propagador termal do campo escalar real no formalismo DCT

Devido a estrutura dobrada dos graus de liberdade no formalismo DCT, o funcional

gerador para o campo escalar real livre deve ser escrito como
ZolJ, 7] = N/@qs.@éeifd“xf, (2.121)
onde
L = -7
_ 1 POt — lm2<z>2 +J¢+ lie<¢>2 _15 $oH o + lmz(ﬁ2 —Jo+ 1ie(ﬁz
2K 2 2 2 2 2
(2.122)

com N sendo a constante de normalizacdo, J(x) e J(x) os termos de fontes nos espagos or-
dindrio e til, respectivamente, e %ieqﬂ e %ied?z sendo as prescricoes de Feynman. Realizando

integragcdes por partes, € possivel escrever o funcional gerador (2.121) como
Z()[J,j] — N/ l@(z)‘@(ﬁe—fdélx{%q)[i(\:‘-kmz—is)](])—if(f)-‘—%(ﬁ[i(—D—mz—iS)](ﬁ-Hj(ﬁ}‘ (2123)
Esta integral pode ser resolvida fazendo uso da identidade

/ Do 4530+ () +e(¥)] — N¢e%.fd4xd4y [pIATIb()—e()] (2.124)

onde Ny € uma constante que pode ser absorvida na constante de normalizagdo do funcional
gerador, b(x) e c(x) sdo fungdes quaisquer, e A um operador cuja inversa é dada por A~!. Para
a integral funcional em ¢ por exemplo, devemos assumir que A = i((0+m? —ig), b= —iJ(x) e

¢(x) = 0 de modo que
/@(pe—fd“x{§¢[i(D+m2—ie)]¢—u¢} :N(Pe%fd4xd4yj(x)(D+m27ie)‘lj(y)' (2.125)
Agora, se Ar(x —y) for a fungio de Green para o operador ((J+ m? — i€), teremos que
(O+m? —ig)Ar(x—y) = —8(x—y), (2.126)
onde
Ap(x—y) = —(O+m? —ie)™ ", (2.127)
Seguindo o mesmo raciocinio para a integral funcional em ¢, podemos concluir que

[(—1)(O+m*+ie)] Ap(x—y) = —8(x — ), (2.128)
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onde
Ar(x—y) = (O+m*+ie)™! (2.129)

¢ a funcdo de Green no espaco til. Das relagdes (2.127) e (2.129), vemos que

Ap(x—y) = —Ap(x—). (2.130)
O funcional gerador (2.123) pode, entdo, ser escrito como
ZolJ,J] = o3 Jdixdty [J()C)AF()C*Y)J(Y)Jrf(X)AF(Jf*y)f(y)]7 (2.131)
onde temos usado a condi¢do de normalizagdo Zy[0,0] = 1.

Como no caso da teoria em temperatura zero, pode ser mostrado que as funcdes de

n-pontos para campos no espaco ordindrio e til sdo dadas, respectivamente, por

1 8"ZJ,J]
" 8J(x1)---8J(xp)

T¢(x17"' 7xn) = <O=6|<7[¢(x1)¢(xn)] |076> =

J=J=0
(2.132)

1 8%, J]
" 8J(x1)---8J(x)

Ty(x1, - xn) = (0,017 [§(x1)--- ¢ (xx)] [0,0) = (2.133)

J=J=0

Portanto, os propagadores do campo escalar, no espago ordindrio e til, respectivamente, sao

dados por

75(x,y) = (0,0[.7 [¢(x)9(1)]]0,0) = iAr(x—y) (2.134)

Ty(x,y) = (0,0]7 [¢(x)$(»)]0,0) = iAp(x ). (2.135)
Além disso, substituindo (2.130) em (2.135), encontramos que
Ty (x,y) = 75 (x,y). (2.136)

O que precisamos fazer agora é encontrar Ar(x —y). Vimos anteriormente, equagao
(2.127), que

Ap(x—y) = (~O0—m*+ie)~ " (2.137)

Isto nos sugere que os propagadores podem ser encontrados diretamente da Lagrangiana para o
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campo escalar livre,

PO | 1. ~
.,2”:E(p(—D—mz—l-is)(P+5¢(D—I—m2+i8)¢, (2.138)
simplesmente calculando a inversa dos operadores (—[ — m? 4 i€) e (O +m? +i€). A La-
grangiana em (2.138) difere daquela em (2.122) por uma quadridivergéncia e, portanto, sdao
equivalentes uma a outra, ambas conduzem aos mesmos resultados fisicos. Veja que (2.138)

esta contida no funcional gerador (2.123). Para o espago ordindrio, entdo, devemos resolver
(=0 —m?* +ie)Ap(x —y) = §(x — ). (2.139)

Através das transformadas de Fourier, podemos escrever a expressao acima como

4

4
(-O-rie) [ Gsee 0 = [ 2.140)

onde A (k) é a fungdo de Green no espaco dos momentos. Desta forma,

(k* —m? +ie)Ap (k) = 1 (2.141)
e, portanto,
Ap(k) = ! (2.142)
P TR o m tie '

Das equacdes (2.134) e (2.136), encontramos os propagadores para o campo escalar no espago

duplicado,
d*k i il
T¢(x,y):/(2n)4k2_m2+ige ik (x=) (2.143)
€
. d*k —i il
T‘P(x’y):/ QnF i —m?—ie’ ), (2.144)

onde, nesta dltima, temos trocado k por —k.

Até agora ndo incluimos temperatura no sistema, pelo menos nao de forma explicita.
Entretanto, devemos lembrar que as quantidades que realmente estamos interessados em calcu-
lar sdo os propagadores termais definidos em (2.72). Existe uma forma bastante elegante de
calcular propagadores termais usando a notagcdo dubleto (2.27). Vamos primeiro definir a ma-

triz propagadora dependente da temperatura cujos elementos sdo dados por

0 (5,3, B) = (0(B) |7 [@a(x)®5(»)] |0(B)), (2.145)
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onde a e b sdo indices matriciais que variam entre 1 e 2. Veja por exemplo que

of, (x.3.8) = (0(B) |7 [0 (x)9 ()] |0(B)) = T(x.y.B) (2.146)
c

#,(x.5.B) = (0(B)|7 [$()$(»)] |0(B)) = T (., B). (2.147)
Fazendo uso das equagdes (2.13), (2.27) e (2.28), podemos escrever (2.145) como

o, (x.y,B) = Cad " (B)(0,0].7 [9e(x)0a(»)]0,0)Chy VT (B). (2.148)
Deste modo, trabalhando no espaco dos momentos, devemos simplesmente calcular o produto
matricial
el = [0 [ L

| o H2mvi(k B (K —m?) 2mup(k, B)vs(k,B)8 (k> —m?) |
2nup(k, B)vp(k,B)S(K* —m?) i +27vy(K, B)S (K> —m?)
(2.149)
onde temos usado
19" o\ 1\
2wi— =(—- —| - . 2.1
mn‘&xné(x) ( x+i8) ( x—ie) (2.150)
Os dois resultados fundamentais, necessérios ao célculo da matriz'? .# (B), sdo os
elementos
0 (B) = ok B) = o+ 2m (k. B)S (K — ) (2.151)
A ’ k> —m? +ie ’
e
N —1i
Dk, B) =T (k. ) = o+ 210 (k, B)S (K —m?), (2.152)

ou seja, justamente os propagadores termais escritos no espaco dos momentos.

17Se estivéssemos trabalhando com a teoria de Yukawa, onde a interacdo entre férmions e bésons é permitida,
estes seriam exatamente os propagadores termais necessérios ao célculo de .Z ().
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2.1.7 O propagador termal do campo de Dirac no formalismo DCT

O funcional gerador para o campo de Dirac livre no formalismo DCT € dado por

Z[n.7.7.5] = N[29oy797v
ot S X[ WV Oy —m) WA Ry UM i Gy (=i Oy —m) YT~ Y7 +ie Y]
= Zo[n,7% [71,7], (2.153)
onde
Zo[n, 7] =N, / Dy el ST Gmrie)ynyym] (2.154)
€
Zo[1:0] =N, / DY [P Gutmie)g-ny—vil] (2.155)

com N = N|Nj. Aqui, N; e N, sdo constantes de normaliza¢ao, 7(x) [1(x)] é o termo de
fonte para y(x) [¥(x)], (x) [)(x)] é o termo de fonte para ¥(x) [¥(x)], ie Py e ie Y sio as
prescricoes de Feynman.

Vamos comegar trabalhando com Z [7],7]. Definindo o operador

S~ = (iy*" 9y +m+ie) (2.156)

e a quantidade

JUA")

WSy — gy — i, (2.157)

devemos procurar por valores que minimizam (2.157). Seja,

Qm:Qm(lpmal/:/m) - mg_ m_ﬁ m mﬁ
— 757
= —9,S5 ', (2.158)
onde
= 1S (2.159)
c

U = ST (2.160)



37

foram encontrados assumindo as condi¢des para a existéncia de um minimo

"_9 =0 (2.161)
OV | .0

€
3_€ =0. (2.162)
all/ lplml://m

Invertendo (2.159) e (2.160), e substituindo o resultado na Eq. (2.157), podemos mostrar que

O(W, W) = O+ (¥ = ¥n)S ™ (¥ — W) (2.163)
e escrever o funcional gerador til, Eq. (2.155), como

Zolii, i) = ol [ d*xdyii (0)S (=) (v) (2.164)

Para isto, devemos usar a identidade
/@ﬁ@wefd“x(llzflflm)(ig_l JF=Wn) — det[—iS™1] (2.165)

e a condi¢do de normalizagio Zy[0,0] = 1 de modo que

1

— ST (2.166)

N>

Com um raciocinio semelhante para Zy[n, 7], podemos escrever o funcional gerador
total (2.153) como

Zo[n.7,7,7] = e~/ 4 dS RSy n0)HA0SE-)R0)] (2.167)
onde
S(x—y) = (iy* oy —m+ie)”! (2.168)
€
S(x—y) = (~1)(—iy*Hdy —m—ie)~". (2.169)

Assim como no caso do campo escalar, temos entdo que
Sx—y)=—-S"(x—y). (2.170)

Agora, os propagadores nos espagos ordindrio e til, respectivamente, podem ser
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encontrados derivando funcionalmente o gerador (2.167), ou seja:

i i _ 1
Ty (x,y) = (0,017 [y(x)¥(y)][0,0) = 281(x)57(y)

=n=0
= iS(x—y) (2.171)
e
. ot - 1 &z, "
By(3) = (0017 [FF0]10.0) = pamreszes|
n=n=0
= iS(x—y), (2.172)
donde concluimos que
Ty (x,y) = 7y, (x,¥). (2.173)

Nossa tarefa agora € determinar S e S, que sdo justamente as inversas dos operadores

encontrados entre os dois campos na Lagrangiana de Dirac livre na auséncia de fontes!3,

L =(iy" oy —m+ie)y+ Y [(—1)(—iy* Iy —m—ig)| ¥ (2.174)

De modo geral, para determinarmos os propagadores de uma teoria, devemos escrever a parte

sem interacdo da Lagrangiana no formato
(Campo) (Operador) (Campo) (2.175)
e inverter o operador segundo a equacao
(Operador) (Propagador(x —y)) = i18(x —y), (2.176)
onde 1 é a matriz identidade. Da Lagrangiana (2.174), entdo, temos que
(i7" Oy — m+€) ac T (x,¥) = 88 (x — ¥), (2.177)

onde a, b e ¢ sdo indices matriciais. Fazendo uso das transformadas de Fourier, encontramos

que
(Phy —m+i€)act)y (k) = i, (2.178)

onde Ty (k) é o propagador no espago dos momentos. Agora, multiplicando os dois lados da

18Esta Lagrangiana pode ser lida diretamente da exponencial em (2.153). Note também que temos acrescentado
as prescricdes de Feynman.
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equagdo acima por (Yky —m+ is)gal, nos encontramos
(k) = i(Yky —m+ig), (2.179)

de modo que
B i
Yk, —m+ig’

Ty (k) (2.180)

No espaco das posicoes,

d*k i(Yky +m)
Ty (%,3) = / Qr)* k2 —m? +ie

e~k (=) (2.181)

8 d*k —i(yHky +m) g
T"’(x’y):/ rf K —mie ¢ Y, (2.182)

esta ultima, encontrada através da relacdo (2.173).

O propagador termal do campo de Dirac, por sua vez, pode ser encontrado facil-
mente fazendo uso da notacdo dubleto em (2.45)-(2.49). Iniciamos definindo a matriz propaga-

dora termal, cujos elementos, em notagao indicial, sao dados por

Ty, (x,3.B) = (0(B)|T [Walx)¥5(»)] |0(B))

= ChTV(B)(0,017 [We(x)Ea(»)] 10,0)CL,(B). (2.183)

deste modo, o que devemos fazer é calcular o produto matricial'®

v [ ur(x,B) ve(k,B) him g ur(k,B) —vr(k,B)
[Tab(k7ﬁ>] _VF(kaﬁ) uF(kaﬁ) 0 M VF(k,B) uF(kaﬁ)

k2—m2—ie

(2.184)

Na verdade, estamos interessados somente no elemento da primeira linha e primeira coluna

desta matriz, ou seja,

=2t ie V) (Pt m)(E —m?), (2185

Tllq (k7B) = T‘l/(kvﬁ)

onde temos usado mais uma vez a propriedade (2.150). Como %y (x,y, ) = Ty,(x,y, B), temos
que
—i(=7"*ku +m)

Ty B) = — 55— — 2 (K B) (=7 ky +m)S (K —m?). (2.186)

19Veja que ja estamos trabalhando no espago dos momentos.
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O sinal menos extra, em cada k, se deve ao fato de estarmos trabalhando no espago dos mo-

mentosZ0,

2.1.8 O propagador termal do foton no formalismo DCT

No formalismo DCT, a Lagrangiana livre para o campo de fétons pode ser escrita

como
N T VI Ut BN
g:_z uvF —ﬁauA OvA +ZFWF +ﬁaﬂA IvAY, (2.187)
onde
FHY = 9HAY — 9vAH (2.188)
com
1 Lo 4V
—ﬁauA VA (2.189)
€
|
g OuAl oA (2.190)

sendo os fixadores de gauge no espaco ordindrio e til, respectivamente, ¢ A* o campo de

fétons?!'. Através da equacdo (2.188), podemos escrever
F‘qu'uv :2(8#14\/8”14‘/_8”14\/8‘/14“)7 (2.191)

com uma expressao semelhante no espaco dos til. Agora, tendo como base funcional gerador, €

possivel reescrever (2.187) como

5 1 1 I 1 ~
g - EAM |:n‘uv|:] - (1 - a) 8uav:| Av + EA'u(—l) |:n,UV|:| - (1 - a) auavl Av.

(2.192)

Como vimos, os propagadores sdo determinados pelo o inverso dos operadores que aparecem

como na Eq. (2.175). Assim, no espago ordinério, por exemplo, devemos resolver

[nuvD — (1 — é) auav} 7,7 (x,y) =8 8 (x —y), (2.193)

20No espaco das posicdes, trocamos k por —k afim de ficar com uma exponencial com expoente negativo,
convencional nas transformadas de Fourier.
21 AR ¢ o quadripotencial do campo eletromagnético.
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onde TXP (x,y) é o propagador do féton no espago das posicdes. No espago dos momentos??,

{—nuvkz + (1 — é) kukv} )’ (k) = i8f. (2.194)

Diferentemente dos outros casos, onde tinhamos somente um escalar de Lorentz, a quantidade
entre colchetes € um tensor, € ndo pode ser invertida de qualquer forma. De fato, para a equacao

(2.194) ser satisfeita, 7y” (k) deve ser da forma
7, (k) =An"P + Bk'KP, (2.195)

onde A e B sdao quantidades a serem determinadas. Substituindo (2.195) em (2.194), encontra-

mos que

it Ktk
_ —(x—1)—
k2 +ie ( )(k2+ie)2’

7 (k) = (2.196)

onde temos acrescentado a prescricdo de Feynman. No gauge de Lorentz, o = 1, e portanto

v —in*"
k) = ) 2.197
7, (k) e ( )
No espaco das posicoes, entao:
d*k —in ,
o _ / MY ik (r=) 2.198
e
~ d*k Muv —ik-(x—y)
Ty (xy) = / i , (2.199)
esta dltima sendo encontrada semelhantemente a anterior. Veja que, mais uma vez,
Y (x,y) =" (). (2.200)

Agora, para determinarmos o propagador termal do féton, devemos mais uma vez

recorrer a notacdo dubleto. Através da equacdo (2.53), podemos definir a matriz propagadora

o (.8) = (0(B)|7 [ (x)4 ()] 10(B))

= Cglac(ﬁ)m,()\ﬂ [Qyﬁ(x)dvd(y)] ’0,6>C1(3—1)Tdb(ﬁ)
(2.201)

22Usamos as transformadas de Fourier.
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de modo que, no espaco dos momentos,

b [ u(k,B) vk,B) | [ o2 0 u(k,) v(k,p)
i Y u(k,m”kg +""*”” k ]

k?—ie
[ - 2mmei(B)SK2) —2anuvus(k B)vs(k.B)S () ] |

—2mup(k,B)vs(k, B)S(K2)  lwr _ 2xNuvva(k, B)S(K?)

k2—ie

(2.202)

Observe que os propagadores da QED usual, equacdes (2.94) e (2.95), no espaco dos momentos,

sdo justamente os elementos T,lll{/A (k,B) e Tﬁ%A (k,B), respectivamente.

2.1.9 A QED no formalismo DCT

Em temperatura zero, a Lagrangiana que descreve a interagdo entre férmions e

fotons € dada por:
1 _ .
£ = —ZFqu“v + iy Dy —m)y (2.203)
onde
Dy = dy +ieAy (2.204)

¢ a derivada covariante de gauge e e a constante de acoplamento. Em principio, toda Lagrangi-

ana pode ser dividida em sua parte livre e de interacao,
L =L+ L (2.205)
Para o caso da QED usual, por exemplo,

L= —%Fqu“v Wiy Oy —m)y (2.206)

L =W (—eV") YA, (2.207)

Como vimos, no formalismo DCT, a inclusdo de temperatura ocorre através da
duplicacdo dos graus de liberdade do sistema de modo que a Eq. (2.203) deve ser substituida

por

2 = G+ L, (2.208)
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onde
j() = Dfo —jo
1 1. - - .
= —ZF“\,F“V + ZFWF“V + W (iy" Oy —m)y — Y(—iy™ oy —m)§
(2.209)
€
a?int - o%nt _-i?int
= W(—ey") YA+ Y (ey™) WA, (2.210)

Os propagadores podem ser calculados diretamente da Lagrangiana livre (2.208) e
serem “termalizados” segundo transformagdes de Bogoliubov. De fato, ja realizamos esta tarefa
nas se¢des anteriores, veja Egs. (2.185), (2.186) e (2.202). Um ponto fundamental a ser notado
¢ que todo o procedimento de derivacao das regras de Feynman na DCT ¢é bastante semelhante
aquele realizado em temperatura zero, tanto no formalismo candnico, como no de integrais de
caminhos por meio do funcional gerador. Neste sentido, os vértices da teoria sdo justamente os
coeficientes da Lagrangiana de interacdo, multiplicados pelo imaginério i, quando os campos

sdo escritos no espago dos momentos. Assim, escrevendo (2.210) no espago dos momentos,

. d*ky d*ky d*ks -
Zu = [ G iamn e k) (o) kA )

d4k1 d4k2 d4k3 i(k1+ko+k3)-x A
- Sy (k YW (k)AL (—k
| G i Flko) (™) (k1) (—s),
(2.211)
concluimos que os vértices da QED usual, no espaco dos momentos, sao dados por
1% = : . (2.212)
+iey*H =V

onde V é devido aos campos no espaco ordindrio e V é devido aos campos no espaco til. Observe
que V =V*.

Tendo calculado os vértices e os propagadores, as linhas externas podem ser de-
terminadas através das contragdes entre campos e estados de particulas termais, assim como

fizemos nas Egs. (2.84)-(2.91). Em resumo, a matriz

A

iM(B)=id(B)~id(P), (2.213)

na QED, é determinada segundo as regras:
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1. Propagadores:

s v, B)8(q?) para i (B)
: V.o = (2.214)
| 2mnuv(a.B)3(q?) para i (B)
4 l L m '
) ) 210 (k, B) (Pky +m)S( — m?) para i, (B)
- = .
| ST o2 (k. B) (- m)S( i) para i (B)

(2.215)
2. Vértices:
—iey" para i/ (B)
) - ; (2.216)
iey*™™ para i./ (B)
3. Linhas externas:
+ur(p,B)u’(p) para i (B)
T (2.217)
—vr(p, B)a* (p) para i (B)
+ur(p ) para i.Z ()
L e (2.218)
—vr(p (p') para i/ (B)
+up(k k) para i (P)
- » (2.219)
—vr(k k) para i.# (B)
Fup (K, BV (K) para i (B)
- -« (2.220)
—ve (K, B)¥*" (K') para i.d (B)
q +up(q, B)g; (q) para il ()
+vg(a, B)ef (q) para il (B)
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q +ug(q,B)e;" (q) para i (B)
e = (2.222)

+vp(q, B)e;" (q) para i (B)

2.1.10 A QED escalar no formalismo DCT

A QED escalar € uma teoria que descreve a interagdo entre o campo escalar e campo

eletromagnético e tem como Lagrangiana, em temperatura zero, a funcao
1 i
L= R F" 4 (Du¢)" (DH9) —m*¢7 9, (2.223)
onde
Dy = dy +ieAy (2.224)
¢ a derivada covariante usual e

3 . .
o (x) = / %%Ek [a(k)e*”"x +b"‘(k)e’kﬂ (2.225)

¢ o campo escalar complexo que leva em consideracdo particulas e antiparticulas escalares

carregadas. Aqui,

3 . .
o' = [ (%3 21Ek [a (k)™ + b(k)e ] (2.226)

A Lagrangiana (2.223) pode ainda ser separada em trés setores,

L =%+ Ls+ Lin, (2.227)
onde
Lo = —%F#VF“" (2.228)
¢ o setor de gauge puro,
Ls =o' —m*o'o (2.229)
o setor escalar e
Ly = ieAy (" 9T9 — 9ToH9) +e?A A 9T ) (2.230)

o setor de interagao.

Ja no formalismo DCT, devemos trabalhar com a Lagrangiana duplicada

P = Y6+ Ls+ Lo, (2.231)
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onde
Yo=Y~ L= —%FHVF“V + iFHvF“V, (2.232)
Ls=Ls— Ls =y oMo —m*dTo— 9P P +m*$T$ (2.233)
€

Lo = Lo — Ly = 1Ay (O*PTO — 9" P) + A A 9T P
+ ieAy (9"PTP—¢ToHP) — A, A GT . (2.234)
Tendo escrito a Lagrangiana na forma (2.231), podemos derivar as regras de Feynman seguindo
o mesmo procedimento que foi descrito anteriormente. Comparando 5 com a Eq. (2.208),

por exemplo, concluimos que o propagador termal do féton ndo sofre nenhuma alteracdo em

comparagao ao da teoria usual. Assim, no espaco dos momentos, devemos ter

— 27Ny v(a, B)3(q?) para i (B)

M —2mnuvvi(a, B)8(g?) para i (B)

(2.235)

Vamos entdo concentrar nossa atencao no calculo do propagador escalar termal. Como vimos,
ele pode ser lido diretamente da Lagrangiana do setor escalar, %5, quando escrita na forma

(2.175). Ou seja, uma vez que”?

Zs=0"(—0—m*+ie)p+¢"(—1) (-0 —m* —ig), (2.236)
concluimos que
Ap(x—y) = (—O—m?+ig)~! (2.237)
e
Ap(x—y) = (=1)(-O-m? —ie) ™" = —Ap(x—). (2.238)

Portanto, o propagador do campo escalar complexo € igual ao do campo escalar real, veja Eqgs.

23 Aqui estamos acrescentando as prescri¢des de Feynman.
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(2.137) e (2.237). Em sua versao termal, escrita no espaco dos momentos, temos entao:

—2mv3(k, B)8(k* — m?) para i/ (B)

i
kK2—m2+ie

—i— _21v2(k,B)S(k* —m?) para i/ (B)

k2 —m?—ie

(2.239)

Uma vez calculado os propagadores, devemos prosseguir com o calculo dos vértices
e, como sabemos, devemos escrever .Z;,; no espaco dos momentos. Note ainda que podemos

escrever (2.234) como

L= 2y + 2,0, (2240)
onde
B = ieAu(0"79 — 904 9) +iedy (04576 — §704§) (2.241)
€ responsavel por vértices de trés pontos e
2 = 2A AR 0T — PA ARG (2.242)

por vértices de quatro pontos?*. Vamos calcular primeiro os vértices de trés pontos. Devido

. 503 . . .
a presenca de derivadas dos campos em %it)’ o tipo de particula entrando ou saindo em cada
vértice acaba influenciando na obten¢c@o do mesmo. Para ver como isto acontece, vamos escre-

ver os campos (2.225) e (2.226) como

¢(x) = ¢+ (x) +¢-(x) (2.243)
e
9 (x) =91 (x) +9 (x), (2.244)
onde
0. (x) = / %m(k)e”‘% (2.245)
o (x) = / %(}) (k) e™; (2.246)
1) = / %dﬂ(k)e””‘; (2.247)
ol (x) = / (;l:; o (k) e, (2.248)

240 niimero de pontos é definido pelo nimero de campos presentes na Lagrangiana de interacio, ele nos diz
quantas linhas, externas ou internas, podem ser ligadas em cada vértice.
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com

0.+ (k) = a(k)//2Ex; T (k) = b(k)/\/2Ex;
(2.249)

9 (k) =b'(k)/\/2Ex; 01 (k) = a' (k) /\/2Ex.

E importante lembrar também que os campos no espaco til podem ser obtidos aplicando as
RCT, Egs. (2.5)-(2.8). Observe que ¢4 ( gbi) € responsavel pela aniquilacdo de particulas
(antiparticulas) enquanto que ¢_ (qﬂ) € responsdvel pela criacao de antiparticulas (particulas).
Dito isto, ao escrever (2.241) no espaco dos momentos, fazendo uso dos campos em (2.245)-
(2.248), vemos que seus coeficientes ganham fatores que podem ser +ik*, a depender do tipo
de particula e se a mesma estd entrando (sendo aniquilada) ou saindo (sendo criada) no vértice.
Especificamente, no caso em que uma particula e antiparticula escalares estdao sendo aniquiladas

no vértice, devemos ter

DO = ieAu(9POL9: —010"0.) +ieAy (91 G14; — 104 G,)

B /d4q d3p/ d3p
S

27)F (2n) (2mp (@)9](P)9s(p)e TP [ie(—ip™ + iph)]

d*a 430 o - e e
i /(27;)14 (275)3 (27rl;3A“(q)¢jr(P)¢+(P)e AL [—ie(—ip™ +ipH)]

(2.250)
onde temos usado?
d4C[ —ip-
Ay (x) :/WA#(p)e 23 (2.251)
De (2.250), podemos, enfim, concluir que
p/
W ie(—p" +p*) para i. (B)
s, = . (2.252)
0 —ie(—pt 4 p'*) para i/ (B)
7
De modo geral, podemos escrever (2.241) como
922(3) — j@) +"§’2i(3) _{_922(3) + 2(3) (2.253)

int int (++) nt (+—) int (—+) nt(==)’

2 Poderiamos ter usado (2.50) no lugar da transformada de Fourier geral para o campo Ay. No entanto, isto
deixaria a notag@o carregada, o que seria desnecessdario. Em casos onde nao ha derivadas atuando nos campos,
podemos prosseguir desta maneira. Esta foi a justificativa usada ao escrever (2.211).
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onde
D v = 1A 9500 — 050" 6,) + ieAy (9 Grun — 10" 60, (2.254)

com m e n podendo ser tanto “+” como “—”. Seguindo o mesmo raciocinio que conduziu ao

vértice em (2.252), podemos mostrar para os outros casos de (2.253) que

§ ie(p'* + k") para i (B)
P K = ; (2.255)
44/ AN —ie(p™ + k') para i/ (B)

4,’/ ie(—kH — p*) para i (B)
/,; = ; (2.256)

§ —ie(—kH — p*) para i/ ()

/
k/; ie(—k* + k™) para i (P)
- . (2.257)
\t —ie(—kH* 4 k') para i/ (B)
k N

O vértice de quatro pontos, por sua vez, € determinado escrevendo a Eq. (2.242)
no espaco dos momentos. Como nao hd derivadas atuando nos campos, podemos simplesmente

escrever

2 = [ dRALR)A (29T (1) (pa)e Pt i)

+ /dKAu(—kl)Au(—kz)W(—Pl)flg(—Pz)e_i(kl+k2+p1+p2)'z(—€2n“v)
(2.258)

onde

d*k; d*kr d*p; d*ps
dK = . 2.25
(1) (2n) (2n) (2m) (2259

Da Eq. (2.258), entdo, concluimos que

LLLLLLWT;;H 2ie’nHY para i/ (B)
= . (2.260)

—2ie*nHY para i/ (B)
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O fator de 2 extra é devido a simetria de troca no campo A*. Esta simetria é facilmente entendida
dentro do formalismo candnico, através das contracdoes de Wick. Imagine, por exemplo, que

estamos interessados em analisar o espalhamento

= (p1)Y(p2) = 7 (k) v(ka), (2.261)

onde 7~ € um pion e Yy € o foton. O diagrama que surge nesse processo € justamente aquele
da Eq. (2.260)%. Em termos das contragdes de Wick, teriamos duas possibilidades distintas de
contrair estados termais de fétons com os campos A",

I

| I
[s<p1;pz,mIXuAv$*¢|k1;kz,m>ﬁ (2.262)
€
ﬁ' |
| —
p{P1;p2.m|Ay v$*¢|k1;kz,m>ﬁ, (2.263)

gerando o mesmo resultado. Desta forma, um fator de 2! deve ser acrescentado a expressao
para®’ iT(B). Este fator acaba contribuindo para o vértice, motivo pelo qual o acrescentamos
em (2.260).

Por fim, as linhas externas podem ser obtidas analisando como os campos atuam

nos estados de particulas. De modo geral,

up(p, B) para i/ ()
,,,,,,, P 4 = , (2.264)

va(p,B) para i/ ()

independentemente das particulas estarem entrando ou saindo no vértice. As linhas externas

para fotons sdo as mesma da subsecao anterior.
2.2 O formalismo de Matsubara

Em geral, a analise estatistica de um sistema fisico em equilibrio térmico, seja ele de
carater cldssico ou quantico, tem como ponto de partida, a determinacdo da fun¢do de particao

do sistema,

Z(B)=Trp(B), (2.265)

260 vértice é encontrado através da amputagdo das pernas externas.
?’Uma andlise semelhante pode ser feita para iT ().
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onde Tr simboliza a operagdo traco e 3 = 1/T, sendo T a temperatura em que o sistema se

encontra®®. A funcio p(3), denominada matriz densidade, carrega em sua forma funcional,
p(B)=eP”, (2.266)

informagdes acerca do tipo de ensemble utilizado para tal andlise. Para o ensemble grande

candnico, por exemplo, a fungio 77 ¢ dada por
= H — UN, (2.267)

onde H é o Hamiltoniano que descreve a dindmica do sistema, i o potencial quimico e N o

operador ndmero. Ja para o ensemble candnico,
H =H, (2.268)

de modo que podemos considerd-lo como sendo simplesmente o ensemble grande canénico com
potencial quimico nulo [51]. Uma vez determinada a funcao de parti¢do, todas as propriedades
termodinamicas do sistema podem ser calculadas. A pressdo, o nimero de particulas, a entropia
e a energia, no limite termodindmico de um sistema suficientemente grande, por exemplo, sdo

respectivamente dadas por

)
P = CTZ(B)): (2.269)
)
N = E[Tan(B)], (2.270)
S = %[Tlnz(ﬁ)]; 2.271)
E = —PV+TS+uN, (2.272)

onde V € o volume [65].
Uma quantidade de interesse, acima de tudo quando estamos avaliando sistemas
quanticos, € a média termal de um observavel & que, por definicdo, ¢ dada em termos da

func¢ao de parti¢ao por

(0)g=2""(B)Tr[p(B)O). (2.273)

E através da relacdo acima que seremos capazes de avaliar fun¢des de correlacdes termais en-

volvendo o produto de operadores tomados em coordenadas distintas como, por exemplo,
(0(x,1)0'(X,1")) g =27 (B)Tr[p(B) O(x,1)0"(X 1], (2.274)

onde O(x,t) e 0'(x',t') devem ser entendidos como quaisquer dois operadores escritos na

28Estamos tomando a constante de Boltzmann, kg, igual a 1. Caso contrdrio, B = 1/kpT.
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representacio de Heisenberg, com (x,¢) # (x/,¢/). Na mecinica quantica®’, para todo opera-
dor 0(x), na representacio de Schrodinger, existe um operador &(x,t), correspondente, que se

relaciona com o primeiro através da transformacao unitaria
O(x,1t) =1 0(x)e . (2.275)
Uma consequéncia imediata das Eqs. (2.274) e (2.275) é que

<ﬁ(X,t>ﬁ/(X/,tl)>ﬁ _ ZfI(B)Tr |:€fﬁ¢%ﬂei,%ﬂtﬁ(x)efia%ﬂtﬁ/(xl’t/):|
= Z7'(B)Tr [eiﬁf (HiB) o (x)e 7 (P =B ﬁ'(x’,r')}

= (ﬁ’(x’,t’)ﬁ(x,t+i[3))ﬁ, (2.276)
onde temos feito o uso da Eq. (2.266), assim como da propriedade ciclica do trago,
Tr[ABC]|=Tr[CAB]| =Tr[BCA], (2.277)

onde A, B e C sdo operadores completamente arbitrarios. Relacdes tipo Eq. (2.276) sdo conhe-
cidas como relacoes de Kubo-Martin-Schwinger (KMS) [51] e, quando avaliadas em relagdo a

um tnico operador O,
<ﬁ(x,t)ﬁ(x’,t’)>ﬁ = <ﬁ(x’,t’)ﬁ(x,t+i[3)>ﬁ, (2.278)

sdo responsdveis pelas condicdes de periodicidade e anti-periodicidade que devem ser satis-
feitas pelas funcOes de Green de dois pontos em temperatura finita, um ponto a ser discutido
posteriormente nessa se¢ao.

Embora tenhamos dito que podemos derivar todas as propriedades termodinamica
de um sistema estatistico em equilibrio tendo conhecimento da fun¢do de particao, ainda temos
que nos defrontar com o desafio de encontrar uma forma funcional exata para Z(f3) e, em geral,
isto ndo € uma tarefa possivel de ser realizada [51]. Se escrevermos, por exemplo, a Eq. (2.265)

nabase {|a),|az),|as),...} do espaco de Hilbert de um sistema de interesse’’,

Trp(B) = Y (an|p(B)an), (2.279)

teremos primeiramente que encontrar os infinitos valores esperados,

(arlp(B)lar), (az|p(B)]az), (a3|p(B)]a3),...,

para, entdo, realizar a soma segundo a equacdo (2.279). Felizmente, o formalismo de Matsubara

29Uma anélise mais detalhada pode ser encontrada na Ref. [66].
3OVeja, por exemplo, referéncia [66].
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fornece uma maneira de calcular a funcdo de parti¢do perturbativamente através de técnicas di-
agraméticas andlogas aquelas da Teoria Quantica de Campos (TQC) a temperatura zero. Um
aspecto importante a ser notado, e este define o ponto de partida para tal analise, é que a matriz
densidade (2.266) tem a forma funcional de um operador evolu¢@o temporal para tempos ne-
gativos e imagindrios puro. Estados na representacdo de Schrodinger, por exemplo, satisfazem

uma relagdo de evolucao que pode ser expressada como
o) =U(t)|a), (2.280)

onde |a) = |@,0) € um estado em um tempo inicial definido arbitrariamente como sendo zero,

|a,t) o respectivo estado apds decorrido um certo tempo ¢ e
U(t) =e ! (2.281)

o operador unitario que permite a propria evolucéo temporal. Veja que se r — —if} (ou seja, um
parametro negativo e imagindrio puro) na equagao acima, recuperaremos exatamente o formato
da matriz densidade (2.266).

Em geral, qualquer que seja o sistema quantico de interesse, 0 Hamiltoniano dinamico
H pode ser escrito em termo de uma soma envolvendo uma parte livre (Hp) e uma parte de

interacao (Hiyy):

H = Hy+ Hiy. (2.282)
Sendo este o caso, a fungdo .77, no expoente da matriz densidade (2.266), assume a forma

I = )+ Hiny, (2.283)
onde

6 = Hy— UN. (2.284)
Note que escrevendo a matriz densidade de uma teoria livre (ou seja, sem interacao) como

po(B) = e P, (2.285)
podemos definir uma fungao

S(B)=py ' (B)p(B) (2.286)

de modo que podemos escrever p(f3) como

p(B)=po(B)S(B). (2.287)

Agora, se as quantidades em (2.285) e (2.287) tém formas funcionais semelhantes a do operador
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em (2.281), quais devem ser as equacdes de evolucdao temporal satisfeitas por elas? Sabemos
da mecanica quantica que os estados representados na Eq. (2.280) satisfazem a equagdo de
Shcr(idinger31 [66],

2 Wela)= A U0]a), (2.288)

e como | &) é um estado completamente arbitrario, chegamos a concluséo de que o operador

evolucdo temporal deve satisfazer

i%U(I) =U(t). (2.289)

Portanto, se fizermos t — —iT na equagao acima, podemos deduzir diretamente que as matrizes

densidades livre e total, respectivamente, devem satisfazer

0
p;i” — — 5 po(%) (2.290)
c
dp(t) _
S =—Ap(1) (2.291)

onde®? 0 < 7 < B. As equacdes acima sio conhecidas como equagdes de Bloch e nos permitem

encontrar a equacgao de evolugdo para S(7) como se segue:

= —H(t)S(7), (2.292)
onde temos definido

Hy = py (7)) (Hin ) po (7). (2.293)

Aqui devemos destacar trés pontos. O primeiro € que a transformacao acima € andloga aquela

que define operadores na representacao de interacdo da mecanica quantica [51,66]. O segundo é

que se 7 for realmente um tempo imagindrio (T = it), entéo, a transformacdo é de fato unitdria>>.

3'Temos feito = 1.

FJsto é devido a periodicidade, ou antiperiodicidade, resultante das relagdes do tipo KMS [51].

3Este é 0 motivo de o formalismo de Matsubara ser também conhecido como o formalismo do tempo ima-
gindrio.
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O terceiro, € ndo menos importante, é que se os dois pontos anteriores forem tomados como
verdade, a Eq. (2.292) € a mesma que descreve a dinamica de um operador evolucdo temporal

quando escrito na representacio de interagio [51] e, portanto, sua solugdo deve ser>*

S(B) = Fi (e~ 47D, (2.294)

onde .7; é o operador de ordenamento temporal quando aplicado a variavel t. Esta quantidade
¢ completamente andloga a matriz de espalhamento S da TQC em temperatura zero, a tnica
diferenga é que a integral em 7 acontece em um intervalo finito no eixo imagindrio (0 < 7 < f3).

Note ainda que, para 7 > T, podemos definir uma quantidade

S(t, ) =S(t)S () = T (e—fgldm,(r)> T, (efordrHI(r))

- $<e—lfz‘dfﬂz<f>> (2.295)

de modo que
S(t) = S(1,0) (2.296)
s7Hr) = $(0,7). (2.297)

Assim, por exemplo,

S(1)$7 (1) =5(7,0)5(0,7) = Z <e—J5’dr’H1<T')> 7. (e—ffdr/y,w)>

= S(r,7)=1 (2.298)
e, semelhantemente,
Sfl(,r) S(’L’) — S(O,’F) S(T,O) = 7 (efffodr’Hl(rl)) T, (e*fng’Hl(T/))

- (e—.ﬁ?df’Hz(r’)>
= 5(0,0)=1, (2.299)

onde 1 é o operador identidade. De modo geral, para 7| > 7, > 73, podemos entdo escrever:

S(11,1)S(1,13) = S(Tl)S_l(Tz)S(Tz)S_l(T3)
= S(’Cl)lsil(fg,)
= S(11)S (1) = S(11,m3). (2.300)

Esta é uma propriedade também satisfeita pelo o operador evolucio temporal®®, enfatizando

3*Veja, por exemplo, Ref. [5]
3Veja, por exemplo, Ref. [5].
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ainda mais o paralelo estabelecido com a teoria a temperatura zero.
Vamos agora considerar a funcio de correlagio termal de dois pontos>®, definida na

representacdo de Heisenberg como

Gy(x,7:XT) = (T {q)H(x,’c)q);,(x’,’c’)} 73 (2.301)

onde ¢y (x,7), que pode representar tanto um campo bosdénico como um campo fermidnico,

pode ser escrito como

on(x,7) =X p(x)e ™ = e Tp(x,7)e e
= S '(7)¢u(x,7)S(1), (2.302)
onde temos usado a Eq. (2.275), no contexto em que t — —i7, além da transformacao (2.293),

quando aplicada aos campos, e as Eqgs. (2.266), (2.285) e (2.287). Aqui devemos estar atentos
ao fato de que

O 1) = Pix) e = e g (x, 1)t e

= 5'(1)0, (x,7)S() (2.303)

¢ diferente de simplesmente tomar o conjugado Hermitiano da expressdo (2.302). Também, o

operador de ordenamento temporal deve ser entendido como habitualmente, ou seja:

A {(;)H(x, )00 (X, r’)} = 0(t— T)on (x, 7)), (X, ') £ O(7' — 7)0); (', T) bz (x, T)(2.304)
onde o sinal positivo (negativo) é para campos bosonicos (fermidnicos) e

1 T>1
O(t—17) = { pardt =+ (2.305)
0 paraT<T
sendo a fun¢do de Heaviside. Deste modo, através das Eqgs. (2.273) e (2.287), podemos enfim

escrever a Eq. (2.301) como

7r [p(B) 7 { o (x, 1)95; (%, 7)
Gp(x,1;X'7) = —= {T:Ip(ﬁ) ! H
Tr |po(B) 7 {ar(x D)o/ (x ) SB)}|
- Trpo(B) Tr[po(B)S(B)

Trpo(B)

(T (%, )] () Iy g
= . : (2.306)
<g {e—fo drjﬁ(x,r)} >l3,0

36Também chamadas de fungdes de Green de dois pontos termais.
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onde temos assumido que 0 < 7,7’ < 8 e que o Hamiltoniano, dado em termos dos campos e dos
momentos conjugados aos campos, podem depender tanto de x como de 7. Aqui, o subscrito
“0” representa o fato de que a média termal é assumida em um ensemble nao interagente. O
resultado acima se parece muito com a férmula de Gell-Mann e Low da TQC a temperatura

zero®’, a principal diferenca é que a integral temporal é executada em um intervalo finito.

2.2.1 As frequéncias de Matsubara

O objetivo desta secao € investigar algumas propriedades interessantes das fungdes

de Green de dois pontos definidas na Eq. (2.301). Note, por exemplo, que

Gp(0,7) = 27T [ BT [ g A g ]

_ Z—lTr{e—ﬁ%g _e(r—r’)jfd)e—(r—r’),%”(p’r] }

= Z_lTr{e_ﬁ%Jy ¢H(T—T/)¢1§(O)}}

G5(7— ') (2.307)

¢ uma funcdo que depende apenas da diferenca de seus argumentos. Ao escrever o resultado
acima temos usado as Egs. (2.273), (2.302) e (2.303), além de termos omitido a dependéncia
espacial por simplicidade de notagao.

Como vimos anteriormente, tanto T como 7’ pertencem ao intervalo fechado [0, 3]

e, portanto, o argumento da fun¢do de Green de dois pontos € tal que

_B<t—7<B. (2.308)

37Veja, por exemplo, Ref. [5].
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Agora, para T > 0,

9(0.7) = (7 [on(0)95,(1)])p
= (O(=1)911(0)9};(7) £ O(7)9}; (2)9r(0))
= (9 (1)0u(0))p
— 177 'B)Tr :e—ﬁ%”e”‘”we—wfﬂ

_ 4l (B)Tr _erjf(pTe—rz}fe—ﬁe%”eﬁifq)e—ﬁjf}

= +77'(B)Tr :e*ﬁ‘}fch(ﬁ)‘P;z(T)]

= = (pu(B)d(7))p = £%5(B,7), (2.309)

ou seja,
gﬁ<—f):ﬂ:gﬁ(ﬁ—”€> (2.310)

onde temos mais uma vez utilizado a Eq. (2.275), com ¢ sendo substituido por —i7, além da
Eq. (2.307) e da propriedade ciclica do traco. Este é um resultado extremamente interessante,
ele estd nos dizendo que a funcdo de Green termal de dois pontos € uma fung¢do periddica (sinal
positivo) ou antiperiddica (sinal negativo), com periodo f3.

Em geral®®, uma funcio f(x), satisfazendo f(—a) = f(a), pode ser expandida em

uma série de Fourier da forma

1= ;
=— Cpe ' 2.311
fW=7, L Gre (231D
onde
I ;
C,= 3 f(x) e dx, (2.312)
—a

e @, = "F, com n pertencente aos inteiros, sendo as frequéncias discretas dos modos de Fourier.

Analogamente, desde de que as fun¢des de Green termais estao definidas no intervalo finito da

38Veja, por exemplo, Ref. [67].



59

Eq. (2.308), podemos pensar em uma expansdo da forma

1 & ,
Gs(7) = B Y, Gs(w,)e ', (2.313)
Nn——oo
sendo
7 1 [P i®,T
Gy(on) = 5 / , 42 Gy (2) (2.314)
e w, = “Z. Esta dltima equacdo nos traz, ainda, informagdes sobre os possiveis valores que as

frequéncias ®, podem assumir quando em uma teoria bosonica ou fermidnica. Desde que

~ 1 0 10, T +ﬁ l(JJnT
Gs(w,) = 5 /_ﬁd’ve g %B(’EH-/O dte'™"Gg(7)
1 0 i, +P iw,T
= 3 i/Bd‘L'e %(H—ﬁ)+/0 dte'®"Gg(7)

+B . +B .
= l :I:/ dTelw”(T_ﬁ)gﬁ(T)—F/ dTelw"Tgﬁ(T)
2 0 0

1 n +B 0,7
= SlE(-1) ]/O dT e Gy (1), (2.315)

onde temos feito uso da relagdo (2.310), podemos concluir que somente os modos inteiros par
contribuem para as func¢des de Green bosOnicas, enquanto os modos inteiros impar contribuem

para as func¢des de Green fermidnicas. Com isto, podemos simplesmente escrever

%(T)ZE Y, Gs(wn)e ', (2.316)
com
N B
Ty (@) = / dt Gy (1) 2.317)
0
€
2;#” (Bdosons) (2318)
w, = .
(zn%)ﬂ (Férmions)

sendo as famigeradas frequéncias de Matsubara.
A extensdo para para quatro dimensoes € bastante direta. Uma vez que as coorde-
nadas espaciais ndo estdo confinadas a um intervalo finito, podemos assumir uma expansao do

tipo

Gs(x,7T) = l): ’p e OTPXG(p @,) (2.319)
ﬁ 9 ﬁ - (27[:)3 p7 nj» .
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onde

3
(P, n) / dt / X iont— PX(p, w,) (2.320)

¢ a funcdo de Green termal no espaco dos momentos p.

2.2.2 Regras de Feynman

Nesta secdo, ilustraremos através de uma teoria de campos escalar como o propa-
gador termal pode ser derivado através de uma rotacdo de Wick que conduz o espaco-tempo de
Minkowski ao espago Euclidiano em quatro dimensoes.

De modo geral, veja Refs. [51,68], uma rotacdo de Wick pode ser efetuada através

da correspondéncia

t — —it (2.321)
USSR (2.322)
P — P (2.323)

Como podemos ver, a coordenada tempo passa a assumir valores imagindrios e isto é exata-
mente o que precisamos para introduzir temperatura no sistema. De fato, até o momento, toda
nossa andlise foi baseada nessa correspondéncia, tornando, entdo, a extensdo de uma teoria a
temperatura zero em uma teoria a temperatura finita bastante direta.

Como vimos na segdo anterior, se Ty(x) é o propagador escalar livre de Klein-

Gordon a temperatura zero, entdo, ele deve satisfazer a equacao
(Qud* +m?) 7 (x) = —i8(x), (2.324)

onde §(x) deve ser entendida como sendo o produto 83(x)8(¢). Portanto, através de uma

rotacao de Wick, onde

To(x) = Tp(X,1) — T(x,7); (2.325)
2

(uo* +m*) — —% — V24 m% (2.326)
o(t) — 6(1), (2.327)

podemos, enfim, escrever a equacio (2.324) como™”

02
(a S+ Vi— mz) %g’ (x,7) = — 8 (x) §(7), (2.328)
onde temos definido

G5 (x,7) = ity(x, 7). (2.329)

3Temos usado a propriedade §(ax) = 2.
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Agora, gostariamos de resolver a equacao diferencial acima fazendo uso da expansao de Fourier
apresentada na Eq. (2.319) e, portanto, precisamos de uma representacao discreta para 8(7),
uma vez que 7 estd definido no intervalo finito [0, 8]. Como discutido na Ref. [67], sendo u

uma varidvel qualquer no intervalo [0, 27], entdo

1 [o]

S(u)=— i, 2.330
W=7z ¥ e (2.330)
Note que, se
2
u=—r1, (2.331)
B
entao,
1 =
Z e ' (2.332)
n_—oo
sendo @, = 2;’3” ,com0 < 7 < . Ao derivar a Eq. (2.332) temos novamente usado a propriedade
O(ax) = % Com isso, desde que*
8% (x) / i (2.333)
= [ —=e .
(2m)*

podemos escrever o produto das deltas espaciais e temporal como

1 +o0 d3
83(x)8( / i(onT=px) (2.334)
n— =)

Finalmente, substituindo as expansdes (2.319) e (2.334) na equacdo diferencial (2.324), iremos

determinar que o propagador escalar termal, no espaco dos momentos, é dado por

1

G (p, ) = P — (2.335)

com @, = 2;%

O exemplo acima ilustra uma caracteristica muito interessante do formalismo de
Matsubara: quantidades termais podem ser derivadas daquelas em temperatura zero por meio

de uma rotagcdo de Wick seguida das substituicdes

/d P BZ/ E (2.336)

Py — @, (2.337)

40Veja Ref. [68].
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com w, é dada pela Eq. (2.318). O propagador escalar, por exemplo, dado em temperatura zero

por

d*p i :
= X 2.338
% (x) / (2m)* p2 —m? + ise ’ ( )

ap6s uma rotacio de Wick assume a forma®!

d*pE —1 0
E() — —i(p} T-px)
Ty (X) = e \E ) 2.339
o) /(27r)4—p%—p2—m2 (2339

de modo que

1 d3p 1 ,
E 2 —i(@wpT—p-X)
) ﬁ;/(Zn)3wr%+p2+m2€
= 9(x,1), (2.340)

apos as identificacdes (2.336) e (2.337). Note que %g (x,7) é justamente o propagador termal do
campo escalar no formalismo de Matsubara. De fato, usaremos essa caracteristica especial para
calcular as corre¢des radioativas para o propagador do féton em um modelo de eletrodinamica
escalar que viola a simetria de Lorentz, a ser apresentada no préximo capitulo. Enquanto isso,
na proxima subsecdo, iremos aplicar o formalismo de Matsubara em outro exemplo bem sim-

ples, considerando uma teoria escalar real de auto-interacdo do tipo A ¢*.

2.2.3 Corregdo de massa a um loop para o campo escalar real

Nesta subse¢do, iremos considerar uma teoria de auto-intera¢ao /l¢4, dada pela

Lagrangiana

A

-0 (2.341)

1 1
L = -0,00" ¢ — —m*¢>
onde ¢ € um campo escalar real, no cdlculo da correcdo de massa a um loop. Primeiro, as
regras de Feynman em temperatura zero podem ser facilmente determinadas aplicando o método

apresentado na secio anterior

2. O propagador do campos escalar, por exemplo, deve ser o
mesmo do campo escalar complexo, uma vez que a Lagrangiana .Z pode ser escrita de forma
equivalente como

Ao

L e A
L =20 (-0-m)¢ i (2.342)

Note que temos omitido a prescri¢cao de Feynman. Escrevendo ainda a equagdo acima no espago

dos momentos, iremos encontrar que o vértice de interagdo é dado simplesmente por —iA.

410 sobrescrito E é para Euclidiano.
“’Note que as regras de Feynman em temperatura zero sio equivalente aquelas para o espaco nio til do forma-
lismo DCT.
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¢
p P

¢ ¢

Figura 1: Diagrama para correcdo de massa a um loop da teoria A ¢*

Agora que temos as regras de Feynman, estamos prontos para calcular a correcao de massa a
um loop na teoria A¢*, dada em termos do diagrama da figura®*} (1). De modo geral, devemos

resolver:
—iAm? = Diagrama. (2.343)

Notando que temos simplesmente um vértice € um propagador interno, podemos escrever:

o BA [ d%

onde temos integrado sobre o momento de loop indeterminado e levado em consideragdo o fator
de simetria do diagrama. Até agora o tratamento foi todo em temperatura zero. Como discutido
na se¢do anterior, afim de implementar os efeitos de temperatura, devemos primeiro fazer uma

rotacdo de Wick, onde

r — —iT; (2.345)
K = ik (2.346)
Desta forma, podemos escrever
d4kE 1
2.347
T2 / +Kk2+m? ( )

Agora, através das relagdes (2.336) e (2.337), o formalismo de Matsubara nos permite entdao

escrever a corre¢do de massa em temperatura finita como

foo 3
Am*(B) = — ’1 / Tk ! (2.348)
n, o0 2nﬂ: +a)2(k)

onde temos definido

w(k) = VK2 +m2. (2.349)

43Para mais detalhes, veja Refs. [5,68].
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Resolvendo o somatorio, iremos encontrar como resultado

A [ dk 1 B (k)
Am? :—/—— h|————|. 2.
m-(B) 1] Gay o cot [ > } (2.350)
Fazendo uso da identidade
coth(Bx) =1+2np(2x), (2.351)
onde
I (2.352
ng(x) = 1 .352)
€ a funcao de distribui¢cdo bosonica [51], podemos enfim escrever
Am?(B) = Amd + Am3(B), (2.353)
onde
A dk 1
Am == / — 2.354
"=7 ] Ga) o) (2359
¢ a contribuicdo em temperatura zero e
A[ k1 1
Am2(B) = 2 / 2.355
i (P) 2 ) (27)3 o(k) efok) —1 ( )

¢ a contribui¢do devido a temperatura. A integral na Eq. (2.354) € divergente e precisa de algum
método de regularizacdo para ser resolvida. Nos capitulos (5) e (6) encontraremos integrais
também divergentes e aplicaremos a técnica de regularizagdo dimensional, que consiste em
estender a dimensao do espaco para D dimensdes. Tomemos como exemplo a integral na Eq.

(2.354). Em D dimensdes devemos resolver**:

dPk 1
1) = /(Zn)D\/m

1
o d—1
- [ dopdiit™! s
D
272 kP!
- dk , 2.356
ey e oo
onde
D
-
/ dQp =~ (2.357)
r(3)

44Para mais detalhes sobre a técnica de regularizacio dimensional, veja Refs. [5,68].
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Resolvendo a integral em &, iremos encontrar

- 1 D

I(D)=n7mP'T(=-2). (2.358)
2 2

O resultado acima € divergente para D = 3. Entretanto, podemos isolar a parte divergente

realizando uma expansao em torno de € = 3 — D, sendo € muito pequeno. O resultado é
2| 2 2
I(e)=mm —E+ln(7rm )+y—1], (2.359)

onde temos desconsiderado termos de ordem €. Veja que o primeiro termo apds o sinal de
igualdade € justamente a parte divergente da integral.

A contribui¢do dependente da temperatura, por sua vez, nao possui divergéncias,
mas a integral na Eq. (2.355) ndo pode ser resolvida em uma forma fechada. Entretanto, no

limite em que m — 0,

A
2

onde vemos uma dependéncia quadratica com a temperatura, desde que B = 1/T. Este resultado

nos diz entdo que a temperatura induz uma massa para particulas bosonicas.
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3 O MODELO PADRAO ESTENDIDO

Como discutido na introdu¢ao, o MPE nada mais é do que uma teoria de campos
efetiva que possui em sua Lagrangiana todos os possiveis termos que violam a simetria de
Lorentz e que, portanto, fornece uma estrutura geral para se investigar desvios da simetria CPT.

Um dos postulados da Relatividade especial diz que as leis da fisica devem ser as
mesmas para todos os referenciais inercias que, por sua vez, estdo relacionados pelo conjunto
de transformagdes de coordenadas de Lorentz [69]: trés rotacdes (uma para cada eixo espacial)
e trés boosts' (um para cada direciio do espaco). Dizer que a simetria de Lorentz é quebrada nio
significa que as leis da fisica deixam de ser invariantes sob transformacdes de coordenadas, mas
sim que a equivaléncia entre transformagdes de coordenada e de particula € quebrada, devido
a presenca de um campo de fundo que pode ter raizes em um processo de transi¢do de fase
envolvendo campos tensoriais de valor esperado ndo nulo [15,70]. Se este for o caso, dizemos
que houve uma quebra espontanea de simetria. Entretanto, quando a quebra nao precisa de um
mecanismo para ser gerada, ou em outras palavras, quando os campos de fundo sdo inseridos
ad hoc, dizemos que houve uma quebra explicita da simetria de Lorentz.

Hoje em dia, o MPE € dividido em dois setores: o minimo e o ndo-minimo [71,
72]. O primeiro deles restringe o MPE a operadores de dimensao de massa d < 4 e tem sido
extensivamente estudado nos mais diversos contextos, tais como correcdes radioativas [30,31],
oscilagcdo de neutrinos [26—29], acdo efetiva de Euler—Heisenberg [33] e gravitacional [73,74].
O setor ndo-minimo, por sua vez, incorpora todos os operadores de dimensao de massa arbitraria
(d > 5) e, embora conduza a teorias ndo-renormalizdveis, tem desempenhado um papel central
em contextos formais tais como em teoria das cordas [8, 9], geometria Riemann—Finsler [40,
75-82], propagacdo de particulas cldssicas [83], modelos super simétricos [34-37] e teoria
quantica de campos ndo comutativa [38, 84]. Outra forte motivagdo para se estudar operadores
de dimensdo d > 5 estd relacionada as severas imposi¢des estabelecidas por alguns processos
astrofisicos em coeficientes de dimensido? d < 4, de modo que aqueles com d > 5 tornam-se
comparaveis ou at€ mesmo dominantes [85].

Na préxima secao, discutiremos brevemente a extensao minima da eletrodinamica
quantica do MPE. Entretanto, uma discussao completa do MPE, incluindo os setores leptonico,
de quarks, de Yukawa, de Higgs, assim como setor gravitacional, pode ser encontrado nas Refs.
[15,86,87]. No final do capitulo, apresentaremos 0 modelo de eletrodindmica escalar estendida

de interesse para esta tese.

'Um boost é uma mudanca de velocidade em uma determinada direcio [69].
ZVeja as tabelas apresentadas na Ref. [72]
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3.1 Extensao minima da eletrodinimica quantica

A extensdao minima da eletrodindmica quantica (EDQ) do MPE [16] € descrita pela

Lagrangiana’
CPT- CPT-{
D‘ZQED = Zt6tons + D%étonspar + «ifﬂf(,tonslmpar + Ztérmions (3.1
onde
4 = 1F F*Y 3.2
fétons — _Z uv 3. )

€ o setor de fotons puro, dado pela Lagrangiana usual de Maxwell,

_pCPT-par _ 1 (kF)pvocB FHYpaB 3.3)

féotons _Z

€ o setor de fotons CPT-par,

fétons

. 1
Lo = —Z(kAF)uguvaBAvFaB (3.4)
¢ o setor de fotons CPT-impar e
Lremion = YT Dy — M)y (3.5)

€ o setor de férmions, que leva em consideracdo todos os termos que violam Lorentz e CPT

através dos coeficientes

1
Iwzwuwww+wwﬁm+au¢ﬁ%+5ywqw (3.6)

M:m+%W+m%W+%m@W. (3.7)
Nas equacdes acima,
Dy =0du+ieAy (3.8)
¢ a derivada covariante usual, permitindo o acoplamento de férmions e f6tons, e
FHY = 9HAY — 9VAH (3.9

¢ o tensor do campo eletromagnético.
Note que nas Lagrangianas acima nao hd indices livres que possam colocar em

xeque a invariancia sob transformagdes de coordenadas da relatividade restrita. Entretanto, a

3 A menos que se diga o contrario, estaremos nos referindo a densidades Lagrangianas apenas como Lagrangi-
anas.



68

presenca de constantes de acoplamento tensoriais acopladas aos campos acabam por quebrar
a equivaléncia entre transformagdes de observador e de particula, estabelecendo, assim, uma

direcdo preferencial no espaco-tempo.

3.1.1 Setor de fotons CPT-par

No setor de fotons CPT-par, caracterizado pela Lagrangiana (3.3), os coeficientes
(kr) uvap Tepresentam tensores reais, de ordem-4, que possuem a mesma simetria do tensor de

Riemann,

(kF)uvaﬁ = _(kF)vua/S = _(kF)uvﬁa = (kF)aBuv (3.10)

(kF)uva[i+(kF)quoc+(kF)uan =0, (3.11)
sendo esta ultima a identidade de Bianchi, além de satisfazerem a condicao de duplo trago nulo,
(ke)* v =0, (3.12)

0 que acaba por reduzir o nimero de componentes independentes de 256 para 19. Também,
desde que o campo Ay e a derivada dy, possuem ambos dimensdo de massa d = 1, o tensor
(kr)uvap deve ter dimensdo de massa zero para que a acio* seja adimensional.

As propriedades de simetria quanto ao conjunto de transformagdes discreta CPT
podem ser melhor avaliadas explicitando a Lagrangiana (3.3) em termos dos campos eletro-

magnéticos E e B, o que pode ser feito através das relagdes

Fo=E' (3.13)

Fij = gijkBk- (3.14)

Assim,

fétons

LPrpar ~2 [4(kr)oio; E' E? +4(kr )oitt €t E' B! + (kr ) kimn €ii €nnjB'B’] , (3.15)

donde vemos que os coeficientes (kr )oioj, (kr )oiki € (kF )kimn €stdo todos associados a contribui-
coes que preservam a simetria CPT, uma vez que E e B se transformam de acordo com o que é
apresentado na tabela (1).

Em particular, o coeficiente (kr)gi; viola separadamente P e T, mas a simetria C

continua preservada.

4 A aciio em quatro dimensdes, por exemplo, é definida pela integral § = [d*x.Z.
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C|P|T|CPT
E|—-|—-|+]| +
B | —|+|—| +
AV — |+ |+ —
Al=-|=|=] —
|+ |+ |- —
I |+ | —|+]| —

Tabela 1: Sinais adquiridos pelos campos, potenciais e derivadas sob transformacdes C, P, T e
CPT.

3.1.2 Setor de fotons CPT-impar

O setor de fotons CPT-impar, proposto pela primeira vez em 1990 por Carroll, Fi-
eld e Jackiw [88], tem o vetor (k4r)* como o campo de fundo responsdvel pela quebra da
covariancia por transformacdes de particulas. Este € um tensor real, de ordem-1 e de dimensao
de massa d = 1, como podemos ver apos uma rapida analise dimensional, tal qual fizemos na
secdo anterior.

Em termos dos campos E e B, a Lagrangiana (3.4) assume a forma

CPT-impar
"?f(’)tons -

[(kar)°(A-B) — ¢ (kar -B) —kar - (A E)], (3.16)

| =

onde A = ¢ é o potencial escalar. Aqui, temos novamente usado as Eqs. (3.13) e (3.14), além
da propriedade

goijx € = 28], (3.17)

Desta forma, tendo mais uma vez a tabela (1) como referéncia, podemos concluir que os coe-
ficientes (kAF)O e kqr sdo ambos associados a contribui¢des que violam a simetria CPT. Note
ainda que (kqr)° preserva C e T, mas viola paridade, enquanto que kyr preserva C e P, mas
viola reversao temporal.

A Lagrangiana (3.16), junto com o setor de Maxwell puro, dado pela Eq. (3.2),
compdem juntos a eletrodinamica de Carrol-Field-Jackiw, inicialmente proposta com a fina-
lidade de se verificar possiveis violacdes das simetria de Lorentz e CPT na eletrodinamica de
Maxwell [88], mas tendo sua estrutura avaliada em diferentes contextos, como em modificacdes
induzidas na QED [89-93], redu¢do dimensional [94], supersimetria [95-97], radiagdo Cheren-
kov no véacuo [98-101], efeito Casimir [102, 103] e radiagao césmica de fundo [104-107].

3.1.3 O setor de férmions

No setor fermidnico do MPE, os campos de fundo, que quebram a covariancia sob

transformagdes de particulas, sdo caracterizados pelos tensores ay, by, ctV, d*V, ek, f#, g*V#



70

e Hyy. Note que como o campo de férmions Y tem dimensdo de massa d = %, os coeficientes

I'" e M tém que ter, respectivamente, dimensoes de massa d =0 e d = 1. De modo geral, isto
nos permite construir a tabela (2), que especifica a dimensdo de massa dos diversos coeficientes

que violam a simetria de Lorentz.

d=0|cH*, d"V, eH, fHegtH
d - 1 a'u, b’u eH‘uv

Tabela 2: Dimensao de massa dos diversos tensores que violam a simetria de Lorentz no setor
fermidnico do MPE.

E importante notar que nem todos os termos da Lagrangiana (3.5) contribuem ge-
nuinamente para violagdo da simetria de Lorentz. De fato, os termos proporcionais a ay, ey
e fu podem ser removidos ap6s uma redefinicdo adequada dos campos espinoriais. Veja, por

exemplo, que a contribui¢do devido a ay, para a Lagrangiana
L =y(ivrody—m—ayy*)y (3.18)
pode ser eliminada através da transformacao
W — e 1y (3.19)

Para mais detalhes quanto a absor¢do de termos de violagdo apods redefinicdo dos campos, veja
Ref. [108].

O comportamento de cada termo da Lagrangiana (3.5) sob transformagdes CPT
pode, enfim, ser avaliado com base na forma como os campos e derivadas se transformam.
Tomando como base as tabelas (1) e (3), podemos concluir que somente ay, by, eM, fHhe g?vH
violam ambos Lorentz e CPT, sendo todos os outros associados a contribui¢des que violam
somente a simetria de Lorentz.

Bounds para os diversos coeficientes do setor fermionico que violam a simetria
de Lorentz foram avaliados em diferentes cendrios: através de espectroscopia em atomo de
hidrogénio e de anti-hidrogénio [109,110], por meio da comparacdo entre 0 momento magnético

andmalo do elétron e do pésitron [111, 112], dentre outros exemplos citados na Ref. [113].

VY | iUy | Yty | Yy | oty
cC | + + — + -
P | + — | (DR =(=D* | (=DH(=1)Y
T | + — | (=D* | (=D | =(=DH(=1)¥
CPT| + | + — — +

Tabela 3: Sinais adquiridos sob transformac¢des CPT por alguns termos envolvendo o produto
de campos fermidnicos. Aqui, (—1)* =1parau=0e (—1)* =1 parapu =1,2,3.
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3.2 Eletrodinamica escalar estendida

Nesta tese de doutorado, estaremos interessado em estudar um modelo de eletro-
dinadmica escalar que consiste de um acoplamento minimo entre o campo eletromagnético e o
setor escalar de uma extensdao do MP que viola a simetria de Lorentz. Recentemente proposto

por Edwards e Kostelecky [40], >0 modelo tem como Lagrangiana a funcéo

= GH(Du9)Dyd—1P9T0 — (R0 Duo — (Du0) 9]

1 A
- uv Mt N2
1 uvl 4(¢ o), (3.20)

onde
G = MV (KM, (3.21)

com N*V representando a métrica de Minkowski com assinatura (1,—1,—1,—1). Os coeficien-
tes (K. )" e (K,)" sdo tensores constantes que promovem a quebra da simetria de Lorentz por
se comportarem como escalares sob transformacdo de particulas e podem ser tomados como
hermitianos sem perda de generalidade® [40]. Também, (K.)"V satisfaz a condicdo de trago
nulo , (K:)*y = nuv(K:)*Y = 0. Note que o termo que permite o acoplamento entre 0 campo

escalar complexo e o féton € dado pela derivada covariante usual,

onde A" é o quadrivetor potencial que define o tensor de campo eletromagnético F*V através
da relagcao

FHY = ogHAY — 9VAH. (3.23)

Uma maneira conveniente de reescrever a Eq. (3.20) é separando as partes livres e

de interacdo como se segue:
L =L+ L6+ L, (3.24)
onde
L= 3,070 0+ (K" 967000 — (R (970,09 ~ 0,070) —mi9To (329

€ o setor escalar livre, permitindo a propaga¢do de um campo escalar complexo ¢, de massa m,

SEmbora o trabalho original de Edwards e Kostelecky assuma que os coeficientes que violam a simetria de
Lorentz podem ser escritos como uma série de poténcias em termos dos momentos, aqui, ndo levaremos em
consideracdo essa possibilidade, investigaremos somente o carater geral da viola¢do devido a presenca de (IAcc)“" e
(kq)* e deixaremos como perspectiva a anlise envolvendo termos de altas derivadas.

®Tsto surge como uma consequéncia de . ser hermitiana.
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C|P|T]|CPT
(ka)° — |+ ]+ -
&y [-1-1-] -

(ke)® ou (ke)” | + | + | + | +
(k) |4 ]-]-] +

Tabela 4: Sinais adquiridos pelos termos proporcionais a cada uma das componentes dos
tensores (K. )" e (K;)* sob C, P, T e CPT.

na presenca de efeitos arbitrarios que violam a simetria de Lorentz [40],

1

¢ o setor de gauge puro e
L = 1eA" (97040 —9ud'9) + P AUATY O +ie (K" AL(970v0 — 9v079)
+ (K AuAY 0o — e (Ka)'Au0"0 — %(WW (3.27)

€ o setor de interacdo. Note que temos simplesmente substituido as Eqgs. (3.21) e (3.22) em
(3.20).

Com relagdo as transformacdes de simetria, desde que o campo escalar complexo

satisfaz’
Po(t,x)P = ¢(t,—x); (3.28)
Tot,x)T = ¢(—t,x); (3.29)
Co(1,x)C = ¢'(1,%), (3.30)

onde P, T e C sdo os operadores de paridade, reversdao temporal e conjugacdo de carga, respec-
tivamente, podemos concluir que os tensores (K.)*¥ e (K,)* sdo, respectivamente, CPT-par e
CPT-impar. Assim, embora ambos sejam proporcionais a termos que violam a simetria de Lo-
rentz, destes, somente os que sd@o proporcionais ao primeiro sao invariantes sob transformacoes
CPT. A tabela (4) resume os sinais adquiridos pelos termos proporcionais a cada uma das com-
ponentes de (K. )"" e (K,)* sob simetrias discretas C, P e T.

As regras de Feynman para o modelo, quando em temperatura zero, podem ser de-
rivadas diretamente das Lagrangianas (3.25)-(3.27) pelo método apresentado no capitulo ante-
rior®. Consideremos, por exemplo, o setor escalar livre, dado pela Eq. (3.25). Quando pensada
em termos do funcional gerador, podemos realizar integragdes por partes que permitem escrever

ZLs como

"Veja Ref. [5].
8Note que as regras de Feynman em temperatura zero sio justamente aquelas referente ao espaco ordinario do
formalismo DCT.
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Zs=¢" [-O—m* — (k)" oy —i(ka)* )] 9, (3.31)
de modo que o propagador Ty (x —y) deve satisfazer
[0 —m? — (k)" Iudy — i(ka)" )] To (x — y) = iS(x —y). (3.32)

Supondo uma solugao do tipo transformada de Fourier,

d* .
To(x—y) = / ﬁf(p(p)e_’p'(x_y), (3.33)

e considerando a representacao integral da delta de Dirac,

d* ,
o(x—y) =/ﬁe_’p'(x_y), (3.34)

podemos, enfim, escrever
i i A i i

. I.LV
2+p2_m2 [i (ke)*" pupy] P2—m

T(P(p) - pz_m

(3.35)

onde temos feito uma expansdo em primeira ordem nos parametros que violam Lorentz. O

primeiro termo € o propagador usual para o campo escalar complexo:

,,,,, S— (3.36)

No segundo e terceiro termo, vemos as inser¢does ao propagador devido aos coeficientes ten-
soriais e vetoriais que violam a simetria de Lorentz, respectivamente. Diagramaticamente, tais

insercoes sdo representadas por

p o
777777 o - =ilke))" pupv (3.37)
e
14 DU
,,,,,, oo =—i(kg) Du- (3.38)
Em resumo, temos que
4 - 3.39
***** » - pz_mz ( . )
i I — T (3.40)




sdo respectivamente os propagadores para o campo escalar e o do féton,

p ~
,,,,,, e -----— l(kc)“vpupv
777777 ‘>2 e = —i(]%a)up#

A 3 5/
\:</ - _il
PR
W i
PR

\‘\l7 . uv /
i = 1N (P — pyy)
//’p/
\‘{? A )
‘ennnn = ie(ke)" (py — ply)
/‘p/
N p
‘\ A
\W:_’e(ka)u
/"p/
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(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

s@o todos os possiveis vértices de interacdo. Como podemos ver nos diagramas (3.46), (3.47)

e (3.48), novos vértices que violam a simetria de Lorentz s3o introduzidos pelos parametros

(ke)™ e (ka)*.
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4 ESPALHAMENTO DE MESONS NA ELETRODINAMICA ESCALAR
ESTENDIDA A TEMPERATURA FINITA

Neste capitulo, a se¢do de choque diferencial para o espalhamento de mésons em
uma eletrodindmica escalar estendida violando a simetria de Lorentz, apresentada no capitulo
(3), sera calculada a temperatura finita. A implementacdo de temperatura se dara através do
formalismo DCT, discutido no capitulo (2). Realizar tal anélise € importante a medida que ela
pode nos ajudar a entender como temperatura pode contribuir para uma nova classe de vinculos
aos parametros que violam a simetria de Lorentz. Os resultados deste capitulo foram publicados
na Ref. [59].

4.1 Eletrodinamica escalar estendida no formalismo DCT

Devido a duplicagdo dos graus de liberdade do sistema, ao invés da Lagrangiana em

(3.24), no formalismo DCT devemos trabalhar com
L =L+ Lo+ L — Ls — L6 — Lo, 4.1)

onde L, L e Lt sdo dadas respectivamente por (3.25), (3.26) e (3.27), com .Zs, 2 € Lot
sendo obtidas das primeiras, respectivamente, por meio das RCT, Egs. (2.5)-(2.8). Assim, por

exemplo,

Lo = B (§ 0= u810)+ SR i) R0 0870)
+ k) AuAVTP —e (ko) AudTd — —(<5 9)%. 4.2)
Da nossa experi€ncia com as eletrodinamicas espinorial e escalar, apresentadas no
capitulo (2) por meio do formalismo DCT, sabemos que os vértices de interagao que decorrem
da Lagrangiana

Lot = Lot — Lo (4.3)

sdo 0s mesmos que aqueles encontrados na secdo (3.2), com o adicional dos correspondentes
vértices no espago til, que podem ser encontrados a partir dos anteriores através das RCT. As-
sim, se V é um vértice no espaco ordindrio, V = V* é o andlogo no espaco til. Esta também
€ uma caracteristica das inser¢des aos propagadores: se I € uma inser¢ao no espaco ordinario,
[ = I* é a insercdo correspondente no espaco til. Para ver isto, notemos que .%s pode ser escrita

como

Zs=§1 [0 — (k)" 3y + i(ka)30)] 6. (44)
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Entdo, o propagador escalar 7 (x — y), no espago til, deve satisfazer
[0 —m? — (k)Y 9u0y +i(ka)"O)] Tp (x —y) = —i8(x —y), (4.5)

onde 7y (x —y) assume uma expansao de Fourier dada por

d*p (e
f¢(x—y):/(2ﬂl))4 %y (p) e ), (4.6)

Fazendo uso da equacdo (3.34) e expandindo até primeira ordem nos parametros que violam

Lorentz, encontraremos

4.7)

que € justamente o resultado que obteriamos se tivéssemos desde o principio atuado com as
RCT na equacgao (3.35).

A principal diferencga trazida pelo formalismo DCT est4, de fato, nos propagado-
res, que agora devem carregar a dependéncia com a temperatura, veja Egs. (2.239) e (2.235),

respectivamente.
4.2 Secao de choque diferencial para o espalhamento de mésons

Munidos das regras de Feynman para uma eletrodinamica escalar violando Lorentz
no formalismo DCT, estamos aptos a calcular a se¢ao de choque diferencial a temperatura finita

para o processo de espalhamento
Ma(p) +Ma(p") — My (k) + My (K'), (4.8)

onde M, é um méson do tipo a que € diferente de um méson do tipo b, M, com M, e M,
indicando as respectivas antiparticulas.

Os possiveis diagramas de Feynman, a nivel de arvore, comum a ambos os espaco,
til e ndo til, estdo representados na figura (2), onde temos considerado somente contribuicdes
de primeira ordem nos parametros que violam Lorentz, desde que os mesmos devem contribuir
com correcoes muito pequenas. Fazendo uso das regras de Feynman no formalismo DCT,
podemos escrever a matriz de espalhamento .# () como

A(B) = p.B)v(p,B)v(k,B)v(K,pB) {eﬁ(Ep+Ep,+Ek+Ek/)/z+1]

€

>

[<pV—p (ke = Ky)+2(k0)™Y (= )k —Ky) = (Ra)* (ki + e — Py — K]
BEAEy+EFE)/2 _

X {1 2mwig’y q’ﬁ)6<q2)[ﬁ(Ep+E,+Ek+Ekl e } 4.9)
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Figura 2: Diagramas de Feynman possiveis para mésons e antimésons do tipo a se espalhando
em mésons e antimésons do tipo b.

Aqui cabe uma observagio. Cada grafico na figura (2) contribui individualmente para .# (B)

com uma matriz' .Z;(B) (i=1,---,5) de modo que
5
A (B) =Y, A(B). (4.10)
n=1
com
AMi(B) = A:(B) — A(B). (4.11)

Assim, é aconselhével escrever separadamente para cada diagrama .#; e .#;, para s6 depois
realizar a soma segundo as Egs. (4.10) e (4.11). Digamos, por exemplo, que M (B) seja a ma-

triz correspondente ao primeiro diagrama da figura (2), localizado no canto superior esquerdo.

Entao,
i\(B) = up(p,B)ien™ (pu— p})us(p’,B)
< |- amnia B8
x  up(k,B)ien°P (ks — k) up(K', B) (4.12)
c

iA\(B) = vo(D.B) [~ien™ (pu —ply)] vo(®',B)
a3
vp(k, B) [—ien(’p (ko — ké,)] vp(K', B), (4.13)

X

'Note que temos cinco gréficos.
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de modo que

A (B) = (p¥—p") (kv —k,)ve(p,B)ve(P, B)ve(k, B)va(k,B)
% [eB(Ep—O—Ep/—i-Ek—i-Ek/)/Z _1_1}
}, (4.14)

onde também temos usado as Eqgs. (2.11) e (2.12). Note que nenhum termo de violacdo é

1 ) 2 P EptEy+EctEY)/2
i 2wivy(q,B)6(q”) B EptEy+EctEy)/2 | |

X

observado, pois nao ha a presenca de vértices como os das equacoes (3.46)-(3.48).
Uma vez tendo encontrado ./ (B) na Eq. (4.9), precisamos calcular |.#(B)|* no

referencial do centro de massa, onde sdo validas as Egs. (2.101) e (2.102). Note que

Q
N

AP = )0 )V (k. B (K B) [P Bt )2 ]

N

(P = ") (kv = K,)]* +2(p" = pV) (kv — K,)

20k (P = pia) ey = Ky) = 2(ka) (P — )| §

X
— R

2
eﬁ (Ep+Ey+Ex+Ey)/2 1

x {1+472¢ v (q.B) [6(8)] [ . (4.15)

eﬁ (Ep+Ep/ +Ex+E)/2 +1

onde temos desconsiderado termos de segunda ordem nos parametros de violacdo. Assim:

4 (ePEw 1)
¢ (eBEcm/2 —1)4

2 / 2
X {1—@} cosZ 0 +4 l—ﬂcose
E? E?

2 2 12
x {1+{2”ECM5(ECM)} } (4.16)

| Aew(B)?

A

iy .
K& (kj— k;) n Ki(pj— k;)
Ecm E%M

eﬁ Ecm +1

onde temos usado mais uma vez (2.11) e (2.12). Aqui, m; € a massa de um méson do tipo b e
Ecy = 2E.

Agora, uma vez que a Eq. (2.54), no referencial do centro de massa, assume a forma

dc) 1 K| R 5
2y - | Aew(B)P- (4.17)

com |.#cp(B)|? dado pela expressdo (4.16), podemos finalmente escrever a secdo de choque
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B(B)

ol ‘ ‘ ‘ B

Figura 3: Gréfico da funcio % em relacdo a 8 (curva amarela).

diferencial dependente da temperatura, para o espalhamento de mésons da Eq. (4.8), como

do (X2 I”I’l2 32 ~ ]%2
—_— = 1— b 2 4 k32 a .
( )ﬁ @(ﬁ) ) |: 2:| cos“ 6 cos O ¢ + — sin 6

by, R i m\ "
+ <k33+ﬁ> cos9+2EzM ( —E—Iz’) , (4.18)
onde & = ¢ /47 é a constante de estrutura fina e
2
_ (PP g1y 21 EG, 8(ESy)
#(B) = (FEnl 1) e e Vo (4.19)

¢ o fator de correcao termal. Como podemos notar, existe em () um produto de fungdes delta
com argumentos idénticos, a saber, [S(Eczm)} > Tais termos sdo muito comuns no formalismo
DCT e surgem devido a dependéncia do propagador com a temperatura®. Eles representam um
tipo de patologia aparente, conhecidas na literatura como singularidades de pinch [114], que
podem ser evitadas ao se trabalhar com a forma regularizada das funcdes delta e suas derivadas,
Eq. (2.150). Nesta equacdo, como mencionado nas Refs. [114,115], se o € for mantido finito,
pode ser mostrado que termos potencialmente perigosos, como aqueles, irdo se cancelar depois
que todos os diagramas relevantes forem levados em consideragao.

Para finalizar, podemos calcular a secdo de choque total integrando sobre dQ2. O

resultado sera:

a3 2K\ mo? am2 1
Oiou (B) = #(B) (1 — 4k - - ) 352 {1 - Ezb} - (4.20)
cm cm cm

Claramente, o comportamento da se¢cao de choque com a temperatura € ditado pela

func¢do Z(B). De fato, como pode ser observado na figura (3), esta fun¢io tende a 1 no limite

ZPara o caso da eletrodindmica usual, veja Eq. (2.105).
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T

0. Exn?

2 ;n,, Eem

Figura 4: Comportamento da se¢io de choque em temperatura zero com a energia do centro de
massa para o espalhamento de mésons em uma eletrodinamica escalar violando a simetria de

Lorentz: Caso padrdo (linha preta), k33 = 0 e k> = 1/2 (linha azul), £33 = 1/10 e k2 = 0 (li-
nha verde).

de temperatura zero ( — o), permitindo assim recuperar o resultado padrdo de uma eletro-
dinamica escalar violando Lorentz. Na figura (4), plotamos a secdo de choque total, a tempe-
ratura zero, como fun¢do da energia do centro de massa do sistema. Note que a violagdao da
simetria de Lorentz, ditada pelos coeficientes (k.)>? e (k,)?, tende a diminuir o valor da se¢do
de choque, como podemos concluir das curvas azul e verde. Além disso, corre¢des termais
a secdo de choque, devido a altas temperaturas, sdo extremamente relevantes, uma vez que a
funcdo Z(B) assume altos valores nesse limite, como pode ser novamente observado da figura
(3). Também, o comportamento da secao de choque com os coeficientes que violam a simetria
de Lorentz esté relacioado com a dire¢ao de propagacao dos mésons no inicio do processo, uma

vez que nosso resultado s6 depende de (k)3 e (k,)3.
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5 CORRECOES RADIOATIVAS NA ELETRODINAMICA ESCALAR
ESTENDIDA A TEMPERATURA FINITA

Um dos assuntos mais interessantes € bem estabelecido da fisica de altas energias
¢ o da geracgdo radioativa de termos que violam a simetria de Lorentz do MPE. Desde o final
dos anos 90, onde foi mostrado que o termo CPT-impar *V%B (k,r) pAvFyp, conhecido na
literatura como termo de Carroll-Field—Jackiw (CFJ), era induzido por correcdes radioativas
devido ao termo by, yy*ysy do setor fermidnico' do MPE [30, 86, 116], o assunto vem sendo
amplamente investigado ao longo dos anos [117-122], inclusive no contexto de temperatura
finita [45,47,123-125].

Neste capitulo, calculamos as correcdes radioativas a um loop para a auto-energia
do campo de gauge em uma eletrodinamica escalar modificada por termos que violam a simetria
de Lorentz na estrutura do MPE. Investigamos tanto as contribui¢des devido ao setor CPT-par
como as do setor CPT-impar. Utilizamos o método de regularizacdo dimensional e implemen-
tamos temperatura por meio do formalismo de Matsubara. Os resultados deste capitulo foram
publicados na Ref. [60].

5.1 Tensor de polarizacao do foton a 1-loop

O tensor de polarizagdo (auto-energia) do féton, IT*Y(k), no modelo de eletro-

dinAmica escalar estendida discutida no final do capitulo (3), pode ser escrito como?

IT*Y (k) = THY (k) + R™ (k), (5.1)

onde T"V (k) e R*Y (k) sdo as contribui¢des devido aos coeficientes CPT-par e CPT-impar do

MPE, respectivamente. Estudaremos isoladamente cada caso nas subsecdes que se seguem.

5.1.1 Contribuicoes CPT-par

Nesta subse¢do, iremos calcular as corre¢des a polarizacao do vicuo devido ao
coeficiente (k.)*¥ no cendrio de temperatura finita. Nosso ponto de partida serd escrever TV (k)
considerando todos os diagramas possiveis a 1-loop que violam Lorentz em primeira ordem no
coeficiente (lAcc)“V. Tais diagramas, representados na figura (5), permitem escrever o tensor de

polarizacao CPT-par como

T (k) =T} (k) + T4 (k) + T4 (k) + T (k), (5.2)

Veja capitulo (2).
2k representa o quadrimomento do féton.
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Figura 5: Diagramas de Feynman a 1-loop correspondentes ao setor CPT-par da
eletrodinamica estendida.

onde
W = 20 [
x M*(g*—m )—(p“+q )P +4a%)); (5.3)
. 4 o o \% \% 2_m2

2 (k )va/(d4p (Pa+qa)(P* +q*)(p? —m?) (5.5)

2m)* (¢*—m?)(p*—m?)r

§ S d 2 2V (p2 — 2

e ¢ = p+k. Aqui cabem duas observagdes. A primeira é que, ao escrever as equacdes acima,
temos feito uso das regras de Feynman? apresentadas no final do capitulo (3) e, portanto, todas
as expressao ainda estdo sendo avaliadas no regime de temperatura zero. A segunda observagao
diz respeito a correlacdo entre os diagramas da figura (5) e as Egs. (5.3)-(5.6). Especificamente,
os diagramas (a) e (c) contribuem com a mesma expressdo, que somadas a contribui¢do do
diagrama (f), produzem a Eq. (5.3). As Egs. (5.4)-(5.6), por outro lado, correspondem aos
diagramas (b), (d) e (e), respectivamente.

Ap6s uma parametrizacio de Feynman®, que permite escrever

—x)
dx ,
(¢ _m2) (p* —m?)? /0 p+xk Mz]3

(5.7)

3Note que estamos nos referindo as regras de Feynman convencionais e nio aquelas que derivamos no forma-
lismo DCT. Aqui utilizaremos uma outra abordagem, através do formalismo do tempo imaginario (Matsubara).
“Para mais detalhes sobre a parametrizacio de Feynman, veja Ref. [5].
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com
M? = m? 4+ x(x— 1)k, (5.8)

as Egs. (5.3)-(5.6) assumem a forma

dPp  (N)MY
pv — 224D _
T (k) = /dle /( R s (5.9
ondei=1,---,4¢
(NDHY = (ko) *Phakg {n*V[(1 —x)*K* — m?] — (1 — 2x)°k" K"}
4+ {4x(1 = 22)[(ke* ¥k k" + (ke)¥ ko k]
2 \af KV (1,2 P2 2\UV p4
o 2
(NZ)IJV _ (1 22)6) (kzxz—mz)(fcc)““kakv
+ {(2x—1)[2x(D+4) — D) (ke )" ke k”
2
2,2 2\ /3 \uv P
+ 4k —m) (ko )M }E
ANy p4
+ 24(k.) DD (5.10)
(N)HY = (N2)"H, (5.11)
(NOHY = —(ke)"V {2 (x— 12k — (207 — 2x+ D)m?k> + m*}

— (k)" {k*[2Dx(x — 1)+ D+ 4x(x — 1)] — 2Dm2}pg

— (ke)"vpt. (5.12)

Ao escrever o resultado acima, temos assumido a condi¢do de traco nulo satisfeita pelo coefici-
ente CPT-par,

(ke)*¥ My = (k) =0, (5.13)
além das propriedades’
dD dP uv
[ G puret )= [ Gt ) 614
e
d” dPp (" Nap + 0" Mg+ 11
/(2 §)D pupvPaPpf(p %)= /(277;‘;)0 ( op D v va) pr(p?)  (5.15)

Temos também empregado o procedimento da regularizacdo dimensional, que consiste em es-

Veja Ref. [68] para mais detalhes.
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tender o espaco-tempo de 4 para D dimensdes, de modo que

d4l9 _>'u4—D dDP
(2m)* (2m)P”

(5.16)

sendo u um regularizador de massa. Isto nos permitird isolar as possiveis divergéncias do nosso
resultado®.
Resolvendo a integral (5.9) para cada i e expandindo o resultado em torno de € =
4 — D, encontraremos que
™ (k) = — ie” { WY [2kgkg (ko) P — 1ck?] + 2k2 (ke )HY
agp2e |8 aple
+ KKK — 2k kg (k) ™ — 2P kg (k)™ } + By (K), (5.17)

onde Kk = g®b (l%c)aﬁ. No resultado acima, temos somente escrito explicitamente a parte di-
vergente do tensor de polarizacdo CPT-par em temperatura zero, entretanto, a expressao para
a parte finita, FO” v(k), pode ser encontrada no apéndice (A). Note que toda expressdo é, por

constru¢do, invariante de gauge:
kyTHY (k) = 0. (5.18)

Considerando mais uma vez a condi¢@o de traco nulo, Eq. (5.13), podemos reduzir a Eq. (5.17)

para
v i’ 2 \apuv v
™" (k) = —24n28(kp) kakﬁ+F0 (k), (5.19)
onde temos definido
(ki )PV = (ko) P 4 (k)Y P — (ko) 0P — (k)P (5.20)

5.1.1.1 Regime de temperatura finita

No final do capitulo (2), quando discutimos propagadores no formalismo de Mat-
subara, chegamos a conclusdao de que quantidades termais podem ser derivadas daquelas em
temperatura zero por meio de uma rotacdo de Wick, que conduz o espaco-tempo de Min-
kowski ao espaco Euclidiano através das Eqgs. (2.321)-(2.323), e das transformagdes (2.336)
e (2.337). Embora nossa discussao tenha sido feito para 4-dimensdes, podemos generaliza-la

para um espaco-tempo D-dimensional, onde a unica modificacdo que acontece € no elemento

/dPE

®Para mais detalhes sobre a técnica de regularizacio dimensional, veja Ref. [68].

de integragao:

Iy / et (521)

n*oo
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com d = D — 1. Quando estas transformagdes sao aplicadas a Eq. (5.9), seremos conduzidos a

um conjunto de trés integrais que podem ser escritas resumidamente como

- d? 1
Ij= En;m / 2n) (P T AT (5.22)

onde A = (%’”)z(n2 +&2), com & = 1\2/1_5 e j=1,2,3. Resolvendo a integral de momento’,
obtemos

x Y (nygr) () (5.23)

Agora, o somatodrio acima pode apresentar singularidades no limite em que d — 3 e, a fim de

1sola-las, iremos recorrer a expressao de Ford [126]:

> - ra-1) .
Loyt h = Y —5) 25+ 4sin(nA) f (a,b),
L (e = SO R dsin(d) )
(5.24)
onde a fungdo
*  dz 1
fa (a’b) - /a (ZZ _aZ)l Re |:627r(z+ib) _ 1} (5.25)
¢ vdlida para Re[A]| < 1, além dos polos em A = %, —%, .... Deste modo, a Eq. (5.23) assume a
forma
M-+ (1=2i=d
[; = il ( : >
(4m) 2 T'(4—j)
_d d—8+2j
e 1 € B g PYER)
(4m)5T(4—j)B\PB 2
(5.26)
onde
2 d—2)(d—-3
R e e )] 5.27)
Ar(§.d) = —2R(8.d); (5.28)
8
A3(8.d) = mﬂ(gad)- (5.29)

"Para detalhes sobre como resolver integrais desse tipo, veja Ref. [68].
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Aqui, F1(&,d), F2(§,d), e F3(&,d) sdo fungdes dependentes da temperatura, de dimenséo ar-
bitraria d, dadas por

F(éd) = | —= Jcoth(mz)—1], 5.30
O A Lac (530)
quando k =1,2, ¢
_ [T dz 2
F(&.d) = /|§|(12—§2)1621 coth(7z) csch”(mz). (5.31)

Ao escrever a Eq. (5.26), temos ainda usado a relagdo de recorréncia

1 [24-3
fala,b) = 52 [ﬁfh—l(%b)
2
+ : o a,b)| (5.32)

20 =2)(A—1) a2

para lidar com os valores de A que ndo pertencem ao intervalo permitido da funcéo f; (a,b).
Finalmente, apds aplicar todos estes resultados na Eq. (5.9), podemos escrever o

tensor de polarizagao CPT-par total, Eq. (5.2), como

T (k) = T3 (k) + T3 " (k), (5.33)
onde
. 2
uv lem uv
T (k) -3 47r28(kF)°‘B“"kak/3 + FY (k), (5.34)

¢ parte que ndo depende da temperatura, dada pela Eq. (5.19). Note que toda a dependéncia

com a temperatura estd contida na fungdo

ie* . “
Tﬂv(k) = E{(kC)uvH(éak)_(kc’)aﬁkakﬁlu‘/(gak)

B
— (k) ¥ kqk” + (k)Y P ko kM) T (E k)Y, (5.35)
com
(k) = IY(E K+ (E k) (5.37)

J(E.k) = Ji1(& k) +I2(E,k); (5.38)
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Figura 6: Gréficos de G (linha lilds), G, (linha amarela) e G3 (linha vermelha tracejada) como

= —/ dxGi(&

—x)

m —x(x+2[zn22j2ij)z(1£)x)]23)( )2k4; (5.39)
Hy(E k) = 2 Oldez(a)m—x)mzlfir[’;(zi&z_’“)l)_ 1, (5.40)
Hy(E k) = golde3(§)(1—x), (5.41)

1ER = 2 [ a6
A S,
V(R = 211”"/1de2 £) 21(;22_(1)2 i (5.43)
A /de1 ) K 21;21><<x_1;23, (5.44)
/ 4x Gl x_+12§1(;ix1))

(5.45)

As fungdes dependentes da temperatura G (&), G2(&) e G3(§), que se comportam® em relagéo
a varidvel & como apresentado figura (6), sdo dadas por

8E importante notar que a varidvel & possui uma dependéncia em x de modo que o comportamento das fungdes
G1, Gy e Gz dependem, de fato, do resultado da integral em x. Entretanto, podemos pensar nos graficos da figura
(6) como sendo construido para um valor de x fixo, ou mesmo como sendo tomados no regime de baixas energias
desde que estejamos interessados somente no comportamento geral de tais fungdes
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G(&) = /;&&2 22 — E2coth(z) esch?(7z); (5.46)
oo 2

G(&) = §|dz\/zf—_7§2[coth(7tz)—l]; (5.47)
o 2 2

G3(&) = /2|dzf};f%%§§kxnh(ﬂz)—-H, (5.48)

respectivamente. Note que a parte dependente da temperatura ndo exibe divergéncias no limite
d — 3, e temos assumido este valor quando escrevemos a Eq. (5.35). Do grafico na figura (6),
pode também ser notado que todas as fun¢des G tendem a zero no limite de temperatura zero
(§ — o0), assim recuperando o resultado da Eq. (5.34), uma vez que Tﬁ“ ¥ — 0, como esperado.
No limite de altas temperaturas (§ — 0), por sua vez, a fun¢do G3(&) é dominante e nosso
resultado na Eq. (5.35) torna-se uma fun¢do quadrética com a temperatura,

T (k) —

5 — T2 (k) (5.49)

uma vez que G3(&) — 1—12 E importante destacar, aqui, que os efeitos de temperatura nio afetam
a estrutura tensorial do tensor de polarizacdo. Por fim, observe que o resultado para altas tem-
peraturas, Eq. (5.49), claramente viola a invariancia de gauge. Entretanto, muito embora ndo
seja possivel escrever uma expressao analitica fechada para a Eq. (5.35), podemos, ao menos,
avalid-la numericamente. Ao fazermos isso, conseguimos mostrar que a parte dependente da

temperatura do tensor de polarizagdo CPT-par preserva a invariancia de gauge desde que 8 > 0.

5.1.2 Contribuicoes CPT-impar

Analogamente, os diagramas correspondentes as contribui¢des CPT-impar para a
auto-energia do foton t€ém a mesma estrutura geral que aqueles da figura (5), mas com o fator de
vértice da Eq. (3.46) sendo substituido pelo da Eq. (3.47) e com o diagrama (e) sendo excluido
da andlise, veja Fig. (7). Consequentemente, o tensor de polariza¢do que leva em consideracdo

contribui¢des do coeficiente vetorial (k,)* pode ser escrito como

RV (k) =R{" (k) + Ry (k) + RS (k), (5.50)
onde
RY(Kk) = — /‘ Zﬁﬂé%g:zz, (5.51)
REV(K) = / ;f*;géi;f@;, (5.52)
RS (k) = —2¢'n""(ka)” / éjgét (quo,ifzq;(;znfLZ)z- (5.53)

Aqui cabem mais duas observagdes: as expressdes que surgem dos diagramas (a) e (c) sdo



89

//X\\ //“\\ //"\\ //‘*\\
! \ ! \ ! / \
\\__)’// \\\’// ’ \\%// \\\’//
(@) (b) - X~ (c) (d)

! \

1 t

\ /

~ s

ANNTNANAN

Figura 7: Diagramas de Feynman a 1-loop correspondentes ao setor CPT-impar da
eletrodindmica estendida.

canceladas uma com a outra e as Eqs. (5.51)-(5.53) s@o correspondentes aos diagramas (b),
(d), e (e), respectivamente.
Agora, seguindo passo a passo o procedimento descrito na subsecao anterior, SOmos

conduzidos ao resultado
Riga (k) = Ry (k) + Ry (k), (5.54)
com

REY(k)=0 (5.55)

sendo o tensor de polarizacdo em temperatura zero e

ie? A o A
R () = g {1 (k) “haK (§,K) + [(Ra "+ (ha) R L(60)),

(5.56)
a correcio devido a temperatura. Nesta tltima equacdo, temos ainda que
K(EK) = Ki(EL)+ K€, b (557)
L(E.k) = Li(§,k)+Kx(E,k); (5.58)
‘
KiEk = T [ a6y [Zijijg{ 5 (5.59)
o) = [ @G- (5.60)
LiEJ) = %z/oldel(ﬁ)x(x—l)m;;]i(klz;(ji—i;fj)
(5.61)

O resultado nulo na Eq. (5.55) é, de fato, esperado no regime de temperatura zero.
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Ele pode ser interpretado como uma consequéncia da simetria de conjugacdo de carga, que
acaba por conduzir a uma generalizacdo do teorema de Furry. Em sua versdo usual, para a
eletrodinamica espinorial, o teorema de Furry afirma que qualquer /oop de férmion com um
numero impar de fétons externos tem amplitude nula [68]. O efeito da operacao de conjugagao
de carga nao estd relacionada com o espago-tempo, mas sim com os campos. Estes operadores
atuam intercambiando particulas e anti-particulas segundo a Eq. (3.30). Entretanto, o efeito
liquido de C sobre regras de Feynman pode ser descrito considerando que Cp,C = —p,,. Con-
sequentemente, inserindo um operador identidade, a saber, I = CC, entre cada propagador e
vértice, € possivel ver o cancelamento de qualquer loop com um niimero impar de fétons exter-
nos para as contribui¢des devido a (IACC)”", assim como o cancelamento de qualquer loop com
um numero par de fétons externos para as contribui¢des devido a (lAca)”. A diferenga no teorema
de Furry para (k.)*¥ e (k,)* é devido ao fato de que, enquanto (k.)* preserva a simetria de
conjugacao, (12)5 a quebra, como podemos ver na tabela (4). Em temperatura finita, a simetria
de conjugacdo de carga € quebrada com a presenca da quantidade nao-nula encontrada na Eq.
(5.56). Entretanto, a simetria parece ser restaurada no limite de altas temperaturas, desde que
as fungdes G1(§) e Go(&) vdo a zero, o que é um resultado bastante interessante. Em relagdo
a simetria de gauge, realizando uma andlise numérica, conseguimos mostrar que k“Rg Y(k)=0
para B > 0, ou seja, que a simetria de gauge é, de fato, preservada.

Em adicio, é importante notar que o coeficiente (k)" pode ser visto como um
potencial quimico generalizado para particulas carregadas. De fato, tanto os coeficientes CPT-
par quanto CPT-impar foram considerados na investigacdo de efeitos de violacdo de Lorentz
em sistemas envolvendo transi¢des de fase que conduziam a um condensado de Bose-Einstein
(CBE) em temperatura finita. Na Ref. [127], por exemplo, os autores encontraram alguns li-
mites superiores para os termos CPT-par considerando um gés de bdson ideal ndo relativistico,
verificando também que no caso relativistico o potencial quimico tem contribui¢cdes que violam
a simetria de Lorentz. Na Ref. [128], foram obtidas expressdes analiticas para a pressao, a ener-
gia, o calor especifico e a densidade de carga considerando tanto (IA<a)0 como (lAca)i, assim como
uma correcdo para a temperatura critica 7;, que estabelece o CBE. Nesta mesma referéncia, €
possivel ver claramente o papel de potencial quimico generalizado desempenhado por (lAca)”.
Note, portanto, que os resultados obtidos neste capitulo sugerem que novas contribui¢des po-
dem estar presentes, tanto em um potencial quimico generalizado que viola a simetria de Lo-

rentz como na temperatura critica 7,, onde o CBE acontece.
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6 ENERGIA DE CASIMIR NA ELETRODINAMICA ESCALAR ESTENDIDA

O efeito Casimir é um fendmeno puramente quantico e se apresenta com uma das
mais diretas manifestacdes da existéncia de flutuagdes do vdcuo quantico [129, 130]. Previsto
por H. Casimir em 1948 [131], o efeito Casimir € caracterizado pela forca de atracao entre duas
placas condutoras paralelas, e eletricamente neutras, separadas por uma pequena distancia no
vacuo quantico. Esta forca surge como uma consequéncia das condi¢des de contorno impostas
nos campos eletromagnéticos devido a presenca das placas, que acaba por forgar as frequéncias
dos campos a um espectro discreto com valores especificos e bem definidos. Consequente-
mente, a energia de ponto zero (energia de vacuo) também sofre mudancas, onde, apds um
processo de regularizacdo, o que se obtém é uma quantidade finita que pode ser interpretada
como a energia necessaria para manter as placas em uma determinada configuracdo desejada.
Experimentalmente, M. J. Sparnaay confirmou o efeito Casimir em uma escala micrométrica
para placas de aluminio em 1958 [132]. Cerca de 39 anos depois, o experimento foi novamente
executado com muito mais precisdo usando camadas de cobre e ouro por Lamoreaux [133] e
para uma esfera e placa plana, ambas metalicas, por Mohideen and Roy [134]. Uma revisao
moderna dos métodos experimentais € medidas pode ser encontradas nas Refs. [134-136].

Embora o efeito Casimir tenha sido inicialmente estudado para o campo eletro-
magnético, ele pode ocorrer para qualquer campo quantico sobre certas condi¢des de contorno,
que podem ser meios materiais, interface entre duas fases do vécuo, ou até mesmo topologias no
espaco tempo [129, 137]. De fato, o efeito Casimir pode depender de muitos parametros: como
a geometria do material confinante e o tipo de condi¢des de contorno (Dirichlet, Neumann,
ou mista) levadas em consideracdo [138, 139], ou até mesmo da presenca de dimensdes extras
[140]. Neste sentido, o efeito Casimir foi vastamente avaliado nos mais diversos cenarios: como
o de buracos negros [139,141-144], de gravidade modificada [145,146], de teoria de campos do
tipo Hotava-Lifshitz [147-151], e mesmo no contexto de violagao de Lorentz [138, 152—154].

Neste capitulo, o setor tensorial, em 4 dimensdes, da extensao da eletrodinamica es-
calar violando a simetria de Lorentz, apresentada no capitulo (3), serd considerado no célculo da
energia de Casimir para um campo escalar complexo satisfazendo condi¢des de Dirichlet entre
duas grandes placas paralela separadas por uma pequena distancia. Como veremos, por meio de
uma parametrizagdo tensorial apropriada, dada em termos de vetores que compreendem os coe-
ficientes de violagdo, seremos capazes de investigar o efeito Casimir em trés diferentes cenarios:
isotrépico, anisotropico de paridade impar e anisotrépico de paridade par. Consequentemente,
efeitos de violacao na energia de Casimir podem depender da direcao do espago-tempo tomada
para andlise. Em todos os casos, aplicaremos o processo de regulariza¢do dimensional, afim de
regularizar nosso resultados. Os resultados deste capitulo foram submetidos para publicagdo e

estao sob andlise de referee, mas podem ser encontrados na Ref. [61].
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6.1 Equacoes de campo parametrizadas

Nesta secdo, apresentamos algumas caracteristicas do modelo que consideraremos
na investigacdo do efeito Casimir, cuja Lagrangiana, descrevendo a propagacdo de um campo
escalar complexo ¢, de massa m, na presenca de efeitos arbitrarios que violam a simetria de

Lorentz, ¢ dada por

2= 3007940+ ()" 909 00 — 5 () (0700 — 0u0T0)| —m0T0. 61

Em especial, focaremos nossos objetivos no setor tensorial (segundo termo apds o sinal de
igualdade na Eq. (6.1)), deixando como perspectiva as contribui¢des vetoriais advindas dos
termos proporcianais a (kg ).

Como procedimento padrio [5], dada uma densidade Lagrangeana .Z, as equagoes
de movimento que descrevem a dinamica dos campos passam a ser determinadas pelas equacoes

de Euler-Lagrange

0. 0¥
—0, | ——— 6.2
29 (3(%4’:'))’ 2

onde o indice i serve para distinguir os diferentes tipos de campos presentes em .Z. Assim,
quando substituimos a Eq. (6.1) na Eq. (6.2), somos conduzidos a duas equacdes de Klein-

Gordon modificadas:

O+ m? + (k)Y Iudy] ¢ = 0 (6.3)

[O+m?+ (k)" duay] 9" =0, (6.4)

onde (J = d*d,. Note que temos omitido o setor vetorial decorrente do terceiro termo do lado
direito da Eq. (6.1). Como mencionado, uma anélise envolvendo tais termos serd deixada como
perspectiva.

Uma vez tendo encontrado as equacdes de movimento para os campos, devemos
resolvé-las considerando alguma configuragdo de contorno de interesse. Para nosso propdsito,
por exemplo, iremos considerar o campo escalar complexo ¢ satisfazendo as condicdes de
Dirichlet,

¢(x7y707t):¢(x7y7a7t) :()7 (6'5)

quando confinado na regido delimitada por duas placas paralelas separadas por uma distancia
a < L, onde L é o comprimento dos lados de cada placa, veja figura (8). Note que temos
escolhido arbitrariamente o eixo-z como sendo perpendicular as placas.

Em principio, temos todas as informagdes necessdrias para resolver as Eqgs. (6.3)
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L

Figura 8: Duas placas paralelas de drea L? separadas por uma pequena distincia a (a < L).

e (6.4). Entretanto, devemos antes nos perguntar sobre os tipos de solu¢des que queremos en-
contrar'. Especificamente, estamos interessados em solucdes que possuam uma forma analitica
fechada para ¢, sem que haja a necessidade de recorremos a solu¢des numéricas. Embora isto
possa parecer uma restricdo severa, e de fato ela €, teremos a vantagem de performar nossa
andlise tomando como base o formalismo da quantiza¢do candnica de campos, ou seja, quando
estes sdo evoluidos a operadores [5]. Neste sentido, buscaremos por solucdes separdveis, da

forma

¢(X7t) :(p(x,y,t)Z(z), (6.6)

que, como veremos, fornecerdo uma maneira bastante simples e direta de se calcular a energia
de Casimir quando os campos satisfazem a Eq. (6.5).
Agora, uma vez que (k.)*V é um tensor simétrico de traco nulo, podemos usar a

parametrizacdo geral

(R = SRV 4 UMVE) — (U V), 6.7)
onde U e V sdo dois quadrivetores arbitrarios que compreendem os coeficientes que violam a
simetria de Lorentz [155]. Esta parametrizacdo se mostra bastante interessante, pois permite
investigar as diferentes configuracdes deste tensor isoladamente [156]: o setor anisotropico
de paridade par, por exemplo, é parametrizado por dois quadrivetores do tipo espago puro,
U = (0,u) e V= (0,v), satisfazendo o vinculo u-v = 0, enquanto que o setor anisotrépico de
paridade impar é representado por U = (0,u) e V = (v9,0). O setor isotrépico, por sua vez, é
recuperado considerando dois quadrivetores do tipo tempo, a saber, U = (u9,0) e V = (vp,0).
Aqui cabe outra observacao. Note que, de modo geral, um tensor de ordem-2, simétrico e de
traco nulo, em n dimensoes, tem

g(n—l-l)—l 6.8)

IDe fato, s6 precisamos resolver uma das equagdes, uma vez que ¢’ é o complexo conjugado de ¢.
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componentes independentes. No nosso caso, quando n = 4, o tensor (k.)*¥ deve entdo ter
9 componentes independentes. Veja que o primeiro termo do lado direito da Eq. (6.7) pode
ser visto como uma matriz 4 x 4 simétrica, tendo assim 10 componentes independentes. Ja o

segundo termo, garante a condicao de traco nulo, uma vez que o vinculo
u-v=>0 (6.9)

deve ser satisfeito. Portanto, o nimero de componentes independentes dos dois lados da Eq.
(6.7) é 0 mesmo, como deveria ser.

Nas se¢Oes que se seguem, iremos calcular a energia de vacuo para cada setor men-
cionado acima considerando o campo escalar complexo satisfazendo as condicdes de Dirichlet,
Eq. (6.5), entre duas placas paralelas separadas por uma pequena distancia a, veja novamente
figura (8).

6.2 O setor isotropico

Como discutido anteriormente, para o caso isotropico, o tensor (IACC)”V deve ser
parametrizado por dois quadrivetores do tipo tempo, U = (up,0) e V = (v0,0). Isto permite,

portanto, escrever a Eq. (6.3) como

3 1
(D+m2+zuov0(9§+zuovovz)¢:O. (6.10)

Adotando o procedimento padrio?, onde as solucdes assumem o cariter separdvel

da Eq. (6.6), os campos quanticos podem ser expandidos como

0(x) = @ i} / (dzp sin (n712/a) [an(p)e ™7+ b} (p)e] 6.11)

27)2 2m,(p)

onde n € um nuimero inteiro €

W, (p) = ;\/O — luovo> {p2 + (E)z} + m? (6.12)
£/ 14 %uovo 4 a

¢ a frequéncia angular dos modos de Fourier, com

p-x=a,(p)t—p-x (6.13)

e p = (px,py). Note que as condigdes de contorno da Eq. (6.5) sdo diretamente verificadas,

uma vez que

sin(nmz/a) =0 (6.14)

20 método de solucio de equacdes diferenciais por separacio de varidveis é muito comum em qualquer livro
de Fisica Matematica. Exemplos muito bons de aplicacdo do método podem ser encontrados, por exemplo, na Ref.
[67].
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paraz=0ez=a.
Agora, desde que a energia de vacuo é dada em termos do valor esperado do Ha-

miltoniano H do sistema, precisamos primeiro determinar quem € H. De modo geral,
H— / BxT, 6.15)

onde 7% é a componente zero-zero do tensor energia-momento [5]

07
9 (i)

Substituindo a Eq. (6.1) na equacgdo acima e calculando a componente zero-zero, encontraremos

THY =

Vg — VL. (6.16)

que
_ [ 3 3 04730 1 t 247
H—/d X (1+ZMOVO)3 0'd ¢+(1—Zuovo)v¢ Vo+m-9'o|. (6.17)

Como resultado da quantizagao candnica, onde os campos em (6.11) sdo evoluidos a operadores,

podemos €screver:

HZ/

L2
3
1+ Fuovo

a’2p 1

3
( 4M0V0) [al(p)an(p) +b4(p)ba(p) + 2wn(p)] , (6.18)
onde L? é a drea de cada uma das placas. Aqui, a,(p) e a)(p) sdo operadores de aniquilacio e

criacdo, respectivamente, e devem satisfazer

1
[an(p), a3, (@)] = ——5—— (27)* 20,(p) 8* (P — Q) S (6.19)
1+ Fuovo
com todas as outras relacdes de comutacio sendo iguais a zero. Os operadores b,(p) e b} (p)
obedecem a mesma 4lgebra.
Portanto, tomando o valor esperado no viacuo do Hamiltoniano (6.18), encontrare-

mos

nm\ 2
) = Z/ %\/ 1—-“0V0 P2+ (%) } tm (620)
14+ Fugvo
como a energia de vacuo para o campo escalar complexo massivo no setor isotrépico.
Aparentemente, a integral acima diverge. Entretanto, podemos contornar este pro-
blema fazendo uso da técnica de regularizacdo dimensional, que consiste, neste caso, em esten-

der o espago de duas para d dimensdes [157], de modo que podemos ecrever

Reg

(iso) — m)d Z/ m\/ 1——Movo p2+< > }-I—mz, (6.21)




96

onde d € a dimensdo transversa, assumida como uma varidvel complexa e continua. Para resol-

ver a integral de momento, iremos recorrer a representacao do tempo proprio de Schwinger,
1 1 /°°
—=—— | dir e ™, (6.22)
at  T(z).Jo

que permite escrever a Eq. (6.21) como

EReg Ld 271'%
] 1 d
(i) (2717)d l-l-%uQVOF(_Z)F(E)
% i /d”—ge—tm2 /oodppd—le—(l—}xuovo)t [P2+(%)2}, (6.23)
n=1 0

3

onde ja temos realizado a integral sobre o angulo s6lido em d dimensdes’, a saber,

27
/ dQ, = - (6.24)
r(3)
Depois de calcularmos a integral em p e em ¢, respectivamente, obteremos como
resultado
Reg L n/’T (_d%l)
(iso)
e (2m)d /1 + %uovo r (—%) (1- iuovo) /
- i %!
2 nw
X m-+(1——ugv <—) }
by [ yion )
(6.25)
Para resolvermos o somatério, devemos recorrer a relacao funcional
b 2\—s  _ i 2) ,1-2s
n;m( n’ + u%) \/; T M
1
25 ( n )s2 (27run>
+ 1 — K, ;
o2t ) =
(6.26)

que é conhecida na literatura como funcdo Zeta do tipo Epstein-Hurwitz [158]. Na equagao

acima, Ky (z) € a func@o de Bessel modificada e a linha no somatério indica que o termos n = 0

3Para mais detalhes sobre como resolver integrais desse tipo, veja Ref. [68].
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deve ser excluido. Assim, se

1 2
b = (1 - Zuovo) (g) : 6.27)
U = m (6.28)
1+d
s = —%, (6.29)
na Eq. (6.26), podemos escrever a Eq. (6.25) como
Reg . Ld
j - ES]
(o) (471')% (1 — %MOV()) 2 \/ 14+ %MQV()
d+1 1 d+2
d+1 . - d+2 _
X { m F( 5 >\/(1 4u0v0)ﬂ:—|—am T( > )
2amn
d+2 d+2 Kapo
dm 2 (1 — zMOVO) > 2 ( 1—3;M0V0>
+ )2 ; L)) (6.30)

Note que somente o terceiro termo entre as chaves é relevante para a energia de Casimir. Termos
que nao dependem de a ou que possuem uma dependéncia linear com a ndo devem contribuir.

Consequentemente, a energia de Casimir, para uma dimensao arbitraria d, pode ser escrita como

(6.31)

Kip _ 2amn__
ECas (d) _ 4Lda7d/2 (ﬂ) % i 2 <\/ 13;”0"0)
(iso) - | ,% 3 41 n(d+2)/2 .
(1 — Zu()Vo) 1+ FU0VO

Finalmente, tomando d = 2 na expressao acima, alguns limites interessantes podem
. 1/2 ~
ser analisados. Por exemplo, para o caso em que ma < (1 — %uovo) / , aexpressao (6.31) pode

aproximada como

4—ugvy L>m? 4 L*>m?
EC ==\ T30 5 + Yo (6.32)
4+ 3ugvg 720a \/16—8u0v0—3u2 > 48a

0Y0

onde o primeiro termo pode ser reconhecido como a energia de Casimir usual para o campo
escalar complexo sem massa e o segundo como o termo de massa usual, ambos corrigidos por
um fator multiplicativo que viola a simetria de Lorentz. Também, uma vez que o produto ugvg
¢ supostamente muito pequeno, a Eq. (6.32) pode ser expandida, em primeira ordem, como

Cas 2 [*m? 7[2L2u0v0 Lzmzuovo

ECs — 6.33
(iso) 720+ 48a T 144082 T 192a (6.33)

onde podemos ver que os dois dltimos termos representam as correcdes para a energia de Ca-

simir usual (campo escalar complexo sem massa) e do termo de massa, respectivamente. Note
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Figura 9: Energia de Casimir no setor isotropico para alguns valores de upvy. Temos assumido

L=1em=1. (Limite ma < /1 —ugvy/4)

ainda que o efeito liquido das contribui¢des isotropicas, expressadas pelo produto ugvy, € visto
como uma diminuicdo da energia de Casimir quando ugy € vy possuem sinais opostos. Caso
contrario, a energia de Casimir deve aumentar, como podemos ver no grafico esquerdo da fi-
gura (9). Ainda, para valores muito pequenos do produto ugvg, como os atuais bounds sobre
eles (ugvo ~ 10~ 1*GeV), as curvas praticamente se sobrepdem.

. . 1/2
No outro extremo, isto €, quando ma > (1 — }Tuovo) / , temos que

E , (6.34)

Cas 1 L>m? ( n >1/2ex _ 2ma

p— —_— p N —
8m%a \ma 1
\/(1 + %u()\/()) v 91— lLt()V() — zHovo

onde observamos o esperado decaimento exponencial com relacdo a massa m, entretanto, tam-

(iso) —

bém acompanhado por um fator que viola a simetria de Lorentz. Note que a presenca do produto
ugvo no fator exponencial faz com que a magnitude da energia de Casimir decaia um pouco
mais rdpido quando comparada a do caso usual. Em concordancia, a energia de Casimir deve
novamente conduzir a uma forca pequena no limite ndo relativistico. Devemos estar atentos
ainda ao fato de que ambos os resultado, Eqgs. (6.32) e (6.34), carregam um fator extra de 2
para levar em conta os graus de liberdade do campo escalar complexo. Também, os resultados
padrdes sdo recobrados quando a violacdo de Lorentz é “desligada” (ug = vo = 0). Veja ainda

que, até primeira ondem em ugvy, a Eq. (6.34) assume a expansdo

cas:_L2m2 T 2ma L*m* (4ma+5)uovy [ 7
(is0) 8n2a\ ma 128 72a ma

E e 2ma (6.35)

e, portanto, novamente observamos que as contribui¢des isotrdpicas somente diminuem a ener-
gia de Casimir quando os coeficientes ug € vy possuem sinais opostos. Caso contrario ela deve
aumentar. Da figura (10), claramente percebemos o quao similar € o comportamento da energia

de Casimir nesse regime com aquele apresentado na figura (9).
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Figura 10: Energia de Casimir no setor isotropico para alguns valores de ugvy. Temos

assumido L =1 e m = 1. (Limite ma > /1 —ugvo/4)

6.3 O setor anisotropico de paridade par

O setor anisotropico de paridade par é parametrizado por dois quadrivetores do
tipo espago puro, U = (0,u) e V = (0,v), onde o vinculo u-v = 0 deve ser satisfeito. Nesta

configuragdo, a equacao de Klein-Gordon modificada assume a forma
[O+m?+(u-V)(v-V)] ¢ =0. (6.36)

Também, como discutido no inicio deste capitulo, estamos interessados em solugdes do tipo
separavel e, por este motivo, devemos assumir que nosso aparato seja configurado de tal modo
que os efeitos da violagdo de Lorentz observados estejam no plano xy, ou seja, u = (uy,uy,0) e
v = (vx,y,0). Portanto, seguindo os mesmos passos descritos na se¢do anterior, encontraremos
que a solucdo da Eq. (6.36) pode ser novamente escrita como a Eq. (6.11), mas com uma nova

relacdo de dispersdo, a saber,

wn(p) = \/p2+m2— (u-p)(v-p)+ (%)2 (6.37)

com p = (pyx, py). Isto acaba por conduzir a um novo Hamiltoniano,
I & [ dp [ 4 ¥ 2
H=3 Y [ e [ah)ane) + Bl@)ba0) + L2204 (0)]. (638)
n=1

onde os operadores de aniquilagdo e criagdo a,(p) e a)(p), respectivamente, satisfazem

[an(p), a}, ()] = (27)* 204 (p) 87 (P — ) Sum (6.39)

com todas as outras relacdes de comutacio sendo iguais a zero e com b, (p) e b} (p) obedecendo
a mesma dlgebra.

Consequentemente, a energia de vicuo para o campo escalar complexo no setor
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anisotrépico de paridade par, sem violacao de Lorentz na direcdo z, é

E(4pe) = 27[22/412 \/ 2—(u-p)(v~p)+(%>2. (6.40)

Neste ponto, devemos estar atentos a algumas observacdes. A primeira € que o vetor p estd

no plano xy, assim como os vetores de violacao u e v. A segunda diz respeito aos angulos
estabelecidos por cada vetor, um em relacdo aos outros. Devido a equacdo de vinculo (6.9),
sabemos que u e v sdo ortogonais entre si. Sendo 6, o angulo estabelecido entre esses dois
vetores, entdo 6,, = 5 ou 6, = 37” Agora, se 6, e 0, forem os angulos que os vetores u e v

fazem com o momento p, respectivamente, teremos
6,—06,=0,. (6.41)

Nesta configuragao, a energia de vacuo, Eq. (6.40), passa a ser escrita como

. nm\2
Elapn) = 2,[ 2n? Z /dzp \/P2+m2¥\UI |v| p?sin 6, cos 6, + (7> : (6.42)

onde o sinal superior é para quando 6,, = 7 e o sinal inferior para quando 6,, = 37” Agora,

devido a simetria axial do nosso problema, podemos escolher um sistema de coordenadas em
relacdo ao qual o vetor u aponta na dire¢do do eixo-y. Desta forma, se 6 for o dngulo que o
momento p faz com o eixo y desse sistema de coordenadas, entdao 6 = 6, e, portanto, poderemos
escrever

2 o oo 27 >
e E L omn 2
Eeon) = T & Jy Jy P49py/(1F [ul|vsin6cos6)p? +m +(a) . (643)

Resolvendo a integral angular, obteremos:

8

E(

(app)

pa’plg, (6.44)

onde

1 T T2Ap? 3w T2Ap?
Ig=21/B2+-2FA)p*{E |~ E|= 6.45
’ \/ HaeFp { {4’2Bz+(2¢A)pz]+ [4 PZEPETol S A

com

A = |u|]v|, (6.46)

B = m2+<"f) (6.47)
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0
E(6,s) :/ (1—ssin®0)'/240, (6.48)
0

esta ultima sendo uma integral eliptica do segundo tipo. Como os efeitos da violagdo de Lorentz

sdo muito pequenos, podemos ainda expandir /g como

4

n7r>2 v 27p (6.49)

19%27r\/p2+m2—{—<— .
64 3/2
¢ [pz m? (,Z;)Z]

Note que o primeiro termo da expressdo acima corresponde exatamente ao que € esperado para
o cdlculo da energia de Casimir usual (sem violacdo). J4 o segundo, € o termo responsavel
pela correcdo da energia de vacuo devido a violagdo de Lorentz. Ainda da expressao (6.49),
podemos concluir que ndo ha distin¢gdo se o vetor v aponta na dire¢do positiva ou negativa da
coordenada x, ou seja, a energia de vicuo € a mesma independente se 6, = % ouse 0,, = 37”

Com isso, podemos simplesmente escrever

E(app) = Eusual + 6E(4pp), (6.50)
onde
L ¥ [ \/2 2, (MTN?
Eusual = (27[)2;/d py/p>+m +<7) ©6.51)
e
Py L2 & o p*
OEwpp) =~ ¢r 13 2Z/dp 73 (6.52)
p?+m?+ (1)

Ao escrever o resultado acima, temos ainda usado

oo o r2T
/ 27rpdp:/ / pd@dp:/dzp. 6.53)
0 0 0

Uma vez que ja conhecemos a forma funcional de 4 Eysual, devemos nos preocupar em resolver
a correcdo OE g, devido a violagdo de Lorentz e, para isso, devemos recorrer mais uma vez
ao método de regularizacdo dimensional. De fato, todos os passos aplicados na secao anterior
podem ser novamente aplicados aqui. Como resultado, teremos que a correcao para a energia

de Casimir em d dimensoes €

2 d 412 » Kgyo (2amn
5ECaS)(d):—<‘“’4|V’) 4L Z#~ 654

(app a2 47 n(d+2)/2

4Veja secdo anterior.
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Figura 11: Energia de Casimir no setor anisotrépico de paridade par para alguns valores de |u]
e |v|. Temos assumido L = 1 e m = 1. (Limite ma < 1)

Quando d =2 e ma < 1, a expressdo acima se comporta assintoticamente como

Cas _ Lm?u|v?  L*r*[u]*|v]
(app) 384a 5760a3

SE (6.55)

onde o primeiro termo corresponde a correcdo ao termo de massa e o segundo a correcao da
energia de Casimir usual para o campo escalar complexo sem massa. Da expressdo (6.50),
podemos entdo escrever a energia de Casimir do setor anisotrépico de paridade par, no limite

em que ma < 1, como

Cas 7'52L2 L2m2 L2m2 |u|2|V|2 L27'62 |ll|2|V|2

E _
(@rr) = " 7203 T 484 384a 576043

(6.56)

Como a distancia de separacdo a entre as placas € bem pequena, o segundo termo da expressao
(6.55) é dominante, fazendo com que o efeito liquido devido a violag@o de Lorentz acabe por
diminuir a energia de Casimir, como pode ser observado na figura (11).

Por outro lado, quando d = 2 e ma > 1, podemos escrever a energia de Casimir
corrigida pela violacdo de Lorentz como

Cas __ L2 m2 < n )1/2 —2ma _ w (£> 1 e—Zma, (657)

@rr) — 8124 \ma 6412 a ma

onde mais uma vez observamos que o efeito liquido da viola¢do diminui o valor da energia de

Casimir, em concordancia com a figura (12).
6.4 O setor anisotropico de paridade impar

No setor anisotropico de paridade impar, parametrizado por um quadrivetor do tipo

tempo e outro do tipo espaco, a equagao de Klein-Gordon modificada assume a forma

[0+ m? 4+ vo(u-V)dy]¢ = 0. (6.58)
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Figura 12: Energia de Casimir no setor anisotrépico de paridade par para alguns valores de |u]
e |v|. Temos assumido L = 1 e m = 1. (Limite ma > 1)

Similarmente a se¢ao anterior, vamos assumir que nosso aparato seja configurado de modo que
os efeitos de violacdo de Lorentz observados estejam no plano xy. Com isso, a solu¢do de

campo para a Eq. (6.58) pode ser novamente escrita como a Eq. (6.11), entretanto, com

p~x:[%u-p—|—a)n(p)}t—p-x (6.59)
e
Vo nmw\ 2
0, (p) = \/4(u p)? +p2+m2+(7> ) (6.60)

O Hamiltoniano, por sua vez, passa a ser dado por

Z/ 2n24wn [2wn(p)2+mwn(p)(u-p)]
X [aZ(p)an(p)eri(p)bn(p)+L22wn(p)], (6.61)

onde todos os operadores de aniquilagdo e criagdo satisfazem novamente a dlgebra da Eq.
(6.39). A energia de vacuo para o campo escalar complexo massivo no setor anisotropico de

paridade impar, portanto, pode ser escrita como

2 2
E(upi) = an Z/ )+\/%(u-p)2+p2+m2+<%) L (662)

Mais uma vez, devido a simetria axial do nosso problema, iremos assumir que o vetor u aponta

5

na direcdo y do sistema de coordenadas escolhido para a anédlise do sistema’. Isto permite,

>Lembremos que nesse sistema, as placas sio perpendiculares a dire¢io z.
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Figura 13: Energia de Casimir no setor anisotropico de paridade impar para alguns valores de
lu| e |v|. Temos assumido L = 1 e m = 1. (Lado esquerdo: ma < 1)(Lado direito: ma > 1)

entdo, escrever a Eq. (6.62) como

21 nm\?2
Eapi) = MZZ/ / pdedp\/(H 0|u|2<:os29) 2+m2+( ) (6.63)

onde 8 € novamente o angulo que o vetor p faz com o eixo y. Daqui em diante, o procedimento

de solucdo da equacao acima € bem semelhante ao da secao anterior. De fato, a integral angular
conduz a uma expressao que ¢ dada em termos de integrais elipticas, veja apéndice (B). Estas,

ao serem expandidas, até primeira ordem nos coeficiente de violagdo, permitem escrever
E(api) = Eysual + 6E(api)7 (6.64)

onde E,q,,, novamente, é dada pela Eq. (6.51). Ja a correcdo devido a violagdo de Lorentz,

apos a extensao de 2 para d dimensdes, assume a forma

2 Ld o pz
5EReg' _ (VO |ll|) Z /ddp ) (665)
(api) d 3/2
P 4 (277:) n=1 [pZ + m2 + (%)2]

Portanto, aplicando a representacdo do tempo proprio de Schwinger, Eq. (6.22), resolvendo

a integral em p, em seguida a integral em ¢ e, finalmente, recorrendo a fun¢do Zeta do tipo

Epstein-Hurwitz, Eq. (6.26), iremos encontrar como resultado:

42 o Kapo (2amn)

2 d
Cas . Vo |ll| 4dL ﬁ 2
SE(“’")( )= ( 4 ) adl? <47r) nZl d+2)/2 (6.66)

Quando d =2 e ma < 1, a expressao acima se comporta assintoticamente como

Cas __ L2m2|u|2v(2) L277:2|u|2v%

SECH. —
(api) 384a 576043

(6.67)

onde, comparando com o resultado da Eq. (6.55), chegamos a conclusdo de que

Cas ~ Cas
SE(®, ~ —SELS | (6.68)
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ou seja, o efeito de violacdo no setor anisotrépico de paridade impar é oposto aquele do setor
anisotropico de paridade par: embora a energia de Casimir seja corrigida, em magnitude, pra-
ticamente da mesma quantidade® , quando a paridade é fmpar ela sofre um aumento, enquanto
que quando a paridade € par, ela sofre uma diminuicdo, como podemos observar comparando
os graficos das figuras (11)-(13). Note ainda que este mesmo comportamento € observado no

limite em que ma > 1, onde

OFE

Cas __ L2m2 V(Z) |ll|2 ( T >1/262ma. (669)

@ri) = 64m2a \ma

%Como os efeitos de violagio sdo bem pequenos, espera-se que, em médulo, as correcdes tenham praticamente
0 mesmo valor.
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7 CONCLUSAO

Nesta tese, investigamos como a violagdo da simetria de Lorentz devido a uma
extensdo da eletrodinamica escalar do MP afeta a energia de Casimir, a se¢ao de choque de
espalhamento de mésons e o propagador do féton a um loop, sendo que estas duas dltimas
andlises foram executas no contexto de temperatura finita.

Na introdugao, iniciamos com uma breve discussao sobre o MP e suas simetrias.
Em especial, vimos que sua estrutura foi toda construida de modo a preservar a simetria Lo-
rentz, um dos pilares da relatividade especial. Também, como consequéncia da unificacdo da
relatividade com a quantica, vimos que o MP permite explicar resultados que nenhuma dessas
teorias sozinhas conseguiria, como o teorema CPT, que também parece ser uma simetria funda-
mental da Natureza. A despeito do grande sucesso experimental, vimos que o MP ainda deixa
algumas questdes em aberto, o que acabou por incentivar a busca por teorias que vao além do
MP, como a teoria das cordas que, embora matematicamente fascinante, traz consigo dificulda-
des significativas em relacdo a sua verificagao experimental, em grande parte devido a escala de
energia a qual estd associada. Como abordagem alternativa, entdao, Colladay e Kostelecky pro-
puseram o MPE, que visa investigar sinais de violagdo mensuraveis em baixas energias. Como
uma teoria de campos efetiva, 0o MPE inclui todos os possiveis termos que violam a simetria de
Lorentz e acaba por fornecer uma vasta e compreensivel estrutura para se investigar desvios do
teorema CPT.

No capitulo (2), fizemos uma breve revisdo da TQC a temperatura finita. Inicia-
mos discutindo a DCT, um formalismo de tempo real que tem como principal caracteristica
a construcdo de um estado de vacuo termal através da duplicacdo dos graus de liberdade do
sistema. Como consequéncia, conseguimos construir operadores de criagcdo e aniquilacio ter-
mais que atuam no estado de vacuo termal de forma completamente andloga aqueles da teo-
ria a temperatura zero. Na verdade, toda estrutura da DCT traca um completo paralelo com
a TQC a temperatura zero. Note, por exemplo, que a dlgebra satisfeita pelos operadores de
criacdo e aniquilacao, sejam eles bosonicos ou fermidnicos, sdo as mesmas; ou a semelhanca
na defini¢ao da se¢ao de choque dependente da temperatura; ou a extensao do teorema de Wick
e das contracdes de Wick; ou mesmo a forma como derivamos as regras de Feynman para o
espaco til e ndo til através do método do funcional gerador. Em especial, vimos ainda que a
principal diferenca que ocorre quanto as regras de Feynman estdo nos propagadores. Estes,
quando no formalismo DCT, possuem uma forma funcional que separa as partes em tempera-
tura zero e finita. No final do capitulo, discutimos ainda sobre o formalismo de Matsubara, onde
a implementagao de temperatura no sistema ocorre através da correspondéncia t — —if3, sendo
t o tempo e f3 o inverso da temperatura. Especificamente, vimos que quantidades termais po-
dem ser derivadas daquelas em temperatura zero performando uma rotacao de Wick no sistema

e assumindo que a componente zero do momento Euclidiano s6 pode tomar valores discretos,
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sejam elas relacionadas a bésons ou a férmions.

No capitulo (3), iniciamos com uma breve apresentacdo da extensdo minima da
eletrodinamica quantica do MP. Em seguida discutimos sobre as propriedades de simetria CPT
dos setores de foton e de férmion isoladamente. Vimos que o setor de fétons CPT-par (CPT é
preservada) € caracterizado por um campo de fundo tensorial, (kr),yqp, de dimensdo de massa
zero, com as mesmas propriedades de simetria e antissimetria de indices do tensor de Riemann.
Ja o setor de fotons CPT-impar (CPT é violada), € caracterizado por um campo de fundo vetorial,
(kap)*, de dimensdo de massa um. Tanto no setor CPT-par como impar, fomos capazes de
escrever as Lagrangianas em termos dos campos eletromagnéticos e avaliar as propriedades
de simetria CPT de cada termo que quebra a covariancia por transformacdes de particulas.
Em particular, vimos que termos proporcionais a (kr ) violam separadamente paridade (P) e
reversao temporal (T), mas preservam a simetria de conjugacao de carga (C). Também, termos
proporcionais a (k4 )° preservam C e T, mas violam P, enquanto que os proporcionais ao vetor
ksr preservam C e P, mas viola T. Uma andlise semelhante foi feita para o setor fermionico.
No final do capitulo, apresentamos, enfim, o modelo de eletrodindmica escalar estendida que
estdvamos interessados em avaliar nesta tese. Discutimos brevemente sobre as propriedades de
simetria CPT e derivamos as regras de Feynman em temperatura zero, onde vimos que novos
vértices de interacdo, devido aos coeficiente que violam a simetria de Lorentz, somaram-se
aqueles da eletrodinamica escalar convencional. Em adi¢do, vimos também o aparecimento de
inser¢cdes no propagador escalar, enquanto que o propagador do féton, dado pela Lagrangiana
de Maxwell usual, foi preservado.

No capitulo (4), efeitos de violacdo da simetria de Lorentz no espalhamento de
mésons a temperatura finita foram investigados considerando o modelo de eletrodinamica es-
calar estendida apresentada no capitulo (3). Especificamente, calculamos a se¢dao de choque
termal para o processo de méson e anti-méson do tipo a se espalhando em méson e anti-méson
do tipo b, com b # a. Os efeitos de temperatura foram implementados através do formalismo
DCT. Como resultado, vimos que o comportamento da se¢do de choque com a temperatura
depende unicamente de um fator de forma () que é dado pela equagdo (4.19). Na figura
(3), plotamos o comportamento de Z(f3) em relagdo . Como pode ser notado, no regime de
temperatura zero (8 — o), o fator de forma tende a um, de modo que recobramos o resultado da
secdo de choque em temperatura zero, corrigida unicamente pelas componentes (126)33 e (l}a)3
dos coeficientes de violacao de Lorentz CPT-par e CPT-impar, respectivamente. Isto sugere que
a secio de choque sentird os efeitos de violagdo unicamente devido as componente de (k. )*¥
e (lAca)“ na dire¢do de propagagdo das particulas no inicio do processo de espalhamento. Na
figura (4), plotamos a secao de choque total a temperatura zero como funcao da energia do
centro de massa do sistema. Através das curvas azul e verde podemos concluir que a violagcdo
da simetria de Lorentz tende a diminuir o valor da secdo de choque. Além disso, correcdes
termais a secao de choque devido a altas temperaturas sdo extremamente relevantes, uma vez

que a fungdo Z(P) assume altos valores nesse limite, veja novamente figura (3).
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No capitulo (5), calculamos as corre¢des para a auto-energia do campo de gauge a
um loop considerando uma eletrodinamica escalar modificada por termos que violam a sime-
tria de Lorentz na estrutura do MPE. Focamos nossa aten¢do tanto nas contribuicdes CPT-par
como CPT-impar. Para ambos os casos, corre¢des radioativas foram calculadas pela técnica da
regularizacdo dimensional, permitindo tratar com as divergéncias presentes no regime de tempe-
ratura zero. A separa¢do das contribui¢cdes devido a temperatura zero e finita foram alcancadas
através do formalismo de Matsubara e da relacdo de recorréncia de Larry Ford, esta ultima para
performar a soma sobre as frequéncias de Matsubara. Para a contribuicao CPT-par, a parte de-
pendente da temperatura ndo exibe divergéncias no limite em que d — 3. Do gréfico da figura
6, podemos notar que todas as fun¢des G vao a zero no limite de zero temperatura (§ — oo),
assim recobrando o resultado usual, em temperatura zero. Além disso, no limite de altas tem-
peraturas (§ — 0), a fun¢do G3(§) é dominante e o tensor de polarizagdo torna-se uma fungéo
quadratica da temperatura. Para o caso CPT-impar, obtivemos um valor nulo para o tensor de
polarizacdo em temperatura zero, que, como discutido no texto, € uma consequéncia direta do
teorema de Furry. Ainda verificamos a quebra do teorema de Furry no regime de temperatura
finita. Entretanto, o teorema de Furry parece ser restaurado quando 7" — c. Ainda, tanto no
caso CPT-par como CPT-impar, os efeitos termais ndo afetaram a estrutura tensorial da teoria.

No capitulo (6), investigamos a influéncia das contribui¢des CPT-par da eletro-
dindmica escalar estendida na energia de Casimir. Consideramos o campo escalar complexo
satisfazendo condi¢des de contorno de Dirichlet entre duas placas paralelas separadas por uma
pequena distancia. Além disso, uma parametrizacdo tensorial apropriada nos permitiu estudar
o efeito de Casimir em trés distintas configuracdes: isotrdpica, anisotropica de paridade par e
anisotrépica de paridade impar. Em cada caso, aplicamos a técnica de regularizacdao dimensi-
onal para regularizar a energia de Casimir. Para todas as trés configura¢gdes, mostramos que a
violagdo da simetria de Lorentz afeta a energia de Casimir, promovendo um aumento ou uma
diminuicdo dela, dependendo da configuracdo na qual o sistema se encontra. Entretanto, es-
tas modificacdes sdo de fato muito pequenas, desde que os bounds atuais para o tensor (k. )"
ndo sio maiores que 10~'*GeV. Em especial, um aumento (diminuicio) na energia de Casimir
produz uma diminui¢do (aumento) na for¢a de Casimir. Note também que quando esta advém
de contribuicdes que violam Lorentz, sua magnitude deve ser no minimo quatorze vezes menor
que a da forga de Casimir usual. Para a configuragao isotropica, encontramos uma solucao geral

/2 e ma > ( — iuovo) 1/2. Em ambos os

que foi estudada em dois regimes, ma < ( — %uovo)]
regimes, o efeito liquido das contribui¢des isotropicas, expressadas pelo produto ugvg, foi visto
como uma diminui¢do da energia de Casimir quando ug € vo possuem sinais opostos. Caso
contrdrio, a energia de Casimir deve aumentar, como podemos ver nos graficos das figuras (9) e
(10). Nas configuracdes anisotropicas de paridade par e impar, o procedimento tomado foi bas-
tante semelhante ao do caso isotrépico. Como resultado, concluimos que o efeito de violagao
no setor anisotropico de paridade impar € oposto aquele do setor anisotropico de paridade par:

embora a energia de Casimir seja corrigida, em magnitude, praticamente da mesma quantidade
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quando a paridade € impar ela sofre um aumento, enquanto que quando a paridade € par, ela

sofre uma diminui¢do, como podemos observar comparando os gréficos das figuras (11)-(13).
Como perspectivas, pretendemos investigar outras abordagens que envolvam a violacao

das simetrias de Lorentz e CPT. Investigar o comportamento analitico dos termos induzidos

por corre¢des radioativas, a temperatura finita, na origem do espaco dos momentos. Aplicar

o formalismo aqui desenvolvido para investigar como temperatura afeta o setor gravitacional

e teorias que envolvam outros tipos de geometria, como, por exemplo, a geometria de Rie-

mann—Finsler.



110

REFERENCIAS

[1] GRIFFITHS, D. Introduction to Elementary Particles. [S.1.]: Wiley-Vch, 2008.

[2] MOREIRA, M. A. O modelo padrao da fisica de particulas. Revista Brasileira de Ensino
de Fisica, SCiELO Brasil, v. 31, p. 13061, 2009.

[3] COTTINGHAM, W. N.; GREENWOQOD, D. A. An introduction to the standard model of
particle physics. [S.1.]: Cambridge University Press, 2007.

[4] SCHWICHTENBERG, J. Physics from symmetry. [S.1.]: Springer, 2018.
[5] PESKIN, M. An introduction to quantum field theory. [S.1.]: CRC Press, 2018.

[6] BARGER, V.; MARFATIA, D.; WHISNANT, K. The physics of neutrinos. [S.1.]:

Princeton University Press, 2012.

[7] ARKANI-HAMED, N.; DIMOPOULOS, S.; DVALI, G. The hierarchy problem and new
dimensions at a millimeter. Physics Letters B, Elsevier, v. 429, n. 3-4, p. 263-272, 1998.

[8] KOSTELECKY, V. A.; SAMUEL, S. Spontaneous breaking of lorentz symmetry in string
theory. Physical Review D, APS, v. 39, n. 2, p. 683, 1989.

[9] KOSTELECKY, V. A.; POTTING, R. Cpt and strings. Nuclear Physics B, Elsevier,
v. 359, n. 2-3, p. 545-570, 1991.

[10] GAMBINI, R.; PULLIN, J. Nonstandard optics from quantum space-time. Physical
Review D, APS, v. 59, n. 12, p. 124021, 1999.

[11] BOJOWALD, M.; MORALES—TECOTL, H. A.; SAHLMANN, H. Loop quantum
gravity phenomenology and the issue of lorentz invariance. Physical Review D, APS, v. 71,
n. 8, p. 084012, 2005.

[12] HORAVA, P. Quantum gravity at a lifshitz point. Physical Review D, APS, v. 79, n. 8, .
084008, 2009.

[13] COGNOLA, G. et al. Covariant hotava-like and mimetic horndeski gravity: cosmological
solutions and perturbations. Classical and quantum gravity, IOP Publishing, v. 33, n. 22, p.
225014, 2016.

[14] CARROLL, S. M. et al. Noncommutative field theory and lorentz violation. Physical
Review Letters, APS, v. 87, n. 14, p. 141601, 2001.

[15] COLLADAY, D.; KOSTELECKY, V. A. Cpt violation and the standard model. Physical
Review D, APS, v. 55, n. 11, p. 6760, 1997.



111

[16] COLLADAY, D.; KOSTELECKY, V. A. Lorentz-violating extension of the standard
model. Physical Review D, APS, v. 58, n. 11, p. 116002, 1998.

[17] TASSON, J. D. What do we know about lorentz invariance? Reports on Progress in
Physics, IOP Publishing, v. 77, n. 6, p. 062901, 2014.

[18] WILL, C. M. The confrontation between general relativity and experiment. Living

reviews in relativity, Springer, v. 17, p. 1-117, 2014.

[19] HEES, A. et al. Tests of lorentz symmetry in the gravitational sector. Universe, MDPI,
v. 2, n. 4, p. 30, 2016.

[20] LINK, J. ef al. Charm system tests of cpt and lorentz invariance with focus. Physics
Letters B, Elsevier, v. 556, n. 1-2, p. 7-13, 2003.

[21] AUBERT, B. et al. Search for ¢ p t and lorentz violation in b 0- b~ 0 oscillations with
dilepton events. Physical review letters, APS, v. 100, n. 13, p. 131802, 2008.

[22] BABUSCI, D. et al. Test of cpt and lorentz symmetry in entangled neutral kaons with
the kloe experiment. Physics Letters B, Elsevier, v. 730, p. 89-94, 2014.

[23] DOMENICO, A. D.; COLLABORATION, K. Cpt symmetry and quantum mechanics
tests in the neutral kaon system at kloe. Foundations of Physics, Springer, v. 40, p. 852-866,
2010.

[24] ABAZOV, V. M. et al. Search for Violation of CPT and Lorentz Invariance in Bg Meson
Oscillations. Phys. Rev. Lett., v. 115, n. 16, p. 161601, 2015.

[25] AAIlJ, R. et al. Search for violations of Lorentz invariance and CPT symmetry in B(()S)

mixing. Phys. Rev. Lett., v. 116, n. 24, p. 241601, 2016.

[26] ADAMSON, P. et al. A Search for Lorentz Invariance and CPT Violation with the
MINOS Far Detector. Phys. Rev. Lett., v. 105, p. 151601, 2010.

[27] ADAMSON, P. et al. Testing Lorentz Invariance and CPT Conservation with NuMI
Neutrinos in the MINOS Near Detector. Phys. Rev. Lett., v. 101, p. 151601, 2008.

[28] KATORI, T. Tests of Lorentz and CPT violation with MiniBooNE neutrino oscillation
excesses. Mod. Phys. Lett. A, v. 27, p. 1230024, 2012.

[29] AGUILAR-AREVALO, A. A. et al. Test of Lorentz and CPT violation with Short
Baseline Neutrino Oscillation Excesses. Phys. Lett. B, v. 718, p. 1303-1308, 2013.

[30] JACKIW, R.; KOSTELECKY, V. A. Radiatively induced Lorentz and CPT violation in
electrodynamics. Phys. Rev. Lett., v. 82, p. 3572-3575, 1999.



112

[31] KOSTELECKY, V. A.; LANE, C. D.: PICKERING, A. G. M. One loop renormalization
of Lorentz violating electrodynamics. Phys. Rev. D, v. 65, p. 056006, 2002.

[32] FERRARI, A. F. et al. One-loop calculations in Lorentz-breaking theories and
proper-time method. EPL, v. 136, n. 2, p. 21002, 2021.

[33] FURTADO, J.; MARIZ, T. Lorentz-violating Euler-Heisenberg effective action. Phys.
Rev. D, v. 89, n. 2, p. 025021, 2014.

[34] LEHUM, A. C. et al. Dynamical gauge symmetry breaking in lower-dimensional
Lorentz-violating supersymmetric theory. Phys. Lett. B, v. 790, p. 129-133, 2019.

[35] FERRARI, A. F.; LEHUM, A. C. CP~1) model in aether-superspace. EPL, v. 122, n. 3,
p. 31001, 2018.

[36] BELICH, H. et al. Aspects of CPT-even Lorentz-symmetry violating physics in a
supersymmetric scenario. Eur. Phys. J. C, v. 75, n. 6, p. 291, 2015.

[37] COLLADAY, D.; MCDONALD, P. Vector Superfields and Lorentz Violation. Phys. Rev.
D, v. 83, p. 025021, 2011.

[38] CARROLL, S. M. et al. Noncommutative field theory and Lorentz violation. Phys. Rev.
Lett., v. 87, p. 141601, 2001.

[39] EDWARDS, B. R.; KOSTELECKY, V. A. Searching for CPT Violation with
Neutral-Meson Oscillations. Phys. Lett. B, v. 795, p. 620-626, 2019.

[40] EDWARDS, B. R ; KOSTELECKY, V. A. Riemann—Finsler geometry and Lorentz-
violating scalar fields. Phys. Lett. B, v. 786, p. 319-326, 2018.

[41] MATSUBARA, T. A new approach to quantum-statistical mechanics. Progress of
theoretical physics, Oxtord University Press, v. 14, n. 4, p. 351-378, 1955.

[42] NASCIMENTO, J.; RIBEIRO, R.; SVAITER, N. Radiatively induced lorentz and cpt
violation in ged at finite temperature. arXiv preprint hep-th/0012039, 2000.

[43] GOMES, M. et al. Free energy of Lorentz-violating QED at high temperature. Phys. Rev.
D, v. 81, p. 045013, 2010.

[44] LEITE, J.; MARIZ, T. Induced Lorentz-violating terms at finite temperature. EPL, v. 99,
n. 2, p. 21003, 2012.

[45] LEITE, J.; MARIZ, T.; SERAFIM, W. The induced higher derivative Lorentz-violating
Chern—Simons term at finite temperature. J. Phys. G, v. 40, p. 075003, 2013.



113

[46] MARIZ, T. et al. Ambiguities of the CPT-even aether-like Lorentz-breaking term at
finite temperature. Phys. Rev. D, v. 90, n. 4, p. 045015, 2014.

[47] ASSUNCAO, J. F. et al. Induced Chern-Simons modified gravity at finite temperature.
JHEP, v. 08, p. 072, 2018.

[48] CELESTE, A. et al. Higher-derivative Lorentz-breaking terms in extended QED at the
finite temperature. Phys. Rev. D, v. 93, n. 6, p. 065012, 2016.

[49] ASSUNCAO, J. FE.; FURTADO, J.; MARIZ, T. Nonanalyticity of the non-Abelian
five-dimensional Chern-Simons term. EPL, v. 134, n. 4, p. 41002, 2021.

[50] TAKAHASHI, Y.; UMEZAWA, H. Thermo field dynamics. International journal of
modern Physics B, World Scientific, v. 10, n. 13n14, p. 1755-1805, 1996.

[51] DAS, A. Finite temperature field theory. [S.1.]: World Scientific, 1997.

[52] KHANNA, F. C. Thermal quantum field theory: Algebraic aspects and applications.
[S.1.]: World Scientific, 2009.

[53] SANTOS, A.; KHANNA, F. C. Lorentz violation in bhabha scattering at finite
temperature. Physical Review D, APS, v. 95, n. 12, p. 125012, 2017.

[54] SOUZA, P.R. A. et al. On Lorentz violation in e +e™ — y~+u™ scattering at finite
temperature. Phys. Lett. B, v. 791, p. 195-200, 2019.

[55] SANTOS, A.; KHANNA, F. C. Lorentz violation, gravitoelectromagnetism and bhabha
scattering at finite temperature. Modern Physics Letters A, World Scientific, v. 33, n. 10n11, p.
1850061, 2018.

[56] KHANNA, F. C. et al. Bhabha scattering in very special relativity at finite temperature.
The European Physical Journal. C, Particles and Fields., Springer Nature BV, v. 80, n. 8, 2020.

[57] SANTOS, A. F.; KHANNA, F. C. Temperature effects fore™ +et — =+ u™ scattering
in very special relativity. Eur. Phys. J. Plus, v. 137, n. 1, p. 101, 2022.

[58] FRIEDMAN, A. S. et al. Improved constraints on anisotropic birefringent Lorentz
invariance and CPT violation from broadband optical polarimetry of high redshift galaxies.
Phys. Rev. D, v. 102, n. 4, p. 043008, 2020.

[59] ARAUJO, M. C.; MALUFE, R. V. Meson scattering in a Lorentz-violating scalar QED at
finite temperature. Annals Phys., v. 444, p. 169036, 2022.

[60] ARAUJO, M. C.; FURTADO, J.: MALUF, R. V. Lorentz-violating extension of scalar
QED at finite temperature. Phys. Lett. B, v. 844, p. 138064, 2023.



114

[61] ARAUJO, M. C.; FURTADQO, J.; MALUE, R. V. Casimir effect in a Lorentz-violating
tensor extension of a scalar field theory. arXiv preprint hep-th/2302.08836, 2023.

[62] MERTIG, R.; BOHM, M.; DENNER, A. FEYN CALC: Computer algebraic calculation
of Feynman amplitudes. Comput. Phys. Commun., v. 64, p. 345-359, 1991.

[63] SHTABOVENKO, V.; MERTIG, R.; ORELLANA, F. New Developments in FeynCalc
9.0. Comput. Phys. Commun., v. 207, p. 432—-444, 2016.

[64] SHTABOVENKO, V. FeynHelpers: Connecting FeynCalc to FIRE and Package-X.
Comput. Phys. Commun., v. 218, p. 48-65, 2017.

[65] KAPUSTA, J. I.; GALE, C. Finite-temperature field theory: Principles and applications.
[S.1.]: Cambridge University Press, 2006.

[66] SAKURAL J. J.; NAPOLITANO, J. Modern Quantum Mechanics. [S.l.]: Cambridge
University Press, 2020.

[67] ARFKEN, G. B.; WEBER, H. J.; HARRIS, F. E. Mathematical methods for physicists:

a comprehensive guide. [S.1.]: Academic Press, 2011.

[68] SCHWARTZ, M. D. Quantum field theory and the standard model. [S.1.]: Cambridge
University Press, 2014.

[69] CARROLL, S. M. Spacetime and geometry. [S.1.]: Cambridge University Press, 2019.

[70] BELICH, H. et al. Violagdo da simetria de lorentz. Revista Brasileira de Ensino de
Fisica, SciELO Brasil, v. 29, p. 57-64, 2007.

[71] KOSTELECKY, V. A.; MEWES, M. Electrodynamics with Lorentz-violating operators
of arbitrary dimension. Phys. Rev. D, v. 80, p. 015020, 2009.

[72] KOSTELECKY, V. A.; RUSSELL, N. Data Tables for Lorentz and CPT Violation. Rev.
Mod. Phys.,v. 83, p. 11-31, 2011.

[73] ACCIOLY, A.; BRITO, G. P. de; HELAYEL-NETO, J. Photon gravitational defection in

Lorentz violating scenarios. 4 2016.

[74] KOSTELECKY, V. A.; MELISSINOS, A. C.; MEWES, M. Searching for photon-sector
Lorentz violation using gravitational-wave detectors. Phys. Lett. B, v. 761, p. 1-7, 2016.

[75] KOSTELECKY, A. Riemann-Finsler geometry and Lorentz-violating kinematics. Phys.
Lett. B, v. 701, p. 137-143, 2011.

[76] SCHRECK, M. Classical Lagrangians for the nonminimal Standard-Model Extension at
higher orders in Lorentz violation. Phys. Lett. B, v. 793, p. 70-77, 2019.



115

[77] REIS, J. A. A. S.; SCHRECK, M. Leading-order classical Lagrangians for the
nonminimal standard-model extension. Phys. Rev. D, v. 97, n. 6, p. 065019, 2018.

[78] COLLADAY, D. Extended Hamiltonian Formalism and Lorentz-Violating Lagrangians.
Phys. Lett. B, v. 772, p. 694-698, 2017.

[79] SILVA, J. E. G.; MALUF, R. V.; ALMEIDA, C. A. S. A nonlinear dynamics for the
scalar field in Randers spacetime. Phys. Lett. B, v. 766, p. 263-267, 2017.

[80] FOSTER, J.; LEHNERT, R. Classical-physics applications for Finsler b space. Phys.
Lett. B, v. 746, p. 164-170, 2015.

[81] RUSSELL, N. Finsler-like structures from Lorentz-breaking classical particles. Phys.
Rev. D, v. 91, n. 4, p. 045008, 2015.

[82] KOSTELECKY, V. A.; RUSSELL, N.; TSO, R. Bipartite Riemann—Finsler geometry
and Lorentz violation. Phys. Lett. B, v. 716, p. 470-474, 2012.

[83] REIS, J. a. A. A. S.; SCHRECK, M. Classical Lagrangians for the nonminimal
spin-nondegenerate Standard-Model Extension at higher orders in Lorentz violation. Phys.
Rev. D, v. 103, n. 9, p. 095029, 2021.

[84] HAYAKAWA, M. Perturbative analysis on infrared aspects of noncommutative QED on
R**4. Phys. Lett. B, v. 478, p. 394-400, 2000.

[85] FURTADO NETO, J. S. Correcoes radiativas na edq com extensdes de violacao de
lorentz e horava-lifshitz. Tese (Doutorado em Fisica)-Maceid, Universidade Federal de
Alagoas, 2015.

[86] COLLADAY, D.; KOSTELECKY, V. A. Lorentz violating extension of the standard
model. Phys. Rev. D, v. 58, p. 116002, 1998.

[87] KOSTELECKY, V. A. Gravity, Lorentz violation, and the standard model. Phys. Rev. D,
v. 69, p. 105009, 2004.

[88] CARROLL, S. M.; FIELD, G. B.; JACKIW, R. Limits on a Lorentz and Parity Violating
Modification of Electrodynamics. Phys. Rev. D, v. 41, p. 1231, 1990.

[89] ADAM, C.; KLINKHAMER, F. R. Causality and CPT violation from an Abelian
Chern-Simons like term. Nucl. Phys. B, v. 607, p. 247-267, 2001.

[90] ADAM, C.; KLINKHAMER, F. R. Photon decay in a CPT violating extension of
quantum electrodynamics. Nucl. Phys. B, v. 657, p. 214-228, 2003.

[91] ANDRIANOV, A. A.; SOLDATI, R. Lorentz symmetry breaking in Abelian vector field
models with Wess-Zumino interaction. Phys. Rev. D, v. 51, p. 5961-5964, 1995.



116

[92] ANDRIANOV, A. A.; SOLDATI, R. Patterns of Lorentz symmetry breaking in QED by
CPT odd interaction. Phys. Lett. B, v. 435, p. 449452, 1998.

[93] ANDRIANOV, A. A.; SOLDATI, R.; SORBO, L. Dynamical Lorentz symmetry
breaking from (3+1) Axion-Wess-Zumino model. Phys. Rev. D, v. 59, p. 025002, 1999.

[94] BELICH JR., H. ef al. Dimensional reduction of a Lorentz and CPT violating
Chern-Simons model. Phys. Rev. D, v. 67, p. 125011, 2003.

[95] BERGER, M. S.; KOSTELECKY, V. A. Supersymmetry and Lorentz violation. Phys.
Rev. D, v. 65, p. 091701, 2002.

[96] BELICH, H. et al. Supersymmetric extension of the Lorentz and CPT violating
Maxwell-Chern-Simons model. Phys. Rev. D, v. 68, p. 065030, 2003.

[97] SCARPELLI, A. P. B. et al. Remarks on the causality, unitarity and supersymmetric
extension of the Lorentz and CPT violating Maxwell-Chern-Simons model. Nucl. Phys. B
Proc. Suppl., v. 127, p. 105-109, 2004.

[98] LEHNERT, R.; POTTING, R. The Cerenkov effect in Lorentz-violating vacua. Phys.
Rev. D, v. 70, p. 125010, 2004.

[99] LEHNERT, R.; POTTING, R. Vacuum Cerenkov radiation. Phys. Rev. Lett., v. 93, p.
110402, 2004.

[100] ALTSCHUL, B. Cerenkov Radiation in a Lorentz-Violating and Birefringent Vacuum.
Phys. Rev. D, v. 75, p. 105003, 2007.

[101] KAUFHOLD, C.; KLINKHAMER, F. R. Vacuum Cherenkov radiation and photon
triple-splitting in a Lorentz-noninvariant extension of quantum electrodynamics. Nucl. Phys. B,
v. 734, p. 1-23, 2006.

[102] FRANK, M.; TURAN, I. The Casimir Force in a Lorentz Violating Theory. Phys. Rev.
D, v. 74, p. 033016, 2006.

[103] KHARLANOV, O. G.; ZHUKOVSKY, V. C. Casimir Effect within D=3+1
Maxwell-Chern-Simons Electrodynamics. Phys. Rev. D, v. 81, p. 025015, 2010.

[104] KOSTELECKY, V. A.: MEWES, M. Lorentz-violating electrodynamics and the cosmic
microwave background. Phys. Rev. Lett., v. 99, p. 011601, 2007.

[105] XIA, J.-Q. et al. Testing CPT Symmetry with CMB Measurements. Astron. Astrophys.,
v. 483, p. 715-718, 2008.

[106] XIA, J.-Q.; LI, H.; ZHANG, X. Probing CPT Violation with CMB Polarization
Measurements. Phys. Lett. B, v. 687, p. 129—-132, 2010.



117

[107] FENG, B. et al. Searching for CPT Violation with Cosmic Microwave Background
Data from WMAP and BOOMERANG. Phys. Rev. Lett., v. 96, p. 221302, 2006.

[108] COLLADAY, D.; MCDONALD, P. Redefining spinors in Lorentz violating QED. J.
Math. Phys., v. 43, p. 3554-3564, 2002.

[109] BLUHM, R.; KOSTELECKY, V. A.; RUSSELL, N. CPT and Lorentz tests in hydrogen
and anti-hydrogen. Phys. Rev. Lett., v. 82, p. 2254-2257, 1999.

[110] KOSTELECKY, V. A.; VARGAS, A. J. Lorentz and CPT tests with hydrogen,
antihydrogen, and related systems. Phys. Rev. D, v. 92, n. 5, p. 056002, 2015.

[111] BLUHM, R.; KOSTELECKY, V. A.; RUSSELL, N. Testing CPT with anomalous
magnetic moments. Phys. Rev. Lett., v. 79, p. 1432-1435, 1997.

[112] BLUHM, R; KOSTELECKY, V. A.; RUSSELL, N. CPT and Lorentz tests in Penning
traps. Phys. Rev. D, v. 57, p. 3932-3943, 1998.

[113] SANTOS, V. E. M. d. Acoplamentos nao-minimos de dimensao cinco com violagdo da
simetria de lorentz nos setores eletrofraco e hadronico. Tese (Doutorado em Fisica)-Sao Luis,
Universidade Federal do Maranhao, 2018.

[114] LANDSMAN, N. P; WEERT, C. G. van. Real and Imaginary Time Field Theory at
Finite Temperature and Density. Phys. Rept., v. 145, p. 141, 1987.

[115] WEERT, C. G. van. An introduction to real-and imaginary-time thermal field theory.
Lecture Notes on Statistical Field Theory, 2001.

[116] COLEMAN, S. R.; GLASHOW, S. L. High-energy tests of Lorentz invariance. Phys.
Rev. D, v. 59, p. 116008, 1999.

[117] GOMES, M. et al. On the aether-like Lorentz-breaking actions. Phys. Rev. D, v. 81, p.
045018, 2010.

[118] SCARPELLI, A. P. B. et al. Four-dimensional aether-like Lorentz-breaking QED
revisited and problem of ambiguities. Eur. Phys. J. C, v. 73, p. 2526, 2013.

[119] CARROLL, S. M.; TAM, H. Aether Compactification. Phys. Rev. D, v. 78, p. 044047,
2008.

[120] MARIZ, T. Radiatively induced Lorentz-violating operator of mass dimension five in
QED. Phys. Rev. D, v. 83, p. 045018, 2011.

[121] MARIZ, T.; NASCIMENTO, J. R.; PETROV, A. Y. On the perturbative generation of
the higher-derivative Lorentz-breaking terms. Phys. Rev. D, v. 85, p. 125003, 2012.



118

[122] CASANA, R. et al. Radiative generation of the CPT-even gauge term of the SME from
a dimension-five nonminimal coupling term. Phys. Lett. B, v. 726, p. 815-819, 2013.

[123] MARIZ, T. et al. A remark on lorentz violation at finite temperature. Journal of High
Energy Physics, 10P Publishing, v. 2005, n. 10, p. 019, 2005.

[124] NASCIMENTO, J. R. et al. Lorentz-CPT violation, radiative corrections and finite
temperature. JHEP, v. 06, p. 016, 2007.

[125] ASSUN(;AO, J. E; MARIZ, T.; PETROV, A. Y. Nonanalyticity of the induced
Carroll-Field-Jackiw term at finite temperature. EPL, v. 116, n. 3, p. 31003, 2016.

[126] FORD, L. H. Vacuum Polarization in a Nonsimply Connected Space-time. Phys. Rev.
D, v.21, p. 933, 1980.

[127] CASANA, R.; SILVA, K. A. T. da. Lorentz-violating effects in the Bose—Einstein
condensation of an ideal bosonic gas. Mod. Phys. Lett. A, v. 30, n. 07, p. 1550037, 2015.

[128] FURTADO, J.; RAMOS, A.C. A;; ASSUNCAO, J. F. Effects of Lorentz violation in
the Bose-Einstein condensation. EPL, v. 132, n. 3, p. 31001, 2020.

[129] BORDAG, M.; MOHIDEEN, U.; MOSTEPANENKO, V. M. New developments in the
Casimir effect. Phys. Rept., v. 353, p. 1-205, 2001.

[130] BORDAG, M. et al. Advances in the Casimir effect. [S.1.]: Oxford University Press,
2009. v. 145.

[131] CASIMIR, H. B. G. On the attraction between two perfectly conducting plates. Indag.
Math., v. 10, n. 4, p. 261-263, 1948.

[132] SPARNAAY, M. J. Measurements of attractive forces between flat plates. Physica,
v. 24, p. 751-764, 1958.

[133] LAMOREAUX, S. K. Demonstration of the Casimir force in the 0.6 to 6 micrometers
range. Phys. Rev. Lett., v. 81, p. 5475-5476, 1998.

[134] MOHIDEEN, U.; ROY, A. Precision measurement of the Casimir force from 0.1 to 0.9
micrometers. Phys. Rev. Lett., v. 81, p. 4549-4552, 1998.

[135] KLIMCHITSKAYA, G. L.; MOHIDEEN, U.; MOSTEPANENKO, V. M. The Casimir
force between real materials: Experiment and theory. Rev. Mod. Phys., v. 81, p. 18271885,
20009.

[136] MILTON, K.; BREVIK, I. Casimir Physics and Applications. Symmetry, v. 11, n. 2,
p- 201, 2019.



119

[137] PLUNIEN, G.; MULLER, B.; GREINER, W. The Casimir Effect. Phys. Rept., v. 134,
p. 87-193, 1986.

[138] CRUZ, M. B.; MELLO, E. R. Bezerra de; PETROV, A. Y. Casimir effects in
Lorentz-violating scalar field theory. Phys. Rev. D, v. 96, n. 4, p. 045019, 2017.

[139] MUNIZ, C. R. et al. On the Global Casimir Effect in the Schwarzschild Spacetime.
JCAP, v. 01, p. 006, 2018.

[140] PONTON, E.; POPPITZ, E. Casimir energy and radius stabilization in five-dimensional
orbifolds and six-dimensional orbifolds. JHEP, v. 06, p. 019, 2001.

[141] ALENCAR, G. et al. Rainbow’s gravity corrections to the black hole global Casimir
effect. Eur. Phys. J. Plus, v. 135, n. 1, p. 18, 2020.

[142] SORGE, F.; WILSON, J. H. Casimir effect in free fall towards a Schwarzschild black
hole. Phys. Rev. D, v. 100, n. 10, p. 105007, 2019.

[143] CHRISTODOULAKIS, T. et al. Casimir effect in 2-D stringy black hole backgrounds.
Phys. Rev. D, v. 64, p. 124022, 2001.

[144] VAGENAS, E. C. Casimir effect, Achucarro-Ortiz black hole and the cosmological
constant. Phys. Rev. D, v. 68, p. 024015, 2003.

[145] LAMBIASE, G.; STABILE, A.; STABILE, A. Casimir effect in Extended Theories of
Gravity. Phys. Rev. D, v. 95, n. 8, p. 084019, 2017.

[146] BUONINFANTE, L. et al. Casimir effect in quadratic theories of gravity. Eur. Phys. J.
C,v.79,n. 1, p. 41, 2019.

[147] MUNIZ, C. R.; BEZERRA, V. B.; CUNHA, M. S. Horava-Lifshitz gravity effects
on Casimir energy in weak field approximation and infrared regime. Phys. Rev. D, v. 88, p.
104035, 2013.

[148] FERRARI, A. F. et al. Horava-Lifshitz modifications of the Casimir effect. Mod. Phys.
Lett. A, v. 28, p. 1350052, 2013.

[149] ULION, 1. J. M.; MELLO, E. R. Bezerra de; PETROV, A. Y. Casimir effect in
Horava—Lifshitz-like theories. Int. J. Mod. Phys. A, v. 30, n. 36, p. 1550220, 2015.

[150] MUNIZ, C.R.; BEZERRA, V. B.; CUNHA, M. S. Casimir effect in the Hofava—Lifshitz
gravity with a cosmological constant. Annals Phys., v. 359, p. 55-63, 2015.

[151] SILVA, D. R. da; CRUZ, M. B.; MELLO, E. R. Bezerra de. Fermionic Casimir effect
in Horava-Lifshitz theories. Int. J. Mod. Phys. A, v. 34, n. 20, p. 1950107, 2019.



120

[152] BLASONE, M. et al. Casimir effect in Post-Newtonian Gravity with Lorentz-violation.
Eur. Phys. J. C,v.78,n. 11, p. 976, 2018.

[153] ESCOBAR-RUIZ, A. M. et al. Scalar Casimir effect for a conducting cylinder in a
Lorentz-violating background. Int. J. Mod. Phys. A, v. 36, n. 23, p. 2150168, 2021.

[154] CRUZ, M. B.; MELLO, E. R. Bezerra de; PETROV, A. Y. Fermionic Casimir effect in a
field theory model with Lorentz symmetry violation. Phys. Rev. D, v. 99, n. 8, p. 085012, 2019.

[155] CASANA, R. et al. Feynman propagator for the nonbirefringent CPT-even
electrodynamics of the Standard Model Extension. Phys. Rev. D, v. 82, p. 125006, 2010.

[156] SANTOS, F. E. P. dos; FERREIRA, M. M. Fermion Scattering in a CPT-Even Lorentz
Violation Quantum Electrodynamics. Symmetry, v. 10, n. 8, p. 302, 2018.

[157] MILTON, K. A. The Casimir effect: physical manifestations of zero-point energy.
[S.1.]: World Scientific, 2001.

[158] ZHAI, X.-h.; LI, X.-z.; FENG, C.-J. The Casimir force of Quantum Spring in the
(D+1)-dimensional spacetime. Mod. Phys. Lett. A, v. 26, p. 669—679, 2011.



121

APENDICE A - EXPRESSAO PARA O RESULTADO FINITO DO TENSOR DE
POLARIZACAO CPT-PAR A TEMPERATURA ZERO

A expressdo para a parte finita do tensor de polarizagdo CPT-par no regime de tem-
peratura zero € dada por

e e R L BT

1[ - .
KHEY (1 — 2x)2}x2 +5 [(kc)“o‘kakv + (kc)vo‘kak“] (1—2x)%(m?* — k*x?)

+ (k)™ [mZ — kP (x— 1)2} {mz — kzxz} — 2% {mz + kP x(x — 1)} {(léc)ﬂvm2
b g ok R kot (1 20 4 o) Pk (3 1)
(ke )1V [x(?) —2x) — 1} } — {mz +kx(x — 1)} {(JQC)FW[zm2 — k2 (1 —2x+2x%)]

[(l%c)““kakv + (l%c)vakak“} + (/Acc)aﬁkakﬁn“vxz

+ 2In {mz i 1)} {(Ac)“v {mz + K2 (3x— 2% — 1)}

2 [<7<c>“ Hak” + (lQJWkakM} - (ke) P kg — 1)}

+ )™ {m2+k2x(x—l)r{l+2yp;ln [mzﬁz(x—l)r}

>

(1—2x)?

n 4{m2+k2x(x_1)H 5 {(icc)ﬂakak"+(i€c)vakaku]

(ko) PhakgnHVx(x — 1) + k2 (ko )* {x(4 —3x) — 1} }m u) : (A.1)

onde Yz é a constante de Euler—Mascheroni (¢ = 0,577). E importante enfatizar que ao con-
trairmos F()“ Y'(k) com ky iremos obter zero como resultado, apés a integral em x ser realizada.

Isto nos diz que, de fato, o tensor de polarizagdo € invariante de gauge.
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APENDICE B - INTEGRAL ANGULAR DO SETOR ANISOTROPICO DE
PARIDADE IMPAR

A integral angular

21 2 2
o _ Y0 1ul2 cos28 )| n2 - m2 (fﬁf)
I(apl.)_/o dG\/<1—|— 1 lu|? cos G)p +m? o — (B.1)

tem como solugao
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2 2 2 2
B+pPK(— 20 ) _iap*/Bypk| LT
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2
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p*+Bl)’ '
onde
A = B.3
) nn 2.
B—m+<a>, (B.4)
T
K(k) = F(E,k); (B.5)
T
sendo
¢ de
F(o.k)= | ———— (B.7)
(9.5 /0 1 —k2sin% 0
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uma integral eliptica do primeiro tipo e

9
E(¢,k) :/0 V'1—k2sin>0d6 (B.8)

uma integral eliptica do segundo tipo.
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