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RESUMO

Apresentamos o expoente de Lojasiewicz no infinito, demonstramos que este € um nimero
racional para aplicagdes polinomiais F : C" — C™, n > 2. Mostramos ainda que, para este caso,
o expoente € atingido no conjunto dos z € C", tais que uma de suas fungdes coordenadas se
anula. Ademais, definimos a rela¢do de equivaléncia analitica de funcdes no infinito e utilizamos
o exponte de Lojasiewicz para mostrar que no complementar de um conjunto algébrico proprio
dos polindmios de grau menor ou igual a um certo grau fixado, hd somente um nimero finito de

classes de equivaléncia.

Palavras-chave: conjuntos semialgébricos; expoente de L.ojasiewicz; equivaléncia analitica de

fung¢des no infinito.



ABSTRACT

We present the Lojasiewicz exponent at infinity, we show that this is a rational number for
polynomial maps F : C* — C™, n > 2. We also show that, for this case, the exponent is attained
in the set of z € C", such that one of its coordinate functions is zero. Furthermore, we define the
analytic equivalence relation of functions at infinity and use the exponent of L.ojasiewicz to show
that in the complement of a proper algebraic set of polynomials of degree less than or equal to a

certain fixed degree, there are only a finite number of equivalence classes.

Keywords: semialgebraic sets; Lojasiewicz expoent; analytic equivalence of functions at

infinity.
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1 INTRODUCAO

Uma das principais atividades da matematica € classificar objetos. Ainda no inicio
da vida académica temos contato com a no¢dao de homeomorfismo, por exemplo, passando-se
a procurar objetos que sio topologicamente equivalentes. Mais ainda, busca-se propriedades
que dois objetos homeomorfos devem ter em comum ou que, eventualmente, possam nao ter.
Em particular, em 1962 René Thom conjecturou que no conjunto dos polindmios reais em
n varidveis de grau menor ou igual a k s6 teriamos uma quantidade finita de equivaléncias
topoldgicas (mais detalhes serdo dados no inicio do capitulo 3). Embora esta conjectura tenha
sido provada como verdadeira, outros resultados permaneceram em aberto. Neste trabalho
buscamos estudar o conceito de equivaléncia analitica no infinito entre polindmios utilizando o
expoente de Lojasiewicz.

O primeiro capitulo trata a respeito de algumas propriedades de equagdes diferenciais
ordindrias que serdo importantes nos principais resultados deste trabalho. Apds isto, passamos a
tratar de conjuntos semialgébricos. Apresentamos algumas propriedades bésicas, enunciamos
o teorema da Decomposic¢ao Cilindrica e, apds definir o que € uma fun¢ao semialgébrica, o
utilizamos para demonstrar o teorema de Tarski-Seidenberg. Este teorema tem papel central
na geometria algébrica real. Com efeito, este nos diz que fungdes semialgébricas preservam a
estrutura de conjunto semialgébrico, algo que ndo ocorre, por exemplo, com as fungdes continuas
e conjuntos abertos, uma vez que uma esta pode aplicar um aberto em um conjunto que nao
€ aberto. Feito isto, encerramos o capitulo demonstrando algumas propriedades das fungdes
semialgébricas, por exemplo, mostramos que se f : (A, +e0) — R é semialgébrica, entdo existem
B > A e N natural tal que, para x € (B, +), temos | f(x)| < x.

No segundo capitulo definimos o expoente de L.ojasiewicz (% (F)) e enunciamos
um resultado devido a Stanistaw Spodzieja em [13] que relaciona o expoente com as aplicagdes
semialgébricas. Apds isso, demonstramos na Proposicdo 3.0.2 que se F : C" - C",n > 2, ¢
polinomial entdo o expoente de Lojasiewicz de F restrita a um subconjunto S algébrico préprio e
ilimitado é um niimero racional e, como coroldrio, obtemos que F'|S é prépria se e somente se 0
expoente de Lojasiewicz de F|S é positivo. Por fim, demonstramos .Z..(F) = Z.(F|S) onde S é
o conjunto dos pontos onde ao menos uma das funcdes coordenadas de F se anula.

Por fim, no terceiro capitulo definimos o que € uma vizinhanga do infinito e o que
significa duas func¢des serem analiticamente equivalentes no infinito. Somado a isso, mostramos

que, dado um polindmio real f em n varidveis de grau menor ou igual a k com Z(Vf) > k—1,
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existem hipdteses sobre um polindmio P de modo a termos f analiticamente equivalente no
infinito a f 4 P. A saber, estas condicdes sdo que P seja um polindmio de grau menor ou igual a
k em n varidveis tal que para um certo € > 0 tenhamos |P(x)| < €|/ x ||Fe || VP(x) ||< & || x |[*~!
para || x ||> R > 0.

Ainda no terceiro capitulo, demonstramos que existe um subconjunto algébrico
proprio no conjunto dos polindmios reais de n varidveis de grau menor ou igual a k, tal que, o
gradiente dos polindmios no complementar desse conjunto tem expoente de Lojasiewicz igual a
k — 1. Mais ainda, no complementar deste mesmo conjunto sé hd um nimero finito de classes de

equivaléncia. Encerramos o capitulo fazendo comentarios a respeito do caso complexo.
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2 PREMILINARES

Este capitulo pretende em sua primeira secdo enunciar resultados da ja conhecida
teoria de Equacdes Diferenciais Ordindrias que serdo usados ao longo do texto e em sua segunda
secdo introduzir conjuntos semialgébricos o que serd fundamental para o restante do trabalho.
Provaremos ainda algumas propriedades topoldgicas bésicas destes conjuntos. Ainda nesta
segunda parte serd introduzido o que € uma aplicagdo semialgébrica e demonstraremos o Teorema

de Tarski-Seidenberg, apds isto, provaremos algumas propriedades de fun¢des semialgébricas.

2.1 Equacoes diferenciais ordinarias

Seja F : G — R" definido no aberto G C R"*!. Considere a seguinte equacio

diferencial

Yy =F(t,y) 2.1

onde y = (yl1 yeeey y;) Assuma que o sistema (2.1) tem a seguinte propriedade: para
todo (7,m) € G hd uma tnica solugdo ¢(7,n) : I(t,n) — R" do sistema (2.1) definida no
intervalo maximal /(7,7n) C R e satisfazendo a condicdo inicial ¢(7,1n)(7) = 1.

Dizemos que ¢(7,7n) é solugdo do sistema integral (2.1). Dizemos que essa equagdo
diferencial possui a propriedade de unicidade de solugdes.

Para tais sistemas definimos
V={(t,n,t) eRxR"xR:(7,n) € G,r€l(r,n)}
ed:V — R"por
(7,1,1) = ¢(7,n)(1).
& ¢ dita solucdo geral de (2.1).

Proposicao 2.1.1. Sejam F : J x D — R" continua e ¢ : (a,b) — D solucdo integral de (2.1).
Se (a,b] C J, entdo para todo compacto K C D hd c € (a,b) tal que ¢(t) ¢ K parat € (c,b).
Analogamente, se [a,b) C J, entdo para todo compacto K C D hd d € (a,b), tal que ¢(t) ¢ K

parat € (a,d).

Demonstragdo. Ver Teorema 3.1 de [6]. U]
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Teorema 2.1.1. Se 0 mapa F é solugdo de classe C",m € Z,m > 0, entdo a solugcdo geral do

sistema (2.1) existe e é de classe C™.
Demonstragdo. Ver Corolario 4.1 de [6]. O

Teorema 2.1.2. Se o mapa F é analitico, entdo a solugcdo geral do sistema (2.1) existe e é

analitica.

Demonstragdo. Ver Teorema 1.8.12 de [9]. ]

2.2 Conjunto semialgébricos

Os resultados e defini¢des feitos nesta se¢do estdo em [1] e [4].

Definiciio 2.2.1. Um subconjunto X C R" é semialgébrico se existem polindmios P, j € R[xy,- - ,xp]
tais que
r Si
X=[VU{xeR": P si 0} six € {<,=>}.
i=1j=1
Exemplo 2.2.1. Todo conjunto algébrico é semialgébrico.

Exemplo 2.2.2. Os conjuntos semialgébricos da reta sdo unioes finitas de pontos e intervalos.

Proposicao 2.2.1. A colecdo de conjuntos semialgébricos é a menor colegcdo de conjuntos que

contém {x € R"; f(x) > 0} e é fechada por unides e intersecdes finitas e complementares.

Demonstragcdo. Seja € uma familia de subconjuntos do R” que contém todos os conjuntos da
forma {x € R": f(x) > 0} fechada para unides e interse¢des finitas e complementares.

Tome A = {x € R": f(x) > 0} elemento de Q. Entdo R" —A = {x e R": f(x) <O0}.
Seja g € Rlxy,---x,],g = —f. O conjunto B = {x € R";g(x) > 0} é um elemento de Q e
R"—B={xeR":0< f(x)}. Como Q é fechada para interse¢des finitas, C = (R" —A) N (R" —
B) ={x € R": f(x) =0} € um elementode Q. Logo, Q contém todos os conjuntos da forma
{xeR": f(x) >0}e{xeR": f(x) =0},Yf € Rlxy,- - ,x,]. Dai, Q contém todos os conjuntos
semialgébricos.

Por outro lado, a intersecdo de todos os conjuntos do tipo  contém todos os
conjuntos do tipo {x € R": f(x) >0} e {x e R": f(x) =0},Vf € R[xy,--- ,x,] e é fechada para
intersecdes finitas, unides finitas e complementares. Portanto os semialgébricos estdo contidos

na intersecao. 0
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Proposicao 2.2.2. Todo conjunto semialgébrico em R" pode ser escrito como uma unido finita

de conjuntos semialgébricos da forma:

{xeR":P(x)="---=P(x) =0,01(x),...0;(x) > 0}, (2.2)
onde Py,...,P,01,...,0; sdo elementos de R|xy, ..., X,).

Demonstragdo. Todo conjunto da forma (2.2) pode ser escrito como (72 {x € R" : R;s;0}, com
sj € {>,=} e R; ¢ uma renomeacdo dos polindémios P, e Q;. Logo, a familia dos conjuntos
da forma (2.2) formam uma subfamilia da familia dos conjuntos semialgébricos e contém os
conjuntos da forma {x € R" : f(x) > 0}. Pela Proposi¢do 2.2.1, basta mostrar que ela é fechada
para unides finitas, intersecdes finitas e complementares.

Ela € fechada para a unides finitas por defini¢do e o caso da intersecao segue da

distributividade da intersecao pela unido. Quanto a ser fechado por complementar, basta notar

m
({x € R%Risi0} = J{x € R": R;(x) =50},
i=1

onde —s; € {#,<}.
Se —s; =#, podemos escrever {x € R" : R;(x) # 0} como {x € R" : R;(x) >0} U{x €
R": —R;(x) > 0}, obtendo um conjunto do mesmo tipo. Portanto, podemos concluir que essa

unido € de conjuntos do tipo enuciado. 0
Enuciamos agora o Teorema da Decomposi¢do Cilindrica.

Teorema 2.2.1. Seja X C R" um conjunto semialgébrico, e denotemos um elemento de R" por
(x,2) = ((x1,-+sXn—1),1). Entdo:

(an) X tem uma quantidade finita de componentes conexas, e cada uma delas é
semialgébrica;

(b,) Existe uma particdo finita & de R"~ em conjuntos semialgébricos conexos de

forma que, para todo A € &, podemos definir
AR Ek=0,1,...84,84+1

tais que:

A A .
]) fO :—oo,fSA+1 = o0,

2) f,‘? :A — R é uma fungcdo continua para todo k = 0,1,...,84,54 + 1, e para todo x €

A S () < S ()
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3) Todos os conjuntos da forma
[(o) €R™: f(x) <t < fly(hk=0,1,....8,

sdo ditos de tipo B e
{(e,t) ER™: fl=t}k=1,...,5

sdo ditos de tipo 9.
4) A colecdo de todos os conjuntos de R" indicados em 3) formam uma particdo de R". A

colecdo destes conjuntos que estd contida em X formam uma parti¢do de X.
Demonstragdo. Ver Teorema 2.2.1 de [1]. O

Definicao 2.2.2. Sejam X C R" e Y C R conjuntos semialgébricos. Dizemos que f: X —Y é

semialgébrica se o grdfico de f é um conjunto semialgébrico em R,

Exemplo 2.2.3. Todo polinomio P em n varidveis é semialgébrico, pois o grdfico de P é o

conjunto {(x,y) € R"!;y —P(x) = 0}.

Enunciamos agora um dos teoremas mais importantes envolvendo conjuntos semial-
gébricos. Este nos diz que uma funcado semialgébrica aplica semialgébrico em semialgébrico.
Veja que algo andlogo ndo ocorre, por exemplo, com funcdes continuas, estas ndo aplicam
abertos em abertos. Por outro lado, homeomorfismos o fazem. Ocorre algo andlogo também
para homomofismos de grupos, onde a imagem de um grupo € ainda um grupo ou subgrupo. Isto
nos diz que aplicacdes semialgébricas preservam a estrutura de conjuntos semialgébricos. O que

sera fundamental.

Teorema 2.2.2. (Teorema de Tarski-Seidenberg) Sejam X e Y conjuntos semialgébricos, e

f: X =Y uma fungdo semialgébrica. Entdo f(X) é semialgébrico.

Demonstragdo. De f ser semialgébrica, temos que o gréfico de f € semialgébrico e note que
fX)=nrn(X xYNgraf(f)) onde : R" x R™ — R™ ¢ a proje¢do. Note que 7 é semialgébrica,
pois o gréfico de 7 é o conjunto {(x,y,t) € R™"*™:y —t = 0}. Logo, é suficiente mostrar que
se V C R" é semialgébrico, entdo 7(V) também o é.

Facamos inducdo sobre m. Para o caso m = 1, o Teorema da Decomposicao Cilindrica
permite que escrevamos V como a unido de conjuntos semialgébricos conexos dos tipos

e ¢ sobre conjuntos semialgébricos que particionam R". Ao aplicar 7 em V os conjuntos



17

resultantes sdo elementos que particionam 7(V'). Como unido finita de conjuntos semialgébricos
¢ semialgébrica, entdo 7(V) é semialgébrico.

Supondo que a afirmagio vale para o caso m, em 7 : R” x R”"T! — R” podemos
expressar 7 : R" x R+ — R" como a composi¢io de 7 : R” x Rt — R” x R™ composto
com 7 : R" x R™ — R". Pelo caso de base 7 (V) é semialgébrico, e pela hipétese de indugio,

m(m (V) é semialgébrico. O

Proposicao 2.2.3. Sejam X C R", Y C R"™ conjuntos semialgébricos e f : X — Y uma bijecdo

semialgébrica. Entdo, f~':Y — X também é semialgébrica.

Demonstracdo. Por defini¢do graf(f) é semialgébrico. Além disso, defina A : R” x R" —
R" x R™ por A(x,y) = (y,x). Temos que graf(A) = {(x,y,5,1) ER" X R" x R" x R™;x —t =

0,y —s = 0}. Logo, A é semialgébrica e o resultado segue de graf(f~!) = A(graf(f)). O

Iremos apresentar agora a versao légica do Teorema de Tarski-Seidenberg. Para

tanto precisaremos da seguinte defini¢do:

Definicao 2.2.3. Uma linguagem de primeira ordem na lingua de corpos ordenados com
pardmetros em R ¢é definida como:
(1) As formulas atomicas sdao dadas por P(x) > 0 e Q(x) =0 onde P,Q € Rxy,...,x,];
(2) Se @ e V¥ sdo formulas de primeira ordem, entdo ® VY, ® ANY e =P sdo formulas de
primeira ordem,

(3) Se @ é formula de primeira ordem, entdo X P e VX P sdo formulas de primeira ordem.

Ora, os conjuntos semialgébricos podem ser escritos utilizando linguagem de pri-
meira ordem, uma vez que vale:
(@ ye{xeR:Px)}U{xeR": Q(x)} <= P(y) VO(y).
(b) ye {xeR,Px)}N{xeR": Q(x)} & P(y) NO(y).
(c) ye {x e R": P(x)}¢ < =P(y).

Teorema 2.2.3. Se ¥ é uma férmula de primeira ordem, entdo {x € R" : ¥(x)} é semialgébrico.

Demonstracdo. Procedamos por inducdo. E evidente que (1) e (2) na Defini¢do 2.2.3 produzem

conjuntos semialgébricos. Quanto a (3), se

{(x1,. X1 ERLW(xy, . x001)}
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¢ semialgébrico, entio

{(x1,.-.x) € R"; g, Plxg,. o Xpp1)

¢ semialgébrico pois € a projecdo do conjunto anterior. O caso do VXV € equivalente a ~3X V.

[
Esta caracterizacao pode facilitar muito a verificagao de exemplo.

Exemplo 2.2.4. A funcdo médulo é semialgébrica pois o seu grdfico é o conjunto

{(ey)iy = Ial} = {(e):x > 0Ay = x} U{(xy)ix < OAy = —x}.
Aplicaremos a versdo l6gica acima para demontrar a seguinte proposicao:

Proposicao 2.2.4. Se X C R" é semialgébrico, entdo também sdo semialgébricos os conjuntos

int(X),0X e X.

Demonstragdo. Seja P a formula que define o conjunto X. Dai,
L X={xeR,Ve>0,Iye R (||x—y|<e)}={xeR,Ve >0,y e R"(|x—y |?°<
) AP(y)}:
2. IX=XNR"—X;

3. int (X) =R"— (R"—X).
N

A proposicao anterior nos deu propriedades topoldgicas de conjuntos semialgébricos.

Vejamos agora propriedades de fungdes semialgébricas:

Proposicao 2.2.5. Sejam X C R")Y C R™ e Z C R? conjuntos semialgébricose f: X —Y e
g:Y — Z fungoes semialgébricas tais que faz sentido go f. Entdo vale:
1. gof:X — Z é semialgébrica;
Se B C Y é semialgébrico, entdo f~(B) é semialgébrico,
S(X)={h:X — R;h é semialgébrica} é um anel comutativo com unidade.
f é semialgébrica se, e somente se, as funcdes coordenadas sdo semialgébricas.
h:X —Y é semialgébrica se, e somente se, goh € S(X) para toda g € S(Y).
Sef:X —Re f(x)#0,Vx € X. f € S(X) se, e somente se, ]lp € S(X).

SR N

Demonstracdo. 1. Temos que graf(go f) = n((graf(f) x RP)N(R*Ngraf(g)) onde m é

a proje¢do de R"™™*P em R"TP, A afirmacdo € vélida por 2.2.2.
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2. Vejaque f~!(B) = n((X x B)Ngraf(f)). Por Tarski-Seidenberg o resultado segue.

3. Veja que se f é uma fung@o constante igual a ¢, entdo f é semialgébrica, pois graf(f) =
X x {c}. Assim, as fun¢des constantes iguais a 0 e 1 sdo semialgébricas. Além disso, a
soma e o produto de func¢des semialgébricas é ainda semialgébrica, pois para f] e f> semial-
gébricas o graf(fi+/2) ={(x,y,2) ER" X R" xR™;existem y’ e 7" com f{y’)=y e fiz’) = ze x—
y—2z=0} . Analogamente o produto também é semialgébrico. Por fim, — f = 0— f. Logo
S(X) é subanel comutativo com unidade do conjunto do anel das fungdes de X em R.

4. Se f é semialgébrica entdo f; = m; o f que é a composta de fun¢des semialgébricas.
Logo, f; é semialgébrica. Por outro lado, f(x) = (fi(x),0,...,0) + (0, f2(x),0,...,0) +

-+ (0,0,..., fim(x)). De forma que podemos tomar a composta j; o f(x) onde j;(x) é
a inclusdo que € 0 zero em todas as entradas exceto a i-ésima que € x. Temos que
graf(ji) = {x,x1,....xn);x —x; = 0 e x; = 0 para j # i}. Que é um conjunto semialgé-
brico. Segue que f € semialgébrica.

5. Por 1), se h é semialgébrica, g o h também é. Por outro lado, se goh € S(X) para toda

g € S(Y), entdo h; = m; o h também é semialgébrica e por 4), h é semialgébrica.
1

6. Temos g: R —{0} — R que leva x em - é semialgébrica, pois graf(g) = {(x,y) € R?;xy =
1}. Logo, go f é semialgébrica.

]

Exemplo 2.2.5. As funcées racionais sdo semialgébricas pelos itens (1) e (6) da Proposi¢do

2.2.5.

Vamos estimar o crescimento de uma fungdo real semialgébrica, ndo nescessaria-

mente continua. Antes facamos a seguinte proposicao:

Proposiciio 2.2.6. Seja P = apX? +---+ay_1X +ay, onde ay # 0. Se ¢ € C é uma raiz de P,

1

. i

lc| < max (d‘al|> :
i=1,...d \_ |ao

entdo

Demonstragdo. Seja

e z € C tal que |z| > M. Entdo,
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parai=1,...,d. Logo,
a1zt ag| < a2 4+ Jag] < JaoZ]

e, portanto, P(z) # 0, uma vez que se z é zero de P, entdo aozd +---4+ag_1z+a; =0e, dai,

la1z4 - ag| = |ap??|. O

Proposicao 2.2.7. Seja [ : (A,+o0) — R semialgébrica. Entdo existe B> A e N € N tal que
|f(x)| < xV para todo x € (B, +o).

Demonstracdo. Seja T o grifico de f que é um semialgébrico de R?. Pela Proposicdo 2.2.2

podemos escrever I = G1 UG, U--- UG, onde cada G; € ndo vazio da forma

Gi = {(xay) € Rz : Pl(xay) = Oin,l(xay) > 07"'7Qi7k,'(x7y) > 0}

Onde todos os polindmios P; tem grau maior que zero em relagcdo a y, pois, caso
contrdrio, se (xp,yo) € G; entdo o grifio deveria conter a linha {xo} x R, pois P; ndo dependeria
de y. O que nio pode ocorrer pois & grifico. Seja P(x,y) = ao(x)y? +ar (x)y? ' +---4a4(x) o
produto de todos os P;(x,y), onde d > 0 e ag # 0. Escolha C > A grande o suficiente para a,(x)

ndo se anular em (C, o). Pela Proposi¢do 2.2.6, como f é zero de P, nés obtemos

() \ !
NACHIS 21y (d Iao(x)|)

Fazendo x — o temos que o lado direito ¢ equivalente a [Ax*|, a € Q, pois temos o

quociente de um polindmio elevado a um ndmero racional vezes uma constante e, assim, para
efeitos de limite com x — oo, apenas 0 monomio de maior grau € de interesse. LLogo, tomando

N € N,N > o, obtemos B > C, tal que | f(x)| < x"¥ para x € (B, +o). O
Demonstraremos agora a inequagao de L.ojasiewicz:

Teorema 2.2.4. Seja K C R" conjunto compacto e semialgébrico e f,g: K — R funcoes conti-
nuas semialgébricas, tais que se x € K e f(x) =0, vale que g(x) = 0. Entdo existem N € N e

uma constante C > 0, tal que para todo x € K, temos que |g(x)|N < C|f(x)|.

Demonstragdo. Parat > 0, o conjunto F; = {x € K;t|g(x)| = 1}. Claramente F; é fechado em K.
em particular, F; € compacto. Suponhamos F; # @, entdo f ndo se anula em F; (caso contrario,

g também se anularia) e a funcédo m tem maximo em F;, que denotaremos por 6(t). Se F; é
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vazio, colocamos 0(¢) = 0. Isto define uma fungdo 0 : (0,+e) — R que é semialgébrica. Pela

Proposigdo 2.2.7, existe B> 0 e N € N tal que paratodot > B, |0(¢)| < V. Isto é equivalente a

VXEK(O<|g(x)‘<llg:>ﬁ§tN:m)'

Seja D 0 maximo de ‘f;)ay'v no compacto {x € K;|g(x)| > 1/B} e C = max{1,D}.
Obtemos |g(x)|N < C|f(x)].

]
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3 O EXPOENTE DE LOJASIEWICZ NO INFINITO

Neste capitulo iremos definir o expoente de Lojasiewicz e demonstrar resultados
feitos em [2]. Inicialmente mostraremos que se F' : C" — C™ n > 2, € polinomial e a imagem
inversa do zero por F restrita a um conjunto algébrico ilimitado € finita, entdo o expoente de
Lojasiewicz € racional (Proposicao 3.0.2). Por fim mostraremos que o expoente de L.ojasiewicz
de F ¢ atingido no conjunto formado pelos pontos em C" onde ao menos uma de suas func¢des
coordenadas se anula (Teorema 3.0.1). Para tanto, iniciemos com o expoente para aplicacdes em
R".

Seja F : R" — R™. Definimos

NF)={veR":dC,R>0,Vx e R"(||x||[>R=|| F(x) ||[>C | x|")}

e colocamos % (F) como o sup{N(F)}. Se N(F) = &, colocamos .%.(F) = —oo. De forma

andloga, para S conjunto algébrico ilimitado em R", podemos colocar:
N(F|S)={veR:3C,R>0,Vxe S(||x|[|[>R=| Fx) |>C| x|")}

e, assim, % (F|S) = sup{N(F|S)}.
De forma parecida ao caso real, definimos o expoente de Lojasiewicz de F : C* — C™

no infinito como o supremo do conjunto

NF)={veR:3C,R>0VzeC" | z||>R=|F(z) |>C| z]|"}

e denotamos por .Z.(F), onde || z [|= /|z1]*+ -+ |za|?, 2= (21, ,zn) € C*,n € N. Caso
N(F) =@, entdo Loo(F) = —oo.
Uma relacdo entre mapas semialgébricos e o expoente é dada pela seguinte proposi-

cao:

Proposicao 3.0.1. Se F : R" — R™ é semialgébrico, entdo existem C,R > 0, tais que

| F(x) [|>C | x | “\) para || x |> R.
Demonstragdo. Ver Teorema 3.5 de [13]. OJ

Uma curva ¢ : (R,o0) — R¥ & dita meromorfa no infinito se ¢ é soma de uma série

de Laurent da forma

o(t) ="ty +1" "oty + ..., 05 € RS, p € Z.
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De forma andloga podemos definir uma curva meromorfa no infinito com contradominio em C.

Neste caso, observe ainda que fazendo a mudancga de varidvel z = % obteremos
0(x) =2z "p+--+ap+za+---,0eC

de forma que ¢ passa a ser uma série de Laurent em torno do zero. Além disso, cada coordenada
de ¢ € uma série meromorfa de uma varidvel complexa que faz parte do anel das fungdes
meromorfas. De modo que se a imagem de ¢ estd contida em um conjunto S algébrico ilimitado,
tal que (F|S)~'(0) é um conjunto finito, onde F : C¥ — C™ k > 2 é polinomial, entdo F o ¢,

ainda é uma curva meromorfa no infinito

Lema 3.0.1. (Lema de Selecio da Curva) Se X C R¥ é um conjunto semialgébrico ilimitado,
entdo hd uma curva ¢ : (R, o) — R¥, meromorfa no infinito, tal que ¢(t) € X parat € (R,=) e

| 6(2) ||— oo quando t — oo.
Demonstragdo. Ver Lema 2 de [10]. o

Dizemos ainda que ¢ = (@1, ...,9,) : { € C — C"} é meromorfa no « se cada ¢; é
meromorfa.

A notagio || F(z) ||~|| z||* serd usada para dizer que

F
0<limM<M
e ||z

Sejam F : C" — C™,n > 2, polindmio e S C C" conjunto algébrico ilimitado, vale:

Proposiciio 3.0.2. Se (F|S)~1(0) < +oo, entdo Zo(F|S) € N(F|S) NQ. Mais ainda, hd uma
curva meromorfa no infinito ¢ : {t € C;|t| > R} — C™, tal que ¢(t) € S, || ¢(¢) || — o= quando

t—ooel| Fo(r)||~| o) ||ZF1S) quando t — oo.

Demonstragdo. Note que o conjunto {(z,w) € S x S;|| F(z) ||*<|| F(w) [|> V || z ||*#]| w ||*} ¢
semialgébrico.

Pelo Teorema de Tarski-Seidenberg o conjunto

X={zeSsweS(IFEIP<IFW) IPVIIzIPAIwi?)}={zeS: (I F(z)I= min [|F(w)]]}

llzll=lwll
€ também semialgébrico e ilimitado. Este ultimo acontece, pois, como S € ilimitado, para todo

nimero real A, podemos obter z € S com || z ||> A, daf podemos tomar zg € S com || z9 ||=]| z || e

I F(z0) [I= min [RCNIE
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parax € S.

Pelo Lema de Selecdo de Curvas existe uma curva ¢ : (R, o) — X meromorfa no
infinito com || ¢ (¢) ||~ e quando ¢ — 0. Entdo hd um inteiro positivo p tal que ¢ é a soma da
série de Laurent: t” o, + P! Op_1+...,com e € C*k, o, # 0. Dai, como F € polinomial, segue
que existe g inteiro com Fo ¢(t) =19B, +t77 1B, 1 +...,B; € C,B, # 0. Dai, tomemos A = %,
e, portanto, || F o @(r) ||~ ¢() |* quando r — oo,

SejaT = {z € Cz = 3(1),1 € (R, +e0)}. Entdo || F(2) [l~|| 2 |[*, quando | z |~
00,7 € T.

Desejamos mostrar que % (F|S) = A.

Como

0< lim M <M
et e
entdo paraz € T, z || > A, temos que || F(z) ||[< M || z ||*, segue que Zn(F|S) < A.
Como T € ilimitado, segue que existem A, B > 0 tais que, paraz € [, || z||> B, temos

| F(z) ||>A| z]||*. Sejawe S || w]|> B, temos que existe wo € X, || wo ||=|| w || e dai
A A
| Ew) [|Z[| F(wo) [[Z A || wo [[*=A | w [

Dai, A € N(F|S) e, portanto, .Z.(F|S) > A. De forma que a primeira parte da
proposicao estd demonstrada.

Quanto a segunda parte, seja ¢ a extensdo ao dominio complexo de ¢, isto é,
o(t) =tPa,+tPta, 1 +---,ondet € C,|t| > R,0 € C™, 0, # 0. Temos que ¢ é meromorfa
no infinito e || ¢(¢) ||— o quando ¢ — oo. De forma analoga, seja F o ¢ extensio de F o ¢ como
Fog(t)=1I,+t7'B,_1+---,ondet € C,|t| > R,B; € C" e B, # 0. Pela construgdo feita
anteriormente, temos o resultado.

O]
Segue da proposi¢do anterior que:
Corolario 3.0.1. Z.(F|S) > —oo se, e somente se, #(F|S)~1(0) < oo,

Uma aplicacdo f: R" — R ¢ dita prdpria se a imagem inversa de compacto por f é

ainda compacto. Isto é equivalente a termos que se limx; = oo, entéo lim f(x;) = eo.

Corolario 3.0.2. F|S é proprio se, e somente se, Z.(F|S) > 0.
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Demonstracdo. Se £ (F|S) <0, pela proposi¢ao anterior, existiria uma curva meromorfa no
o indo para o infinito, mas com F' composta com essa curva limitado. Assim, F|S ndo seria
propria.

Por outro lado, existem A, B > 0 tal que para || z || > B, temos || F(z) ||> A || z ||[Z=(F19),
Assim, se z; € uma sequéncia indo para o oo, temos que para k suficientemente grande passamos

ater || F(z) > A || z¢ [ F19, logo F(z¢) — +oe. N

Exemplo 3.0.1. Seja F : C> — C dada por F(x,y) = x*y+xe S = {(x,y);2xy+ 1 = 0}. Temos

)
Zl que pela Proposicdo

que ¢(t) = (w 5t) pertence a S para todo t > 0. Além disso, F o ¢ (1) =
3.0.2 nés que
Zo(F|S) = —

. Isto é, F|S ndo é uma aplicagdo prdpria.

Lema 3.0.2. Seja ® = (¢1,...,0n) : C — C" um mapa polinomial e ¢ = @y --- @p,. Se ¢ é um

polinémio de grau positivo e T o conjunto dos seus zeros, entdo para todot € C
| ©(2) [|= 27¢® min || &(7) | -
teT

Demonstracdo. Fixemos ty € C e o mincer |tp — 7| atingido em 75 € T. Se ¢; é um polindmio

de grau positivo e tem a forma
deg¢i

¢i(1) =ci [Tt —7)),

Jj=1
entao nds temos

2lto — Tij| = [to — Tij| + [to — Tl > to — To| + [to — Tij| > [0 — Tijl-

Portanto,
deg@; deg¢; degd;
2989 0 (10) | = 29%%|c; H t—Tij)| = |ci H 2(t =) > leil TT 2170 — jl = |9i(70)]-
j= J=1

Essa inequag@o também € verdade para ¢; constante. Como deg® > deg¢, obtemos

294 || @(10) [|2]| @ (7o) ||= mincer || D(1) || -
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Para uma sequéncia z = (zy,...,z,) € C",n > 2, pomos, para todo i € {1,...,n},

!

Z; = (215 s T 15 Zit 15 -1 Zn)-

Lema 3.0.3. Seja f : C* — C polindémio ndo constante e S o conjunto dos seus zeros. Se degf =
deg, f para i € {1,...,n}, entdo hd constantes C > 1,D > 0, tal que para todo i € {1,...,n},

|zi| < C|Zi| paraz € S e |z}| > D.

Demonstragdo. Suponha que isto ndo ocorra, entdo existe uma sequéncia {z}, } C S, com

| 2 = o0 € zig > Ci || |- Isto &,

A

=0.
ke || zig ||

Digamos que o grau de f seja d e observemos os mondmios de grau d de f, denotando por f;.

Dai, se z = (z1,...24) € S, temos

Za al... O
LTS 3.1)
Zik

Porém, como degf = deg_, f, existe um mondmio Zaozf, onde ag € diferente de 0. Dai, tomando
k — oo na equacdo 3.1, obtemos ag = 0.

]

Lema 3.04. Seja F : C" — C™ e T uma mudanga linear de coordenadas de C". Se v € N(F),
entdoveE N(FoT).

Demonstragcdo. Temos que T € um isomorfismo e vale que

N= inf ||Tx|<||T|< sup || Tx|=M.

[lx]|=1 |lx[|=1

Tome v € N(F), daf existem A,B > 0 tais que || x ||> B implica || F(x) ||> B || x||".
Agora, se Tx =y, entdo || Tx ||> N || x ||, de forma que se || x ||> 4, teremos || y || > A e ird valer

que || FoT(x)||=||F(y)||>B] y| DeformaqueveN(FoT). O

Veja que de forma andloga ao Lema anterior, se S é um subconjunto de C" ilimitado,

entdo N(F|S) é invariante por mudangas lineares de coordenadas em C”.

Teorema 3.0.1. Seja F = (f1,..., fm) : C* = C™.n > 2, um mapa polinomial e S = {z €
C"; f1(z) - fn(z) = 0} ndo vazio, entdo £(F) = Zw(F|S).

Demonstragdo. Vamos assumir que
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() §#CH
(2) (FI$)~1(0) <o

Com efeito, se (1) ndo vale o resultado € imediato e se (2) ndo vale o resultado segue
do Coroldrio 3.0.1. Somado a isso, é evidente que N(F) C N(F|S), logo, basta-nos mostrar que
N(F|S) C N(F).

Vamos realizar uma mudancga de coordenadas em C" da seguinte forma: substitua z;
por ajvi+ - +aipVn,..., Zn POI Ap1Vi + - - - + apyVp, de forma que a matriz (a;;) seja invertivel.
Hé um niimero infinito de formas de escolher os a;;. Porém, colocaremos mais condi¢oes sobre a
escolha destes. Seja f = f1--- fi- De (1) nés temos que degf > 0 e podemos olhar para a parte

homogénea de grau maximo, digamos d, de f como

o
Zalz e (xm

onde }'; @j; = d que pela mudanga de coordenadas acima ficara:
o Oy
Y ai(ayvi+---+apwn) * - (@nvi + -+ dpava) .
i

At Q o
Para cada v; teremos um mondmio da forma ¥,;a;(a;; ---a, }”)v‘? . Queremos que

cada al(atlx}l .. OCm)

# 0. Mas como s6 hd uma quantidade finita de equacdes que os a;; precisam
satisfazer, isto € possivel. De tal forma que, podemos assumir degf = deg., f e, mais ainda,
repetindo este processo para cada f;, teremos deg,, f; = degf;j.

De (2) e do Corolario 3.0.1, segue que N(F|S) é ndo vazio. Tome v € N(F|S), entdo
existem A,B>0com || F({) ||>A | { ||" para || § ||> B.

Pelo Lema 3.0.3, existem C > 1 e D > 0 tais que para todo i € {1,...,n} vale
|zi| <ClZ}|,onde z € Se |z} > D.

Ponha A; = 279F Amin(1,C") e By = max(B,D). Tome z° € C" qualquer tal que
| 2 ||> By. Devido a equivaléncia das normas, ao invés de utilizar a norma euclidiana, podemos
usar a norma de maximo, de modo a termos que existe i com || zo ||=|| z¥" ||. Defina ¢;(t) =
fi=@ 0,2, 2), @ = (91, ..., 0m). Da construgo degF = deg®. Definindo ¢ =

@1 - - - @, polindmio de grau positivo com 7T o conjunto dos seus zeros. Do Lema 3.0.2 segue que
0 0 —deg® - —d 0
IF ()] =] @) [ 279 min || &(z) ||= 27" | F(£") |

onde {0 = (z(l), ,z? 15 70,2 9“, ,20),79 € T. Segue que £° € S, pois como alguma ¢; se anula,

temos que f; se anula.
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Como || 2 [|>Bre || £°||>]| 2 ||=] 2° ||. Dai, vale que

| F (%) > 279F | F(L0) ||> 274¢FA || £°)".

120l g l<cigi<cliz" I=cl|l.

Segue que || F(2%) |> Ay || 20 ||".
Como z° é arbitrario, v € N (F) e o resultado segue.

]

Exemplo 3.0.2. Seja f : C* — C? dada por f(x,y) = (x+y3,x* +y?). Podemos parametrizar
os zeros de fi e fr por ¢1(t) = (—13,1),$2(t) = (—it,1),¢3(¢t) = (it,t), onde na notagdo da
demonstracdo da Proposicdo 3.0.2 teremos p, respectivamente py =3,pr = 1,p3 =1 e assim
Fodi(t)=(0,154+1%), fod(t) = (=it +13,0), fods(t) = (it +1,0) e, portanto, q1 = 6,q =
3,93 =3. Logo, £(F) = Zw(F|S) =2.
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4 EQUIVALENCIA ANALITICA NO INFINITO
4.1 Breve evolucao histérica

Em 1962 René Thom conjecturou que hd somente um ndmero finito de tipos to-
poldgicos de polindmios reais e complexos em n varidveis de grau no maximo k; isto €, uma
quantidade finita de classes de equivaléncia, onde um polindomio f € equivalente a um polindmio
g se fo¢ = yog, para certos homeomorfismos ¥ : R — R e ¢ : R” — R" ( no caso complexo
y:C—Ce¢:C"—C". Em 1976 T. Fukuda provou isto. Sabe-se que esta equivaléncia
topolégica ndo pode ser substituida por equivaléncia difeomorfica, isto é, ¢ e Y passarem a ser

difeomorfismos. Mostraremos isso através do proximo exemplo.

Exemplo 4.1.1. Considere o polindémio de Whitiney f;(x,y) = xy(x —y)(y —tx). Se f; é difeo-
morficamente equivalente a fs por um difeomorfismo ®, entdo Do® ¢é tal que DP(0) =0 e as
retas x =0,y = 0,x =y e y = tx sdo levadas em permutagéoes nas retas x =0,y =0,x =y e
y = sx. De tal forma que ao passarmos a reta x+y = 1 ela ird interceptar a reta x = 0 no ponto,
visto como niimero complexo, i, y = 0 no niimero complexo 1. Jd a reta’y =tx e y = sx serdo
interceptadas, respectivamente, nos pontos ILth + #ti e %ﬂ + l—isl Por fim, quanto a reta x =y,

1, 1:
teremos 5 + 51.

Figura 1 —Razdo Cruzada

y=X y=x
\Li _ i
Y= Dy® y=sX
_—
N DN
x+y=1 x+y=1

Fonte: elaborada pelo autor.

Dados a,b,c,d € C dois a dois distintos, a razdo cruzadas destes é o conjunto de
todos os quocientes % onde x; #xj parai# jex; € {a,b,c,d}. Sabemos que a razdo cruzada
dos pontos que sdo zeros de f; e estdo na reta x+y = 1 devem ser os mesmos dos pontos que
sdo zeros de f; e estdo na reta x+y = 1. Na Tabela 1 listamos todas as razoes cruzadas.

Agora devemos igualar cada termo da primeira coluna da tabela 1 com os da

segunda coluna, afim de termos condicoes para f; ser equivalente a um f;. Por exemplo, se
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Tabela 1 —Todas as razdes cruzadas referentes a f; e a f;

Razéo Cruzada referente a f. Razao Cruzada referente a f,

t-+1 s+1
2t 2z
t+1 5+1

—3t—3 —25—2
r—1 =—1
1—-t 1—=

2(t+1) 2(=+1)
t+1 s+1
t+1 g+1

Fonte: elaborada pelo autor.

igualarmos a primeira linha da primeira coluna com a primeira linha da segunda, obteremos

t = s. Todas op¢oes possiveis sdo dadas abaixo:

t==5 s s—1 Zod 1-3= i
t=—g.5es+—1 = e 788 =
i | —bs—1 5
L= gwses ¥ 3 R e L= S s 4
1—s e —2s s+1 1
= =+ — = — =+ — = = —
t iz SES : t i Ses 1 t s SES 4
T =5s—3 maE=d
I , 525 + 0 t=T,SEE¢1 I— S resES I
1 3—= z—3
t=T;ses,iﬂ t=Tjses,i—l t = +_Jses,i—5
3 ETo
——l 1 —2r—1 —— —
i A E—— sen =) £ 2s — 1
s —5z—1 1 1 1
b= gyesesF= 1 b=y, g psesabming L=y =y Be8 Fig
z B =] —aETa &

Segue dai que apenas para um niimero finito de casos f; é equivalente a f;. Uma
variante deste exemplo serd importante futuramente quando estivermos falando de equivaléncia

analitica no infinito.
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O Teorema 4.2.3 feito por Grzegorz Skalski em [12] resolve parcialmente o problema
de Thom para equivaléncias analiticas no infinito. Mostraremos que o complementar de um certo
conjunto algébrico préprio nos polindmios de graus menor ou igual a k em n varidveis tem um

numero finito de classes de equivaléncia.

4.2 Equivaléncia analitica no infinito

Sejam Uy, U, C R" abertos. Dizemos que uma bijecao ¢ : Uy — U, é um difeomor-
fismo analitico se ¢ e ¢ ! sdo analiticas. Uma vizinhanca do infinito é o complementar de um
compacto, isto é, U C R" € vizinhanga do infinito se existe K C R" compacto com U = R" — K.

Sejam f, g : R" — R. Dizemos que f e g sdo analiticamente equivalentes no infinito
se hd um difeomorfismo analitico ¢ : U; — U, de vizinhancas do infinito U;,U, C R”, tal que
|| §(x) || = oo se, e somente se, || x || — o e hd um difeomorfismo analitico y : R — R, tal que
fod=yogemU.

Na familia das fungdes f : R” — R definimos uma rela¢io de equivaléncia dizendo
que f ~ g se f e g sdo analiticamente equivalentes no infinito

Seja k € Z um inteiro ndo negativo definimos Ry[x1,...,x,] = {f € Rlxy,...,x,] :
degf < k}. Paratodo € > 0 definimos o conjunto Ry ¢[x1, ..., x,| como sendo todos os polindmios
P € Ry[xq,...,X,], tais que existe R > 0 com |[P(x)| < e | x|Fe || VP(x) || < e] x|* " para
x> R

Demonstraremos dois Lemas de EDO que serdo utilizados adiante.

Lema 4.2.1. Seja D = {x € R":|| x ||> R}, onde R > 0 e seja W : (—2,2) x D — R"} um mapa
continuo que satisfaz | W(t,x) ||< % | x || para (t,x) € (—2,2) x D. Seja ¢ : (o, ) — D uma

solucdo integral do sistema de equagoes diferenciais
Y =W(ty).
Se 0 € (a,B) e ¢ satisfaz a condigdo inicial ¢(0) = x, onde x € D, entdo
lllem2 <] o) 1<) [ 2~
parat € [0,B). Se 1 € (a,B) e ¢ satisfaz a condigdo inicial §(1) = x, onde x € D, entdo
e 200 <l g (o) f1<|x ] 20

parat € (a,l1].
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Demonstragcdo. Iremos demonstrar a primeira parte, uma vez que a segunda é andloga. Como

Il 6(z) ||> R, pois ¢(¢) € D parat € (o, ), entdo podemos definir f: (o, ) — R:
1
£6)=5in ]l 6(2) P

parat € (o, ).

Derivando e usando que ¢ € solu¢do de W temos que

- SO0 > <00 W1.0() >

o) 112 () [12
parat € (a,f3). Pelo Teorema do Valor Médio, para todo ¢ € (0,f), ha 6 € (0,¢) tal que
f(t) = f(0) = f/(0)t. Fazendo as substitui¢des

9(6)]-[W(6,9(6))]  _1

< —t.

pOF =2

[f(6) = FO)] < I£/(8)]t <
Portanto, para todo z € (0, 8), vale

1 1 1 1 1
FO) =2 < 50 < O+ 2= 2 x|~ Lo < Lin ) ot0) [P B b
2 2 2 2 2
e%lnu"”2 1 2 1 21 1 1
L E0 < IROR < Bl e <) g0 <] 5 e

1
e2!

Onde na primeira implica¢do usamos que f(0) = %ln | x ||* e na segunda aplicamos a fungio

exponencial. O

Lema 4.2.2. Seja D = {x € R":|| x ||> R}, onde R > 0 e seja W : (—2,2) x D — R"} um mapa
continuo que satisfaz | W(t,x) ||< 5 || x || para (t,x) € (=2,2) x D. Seja ¢ : (o, ) — D uma

solucdo integral do sistema de equagoes diferenciais

Y =W(t,y).

Se ¢ satisfaz a condigdo inicial ¢ (0) = x, onde || x ||> 2R, entdo B > 1. Se ¢ satisfaz

a condigdo inicial ¢(1) =x, onde || x ||> 2R, entdo o < 0.

Demonstragdo. Novamente iremos provar apenas a primeira parte, uma vez que a segunda é

andloga. Por contradi¢do suponhamos que 8 < 1. Do Lema 4.2.1 obtemos, parat € [0, ), que:
1
k<7 [xlI<l[ ¢@) < Vel x| -

Assim, ¢ restrita a [0, ) estd contida no compacto: {y € ]R”;\/% lx ISy IS Vel x H} 0]

que € um absurdo. 0
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No préximo teorema utilizaremos o exponte de L.ojasiewicz para, dado um polindmio
f, com uma hipétese sobre o seu gradiente, colocarmos algumas condi¢cdes sob um polindmio P

de forma que f seja analiticamente equivalente no infinito a ' + P.

Teorema 4.2.1. Seja f € R[xy,....xy] ek € Z, k > 0. Se Z(Vf) > k—1, entdo hd € > 0 tal
que para todo P € Ry ¢[x1,...,X,] 0s polinémios f e f+ P sdo analiticamente equivalentes no

infinito.

Demonstragdo. De f ser semi-algébrica, pela Proposicdo 3.0.1 segue que existem C >0e R > 1
tal que C || x [ <|| V£(x) | para || x > R

Seja € = £ e fixe um polinémio arbitrdrio P € Ry ¢[x1,...,X,]. Aumentando R se
necessario podemos supor que || P(x) |[< €| x| e || VP(x) |[< & || x |[*~! para || x || > R.

Definimos F : R™"! — R polinémio por F(&,x) = f(x) + EP(x), G = {(&,x) €
R xR" &l <2,]| x||> R} e, por fim, D= {x € R";|| x ||> R}.

Segue que VF = (P(x),Vf(x)+ £VP(x)), de tal forma que para (§,x) € G, temos
I Vf(x)+EVP) 2] VA (| =[] | VPO [[Z] V&) [| =2 || VP() |-

Dai segue que || V£(x) +EVP(x) [|> C [ x ! —2¢ || x [|*'= (C—2¢) || x 1=
2¢ || x ||*~1. Onde na dltima igualdade usamos que & = € = C = 4¢ = C — 2¢ = 2¢. De modo
que || VF(&,x) > V£ (x) +EVP(x) > 2¢ || x .

De sorte que podemos definir o mapa X = (X1, ..., X,+1): (§,x) €G— LVF(ﬁ,x) €

[VF(&.x)[]?

Rt

Da definicao de X, obtemos

P o UP@I el elx]
IXCI = orgnr YD vrE LT = TvFEa = 2e = <"
Além disso, para (&,x) € G, observe que
P aFEY | PR)-PW
NN = TFE N 98 T IVFEY P
logo,
B (P(x))? | V() + EVP() |2

I%i(6x)=1li= HHP HEMOERLOLE 1“ [P0 P+ V70 +EVP@ P

Agora olhemos para

V() +EVPW) | - || Plx) |l
I Px) (12 + 1| Vf(x) +EVP(x) |2

| (X2,..., X4 1) (&%) [|=
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Assim, faz sentido definir o mapa W:

W:(E,x)eG— (X2,..0, Xps1) € R

Xl (5 7)6) -1
Dai,

IWED | = 5z = | (Ks8|
PG P+ I VI@+EVPW P YA+ VP - P |
[V +EVPGI T TPG) 2+ [ V70 + EVP(o) [P
PG |
[V700+ VPG |
e x|}
= 2e %

1
=5 llxll.

De forma que faz sentido considerar o seguinte sistema de equacdes diferenciais:

y =W(t,y), onde W estd definida em G. Seja U = {x € R";

x |[>2R}. Como W ¢ analitica

em G, ela possui solucdo geral @ : V — R”" analitica, onde
V={(t,n,t) eRxR"xR;(7,n) € G,t €I(t,n)}

e I(7,n) C R € o intervalo aberto de existéncia da solucao integral t — (1, n,7) passando por
(z,1).
Do Lema 4.2.2, obtemos parax € U, 1 € I(0,x) e 0 € I(1,x). Isso implica que estdo

bem definidas :

Y:xeU—®d0,x,1)eD

O:yeU—®(1,y,0) €D

e sdo analiticas. Da unicidade de solugdo, temos ainda que elas sdo injetivas.

Mais ainda, do Lema 4.2.1 elas satisfazem as inequagdes

% | x]|<|| W) ||< Ve | x|
22 1¥I<1e0) 1< Vel |

onde x,y € U.
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Definimos a seguinte vizinhanga do infinito U; = {y € U; || y ||> 4R}, da segunda
inequagdo acima, obtemos que || @(y) ||> \/% | v [[> 2R e, portanto, temos O(U;) C U.

Iremos provar que ¥ o ®(y) = y sempre que y pertencer a Uj. Ora, como ®(1,y,0) =
O(y) €U paray € U; e ®(0,®(1,y,0),0) = ®(1,y,0). Pela unicidade de solugdes ®(0,P(1,y,0),7) =
®(1,y,t) parar € [0,1]. Portanto, paray € Uy, ¥ o O(y) = ®(0,P(1,y,0),1) =D(1,y,1) =y.

Como ®(U;) CU =¥YoO(U;) C¥Y(U)=U, C¥({,).

Definimos U, = ¥~ (U;), entdo U, é aberto e W(U,) = U;. Iremos provar que
®oW¥(x) =x parax € U,.

Da defini¢do de U, nés temos que ®(0,x, 1) = ¥(x) € U; parax € U,, entdo, pela
unicidade de solugéo ®(1,P(0,x,1),7) = P(0,x,¢) parat € [0, 1].

Portanto, ® o ¥(x) = ®(1,P(0,x,1),0) = P(0,x,0) = x.

Logo, Uy = ®(U;) e ® é um difeomorfismo analitico de Uy em U, e ¥|y, = (O|y, )L

Assim, para termos um difeomorfismo analitico entre vizinhangas do infinito, resta
mostrar que U é uma vizinhanga do infinito. Para tanto, definimos U3 = {x € R";|| x ||> 8R} e
x € Uz um elemento arbitrério. Entdo, x € U e || ¥(x) || > m > 4R.

Logo, ¥(x) € U; e x € U,. O que implica que U3z C U, e U, é uma vizinhanga do
infinito.

Fixemos x € U e seja ¢ (1) = (0, x,¢) parat € [0, 1]. Iremos provar que F (¢, 9. (1)) =
f(x) parar € [0,1].

Da definig¢do de X e W nds obtemos para (&,x) € G que

X X 1 1
(LW):(LerF“,&@H>—— X1 —1,X,. Xp) = —— (X —e)

CXi—1
onde o (&,x) foram omitidos.

Vale ainda que (VF(&,x),X(&,x)) = <VF, ﬂ> =P.

IVF|[2
Seja ¢ : [0,1] — R definida por g(z) = F(z,¢x(t)),t € [0,1]. Dai,

§'(1) = (VF(1,9:(1)), (1,6,(0)) ) = (VF (1,6:(0)), (1,W (1,0:(1))))
= <VF(t,¢x(t)) (X(2,0:(2)) —ne1)>

1
’Xl(t7¢x(t)) —1
[<VF(tvv¢x(t))7X(tv ¢X(I))> - <VF(l7¢X(t))7el>]

1
- Xl<t7¢x(t)) -1

1
= X o) 1 P80 —P(9:(1))) = 0.
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Assim, g(¢) é constante e como ¢(0) = F(0,¢,(0)) = f(x), vale que g(t) = f(x) para todo
t €10,1]. Isto é, F(t,9.(1)) = f(x).
Como ¢,(0) = x, vale F(z,¢(t)) = f(x). Dai, temos que para x € U,

f(x) = F(0,x) = F(0,¢x(0)) = F(1,0:(1)) = F(1, y(x)) =
= f(y(x) +1-P(y(x)) = (f + P)(y(x)).

Como Y|y, = (B|y,) ™!, temos fo®(x) = f(x) + P(x),Vx € Uj.
Seja y = ®|U1 e Id a fungdo identidade dos nimeros reais. Entdo fo¢ =Ido(f+P).

Das inequagdes, segue que |@(x)| — oo <= |x| — oo O

Corolario 4.2.1. Seja f € R[xy,..,x,| e k € Z,k > 0. Se hd C,R > 0, tal que
| VA(x) | C || x|[*! para || x ||> R, entdo para todo polinémio P € Ry[y, ...,x,], cujos médulos
dos coeficientes dos mondomios de grau k ndo sao maiores que

C
(4k%—4)(”+k 1)

os polinomios f e f+ P sdo analiticamente equivalentes no infinito.

Demonstragdo. Seja
C

n(4k+4) ("

n—1

D=

temos que o resultado vale para k = 0, pois P se torna o polindmio contante e, para € = %,
¢ trivial aplicar o Teorema 4.2.1 . Suponhamos k > 0 e seja P € Ry[xy,...,x,| um polindmio
arbitrario com P = P + P> onde P; tem grau menor que k € P, é um polindbmio homogéneo de
grau k ou o polindmio nulo. Se o médulo dos coeficientes do polindmio P, ndo sdo maiores que

D, entdo o médulo dos coeficientes das derivadas parciais de P, ndo sdo maiores que kD. Como

<n+k—1

w1 ) ¢ o nimero de mondmios de P, entdo

k—1
I Pa(x) 1< ("5 )'WM Fx l*< (a) x 1%
Além disso, para P (x) = Zﬁl % ... x%n entdo VPZZ(Zﬁiaﬂx‘lin*I xSin Z[glamxflle O‘m-

logo

||VPz<x>us\/n(kD||xuk—l (")) =t (M) s el

Na primeira desigualdade acima, usamos que parat = ﬁ, entdo || (tx1)?...(tx,) % ||<

1 edaf 51 || x;%..x% ||< 1, de forma que || x;*...x% ||< p= x|
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Pela escolha de P;, vale que

(Rt

bell=oe || x I

logo existe R > 0 tal que || x ||> R =|| P, ||< € || x ||¥, para € > 0 dado. Analogamente para VP;.
Sejae =€ e Ry >0 tal que || A(x) < (€~ 555) [ x [ e | VA 1< (e~ 55) [l x <!

para || x ||> R. Assim, P € Ry ¢[x1,...,x,] e o resultado segue do Teorema 4.2.1. O

Podemos enfranquecer a no¢do de equivaléncia analitica para no lugar de usarmos
fun¢des analiticas, usarmos fungdes de classe C”, parar € Z,r > 0. Sejam f, g : R" — R fungdes,
diremos que elas sdo C"-equivalentes no infinito se hd um C” difeomorfismo ¢ : U} — U,, onde
U, e U, sdo vizinhangas do infinito em R”, tal que || ¢ (x) ||— oo se, e somente se, || x ||— oo e ha
um C"-difeomorfismo v : R — R, tal que fo¢ = yogem Uj.

Como em fungdes de classe C"t! o expoente de Lojasiewicz nio precisa ser atingido,

entdo podemos reescrever o Teorema 4.2.1, usando o Teorema 2.1.1, da seguinte forma:

Teorema 4.2.2. Seja f : R" — R de classe C'*', r € Z,r > 0. Se existem k € 7,k >0, C,R >
0, tais que | Vf(x) ||> C || x |*~! para || x ||> R, entdo hd € > 0, tal que para todo P €

Ry elX1,...,Xn]| as fungdes f e f+ P sdo C-equivalentes no infinito.

O espaco projetivo de dimensio k, denotado por P¥, é dado CK*!/ ~, onde
(X0y -y Xn) ~ (Y0, -+, ¥n) sS€ yi = Ax; parai = 0,...,n e A € C. Representaremos uma classe de
equivaléncia por [z]. Seja S C C[xy, ..., x,], definimos Z(S) = {x € C"; para todof € S, f(x) =0}.

z

Dizemos que X C IP" € algébrico se X = Z(S) para algum S. .

Proposi¢ao 4.2.1. Para todo A C P"* x CN algébrico, tem-se que my(A) C CN é algébrico, onde

M . P" x CN — CN é definido por m(x,y) = y.
Demonstragcdo. Veja o primeiro teorema da sec¢do 6.2 de [7]. [

Voltemos o olhar para os polindmios analiticamente equivalentes no infinito. Iremos
mostrar que, ap0s retirarmos um subconjunto algébrico proprio, sO restard uma quantidade finita
de classes de equivaléncia no conjuntos dos polindmios de n varidveis de grau menor ou igual a

k. O subconjunto que devemos tirar serd dado pelo préximo lema.

Lema 4.2.3. Seja k um inteiro positivo. Hd um subconjunto algébrico proprio L C Ry[xy, ..., Xy,

tal que Zoo(Vf) =k — 1 para f € Ry[xy,...,x,] — 2.
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Demonstragdo. Seja Yy = {f € Ay : 3z € C",| z||= 1;Vf(z) = 0}, onde A, é o espago linear
dos polindbmios homogéneos em C|zy,...,z,] de grau k, assumimos que 0 € A;. Denotaremos
por f; o tnico polindmio homogénio de grau k, tal que f — f; tem o grau menor que k. Iremos
mostrar que o conjunto desejado é X = {f € Ry[xy,...,x,]; fr € i}

Primeiramente, ¥; ¢ um subconjunto algébrico préprio de A;. Utilizando a Pro-
posicdo 4.2.1, defina B = {([z], f);[z] € P" e f um polinomio homogénio de grau k; g—gj(z) =

z g—zj;(z) =0}. Temos que B C P" x CN ¢ algébrico, logo 7(B) é algébrico.

De forma andloga ao f; podemos definir f; como a parte homogénea de grau 1 de f,
f> a parte homogénea de grau 2 de f e assim por diante. No caso, fj representa as constantes.
De modo que cada f; pertence a uma R™, logo Ry [x1, ...,x,] = R x R™ x -+ x R™ = RN x R,
Logo, L =RY x £; C R x R™. Como  é algébrico em R™, temos que X é algébrico.

Seja f € Ry[x1, ..., x,] — L arbitrédrio e ponha C = Jinf{|| Vfi(x) [:x €R", | x ||=1}.

Assim, da defini¢do de X, de C > 0 e das entradas de Vf; serem polindmios

homogéneos, vale que para todo x € R" — {0}, vale

1 X

et | VA 1= 1195 (—) > 2c.

[x 1]

Portanto, || V fi(x) ||>2C || x ||¥~! para x # 0.
Como deg(f — fi) < k— 1 entdlo existe R > 0, tal que || V(f — fi)(x) [|< C || x |[F!

para || x ||> R, de forma que:
VA= IVAIT =NV =V ll=I V(= f) < Cllx <!
logo,
IVEIZIV A =IVFI = VAl =2C [ x 7 =C x> C |

sempre que || x ||> R.

Segue que Zw(Vf) > k— 1. Como degf < k, entdo Z(Vf) <k—1. O

Teorema 4.2.3. Seja k um inteiro ndo negativo. Hd um subconjunto algébrico proprio ¥ C
Ri[x1, ..., Xy, tal que toda componente S do conjunto Ry|xy,...,x,] — X contém somente poliné-
mios analiticamente equivalentes, isto é, f ~ g para f,g € S. Em particular, em Ry[x1,...,x,] — X

hd somente um niimero finito de equivaléncia analitica no infinito.

Demonstracdo. Para k = 0 € suficiente tomar ¥ como o conjunto vazio. Suponhamos k > 0.

Seja X como o conjunto do lema anterior e suponhamos que S seja uma componente fixada de
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Rg[x1,...,xs,] =X e f € S. Consideremos o conjunto Sy = {g € S;¢ = f} claramente ndo vazio.

Por hipétese, existem C,R > 0, tais que
IVF) = C | x [#=0)

Defina |f| = max{|a|; a € coeficiente de f}. Seja fi € Sy e g € S, tal que |f1 —g| <

_&
Akyn

_C : _ iy i, _ Qi Q; = £
pode tere € = 3. Assim, se fi =Y aix; ' - x," € g =Y bix; ' ---x,", entdo la; — b;| < T

onde A é o nimero maximo de mondmios que um polinémio de grau k em n variaveis

Veja que ¥ ¢tj; < k. Logo, parax = (x1,-- ,x,) e || x | > 1. temos |(g— 1) (¥)] < laj — b ||  [I

+ootlag—bo| | x (< e[ x*e

V(g— fi)(x) = (Y (b —aouxf oo x@n, Y (b — ) o - xn )

Observe que o médulo de cada entrada do gradiente acima é menor que ek || x ||¥~!

de tal forma que

| Vig— )@ < y/nlek | x 12 <e flx ]

Assim, (g — f1) € Ry e[x1,....x4] e fi = fi+ (g — f1) = g pelo Teorema 4.2.1, isto &,
S € aberto. De forma, analoga mostramos que se f, € uma sequéncia em Sy com f,, convergindo
auma fp em S, teremos para n suficientemente grande | f, — fo| < %, logo fo € S¢. Da conexidade,
temos que Sy = S.

A segunda parte do teorema segue de Ry[xy,...,x,] — X ter um ndmero finito de

componentes semialgébricas. U

De fato, é necessdrio tirar um conjunto para termos apenas um nimero finito de

classes de equivaléncia, vide o exemplo abaixo:

Exemplo 4.2.1. Considere f;(x,y,z) =y(x+y)(x—ay) polinbmio de Whitney. Sejam s,t € R, tais
que f, = f;. Sejam Uy,U, C R? vizinhangas do infinito e ¢ : R®> — U, — R3 — U, difeomorfismo
analitico com f; = fs0 @ em U,. Veja que ¢ leva os zeros de f; nos zeros de fs.

Como f; ndo depende de z entdo £(0,0,z) =0. Como Uy = R3 — K, onde K é
um compacto, podemos tomar 7 suficientemente distante da origem para termos que o plano
passando por z e paralelo ao plano xy ndo intercepta K e f(0,0,z) = 0. Temos que ¢(0,0,z) é

um zero de fs com a imagem de um ponto do tipo (0,0,z) por ¢ sendo um ponto do tipo (0,0,7"),
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uma vez que o conjunto singular desses zeros estd sobre o eixo z. Dai podemos olhar para a

derivada de DF (0,0,7) e repetir o raciocinio jd feito no exemplo 4.1.1.

Exemplo 4.2.2. Na linguagem do Lema 4.2.3 tomemos g € Ry [x,y|. Temos que g = ax® + bxy +
cy? +dx+ey+ f.Segue dai que 0 g» = ax® +bxy+cy®. De forma que V f(x,y) = (2ax+ by, bx +
2c¢y). Isto € igual a zero se 2ax+ by = 0 e bx+ 2cy = 0. Segue dai que para o sistema ter uma
solucdo ndo nula precisariamos ter b> —4ac = 0. Logo, ao identificarmos R, [x,y] com R® nés
temos £ = {(a,b,c,d,e, f) € R%;b? — 4ac = 0} que é um super cilindro em RS. Logo hd no
mdximo trés classes de equivaléncia no conjunto dos polinomios de duas varidveis de grau

menor ou igual a 2, apds tirarmos X.

Por fim, note que para f,g : R — R dadas por f(x) = x e g(x) = x°, tem-se que
fow=gonde y:R — R é dada por y(x) = x’. Note que | x |~ o se, e somente se,
|| w(x) || = co. Dai f é analiticamente equivalente no infinito a g. Temos que f'(x) =1 e
g’ (x) = 3x%, de forma que o expoente de Eojasiewicz da derivada de f e da derivada de g sdo

distintos. Em resumo, ndo é verdade que se dois polindmios sdo analiticamente equivalentes no

infinito, entdo seus gradientes possuem o mesmo expoente.

4.3 O caso complexo

Resultados andlogos aos obtidos na se¢do anterior podem ser obtidos para polindmios
complexos, conforme [12]. Procederemos definindo vizinhanca do infinito como o complementar
de um compacto K C C". Dizemos que f, g : C" — C sdo analiticamente equivalentes no infinito
se existe um difeomorfismo analitico ¢ : U; — U, (visto como uma aplicacdo em R2") entre
vizinhangas do infinito U, U, € C", tal que || ¢(z) ||— oo se, e somente se, || z ||— o> e hd uma
difeomorfismo analitico y : R? — R?, tal que fo¢ = wogem Uj.

Os conjuntos Cy[z1,...,24) € Cy¢[z1, ..., 2,) tem definigdes analogas.

O Teorema 4.2.1 assume a seguinte forma:

Teorema 4.3.1. Seja f € Clxy,..,x,]| e k € Z,k > 0. Se £L(Vf) > k—1, entdo hd € > 0 tal
que para todo P € Cy ¢z, -+ ,zn) 0s polindémios f e f+ P sdo analiticamente equivalentes no

infinito.

Demonstracdo. O teorema serd resolvido de forma andloga ao caso real onde definiremos
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F(t,2) = f(2) +tP(2), X (t,2) = HVIf((—zZ,)z)HZVF(t’Z) e a EDO € dada por y/ = W(t,y) onde

W(t,z) = (Xa(t,2),+  Xnp1(2,2))-

X](I,Z) —1

Do teorema acima iremos obter:

Teorema 4.3.2. Hd um subconjunto algébrico proprio £ C Cilzi,...,zn|, tal que quaisquer

polinoémios f,g € Cylz1,...,z,] — X sdo analiticamente equivalentes no infinito.

Veja que, diferente do caso caso real, s6 haverd uma classe de equivaléncia em
Cklz1y -+, 2n], pois £ é um conjunto fino e, portanto, seu complementar é conexo, vide Corolario

II.1.4. de [11].
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho definimos em seu primeiro capitulo o que € uma equacgdo diferencial
ordindria e um conjunto semialgébrico, demonstrando algumas propriedades destes. Feito isto,
no segundo capitulo definimos o expoente de Lojasiewicz, exibindo uma relacdo deste com as
funcdes semialgébricas. Somado a isso, exibimos um conjunto onde o expoente de Lojasiewicz
de uma aplicag¢do F : C" — C™, n > 2, € atingido. Por fim, no tltimo capitulo, utilizamos
o expoente de Lojasiewicz para estudar a relacdo de equivaléncia analitica no infinito entre
polindmios, mais precisamente, mostramos que no complementar de um subconjunto algébrico
proprio no conjuntos dos polindmios em n varidveis de grau menor ou igual a k hd somente uma
quantidade finita de classes de equivaléncia.

Para mais resultados relacionados ao assunto, pode-se consultar [14] ou [3] para
buscar formulas do expoente de Lojasiewicz, ainda que para casos particulares ou [8] para a
conexao entre o expoente € a conjectura jacobiana.

Permanecem para estudos futuros questdes como o de encontrar férmulas para o
expoente de Lojasiewicz para o caso de polindbmios com dominio n-dimensional, assim também
como para o gradiente destes polindmios. Ademais, serd possivel diminuir o conjunto X de 4.2.3

de modo ainda a termos apenas uma quantidade finita de classes de equivaléncia?
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