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RESUMO

Neste trabalho, investigamos o angulo de deflexdo gravitacional d evido a os espacos-tempos
oriundos de dois modelos. O primeiro € o modelo Bumblebeee, o segundo refere-se aos buracos
de minhoca de Casimir. Os buracos negros de Bumblebee quebram a simetria de Lorentz de-
vido a um valor de expectativa de vacuo diferente de zero do campo de Bumblebee. Os buracos
de minhoca de Casimir consideram a energia Casimir como a fonte. Além disso, alguns desses
buracos de minhoca Casimir consideram as corre¢des da energia de Casimir pelo Principio da
Incerteza Generalizada (PIG). Usamos o método Ishihara para a métrica Jacobi, que nos per-
mite estudar o angulo de deflexdo da luz e particulas de teste massivas considerando distancias
finitas. No modelo do B umblebee, consideramos dois buracos n egros: o primeiro foi encon-

trado por Bertolami et al. e € assintoticamente plano. O segundo foi encontrado recentemente
por Maluf et al. e ndo € assintoticamente plano devido a uma constante cosmoldgica efetiva.
Para os buracos de minhoca Casimir, além da fonte Casimir ndo corrigida, consideramos mui-
tas corregoes PIG, a saber: o modelo Kempf, Mangano e Mann (KMM), o modelo Detournay,
Gabriel e Spindel (DGS), e o chamado modelo tipo II para PIG. Encontramos também o angulo
de deflexdo da luz e das particulas massivas no caso de o receptor e a fonte estarem longe da

lente para cada espacgo-tempo considerado.

Palavras-chave: deflexdo gravitacional; buracos negros; buracos de minhoca; modelo de
Bumblebee; buracos de minhoca de Casimir.



ABSTRACT

In this work, we investigate the gravitational bending angle due to the spacetimes of two matters.
The firstis the bumblebee model, and the second is the Casimir w ormholes. The bumblebee
black holes break the Lorentz symmetry due to a non-zero vacuum expectation value of the
bumblebee field. Casimir wormholes consider the Casimir energy as the s ource. Furthermore,
some of these Casimir wormholes regard Generalized Uncertainty Principle (GUP) corrections
of Casimir energy. We use the Ishihara method for the Jacobi metric, which allows us to study
the bending angle of light and massive test particles for finite distances. In the bumblebee mo-
del, we consider two backgrounds: the first was found by Bertolami et al. and is asymptotically
flat. The second was found recently by Maluf et a 1. and is not asymptotically flat due to an

effective cosmological constant. For the Casimir wormholes, beyond the uncorrected Casimir
source, we consider many GUP corrections, namely: the Kempf, Mangano and Mann (KMM)
model, the Detournay, Gabriel and Spindel (DGS) model, and the so-called type II model for
the GUP principle. We also find the deflection angle of light and massive particles in the case

the receiver and the source are far away from the lens for each spacetime considered.

Keywords: gravitational deflection; black holes; wormholes; Bumblebee model; Casimir
wormbholes.
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1 INTRODUCAO

A Lei da Gravitagao Universal teve sucesso em descrever o movimento dos corpos
celestes. Soldner foi o primeiro a prever a deflexdo da luz usando gravitacdo newtoniana, teo-
ria da luz corpuscular e o fato da velocidade da luz ser finita [1]. Porém, a Lei da Gravitagao
Universal ndo concorda com os dados experimentais para a precessao do periélio de Merctrio
e nem com as observagdes realizadas para medir a deflexdo da luz devido ao Sol. Estes desa-
cordos com os resultados experimentais foram solucionados com o surgimento de outra teoria
de gravitacdo, a teoria da Relatividade Geral (RG). Esta teoria conseguiu explicar a precessao
do periélio de Merctrio e prevé, corretamente, o angulo de deflexdo da luz devido ao Sol duas
vezes maior que a gravitacdo newtoniana. A deflexdo da luz devido ao Sol conduziu um dos
primeiros testes experimentais da RG [2].

A RG € uma teoria classica de campos que considera a gravidade como sendo a
deformacdo do espago-tempo provocada por matéria e energia. Este espaco-tempo curvado de-
termina a trajetoria das particulas [3—6]. Como prova do poder preditivo da RG, n6s podemos
mencionar a detec¢do de ondas gravitacionais, em 2016, pela colaboragdo entre os laboratdrios
VIRGO e LIGO [7] e captura da primeira foto de um buraco negro pelo projeto Event Horizon
Telescope (EHT) em 2019 [8]. A presenca de uma distribuicdo de matéria e energia modifica
a trajetoria dos raios luminosos, a esta distribuicao da-se o nome Lente Gravitacional (LG) por
analogia a dtica [9-11]. O estudo de LG tornou-se importante, pois ele possibilita investigar
muitos assuntos, como o estudo dos parametros cosmoldgicos [12], a descoberta de exoplanetas
[13, 14], a investigacdo de objetos massivos com halo compacto (MACHOs - do inglés Mas-
sive Compact Halo Objects) [15], a investigacao sobre existéncia de dimensoes extras [16] e
investigagdes sobre o comportamento de buraco negro no papel de LG [17, 18].

Além da gravitacdo, os processos fisicos sdo caracterizados pelo Modelo Padrao
(MP), do inglés Standard Model, que incluem o eletromagnetismo, a for¢ca nuclear forte e a
forca nuclear fraca. O MP é notavelmente bem-sucedido porque € consistente com quase todos
os resultados experimentais [19] (uma revisdo historica foi feita na referéncia [20]). Porém,
este modelo ndo consegue explicar os efeitos quanticos da gravitacdo. Desse modo, muitas
teorias surgiram com intuito de explicar a gravidade quantica. Um experimento direto capaz de
validar alguma dessas teorias € impraticdvel, pois este experimento deve alcancgar a escala de
Plank (10'° GeV). Felizmente, alguns efeitos indiretos podem surgir em escala de energia mais
baixa de modo que seja possivel formular algum experimento. Esses efeitos indiretos podem
ser associados com a violagdo da simetria de Lorentz. O Modelo Padriao Estendido (MPE), do

inglés Standard Model Extension, é uma teoria de campos efetiva que generaliza MP e RG,
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permitindo a violacdo da simetria de Lorentz e as simetrias de inversdo de carga, inversio de
paridade e inversao do tempo [21,22].

Um modelo particular do MPE é o Modelo de Bumblebee (MB), este modelo viola
a simetria de Lorentz e difeomorfismo devido a um campo vetorial com valor esperado de vicuo
nao nulo [23-25]. Em 2005, Bertolami e Paramos encontraram uma solu¢do de buraco negro
assintoticamente plana para MB [26]. Em 2019, Casana et al. encontraram uma solucao de
buraco negro tipo Schwarzschild considerando MB [27]. Esses resultados foram generalizados
por Li et al. na referéncia [28], pois neste trabalho foi encontrada uma solucio estaciondria
(tipo Kerr) para MB. Recentemente, Maluf ef al. encontraram uma solucdo que nao € assintoti-
camente plana devido a uma constante cosmologica efetiva [29].

A RG € uma teoria bastante fértil, pois permite solugdes tipo buraco de minhoca
atravessaveis. Buracos de minhoca sdo solugdes da Equac¢des de Campo de Einstein (ECE) que
conectam duas regides distintas do espaco-tempo [30]. As primeiras solucdes de buraco de mi-
nhoca possuem dificuldades relacionadas a capacidade de serem atravessaveis [6,31-34]. Na
década de 70, Ellis, e independentemente Bronnikov, encontraram uma solucao vidvel de bu-
raco de minhoca atravessdvel [35, 36], que foi generalizado em 1988 por Morris e Thorne [37].
Ap6s uma década, Teo generalizou a solu¢do de Morris e Thorne para buracos de minhoca com
rotacdo [38]. Recentemente, solugdes de buracos de minhocas girantes gerados por matéria
escura e pressao isotropica foram encontradas e discutidas na referéncia [39]. Em geral, existe
a necessidade de uma matéria exdtica para formacdo de buracos de minhoca. O entendimento
dessas solucdes tornou-se um topico de intensa pesquisa nos dltimos anos [40], incluindo a estu-
dos sobre buraco de minhocas humanamente atravessaveis [41]. Nesta tese estamos interessado
por solugdes especificas de buraco de minhoca, essas solugdes estdo diretamente relacionadas
com o efeito Casimir.

O efeito Casimir envolve energias negativas de campos quanticos no vacuo em de-
terminadas condi¢des de contorno (veja [42] e as referéncias dele). Este tema tem originado
novos pontos de vista sobre o questionamento se a gravidade efetivamente modifica a energia
de vacuo e se o vicuo gravita, pelo menos no regime de campo fraco. Isso é atualmente um
objeto de discussdo na literatura [43—45] e com propostas de investigacdo observacionais [46].
Com relacdo a buracos de minhoca, o estudo de placas de Casimir em orbita de buracos de
minhoca pode ser encontrado nas referéncias [47-51]. Como a energia de Casimir é negativa,
logo exética, foi especulado que ela fosse fonte de buracos de minhoca por um longo tempo por
Morris e Thorne e algum tempo depois por Visser [30,52].

Porém, um buraco de minhoca formado apenas pela energia de Casimir em quatro
dimensodes, chamado de buraco de minhoca de Casimir, sé foi encontrado recentemente [53].

Este resultado foi logo generalizado para trés dimensdes [54] e para D dimensdes [55]. Em
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relacdo a estes objetos, o espaco-tempo € curvado devido a fontes de matéria descritas por
um tensor densidade de energia e momento cujas quantidades sao a causa do efeito Casimir
no espaco-tempo de Minkowski com simetria esférica. Além disso, a energia de Casimir €
um ingrediente necessdrio para obtencdo do buracos de minhoca humanamente atravessdveis
pois € a energia de Casimir que ndo permite o buraco de minhoca colapsar [41, 56]. Cabe
citar que, em grandes escalas de energia, os buracos de minhoca de Casimir podem sofrer
efeitos de gravidade quantica, considerando o Principio de Incerteza Generalizado (PIG), do
inglés Generalized Uncertainty Principle, [57,58]. As teorias de PIG corrigem o principio
de incerteza de Heisenberg proximo da escala de Plank pela introdu¢ao de um comprimento
minimo invariante na natureza (veja [59] e as referéncias dele). No contexto de espagco-tempo
curvo, recentemente, limites fenomenoldgicos para os parametros de PIG foram extraidos de
eventos de ondas gravitacionais [60].

Em outra direcdo, o Teorema de Gauss-Bonnet (TGB) conecta a geometria diferen-
cial com a topologia [61,62]. Em 2008, Gibbons e Werner propuseram um método que usa o
TGB para calcular o angulo de deflexdo da luz devido a um espago-tempo Estético e Esferica-
mente Simétrico (EES), do inglés Static and Spherically Symmetric, [63]. Em 2016, Ishihara
et al. estenderam o método desenvolvido por Gibbons e Werner para uma metodologia que
considera as distancias do sistema composto por receptor, lente gravitacional e fonte [64]. Em
seguida Ishihara et al. deram continuidade a este estudo na referéncia [65], onde os autores
estudaram a deflexdo forte da luz. Finalmente Ono el al. generaliza o método de Ishihara de
deflexdo da luz para espagos-tempos estaciondrios [66—68]. Com o surgimento desses métodos,
muitos trabalhos surgiram na literatura com o intuito de investigar a deflexdo da luz para bu-
racos negros € buracos de minhoca a luz dessas novas abordagens [69-73]. O conjunto dessas
metodologias originaram uma rica investigacdo sobre a deflexdo da luz devido a um espaco-
tempo, e naturalmente surge o interesse sobre a generalizacdo dessa abordagem para deflexao
de particulas massivas.

Em 2015 Gibbons mostrou que o movimento de particulas massivas livres em um
espaco-tempo EES € regido por geodésicas de uma métrica riemanniana dependente da energia
nas seccoes espaciais andloga a métrica de Jacobi na dinamica classica [74]. Crisnejo e Gallo
foram os primeiros a estudar a deflexdo de particulas massivas em um espago-tempo EES por
meio da métrica de Jacobi e o TGB [75]. Naturalmente muitos artigos surgiram com essa nova
técnica capaz de computar o desvio gravitacional de particulas massivas. Podemos citar, por
exemplo, um estudo sobre deflexdo devido a buraco de minhoca [76], deflexdo devido a buraco
negro de Kerr e buraco de minhoca de Teo [77], investigagdo sobre singularidades nuas girantes
pelo estudo de deflexdo de particulas massivas [78], estudo de drbitas circulares e efeitos de

lentes fraca [79], deflexao devido a um buraco negro tipo Kerr em MB [28].
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Nesta tese, nds iremos estudar a deflex@o fraca de particulas massivas e luz devido
a dois tipos de espacos-tempo EES. O primeiro tipo de espaco-tempo € oriundo do Modelo
de Bumblebee, o segundo tipo refere-se as solu¢des de buraco de minhoca de Casimir. Este
trabalho € estruturado do seguinte modo. No segundo capitulo, nés apresentamos os principios
basicos da RG e o principio de Fermat para espacos-tempos curvos e estaticos. No terceiro
capitulo € realizada uma breve revisao do MB e das solucdes de buraco negro das referéncias
[26,27,29] na se¢do 3.1 e fazemos uma breve revisdo das solugdes de buraco de minhoca de
Casimir presente nas referéncias [53,57] na secdo 3.2. No quarto capitulo, nds apresentamos a
metodologia do cédlculo de deflexdo da luz e particulas massivas por meio do TGB considerando
distancias entre o receptor, lente gravitacional e fonte. O quinto capitulo desta tese é destinado
a apresentacdo das nossas andlises e resultados sobre o angulo de deflexdo da luz e de particulas
massivas para os dois tipos de espacos-tempos apresentados no segundo capitulo. No sexto

capitulo, nés apresentamos nossos principais resultados e perspectivas futuras.
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2 PRINCIPIOS DE RELATIVIDADE GERAL

Neste capitulo, nés apresentamos as Equacoes de Campo Gravitacional, encontra-
mos a solu¢do de Schwarzchild para exemplificar como se encontra uma solu¢iao de espago-
tempo e fazemos uma apresentacao do Principio de Fermat para o caso de um espaco curvo
e estatico. Para um estudo em Teoria da Relatividade Geral, pode-se utilizar as referéncias
[3-6,80].

2.1 Equacoes de Campo Gravitacional

A Teoria da Relatividade Geral compreende o termo gravidade como sendo o en-
curvamento do espaco-tempo causada pela distribuicdo de matéria e energia. Como essa
distribuicdo de matéria e energia se modifica entdo o espaco-tempo também se modifica, ou
seja, o espaco-tempo € dinamico. Cabe aqui citar um pensamento de John Archibal Wheeler
que pode ser expresso pela seguinte frase ”A matéria diz ao espago como se curvar e o espago
diz a matéria como se mover”. Observe o quao entrelacados estdo a matéria e o espago-tempo
e isso se traduz matematicamente pelas Equacoes de Campo Gravitacional. Pode-se encontrar
uma deducdo heuristica na referéncia [81]. Nesta referéncia € mostrado, de forma bastante ele-
gante, que uma mistura de razoabilidade fisica, simplicidade matematica e sensibilidade estética
conduz as Equagoes de Campo Gravitacional.

O intervalo infinitesimal ds entre dois eventos, pontos coordenados do espaco-
tempo, € responsavel pela no¢do de distincia no espago-tempo. Essa distincia € modificada
pelo campo gravitacional devido a uma distribuicdo de matéria e energia. Como foi dito, a
matéria modifica o espago-tempo, ou seja, modifica a distdncia entre os eventos. A descri¢ao
dessa espécie de contracdo (ou dilatagdo) € dada pelo tensor métrico cujas componentes sao
guv-> onde u,v =0,1,2,3. Durante toda esta tese usaremos 0 para representar a coordenada

temporal e 1,2,3 para as coordenadas espaciais. O intervalo infinitesimal pode é descrito por
ds? = guydxtdx, (2.1)

onde U e v estdo somados, pois usaremos também a convencdo de soma de Einstein, onde
indices repetidos em um unico lado da igualdade estao sendo somados e a soma é feita sobre
todos os valores do indice. Para indices gregos a soma € feita de 0 a 3, mas para indices latinos
a soma ¢ feita de 1 a 3. Resolver as equagdes de campo para uma distribui¢cdo de matéria e
energia significa encontrar g,y (x). Antes de encontrar as Equagdes de Campo de Einstein é

conveniente apresentar alguns objetos geométricos. Com o tensor métrico nés podemos cons-
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truir os coeficientes de conexao, também conhecidos como simbolos de Christofell de segundo

tipo, I'% ,, explicitamente

ne
1
Fﬁv = Egom [a/.tgetav + avgnu - 8nguv} ) 2.2)

e com estes podemos construir o tensor de curvatura cujas componentes sao Ri By Podemos
escrever as componentes do tensor de curvatura em funcio dos coeficientes de conexdo e suas
derivadas, a saber

RS

oy = 0Ty — O o + Tl T s — Tl Ty, 2.3)

np ap

Com isso, o tensor de Ricci € definido como Ryy = Rﬂnv e o escalar de Ricci é definido como
R = g"VRyy, onde gV sdo as componentes do tensor inverso ao tensor métrico. Podemos
agora apresentar as ECE, isso serd feito em duas etapas, primeiro nds iremos apresentar a parte
geométrica e depois a parte referente a matéria. NOs iremos abordar as ECE por meio da
Principio Variacional, ou seja, as ECE serdo originadas de uma acdo. A parte da acdo que

representa a geometria, conhecida como A¢do de Einstein-Hilbert, é

SEH =

o G/ 4/\/_Rd4 (2.4)

onde /—gd*x é o elemento de volume invariante do espago-tempo, g é o determinante da
métrica e R € o escalar de Ricci calculados para a métrica gy [S], nds adotaremos a assinatura
(—, +, +, +) nesta tese.

Uma maneira facil para variar esta acdao € pelo Principio Variacional de Palatini
que pode ser encontrado na referéncia [82]. Variando esta acdo com relacdo as componentes do
tensor métrico encontra-se

1
- Eg'u’vR - O, (2.5)

Guv =Ryy
onde Gy € conhecido como as componentes do tensor de Einstein. Essas quantidades sdo
construidas por meio da métrica g, 0 que evidencia a importincia da métrica. O conjunto
de equagdes (2.5) é conhecido como equagdes de campo na auséncia de fonte. Para obter as
equacgoes de forma completa é preciso considerar uma agdo total somando a A¢do de Einstein-
Hilbert um termo devido a matéria, S,,. A referéncia [5] afirma que a variacdo da acdo devido

a matéria sé pode ser feita quando se conhece sua forma previamente, mas que de modo geral

pode-se representar esta variagdo por

OS, = —%/Tuv5g”"\/—gd4x, (2.6)
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onde o  representa variacdo com relagdo as componentes da métrica e 7,y pode ser identificado
como as componentes do tensor densidade de energia-momento que possui divergéncia nula,

V,THY = 0. Com isso, pode-se apresentar as equagdes de campo:

1 8dntG
Ruv - EguvR = C_4T[.LV3 (2.7)

estas sdo as ECE da Relatividade Geral. Einstein acrescentou um termo a mais na a¢do Sgq,
este termo envolve a constante cosmoldgica A, este termo foi introduzido devido ao fato de
que as equacdes de campo previam que o universo poderia colapsar e o termo de constante
cosmoldgica, repulsivo, tornaria o universo estatico. Atualmente sabe-se que o universo esta
realmente em expansdo, mais detalhes podem ser vistos na referéncia [83]. A agdo com a

constante cosmoldgica torna-se

S = SEH+A T Sm

4
16G/4/dx\/_R 2/\) +S,,. (2.8)

A variacdo desta acdo é andloga e a equacdo de campo gerada com o termo da constante cos-

mologica acrescentado €

1 8nG

Na proxima secdo nds iremos apresentar os espagos estaticos e esfericamente simétricos.
2.2 Espaco Esfericamente Simétrico e Estatico

Nesta secdo busca-se apresentar uma constru¢ao do tensor métrico formado pelas
componentes g,y que seja estatico e esfericamente simétrico. Todas as solu¢des em que iremos
calcular o angulo de deflexdo da luz e de particulas massivas sdo estdticas e esfericamente
simétricas, devido a isso é fundamental que nds apresentemos um ansatz que represente esses
espacos-tempo. O caminho tomado para fazer isto serd baseado na referéncia [3].

Tome o conjunto de coordenadas x* = (¢, x I x? x3) do espacgo-tempo tal que as com-
ponentes do tensor métrico nao dependam do tempo, ou seja, carater estatico e a distancia entre
dois eventos infinitesimalmente préximos tenha a parte espacial como func¢ao s6 dos invariantes

de rotacdo, dr?, r-dr, r. Logo, o intervalo infinitesimal toma a forma

ds* = —F(r)dt> + E(r)(r-dr)dt + D(r)(r - dr)? + C(r)dr - dr. (2.10)
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Usando coordenadas esféricas,

x = rsenfcosQ,
X = rsenfsenq,
X = rcos, (2.11)

e algumas redefini¢cdes necessarias, podemos obter uma forma bastante simples para a equagdo
(2.10), a saber

ds? = —A(r)de? 4 B(r)dr? + r*d6> + rsen6’d g’ (2.12)

Esta é a forma padrdo para apresentar a métrica esfericamente simétrica e estatica, e também
estd implicito que a velocidade da luz, ¢, foi tomada como a unidade (¢ = 1). Busca-se encontrar
as formas de A(r) e B(r) para uma fonte com essa simetria. Identificando as componentes do
tensor métrico da equagdo (2.12), pode-se escrever todas as componentes em forma de uma

matriz diagonal,

(guv) = diag(gOO;g117g227g33) = dlag(—A(r),B(r), r27rzsen92) (213)

Com isso, pode-se calcular as componentes Gy, as ndo nulas sdo

AB A A
Gop = —o o 2.14
00 rBz+r2 a5 (2.14)
A B 1
Gy = ——=—(1=-2= 2.15
11 A r2< B)’ ( )
r (Al B r? A (A B
Gy = —|———)+—jA"—-[=—4+— 2.16
2 2B(A B)+2AB[ 2<A+B)}’ (2.16)
Gys = Gpsen’0, (2.17)

onde linha representa derivagdo com relagdo a varidvel r. Nas proximas secdes serdo abordadas

as solucdes e caracteristicas usadas no desenvolvimento dos capitulos futuros.
2.3 Espaco de Schwarzchild

Uma das solug¢des mais simples das ECE € a métrica gerada por um corpo estatico,
esfericamente simétrico e eletricamente neutro. Tome este corpo na origem do sistema de coor-
denadas, tendo massa M e esteja em uma regido delimitada por r < R. Logo o tensor densidade
de energia-momento para r > R € nulo, porque ndo existe matéria nesta regido, ou seja, 7,y = 0.

Com isso, as equagdes de campo tornam-se G,y = 0, onde G, sdo dados pelas equagdes (2.14)
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a (2.17). Logo

B 1 /A" B
-G Giji=-(—+—1]=0. 2.18
2 00 +G11 . (A + B) (2.18)

Note que usando r > R > 0e A(r),B(r) # 0 em (2.18) é facil ver que

d(AB) e
= _O%A(r)_m. (2.19)

Para r — oo, ou seja, para um ponto muito distante do corpo, € natural que os efeitos dele sejam

nulos. A constante de C pode ser absorvida fazendo df = v/Cdt, a métrica torna-se

|
ds? = —mdﬂ + B(r)dr? + r2d6? + r’sen6’d¢?, (2.20)
r
por simplicidade, podemos renomear df = dt e B(r)~! = A(r), logo
1
dS2 = —A(r)dl2+mdr2+r2d92+r256n92d(p27 (2.21)
r

Agora podemos integrar a equacao (2.15), assim

t
A =1+ cons

(2.22)

r

Podemos agora considerar o limite cldssico. A Teoria da Relatividade Geral deve
recobrar a Lei da Gravitacdo Universal de Newton no limite v?/c> < v/c < 1. Tome uma
perturbagdo da métrica de Minkowski do seguinte modo, g,,v = diag(—1+h,1,1,1), (h < 1).
Como no limite classico y= (1 —1v2/c?)'/2 — 1 a quadrivelocidade, U* = ¢(1,v/c), que tem as
componentes espaciais muito menores que a temporal, torna-se aproximadamente U* = (c,0).

2

Nesse limite pode-se tomar as coordenadas espaciais x' = (x! = x, x> =y, x3 = z) da equacdo

da geodésica, pois esta equacao fornece a trajetoria de uma particula,
2.1
dx ! 2 8/’1

=T

) 0¢" = =51 (2.23)

pois, Iy, = digo0/2 = 9;h/2. Usando o fato que a aceleragdo é igual ao potencial gravitacional

® = GM/r, onde G ¢ a constante da gravitagdo universal. Tomando,

dh d [(2GM
(=== 2.24
oxt  oxl ( rc? ) ’ (2.24)
pode-se considerar ¢ = 1 e comparar (2.24) com (2.22), desse modo nés encontramos
2GM
Alr)=1- : (2.25)

r
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Com as equacdes (2.25), (2.19) e a velocidade da luz igual a unidade, pode-se escrever o

intervalo infinitesimal como
2GM 26M\ !
ds?> = — (1 — —) dr? + (1 — —) dr? +r*d6? + r’sen6%do>. (2.26)
r r

Esta solucdo, representada por (2.26), é uma das solu¢cdes mais simples das equagdes de campo
e quem a descobriu foi Schwarzchild em 1916, e € conhecida na literatura como solucao de

Schwarzchild, por motivos 6bvios.
2.4 Espaco de Kottler

O Espaco de Kottler [84] se diferencia do de Schwarzchild, pois neste espaco
considera-se a constante cosmoldgica A tendo um valor diferente de zero. O conjunto de
equacdes a ser resolvido sdo os fornecidos por (2.9). Neste espago além de considerar a
deformacdo causada por uma massa M, que é o caso de Schwarzchild, considera-se também
a deformacgao da métrica devido a constante cosmoldgica, ou seja, as componentes do tensor de

Einstein Gy ndo sdo nulas para um r > R. Podemos escreve as equagdoes de campo (2.9) com

Tyv = 0 do seguinte modo R,y — %g“vR = —guv/\, as equagdes ndo nulas sao
AB' A A
Gy = —5+—5——5==AA 2.27
00 B + 27 3p , (2.27)
A" B 1
G = ———=|(1—=)=—-BA 2.28
11 A r2 ( B) 3 ( )
r (Al B r? A (A B
Gy = —|———|+— A" ([=+=)| =-rA 2.29
2 2B(A B)+2AB[ 2(A+B)] b (2.29)
Gy3 = Gopsenf? = —r’senb?A. (2.30)

Usando o fato de que (B/A)Goo+ G11 = 0 e que quando A = 0 temos que obter a solucdo de

Schwarzchild, nés encontramos

2GM 1

Alr)=1- - §Ar2

r

e B(r) = 1/A(r). Desse modo, nés obtemos a solugio de Kottler para um corpo com massa (M)

e o elemento infinitesimal de linha é

2GM 1 2GM 1 -
ds? = — <1 — — §Ar2) dr* + (1 — — §Ar2> dr? +r2d6% + r’sen6%de?.(2.31)
r r

Vale ressaltar que quando a constante cosmoldgica € positiva, A > 0, o espaco é chamado de

Espaco de Sitter e quando ela é negativa, A < 0, o espago € chamado de Espaco anti-de Sitter.[5]
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2.5 Principio de Fermat para um espaco-tempo curvo e estatico

Agora serd desenvolvido o Principio de Fermat generalizado para um espago-tempo
curvo e estatico. Antes de seguirmos para o desenvolvimento que valida esta generalizacdo
€ conveniente apresentar alguns conceitos importantes sobre geodésicas nulas. Esta secdo €
baseada na referéncia [5].

Dada uma particula de massa m em um espacgo curvo que possua uma métrica cujas
componentes sdo gyy onde w,v =0,1,2,3. O caminho tomado por esta particula € obtido

variando a a¢do S, com o parametro sendo o tempo proprio 7, a saber

S = —m/dr = —m/ \/ 8uvdxHdxV. (2.32)

A equacgdo de movimento € a equagdo da geodésica neste espaco curvo, dada por
‘lz—xu+r“ @ﬁ—o (2.33)
dt? B4t dr '
O conceito de geodésica e os coeficientes de conexdo I' sdo apresentados no apéndice A no
contexto de métrica induzida, porém a definicao € a mesma para um espaco de dimensao maior
e para uma métrica genuina, a tinica mudanca € o valor tomado pelos indices que € igual ao da
dimensao do espago-tempo. Esses conceitos estido presentes em todas as referéncias citadas no
inicio deste capitulo.
Tome um outro pardmetro A tal que T = 7(A), fazendo a mudanga de 7 para A na

equacao (2.33), obtemos

d?M u dx® dxP (CUL dzT) dxt dxt (2.34)

— 4D = —— | —— = —.

aaz " eBan d wa) o M
Se f(A) for nulo, entdo a equagdo (2.34) tem a mesma forma que a equagido (2.33) e A é
chamado de pardmetro afim por sua propriedade de preservar a forma da equacgdo da geodésica.
Existem outras a¢bes que fornecem a equacdo da geodésica (2.33). Se A for um

parametro afim, entdo a acao

v
fornece a mesma equacdo de movimento (2.33), porém com A no lugar de 7. Cabe aqui reforgar
que esta a¢ao s6 pode ser usada se A for um parametro afim. Agora podemos definir o conceito
de geodésicas nulas. Uma geodésica nula serd o caminho tomado por um raio luminoso em
um espago-tempo curvo assim como uma geodésica tipo tempo descreve o caminho de uma
particula. No caso de geodésicas nulas a escolha do parametro € delicada no sentido de nao

poder usar a parametrizacdao do tempo proprio, pois ele € nulo durante todo o caminho. Define-
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se geodésicas nulas como curvas integrais do campo vetorial k% tal que ele seja do tipo luz
k%q = 0. (2.36)

Além disso, este campo vetorial tem que satisfazer a equagdo (2.34), com k% = dx®*/dA. A

equagdo (2.34) pode ser reescrita em fungdo de k%, a saber
k% kP + 5 k%Y = F(A)KP. (2.37)

Podemos escolher um pardmetro A tal que f(A) = 0, de modo que satisfaca a equacgdo da

geodésica. Usualmente utiliza-se o momento do féton como parametro. Com isso,
K% 9k + TP k%KY = 0. (2.38)

Com as informagdes acima pode-se apresentar o Principio de Fermat generalizado. Tome um
espago-tempo curvo estdtico, isso significa que go; = 0 e guv # guv(f). Considere todas as
geodésicas nulas que conectam dois eventos P e Q. Cada geodésica pode ser descrita por trés
fungdes x/(t) = 0 e que levard o tempo At para ir de P para Q. O que se pretende mostrar a
seguir € que as geodésicas nulas sdo as curvas que minimizam A¢. Um fato que deve ser usado
€ que no caso de geodésicas nulas o intervalo infinitesimal fornece

0=dr®+ 8 axidx. (2.39)
200

Tomando a equagdo da geodésica, mudando o pardmetro de A para ¢, de forma andloga a
equacao (2.34), e multiplicando pela métrica

(2.40)

d2xH dx® dxP dt\ "V dk dxt
gvu g ey =\ gz ) aadvear T

De acordo com as caracteristicas da métrica pode-se escrever trés das quatro equagdes presentes

na (2.40) como segue

A a0 dddb (d\T P dd 241
Sl Ty T g ar  \ax ) aa?®Var T '
Como x" =t a ”parte temporal”da equacdo (2.40) fornece
1 oddk a7 dH
2—Towo— = — —. 242
200 "V di (dl) A2 (242)
Por outro lado a identidade (2.39) fornece
d_xod_xoz_ﬁd_xidij (2.43)

dt dt £00 dt dt’
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Podemos usar (2.42)e (2.43) em (2.41), além de usar a notacdo f :=df /dt para encontrar

8 jk
gij¥ + (Fijk - =
800

Tioo — 2&r0k0> ik =0. (2.44)
800
Observe que o segundo termo do primeiro membro possui %/x* que é simétrico, assim nds

podemos simetrizar o termo entre parénteses, nés encontramos
8 jk 8ij 8ik ik
gij¥ + (Fijk —==Tip0 — =—Toro — =—TLojo | ¥/ =0 (2.45)
800 800 800
Mas, uma vez considerando as caracteristicas da métrica, pode-se escrever o termo entre
parénteses como

(rl.jk _ %Fioo _ ﬁr()ko _ ﬁrojo) 1Y {aj <_ﬁ) 1o (_&) ! (_@)} . (2.46)
£00 800 800 2

800 800

Substituindo (2.46) em (2.44) e definindo H;; = —g;;/800

d*x) 1 dx/ dx*

Hij—5 +5 [0jHix + 0kHij — 0iH i T (2.47)

A equacdo (2.47) nada mais € do que a equacdo da geodésica com o ¢ sendo o parametro afim
e com as componentes da métrica H;j, essa métrica € chamada de Métrica Optica. Ou seja, as

geodésicas nulas sdo tais que no espago da Métrica Optica
5/dl =0. (2.48)

Este € o Principio de Fermat, este principio afirma que os raios luminosos percorrem trajetorias
de menor tempo. Porém neste caso houve uma generalizagdo para um espago-tempo curvo e
estatico.

Neste capitulo nds apresentamos as caracteristicas principais da RG com foco no
que iremos precisar durante esta tese. No proximo capitulo nds iremos apresentar as solugdes de
interesse para que, posteriormente, possamos calcular o angulo de deflexdo da luz e de particulas

massiva devido a esses espagos-tempos.
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3 ESPACOS-TEMPOS ESTATICOS E ESFERICAMENTE SIMETRICOS DE
INTERESSE

Este capitulo tem o objetivo de introduzir as solu¢des que temos interesse em in-
vestigar a deflexdo da luz e particulas massivas considerando as distancias entre os elementos
que formam o sistema observador, lente gravitacional e fonte. NOs consideramos dois tipos de
solugdes: 1) as solugdes de buraco negro em gravidade de bumblebee, duas destas sdo assinto-
ticamente planas [26,27] e ii) a solucdo tipo Kottler, esta solu¢do ndo € assintoticamente plana
[29]. As trés solugdes de buraco negro em gravidade de bumblebee sdo apresentadas na sec¢do
3.1. Além das solugdes de buraco negro em gravidade de bumblebee, nos estamos interessados
em outro tipo de solucdo, as solu¢des de buraco de minhoca de Casimir. N6s apresentamos a
primeira solu¢c@o de buraco de minhoca encontrada por Garattini e as solucdes que consideram

corre¢oes de PIG na energia de Casimir na sec¢ao 3.2.

3.1 Solucoes de Buraco Negro em Gravidade de Bumbeblee

Neste se¢do, nds iremos apresentar uma breve revisao sobre o Modelo de Bumble-
bee. Este modelo inserido no contexto de MPE que viola a simetria de Lorentz por meio de um
campo vetorial B, chamado campo de bumblebee. Embora simples, este modelo tem interes-
santes caracteristicas como boost, rotagdo e violacao de CPT. A violagdo de Lorentz acontece
devido a um valor esperado de vicuo ndo nulo do campo de bumblebee [23,24]. A acdo do

modelo de bumblebee com constante cosmoldgica e tor¢dao nula é expressa por

1 1
Sp = /d4x\/—g [ﬂ(R —2A+ &Ry B*BY) — ZBWB“" —V(ByBY +b%)], (3.1)

onde ¥ = 87G, A é a constante cosmoldgica, & é uma constante real que controla o acoplamento
~ . 2 ~ .«
nao minimo entre o campo de bumblebee e a curvatura, e b° € uma constante real positiva. O

field-strength do campo de bumblebee é definido como
Buv :DuBV_DvBu, (3.2)

onde Dy, € a derivada covariante. A determinagdo do valor esperado de vicuo do campo de
bumblebee é dado quando o potencial é nulo, V (B*B, + b?) = 0. Quando isso ocorre, nés temos
que B¥B,, + b? =0, de modo que o valor esperado de vicuo do campo de bumblebee é by, onde
b*by = Tb%. As quantidades b* sio os coeficientes das violacdes de Lorentz e CTP, e o sinal +

no potencial indica se b* € tipo-espago ou tipo-tempo. Um estudo mais profundo sobre MPE e
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MB pode ser encontrados nos trabalhos [21-27,29]. Agora nds podemos descrever as principais
caracteristicas que compoe as trés solugdes de buraco negro EES em gravidade de bumblebee
de nosso interesse. Duas destas solucdes sdo ditas tipo Schwarzschild pois ndo consideram
constante cosmoldgica (A = 0). Essas solucdes tornam-se a solu¢do de Schwarzschild, equagdo
(2.26), quando o valor esperado de viacuo do campo de bumblebee € nulo. A outra solugdo é
tipo Kottler, que surge quando levamos em conta uma constante cosmoldgica nao nula (A # 0).
Esta ultima solucao torna-se a solu¢do de Kottler, equacdo (2.31), quando o valor esperado de
vacuo do campo de bumblebee € nulo. A solugdo de Kottler descreve um espago-tempo gerado
por uma fonte de matéria esférica levando em conta a constante cosmoldgica, esta solu¢ao
generaliza a solucao de Schwarzschild [85].

Essas trés solucdes de buraco negro em gravidade de bumblebee compartilham al-
gumas hipdteses. A primeira € que essas solugcdes sdo EES, desta forma podemos adotar um

ansatz para essas solucdes do tipo
(guv) = diag (—ezym,ezg(’),rz,rzsen29> , (3.3)

onde y(r) e {(r) sdo fungdes s6 da coordenada radial, note também que este ansatz é equivalente
a equagdo (2.12). A segunda hipdtese € que o campo de bumblebee B, se mantém congelado
no seu valor esperado de vacuo by. Além disso, vamos assumir que o valor esperado de vacuo

do campo de bumblebee ¢ radial, b, = (0,b,(r),0,0).

3.1.1 Buracos negros tipo Schwarzschild

A primeira solucao que nds apresentaremos foi descoberta por Bertolami e Paramos
[26]. Com o intuito de encontrar by, eles impuseram a condi¢do da derivada covariante atuando

no campo de bumblebee ser zero, Dby = dyby — bGFﬂv =0, que implica em
br(r) = &' Phoet, (3.4)

sendo by uma constante. Deste modo, o elemento de linha da solu¢do de Bertolami e Paramos é

ds? = — fz(r)de® + L r*(d6* +sen’6d¢?), (3.5)
f8(r)

onde

fi(r) = [1 -2 (Lio)l] . (3.6)
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Na equacdo (3.6), Lo € uma distancia arbitraria, [p ~ b(z) /2, e M = Gm é a massa geométrica
[26]. Buscando compreender melhor o comportamento desta solugdao nés calculamos o escalar

de Ricci e o escalar de Kretschmann. O escalar de Ricci é dado por

oM [ r\®
RBertolami = r_3 (l;) (1 +ZB)ZB- (37)

Note que, embora a solu¢ao de Bertolami seja tipo Schwarzschild, o escalar de Ricci € nao nulo.

O escalar de Kretschmann, definido por K = R”VGﬁR“vcﬁ, no limite de /p < 0 torna-se

5 r\** (14M
Kagertotami = (1 - ng) (L_O) ( /6 ) . 3.8)

Um fato importante € que tanto o escalar de Ricci quanto o de Kretschmann para este espaco-

tempo vao a zero num ponto muito distante da fonte (r — o), assim esta solugdo € assintotica-
mente plana.

A outra solugdo tipo Schwarzschild de nosso interesse foi encontrada por Casana
et al. [27]. Os autores, diferente de Bertolami e Paramos, ndo usaram a condi¢ao Dby, = 0.

Em vez disso, eles encontraram by, pela condigéo b, b* = const. que fornece
be(r) =|b|eP"). (3.9)
Entdo, o elemento de linha de Casana et al. [27] é dado por

ds? = — fu(r)de® + (1 + L) ———dr* + r*(d6 + sen’6d¢?), (3.10)

1
fc‘(r)

onde
fe(ry=1-21, (3.11)

Nas equacoes (3.10) e (3.11), M = Gm € a massa geométrica e [, = ﬁbz. Deste modo, .
depende do valor esperado de vacuo do campo de bumblebee e da constante de acoplamento &.
Similar ao que foi feito para a solu¢do de Bertolami nds calculamos o escalar de Ricci e o de
Kretschmann para a solucao de Casana. O escalar de Ricci para esta solugao é

2 .
r21+1.

RCasana = (3 1 2)

Observe que apesar desta solucdo ser tipo Schwarzschild, o escalar de Ricci € ndo nulo. O

escalar de Kretschmann é dado por

4(12M? 4 4Mrl, + 1.2r%)
ro(1+41.)?

Kcasana = (3.13)
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Observe que assim como a solucdo de Bertolami, o escalar de Ricci e de Kretschmann vao a
zero em um ponto muito distante da fonte (r — o), este € um indicio de que essas solucdes
sdo assintoticamente planas. Além disso, note que quando r — 0 os escalares divergem, o que

caracteriza uma singularidade.

3.1.2 Buraco negro tipo Kottler

A ultima solucdo de interesse para nds foi descoberta por Maluf e Neves [29]. Eles
consideraram a acao de bumblebee (3.1) com a constante cosmoldgica nao nula, logo a solugdo
encontradas por eles € assintoticamente nao plana. Diferente das outras solucdes apresentadas

na subsecao anterior, Maluf e Neves consideraram um potencial linear,
(0
V(BuBY £b*) = 5 (BuB" —b?), (3.14)

onde ¢ é um multiplicador de Lagrange. Note que V =0 ¢ V' =dV(y)/dy = ¢ /2 quando
ByBY = b?. Este potencial linear foi escolhido para que fosse possivel encontrar uma solucio

com constante cosmoldgica ndo nula. O elemento de linha encontrado por Maluf e Neves é

1
ds®> = — fyr(r)de? + (1 +1,) dr? +r*(d6? +sen’0d¢?), (3.15)
Ju(r)
onde
oM A
fu(=1-==-(1 —|—lc)?er2 (3.16)
Nas equacdes (3.15) e (3.16) temos [, = ébz e
A, =20 (3.17)

g

Desse modo, nds temos uma constante cosmoldgica efetiva que depende da constante de acopla-
mento ndo minimo £ e do multiplicador de Lagrange 6. Assim como fizemos para as solugdes
assintoticamente planas, nés calculamos os escalares de Ricci e Kretschmann. O escalar de

Ricci é dado por

R =4A, + = 3.18
Maluf e+r21+lca ( )
e o escalar de Kretschmann é
8 I 8 41, 16M 48M?
K = A+——|[=A 3.19
Maf = Nt aA 3N AR (xR LaxiA] s G

Tanto o escalar de Ricci quanto o escalar de Kretschmann tendem a 4A, e 8A2 /3 quando r — oo,

Como esperado, a constante cosmoldgica efetiva promove uma curvatura constante no mesmo
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limite. Note que quando tomamos o limite de » — 0 o escalares divergem, o que caracteriza
singularidade.

Uma vez que apresentamos brevemente o Modelo de Bumblebee e as solugdes de
buraco negro de nosso interesse, os objetivos desta secao foram concluidas. Na préxima sec¢ao,
nds iremos apresentar brevemente as solucdes de buraco de minhoca de Casimir que temos

interesse.

3.2 Solucoes de Buracos de minhoca de Casimir

Nesta secao, nds iremos apresentar os elementos de linha encontrados pelas re-
feréncias [53,57]. Essas solucdes partem da classe de buraco de minhoca de Morris e Thorne,

cujo elemento de linha é

ds? = —2®ar? +

G dr? + r*(d6? + sen’0d¢?), (3.20)

r

onde ®(r) e b(r) sdo as fungdes de redshift e de shape, respectivamente. Além disso, r € [rg, ),
onde ry € o raio da garganta do buraco de minhoca. A func¢do de shape b(r) determina a ge-
ometria do buraco de minhoca e deve obedecer duas condigdes: b(rg) = ry e a condi¢do de
flaring-out [b(r) —rb(r)] /b*(r) > 0, onde b’ (r) = db/dr. Além dessas condigdes, é fundamen-
tal que ndo haja horizontes presentes, que sdo identificados como as superficies com 22 - 0,
de modo que ®(r) deve ser finito em toda parte. As equagdes de campo de Einstein podem ser
escritas com G4 = 87T}, onde adotaremos ¢ = G = /i = 1. Estas equagdes para o elemento de

linha da equac¢do (3.20) sdo

f_/ = 87p(r), (3.21)
%(1’;)@(@:; — 8ap.(r), (3.22)
(1—?) [CI)'(r)'—i—CI)'(r) (@’(r)—f—%)}—b/;r_zb(fb’(r)%—%) = 8mpi(r), (3.23)

em que p(r) é a densidade de energia, p,(r) é a pressdo radial e p,(r) é a pressdo lateral. Garat-
tini foi o primeiro a investigar se de fato a energia de Casimir poderia ser a fonte de um buraco
de minhoca atravessavel. Agora nés vamos deduzir a métrica encontrada por Garattini. Pode-
mos resolver a equacio (3.21) onde a densidade de energia de Casimir é p(r) = —7n2/720r%,

pois ¢ = G = h = 1. Assim nds encontramos de forma direta que

e
b(r)=rg——+—, (3.24)
ro r
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onde r% = 7% /90 e a condigdo b(rg) = ro foi imposta. Mas para sabermos se de fato a energia
da Casimir pode gerar um buraco de minhoca atravessavel, nos precisamos também investigar
a funcao de redshift. Substituindo a equacgdo (3.24) e a equacao de estado p,(r) = wp(r) na
equacdo (3.22), obtemos

2 o r% r% , o r% (1— a))r%
- AL (O A ~o0. 3.25
r ( r + ror  r? (r) r3 + ror? r4 (3.25)

Podemos fazer uma integracao por fracdes parciais e obter

2 2 2

rEo—r F50 —r
®(r) = const — (1 — @) In(r) — —OIn(r— ~0= 1y +72). 3.26
(r) ( ) (r) r%+r% (r I’()) r%+r% (rrO rl) ( )

Claramente temos um problema nesta solucéo devido a In(r — ry) no limite de » — rp. Podemos
reescrever a equacgao (3.26) como
e

220 =X (r)(r—ry) T, (3.27)

onde X (r) representa os outros termos que sdo bem comportados. Assim podemos ver que se

r%a) — ,,(2) > 0, entdo no limite r — r( existird uma singularidade. Como j4 foi dito, e2%(r)

%a) — r% > (0. Caso

deve
ser finito para todo r do dominio, desse modo, ndo podemos considerar r
r%a) — r(2) < 0, existird um horizonte no limite » — rg. Como nenhuma dessas condi¢des sao

itdvei h b de minh vel fi =r}/r}
aceltavels para que tenhamos um buraco de minhoca atravessavel, nos resta fixar @ = ry / ri-
Pode-se fixar a constante de integragdo ao adicionar a condi¢do de que queremos um espago-

tempo assintoticamente plano, precisamos que ®(r) — 0 quando r — oo, assim

1 re
P(r)==-(w—1)1 . 3.28
1= g(o-1m (") 3.29
Podemos também reescrever a funcado de shape usando ® = r(z) / r%, desse modo,
1 r2
b(r)=(1-— o 3.29
0= (1-5)m+ 2% (.29)

Por fim, usando a equagéo de estado p;(r) = @ (r)p(r) na equagio (3.23), nés encontramos
o (r) = —[0*(4r —ro) + ro(4w + 1)) (4(wr + rg)) ™. (3.30)

Com os passos descritos acima, Garattini encontrou a solu¢do de buraco de minhoca de Casimir

representado pelo elemento de linha

2 ro o~ 2 dr? 20102 2 2
ds” = — dr” + —+r°(d6” +sen“6do-). (3.31)
r+ro 1_(1_L)r_o_&
[0) r a)r2
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Este elemento de linha é associado ao tensor densidade energia-momento

2
_ R el 1 o
T”V_Sﬂ:a)r“[dlag( l,—w,1,1)+ (e (r) — 1)diag(0,0,1,1)]. (3.32)

Observe que a energia de Casimir obedece a equacdo de estado P = 3p, o que faz @ = 3 ser
um valor especial. Além disso, quando @ = 1, o elemento de linha da equacdo (3.31) torna-se
a solu¢do de buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov com tamanho subplankiano [35,36]. O
buraco de minhoca de Garattini, apesar de ser atravessdvel, ndo pode ser percorrido devido a
seu tamanho plankiano. N6s também temos interesse em outras solu¢des de buraco de minhoca
de Casimir. Estas tem a energia de Casimir corrigida por PIG como fonte do buraco de minhoca.

Na referéncia [57], Jusufi et al. usaram trés modelos de PIG: (1) o modelo de
Kempf, Mangano e Mann (KMM), (2) o modelo de Detournay, Gabriel e Spindel (DGS) e (3)
o chamado modelo de PIG do segundo tipo. As solucdes encontradas por Jusufi et al. possuem

a mesma funcdo de shape

/1 1 DB (1 1
b(r)=ro— ) (; - %) ~ 570 (r_3 - %) ) (3.33)

onde f é o parAmetro de comprimento minimo e D; sdo constantes que podem ter os valores

5 . (28+3\/ﬁ>
1 = - A >

42
3+ 72
D, = 20m?
2 v/ ( 63 >7
1072
Dy = ——,
9

de acordo com cada modelo de PIG. A primeira solu¢cdo encontrada tem a funcdo de redshift

constante, P (r) = const., entdo o elemento de linha torna-se

e dr? +r?(d6? +sen’0d¢?), (3.34)

r

ds* = —d* +
1

onde nés usamos dt? = exp (2®(r))dt2, pois ®(r) = const. A segunda solucio tem fungio de

redshift do tipo ®(r) = ry/r, e 0 elemento de linha é da forma

2r

ds? = —eTOdt2 +

W )drz + r?(d6% +sen’0d¢?). (3.35)
1=-2%2

r

A terceira solu¢io tem uma fungdo de redshift que obedece exp(2®(r)) = 1+ ¥*/r?, deste
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modo o elemento de linha se torna

2
dszz—(1+y—2>dt2+
r

e dr? +r*(d6? + sen’*6d¢?), (3.36)
1 =27

7

onde y é um fator positivo e r > rg. A ultima solugdo tem a funcdo de redshift obedecendo a
relacio exp(2®(r)) = (14 BD;/r?)~2(1+1/®) ¢ o elemento de linha dado por

2
D;\ ~(+l/0)
ds? = — (1 + P 2’) dr® + dr? + r*(d6* +sen’0d¢?). (3.37)
r

l_b(r)

r

Um estudo mais aprofundado na obtencao dessas solucdes pode ser encontrado nas referéncias
[53,57]. No préximo capitulo nés iremos apresentar uma revisao sobre o método de deflexao

da luz e particulas massivas via TGB.
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4 DEFLEXAO GRAVITACIONAL E O TEOREMA DE GAUSS-BONNET

Neste capitulo, nés apresentaremos uma revisao sobre o método de Ishihara [64]
aplicado na métrica de Jacobi [74]. Esse método, como j4 foi dito, € baseado no TGB e engloba
a deflexao gravitacional tanto de particulas massivas quanto da luz. Considerando um espaco-

tempo EES, nds podemos adotar o elemento de linha do tipo
ds? = —A(r)dr* + B(r)dr* 4 r*(d6? + sen’6d¢?). (4.1

Vamos deduzir a métrica de Jacobi associada a métrica da equacdo (4.1). A acdo de uma

particula com massa m no espaco-tempo da equacao (4.1) é

s=-m [drJa—giiv = —m [ arL, 4.2)

onde i = dx'/dt, g;j = diag(B(r),r?,r*sen’0) e {x'} = {r,0,¢}. Nés podemos calcular o
momento py, fazendo isso nés obtemos
JdL mxy, mxy,
P oxk | A — g X% L

Outra quantidade fundamental é o hamiltoniano associado a ac¢do da equagdo (4.2). Fazendo

4.3)

uma transformacgdo de Legendre nds obtemos

_ mxkx! Qi
L

H fmL = % (xkx’ o+ L2> . (4.4)

2

Note que usando L2 4 ik g = A, juntamente com m ikl g = ngkl Prpi1, a equagdo (4.4)

torna-se

Podemos entio escrever a equacdo de Hamilton-Jacobi, usando p; = d.S, como

\/ A+ AgiiaS9;S = E. (4.6)

A métrica Otica € dada por f;; = A g j» onde a relagdo f;; fik = Sik ¢ satisfeita. N6s podemos
reescrever a equagao (4.6) como

1 ,
g [S9S = 1. (4.7)
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A equagdo (4.7) € a equac@o de Hamilton-Jacobi para geodésicas da métrica de Jacobi j;; dada

por
judx'dx* = (E? —m?A)A™ gy dxldx*. (4.8)

Para mais detalhes, veja a referéncia [74]. Desse modo, a métrica de Jacobi para um espago-

tempo tipo EES é

r2

a5 = (B2 —n2a(r) | BV g2 4

2
A(r) A(r) 407 49)

onde foi considerado o plano equatorial 6 = /2. Observando a equagdo (4.9) podemos notar

que a conservacao do momento angular devido a simetria axial é dada por

~
Il

2
(E2 — mPA(r)) [ﬁ% — const. (4.10)

A equacdo da trajetoria para particulas massivas € obtida usando as equacdes (4.9) e (4.10),
apods algumas manipulacdes nds encontramos

(Ez—mzA(r))Z% (%)2:1?2— <m2+i—§> A(r). (4.11)

Nos queremos que o angulo de deflex@o de particulas massivas seja funcdo de alguns parametros
que constituem o sistema receptor, lente gravitacional e fonte. Estes parametros sdo a veloci-
dade da particula v, o parametro de impacto da trajetdria b, as quantidades que caracterizam a
lente gravitacional e o inverso das distancias do receptor ug e da fonte ug até a lente gravitaci-
onal. Faz-se necessdrio compreender de forma precisa qual € v. A quantidade v é a norma da
velocidade da particula de teste com massa m vista por um receptor estatico a uma distancia rg
da lente gravitacional. Vamos agora relacionar a velocidade da particula com sua velocidade
assintética v... Podemos escrever a equagio (4.1) como ds> = —A(r)dt? 4 dI?, entdo o tempo
préprio para um receptor a uma distancia rg é dtg = \/A(rg)dt e o tempo proprio para um re-
ceptor no infinito € d7.. = dt quando o espaco € assintoticamente plano. Desse modo, a relacdo

entre os tempos proprios é dt../dtg = A(rg) " 1/? e

dl dl dt. Voo
v= — = . (4.12)
dtg  dT. d7TR A(”R)

Nos queremos considerar as constantes de movimento: energia € momento angular
com fung¢do da velocidade assintética v, porque este € o procedimento adotado nos artigos que
conhecemos e pelo fato do caso da luz ser recobrado quando v., = 1. Desse modo, nés consi-
deramos as constantes de movimento: momento angular e energia como J = mveb/+/1 —v2

e E =m/\/1—vZ, respectivamente [75]. A velocidade da particula de teste vista por um re-
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ceptor a uma distancia rg da lente é dada pela equacdo (4.12). Noés também adotaremos a

transformag@o de coordenada u = 1/r. A equagio da trajetdria (4.11) torna-se

du\> 1 [ 1 12,
a2 - e Al 4.13
(4) ~ 8z~ ()4 o
Além disso, quando consideramos E = m/+/1 —12 e definimos Q> = m?(1/(1 —1v2) — A),

podemos reescrever o elemento de linha presente na equagao (4.9) como

B(r)
A(r

2
dr? + d
r

) A)

Um estudo aprofundado em métrica de Jacobi para um espago-tempo EES pode ser encontrado

ds? = Q? { d(pz} . (4.14)

na referéncia [74]. Cabe aqui definir alguns vetores relacionados a métrica de Jacobi que serdao
uteis quando for apresentado a aplicacdo do método de Ishihara para deflexao da luz. Podemos

definir os vetores unitarios na direcdo radial e direcao angular, que sao respectivamente,

1 /A
€rad = (5 §,0>, (4.15)
VA
eang — <O, E . (4. 16)
Além destes, € importante definir também o vetor unitrio tangente a trajetdria
J A [(dr
KK =S5 (,1). 4.17

Agora temos as quantidades necessdrias para falar propriamente do método de Ishihara.

O teorema de Gauss-Bonnet associa as caracteristicas geométricas de uma su-
perficie com sua caracteristica de Euler, que € uma quantidade topoldgica. Seja (D, x,g) um
subconjunto compacto de uma superficie orientada com caracteristica de Euler (D) e uma
métrica riemanniana g que origina uma curvatura gaussiana K. Além disso, seja dD : {t} — D
0 contorno suave por partes com curvatura geodésica K e seja 6; o angulo externo no i-ésimo

vértice, percorrido no sentido positivo (veja figura 1). Entdo o TGB pode ser escrito como

//DKdS-l—/aDKdt-i-ZQi:Zn'x(D). (4.18)

Um estudo mais profundo sobre TGB pode ser encontrado no apendice A. O método de
Ishihara consiste em utilizar o principio de Fermat generalizado para um espago-tempo EES
e o TGB, associando a métrica 6tica a métrica que descrever a superficie do TGB. O principio
de Fermat generalizado mostra que os raios luminosos percorrem trajetérias de menor tempo,

estas trajetorias sao descritas por geodésicas da métrica oOtica [5]. Dado um espago-tempo EES
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Figura 1 — Figura esquematica para o teorema de Gauss-Bonnet.

oDs 02

Fonte: Elaborado pelo autor

de acordo com a equagao (4.1), a métrica Otica associada a ele é

2
=22 T e, (4.19)

ds? — B(r)

A(r) A(r)

Note que o espago-tempo da métrica de Jacobi é conforme a da métrica Otica, basta comparar as
equacgoes (4.14) e (4.19). Ishihara mostra que o angulo de deflexdo - considerando distancias

finitas entre o receptor, lente gravitacional e fonte - € dado por
a =Yg —Ys+ Pgs. (4.20)

O que faremos agora é definir cada parte que compde o angulo de deflexao, nés iremos com-
putar cada termo de acordo com a métrica de Jacobi (equagdo (4.14)), pois desse modo nds
encontraremos o angulo de deflex@o para o caso de particulas massivas e o angulo de deflexdo
da luz pode ser encontrado ao adotar a velocidade da particula igual a da luz, ou seja, v = 1.
Vamos comegar pelo termo Wg — Ws. Seja W(u) o dngulo entre o vetor tangente a trajetéria no
ponto e o vetor unitdrio radial (veja figura 2), assim calculando o produto interno entre esses
vetores nds encontramos

B r’ J dr
2 /
cos¥ =Q (ZKre:'dd+XK¢e?ad) = AB@@ (421)

onde nds usamos a definicao de e,q € do vetor unitario tangente a trajetoria (4.17). Nos pode-
mos evitar dr/d¢ se usarmos a relagdo fundamental da trigonometria, assim a equagdo (4.21)

torna-se

AB , (du\’
AN 7 2

onde nés usamos r = 1/u. Podemos simplificar ainda mais essa equago se usarmos a equagao
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da trajetdria presente na equacdo (4.13), desse modo a equagdo (4.22) torna-se

W(u) = arcsin (buv ﬁ ) . 4.23)

Figura 2 — Figura esquematica de uma trajetoria defletida.

L S
Fonte: Ishihara et al. [64]

O termo Wg — Wg pode ser obtido por meio da equacdo (4.23) juntamente com
Yr —Ws = Y(ur) + ¥(us) — @, sendo ug o inverso da distancia entre o receptor e a lente
gravitacional e ug o inverso de distancia entre a fonte e a lente gravitacional. O outro termo que
constitui o Angulo de deflexao é ¢y, que € definido por Pgrs = @ (ug) — ¢ (us), onde ¢ (u) pode
ser encontrado via equacao (4.13). Por mais que ja tenhamos dito, é importante reforcar que o
angulo de deflexdo de particulas massivas encontrado via (4.20) se torna o angulo de deflexdo
da luz presente no método de Ishihara [64] quando consideramos v., = 1 nas equacgdes (4.13)
e (4.23). No proximo capitulo nos utilizaremos esta abordagem para encontrar o angulo de
deflexdo de particulas massivas e da luz considerando distancias finitas para os espagos-tempos

de buraco negro em gravidade de bumblebee e para os buracos de minhoca de Casimir.
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5 DEFLEXAO DE PARTICULAS MASSIVAS E LUZ PARA ESPACOS-TEMPOS
DE INTERESSE

Este capitulo € destinado a apresentar os nossos resultados que deram origem a dois
artigos [86,87]. Na proxima secao nds iremos investigar o angulo de deflexao gravitacional de
particulas massivas e luz considerando as distancias do sistema receptor, lente gravitacional e
fonte para os buracos negros em gravidade de Bumblebee de Bertolami e al. e Maluf et al.
pelo método apresentado no capitulo anterior. Apds, iremos investigar a deflexdo gravitacional

para os buracos de minhoca de Casimir das referéncias [53] e [57].

5.1 Deflexao de particulas massivas e luz devido a buracos negros EES em gravidade de
Bumblebee

Neste se¢ao nds iremos aplicar a método de Ishihara para a métrica de Jacobi com
o intuito de encontrar o angulo de deflexdo de particulas massivas e da luz para o espago-tempo
de Bertolami e Paramos (equagdes (3.5) e (3.6)) e para o de Maluf e Neves (equacdes (3.15) e
(3.16)). Para encontrar o angulo de deflexdo de particulas massivas e da luz para o espaco-tempo
de Casana et al. basta fazer a constante cosmoldgica ser nula nos resultados que obteremos para
o espagos-tempo de Maluf e Neves. A utilizacio do método de Ishihara para o caso de espago-
tempo ndo assintoticamente planos s6 € possivel se considerarmos que o receptor ou fonte ndo
estejam no horizonte [88] e consideramos o ponto de vista do observador, como foi discutido

na referéncia [89].

5.1.1 Buraco negro tipo Schwarzschild

Para encontrar o angulo de deflexdo de particulas massivas para o espago-tempo de
Bertolami, nés iremos construir cada termo que compde a equagdo (4.20). Identificando A(r)
e B(r) ao comparar a solucdo de Bertolami com o a equagao (4.1) e calculando ¥(u) (equagdo

(4.23)), n6s encontramos que no limite de campo fraco (M /b), o termo Wr — W torna-se

WYgr —¥s = arcsinbug+ arcsinbug— 7w
M (b\2| b2l b2u2 M?
b_Z(L_) R+ S +0(b—2). 5.1
I Y B e Y A



39

Também considerando o limite de campo fraco para a equagcao (4.13), nds encontramos que

¢rs = T — arcsinbug — arcsinbug
) 2 2122 2 212 2 2
M (b \?%|1+v,—vib“u 1+v5 —vib“u M
b_z(L_> R4 > +0<§). (5.2)
Voo A0 \/1—b2u \/1— b2

Entdo o angulo de deflexdo de particulas massivas devido ao buraco negro em gravidade de

Bumblebee de Bertolami € Paramos €

M (142 [ b\" M?
— F( vzv )(L_o) {\/1—b2u§+\/1—b2uﬁ}+0<¥). (5.3)

Cabe agora analisar o resultado da equagao (5.3) em alguns casos. O primeiro caso é quando

consideramos a deflexdo da luz, isto pode ser feito quando adotamos a velocidade v., = 1, assim

a deflex@o devido ao buraco negro de Bertolami e Pdramos para a luz é

2M [ b\ M?
e = T(L_o) [\/1—b2u§+\/1—b2u4+0(b—2). (5.4)

Outro caso de interesse € quando o receptor e a fonte estdo muito distantes da lente gravitacioal

(bug ~ bug ~ 0), neste limite o angulo de deflexao de particulas massivas se torna

M [14+v2\ / b\
=5 (5) (@) o

O ultimo caso resume a quando nds consideramos o valor esperado de vicuo do campo de

Bumblebee como zero, ou seja, [p = 0, neste caso a equagdo (5.5) torna-se

M (142
(X%T< 2 ) (56)

Este resultado concorda com a referéncia [75]. Note que para o caso da luz (v. = 1) a equagao
(5.6) torna-se ay,; = 4M /b, que é o angulo de deflexdo da luz para o caso da métrica de
Schwarzschild. Estes resultados sdo esperados pelo fato do elemento de linha de Bertolami,

equagdes (3.5) e (3.6), torna-se o de Schwarzschild quando o valor esperado de vacuo do

campo de Bumblebee € nulo.

5.1.2 Buraco negro tipo Kottler

Vamos agora encontrar o angulo de deflexdo de particulas massivas ao buraco negro
de Maluf e Neves, equagdes (3.15) e (3.16). Seguindo o mesmo procedimento, primeiro nos
identificamos quem é A(r) e B(r) comparando a solu¢do de Maluf e o elemento de linha EES

presente na equacao (4.1). Assim, nés podemos encontrar o termo W — Wy até primeira ordem
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de M/be (1+1.)A, para esta solugdo por meio da equagdo (4.23), a saber

Yr —¥¢ = arcsinbug+arcsinbug— 7

M b2u’ n b2u? B AZAD? | (bug)~! n (bug) !
2 2

bva [\ J1-bug o Ji-vug] o O | Jiobud o\ J1-bug

AZAMD [3— 42 +2(22 — Db%ud 3 — 42 +2(2v2 — 1)b%u?
6v2 (1—b2uz)3/2 (1—b2u2)3/2

2
Lo ( M z%g) | (5.7)

b2’

onde A =+/1 + ... Precisamos agora encontrar a o termo @gs que compde o angulo de deflexdo
de acordo com a equacdo (4.20). Podemos resolver a equacdo (4.13) considerando também até

primeira ordem de M /b e (1+1.)A,, desse modo encontramos

Oors = A [m— arcsinbug — arcsinbug]

M | A(1+v2)— 7vaobzulze N A(1+12) —lvibzug

bvZ,
\/1—b2uz 1 —b%u}

A2AD? | A(VE—1) +A(2—v2)b%u% N AWE—1)+A(2—v2)b%u2

+ 3
Voo bugy/1—b2u3 bugy/1— bzu?g
AZAMD [2(2v2 — 1)A —3AvZb%ub  2(2v —1)A —3Av2b%ub
_|_
6v2 (1—b2u3)3/? (1—b2u2)3/2

ASAMD (1-2\°T 3b%uk—4  3b2ul—4
+ ) 2, vam T 2,2\3/2
6 v (1 —b%ug) (1 —=b%ug)

()

A3AMD (1127
+ = ( vgov‘”) {tanh_l (\/1—b2u§)+tanh—‘(,/1—b2u§)]

MZ
+ 0 <?,12A§> , (5.8)

onde tanh’l(x) ¢ a inversa da fungdo tangente hiperbdlica. Assim, o angulo de deflexdao de
particulas massivas considerando distancias finitas devido ao buraco negro em gravidade de
Bumblebee de Maluf e Neves é
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o = (1—A)][arcsinbug + arcsinbug — 7]
M | A(14+v2) — (1 +Av2)b%u  A(1+v2) — (14 Av2)b%u?

* bv2 2 + 2

o 1/1—b2uR ,/l—bzus
N A2AD? | A(VE -1+ (2—1v2)b%ud) — 1 N A(VE—1+(2—v3)b%ui) -1

2

bve bugy/1 — b2 busy /1 — b2u?
N AZAMD [4v2 (A — 1) +3 =24 + (4v2 — 302 — 2)b%us

6v2, (1—b2u3)3/?
N 4v2 (A — 1) +3 =24 + (4v2 —3AvZ —2)b%ud

(1—b2u})3/?

)»3AeMb(1—vZ°)2 3b%u} — 4 +3(1 —b?u%)3/* tanh ! (m)
* 2
V

6 (1—b2u3)3/?

323 — 4-+3(1 = b2ud)2anh " (/1 b%3) 2
+0 < — /12/\5) :

(1 —b2u§)3/2 b2’

(o]

(5.9)

Cabe agora analisar esta solucdo em alguns casos. O angulo de deflexdo da luz pode ser obtido

tomando v., = 1, deste modo, nds obtemos

0y, = (A —1)[m—arcsin(bug) — arcsin (bug)]

M |22 —V3(A+1) 22 —bHd(A+1)

+ 3 +
\/1—b2uZ \/1—b2u3
A2AD? | 1—Ab%uz N 1 — Ab%u}
6 | bugy/1-b22  bugy/1— b2
N AZAMb | 24 — 1+ (2—31)b%u3
6 (1-b23)*?
24 —1+(2—-3A)b%u3 M?
+ + 3/2 & +0(—2,7LZA§>. (5.10)
(1-b2s3) b
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Quando consideramos o receptor e a fonte estejam muito distantes da lente gravitacional (bug ~

bug ~ 0), o angulo de deflexdo de particulas massivas torna-se

2
o — (7L—1)7t+12M(1+V°°)

b v
A2Ab? l(vfo—l)—1+k(v§°—l)—l
6v2 bug bug
AZAMb -
+ W[4vw(l—l)+3—2ﬂ
ASAMD [1—v2\> M,
= —1 —, AN ). 11
5 (vgo ) 37 6]+0<b2,/1 ) (5.11)

Outro caso de interesse é quando o campo de Bumblebee tem valor esperado de vacuo nulo, ou

seja, A = 1, desse modo a equacao (5.11) torna-se

o =

2M [(14+v2\  ADb? [vE—2 V2 -2
b v 6v2, bug bug

A2AMb  AMb [1—v2\> M,
32D ( V2 )Bﬂ_mHO(?’)L Ae)' 612

(o)

As divergéncias aparentes que aparecem nas equacoes (5.11) e (5.12) sdo problemadticas apenas
se a fonte ou o receptor estiverem localizados no horizonte [88]. Além disso nds podemos
apresentar o angulo de deflexdo de particulas massivas devido ao buraco negro de Casana et al.

quando consideramos A, = 0 na equacdo (5.9). Fazendo isto, nos obtemos

o = (1—A)][arcsinbug+ arcsinbug — 7]
M | A(1+v2) — (1+Av2)b%us N A(1+v2) — (1+Av2)b%u
2
bva, /1 b2 J1—b2

2
Lo (%) (5.13)

O resultado presente na equacdo (5.13) concorda com as referéncias [28] e [79]. A deflexdo
da luz devido ao buraco negro de Casana et al. € facilmente encontrado fazendo v, = 1 na
equacdo (5.13). Além disso, no limite de receptor e fonte muito distantes da lente gravitacional
(bug ~ bug ~ 0), o angulo de deflexdo da luz para o buraco negro de Casimir ef al. torna-se
0y, = 4M /b + (I.7)/2, que é o mesmo resultado obtido por Casana er al. na referéncia [27].
Os resultados apresentados neste capitulo originaram um artigo [87]. Na préxima se¢ao nos
iremos apresentar nossos resultados referente aos buracos de minhoca de Casimir apresentados

no se¢do 3.2.
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5.2 Deflexao de particulas massivas e luz devido a buracos de minhoca de Casimir

Nesta secdo nds iremos calcular o angulo de deflexdo de particulas massivas e luz
para os buracos de minhoca de Casimir apresentados no secdo 3.2. Noés estamos interessados
no limite de deflexdo fraca, entdo ro < b < r, sendo b o parametro de impacto e ry o raio da
garganta do buraco de minhoca. Os motivos de adotar este limite sdo dois. O primeiro motivo €
devido ao fato de que os efeitos de deflexdo sdo bastante fracos e o segundo € que nesse limite
nés conseguimos obter de forma analitica estes resultados. Nas secdes a seguir nds vamos

estudar o desvio gravitacional para cada buraco de minhoca de Casimir apresentado na sec@o
3.2.

5.2.1 Buraco de minhoca de Garattini

O primeiro buraco de minhoca que vamos analisar foi descoberto por Garattini,
equacdo (3.33). Comparando a solu¢do de Garattini com o elemento de linha EES presente na

equagao (4.1), nés podemos inferir que

~(0-1)
e L _ 21 TN 2), 22 3
A(r)” = (wr+r0> =1+ (1 w) rou+ > <1 w) (1 =) o’u? +0(r%), (5.14)

onde u = 1/r. Podemos calcular W(u), até primeira ordem de ry/b ,usando a equagdo (5.14)

em (4.23), assim nds podemos escrever

WYr—¥s = arcsin(bug)+arcsin(bug) — 7«

) b2ug?c; bug?c;

~ 212b [m—'_ 1_b2u52]

B ﬁ [ c,bug? L cbug? ]
b2 2v2 /1 —b2ug? 2v§°m

N ro* [c%b3uR3(2b2uR2—3) cbdug’ (2b%us® - 3)
b2 | 8v4 (1 —b2ug?)3/? 8v4, (1 —b2ug?)3/2

} +0(rg® /b%), (5.15)

ondeci=1—-1/wec, =(1/2)(1—1/®)(1 —2/®). Falta agora calcular o termo @gs para que
nds possamos encontrar o angulo de deflexdo de particulas massivas. Podemos comecar por

encontrar a fungdo u(¢@) por meio da equacdo (4.14). A equag@o da 6rbita para esta solugdo é

2.2

du\? 2 o |1 5 ClloU  Carpu
(%) = (l—clrou—03r0 u) g—u + 22 + b2 | (5.16)
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onde c3 = 1/@. N6s podemos calcular u de forma iterativa considerando du/d¢|s—z > = 0.

Assim, encontramos

1 1 4 2
u= Esenq) + % { —\Z} —sen q)] 2%5%(}) + ;021{32 sen(3¢), (5.17)
em que
2 2 3 2 2 2
fo= c1”+2c +2(v201 cg)vw, (5.18)
4¢3 —3cy?
f = % (5.19)
Com isso nos podemos encontrar ¢ também de forma iterativa,
o+ 70 1—|—r02 D+ se <m/2
o= Po +ro¢ ¢ o] <7/ (5.20)
7F+r°(4f+3fz 90 —rof1 —ro’* P2+ ..., se @] >m/2,
em que
¢o = arcsin(bu),
o = — c1 (1+vZ —b2u?2)
: 2Zb  VI-bu?
b — c1%bu (1 +v2 —bzuzvi)2 B c1%bu (1 +2 —bzuzvgo)
2 8b2vE  (1—b2u2)32 20262 1-b2
(5.21)

N6s podemos adotar ¢g > /2 and ¢g < 7/2, entdo encontramos que

Oors = m— arcsin(bug) — arcsin(bug)
roct | (14+vE —b%ug?v2) (1 +v2 —b%ug®v2)
T 2p b2 + —b2ul
Voo 1 —b2ug? 1 —b“ug
B r0% [c1?bug (14+vE —b2up®v2)?  c1?bug (1+v2 —b’ug?v2)?
b2 | 8vi (1 —b2up?)3/2 8vi (1 —b2ug?)3/2
n ro> _clzbuR (1+v2 —b2up?v2) N c1?bug (1 +vZ2 —b2ug?v2)
b2 i 202 /1= b2ug? 2v2 V1 —bug?
N ro? ’4C3—3c12] bug(3 —4b%ug?)  bug(3 —4b%us?)
b2 | 64 1 — b2ug? 1 — b2ug?
27 2 2 2
4 8 3 4
+ % _ azt 02‘:6(‘%001 + C3)v°°] [ — arcsin(bug) — arcsin(bug)]

+ 0(rg®/b?). (5.22)
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Substituindo as equagdes (5.15) e (5.22) em (4.20), n6és obtemos o angulo de deflexao de
particulas massivas considerando distancias finitas para o buraco negro de Casimir encontrado

por Garattini, nds encontramos

4c1? +8 312 +4ce3)v2
o = ?{ crt cz—:évgl + C3)v°°} [ — arcsin(bug) — arcsin(bus)]
1 2
+ %—61(2?‘”) V1= b2ug? + /1= bug? |

ro2ci? [buR(l—i-v —b%ug?v2)? — bdug’ (2b%ug® —3)
b2 8v4 (1 —b2ug?)3/2

N bug(1+v2 —b2ug?v2)? — b3ug® (2b%ug* — 3)}
8va (1 —b2ug?)3/2
2 2 2.2 2.2
rg 4C3—301 :| buR(3—4b UR ) bu5(3—4b us ) 313
L +0(ry’ /b%). (5.23)
bz{ 64 [ V1 —b2ug? 1 —b2ug? ro/b")

O angulo de deflexdao da luz pode ser encontrado fazendo v = 1 na equagao (5.23). Nos po-
demos analisar alguns casos particulares para a equagao (5.23). O angulo de deflexdo de
particulas massivas no limite do receptor e fonte estdo muito distantes da lente gravitacional

(bug ~bug < 1) é

roct (14v2)  1g?m [4ei? +8ca + (3¢1? +4c3)v2 (5.24)
b vZ b2 16V ’ '
O angulo de deflexdo da luz (v = 1) no limite da equagdo (5.24) é
2rpcy r()27'L' 401 + 8¢y + 301 +4c3
Q ~ 5.25

Além destes resultados, cabe aqui apresentar o caso o angulo de deflexdo para ® =
3, as constantes tornam-se ¢; = 2/3, ¢ = 1/9 e ¢3 = 1/3. Entdo o angulo de deflexdo da luz

para particulas massivas considerando distancias finitas torna-se

b 312 6vZ

4a® Tbug(1+v2 —b2up®v2)? — bug’ (2b%ug® — 3)

9b? { 8v4(1 — b2ug?)3/2

bus(14vZ —b?us*v?2)? — biug’ (2b%ug? — 3)
8v4 (1 —b2ug?)3/2

1 2 2 1 2
o = a(l+vz) [\/1 —b2ug2 4+ /1 — b2ug? ] + Cbl—z <&) [ — arcsin(bug) — arcsin(bug)]

_|_

} +0(ry> /). (5.26)

No caso de deflexdo da luz, basta tomar v., = 1 na equacdo (5.26). Considerando o limite de
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receptor e fonte muito distantes da lente gravitacional, a equacdo (5.26) torna-se

2rp (1 +v§°) ro*m (1 +vg<,)

5.27
3b V2 6b%2 V2 (5.27)
Quando consideramos a deflexdo da luz (v = 1), a equacao (5.27) torna-se
o 4o ro'm (5.28)
e 3b ' 3b2 '

O segundo termo da equacdo (5.28) ndo concorda com o obtido pela referéncia [90]. Acredita-
mos que essa discordancia deve ser porque a referéncia [90] considerou a aproximagao de linha
reta para a trajetoria da luz (u = %sen(])).

Nas proximas subsecdes nds iremos estudar o angulo de deflexao de particulas mas-

sivas e luz para as solugdes de buraco de minhoca de Casimir corrigidos por PIG.

5.2.2 Funcdo de redshift ®(x) = const.

A primeira refere-se ao buraco de minhoca com correcao de PIG que iremos analisar
possui a funcdo de redshift constante, @ = const., esta solucdo foi apresentada no capitulo 3,

cujo elemento de linha é

1
_ro_m (1 _1\_®Dp (1 _ 1
r 90r\r ny 270r \r r

N6s podemos encontrar as quantidades de interesse para a aplicdo do método de Ishihara quando

ds? = —df® + dr? +r2(d6% +sen’0d9>).  (5.29)

nds comparamos as equagdes (4.1) e (5.29), deste modo nds concluimos que A(r) =1e

3 3 -1
ro m (1 1 =D (1 1
Br)=l1-———|(—-———| — - — = . .
(r) [ r 90r(r ro) 270r (r3 3>} (5.30)

o

Para simplificar os procedimentos futuros nds podemos reescrever a equagao (5.29) em ordens

de 1/r, assim

© mDB\1 (71 DB\ 177!
B(r)—{l—(ro—m—270r8);—(%)ﬁ—< ) e

Note que o coeficiente do termo 1/r é a massa ADM que esta definida na equagdo (61) da

referéncia [57]. Para simplificar nosso desenvolvimento € conveniente fazer algumas definicoes.

Podemos definir € = 73 /90 e

X _mDif & D
b* T 2706%  90b2 32’

(5.32)

onde D; = {D,D;,D3} é um conjunto de fatores numéricos associados as cada modelo de PIG

e B é o parametro de comprimento minimo [57]. Note que y /b* é muito menor que /6% e M /b
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(x/b* < €/b* e y/b* < M/b). Neste limite a massa ADM se torna

71.3
M=rg— —. 5.33
"0 90r ( )

Entdo a equacgao (5.31) torna-se
B(r)=[1-Mu—ei?] ", (5.34)

Como temos A(r) e B(r) para esta solugdo, nés podemos encontrar o angulo de deflexdo pre-
sente na equagao (4.20). Vamos comegar por encontrar o termo Wg —Wg. Como A(r) = 1 entdo

aequagdo (4.23) torna-se W(u) = arcsin(bu). Desse modo, podemos escrever
Wi — W = arcsin(bug) + arcsin(bus) — 7. (5.35)

Para computar o termo ¢g nds iremos usar a equagao da orbita de particulas massivas, equagcao

(4.13). A equagao da orbita para o espago-tempo da equacdo (5.29) é

du 2 1 2 2
(G) =] (- mu-e). (536)

N6s podemos calcular a u(¢) de forma iterativa considerando du/d (I)|¢:,r /2 = 0. Fazendo isso,

nds encontramos

€

T [—4¢ cos ¢ +sen(3¢)] +O(Me,M?, €?). (5.37)

1 M
u= Esenqﬂ—z—bzcosz(]) +

N6s podemos também calcular ¢ de forma iterativa, nds obtemos

_{ Go+Mo| +e0r+ ..., se || < 7/2; 538
T+ gz —G0—Mo—epr+..., selp|>m/2,
onde
¢ = arcsin(bu),
1
— 1 p22
o = —5oV1-bue,
1 1 (3—4b%?
¢ = -——arcsin(bu)— (3 —4b7u”)bu

4p? 1662 /1 —b2u2
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Note que nds estamos adotando a convengdo ¢g > 7/2 e ¢g < 7/2, entdo

frs = T+ % — [arcsin(bug) + arcsin(bus)] (1 +

+ %[\/1—b2u§+\/1—b2u§]

€ | bugr(3 —4b*u3 ) buS(S 4b*u)

O angulo de deflexdo de particulas massiva para esta solu¢cdo pode ser encontrado quando usa-

4p? >

O(Me,M?,€%). (5.39)

mos as equagdes (5.35) e (5.39) na equacdo (4.20). O angulo de deflexdo gravitacional

considerando distancias finitas é

E
= % — [arcsin(bug ) + arcsin(bug)|

+ 2—]‘;[\/1—b2u,%+\/1—b2u§]

bug(3 —4b*u3)  bus(3 — 4b%u?
+ € ug( ) s ( us) +0(M8,M2,82). (5.40)

T
b2u? 1-— bzug

A primeira coisa que podemos notar € que a velocidade v, ndo aparece na equacao

4p%

(5.40), isto é consequéncia de que A(r) = 1. Neste caso, o dngulo de deflexdo de particulas
massivas € igual ao angulo de deflexdo da luz. Cabe aqui também considerar o caso limite do
receptor e fonte estarem muito distantes da lente gravitacional (bug ~ bug < 1), neste limite o

angulo de deflexdo torna-se

ro 71'3

b 90rh

(1 _ Z-Z’) , (5.41)

onde nés fizemos uso da definigdo € = 73 /90 e da defini¢do defini¢do de M presente na equag@o
(5.33). A equagdo (5.41) concorda com a referéncia [57].
Nas proximas subsecdes, nds iremos estudar o angulo de deflexdo para as solugcdes

de buraco de minhoca de Casimir com corre¢des de PIG e fungdo de redshift variavel.

5.2.3 Funcdo de redshift ©(r) =ry/r

Agora nés iremos nos aprofundar no estudo de deflexao gravitacional para o buraco
de minhoca de Casimir com funcao de redshift & = r7° esta solucdo possui elemento de linha

dado por
2rg 1

dsz——e d? +
_ro_ 11 _mDB (1 1
r 90r 0 270r 3 )

dr? 4+ r?(d6? + sen’0d¢?). (5.42)
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O procedimento € o mesmo das se¢Oes anteriores, nds iremos computar 0s termos que compoe
a equacdo (4.20). Vamos encontrar primeiro o termo W — W, a equacdo (4.23), para esta
solugdo, torna-se

W(u) = arcsin (buvm (e_zro/r —(1— vi)) _1/2) . (5.43)

Quando consideramos o limite de deflexdo fraca rp < b < r nds podemos escrever

e 20/" 1 —2r /r, entdo fazendo uma expansiao nés encontramos

. ro b*u?
‘P(u) = arcsm(bu) + @1_—1921/{2 + O(}"(z)/bz) (544)
Logo o termo Wg — Wy da equagdo (4.20) torna-se
. . 1o bug? b’ug? 2,2
Wi —Wg = —7 +arcsin(bug) + arcsin(bug) + + +O(ry/b7).
w2 | T pm | OV
(5.45)

Vamos encontrar o termo @gs usando a equacao da Orbita para particulas massivas, equagao

(4.13). A equacdo da 6rbita para esta solucdo presente na equagao (5.42) é

du\? 1 5 2rou 2
%) "7 e (1—Mu—eu), (5.46)

onde € = % /90 e M é dado pela equagio (5.33). Como fizemos nas se¢des anteriores, iremos

encontrar u iterativamente considerando du/d¢|s—y /2 = 0. Desse modo, n6s encontramos

1 M €
u= Esenq) + 2—bzcos2 o — bggi + Teo? [—4¢ cosd +sen(3¢)]+ O (MrO,Ms,roe,Mz,r(z,,sz) .
(5.47)
Podemos calcular ¢ iterativamente a partir da equacdo (5.47). N6os obtemos
B po+M¢11+rodi2tep+..., se |o| <m/2 (5.48)
T+5—90—Mor1—rod12—€pr+..., selp|>m/2,
onde
¢o = arcsin(bu),
1
= ——\/1— 2.,2
11 % b u*,
1 1
01 =

21— b2’
3 —4b%u®)bu
16b2 ‘

1 . (
o = (4 arcsin(bu) — Nipy=r
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Usando a convengdo que estamos adotando ¢g > /2 e s < /2, nés encontramos

ET
4p?

1= b2+ /1 — b2 | — 2
+ o [\/ MR+\/ ] b2 /—b22 /—1_b2

e | (3—4b*ud)bug (3 4b%u)bus
2

1652 ey =Py

Nos podemos usar as equagdes (5.45) e (5.49) na equacdo (4.20) para encontrar o angulo de

ors = W+ — <1+4b2) [arcsin(bug) + arcsin(bus)]

+0 (Mro,Me,roe, M*,15) . (5.49)

deflexdo de particulas massivas considerando distancias finitas, a saber

ET £
oa = 21 [arcsin(bug) + arcsin(bug)] + Lb 2 } {\/1 —b2u% + \/1 —b2u 2}

e | (3—4b*ub)bug (3—4b2u§)bus

1602 /1 T 1 — b2ug?

Esse resultado concorda com a equagdo (5.40) quando A(r) = 1 (quando disconsideramos o

+

+0 (Mro,Me,roe, M?,15) . (5.50)

termo ro/ bvZ na equagio (5.50)). O angulo de deflexdo da luz pode ser obtido quando consi-
deramos v., = 1 na equacdo (5.50). No caso limite em que o receptor e fonte estejam muito

distantes da lente gravitacional (bug ~ bug < 1), o angulo de deflexao de particulas massivas

ro (2—Vv2 n3 ( TTro
o o — 0 . 1——>, 5.51
b ( v, ) 90bry 4b ( )

onde usamos a definicio € = 73 /90 e M dado pela equacio (5.33). Por fim, basta tomar ve, = 1

torna-se

na equacao (5.51), para encontrar o angulo de deflexdo da luz. A saber,

ro T 3

R el U 652

Este resultado concorda com a referéncia [57] s6 com o termo —ry/b. O sinal negativo nas
equacoes (5.51) e (5.52) refere-se ao afastamento das particulas quando defletidas por este bu-

raco de minhoca, o Angulo é o valor absoluto|c|.
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5.2.4 Funcdo de redshift exp(2®(r)) = 1+ y*/r?

Nesta secdo nds iremos considerar a solu¢do que tem funcdo de redshift 20 =

1+ 7;2—2, desse modo o elemento de linha é dado por

2_ f 2 1 2 | 2402 202
ds” = <1+r2)dt + _f_0_7T_3<l_L>_M<L_L>dr +r°(d6~ +sen“0do”).
r 90r \ r 0 270r \ 3 3

(5.53)

Fazendo o mesmo que as se¢des anteriores, nés podemos comegar por calcular o
angulo que o vetor tangente a trajetoria faz com o vetor radial em um dado ponto cujo o inverso

da distancia € u, assim nds usamos a equacao (4.23) e encontramos

¥ (u) = arcsin (buv ((1 +72d) " 1—v2)>_1/2). (5.54)

Como estamos interessados no limite de deflexdo fraca, podemos tomar o seguinte regime

Y2 /r* < y?/b* < 1, fazendo uma expansio da equacdo (5.54) nds encontramos

2 3.3
. Y b’u 7t
W (u) = arcsin (bu) + 2B T +0 (ﬁ) ) (5.55)
Deste modo, o termo Wg — W da equagdo (4.20) torna-se
b3 b3
Wr — W = arcsin (bug) + arcsin (bug) — Z 5 “R “s +0 <z;> _
(5.56)

O termo @gs pode ser obtido via a equacao da orbita, equacdo (4.13), que para este wormhole

de Casimir, equagdo (5.53), torna-se

2
(2’_;) - [% —u?— Zi“z] (1-Mu—eu?), (5.57)

onde consideramos (1+ y?u?) ™! ~ 1

— Y*u?. Podemos assim computar u iterativamente quando
consideramos du/d¢|y_z /2 = 0 e ap6s podemos computar ¢ do mesmo modo que foi feito nas

secdes anteriores, nos obtemos
Go+ M1+ V¢ 1 + P2+ ..., se [¢| < 7/2;

o= (5.58)
T+ s+ bzyzz Go— M1 — Vo1 —€p2o+..., selp|>m/2,
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onde
¢o = arcsin(bu),
¢ = 21b 1— b2,
1 = ﬁ arcsin(bu),
$2 = lez (4 arcsin(bu) — %) _

Adotando que @5 < w/2 e ¢g > m/2, nés podemos escrever

enr wy < £ Y

== 2 e =
4p? + 2b%v2, + 4p? + 2b%v2,

ors = T+ )[arcsin(buR)+arcsin(bus)]

M e | (3—4b*uz buR (3 —4b*u?)bus
_ — h242 _ hH24,2

162 \/7 e

+ O(MY Me,Ye M* ). (5.59)

Para encontrar o angulo de deflexdo de particulas massivas basta aplicar as equacdes (5.56) e
(5.59) na equagdo (4.20). O angulo de deflex@o de particulas massivas considerando distancias

finitas para a solucdo de Casimir corrigido por PIG com exp(2®(r)) = 1+ v*/r? é

en wy £ 2

¥ . .
0 =t or (g gomgg ) wesintoue)-+arsin(ous)]

3 b3

M b
i %[\/1_b22+\/1_b2 } 20 |\ u:zz V1 u;jzz

e | (3—4b*u )buR (3 —4b*u2)bus

16b2 /1 bR 1 — b2ug>

Quando consideramos Y = 0, a equacdo (5.60) torna-se (5.40), como tem que ser. Para encon-

_|_

+0 (MY, Me,v"e,M*, 7). (5.60)

trar o angulo de deflexdo da luz basta tomar v, = 1 na equagao (5.60). No limite do receptor e
fonte muito distantes da lente gravitacional, no caso do buraco de minhoca, (bug =~ bus < 1), 0

angulo de deflexdo torna-se

ro 71'3
O ~ — —
b 90ryb

nro ny?
1— ) 27 5.61
( 4b + 2b%v2, (5.61)
onde, mais uma vez, nés utilizamos a definicio € = 73 /90 e M de acordo com a equacio 5.33.
O angulo de deflexao da luz pode ser encontrado tomando v, = 1 na equacgdo (5.61). A equacgdo

(5.61) com v.. concorda com a referéncia [57] s6 com os dois primeiros termos. O termo ?
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discorda com relagdo a poténcia de y (na referéncia [57] este termo estd com a dimensao errada)

e discorda também com o sinal.

5.2.5 Funcdo de redshift exp(2®(r)) = (1+ BD; /r )~ 2(1+1/ )

Finalmente, nés iremos encontrar o angulo de deflexdao de particulas massivas e luz

considerando distancias finitas para o caso de buraco de minhoca de Casimir com corre¢do de

2
PIG com @ = const. e fungdo de redshift que obedece a e220) = (1 + %) e , 0 elemento

de linha desta solugdo é

2 BD;i\ e, 1 2, 2/4p02 20442
ds” = (1+ 2 ) dr+ _r_o_ir_3<l_L)_7f3Diﬁ (L_L)dr +7r°(d6”+sen“6do”)
r9r\r 270r \ 3 3
(5.62)

Faremos isso por meio de um atalho, pois o procedimento € bastante similar ao realizado na

se¢io anterior, onde A~! ~ 1 — y2u?, pois a equacio (5.62) no limite de deflexdo fraco torna-se

A—1:(1+/3D,-u2)1+%/w ~ —( ———BD ) (5.63)

Entdo, o angulo de deflexdo de particulas massivas € igual ao fornecido pela equacgdo (5.60)

quando

VP =— — 1/31),~. (5.64)

Desse modo, o angulo de deflex@o de particulas massivas para esta solugdo é

1 D; 1 D;
o = & —7% — (% — mfz—vg:) [arcsin(bug) + arcsin(bug)]

1 BD; b bus
1—b2 1—b2 R D
+ 2b {\/ MR+\/ us} 1+ 1522 \/1 b2 \/1 b2

e | (3—4b*ul )buR (3 — 4b%u3)bus

1602 Ty 2 1 — b2ug?

O angulo de deflexdo para a luz € encontrado quando fazemos v., = 1. No limite do receptor e

O (My* Me,ye, M*¥*).  (5.65)

fontes muito distantes da lente gravitacional (bug ~ bug < 1), a equagdo (5.65) torna-se

3

ro T ( nro) 1 #nBD;

— l—— ) —— 5. 5.66

b 90ryb 4b 1+w= 1 b2v2 (5.66)

O angulo de deflexdo da luz neste mesmo limite e considerando @ = 1 € dado por
3
_ T T ro ﬂﬁDi

%l = T 90nh (=)~ 2 (.67)
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Este resultado concorda com a referéncia [57] concorda com os dois primeiros termos e discorda
do ultimo devido ao sinal. Os resultados desta se¢ao originaram um artigo [86]. A seguir, nos

resumimos nossos principais resultados e apresentamos nossas perspectivas.
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Nesta tese, nos estudamos o angulo de deflexdo de particulas massivas e da luz
em dois diferentes tipos de espaco-tempo, buracos negros em gravidade de Bumblebee e os
buracos de minhoca de Casimir. N6s adotamos o método de Ishihara porque ele fornece um
angulo de deflexdo gravitacional que leva em conta as distancias do sistema constituido pelo
receptor, lente gravitacional e fonte. O estudo de deflexdo de particulas massivas foi possivel
devido a utilizagdo do método de Ishihara na métrica de Jacobi associada a cada espago-tempo
que analisamos. NOs calculamos o dngulo de deflexdo de particulas massivas e da luz tanto
considerando as distancias do sistema finitas quanto no limite do receptor e fonte muito distantes
da lente gravitacional.

N6s decidimos apresentar nossos resultados como fungdo da velocidade assintotica
Voo por dois motivos. O primeiro, € mais importante, € que quando representamos o angulo de
deflexdo de particulas massivas usando a velocidade assintética a deflexdo da luz pode ser en-
contrada apenas tomando v., = 1. O segundo motivo € que decidimos respeitar o procedimento
padrdo da literatura, pois todos os artigos que vimos apresentam seus resultados em funcao da
velocidade assintética. Além disso, a velocidade da particula de teste vista por um observador
estatico a uma distancia rg da lente pode ser obtida por meio da equacdo (4.12).

No capitulo 3, especificamente na secdo 3.1, nds apresentamos brevemente o mo-
delo de Bumblebee e apresentamos a solu¢do de buraco negro tipo Schwarzschild encontrada
por Bertolami e Paramos [26] e a solucdo tipo Kottler encontrada por Maluf e Neves [29].
Na secdo 3.2, nés apresentamos as solucdes de buraco de minhoca de Casimir, uma destas foi
encontrada por Garattini [53] e as outras quatro foram encontradas por Jusufi ef al. [57] que
consideraram a energia de Casimir com correcdes de PIG. No capitulo 4, nds apresentamos o
método de Ishihara aplicado na métrica de Jacobi e suas caracteristicas.

Nés apresentamos nossos resultados no capitulo 5. Estes estudos deram origem
a dois artigos [86, 87]. Na secdo 5.1, investigamos a influéncia do campo de bumblebee na
deflexdo gravitacional. Para a solu¢do de Bertolami e Neves nés encontramos o angulo de
deflexdo de particulas massivas e da luz com distancias finitas, apresentados pelas equacdes
(5.4) e (5.9), respectivamente. NOs encontramos também a deflexdo gravitacional devido a
particulas massivas e luz no limite do receptor e fonte muito distantes da lente gravitacional,
equacao (5.5) considerando ve. € Voo = 1, respectivamente. Por fim, nds calculamos o angulo
de deflexdo da luz quando o campo de bumblebee tem valor esperado de vacuo nulo, I[p = 0
e lc = 0. Quando /g = 0, o angulo de deflex@o torna-se igual ao de Schwarzschild como tem

que ser, pois nesse caso a solugdo de Bertolami torna-se a de Schwarzschild. Quando /¢ = 0,
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o angulo de deflex@o torna-se igual ao de Kottler com constante cosmoldgica efetiva dada por
Ao = kG/ &. Por fim, quando consideramos a solucdo de Maluf e Neves com A, = 0, nds
encontramos o angulo de deflexdo para a solucio de Casana et al.

Na se¢do 5.2 n6s estudamos o angulo de deflexdo de particulas massivas e da luz
para cinco buracos de minhoca de Casimir atravessaveis. O primeiro foi construido por Garat-
tini e a fonte dessa solucdo € a energia de Casimir. As outras solucdes consideram efeitos de PIG
de altas energias. Essas solugdes corrigidas por PIG diferem-se devido as fungdes de redshift.
N6s analisamos a deflexdo gravitacional de particulas massivas e luz para as fun¢des de redshift
®(r) = const, ®(r) = ro/r, exp 2®(r)) = 1 +7*/r> e exp 2®(r)) = (14 BD;/r?) =/ (1+1/@)),
Também analisamos cada solu¢ao no caso do receptor e fonte muito distantes da lente gravita-
cional (bug ~ bug < 1). Sempre que foi possivel, nés comparamos nossos resultados com os
encontrados por Jusufi et al.

Primeiro, nés encontramos o angulo de deflexdo de particulas massivas com
distancias finitas para a solu¢do de Garattini com @ constante, este resultado esta presente
na equacao (5.23). Este resultado € bastante geral, o que fizemos apds foi considerar alguns
casos especiais desta equacdo. Quando tanto a fonte quando o receptor estd muito distante da
lente, o angulo de deflexdo é o apresentado na equagdo (5.24) e a deflex@o da luz (veo = 1)
foi apresentada na equagdo (5.25). Além disso, nos analisamos o caso especial @ = 3 (neste
caso a energia de Casimir obedece a equagdo de estado P = 3p), apresentamos o angulo de
deflexdo de particulas massivas com distancias finitas na equacdo (5.26).Também para @ = 3
ndés encontramos o angulo de deflex@o de particulas massivas e da luz no limite de receptor e
fonte longe da lente, equacdes (5.27) e (5.28), respectivamente. A equacao (5.28) discorda da
referéncia [90] com relacdo ao segundo termo. Nos acreditamos que esse desacordo seja devido
ao fato dos autores do artigo considerarem a equagdo da 6rbita como u = % sin¢@.

Nos analisamos a deflexao gravitacional para cada solu¢ao com PIG. Nés apresenta-
mos o angulo de deflexdo de particulas massivas com distincias finitas para o caso ®(r) = const.
na equacao (5.40). Foi observado que este angulo ndo depende da velocidade assintética da
particula de teste, ou seja esse resultado € valido para particulas com e sem massa (luz), isso
ocorre devido ao fato de A(r) = 1. Neste caso, as quantidades que compdem o adngulo de
deflexdo de particulas massivas tornam-se as que compdem o angulo de deflexdo da luz. No
limite de observador e fonte muito distantes da lente gravitacional (bug ~ bug < 1), o angulo
de deflexdo torna-se o da equacdo (5.41). A equacdo (5.41) concorda com a referéncia [57].

No6s estudamos também esse efeito gravitacional para a solucdo com redshift
®(r) = ro/r. O angulo de deflexdo de particulas massivas considerando distincias finitas foi
apresentado na equacdo (5.50). Como de costume, o angulo de luz € encontrado quando fizer-

mos V. = 1 e no limite de receptor e fonte distantes da lente, a deflexdo de particulas massivas
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e da luz tornam-se as equagdes (5.51) e (5.52), respectivamente.

As duas solucdes caracterizadas pelos redshifts exp(2®(r)) = 1 + y2/r* e
exp (2®(r)) = (14 BD;/r?)~#/(1+1/®)) tem procedimentos bastante similares no calculo da
deflexdo gravitacional de particulas massivas até primeira ordem. Primeiro nés encontramos o
angulo de deflexio de particulas massivas para a solugio com redshift exp (2®(r)) = 14 y*/r?,
este resultado estd na equacao (5.60). O angulo de deflexao da luz pode ser encontrado fazendo
Voo = 1 na equacdo (5.60). Calculamos também a deflexdo dessas particulas massivas no limite
do receptor e fonte distantes da lente, apresentamos esse resultado em(5.61) e a deflex@o da luz
¢ encontrada fazendo v.. = 1 em (5.61).

Finalmente, nds estudamos a deflexdo gravitacional para a solucdo com redshift
exp (2®(r)) = (1+ BD;/r?)~2/(1+1/®)) O angulo de deflexdo de particulas massivas foi apre-
sentado na equacao (5.65). O angulo de deflexdo da luz pode ser encontrado ao fazer ve, = 1.
Quando consideramos o limite de receptore fonte distantes da lente gravitacional, o angulo de
deflexdo de particulas massivas e da luz tornam-se as equacdes (5.66) e (5.67), respectivamente.

Nos temos como perspectivas futuras trés linhas de pesquisa. A primeira delas é
analisar a existéncia de um método de teste da Relatividade Geral por meio da separacdo entre
particulas massivas e luz ao passar por uma lente gravitacional. A segunda € investigar se
ao considerarmos as distancias do sistema observador, lente gravitacional e fonte, a teoria de
lentes gravitacionais possa fornecer resultados mais precisos. A terceira refere-se ao estudo de
deflexdo forte da luz e de particulas (veja [65] e as referéncias dele) e andlises de retro lente.
Retro lenteamento é uma configuracdo do sistema observador-fonte-lente tal que o angulo de
deflexdo € a ~ 7. Existem muitos trabalhos de retro lenteamento considerando buracos negros
e black bounce, veja [91,92] e as referéncias deles. N6s pretendemos estudar o efeito de retro

lenteamento por meio do TGB.
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APENDICE A - TEOREMA DE GAUSS-BONNET

Neste apéndice busca-se apresentar alguns conceitos basicos sobre geometria dife-
rencial, enunciar e demonstrar o teorema de Gauss-Bonnet tanto na sua versao local quando
global. Além disso, serdo feitas algumas aplicacdes simples para que o leitor possa compreen-
der cada parte que constitui o teorema. Por meio deste teorema que é formulada a metodologia
para o cdlculo de deflexdo da luz.

Este apéndice serd baseado no livro "Differential Geometry of Curves and Surfa-
ces” do professor Manfredo, [61]. Outras referéncias que irdo auxiliar sdo os livros [62,93,94]
onde este ultimo € um 6timo livro para um primeiro contato com geometria diferencial, uma
outra referéncia que fala sobre estes assuntos com um olhar mais intuitivo € [95] de andlise
tensorial.

As definicdes a seguir foram retiradas de [61], caso ndo seja desta referéncia serd

indicado.

A.1 Superficie Regular e Plano Tangente

Um conceito fundamental que estara presente em todo o apéndice € o de superficie

e € definida por [61] como segue:

Definicio 1 Um subconjunto S C R? é uma superficie regular se para cada p € S, existe uma
vizinhanca V. C R? e um mapa x : U — V NS que vai um aberto U € R? para VNS € R3, tal

que:

1 x é diferencidvel. Isso significa que se x(q',q%) = (x(q¢",4%),y(¢",4%),z(¢",4*)) onde
(q',q%) € U, as funcées x(q",q%),y(q",q%),2(q", ¢*) tem derivadas parciais continuas de

todas as ordens.

2 X é um homeomorfismo. Como 1 garante que X é continuo, isso significa que X tem

1

uma inversa X' : VNS — U continua, ou seja, X' é a restricdo de um mapa continuo

F : W C R?® = R? em um conjunto aberto W contendo VN S

3 (Condigdo de regularidade.) Para cada q € U, o mapa diferencial dx, : R - R3 ¢

injetivo.
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O mapeamento x € dito uma parametrizacdo de S. Usando esta parametrizacao
€ possivel definir uma base vetorial local na superficie, esta base vetorial compde o espago
tangente da superficie no ponto, vamos construir isSo como segue.

Seja e; = (1,0) e e, = (0,1) a base candnica do R? com coordenadas (g',4?%), e
seja f; = (1,0,0),f, = (0,1,0) e f3 = (0,0, 1) a base candnica do R? com coordenadas (x,,z).

Seja g = (q(l), q%) € U, o vetor e; é tangente a curva g! = (q17q%) cuja a imagem €

q' — (x(q".45),¥(q",45),2(q",47)), (A.1)

que é a curva imagem, chamada de curva coordenada ¢> = q%, sobre S e tem em x(g) o vetor

tangente

ox dx dy dz
oqt (9q1’3q1’3q1)’ (A2)

as derivadas sdo computadas sempre no ponto g € o vetor (A.2) é dado de acordo com a base

{f1, /2, f3}. De modo andlogo, o vetor e, ¢ tangente a curva g* = (¢},¢*) cuja a imagem ¢é

q* — (x(q0.4%).¥(a0,4%),2(a5,4%)), (A3)

onde (A.3) representa a curva coordenada g' = q(l) sobre S e o vetor tangente é

Jx dx dy dz
r (an’ 37 8q2> | A

Uma defini¢do importante que ird nos auxiliar € a seguinte

Definicdo 2 Dada superficie parametrizada x : U C R?> — R>, X é um mapa diferencidvel que
vai de U C R? para R3. x é regular se dxg : R? — R3 ¢ injetivo para todo g € U. Isso significa

os vetores dx/dq" e dx/dq? sdo linearmente independentes para todo q € U.

De agora em diante derivadas parciais d f/dx serdo representadas por dyf, caso
sejam derivadas com relagdo as coordenadas representa-se por &qi f = 0;f e também, baseado
em [96] para a base do espaco tangente, ;X =: €1 € dhx =: €. Com essas defini¢des podemos
associar a cada ponto x(g) € S uma base local {€1,€,} de um espaco vetorial. Tal espago
vetorial € 0 espago tangente a S em x(g) e € representado por Ty(,)(S) e com isso qualquer vetor
pertencente a Ty(,)(S) pode ser escrito como uma combinagio linear da base local {€1,€>}.
Observe a figura 3, onde foi modificado apenas os eixos de R? para ¢!, ¢°.

Note que o espaco tangente em um ponto g € S fica completamente definido desde

que se conheca a parametrizagdo, pois com ela pode-se construir a base deste espaco.



66

Figura 3 — Base vetorial local da superficie

e ———

a’xq
/O
€2
— q' ‘izl)

coordinate
curves

Fonte: [61], modificado

fi

A.2 Primeira Forma fundamental e métrica induzida

Agora sera apresentado o conceito de Primeira forma fundamental da geometria
diferencial que permite estudar caracteristicas geométricas da superficie. Como de costume o
desenvolvimento abaixo € baseado em [61] e partes em [95].

Inicia-se pelo fato de que S é um subconjunto de R?. Como o produto interno é
bem definido em R> basta induzir a nogdo de produto interno para o espaco tangente de cada
ponto da superficie. Seja x(g) = p, assim T,,S € o espago tangente do ponto p € S, logo o
produto interno induzido no espago tangente 7,S serd representado por (, ),. Dados dois vetores
wi,wa € T,5 C IR? entdo o o produto interno (wy, ws) » = (W1,w2) ((,) é o produto interno do
RY).

Definicao 3 A primeira forma quadrdtica I, em T,S é chamada de primeira forma fundamental

das superficies regulares S C R em p € S. I, :T,S — R, tal que
L(w) = (w,w), = |w|* > 0. (A.5)

Como existe uma base para cada T,S pode-se reescrever os vetores de 7,5 como uma
combinacdo linear da base e com isso efetuar o produto interno. Note que dada uma origem em
R3 a parametrizacio x de S é um vetor posicio que varre os pontos da superficie. Logo tomando
dois pontos pertencentes a S infinitesimalmente préximos, tome p =x(q) e p+dp =x(q+dq),
e usando a regra da cadeia, o vetor que liga esses pois pontos € que pertence ao espago tangente

¢ dado por

0 0
dx = 22 dq' + 22 a4q% = e1dq' + e2d . (A.6)
dq! dq?
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Basta agora usar a primeira forma quadratica para calcular o quadrado dessa distancia infinite-

simal, assim
ds* = (e1,€1) (dg")* +2(e1,&)dq'dq* + (&2, &) (dg*)*. (A.7)

Cabe agora introduzir algumas nomenclaturas e definir uma representagdo para os produtos
internos acima. Da geometria riemanianna toma-se “emprestado”o conceito de métrica e define

a chamada métrica induzida em S. Para isso tome a seguinte representacao:

(€1,€1) =: h11
(€1,8) =: h12(= h21) (A.8)

<82,82> =. hzz.

Onde hy1,h12,hy sdo chamadas de componentes da métrica induzida. Usando a convenc¢do
de Einstein que diz que indices repetidos de um dos lados da igualdade estdo somados e o
somatoério € suprimido, a soma varre valores que sdo previamente conhecidos, no caso abaixo

os indices tomam valores de 1 e 2. A equacdo (A.7), pode ser reescrita como
ds* = hjjdq'dq’ . (A.9)

Uma parametrizacio x é dita ser ortogonal se hjo = 0 para todo (¢',¢%) € U. As vezes os h; j
sdo representados como uma matriz quadrada simétrica que tem determinante representado por

det(h;;) =: h e tem elementos de sua inversa denotador por (h;;)~! =: h'/.
A.3 Vetor Normal, Superficie Orientavel

De posse do espago tangente e sua base € possivel definir a aplicacdo normal de
Gauss, que associa a cada ponto p pertencente a S um vetor unitdrio normal a 7,,S, diz que este
vetor unitdrio normal € ortogonal a S em p.

Da geometria analitica sabe-se que o produto vetorial no R? (representado por A) de
dois vetores resulta em um outro vetor que € ortogonal aos outros dois. Logo fazendo o produto
vetorial dos dois vetores de base do espago tangente de S em um ponto p pode-se obter o vetor

que é normal a S em p, onde p = x(g) (g € U). SejaN: U — R3, logo

ENE
N=—"—"""1(qg). (A.10)
2 /\82|(q)

Agora € conveniente definir o conceito de drea de uma regido pertencente a superficie. Uma
regido R C § € a unido de um dominio com seu bordo, uma regido € dita limitada se pode ser en-
volvida por uma bola do R3. Tome uma parametrizacio x(U) — S, tome R como contida dentro

de uma vizinhanca da parametrizacdo, isso significa que existe W C U uma regido limitada de
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U tal que a restricio x(W) = R, logo W = x"!(R).

Por outro lado é conhecido da geometria analitica que a norma do produto vetorial
de dois vetores é numericamente igual a area do paralelogramo formado por eles, logo tomando
o produto vetorial dos dois vetores de base do espaco tangente e integrando teremos a area da

regido. Pode-se definir drea do seguinte modo

Definicao 4 Seja R C S uma regido limitada de uma superficie regular contida dentro de uma

vizinhanga de uma parametrizacdo X : U C R* — S. O mimero positivo

A(R):// le1 A&y |dg'dg? (A.11)
W=x"1(R)

é chamado de drea da regido R.

Esta defini¢do tem fortes indicacdes para ser adotada, note que usando as operacdes de vetores

no R3 é facil mostrar que
|81 /\82|2 = <81,81> <82,82> - <81,82>2. (A.12)

Reescrevendo em termos da métrica induzida é facil ver que |€; A &| = v/l e a definicio de drea

torna-se:

_ 14 2
A(R) = / /W e Vhdg'dg®. (A.13)

Um conceito importante que serd necessario € o de superficie orientavel. Define-se

como

Definicao S Uma superficie regular S é orientdvel se é possivel cobri-la com uma familia de
vizinhangas coordenadas, de tal modo que se um ponto p € S pertence a duas vizinhangas desta
familia, entdo a mudanga de parametros tem jacobiano positivo. A escolha de uma familia
acima é chamada de uma orientacdo para S se for possivel fazé-lo. Se ndo for possivel escolher

uma familia a superficie é dita ndo orientdvel.

Para que S seja orientdvel basta que exista o campo vetorial normal unitrio N : U — R3

continuo em toda a superficie.

A.4 Derivada Covariante, Transporte Paralelo e Curvatura Geodésica

O conceito que serd apresentado agora € o de Derivada Covariante, este conceito é
fundamental pois € com ele que se define a curvatura geodésica de uma curva, esta por sua vez
estd presente no teorema de Gauss-Bonnet. Primeiro serd dada uma definicdo geométrica da

derivada covariante e ap0s serd apresentado uma forma de calcular esta quantidade.
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Definicao 6 Seja w um campo vetorial diferencidvel em um abertoU C Se p € U. Sejay € T),S.
Considere a curva o : (—€,€) — U com a(0) = p ey =da/dt(0). Seja w(t) a restri¢do de
w: (—&,€) acurva a. O vetor obtido pela projecio de dw /dt no plano tangente T,S é chamado

de derivada covariante em p do vetor w relativo a'y. Denotado por Dw/dt(0).

Note que a superficie S estd contida no R? logo a derivacio de campos vetoriais
diferencidveis € bem definida. Derivar um campo vetorial sobre a superficie ndo garante que
este novo vetor pertenga ao espaco tangente no ponto, esta defini¢ao estd dizendo que deve-se
pegar apenas a componente deste novo vetor que pertence ao espaco tangente. Observe a figura
4.

Figura 4 — Derivada Covariante

Fonte: [61]

Agora mostra-se como calcula a derivada covariante de um campo vetorial com
relac@o a outro e também que as componentes independem da curva o, de modo que a derivada
covariante seja um conceito intrinseco.

A derivada parcial de um vetor de base do espaco tangente pode ser escrita como
uma combinacdo linear da propria base, pois pela defini¢cao de derivada covariante caso apareca
alguma parte que ndo pertenca ao espacgo tangente basta tomar a projecao desta parte sobre ele.

Assim pode-se escrever
Viej =T} &, (A.14)

onde i, j,k assumem os valores {1,2}, Ffj sao conhecidos como simbolos de Christoffel de
segunda espécie, ou coeficiente de conexao, e V; representa a derivada parcial com relagcdo a
coordenada i do vetor de base € projetada no espago tangente. Como (&;,€;), = h;; de acordo

com os coeficientes da métrica induzida que pode ser visto em (A.8) é facil mostrar usando a
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(A.14) que

1
Ty = 5 [Ohji+ djhi — his] (A.15)

Assim, os simbolos Ff-‘j dependem s6 da primeira forma diferencial, ou seja, da métrica induzida
(hij). Com isso, pode-se obter a derivada covariante do campo vetorial w = wie;. Note que
tanto as componentes w' quanto a base sdo fungdes das coordenadas (g',¢?) que por sua vez
sao funcdes do parametro da curva ¢. Logo derivando w e usando (A.14), além de notar o fato
que a derivada de w no plano tangente € a prépria derivada covariante de w,

Dw _ dw' cdq’

@ T (10

Usando o fato de que no ultimo termo do lado direito os indices k € i sdio mudos(estdo soma-
dos) entdo pode-se permuta-los e notando que de acordo com a defini¢do dq'/dt = y' pode-se

reescrever (A.16) como

Dw _ [dw'
dt

kyi |l
W =|—+Ww F}ky :| &. (A.17)
Observe que a derivada covariante ndo depende da curva e € um conceito intrinseco. Outra
defini¢ao importante € o de transporte paralelo. Primeiro se define o conceito de campo paralelo

ao longo de uma curva.

Definicao 7 Um campo w sobre uma curva parametrizada a(t) : I — S é dito paralelo se para

todo t € I a derivada covariante é nula (Dw/dt = 0).
Com isso pode-se definir transporte paralelo de um vetor sobre uma curva.

Definicao 8 Seja o : 1 — S uma curva parametrizada e Wo € Ty ;) (S), to € I. Desde que w seja
paralelo ao logo de o, com w(ty) = Wg. O vetor wi, t| € I, é chamado de transporte paralelo

de wq ao longo de o até o ponto t;.

Esta defini¢do pode ser compreendida de modo direto no caso euclidiano. Por exem-
plo, pense em um campo vetorial no R?, como os simbolos de Christoffel sio nulos a derivada
covariante € a derivadas simples do vetor com relagdo ao parametro da curva. Como a derivada
covariante do campo vetorial € nula, este campo é um campo constante que € transportado por
toda a curva apenas transladando ele.

Convém agora definir a derivada covariante de um campo vetorial unitdrio ao longo
de uma curva pertencente a uma superficie orientada em termos de um vetor unitdrio e seu

modulo. Para isso, serd apresentada a defini¢do de derivada covariante

Definicao 9 Seja w um campo de velocidades unitdrio( unitdrio significa que < w,w >=1

para todo ponto onde o campo estd definido) ao longo de uma curva o : 1 — S, onde S é uma
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superficie orientdvel. Desde que w(t),t € I, é um vetor unitdrio, dw/dt é normal a w e desta

forma

Dw
W:l(t)(N/\w), (A.18)

onde A(t) = [Dw/dt] é o valor algébrico da derivada covariante de w em t.

Note que N € o vetor normal a superficie no ponto, logo a derivada covariante € ortogonal tanto
a N quando a w.
Agora pode-se definir o conceito de curvatura geodésica que é andlogo a curvatura

de uma curva plana

Definicao 10 Seja C uma curva regular e orientada contida em uma superficie também orien-
tada S, e seja a(s) uma parametrizagdo de C por comprimento de arco na vizinhanga de p € S.
O valor algébrico da derivada covariante [Da’ /ds| = K, de o/ (s) em p é a chamada curvatura

geodésica de C em p.

Pode-se definir geodésicas por curvas que tenham curvatura geodésica nula, x, = 0, se a/(s) =
a'g;, pode-se facilmente encontrar a equacio da geodésica, a saber
d*o’ . do’ dak
a2 _l]kg e (A.19)
A partir de agora serd apresentada uma forma de calcular o valor algébrico da deri-
vada covariante e com isso encontrar a curvatura geodésica.
Sejam v e w dois campos vetoriais unitdrios ao longo de & : I — S. Busca-se definir
uma funcdo ¢ : I — S tal que ¢, t € I determina o angulo de v para w na orientacdo de S.
Considere também ¥V ao longo de o de modo que {v,v} é uma base ortonormal positiva para

todo ¢t € I. Logo, para todo ponto w pode ser escrito nessa base como
w(t) =a(t)v(t) +b(t)¥(t) <+ a+br=1. (A.20)

Para definir este angulo, basta fixa-lo em um ponto e estender ele por todo o intervalo de acordo

com o lema abaixo

Lema 1 Sejam a e b duas funcées diferencidveis em I, a* +b*> = 1, e @y tal que a(ty) = cos @y
e b(ty) = sin@y. Entdo a fungdo diferencidvel
t
©=qy+ [ (ab —d'b)dt (A.21)
Iy
é tal que a(t) =cos @, b(t) =sing, t €I, e ¢(ty) = @p.
Prova: E suficiente mostrar que A = acos @ +bsin@ = 1. Usando o fato de a*> +b*> = 1 que

implica em ad' + bb' = 0, basta agora derivar A. Derivando encontra-se que A’ =0 o que
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mostra que A é constante. Como A’=0 implica que a> +b* = 1 entdo A = acos @ +bsin@ = 1.

(Q.E.D.)

Pode-se relacionar as derivadas covariantes de dois vetores por meio do angulo

formado entre eles. Veja o lema abaixo.

Lema 2 Sejam v e w dois campos vetoriais diferencidveis unitdrios ao longo de o : I — S,

entao

Dv| |Dw| do
{E} = [7] +E’ (A.22)

onde @ é dado pelo lema 1.

Prova: Sejam Vv=NAvew=NAW. Logo, escrevendo w na base {v,v}

W = COS QV + sin QV, (A.23)

W =CcoSONAV+sin@N AV, (A.24)

W = COS OV — sin Qv. (A.25)

Notando que < v,v >=0, < v,V >=0, e <V ,v >= — < Vv,V >. Ao derivar w e tomar o

produto interno com W fornecido por (A.25) é fdcil ver que

d
<W.,W>= d—‘f+<v’,v>. (A.26)

Por fim, olhando a definicdo de valor algébrico da derivada covariante a (A.26) se torna
Dv| |Dw n do
dt | | dt dt’

A proposicdo a seguir permite computar o valor algébrico da derivada covariante

(Q.E.D.)

ao longo de uma curva com parametrizagdo ortogonal apenas conhecendo as componentes da

métrica induzida.

Proposicao 1 Seja x(q1 , qz) uma parametrizacdo ortogonal (h1y = 0) de uma vizinhangca em S

orientada, e w(t) um campo de velocidades unitdrio ao longo de x(q'(t),q*(t), entdo

Dw 1 dq2 dq do
—_— h — oh — A.27
[dt} 2\/—{31 n——0h Hdt}+a’t’ ( )

onde @(t) é o dngulo que € faz com W de acordo com a orientagdo.
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Prova: A principio &;, para i = 1,2 ndo é unitdrio, usando a ortogonalidade pode-se definir o
unitdrio dele como & = € /\/h;;. Além disso, & \& =N, onde N é dado pela orientagdo de S e
{&1,&,N} forma uma base local positivamente orientada. Usando o lema 2, pode-se escrever

Dwl _ |D&]  do
[dtl_[dt]ert' (A-28)

Analisando o primeiro termo do lado direito pode-se escrever pela definicdo de valor algébrico
da derivada covariante que

Dg, d&; dé, . o dql . dq2
dr | 08T — . A2
{ dt ] < dt’ NA 81> < dr a82> (0181,8) +(0181,8&) (A.29)

Note que, derivando h;1 =< €,€& >com relacdo a q2 e usando o fato que 8i£j = 8j8,~, tem-se
que

1
5(92/’111 =< 8281,81 >=< (9182,81 >= 81(< £1,& >)— < 8181,82 >,

lancando mdo de que hy, = 0, conclui-se
1
< 8181,82 >= —582/’111. (A.30)

Agora pode-se substituir € = \/h;;&;. Assim,

A 1
< 8181,82 >= ——&2/’111. (A.31)

2vh

De modo andlogo
< k1B S= — (A32)
2€1,8 >= oV 1122. .
Substituindo (A.31)e (A.32) em (A.30)

Dw 1 dq? dq do
— h — ohh —
[dt] 2\/—{122 2“d}+dt

Assim a proposigdo estd demonstrada.(Q.E.D)
Com esta proposicdo pode-se apresentar a curvatura geodésica apresentada na
defini¢do 8 usando w = a/(s), a saber

dqg? dg' d
{ 1hzz q ~h 2L }+—¢ (A.33)

K
8= dt dt

2v/h

A.5 Tensor Curvatura, Teorema Egregium de Gauss e Curvatura Total

Nesta sec¢ao sera apresentado de maneira heuristica o conceito de curvatura gaus-

siana de uma superficie, apresentar o teorema Egregium e por fim definir a curvatura gaussiana
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por meio do tensor curvatura usando uma defini¢ao encontrada em [95].

Dada uma superficie S C R3 existem dois tipos de curvaturas. Uma é a curva-
tura média e estd relacionada com a propriedades da superficie quando estudada como estando
imersa no R3. A outra é a curvatura gaussiana ou curvatura total que fornece informacio da
superficie por si s e € uma caracteristica intrinseca. Um exemplo simples € o caso de um cilin-
dro reto imerso no R3. Observando esta superficie como imersa no R? é ficil deduzir que ela
tem alguma curvatura, pois de fato ela ndo € um plano, e a curvatura média dessa superficie €
realmente diferente de zero.

Agora observando este mesmo cilindro de forma intrinseca e levando em
consideracdao que um cilindro reto nada mais é do que um plano enrolado pode ver que as
caracteristicas como distancias entre dois pontos sdo iguais, ou seja, de modo intrinseco uma
regido do cilindro € equivalente a um plano, deste modo pode-se mostrar que a curvatura total é
nula.

Convém apresentar o Teorema Egregium de Gauss, egregium vem do latim e signi-
fica excelente. O fato da curvatura total ser intrinseca a superficie € algo notdvel, pois nao era
esperado que fosse, por isso Gauss nomeou o teorema como egregium, “teorema notavel”. Em

[61] este teorema ¢é definido como segue.

Teorema 1 (Teorema Egregium de Gauss) A Curvatura Gaussiana K de uma superficie é inva-

riante por isometrias locais.

Sejax:U — S uma parametrizagiode Se p€ S. Se ¢ : V C S — S,onde V C x(U) é
a vizinhanga do ponto p, ¢ uma isometria local em p, entdo y = xo ¢ é uma parametrizacao de S
em ¢@(p). Desde que ¢ seja uma isometria, os coeficientes da primeira forma fundamental ( ou
seja, as componentes da métrica induzida) nas parametrizagdes X € y concordam nos pontos g €
¢(g). Como os coeficientes da métrica induzida concordam os coeficientes de conexao também
concordam pois sdo funcdo dos h;; de acordo com (A.15). A descoberta de Gauss € que a
curvatura gaussiana € funcao sé da primeira forma fundamental, pois antes deste teorema ela
era funcdo da primeira e segunda formas fundamentais. Mais detalhes podem ser encontrados
em [61].

Agora serd apresentado o tensor curvatura e serd dado uma definicao para a curva-
tura total.

Uma maneira de encontrar o tensor curvatura € transportando um vetor via trans-
porte paralelo por dois caminhos distintos que possuam a origem e final em comum. O vetor no
final depende do caminho que foi adotado se o espaco tiver alguma curvatura. Note o exemplo
retirado de [80] abaixo.

Tome trés caminhos, arcos de grandes circulos, sobre uma esfera. Tome um vetor
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transportado paralelamente pelo ponto A — B — C — A. De acordo com a figura 5 pode-se ver
de forma clara que apds o vetor ser transportado por este caminho ele diferente do vetor inicial,

isto se da pelo fato do espago ter curvatura gaussiana nao nula.

Figura 5 — Transporte paralelo sobre caminho fechado

Fonte: [80]

Para que seja possivel encontrar uma forma para o tensor curvatura em funcao dos
coeficientes da métrica induzida, o que serd feito aqui é tomar dois caminhos infinitesimais de
um ponto P até um ponto P+ dP + 8P sobre uma superficie S com uma parametriza¢do X.

Observe a figura 6. Tome um vetor A com componentes A’ em P e transporte A paralelamente

Figura 6 — Transporte paralelo sobre caminhos distintos

P+ dP

P % dP + 6P

Fonte: Elaborado pelo autor

pelos caminhos C; : P —- P+dP — P+dP+0PeCy: P — P+ 0P — P+dP+ 0P. Faz-
se agora uma investigacdo sobre a diferenca do vetor A transportado paralelamente pelos dois

caminhos. Transportando paralelamente o vetor A pelo caminho Cj, tomando variagdes até



76
ordem dois, 0»(dq8q), e tomando I, (P+dP) =T, (P)+ oI, (P)dq", obtém-se
Ci:A(P4+dP+8P)=A"—T Akdg! —A™TY 84" —A™O, T dq 8q" +AXdq' 54" T (A.34)
Analogamente transportando o vetor A pelo caminho C,, tem-se

Cy: A(P4+dP+8P)=A'— AT dg! — AT 84" — A*8q"dq' 0,1, — A*8q"dg' T T (A.35)

Tomando a diferenca do vetor A, AA’, pelos dois caminhos e organizando os indices mudos é

facil obter
AA” = (9T} — T, +T{T,, — TG, ) Adg' 84’ (A.36)
O termo entre parenteses € conhecido como tensor curvatura e € denotado por R;;rl, assim

Ry, = o,T}, — ot + T, — 1T (A.37)

kr* ml-

Agora é conveniente apresentar este tensor como contraido com a métrica induzida, note
. n
Rijii := hinRy. (A.38)

Definindo o simbolo de Christoffel de primeira espécie I'; j; := %(ajhki + Okhij — dihji), os dois

ultimos indices sdo simétricos, pode-se reescrever a equagcao (A.38) como
Rijii = OLiji — Ol jie + T Dty — Ty D (A.39)

Como de costume os indices variam de 1 a 2. Pode-se definir a curvatura gaussiana de acordo

com [95]:

_ Ripn il — Lo + 175, Taot —T5 D

K
h h

(A.40)

Os outros componentes sdo nulos, observe Rjj1; = Rzy2 = 0.Esta curvatura gaussiana esta
de acordo com [61] e pode ser encontrada na se¢do denominada The Gauss theorem and the
Equations of Compatibility e pode ser encontrado em [95]. Com a equagdo (A.40) pode-se
encontrar a curvatura gaussiana para uma parametrizacdo x ortogonal, #12 = 0, desenvolvendo

esta equacdo usando o fato de que h = hy1hyy e hit = hijl encontra-se

1 1 dhy  hhy
K=— onhi] — =ohh
Zhnhzz{{ 2AT % H( hi * ha» *

1 dihy  dihiy
d11hyy — =01 h )
+{1122 2122<h22+h11

(A41)
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Ainda pode-se simplificar esta expressao por

I ITC) S

Esta ultima equacdo fornece a curvatura gaussiana em termo dos componentes da métrica indu-

zida na superficie por uma parametrizagdo ortogonal.
O desenvolvimento realizado nesta secao foi, apesar de preciso, superficial. Um
estudo mais aprofundado sobre as curvaturas de uma superficie pode ser encontrado nas re-

feréncias dadas no inicio deste apéndice.
A.6 Teorema de Gauss-Bonnet

Antes de comegar esta seccdo convém citar uma frase presente em [61] que mostra
a grandiosidade do Teorema de Gauss-Bonnet, o autor diz que o Teorema de Gauss-Bonnet é
provavelmente o teorema mais importante no estudo de geometria diferencial de superficies.

Esta € a secdo mais importante do apéndice. Porém, fez-se necessario apresentar
todo o exposto acima, mesmo que de forma rapida. Esta sec¢do, ndo diferenciando-se das outras,
serd baseada em [61]. Antes de enunciar o teorema nas suas duas versoes € preciso ainda definir
mais algumas entidades que sdo apresentadas abaixo.

Seja o : [0,/] — S um mapa continuo de um intervalo fechado [0,/]. Este mapa é

chamado de curva parametrizada simples, fechada e regular por partes se
e a(0) = (1), (curva fechada)
° 11 £t €10,1] = a(ty) # o(r2) (sem auto-interse¢do)

¢ Existe uma subdivisao

O=tg<ti <..<txy<tpp1=1I

de [0,1], tal que o é diferenciével e regular (a'() # 0) em todo intervalo do tipo [t;,#;11];

i=0,...,ke d(r) é bem definido exceto em um ndmero finito de pontos.

Os pontos a(t;) (i =0, ...,k) sdo chamados de vértices da curva o, o ([t;,;+1]) sdo os
arcos regulares da curva o e o([0,1]) é chamado de curva fechada regular por partes. Convém
investigar os vértices e definir os angulos externos da curva.

Por regularidade, para cada vértice a(t;) existe limite pela direita e esquerda de
o/ (t;). Tome € > 0 infinitesimal:

lim,_, - o/(t) = o
o

(A.43)
limtﬁﬁ Ot/(l‘) =
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Tome S orientada e seja 6,0 < |6;] < 7, 0 menor angulo formado por o/ (f; ) até o/ (1;"). Se
|6;] # 7 o sinal de 6; e dado por det(c' (), @' (t;"),N). Ou seja, se ¢ (#;) ndo € um bico o sinal

de 6; é dado pela orientacdo de S. Os angulos 6; sdo chamados de angulos externos dos vértices

o/ (;). Observe a figura 7.

Figura 7 — Angulos externos

Fonte: [61]

Se o(t;) for um vértice que forma um bico”, |6;| = 7, escolhe-se 6; do seguinte
modo. Por regularidade, existe € > 0 tal que det(a/(t; — €), &' (1; + €),N) ndo muda de sinal

para todo 0 < € < €’. O determinante d4 o sinal de 6;. Observe a figura 8.

Figura 8 — Angulo externo no caso do vértice ser um “bico”

a'(t; —€)

a{i;+e)

olt;)

& (1 +€) o)

ei:'ﬂ 6]':7(

Fonte: [61]

Seja ¢; : [t;,t;+1] — R fungdes diferencidveis que fornecem para cada € [t;,1;11] 0
angulo positivo de €| para o’ (¢), de acordo com o lema 1, pagina 31.

Alguns fatos vindos da topologia serdo apresentados sem prova, pois as
demonstracdes fogem do escopo deste trabalho. Um fato que serd preciso para demonstrar

o teorema de Gauss-Bonnet na sua versado local € o "Teorema do Indice de Rotacdo”.

Teorema 2 (Teorema do Indice de Rotacdo) De acordo com as defini¢ées acima

k

k
Y (@iltis1) — @iltr) + ) 6 = £2, (AA44)
i=0 i=0
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em que *+ ¢ de acordo com a orientacdo de Q.

Este teorema diz que a variacao total do angulo dos vetores tangentes de o com
uma dire¢do dada mais a soma dos angulos externos dos vértices € 2. Uma demonstracao
deste teorema pode ser encontrada em [62].

Outro teorema importante e que deve ser conhecido de todo aluno que possui co-

nhecimento de célculo diferencial e integral € o Teorema de Gauss-Green.

Teorema 3 (Teorema de Gauss-Green) Se P(q',q%) e Q(q',q%) sdo fungées diferencidveis em

uma regido simples A C R%,e com o contorno dado por q' = ' (s)e 7 =q* (s), entdo

/w{ di-l—Q—}d _//< >d . (A.45)

Tanto a demonstracdo quanto exercicios sobre este teorema podem ser encontrados em [?] ou
em [?]. Por fim, uma regido R C S é chamada de regido simples se ela ¢ homeomorfa ao disco
e seu bordo € o traco de uma curva parametrizada simples, regular por partes e fechada.

Seja x : U — S uma parametrizacdo de S compativel com a orientacido e seja
R C x(U) uma regido simples de S. Se f é uma fun¢fo diferencidvel em S, entdo escolhida

a orientacdo de x a integral
[ e a)Vhdg'ag (A46)
W=x"1(R)

independe da parametrizacdo.A integral de f sobre a a regido R € denotada por

/ /R fdo, (A.47)

onde do € o elemento infinitesimal de area.
Com todo o exposto acima pode-se enunciar o teorema de Gauss-Bonnet na sua

versdo local.

Teorema 4 TEOREMA DE GAUSS-BONNET (LOCAL). Seja x : U — S uma parametrizacdo
ortogonal, hy = 0, de uma superficie orientada S, U € R? é homeomorfo a um disco aberto
e X é compativel com a orienta¢do da superficie S. Seja R C xX(U) uma regido simples de S e
seja a1 — S, tal que IR = o (I). Assumindo que o é positivamente orientada, parametrizado
por comprimento de arco s, e seja &(sp),...,(sx) e O, ..., O, respectivamente, os vértices e

angulos externos de o. Entdo

ko s k
[ [Kao+ Y [ wys)as+ Y oi=2x (A48)
R i=0Si i=0
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onde K é a curvatura gaussiana da superficie S e K,(s) € a curvatura geodésica do arco regular

da curva o.

Antes de partir para a demonstracdo do teorema vale ressaltar que a parametrizagdo ser ortogo-
nal € apenas para simplificar a demonstracdo deste e como se pode ver a equacdo (A.48) ndo
depende de parametrizacdo. Com isso pode-se ir para a demonstracao.

Demonstracd@o: Como a parametrizacdo é ortogonal, pode-se usar a equacdo (A.42) e (A.46)

//ch - {az (&fj%l) 19 (%’;) }dqldq2. (A.49)

Agora usando a equagdo (A.45) do Teorema de Gauss-Green com

de modo que

Obtém-se que

O = .

Agora usando a equagdo da curvatura geodésica dada por (A.33)

k S i
| [Kkac=-Yy [ Kgi(s)ds—f—Z/ " d(’” (A.51)
R i=0 Si = Si

Note que pode-se usar o teorema fundamental do cdlculo e apos usar o teorema do indice de

rotacdo no ultimo termo do lado direito.Como « estd orientado positivamente,

k Si+1 k
[ [Kaoc+Y [ ks +Y 6 =2m.
R i=0"5i i=0

Que estd de acordo com a equagdo (A.48) e com isso o teorema estd demonstrado. (Q.E.D.)

Com o teorema local demonstrado serdo fornecidos alguns fatos topoldgicos e
defini¢Oes para que seja possivel apresentar e demonstrar o teorema de forma global.

Seja S uma superficie regular. Uma regido R C S € dita regular se R é compacta e se
o seu contorno ¢ formado por uma unido finita de curvas simples e regular por partes que nao
se intersectam.

Um tridngulo é uma regido simples que possui apenas trés vértices com angulos
externos o; # 0, (i = 1,2,3).

Uma triangulacdo de uma superficie regular R € uma decomposi¢c@o em triangulos,

uma familia finita de tridngulos {7;}Y |, tal que
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* R=UL,T.

* Se T;(T; # @, entdo é um vértice ou uma aresta em comum. Os tridngulos que compdem

uma triangulacdo nao se sobrepdem.

Dada uma triangulacdo de uma regiao regular R C S de uma superficie S. Serd usada
a seguinte notacao: F é o nimero de faces(como cada triangulo possui uma face F' também sera
o numero de triangulos), V € o numero de vértices, A é o numero de arestas. A caracteristica de

Euler-Poincaré de uma triangulagdo € representada por y e € calculada do seguinte modo:
x=F—-A+V. (A.52)

Um estudo mais preciso em topologia e caracteristica de Euler-Poincaré pode ser visto em
[82]. Faz-se necessdrio apresentar quatro proposicdes sem demonstracdo retiradas de [61]. As

proposicoes sao
Proposicao 2 Toda regido regular de uma superficie regular admite uma triangulacdo.

Proposicao 3 Seja S uma superficie orientada e {xq}, & € A, a familia de parametrizacoes
com orientacdo compativeis com a orienta¢do de S. Seja R C S uma regido regular de S. Entdo
existe uma triangulagdo tal que todo triangulo estd contido em alguma vizinhanca coordenada
da familia {Xy}. E se o contorno de todo tridngulo é positivamente orientado, tridngulos

adjacentes tem orientacoes opostas em arestas em comum. Observe a figura 9.

Figura 9 — Triangulos adjacentes com aresta comum com orientacdo oposta

[

Fonte: [61]

Proposicao 4 Se R C S é uma regido regular da superficie S, a caracteristica de Euler-Poincaré

ndo depende da triangulagdo de R. Denota-se convenientemente Y = X(R).

Por fim, considere uma regido R regular contida em uma superficie orientdvel S e seja T uma
triangulacdo de R tal que todo tridngulo 7; € T, j = 1,...,k, estd contido em uma vizinhanga
coordenada x;(U;) de uma familia {xq }, & € A, compativel com a orientagdo de S. Seja f uma
funcao diferencidvel em S, a integragdo de f sobre a regido R ndo depende da triangulagdo em

do mapeamento de acordo com a seguinte proposi¢ao
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Proposicao S De acordo com a notacdo acima, a soma

k
Z//l flaj.47)V/hjdqjdg;
=0 x; (T;)

ndo depende da triangulagédo T ou da familia {X;} de parametrizagdo de S

Ou seja, esta soma tem o significado geométrico da integral sobre a regido regular R da func¢do

f. Com isso pode-se enunciar o teorema de forma global.

Teorema S TEOREMA DE GAUSS-BONNET (GLOBAL). Seja R C S uma regido regular
de uma superficie orientada e Cy,...,C, as curvas fechadas simples e regulares por partes que
formam o bordo dR de R. Supondo que cada C; é positivamente orientado e seja 6, ...,0, o

conjunto de dangulos externos das curvas Cy, ...,C,. Entdo

“ p

aqui s denota os comprimentos de arco de C;, e as integrais sobre C; representa a soma das

integrais sobre os arcos regulares de C;.

Demonstracdo: Pela proposicdo 3, considere uma triangulagdo onde cada tridngulo esteja
contido em uma vizinhanga coordenada de uma familia de parametrizacoes ortogonais. Deste
modo, se cada tridngulo estd positivamente orientado as arestas que sdo comuns a tridngulos
adjacentes tem orientacdes opostas.

Pode-se usar o Teorema de Gauss-Bonnet local em cada triangulo da triangulagcdo
e somar os resultados usando a proposi¢do 5 e como cada aresta interior terd duas orientagoes

que sdo opostas, obtém-se
n
) / K (s)ds + / / ch+z Z 0jx = 27F, (A.54)
i=0”Ci R j=lk=

onde F denota o nimero de faces, ou tridngulos, da triangulagcdo T e para cada tridngulo T);
existem os trés angulos externos 01, 62, 0;3.
Definindo por ¢ = Tt — 0 os dngulos internos da triangulagcdo T}, pode-se escre-
ver que
F 3 F 3 F 3
Y Y ou=) Z T—9i) =37F - Y Y 0. (A.55)
J=lk=1 J=lk=1 j=lk=1

Agora é importante usar uma notagdo que segue abaixo,

b Ae representa o niimero de arestas externas
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* A; representa o niimero de arestas internas
* V, representa o niimero de vértices externos
* V; representa o niimero de vértices internos

Os vértices externos se subdividem, V, = Vo + Ve, onde Vs sdo os vértices devido a
triangulacdo e V. sdo os devido as curvas que formam o contorno da regido. Para compreender

melhor a notacdo acima, veja a figura 10. Um fato simples de se verificar é que se uma curva

Figura 10 — identificacdo de arestas e vértices.

VE C

Fonte: Elaborado pelo autor.
C; é fechada, entdo A, = V,. E pode-se provar por inducdo que
3F =2A;+A.. (A.56)

Para um esboco da demonstracdo veja o Apéndice B. Antes de retomar a equagdo (A.54)
convém analisar a soma dos dangulos interno. Com o auxilio da figura 10 para que se possa ter
uma nog¢do é facil ver que para cada vértice interno a soma dos angulos internos ao redor dele
€ 2T, para cada vértice externo da triangulacdo a soma dos dngulos internos ao redor dele é @
e para cada vértice externo da curva o dangulo interno dele é por definicdo ™ menos o dngulo

externo. Somando todas as parcelas,

F 3 P
Y Y op=2aVi+ Ve +aVee— Y 6. (A.57)
j=1lk=1 =1
Usando as equacoes (A.55), (A.56), (A.57) em (A.54) e organizando ¢é fdcil ver que
n p
Z/ Kg(s)ds+//KdG + Z 0 =2nF — w(2A; +A.) + 27V, + ©tV,. (A.58)
i—0”/Ci R I=1

Usando que A=A;+A, eV =V;+V, em (A.56), tem-se

n P
Z/ Kg(s)ds—l—//KdG—l— Z 0, =2nF —21A 427V — (A, — Vo). (A.59)
i=07/Ci R I=1



84

Por fim, usando o fato que A, =V, e a definicdo da caracteristica de Euler-Lagrange

ii()/ci Kg(s)der//RKdG—kl_iel:27;;5(1{),

Que estd de acordo com a equacdo (A.53) (Q.E.D.)
Com o Teorema de Gauss-Bonnet demonstrado esta se¢@o teve seu objetivo reali-

zado. Cabe agora fazer algumas aplicacdes deste teorema.

A.7 Aplicacoes elementares do Teorema de Gauss-Bonnet
A.7.1  Soma dos dngulos internos de um poligono.

A primeira aplicacdo se refere a encontrar qual é a soma dos angulos internos de
um Poligono. Pode-se usar o Teorema de Gauss-Bonnet na sua forma local.

Como um poligono €é uma figura plana cujo interior forma uma regido homeomorfa
a um disco e € formado por segmento de retas fica evidente que ele estd imerso no plano. Logo,
a curvatura total de Gauss é nula e como é formado por retas que sdo as geodésicas portanto
a curvatura geodésica € nula. Com isso o teorema local de Gauss-Bonnet (A.48) para um

poligono de n torna-se

-

0, =2m. (A.60)
1

~

Note que este resultado ja € notavel pelo fato de mostrar que para qualquer poligono a soma dos

angulos externos € igual a 27, usando agora a definicao de angulo interno, 8; = & — ¢;,
n
Y 0i=(n—2)m. (A.61)
i=1

Este resultado pode ser encontrado nos livros de ensino fundamental, observe a figura 11 que

ilustra este fato para alguns casos.

Figura 11 — Soma dos angulos internos de um poligono

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A.7.2 Caracteristica de Euler-Poincaré de uma esfera.

Outra aplicacdo interessante consiste em em utilizar o teorema no caso de de S ser

uma superficie orientdvel compacta, com isso o teorema se torna

/ /S Kdo =2my(S). (A.62)

Agora como aplicacdo procura-se saber qual € a caracteristica de Euler-Poincaré de uma esfera

de raio a. Como a métrica induzida por uma esfera € dada por
ds® = a*d6® + a*sin 0°d ¢?, (A.63)

usando a @ =: ¢' € [0,7] e ¢ = ¢ € [0,27]. A partir a equacdo (A.42)é facil ver que K = 1/a®

e o elemento de drea do = a”sin0dOd . Logo (A.61) torna-se
27 T 1
27x(S) = / do / d0—a?5in 0d0dp = 47 = 1(S) = 2. (A.64)
0 0

Este resultado que € conhecido, de fato uma esfera pode ser deformada continuamente para um
tetraedro ou um cubo e como ) € um invariante topolégico o tetraedro compartilha o mesmo

valor de y de uma esfera. No caso do tetraedro y =4 —6+4 =2.

A.7.3 Verificacdo do teorema de Gauss-Bonnet para uma regido simples de um espaco
plano.

Como exercicio cabe verificar a validade do Teorema de Gauss-Bonnet de uma
regido formada por dois arcos de circulo, o primeiro com raio a e angulo o e o segundo com

raio b e angulo . Veja a figura 12.

Figura 12 — Aplicagdo 3 do Teorema de Gauss-Bonnet
y

Y

ﬁ ‘,....,‘ -;. Cz

N e
S a 0
L

/{-65 Cq —X

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como trata-se de uma figura plana, a curvatura gaussiana é zero. Uma vez que retas
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sdo as geodésicas no plano as curvaturas geodésicas das curvas Cj,C3,C5 sdo nulas. Desse

modo, o teorema toma a seguinte forma
/C ngdSZ —l—/c K‘g4dS4 +6,+6,+63+04+65=2m. (A.65)
2 4

Observa-se pela figura que foi adotado o sentido anti-hordrio. Com isso 0 = 7/2, 6, = —1/2,
03=m/2,0,=m/2e 05=m—a — 3. Como o espago é plano, a derivada covariante é a prépria
derivada e parametrizando por comprimento de arco, a curvatura geodésica nada mais € que a
norma da derivada com relagdo ao comprimento de arco do vetor tangente.

Como as duas curvas sdo arcos de circulo € conveniente fazer o caso de uma curva

que € um arco de circulo com raio r. A curva pode ser parametrizada como
o(s) =rcos(s/r)X+rsin(s/r)y.

Assim o vetor tangente € dado por

do

- = —sin(s/r)X+cos(s/r)§.

Para encontrar a curvatura geodésica basta derivar novamente, pois o espaco € plano, e calcular
a norma do vetor, logo

‘a
ds?

— k() = —. (A.66)

r

Sabendo disso e substituindo o elemento de linha ds = rd @, a equagcao (A.65) torna-se

o] B+o | T T T W
- - L a a-B=2x A.
/Oaad¢+/a bdg+ — S+ Do tm—a—f=21 (A.67)

Integrando e ajustando os termos fica claro que 27 = 27 e o como era 6bvio o Teorema de

Gauss-Bonnet é valido.

A.7.4 Verificacdo do teorema de Gauss-Bonnet para uma regido simples sobre a esfera.

Um outro exercicio consiste em verificar a validade do teorema em um caso seme-
lhante ao da Aplica¢do 2, porém tomando uma parte da casca esférica, usando coordenadas
esféricas esta parte consiste em considerar uma esfera de raio a, 6 € [0,7] e ¢ € [0, ], de
acordo com a figura 13

Primeiro s6 existem duas curvas que sao o bordo dessa superficie, ambas sdo arcos
de grandes circulos logo sdo geodésicas. E como é uma regido simples, ¥ = 1. Tome a normal
apontando na direc@o radial, da origem para a superficie, logo pode-se orientar o caminho

fechado do bordo da regiao como: quando ¢ =0, 6 vai de 0 a 7 e quando @ = «, 6 vai de
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Figura 13 — Aplicacdo 4 do Teorema de Gauss-Bonnet

Fonte: Elaborado pelo autor.

7 a 0. Por fim € facil notar que os angulos externos sao ambos 7 — ¢¢. Entdo, o teorema toma a

forma
o T 1 7 .
/ o / 40— d®sin0d0dp + 27 — 20 = 2. (A.68)
0 0 a
Com isso 21 = 27 e 0 teorema se mostrou consistente.

A.7.5 Um par de geodésicas em um espaco de curvatura ndo positiva ndo forma uma regiao
simples.

Por fim, uma aplicacdo apresentada em [61] que serd tutil no préximo C-Apitulo,
isso faz com que esta aplicacio seja a mais importante. Avalie a afirmacdo abaixo.

Seja S uma superficie orientada com curvatura gaussiana negativa ou nula. Entdo
duas geodésicas ¥ e y» que comecam em um ponto p € S ndo podem se encontrar novamente
em outro ponto g € S de modo que os tracos de Y] € 75 possam a formar uma regido R simples
de S.

Assumindo que elas se encontrem em g € S. Pelo Teorema de Gauss-Bonnet no

caso em que R seja simples
//RKdeLGl +6, =21 (A.69)
Como as duas geodésica ndo sao mutuamente tangentes, 8; < w e 6, < 7. Logo
//RKdG:27r—91 — 6, >0. (A.70)

Porém K < 0, o que € uma contradig¢ao.

Isso mostra que dado uma superficie com curvatura nio positiva, por exemplo um
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plano ou uma superficie hiperbdlica, duas geodésicas que sdo concorrentes em um ponto nao se
encontrardo em nenhum outro ponto formando uma regiao simples, sem furos.
Com isso os objetivos deste apéndice foram concluidos. Mais aplica¢cdes sobre o

Teorema de Gauss-Bonnet podem ser encontradas nas referéncias citadas neste apéndice.
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APENDICE B - IDENTIDADE SOBRE TRIANGULACOES

Um esboco de demonstragao pode ser dado pelo método de indugao. Para cada caso
que aparecerd sera retirado um triangulo da triangulacao e a identidade continuara sendo vélida
de acordo com a hipétese de inducdo. Dada uma triangulacdo a identidade 3F = 2A; + A, é
verdadeira. Por inducdo, tome a triangulacao formada por um triangulo, este caso F = 1,A4; =0
e A, = 3, logo € verdadeiro. Agora € necessario dividir em casos e usar a hipotese de indugao. A
hipdtese consiste em que se for verdadeira a identidade para uma triangulacao com um tridngulo

a menos, também vale para a triangulagdo original.

Figura 1.

Caso 1: O triangulo retirado tem apenas um vértice em comum com outro tridngulo, de acordo

com a figura 1. Usando linha a triangula¢do sem um tridngulo (F’,A},Al) e sem linha para a

triangulagdo original(F,A;,A,) é facil verque F' = F — 1, Al = A; e A, = A, — 3, logo
3F' =2Al+ AL — 3F = 2A;+A,.

Caso 2: O triangulo retirado tem uma aresta em comum com outro tridngulo, de acordo com a

Figura 2.
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figura2. Assim F' =F — 1, Al =A;—1,A, =A,—2+1, logo
3F =241+ AL 5 3F = 2A; + A,

Caso 3: O triangulo retirado tem duas arestas em comum com a triangulacao, de acordo com a

Figura 3.
figura 3. Assim F/ =F — 1, Al =A;—2,A, =A,—1+2, logo
3F' =2A;+ Al — 3F =2A;+ A,.

Caso 4: O triangulo retirado tem trés arestas em comum com a triangulagado, de acordo com a

Figura 4.

figura4. Assim F' = F — 1, Al =A; — 3, A, = A, + 3, logo
3F' =2AI+ A, — 3F =24, +A,

E com isso a demonstragdo estd completa, e a relacdo € verdadeira para qualquer triangulacao.





