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RESUMO

Os Materiais com Gradag¢ao Funcional sdo materiais compdsitos com uma variagdo gradual
e continua da sua composicao ao longo de determinada dire¢do. Devido a essa caracteristica
apresentar uma vantagem mecanica em relagdo a outros materiais compositos, os Materiais
com Gradacao Funcional ja sdo amplamente utilizados em diversas outras industrias, desde a
balistica até a aeroespacial. Dessa forma, a andlise estrutural considerando os Materiais com
Gradacao Funcional é um tema de alta relevancia atualmente no Ambito da pesquisa académica no
mundo. O presente trabalho propde o processo de andlise estética de estruturas unidimensionais
e bidimensionais por meio da utilizacdo de uma formulacdo isogeométrica baseada em NURBS.
As equagdes governantes dos problemas serdo obtidas a partir do emprego da Teoria de Terceira
Ordem de Reddy, que representa os efeitos do cisalhamento transversal de forma exata ao
longo da sec¢do transversal, desconsiderando a utilizacdo de quaisquer fatores de correcao,
diferentemente da Teoria de Primeira Ordem. A sua aplicacdo discutida em detalhe neste
trabalho, j4 que ndo é um processo trivial. Além disso, outro ponto importante a ser considerado
¢ a modelagem adequada do Material com Gradacao Funcional. Uma vez que é um material
composito com gradagdo continua, a definicdo dos componentes e a equacao da variacdo da
fracdo de seus respectivos volumes sdo necessdrias. Entretanto, uma das varidveis mais relevantes
a ser considerada € a forma de variacdo das suas propriedades efetivas ao longo da gradagdo,
definida por modelos micromecanicos. Para auxiliar nessa discussao, serdo utilizados os modelos
de Voigt, Mori-Tanaka e Auto-consistente. A formulagao utilizada foi validada pela literatura,
fornecendo resultados consistentes para as multiplas situagdes dos exemplos, embasando as
discussoes posteriores. Nos resultados, sdo analisados alguns pontos importantes da formulagdo e
implementacgdo da Teoria de Terceira Ordem, com discussdes acerca do fendmeno do travamento,
da diferenca dos deslocamentos e das tensdes ao longo da secdo transversal em relacdo a Teoria
de Primeira Ordem. além de apresentar uma importante discussdo acerca da escolha correta do

modelo micromecanico.

Palavras-chave: Materiais com Gradacdo Funcional. Modelos Micromecanicos. Teoria de Alta

Ordem. Anélise Isogeométrica



ABSTRACT

Functionally Graded Materials are composite materials with a gradual and continuously varying
composition through a desired direction. Due to this characteristic, they present a mechanical
advantage when compared to other composite materials, culminating in its utilization across
several industries, such as ballistics and aerospace. Thereby, the structural analysis considering
the Functionally Graded Materials is a high relevance topic within the academic research ambit
throughout the world nowadays. This document proposes the static analysis process of one-
dimensional and two-dimensional structures by using a NURBS based isogeometric formulation.
The governing equations of the problems are dictated by the employment of the Third-Order
Reddy Theory, which can exactly present the transverse shear effects along the thickness,
disregarding the utilization of any correction factors, unlike the First-Order Shear Deformation
Theory. The application of this theory is thoroughly discussed in this document, once it is not a
trivial procedure. Besides that, it is valid to highlight the importance of an adequate modelling
of the Functionally Graded Material. As it is a composite material with a varying composition, it
is necessary to determine beforehand its components and the volume fraction equation along
the thickness direction. However, one of the most important variables to be considered is the
variation profile of the effective properties throughout the gradation, that is determined by a
micromechanical model. To support this discussion, the Voigt, Mori-Tanaka and Self-consistent
models will be used. The formulation used was previously validated by comparison with the
literature, returning consistent results to the many situations brought by the examples, serving
as basement to the necessary discussions. In the results, some highlighted topics of the Third-
Order Reddy Theory are discussed, such as the shear locking, the differences between the
displacements given by it and by the First-Order Theory and the shear stress variation profile
along the cross-section, besides presenting an important deliberation about the right choice of

the micromechanical model.

Keywords: Functionally Graded Materials. Micromechanical Models. Third-Order Shear

Deformation Theory. Isogeometric Analysis.
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1 INTRODUCAO

Os materiais compdsitos, onde multiplos materiais distintos atuam de forma conjunta
e simultanea, buscam potencializar a performance estrutural a partir do aproveitamento das
caracteristicas positivas de cada componente. Dois dos exemplos mais usuais sdo o concreto
armado e o concreto reforcado por fibras, unindo a propensao do concreto a resistir a esfor¢os de
compressao e a do aco a esfor¢os de tragdo, garantindo a solidarizagdo e, portanto, a transferéncia
de carga entre eles.

Uma das classes mais utilizadas de compésitos para aplicagdes de alto desempenho
sdo as estruturas laminadas, formadas a partir do empilhamento de camadas com propriedades
fisicas distintas. Contudo, este tipo de disposi¢ao discreta pode causar concentracao de tensoes
na interface de transi¢do entre laminas consecutivas, podendo acarretar, por exemplo, em anélises
pouco otimizadas e em processos de delaminag¢dao (REDDY, 2004).

Os Materiais com Gradagdo Funcional (FGM, Functionally Graded Materials)
também sdo considerados como uma classe avangada de materiais compdsitos e apresentam uma
variagdo gradual e continua da sua composi¢ao, baseada nas fases que o compdem. O processo
de fabricacao dos FGM elimina os problemas causados pela variacio discreta e se baseia nas
escolhas dos materiais constituintes e da fungdo matemadtica que controla as suas fragdes de
volume ao longo da espessura (KOIZUMI, 1997). As propriedades efetivas da estrutura sdo
calculadas com base nas fracdes de volume e seguem um modelo micromecanico apropriado para
a situacao (SHEN, 2009). Portanto, devido as caracteristicas intrinsecas e a grande flexibilidade
de projeto, os FGM sdo alvos de diversas robustas pesquisas recentes no meio da engenharia
estrutural.

Apesar de serem identificados em diversos locais de forma natural, como nos dentes
humanos, nos bambus e nos 0ssos, os FGM foram produzidos em laboratdrio pela primeira vez
em 1984, durante a concepg¢do de um projeto espacial japonés. A finalidade principal era a de
produzir uma estrutura que suportasse um enorme gradiente térmico, mantendo as controladas
dimensodes de projeto e a capacidade de resistir aos esfor¢os. Desde entdo, a sua utilizagdo tem
se espalhado por diversas areas de atuagdo, como na engenharia aeroespacial, na confeccado de
préteses e de coletes a prova de balas, em conversores de energia, dentre outros.

Dessa forma, ao serem utilizados para a concepg¢do estrutural, o processo de andlise
pode se complicar ao ponto de tornar invidvel a determinacdo de alguma solugdo analitica.

Para auxiliar nesse processo, sdo utilizados métodos computacionais para calcular solu¢des
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aproximadas, como o Método dos Elementos Finitos (FEM, Finite Element Method) ou a Anélise
Isogeométrica (IGA, Isogeometric Analysis).

Os dois métodos previamente citados discretizam a estrutura em uma malha cons-
tituida de elementos de dimensao finita. Enquanto o FEM é o método computacional mais
utilizado atualmente para a resolucdo de problemas de engenharia, a IGA é um método recente e
ainda pouco disseminado no meio comercial, mas com crescente influéncia no meio académico.
A maior diferenga qualitativa entre os métodos estd na hipétese de que no FEM a geometria
da estrutura € descrita a partir das funcdes interpoladoras dos deslocamentos nos elementos,
enquanto na IGA os deslocamentos nos elementos sio descritos a partir das fun¢des que modelam
a geometria (HUGHES T. J. R.; BAZILEVS, 2005). Devido a isso, a IGA consegue representar
exatamente as geometrias dos modelos estruturais propostos, enquanto o FEM as representa de
forma aproximada.

A IGA foi proposta inicialmente na década passada, sendo a primeira aplicacdo em
problemas estruturais lineares. Diversos outros modelos de aplicacdes foram desenvolvidos ao
longo do tempo, como a representacdo de elementos de vigas, de placas, de cascas, etc., tornando
o assunto em um dos tépicos mais relevantes nesse ambito de pesquisa ultimamente.

Toda estrutura pode ser modelada como um sélido, o que nem sempre € a melhor
forma de se resolver um problema. Isso ocorre porque algumas estruturas, devido a sua geometria
ou a carga solicitante, s6 apresentam esfor¢os e deformagdes em algumas dire¢des, tornando
alguns dos graus de liberdade inerentes aos solidos irrelevantes e, portanto, levando a uma anélise
mais complexa desnecessariamente. Para solucionar esse problema e facilitar tanto a modelagem
quanto a solugdo, foram concebidas teorias matematicas para determinados tipos de estrutura,
reduzindo um problema 3D para menores dimensdes a partir da adocao de hipoteses mecanicas
especificas (WANG et al., 2000).

As placas sdo consideradas estruturas 2D, sendo a Teoria de Kirchoff-Love a mais
antiga a ser aplicada para a simplificac@o a partir de uma modelagem de s6lido. Essa teoria,
por meio das suas hipdteses, considera apenas os efeitos dos esfor¢os de flexdo, desprezando
completamente o cisalhamento transversal. Ela € indicada exclusivamente para implementagdo
em placas finas, ja que o efeito do cisalhamento € muito menor que o de flexdo. Ao aumentar
a espessura da placa, a Teoria de Kirchoff-Love retorna erros maiores, necessitando, para essa
situacdo, a ado¢do de uma outra teoria com diferentes hipoteses. A Teoria de Reissner-Mindlin

considera tanto os efeitos de flexdo quanto os de cisalhamento, sendo este tltimo apenas de forma
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aproximada. As deformacdes ao longo da espessura devido ao cisalhamento sdo constantes,
implicando, assim, na denominagao de Teoria de Placas de Primeira Ordem.

Para a representacdo correta de acordo com a Teoria da Elasticidade, que seria um
efeito de deformacdo parabdlico ao longo da espessura, foram concebidas as Teorias de Placa de
Alta Ordem. A mudanga nas hipdteses resulta em um campo de deformagdes e de deslocamentos
mais consistentes. Entretanto, por apresentar uma implementa¢do bem mais complexa do que as
duas citadas anteriormente, ja consagradas no dmbito da andlise estrutural, € preciso estudar o
grau de influéncia na qualidade e na velocidade de andlise para indicar o seu real beneficio.

Dessa forma, no presente trabalho, serd desenvolvida uma formulagao isogeométrica
para a andlise estdtica de vigas e placas com gradacdo funcional, a partir da utilizacdo de
uma Teoria de Alta Ordem para a aproximacdo dos campos de deslocamentos. Com base nos
resultados obtidos, haverd também uma discussao acerca da comparacao entre a teoria utilizada

e a Teoria de Primeira Ordem.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho € formular e implementar uma Teoria de Cisalhamento

Transversal de Terceira Ordem para analisar estruturas de vigas e de placas.

1.1.2 Objetivos Especificos

(a) Apresentar a formulacao das equacdes governantes dos problemas de vigas e de placas
com a utilizacdo da Teoria de Alta Ordem:;

(b) Realizar a anélise de estruturas com gradac¢ao funcional;

(c) Discutir o efeito do travamento por cisalhamento na Teoria de Alta Ordem;

(d) Comparar os resultados obtidos por diferentes modelos micromecanicos;

(e) Comparar os resultados obtidos pela TSDT e a pela FSDT com base no custo computacio-

nal requerido e na precisdo das respostas obtidas.
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1.2 Organizacao do Texto

O presente trabalho esté dividido em 7 capitulos: No Capitulo 2, os FGM sao concei-
tuados, com suas principais caracteristicas explicadas e ilustradas. As formas de representacio da
variacdo da sua composi¢do e os modelos micromecanicos utilizados no célculo das propriedades
efetivas sdo apresentados e discutidos.

No Capitulo 3, € apresentado o processo de Modelagem Geométrica computacional,
imprescindivel na representacdo gréfica das estruturas de estudo. Além disso, sdo discorridas,
com mais afinco, as informacgdes sobre as B-Splines e as NURBS, devido a sua utilizacao
posterior no trabalho.

No Capitulo 4, sdo apresentadas algumas das Teorias de Vigas relevantes na literatura
atual. A teoria de terceira ordem de Reddy recebe um maior detalhamento, dada a sua utilizagdo
no processo de andlise. Esse capitulo terd a finalidade de desenvolver a teoria para estruturas
unidimensionais, facilitando o desenvolvimento futuro para a teoria de placas.

No Capitulo 5, sdo apresentadas algumas das Teorias de Placas relevantes na literatura
atual. A Teoria de Terceira Ordem de Reddy recebe um maior detalhamento, dada a sua utilizagdo
no processo de andlise. Também sdo discutidos o processo de integracdo numérica na superficie
e a aplicacdo da formulagdo isogeométrica para essas equagdes governantes.

No Capitulo 6, serdo apresentados os exemplos numéricos para vigas e placas
tanto isotrépicas quanto com gradacao funcional. Serd feita a validacdo dos modelos a partir
da comparagdo com resultados obtidos na literatura, e entdo serdo discutidos os efeitos dos
componentes do FGM, da variacdo dos modelos micromecanicos e das implica¢des da teoria
utilizada.

No Capitulo 7, sdo listadas as conclusdes dos objetivos determinados previamente,

juntamente com os comentérios finais acerca do trabalho.
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2 MATERIAIS COM GRADACAO FUNCIONAL

Os materiais com gradagdo funcional sdo materiais compdsitos que apresentam uma
variacdo gradual e continua da sua composicao, a partir da mudanca das fragdes relativas de
volume dos seus componentes. Como ndo hd uma alteragc@o brusca das propriedades mecanicas
no material, os FGMs mantém uma distribui¢do regularizada de tensdes no seu interior, evitando
quaisquer pontos de concentragcdo ou descontinuidade. Dessa forma, a utilizacdo desse tipo de
material impede a apari¢do de alguns problemas existentes em compdsitos laminados, como a
delaminagdo e o aparecimento precoce de fissuras (REDDY, 2004).

Os FGMs foram fabricados pela primeira vez em 1984 por um grupo de cientistas
japoneses, cujo intuito era conceber um material que servisse de barreira térmica e que fornecesse
uma alta resisténcia mecanica para aplicacdo em projetos espaciais (KOIZUMI, 1997). De
acordo com Jha et al. (2013), apesar da recente possibilidade de fabricagcdo, os FGMs podem ser
encontrados espalhados pela natureza, como na pele humana, nos ossos e nas arvores de bambu.
Atualmente, as suas utilizagdes sao multiplas, desde a industria bélica, na producao de coletes a
prova de balas, a medicina, na produc¢ado de préteses de alto-desempenho.

Naebe e Shirvanimoghaddam (2016) discutem diversos processos de fabricacio
dos materiais com gradacdo funcional, como os métodos gasosos, os com fase liquida e os
com fase sdlida. Além disso, como 0os FGMs podem possuir multiplos componentes, diversos
tipos de materiais utilizdveis sdo apresentados para a concep¢ao do compdsito, promovendo
uma enorme gama de combinacdes. Entretanto, no &mbito da construcdo civil, os FGMs mais
comumente utilizados sdo constituidos de uma fase cerdmica e uma fase metélica, com o intuito
de desenvolver uma elevada resisténcia termomecanica. Na Figura 1, um implante dentério
formado por um FGM € mostrado, onde a esquerda estd ilustrada a sua aparéncia externa e a
direita estd a secdo transversal com sua composi¢ao gradativa.

A direcao em que ocorre a gradacdo da composi¢cao também € um fator de suma
importancia, ja que possui grande influencia no desempenho estrutural a depender do tipo de
esforco empregado na andlise. Apesar de poder ocorrer no sentido longitudinal (AKGOZ;
CIVALEK, 2013; MURIN et al., 2015) e de forma simétrica (estrutura sanduiche) (YE et al.,
2020; PANDEY; PRADYUMNA, 2018), a forma mais difundida na literatura € a gradacao ao
longo da secdo transversal da estrutura.

Koizumi (1997) demonstra suscitamente o comportamento das propriedades fisicas

dos FGMs ao longo da dire¢do de gradagdo, comparando com um material isotrépico, como
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ilustrado na Figura 2. E possivel observar que a face metdlica da estrutura possui uma elevada
resisténcia mecanica, enquanto a face ceramica possui uma elevada resisténcia térmica, sendo os

seus valores criticos bem maiores que os retornados pelo material isotrépico.

Figura 1 — Implante dentdrio de FGM.

& 3

N

.
E,

g
- e |
4
—
. -
1

Fonte: Watari et al. (2004).

Figura 2 — Comparagao de propriedades fisicas entre FGMs e isotropicos.
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Fonte: Koizumi (1997).

Dessa forma, € possivel encontrar na literatura diversos outros estudos que ratificam
esse conceito. Udupa et al. (2014), por meio de uma visdo geral acerca dos materiais com
gradacdo funcional, relatam que os FGMs conseguem unir com exceléncia propriedades dos seus
componentes, como a alta resisténcia mecanica e a baixa condutividade térmica. Choi e Cho
(2008) realizaram processos de andlise com cascas cilindricas e concluiram que a utilizacao de
FGM reduziu significativamente o acréscimo de esfor¢os causados por um gradiente térmico.
Zhao et al. (2008) realizaram andlises dinamicas de placas com gradagdo funcional com as
propriedades dos constituintes variando de acordo com a temperatura, tornando a performance

estrutural dependente das grandezas termomecanicas simultaneamente.
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2.1 Variacao da fracao de volume

Os materiais com gradacao funcional t€m o seu comportamento regido pela variacao
da fracdo de volume dos seus constituintes, obedecendo a uma lei matematica. Os FGMs podem
apresentar uma gradacdo discreta das suas propriedades, o que acarretaria em interfaces de
transicao entre os constituintes e, portanto, anularia algumas das vantagens previamente listadas
desse tipo de compdsito. A gradacdo discreta € mais utilizada no processo de modelagem, para
facilitar a simulacao do FGM durante o processo de andlise, com um maior nimero de laminas
melhorando a precisao do resultado. No que tange a utilizagao e fabricacao, geralmente o modelo
de gradacdo adotado € o continuo. A simulacdo do FGM a partir desse tipo de abordagem requer
um procedimento mais refinado, mas retorna resultados mais precisos e possui maior velocidade

de convergéncia. A diferenca entre os dois modelos pode ser observada na Figura 3.

Figura 3 — Modelos de gradacdo de materiais com gradagao funcional.

(a) Gradagao discreta. (b) Gradacdo continua.

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

A gradacdo, no presente trabalho, ocorrerd de forma continua e ao longo da espessura
da placa, como ilustrado na Figura 4.

A gradacdo continua pode seguir o comportamento ditado pela Lei de Poténcia
(Power-Law Function, em inglés), que € a representracdo mais adotada pela literatura. De acordo
com Shen (2009), os volumes relativos dos constituintes em qualquer ponto da gradagdo podem

ser definidos por:

_ (L =y 2.1
c= §+E (2.1a)

Vy=1-V. (2.1b)
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onde V. e V), sdo, respectivamente, as fracdes de volume de cerdmica e de metal, z é a coordenada
que varia ao longo da espessura h e N € o fator de nao-homogeneidade, que é controlado pelo

usudrio e que modela o perfil de variag@o.

Figura 4 — Placa com Gradagdo Funcional.

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

A variacgdo do fator de nao-homogeneidade resulta em diferentes perfis de distribui¢do
das fragdes de volume ao longo da espessura, podendo ser utilizado para o processo otimizacao de
estruturas de FGM. E vilido ressaltar que, para um valor nulo de N, o FGM é modelado como um
material isotrépico ceramico, enquanto que, para um valor de N tendendo ao infinito, o material
se assemelha ao isotropico metélico. Dessa forma, € benéfico simular andlises com valores
intermedidrios de indices de ndo-homogeneidade para se obter a performance de diferentes
modelos de compdsitos. O perfil de gradacdo da fracdo de volume ceramico para variados

expoentes estd ilustrado na Figura 5.

Figura 5 — Perfis de gradagao de volume de FGM.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Akbarzadeh et al. (2015) também citam dois outros modelos de gradacdo da fracao
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de volume, sendo eles o sigmoidal e o exponencial, demonstrados abaixo:

N
vb+<w—vb>( -3 (L5%) ) 0<z<4
V. = . (2.2a)
vb+<vt—vb>(%(”—,fz) ) “hcz<o
Vi\ [2z+h\"
w:wapm(é)(2h> (2.2b)

onde V; e V}, sdo os valores das inclusdes do constituinte ceramico nas faces superior e inferior
da estrutura, respectivamente.

Além dos modelos apresentados, ja que o presente trabalho utilizard a Andlise
Isogeométrica como método computacional de anélise, € valido ressaltar que autores como Wang
et al. (2019) e Do et al. (2019) aproximaram a gradacdo do FGM por meio de func¢des B-splines,

como mostrado abaixo:

Ve(§) =} Bi(§) V() (2.3)
V(&) = 1=V (&) (2.3b)

em que V. ; € a fragdo de volume de cerdmica no i-ésimo ponto de controle, n € o numero de
pontos de controle e B;(§) é a i-ésima fung¢@o B-spline de base. Esse modelo célcula as fragdes
de volume nos pontos de controle dispostos ao longo da espessura e entdo aproxima para o
restante do dominio. Devido as caracteristicas das B-splines, esse processo se torna simples e

produz curvas suaves, prezando pela continuidade da gradagao.

2.2 Variacao das propriedades efetivas

Em conjunto com a variacdo da fracdo de volume dos constituintes ao longo da
gradacdo, as propriedades efetivas da estrutura também se modificam. A partir das propriedades
das fases do Material com Gradacao Funcional, € possivel estimar as grandezas fisicas, como
o modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson, por meio de um conjunto de equagdes
matematicas, cujo dominio € a espessura. Esses conjuntos podem ser classificados como modelos
micromecanicos, uma vez que a sua interferéncia incide diretamente na microestrutura do FGM.

Caso a estrutura esteja sujeita apenas a cargas mecanicas, as propriedades dos consti-
tuintes geralmente podem ser empregadas em situacao de temperatura ambiente, j4 tabeladas e

utilizadas de forma usual. Entretanto, como os FGMs possuem um nicho de aplicabilidade para
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problemas com cargas termomecanicas e, principalmente, com um elevado gradiente térmico, é
possivel estimar as propriedades dos constituintes em fun¢ao da temperatura. De acordo com

Touloukian (1967), as propriedades podem ser calculadas por:
Pi=PRy (P iT "+ 1+PT+PT*+PT?) (2.4)

onde P; € a propriedade a ser estimada, T € a temperatura em Kelvin e os coeficientes F; sdo
tabelados e dependem tanto do material quanto do P; em questao.

Dessa forma, com as propriedades das fases definidas, as propriedades efetivas
ao longo da gradacdo, onde hd presenga concomitante de ambos os constituintes, podem ser
calculadas a partir do processo de homogeneizacao do FGM. O Modelo Micromecanico mais
empregado na literatura € a Lei das Misturas (RoM, Rule of Mixtures), ou Modelo de Voigt
(SHEN, 2009; BATENI et al., 2013). As propriedades podem ser estimadas a partir de uma

simples média ponderada:
Pr=Y PV (2.5)
j=1

em que Py € a propriedade efetiva, P; € a propriedade do constituinte e V; € a fracdo de volume.

Com efeito, outro Modelo Micromecanico comumente utilizado € o de Mori-Tanaka,
cuja complexidade é mais elevada. Ele pode ser utilizado com maior precisdo quando a microes-
trutura da regido possui uma matriz bem definida e continua, com inclusdes particuladas. Dessa

forma, o médulo volumétrico (K) e de cisalhamento (G) sdo definidos como:

v,
K(z) = Kn+—F = v (2.6a)

+ m

— 4G
Ke=Kn g 4G
3

v,
G@)=GCnt—7— (2.6b)

+ m
onde:

Gm(9K,, +8G

£, = GnOKn+8Gy) 2.7)

6(Kn+2Gp)
O mdédulo de elasticidade (E) e o coeficiente de Poisson (V) podem, entdo, ser

estimados por:

_ 9K(2)G(2)
E(z) = 3K(2) 1 G(2) (2.8a)
v(e) = —K(2) = 26(2) (2.8b)

- 2(3K(z) +G(2))
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O ultimo Modelo Micromecéanico a ser abordado no presente trabalho é o Método
Autoconsistente (SCM, Self-consistent method). Ele admite que todas as particulas de inclusoes
sdo derivadas de um tnico material continuo cujas propriedades sdo as mesmas do composito.
Dessa forma, o Modelo nio faz qualquer distingd@o entre as fases de matriz e de refor¢o, retornando
resultados consistentes indenpendetemente do modo de graduacdo da microestrutura, diferindo
do Mori-Tanaka (SHEN, 2009; AKBARZADEH et al., 2015). O SCM € mais complexo que as
outras propostas supracitadas, sendo as suas propriedades calculadas de forma indireta, por meio

de um método iterativo. O mddulo volumétrico (K) e de cisalhamento (G) s@o estimados por:

Km SGC
Fut 160 T 066 T2
VC(Z) = X, 3G, K, 5Gy, (29a)
Kn+3G() | G0)-G.  K+iGk) Gl)-Gnm
Kl — 1 1 2.9b
9= g v 300 -
K+3G(z) T Knt3G(2)

Logo apéds, o médulo de elasticidade (E) e o coeficiente de Poisson (V) podem ser estimados
pelas Equagdes 2.8a e 2.8b.

Na literatura, podem ser encontrados alguns estudos acerca da aplicabilidade e
precisao dos modelos micromecanicos citados. Shen e Wang (2012) compararam os médulos de
vibragdo de placas de FGM modelados com a RoM e Mori-Tanaka e concluiram que a diferenga
encontrada era irrisoria, ndo justificando o uso de uma técnica mais avangada. Por outro lado,
Medeiros Jr. et al. (2019) realizaram andlises estdticas de cilindros espessos, obtendo resultados
muito discrepantes para os dois Modelos. Barros (2020) também realizou um estudo de vigas
com gradac¢ao funcional e concluiu que a utilizag¢ao de diferentes modelos micromecanicos pode
influenciar significativamente na performance mecanica, a depender, também, das propriedades
dos constituintes.

Em relacdo ao SCM, Reiter et al. (1997) pontuaram que o Modelo se distanciava
mais do Mori-Tanaka para FGMs que apresentassem uma estrutura esquelética, ndo apresentando
regides com matriz continua. Reiter e Dvorak (1998) fizeram o mesmo estudo com cargas

termomecanicas, replicando as conclusdes apresentadas.
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3 MODELAGEM GEOMETRICA

A Modelagem Geométrica € um dmbito da matemdtica que estuda, de forma aplicada,
a descri¢do de formas geométricas de objetos, a partir da aplicacdo de modelos de equagdes e
métodos computacionais. Dessa forma, a sua aplicag@o extrapola a drea da engenharia estrutural,
estando presente em diversos outros meios que utilizam a computacao grafica, como a industria
cinematografica e a concepg¢ao de projetos.

A maioria dos programas atualmente utiliza uma base de sistemas Computer Aided
Design (CAD), onde as designacdes dos modelos geométricos podem ocorrer a partir da Re-
presentacao de Fronteira (B-rep, Boundary representation) ou da Geometria S6lida Construtiva
(CSG, Constructive Solid Geometry). Na B-rep, o objeto € modelado com a inser¢ao de delimita-
dores da sua regido, como vértices e arestas, enquanto na CSG a modelagem ocorre por meio
de combinagdes de objetos geométricos simples, como esferas e cubos. Perduta e Putanowicz
(2019) dizem que, ao se utilizar a IGA, € preferivel a ado¢do da metodologia B-rep.

Os sistemas CAD possuem uma notdvel importancia contemporanea no ramo da
engenheria estrutural. Isso ocorre porque a maioria dos so ftwares de andlise estrutural utiliza
ferramentas CAD para a modelagem do objeto na etapa de pré-processamento e para a aplicacdo
de algoritmos de geracdo de malha, que discretizam a regido do objeto com a finalidade de

melhorar a etapa de Processamento pelo método computacional, como observado na Figura 6.

Figura 6 — Processo de analise estrutural.
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Fonte: Barroso (2015).
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Outrossim, apds o estudo dos dados de pds-processamento, os modelos podem ser
reaproveitados para um processo de otimizagao estrutural, alterando o seu formato, dimunuindo

a quantidade de material utilizada, e mantendo a performance mecénica, ilustrado na Figura 7.

Figura 7 — Otimizag¢do de forma.
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Fonte: Li e Qian (2011).

3.1 B-Splines

As B-Splines representam curvas descritas em um espago paramétrico. Umas das
suas principais caracteristicas € a capacidade de descrever diferentes segmentos em uma mesma
representacdo paramétrica. Ou seja, limitando-se as atuagdes das suas funcdes de base a
determinadas regides, as curvas conseguem assumir comportamentos completamente distintos.
Essas regides delimitadoras sdo chamadas de knot spans e sdo definidas a partir de um vetor de
knots com valores contidos no dominio do espaco paramétrico. E vélido ressaltar que, apesar de
a traducdo do termo existir como "nés", a utilizacdo de knots ocorrerd para nao haver confusao
com o conceito de "nds"adotado pelo FEM.

De acordo com Piegl e Tiller (1995), qualquer curva B-spline pode ser definida a

partir da combinagc@o linear entre os pontos de controle (p,) e as funcdes de base (N; ,(&)):

n

C(&) =) Nip(&)p; (3.1)

i=1
onde n é o nimero de fungdes de base e p € o grau da curva.

As funcdes de base das B-splines sdo construidas a partir de um vetor de knots, con-
junto formado por valores nao-decrescentes, ndo-negativos e contidos no dominio [51 Ent p+1]
do espaco paramétrico no qual a curva estd inserida. Elas podem ser calculadas a partir da
formula recursiva de Cox-de Boor (PIEGL; TILLER, 1995):

1, if§<E<§
Nio(§) = o (3.2)

0, caso contrdrio
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_ &%
5i+p_§i

Além disso, é importante ressaltar que as duas primeiras derivadas das fungdes de base se tornam

Nop 1(E) 428 N () 33)
§l+p+1 §l+l

Nip(&)

importantes ao se utilizar a Teoria de Alta Ordem de Reddy, j4 que elas sdo necessérias para a

montagem da matriz de rigidez K. Assim, ao se derivar a Equagdo (3.3) tém-se:

d . __r N . r
dé Nip(8) Civp— ﬁiNl’p_l(g) * itpr1— v

Dessa forma, como a derivada de uma curva B-spline € outra curva B-spline com um grau menor,

Nit1,p-1(8) (3.4

o cdlculo das derivadas de maior ordem se torna simples com a aplicacdo recursiva da Equagao
(3.4).

Um vetor de knots pode ser classificado como uniforme, caso os seus valores paramé-
tricos variem conforme um fator constante, ou, caso contrario, como ndo-uniforme. Por exemplo,
o vetor E = [0,0,0,0.33,0.67, 1, 1, 1] é uniforme, enquanto o vetor E = [0,0,0,0.4,0.75,1,1,1]
€ nao-uniforme. O tamanho do vetor de knots influencia diretamente o nimero de fungdes de

base, que € calculado por (PIEGL; TILLER, 1995):
n=ks—p—1 (3.5)

onde n € o numero de funcdes de base e ks é o tamanho do vetor de knots. De acordo com a
Equacdo (3.2) e (3.3), cada fungdo de base é ndo-nula apenas no knot span [&;,&,+i11], sendo a
sua influencia no comportamento da curva limitada a essa regido. Dessa forma, pode-se ressaltar
que o numero de bases nao-nulas em determinado knot span € sempre igual a p + 1, tornando a
avaliacdo das curvas B-spline bastante eficientes e permitindo um maior controle do usudrio.

Para exemplificar o comportamento e influencia das fun¢des de base ao longo de
um vetor de knots, a Figura 8a mostra uma base quadratica com E = [0,0,0,0.5,1, 1, 1]. Pode-se
observar que a primeira fungdo de base contribui apenas dentro do intervalo [£;,&11041], €
assim por diante, dada a existéncia de n =7 —2 — 1 bases. Ao discretizar o vetor de knots
adicionando mais um valor paramétrico, e mantendo-o uniforme, a Figura 8b ilustra as novas
bases quadriticas do vetor E = [0,0,0,0.33,0.67,1,1,1].

Além disso, é vilido ressaltar que o niimero de vezes que um valor &; aparece no
vetor de knots é chamado de multiplicidade. As curvas B-splines possuem continuidade C?~! de
uma forma geral, mas se alguma coordenada paramétrica apresentar uma multiplicidade m > 1,

a continuidade em ¢&; passa a ser CP~™. Se um knot interno possuir multiplicidade m = p, entdo
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ele serd interpolado pela curva, enquanto que no caso do knot externo, a sua multiplicidade tem
de ser m = p+ 1 para haver a interpolacdo. Devido a isso, € muito comum encontrar na literatura

vetores de knots que apresentem essa caracteristica, ja que facilita a concepcao do modelo.

Figura 8 — Funcdes de base quadratica.
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Fonte: Barroso (2015).

Por fim, é de suma importancia listar as principais caracteristicas das bases B-splines
(PIEGL; TILLER, 1995), repetindo, inclusive, algumas informacdes ja citadas previamente:

* Suporte compacto: Nj , = 0 se & estiver fora do intervalo [&;, &\ pi1];

n
Parti¢do da unidade: Y N; (&) =1;
i=1

* Nao-negatividade: N; , > 0;

Qualquer knot span [é i, & j+1} possui exatamente p + 1 funcdes de base ndo-nulas;

Todas as derivadas das bases N; , existem no interior dos knot spans. Para cada knot, as
bases sdo diferencidveis p —m vezes, dado que m € a multiplicidade do knot.

A IGA permite trés diferentes algoritmos para uma maior discretizacao da curva
B-spline, o refinamento 4, p e k. O refinamento 4 consiste na diminui¢do do tamanho dos knot
spans a partir da adi¢cdo de um novo knot ao vetor, aumentando o nimero de spans existentes e
gerando uma nova fun¢do de base e um novo ponto de controle. Ele € semelhante ao refinamento
h no FEM, onde os elementos diminuem de tamanho e aumentam em quantidade. A Figura 9 e
mostra o comportamento da malha em uma barra ao se realizar o refinamento 4. Os asteriscos
azuis (*) sao os pontos de controle e os circulos vermelhos (0) sdo os delimitadores dos spans.

E possivel observar que na Figura 9a existem 3 knot spans e 5 pontos de controle e
que na Figura 9b, com a adi¢do de mais um knot, existem 4 knot spans e 6 pontos de controle.

Além disso, para evitar que o refinamento 4 altere a geometria da curva, alguns pontos de controle
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devem ser redistribuidos seguindo a formula (PIEGL; TILLER, 1995):

(
P, i=1
Pi=qoap,+(1—ai)p,—1, 1<i<h (3.6)
Pn-1, i=h
\

onde P, sdo os novos pontos de controle, & € o tamanho do novo vetor de knots e ¢o; pode ser

calculado por:

(

1, 1<i<k—p
w={ & 4 ' 3.7
i gl k—p+1<i<k (3.7)
0, i>k+1

\

Figura 9 — Refinamento 4 em uma barra.
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Fonte: Praciano (2018).

O refinamento p consiste na elevagdao do grau das curvas B-spline. Quado ele é
realizado, o grau das fun¢des de base e a multiplicidade de cada knot no vetor aumenta em 1,
0 que mantém a continuidade do knots inalterada. Esse processo ndo aumenta o nimero de
knot spans, mas, dada a manuten¢do da continuidade, ocorre a inclus@o de mais um ponto de
controle e de uma fun¢do de base associada. O refinamento p de uma malha unidimensional esta
exemplificado na Figura 10, enquanto na Figura 11 esta ilustrada a mudanca no comportamento
das fungdes de base considerando o aumento do grau. E importante citar que esse processo
também estd presente no FEM, com o aumento do grau dos polindmios utilizados como fung¢des

de forma.

Figura 10 — Refinamento p em uma barra.
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Figura 11 — Aumento do grau das fungdes de base.
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O ultimo processo de discretizagdo de malha possivel na IGA € o refinamento k.
Esse processo € exclusivo desse método computacional, ndo existindo processo andlogo no FEM.
Ele consiste na combinacdo dos dois refinamento anteriores, aplicando primeiro o refinamento
p e depois o refinamento 4, resultando em fungdes de base com maior grau, maior nimero de
spans e também maior continuidade entre os spans. A Figura 12 ilustra o refinamento k aplicado

a uma barra, apresentando as etapas do processo.

Figura 12 — Refinamento k em uma barra.
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Fonte: Praciano (2018).
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3.2 NURBS

As fungdes de base das curvas B-splines sdo polinomiais. Dessa forma, mesmo
apresentando uma alta discretizacdo, as B-splines ndo possuem a capacidade de reproduzir
exatamente geometrias que ndo seguem esse comportamento matematico, como circulos, elipses
e cilindros. Para contornar essa limitacdo, podem ser utilizadas fun¢des de base racionais, que
sdo obtidas a partir da fracdo entre dois polindmios.

As NURBS utilizam bases racionais e um vetor de knots ndo-uniforme. Para se obter
as bases racionais, sao utilizados os pesos associados a cada ponto de controle e as funcdes de

base B-splines, como mostrado abaixo (PIEGL; TILLER, 1995):
ZNi,p(&)Wi
i=1

Rip (&) WiE) W)

onde R; , ¢ a base racional e W(&) ¢ a fungdo peso. Dessa forma, para a descri¢do da curva
NURBS ¢ preciso realizar uma combinacgdo linear entre as funcdes de base e os pontos de

controle, andlogo a Equacgdo (3.1):
C(&) =) Rip(&)p; (3.9)

E vilido ressaltar que a partir da variagio de um peso associado a qualquer ponto de
controle, pode-se alterar bastante o formato da curva, como ilustrado na Figura 13. Isso confere

ao usudrio um maior controle comportamental da NURBS.

Figura 13 — Curva NURBS para diferentes pesos.

Fonte: Barroso (2015).

A utilizacdo das bases racionais conferem as NURBS diversas vantagens em relacdo

as B-splines, o que as tornam o modelo de curva mais utilizado pelos so ftwares que realizam a
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modelagem geométrica atualmente. De acordo com Piegl e Tiller (1995), as vantagens podem
ser listadas a seguir:
* Representacdo de formas matemaéticas padrao e livres, utilizando a mesma base de dados
para armazend-las;
* Por meio da associacdo entre pesos e pontos de controle, pode-se alterd-los com a capaci-
dade de obtencdo de diversos modelos de curva;
* Podem ser avaliadas de forma rapida e numericamente estavel;
* Os pontos de controle das NURBS podem sofrer incidéncia direta de transformacdes afins,
como translacdo, rotacao e espelhamento;
* Podem recriar outras representacdes paramétricas importantes e mais simples, como as
proprias B-splines.

Para replicar o comportamento das B-splines, as fun¢des NURBS podem ignorar a
influencia dos pesos nos pontos de controle, atribuindo a todos eles um valor unitdrio. Dado
um mesmo vetor de knots E = [0,0,0,0.5,1,1,1], a Figura 14 ilustra a diferenga entre as
bases racionais R; ;, € as polinomiais »; ,. Além disso, a Figura 15 mostra uma mesma semi-
circuferéncia modelada a partir das duas curvas, ratificando a melhor adequagcdo da NURBS para

esse tipo de forma geométrica.

Figura 14 — Comparagao entre bases racionais € polinomiais.
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Por fim, de forma andloga as B-splines, as derivadas das fun¢des de base NURBS

sdo importantes para a aferi¢do da matriz de rigidez K. Como hd a presenca de dois polindmios,

a primeira derivada pode ser calculada a partir da regra da cadeia (PIEGL; TILLER, 1995).

W(E)A'(E) —W'(§)AE) _ A'(E) =W'(S)Rip(S)

R;,p(é): W(é)z

w(s)

(3.10)
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Figura 15 — Semi-circuferéncia modelada por diferentes curvas.

B-Spline curve
——— NURBS curve

Fonte: Barroso (2015).

Ap0s isso, caso se fagca necessdrio o calculo de derivadas de maior grau, pode-se

usar a regra de Leibnitz, onde a k—ésima derivada € definida por:

k k ] .
(k) o () (k=J)
A () jgl(j)vvf@&,p ©)
W(&)

3.2.1 Superficie NURBS

RY(E) =

(3.11)

O presente trabalho utilizaré as placas como estrutura de anélise. Dessa forma, como
elas sdo estruturas bidimensionais, € preciso unir curvas NURBS com o intuito de formar um
espaco vetorial capaz de descrever superficies com propriedades andlogas.

Uma superficie definida por funcdes de base NURBS ¢é formada pelo produto tenso-
rial de duas bases univariantes, ou seja, ela estd contida no espago vetorial que apresenta o menor
nimero de restricdes formado pelos dois conjuntos de funcdes NURBS. Consequentemente,
dadas uma matriz de pontos de controle p (dim n x m), uma NURBS de grau p na diregéo (&)
com vetor de knots & = [51 < T p+1] e outra NURBS de grau ¢ na direcdo 1 com vetor de
knots = [Ni,M2, ..., Mt p+1], uma superficie NURBS S pode ser calculada por (PIEGL; TILLER,
1995):

nom
S(€.m)=) Y Rij(&n)p; (3.12)

i=1j=1
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onde R;; € uma fun¢do de base racional bivariante definida por:

wiN(EN (1) A T)
WEm W) 19

em que W(&,m) é a fungdo peso bivariante:

Rij(&,m) =

Z Zw;;N;p N; (1) (3.14)
A Figura 16 ilustra uma superficie de placa NURBS e os seus pontos de controle.

Figura 16 — Superficie NURBS.

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Como, para o caso das superficies, a funcdo de base € bivariante, € preciso calcular

as derivadas parciais. Para isso, primeiro se define as derivadas parciais da fungdo peso como:

)

Pl Zl 21 Wi p (N 4(1)

5 ! (3.15)
prd Z Z Wi, (E)N% (1)

Dessa forma, as derivadas parciais das bases podem ser obtidas a partir de:

d N; p(8)Njq(n) = 7z W (8, 1)Nip(E)Njq(N)
a—Rij(évn):Wij 2 o 2 il

S W (€.n) (3.16)
9 ey W) = W E N, (N ()
on S = W2(E,m)

As derivadas parciais sdo posteriormente utilizadas para a formacdo dos elementos

geométricos bidimensionais. Caso seja necessdrio calcular as derivadas de segunda ordem da
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superficie NURBS, Piegl e Tiller (1995) definem como:

. Ay — wiyS —wy, Sy —wy, Sy,

Suv -
w
Suu _ Auu - 2wusu - WMMS (3.17)
w
Avv - ZWVSV - WVVS
va =
w

onde A ¢ definido na Equacdo 3.13 e S € a propria superficie NURBS, definida na Equagdo 3.12.
E viélido ressaltar que, devido a complexidade e extensdo das equacdes auxiliares e
das etapas de desenvolvimento da sentengca matemdtica descrita, elas ndo serdo transcritas nesse

trabalho.

3.3 Extracao de Bézier

A utilizacdo das NURBS na IGA pode complicar as etapas posteriores de integracao,
devido a complexidade das funcdes de base adotadas. Para auxiliar nesse processo, geralmente ¢
utilizada a integragdo numérica, fornecendo uma solucao suficientemente aproximada da real
a partir de uma representacdo bem mais simples que a analitica. Entretanto, esses métodos
de integracdo numérica geralmente utilizam um espaco paramétrico para fazer os cédlculos
necessarios.

Primeiramente descrita por Borden et al. (2011), a Extracdo de Bézier consegue
simular o comportamento de curvas NURBS a partir do emprego de diversas representagoes
de Bézier seguidas, sendo o cdlculo feito por meio de uma combinagao linear de polindmios
de Bernstein (PIEGL; TILLER, 1995). Dessa forma, esse procedimento permite que todos
elementos isogeométricos sejam representados por um mesmo conjunto de funcdes de base,
independente da discretizacdo utilizada no vetor de knots original.

Para realizar a Extracao de Bézier, entretanto, € preciso obter a matriz de extracao
C° de cada elemento isogeométrico, cuja dimensdo é (p+ 1)x(p+1). Isso ocorre devido
a implementacdo desse procedimento ser baseada no algoritmo de Decomposi¢do de Bézier
discutido por Piegl e Tiller (1995), onde a multiplicidade de todos os knots é aumentada até
chegar ao grau p + 1, ndo importando o vetor inicial. Esse processo geralmente € feito por meio
da aplicacao seguida do algoritmo de inser¢do de knots. Para se ter o mesmo efeito com um
custo computacional menor, o grau final pode ser apenas igual a p, com o contraponto sendo o

compartilhamento das func¢des de base nas fronteiras dos elementos.
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Para demonstrar como funciona esse processo, Borden et al. (2011) utilizaram uma
curva NURBS definida pelo vetor de knots igual a E = [0,0,0,0,1,2,3,4,4,4 4]. Assim, os
knots inseridos sdo = = [1,1,2,2,3,3], aumentando o grau de cada um dos knots interiores até
p- A Figura 17 mostra as etapas seguidas pela Extracdo de Bézier, modificando os pontos de
controle e as fun¢des de base NURBS, mantendo a geometria da curva intacta. Ao fim do

processo, € possivel observar que as fungdes de base sdo idénticas aos polindmios de Bernstein.

Figura 17 — Etapas da aplica¢do da Extracdo de Bézier em uma curva NURBS.

Fonte: Borden et al. (2011).

A aplicagdo desse procedimento faz com que a aplicacdo computacional da IGA se
torne basicamente igual a do Método dos Elementos Finitos, com cada elemento isogeométrico
sendo correspondente a um knot span da NURBS, apenas diferindo na etapa do cdlculo das
fungdes de forma. Além disso, a Extracdo de Bézier j4 tem as suas dimensdes definidas no
intervalo [—1, 1], também de forma semelhante a formula¢ao paramétrica do FEM, facilitando o

processo de integragdo numérica.
3.3.1 Operador da Extragdo de Bézier

~ L. ., . . . - —e
O Operador da Extracdo de Bézier, ja citado anteriormente na discussdo como C, é

um operador linear que realiza a transformacgao dos pontos de controle apds a insercao de novos
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knots na curva, a fim de ndo modificar a geometria a partir desse processo de refinamento. A fim
de ilustrar o processo de obtencdo dessa grandeza, (BARROSO, 2015) considerou uma NURBS

com o vetor de knots igual a & = &), ..., &1 p1+1], onde se deseja inserir os knots E = )

os pontos de controle antes do processo de insercio de knots p" podem ser relacionados com os

n+1

posteriores ao processo p*" por meio de:

prtl=(CHTp" (3.18)
onde C" ¢ a matriz de dimensdo (nxn+ 1) obtida dos coeficientes o definidos na Equacéo (3.7),

calculada por:

o 1—o 0 0 O 0
0 [9%) 1—o03 0 ... 0 0
C'=l0 o0 o l—o4 O 0 (3.19)
0 0 0o ... 0
_0 0 0 0 el Oy l—oan_

Dado que essa matriz € necessdria para cada etapa de insercao de knots, se o processo for realizado
. ~ . —T —n+m —n+m—1 —n
m vezes, a matriz de extragio resultante pode ser definida como C* =(C" )7 .(C 7. (CHT.

Assim, os pontos de controle finais podem ser relacionados com os iniciais como:
—ntm _ L
pP"=Cp (3.20)

Ap6s finalizado o processo da aplicacdo do procedimento da Extracdo de Bézier, as fungdes
NURBS R; ,(§) serdo iguais aos polindmios de Bernstein B; ,(&) definidas no seu préprio
intervalo. Mantendo a geometria da curva constante, ela pode ser definida pelo vetor r(&) das

fun¢des de base NURBS e pelo vetor b(&) das fungdes de base de Bernsteins como:

C(&)=(@"")b(E) = (C p)"b(&) =p Th(&) =p'r(&) = r(&)=Ch(&) (321)

-

onde C é o operador de Extracdo de Bézier necessdrio para cada elemento isogeométrico. E
valido ressaltar que, para o seu cdlculo, é preciso apenas ter conhecimento do vetor de knots

inicial da curva.
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4 VIGAS COM GRADACAO FUNCIONAL

As vigas s@o consideradas estruturas unidimensionais, tendo o seu comprimento uma
ordem de grandeza maior que as outras duas dimensdes, a largura e a espessura. De forma geral,
as vigas podem ser conceituadas como estruturas capazes de resistir a cargas axiais e transversais
(COOK et al., 2002).

Dentre as vdrias teorias possiveis para representar a cinemdtica de deformacao de
uma viga, duas das mais utilizadas atualmente no processo de andlise estrutural sdo a Teoria de
vigas de Euler-Bernoulli (EBT, Euler-Bernoulli Beam Theory) e a Teoria de vigas Timoshenko
(TBT, Timoshenko Beam Theory).

A EBT € a mais antiga e a mais simples, recebendo o nome de Teoria Cléssica
de Vigas. Devido as suas hipéteses, todas as secdes planas e normais a superficie antes da
aplicacdo das cargas permanecem dessa mesma maneira apés ocorrer a deformagdo. Dessa
forma, essa teoria desconsidera completamente os efeitos da deformacdo por cisalhamento
transversal (WANG et al., 2000). A importancia dessa deformacao aumenta com a diminui¢do
da esbeltez da viga, retornando, assim, resultados cada vez menos precisos. Portanto, essa teoria
s6 € aconselhada para utilizagdo em vigas finas. Além disso, a EBT requer que o campo de
deslocamentos tenha continuidade C!, o que pode complicar o processo de aplicagio do Método
dos Elementos Finitos, por exemplo.

Por outro lado, na TBT as se¢des planas e normais ao eixo da viga na situagao
indeformada permanecem planas apds a deformacdo, mas ndo necessariamente normais. Dessa
forma, € possivel considerar o efeito do cisalhamento transversal de forma aproximada, com
valor constante ao longo da secdo transversal. Devido a essa caracteristica, a TBT também pode
ser referenciada na literatura como FSDT. Como a Teoria da Elasticidade define a tensdo de
cisalhamento com uma variagdo parabdlica ao longo da secdo, € preciso aplicar um fator de
correcao para melhorar a aproximacgao dos resultados da TBT. Esse fator depende da forma
geométrica da secdo, do material empregado e das condi¢des de contorno (COOK et al., 2002).

Além disso, € valido ressaltar que, devido ao campo de deslocamentos da FSDT,
s6 é necesséria a continuidade C° (COOK et al., 2002). Entretanto, devido a sua formulagao, é
preciso ter cuidado ao utilizar métodos computacionais para a sua resolucdo, ja que pode ocorrer
o fendmeno do travamento por cisalhamento. A sua origem remete a existéncia de uma parcela
de cisalhamento espurio na energia de deformacdo, que aumenta juntamente com a esbeltez da

viga. Como ndo possui sentido fisico, o cisalhamento espurio absorve parte da energia e acaba
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por simular uma estrutura mais rigida que a real, prejudicando o processo de andlise (COOK et
al., 2002).

Diversas teorias de ordem mais alta foram criadas para relaxar a hipdtese apresentada
pela TBT. Entretanto, de acordo com Wang et al. (2000), a utiliza¢do de teorias com ordem maior
que trés apresentam um ganho tdo pequeno em precisdo que nao se justifica a sua complexa
aplicagdo.

A Teoria de vigas Reddy-Bickford (RBT, Reddy-Bickford Beam Theory) considera
que as secdes retas e normais a superficie na situagdo indeformada nao permanecem necessaria-
mente retas ou normais a superficie apds a deformacgao. Dessa forma, ela é capaz de considerar a
variacao do cisalhamento transversal de forma parabdlica ao longo da espessura, conforme a
Teoria da Elasticidade, dispensando a utilizacao de quaisquer fatores de corre¢do. O campo de
deslocamentos da RBT € de terceira ordem, e devido a isso, ela também é conhecida na literatura

como TSDT.

Figura 18 — Deformacdo de uma secio transversal normal a superficie nas diferentes teorias de

vigas.
Indeformada

(."11'u
dx
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dwp
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Fonte: Modificado de Wang et al. (2000).
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4.1 Teoria de Vigas de Reddy-Bickford

De acordo com Wang et al. (2000), o campo de deslocamentos da viga pode ser

definido como:

u(x,z) = ug+20 + az> (0 +wy)

4.1)
w(x,2) = wo
onde up(x) e wo(x) sdo, respectivamente, os deslocamentos horizontal e vertical do eixo da viga,
a = —4/3h? e O(x) é a rotagio da segdo transversal em torno do eixo y. A partir da Equacio

(4.1), as relacdes deformacgao-deslocamento podem ser calculadas por:

Ex = Uy = M07X+Z07x+z3a(9,x +W,xx) (4 2)

Yoo =tz +wy=(0+wy)+30%(0+w,) = (1+3az) (0 +w,)

A partir do campo de deformacdes definido pela Equacao (4.2), pode-se observar
que a deformacdo por cisalhamento 7, € definida por uma fun¢do quadratica, podendo descrever
um comportamento parabdlico ao longo da secdo. Além disso, apesar de ser uma fung¢ao cubica,
a deformaca@o normal consegue descrever um comportamento simétrico na espessura, cComo
também definido pela Teoria da Elasticidade. Na EBT, o campo de deformag@o por cisalhamento
¢ inexistente, enquanto que na TBT ele ndo varia na dire¢@o z, tornando-o constante para a secao.
Caso a = 0, o campo de deslocamentos simula o da TBT, e, somado a isso, caso 6 = —w ,, 0
campo de deslocamentos simula o da EBT.

O trabalho virtual interno de uma viga € definido como:
SU = /0 ’ /A (GuSEu + T8 7) dAdx (4.3)
Substituindo a Equagdo (4.2) na Equagao (4.3), tem-se:
U = /O ’ /A { G [Sitg.x+280,+ 20860+ 5w )]
+ T [(14+302%) (850 + 8w )] } dAdx (4.4)

L
— / [Nxx5uo7x + (Myx+ QPy) 00 5 + AP OW 1+ (Ox +3R,) (66 + 5w7x)} dx
0

onde Ny, My, e O, sdo, respectivamente, o esforco normal, o momento fletor e o esfor¢o cortante

usuais:

Nxx:/cxx dA
A
M, — /A 26 dA (4.5)

O, = / Ty, dA
A
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e Py € R, sdo os esfor¢os provenientes da formulagdo de alta ordem:

P = /AZS Oy dA

(4.6)

R, = / 7 Ty, dA

A
O trabalho virtual da carga transversal distribuida ¢(x) é dada por:
L
oW = / qOwdx 4.7)
0
Aplicando, entdo, o principio do trabalho virtual, SU = 6W, obtém-se:
L

/O [NxStto s+ (Mys + tPr) 88,5+ 0Py SW s+ (s + 3R, (80 + Sw.,)] dx

(4.8)

L
:/ qowdx
0

Realizando a integragdo por partes de cada parcela da Equagdo (4.8) e rearranjando os termos

com coeficiente comum:

L Y 2 A
/0 {—dex&to—i— (Qx— dex) 00+ (Otd Foe  d0s —q) 5Wj| dx+

dx dx dx? dx
Ip L 4.9)
|:Nxx6u()—|—Mxx59+ (—OC dxx +Qx> 5W+anx5W,x1 =0
. 0
onde

Mxx - Mxx + anx (4 10)

Qx = Ox +30R,
Como a Equacdo (4.9) tem de ser vélida para quaisquer valores possiveis de desloca-

mentos virtuais, sdo obtidas as seguintes equagdes de equilibrio para as vigas de Reddy-Bickford:

( d Ny

dx
.~ dM
< Qx - dxxx

) A
P
ad XX d QX

\ dxz dx

Adicionalmente, as condi¢cdes de contorno para a teoria de Reddy-Bickford sdo:

-0 4.11)

( \ ( )

uop Nxx
dP, A N
L w —a—= 4 O =V,
Especifique : ou dx (4.12)
Wx anx
\ o / \ Mxx 7
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onde V, é o esforco cortante efetivo. As condi¢des de contorno essenciais estdo listadas a
esquerda e as condi¢cdes de contorno naturais estao listadas a direita. As condi¢des de contorno
para cada tipo de extremidade sdo discorridas na lista abaixo:
« Simplesmente apoiada: O deslocamento vertical w é prescrito e o esfor¢o cortante V,
¢ desconhecido. Concomitantemente, o deslocamento horizontal ug, a rotacdo 0 e a
declividade w , sao desconhecidos, enquanto o esfor¢o normal Ny, momento fletor M, e
o esforco de alta ordem Py, devem ser especificados.
* Engastada: Todas as condi¢des de contorno essenciais sao prescritas, enquanto todas as
condic¢des de contorno naturais sao desconhecidas.
* Livre: Todas as condi¢Oes de contorno naturais sdo prescritas, enquanto os deslocamentos
sdo desconhecidos.

E vilido ressaltar que deslocamento horizontal uy geralmente é desprezado, dado
que € incomum a aplicacdo de carga horizontal em uma viga. Entretanto, para os FGM, mesmo
com a auséncia desse tipo de carga, o esforco normal € gerado na estrutura devido ao eixo neutro
da secdo transversal ndo coincidir com o centréide, resultando no efeito de acoplamento de
membrana. Portanto, o ug é de imprescindivel consideracdo para o sucesso da anélise quando
se estd estudando esse tipo de material. O efeito de acoplamento nao ocorre em estruturas de
materiais isotropicos, uma vez que a secao transversal € homogénea, pois, nesse caso, 0 eixo

neutro passa pelo centroide da secao transversal.

4.2 Esforcos Internos

Uma vez determinados os deslocamentos, as deformacdes e as tensdes podem ser
avaliadas em qualquer ponto da viga por meio da Lei de Hooke:

Oxx = Eexx (4 13)

Toe = G Y
A partir da Equagdo (4.2), as relagdes deformacdo-deslocamento podem ser reescritas
em funcio de deformagdes generalizadas:

Ex = &+ 2K +Z3K2
(4.14)

2
Yoz =& +2727K3
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onde

€ = uo x

Kl = G,X

K =0(0,+W.) (4.15)
& =0+w,

K3 = 306(9 —|—W7x)

Dessa forma, substituindo a Equacgdo (4.14) na Equacio (4.5) e na Equacgao (4.6), os

esfor¢os internos podem ser definidos como:
Nxx:/AGxdi:/AEexdiz/AE(eojLzKﬁLsz)dA
Mxx:/Aszdi:/AzEsxdi:/AzE(SO—FzKl—Fsz)dA
Qx:/Arxszz/AG%CZdA:/AG(eSJrzzxg,)dA (4.16)
Pxx:/Az3Gxdi:/Az3Gxdi:/Az3(80—|—zK1+z3K2)dA
Rx:/Az%xsz=/Azqu,csz:/Az2(ss+z2x3)dA

Desenvolvendo os termos relacionados a deformacao por flexao, obtém-se:

[O¥]

Nyx 1 z z & Ay By Ex &
M| = /A E(Z) z 22 2 Ki| = [Bw Dxx Fi Ki| = Cpé&p 4.17)
P, XX Z3 Z4 Z6 K> Exx F xx Hxx K2

onde

[Axx Bxx Dxx Exx Fxx Hxx] = /A E(Z) [1 Z Zz Z3 Z4 Z6 dA (418)

De forma andloga, desenvolvendo os termos relacionados a deformagao por cisalhamento:

1 22| |e A, B €
Qx :/G(Z) s _ N K S :CS’)/S (419)
R, A 2 2 B, D,| |
onde
[As By Ds} = /A G(2) [1 - z“] dA (4.20)

E vélido ressaltar que as propriedades E e G devem ser reconhecidas como fungdes

de z devido a gradagdo dos componentes ao longo da espessura no caso de vigas de Material
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com Gradacao Funcional, como discutido no Capitulo 2. No caso de um material homogéneo, as
duas propriedades sdo constantes em quaisquer pontos da sec¢ao.
Dessa forma, a energia interna de deformacao da viga é calculada pela soma das

parcelas de flexdo e de cisalhamento. A energia referente a flexao pode ser definida por:

1
Ub:—// Crx Exx dA dx
2JrJa

1
— | | eh(Ees)anax (4.21)
2J/LJ)A
1
:—/SZChS})dX
2JL

Finalmente, a energia referente ao cisalhamento € calculada por:

1
US:—//TXZ]/XZdAdx
2J/LJa

1
=3 /L /A Y. (G ) dAdx (4.22)

1
=3 / ¥l Cy s dx
L
4.3 Formulacao Isogeométrica

Segundo Hughes T. J. R. e Bazilevs (2005), o deslocamento generalizado u em uma

andlise isogeométrica baseada em NURBS pode ser calculado por:

u(§) = iNi(é)ue (4.23)
i=1

onde N;(&) é a fungdio de base NURBS e u, = {upw 0}7 é o vetor de graus de liberdade. Os

deslocamentos também podem ser escritos de forma matricial:

n
w1
wl M0 0 N. 0 0] |6
wi=210 M 0 0 N, 0 —u=Nu, (4.24)
ol “lo o M 0 0 Nyl |um
Wn
_en_

E possivel observar pela Equacio (4.14) que, devido ao campo de deformacdes da

RBT, é preciso que as funcdes de interpolagdo N; possuam continuidade C! dentro do patch.
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Dessa forma, substituindo a Equacdo (4.23) na Equacgao (4.15), é possivel descrever
as deformagdes generalizadas do elemento geométrico em funcio do deslocamento generalizado.

Para o caso das deformacdes referentes a flexao, t€ém-se:

& i B, . N x 0 0
&= |k | = Z By | Ue = Z 0 0 Nix | Ue= Byu, (4.25)
i=1 i=1
K> Bb2 0 aNi,xx O‘Nl}x

Ja para o caso das deformagdes referentes ao cisalhamento:

£ " B " 10 N N;
==X " w=Y " e =B, (4.26)
K3 i=1 | By i=1 |0 30N;x 30N;

Portanto, ao reescrever a Equacado (4.21) nos novos termos, obtém-se a matriz de

rigidez a flexdo dos elementos isogeométricos no espaco cartesiano:
1 1
Up =3 / gl Cpep dx = 3 / (u!'B})Cy, (Bypu,) dx — Kj, = / B} C,B, dx (4.27)
L L L

De forma andloga, para se calcular a matriz de rigidez ao cisalhamento, € preciso reescrever a

Equacdo (4.22):
i i
U, = E/ v Cpyy dx = 5/ (w BT)C, (Byu, ) dx — K, = / B/ C,B, dx (4.28)
L L L

Adicionalmente, o carregamento nodal equivalente pode ser calculado a partir do potencial das

cargas externas:

L L » %) X2
1% :/ qwdx:/ qudx:ueT/ Nlgdx — :/ N7 gdx (4.29)
0 0 X X1
4.4 Calculo das funcoes de forma e suas derivadas

Como dito anteriormente, as funcdes de base NURBS, que modelam a geometria
da peca, sao definidas no espaco paramétrico descrito pelo vetor de knots adotado, enquanto a
Equacdo (4.27) e a Equacdo (4.28) sdo definidas no espago cartesiano real. O Jacobiano pode
ser utilizado para realizar a transformacao do espaco paramétrico do knot vector para o espaco

cartesiano:
dx

A partir disso, o Jacobiano pode ser introduzido na integral da matriz de rigidez a fim de mapear

os limites do espaco paramétrico das NURBS no espaco cartesiano, transformando a matriz de
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rigidez do elemento em:
X2
K.= [ (BjC,B,+B!CBy)dx

X1

) 4.31)
= /5 (B, C,B, +B/C,B,) Jd&
1

Além disso, devido a complexidade da solugdo, € preciso calcular a integral de forma numérica, a
partir do emprego da Quadratura de Gauss. Esse método requer o mapeamento dos elementos da
estrutura em um novo espago paramétrico contido no intervalo [—1, 1]. Entdo, é preciso calcular
outro Jacobiano para transformar a estrutura presente no knot span [&;,&,|:

éz<1;r)§1+(1—2|—r)§2_>Jr:6;_§:52;&1 4.32)

Dessa forma, a Equacao (4.31) pode ser integrada pela quadratura de Gauss a partir da seguinte

férmula:
npg
K. =Y (BjC,B,+B]C,B,) W;JJ, (4.33)

i=1
onde npg é o nimero de pontos de Gauss a ser utilizado e W; € o peso atribuido a cada ponto.
Como o npg requerido pode ser diferente para a integracao das duas parcelas, ¢ valido separar a
matriz de rigidez de flexdo e a de cisalhamento:

npg -

Ky =) B, C,B, Wi JJ,
i=1
npg T

K, =Y B{CBW;JJ,
i=1

(4.34)

Dado que as derivadas das fungdes de base sdo calculadas sempre no espago para-
métrico dos knot spans, elas também precisam ser mapeadas no espago cartesiano para serem
utilizadas na formulagdo descrita na Equagao (4.25) e na Equagao (4.26). Assim, faz-se necessd-
ria também a aplicacdo do Jacobiano. Para a derivada de primeira ordem, utiliza-se a Equagao
(4.30):

AN _dNdE dN1

i " dEdi dEJ (4.35)

Outrossim, como € necessdria a utilizacdo da derivada de segunda ordem, é preciso aplicar a

regra do produto:

dZ_N_d<de§> d(le)_di’i—gl dN d*6 N 1 dN 1
=2 (o)==

— (22 Z= — s _ T - (4.36)
dx?  dx \ d& dx dé J dx J d& dx* d&? J? * dé J'



48

rdJ
onde J = —

A&

O mesmo procedimento utilizado para a integracdo da matriz de rigidez pode ser

utilizado para o célculo do vetor de forcas de externas:
X2
f,= / NTgdx
X1

S
:/é N'qJdé (4.37)
1
npg
:ZNTqvVlJJr
=1

1

Depois disso, tanto a matriz de rigidez K quanto o vetor de forcas externas f da
estrutura podem ser montados a partir do emprego do Método da Rigidez Direta, ordenando e
somando a contribuicao de cada elemento isogeométrico no sistema global.

Adicionalmente, a energia potencial total da viga € definida como:

1 1
O=U+V=(Uy+U)+V = ueT/L ( EBZC;,B;,ue + EBSTCSBS u, + N'g)dx (4.38)
Dessa forma, extremizando o funcional da equagdo, os deslocamentos podem ser calculados a

partir da solucdo do sistema resultante:
Ku=f (4.39)

Por fim, € vélido ressaltar que o emprego do Método da Rigidez Direta sé considera
os efeitos dos graus de liberdade que sdo interpolados pelo vetor u,. Entretanto, como visto na
Equagao (4.12), a condi¢do de contorno essencial w , existe, mas ndo € interpolada pelo vetor
isogeométrico. Dessa forma, caso haja a necessidade da sua prescri¢do, € preciso empregar o
método da penalidade, aplicando a sua contribuicdo diretamente na matriz de rigidez. Dessa
forma, a resolu¢@o de problemas com extremidades engastadas se torna mais complicada que os

de simplesmente apoiadas.

4.5 Integracao Numérica

De acordo com Cook et al. (2002), n pontos de Gauss integram exatamente um po-
lindbmio de grau 2n — 1. Dessa forma, dado que os elementos isogeométricos sao ndo-distorcidos,
para a integragdo completa dos termos da Equagéo (4.34), npg > (p+1)/2, em que p é o grau
da fun¢do de base. O uso da integragdo completa causa uma convergéncia monotonica superior,
ou seja, ela retorna estruturas mais rigidas que as reais, reduzindo a velocidade de convergéncia

do modelo.
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Além disso, devido as diferentes ordens de integracdo nas duas parcelas da matriz
de rigidez, a integracdo completa pode ocasionar o fendmeno do travamento. Os nimeros de
pontos de Gauss necessdrios para integrar a parcela de flexdao (npb) e a de cisalhamento (nps)
estdo apresentados na Tabela 2. No presente trabalho, entretanto, o npg utilizado foi o mesmo

para ambas a parcelas, portanto, sendo igual ao maior valor requerido.

Tabela 1 — Numéros de pontos de Gauss para vigas.
Integragdo Completa Integracdo Reduzida

Grau npb nps npb nps
Quadratico 3 2 2 1
Cubico 4 3 3 2

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Uma outra metodologia que pode ser utilizada na resolucio da integragdo numérica
¢ a integracao reduzida. No presente trabalho, o processo consiste em diminuir o npg em um,
aumentando a velocidade de convergéncia. Dessa forma, o travamento por cisalhamento pode
ser mitigado (ADAM et al., 2015b), para o caso da FSDT. Os contrapontos dessa metodologia
sdo a perda da garantia da convegéncia monotonica superior, o que pode dificultar a andlise da
consisténcia do modelo, e a possibilidade de retorno de modos espurios de deformacao, cuja
energia € nula, prejudicando a andlise estrutural. Esse fendmeno seré investigado mais a fundo

por meio de exemplos.
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5 PLACAS COM GRADACAO FUNCIONAL

As placas sdo estruturas planas, cuja espessura € bem menor do que as outras duas
dimensoes. Dessa forma, as placas podem ser modeladas como corpos bidimensionais (COOK
et al., 2002).

As teorias mais utilizadas na literatura para simular a cinemadtica de deformacao das
placas sdo a Teoria Cléssica de Placas (CPT, Classical Plate Theory), ou de Kirchoff-Love, e a
Teoria de placas de Reissner-Mindlin (RMPT, Reissner-Mindlin Plate Theory).

A CPT ¢ a teoria mais antiga e a que apresenta as hipéteses mais simples. As consi-
deragdes feitas acerca do comportamento mecanico das estruturas sao analogas as apresentadas
pela EBT no Capitulo 4, s6 que agora considerando as secdes € os eixos de placas. Portanto, a
CPT também desconsidera o efeito do cisalhamento transversal, sendo adequada apenas para a
andlise de placas finas (WANG et al., 2000).

A RMPT, por outro lado, adota hipdteses menos restritivas, se assemelhando a TBT
no que tange a cinematica das se¢des em relacio ao eixo médio da estruturas. Dessa forma, a
RMPT consegue considerar os efeitos do cisalhamento transversal de forma aproximada, com
deformacdes cisalhantes constantes ao longo da secdo (WANG et al., 2000). Devido a essa
caracteristica, essa teoria € conhecida como a FSDT para na andlise de placas, sendo de utilizacio
adequada para placas tanto espessas quanto finas.

Além das diferencas considerdveis em relacao as hipdteses das teorias apresentadas,
outro fator de alta relevancia € o grau de continuidade requerido entre os elementos. A CPT
requer uma continuidade C! das funcdes de forma, o que é complicado de se obter pelo Método
dos Elementos Finitos. Por outro lado, a FSDT requer apenas continuidade C9, facilitando a sua
aplicacao em alguns métodos computacionais.

Apesar de existirem diversas teorias de alta ordem que também consideram os efeitos
do cisalhamento transversal, no presente trabalho serd utilizado a Teoria de placas de Reddy
(RPT, Reddy Plate Theory). Dentre as hipoteses adotadas para a simulacao de uma estrutura
bidimensional, as mais relevantes sdo as que ditam a cinemadtica que descreve a deformacao da
placa.

Dessa forma, as consideracdes feitas pela Teoria de placas de Reddy sao anédlogas
as discutidas no Capitulo 4 para a RBT. Portanto, a partir da adoc@o dessa Teoria, o campo de
deslocamentos ao longo da espessura € cuibico, permitindo uma representacao exata tanto da

deformacgdo normal quanto da deformacao por cisalhamento ao longo das se¢des transversais,
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obedecendo ao comportamento definido pela Teoria da Elasticidade. Assim, € importante

ressaltar que a RPT também pode ser encontrada na literatura como a TSDT para placas.

Figura 19 — Deformacdo de uma secio transversal normal a superficie nas diferentes teorias de

placas.
Indeformada

Fonte: Modificado de Wang et al. (2000).

5.1 Teoria de Placas de Reddy

De acordo com esta teoria (WANG et al., 2000), os deslocamentos de qualquer ponto

da placa podem ser definidos por:

u(x,y,z) = up+z6x + az3(6x +wy)

v(x,y,2) = Vo +sz+az3(9y+w7y) (5.1)
w(x,y,2) = wo

onde o = —4/3h? e as varidveis ug = {ugvo}’, wo € 8 = {6, 6,}7 sdo os deslocamentos
de membrana, a deflexdo do plano médio e as rotacdes em torno dos planos x —z e y — z,

respectivamente. Além disso, € vélido ressaltar que os deslocamentos ug e wg estdo em fungdo

apenas de x e y, variando apenas ao longo da superficie do plano médio da placa.
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Dessa forma, é possivel definir também as rela¢des deformacao-deslocamento:

Eox = Uy = U x + 20y x + az’ (O x +Wxx)

€y =Vy =0y + 20y +az’ (B, +w,y)

Yoy = Uy + Ve = U0y + V0 +2(Oy + Oyx) + 027 By + Oy + 2w 1) (5.2)
Yoo =uz+wy=(1+ 30z%) (6, +wy)

Yoo =t +wy=(14+30z%)(6, +w,)

A partir da Equacdo (5.2), € possivel observar que as deformagdes por cisalhamento ¥, € ¥,
possuem comportamento quadratico ao longo da direcdo z, podendo descrever o comportamento
parabdlico definido pela Teoria da Elasticidade. Com efeito, na FSDT essas deformacdes
ndo variam com a espessura, tendo seu valor constante ao longo da se¢do transversal, com o
seu campo de deformagdes definido quando o = 0. Adicionalmente, na CPT elas sequer sdo
consideradas, podendo o seu campo de deformacdes ser obtido a partir da FSDT com as novas
consideragdes de 6, = —w e Oy = —w .

Devido a complexidade das relagdes deformacao-deslocamento e ao elevado nimero
de varidveis, € benéfico utilizar a notacdo matricial para a definicdo do campo de deformacdes
da placa (TRAN et al., 2013), separando as parcelas referentes a membrana e flexdo e ao
cisalhamento:

T
©= [Sxx Ey ny} =e0+zK1+2 K2 53)

T 2
vy = [}/xz ’sz} =&+ Ky
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onde
Uo,x
€0 = Vo,y
u07y + VO,X
ex,x
k1= Oyy
Ory+ 0y x
Opx +W xx (5.4)
ko =0 Byy +Wyy
9x7y + 9y7x + 2W,Xy
ex + W’x
Eg =
0, +w,
G)C + W,x
Ky — 306
Oy +w,
O trabalho virtual interno de uma placa € definido como:
h
2
-2

onde dA é o elemento diferencial de drea no plano médio da placa. A divisao das parcelas € valida
devido a cada uma se referir a diferentes tipos de esforcos. A primeira parcela compreende o
trabalho dos esforcos de membrana e flexdo, enquanto a segunda parcela compreende o trabalho
dos esforcos de cisalhamento.

Na utilizagdao da TSDT, devido a formulagdo, aparecem duas naturezas de esforgos.
Os esforgos normais (Nyy, Ny, € Nyy), de flexdo (M., M,y € Myy) e de cisalhamento (V, e V) sdo

usuais de placas, estdo identificados na Figura 20 e podem ser calculados por:

Nix , | O
N=|Ny| = / ; Oy | dz

Nyy i Tay

Mx ) Oxx 5.6)
M= | M,, :/h Oyy | 2dz

My |
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Por outro lado, as grandezas Py, Pyy, Py, R, € R, ndo possuem sentido fisico e sdo denominadas

como esfor¢os de alta ordem. O seu célculo € feito a partir de:

Pxx n o-xx
2
P= Py :/h Oyy 2 dz
e
ny_ Tay 5.7
R ] Yl
R = x — /;i @ Z2 dZ
R, B

Fonte: Wang et al. (2000).

Considerando um comportamento linearmente eldstico, as relagdes constitutivas do

material com gradacdo funcional podem ser definidas como:

Oxx Qll QIZ 0 Exx

Ow| =102 On 0| |gy| = o=Qe (5.8)
| T 0 0 Q6| | Yoy

_ x . , i

To| Ou4 Yz ~ r—Qn (5.9)
| Tz 0 Oss Yz |
onde

E
On=0»n= #Zz)(z)
E(z)v(z)
— T\ 1
Quz=1_ v2(2) (5.10)
E(z)

Q44 = Q55 = Qe6 = m
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em que E e v sdo, respectivamente, o médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson do

material com gradacdo funcional. Estes parametros estdo em funcao de z devido a gradacdo das

suas propriedades efetivas nessa dire¢do. Caso seja um material homogéneo, essas propriedades

podem ser consideradas constantes. Substituindo as Equacdes (5.8) e (5.9) nas Equacgdes (5.6) e

(5.7), os esfor¢cos podem ser definidos como:

h
2
N= /s, dz:/_thsdz

h
3
M= . Oyy zdz:/thszdz

h h
2 | Txz 2
V= . dz:/handz
2 | Ty 2
5 | O h
P=/ Sdz= [ Qe
=/, |ow| T dz= ;thz Z
2 2
h h
2 | Txz 2
R= » zzdz:/hanzzdz
2| Ty 2

(5.11)

Com a finalidade de reescrever os esfor¢os em fungdo das deformacdes generalizadas, € ne-

cesséario substituir a Equacao (5.3) na Equacgao (5.11). Dessa forma, desenvolvendo os termos

relacionados aos esfor¢cos de membrana e flexao:

N A B E| |eg
M|=|B D F| |k = 6=D,€
P E F H| |k

onde

h

2
ABDEFH-[0Q)I:27# fa

2

De forma anéloga, desenvolvendo os termos relacionados ao cisalhamento:

(5.12)

(5.13)

(5.14)
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onde

h
2

A B D]= [ Q1 2 ¢« (5.15)

Portanto, redefinindo a Equacgado (5.5) com as tensdes em termos das deformacdes

generalizadas, obtém-se:
171
ouU ://h (5€T0'+67T‘r) dzdA
A5

B
://i 667 (Qe) + 647 (Q, )] dzdA (5.16)
e
=/6éTDbédA+/6”yTDs'?dA
A A

O trabalho virtual de uma carga transversal g(x,y) distribuida ao longo da drea da placa pode ser

definido como:
ow :/woqu (5.17)
A

Dessa forma, a formulacao fraca para o modelo estdtico de uma placa sujeita a carga transversal

pode ser expressada a partir do Principio do Trabalho Virtual:

SU=86W = /SéTDhédA —|—/5‘yTDS‘ydA:/woqu (5.18)
A A A

5.2 Formulacio Isogeométrica

De acordo com (PIEGL; TILLER, 1995), como ja definido anteriormente no Capitulo
3, uma superficie NURBS pode ser definida como um produto tensorial entre duas bases racionais
univariantes. Dessa forma, a superficie S possui um grau p x g e uma matriz de pontos de controle
p:

nxm

S(&,n) =Y Ni(&,n)p, (5.19)
i=1

onde N; estd definido na Equacdo (3.12). Dessa forma, o campo de deslocamentos na estrutura
bidimensional modelada pode ser aproximado por:

nxm

u= Y N(&,nu. (5.20)
i=1
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em que u, = {ug vo w 6y Gy}T € o vetor de graus de liberdade associado ao ponto de controle de

indice i. Escrevendo de forma matricial, tém-se:

NNO O 0 0
ON 0 0 0
nxm nxm
u:ZNi(é,n)ue:Nue:Z 0 0 N O Ofue
= i—1
’ “lo 0 0o N 0
00 0 0 N

(5.21)

Com a finalidade de calcular as deformacgdes generalizadas em fungdo dos desloca-

mentos isogeométricos, € preciso substituir a Equagdo (5.21) na Equacao (5.4). Portanto, para o

caso das deformagdes referentes a membrana e a flexao:

€0 Bm

nxm
€= Ki| — Z B, | U =Bpu,
i=1
K2 By,

Nix 0 000
B,=|0 Ny, 000
Niy Nix 0 0 0
000 Ny O
B,i=[000 0 N,
000 Niy Ny
-0 0 Nixe Nix O
Bp=010 0 Ny 0 Ny
0 0 Wiy Niy N

De forma andloga, para as deformagdes referentes ao cisalhamento:

. € nxm le

"Y = = ue = BS ue
Ky i=1 Bs2

cem que

00 Nie Nj 0
00 Ny O N

sl =

00 Ny 0 N

By, =3¢

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)
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Dessa forma, ao substituir as Equacoes (5.22) e (5.24) na Equacao (5.18), a formu-
lagcdo fraca da placa pode ser reescrita em funcdo dos novos termos, resultando na matriz de

rigidez da estrutura. A matriz de rigidez a flexdo pode ser definida por:
/ 8" DyédA = / (u!B])D, (Bydu,)dA = K= / B, D, B, dA (5.26)
A A A

Com efeito, se utilizando do mesmo processo de manipulacdo de varidveis, a matriz de rigidez

ao cisalhamento é definida como:
/ 547 DA dA — / (5u!BT)D, (Bdu,)dA = K, = / B’ D,B,dA (5.27)
A A A

Adicionalmente, o vetor de for¢as externas pode ser calculado por:

/ﬁqu:/ﬁZNquA = f :/NquA (5.28)
A A A
onde
u Ni 0 0 qx 0 0
u=(v|, Ny=[0 N 0|, 4q=|[0 ¢ O (5.29)
w 0 0 N 0 0 g¢g;

ApOs a calculadas essas grandezas para cada elemento isogeométrico, € utilizado o
Método da Rigidez Direta, a fim de alocar corretamente a contribui¢do de cada termo na matriz
de rigidez e na matriz de forcas externas globais. Assim, € possivel prosseguir para o cdlculo dos

deslocamentos globais a partir da resolucao do sistema:

Ku=f (5.30)

5.3 Calculo das funcdes de forma e suas derivadas

Para a determinacao dos deslocamentos das placas, as matrizes de rigidez e o vetor
de forgas externas precisam ser calculados no espaco cartesiano. Na Andlise [sogeométrica, toda
a manipulagdo algébrica que utiliza as superficies de base NURBS ¢ feita na superficie definida
pelo produto tensorial dos vetores de knots em cada direcdo.

Para realizar essa transformagdo do espaco paramétrico para o espago cartesiano,
primeiramente deve ser calculada a matriz Jacobiana:

n n
ox oy Y Nigxi Y Nieyi
= d& _ |i=1 i=1
dx dy

= | n n (5.31)
on on i_ZlNi,nxi ;Ni,nyl'
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A partir disso, o Jacobiano a ser utilizado nas equacdes seguintes para a transformacgdo entre

espacos vetoriais € definido como o determinante da matriz Jacobiana:

J:‘J‘:JllJzz—JmJZl:%%—ﬁﬁ (5.32)

Dessa forma, a matriz de rigidez dos elementos pode ser reescrita a partir da soma
entre as duas parcelas detalhadas nas Equacdes (5.26) e (5.27), além de ser definida na superficie

paramétrica () a partir da utilizacdo do Jacobiano:
K. =K, +K,= / (B) D,B, +B!I D;B,)dA = / (B) D, B, + B! D;B,) JdQ (5.33)
A Q

De forma andloga as vigas, como visto no Capitulo 4, as integrais podem se tornar
bastante complicadas para serem resolvidas de forma analitica. Dessa maneira, a integragao
numérica pode ser utilizada como um método de solucdo alternativo. Para o presente trabalho, a
integracdo para os elementos de placa foi feita a partir da Quadratura de Gauss.

Para essa metodologia, a estrutura € novamente redefinida em uma superficie paramé-
trica, com cada direcéo do espaco (r, s) contida no intervalo [—1, 1]. Isso € feito, diferentemente
das estruturas unidimensionais apresentadas neste trabalho, a partir da Extracao de Bézier, pro-
cesso discutido no Item 3.3.1. A utilizacao desse procedimento é feita de modo a simplificar a
transformacdo vetorial necessdria para o calculo das matrizes de Rigidez e de Forcas Externas,
dado que as estruturas bidimensionais apresentam funcdes de base de superficie isogeométrica
com comportamento complexo.

Além disso, dado que as derivadas sdo todas calculadas também no espago paramé-
trico dos vetores de knots, elas precisam ser mapeadas no espago cartesiano tradicional, a fim de
serem utilizadas nas Equacdes (5.23) e (5.25). Devido a essa necessidade de cdlculo, o Jacobiano

deve ser utilizado nessa transformacg@o. Dessa maneira, utilizando a regra da cadeia:

8N,~ 8Ni 8x 8N,~ 8y
9E T 9x 9E 3y o€ Nig| _ o |
= Sl =J| " (5.34)
8Ni 8Ni 8)6 8N,- 8)7 N N:
—_ = = = + - = l7n Ly
an  dxdn dy dn
onde J € a matriz Jacobiana definida na Equacgao (5.31). Como € preciso isolar as derivadas em
relagcdo a x e y para calculé-las, a relacao € invertida:
1 [ Nig

=J (5.35)
Nin Niy Niy Nin

]Vig _J Ni,x N Ni,x
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em que

1 [ Jo —Ji2

Jl=—
’J’ =Ja1 Ju

(5.36)

Adicionalmente, como € necessdria a utilizacido das derivadas parciais de segunda ordem, é

utilizada a regra do produto:

I’Ni _ [9°N; [ ox 2+ ON; 9] | ON; 0x Jy | O°N: dy dx | [I*N; (dy > ON; oYy
0E2 | 9x2 \ 9E dx dE2|  0dxdydE dE  dydxdE dE dy? \ & dy 0&2
92N, [aZN,- ( 3x>2 IN; a%} 92N; ox dy  92N; dy ox [ale- ( ay)2 ON; azy]

oz o2 \an) Toxonz| Taxayanan Tayaxanan |92 \an) T oy an?

02N, [azNi dx dx ON; 9*x } 9%N; dx dy  9*N; dy dx [82Ni dy dy dN; 82)7]

9Em ~ | 9x 9Ean " ox 9&an) " axayaEan | ayaxaEam | | 9y aEan | dy an?
(5.37)
Esta expressdo pode ser escrita na forma matricial como:
Nige oo e | (M| reoves| T
Nign | = | 2 2 2 Niy| + " (5.38)
inn Xn Y AnYn iy Xan Yan N
Ly
Nlaén x7€x7n y?&‘y’n xvéyJ' +x’ny7§ Ni?xy x7§77 y7€n
Isolando as segundas derivadas em relacio ax e a y:
Nixx Nige | |*ee vee| 1y
-1 i,x
Nigy| =Js Nimn | = [*nn Y N (5-39)
Ly
Nixy Nign Xén Yién
onde
eoove  2veve
~1
J, = x?n y?n 2xnyn (5.40)

x7§x7n yaéy’n x7€y7rl +x7r’y’§

5.4 Integracao Numérica

O processo de integragdo numérica € muito semelhante ao apresentado no Capitulo 4,
com as mesmas regras sendo vélidas para direcdo da superficie NURBS, ja que agora a estrutura
€ bidimensional. Dessa forma, o nimero de pontos de Gauss (npg) necessarios para integrar um

elemento de placa é o produto do nimero de pontos de Gauss necessarios em cada direcao.
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Para a integracdo completa, o npg adotado serd sempre p 4+ 1 em cada direcdo.
Entretanto, devido aos diferentes graus dos polindmios apresentados pelas parcelas da matriz de
rigidez, ha o aparecimento do travamento por cisalhamento, ja que a sua parcela necessita de
menos pontos de Gauss para ser integrada.

Para contornar esse problema, aliado a uma maior discretizacao da malha, € utilizado
o processo de integracao reduzida, em que a estrutura € integrada com npg = p em cada
direcdo, sendo subtraido um ponto de Gauss em relacdo a integracdo completa, deixando o
elemento menos rigido. A integragdo reduzida consegue diminuir a influéncia do travamento por
cisalhamento e de membrana nas placas.

Como o maior grau da derivada pertence a matriz de rigidez a flexdo, ela € a
referéncia. Os nimeros de pontos de Gauss minimos para a integracdo da parcela de flexao (npb)

e de cisalhamento (nps) estdo apresentados na Tabela 2.

Tabela 2 — Numéros de pontos de Gauss para placas.
Integragdo Completa Integracdo Reduzida

Grau
npb nps npb nps
Quadratico 9 4 4 1
Cubico 16 9 9 4

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Além disso, a Figura 21 demonstra a diferenca entre os dois métodos de integragao,
ilustrando a distribuicao dos pontos de Gauss nos elementos isogeométricos, onde os circulos
azuis (0) sao os pontos de Gauss na integracao reduzida e as cruzes vermelhas (+) sdo os pontos

de Gauss na integracdo completa.

Figura 21 — Pontos de Gauss para os dois métodos de integracdo numérica.
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Fonte: Adaptado de Adam et al. (2015a).
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6 EXEMPLOS NUMERICOS

Neste capitulo, estdo apresentados os resultados obtidos a partir da aplicacdo da
formulagdo isogeométrica na andlise de vigas e placas, sendo a sua disposi¢do dividida em duas
partes. Inicialmente, serd feita a andlise estatica de vigas com gradacdo funcional, comparando
a teoria de alta ordem com a de primeira ordem, onde serdo aplicados diferentes modelos
micromecanicos e esbeltezes, com a finalidade de estudar o processo de modelagem do FGM e o
efeito do travamento por cisalhamento. Logo apds, serdo analisadas estaticamente placas com
gradacdo funcional, de forma similar ao realizado para as vigas.

Para as estruturas unidimensionais, foi utilizada uma rotina em MATLAB adaptada
pelo autor para a consideragdo da Teoria de Deformacao por Cisalhamento de Terceira Ordem.
Todas as etapas da andlise foram contempladas no cédigo. Por outro lado, para as estruturas
bidimensionais, a etapa de pré-processamento da andlise foi feita no Rhino, com a modelagem
geométrica das estruturas e discretiza¢do da malha. Depois, os arquivos foram exportados para o
FAST, onde foram realizadas as etapas de aplicac@o das condicdes de contorno, das forcas e dos
materiais, além do processamento da andlise. Adicionalmente, na etapa de pds-processamento,
os dados foram obtidos do préprio FAST. Por fim, para a visualizac¢do da estrutura em diferentes

etapas da andlise, foram utilizados o FASTModDef e o N1Pos.

6.1 Vigas com Gradacao Funcional

De forma a realizar uma andlise com uma maior garantia de retorno de resultados
representativos, a rotina no MATLAB foi validada a partir da simulagdo de um exemplo da
literatura. Somente apds a checagem da consisténcia dos resultados o modelo foi utilizado para
analisar vigas com outras caracteristicas. Dessa forma, nessa secao estdo apresentados tanto
os resultados do exemplo de validacdao quanto os resultados dos estudos desenvolvidos nesse

trabalho.

6.1.1 Exemplo de Validacdo

Este exemplo foi retirado de Li et al. (2013) e trata de uma viga isotropica, simples-
mente apoiada nas duas extremidades e sujeita a uma carga transversal uniformemente distribuida,
como mostrado na Figura 22. A viga possui comprimento L = 1 m, relacdo comprimento-

espessura L/h = 10 e relagdo comprimento-largura L/b = 16. O médulo de elasticidade do
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material é E = 10* MPa e o coeficiente de Poisson é v = 0.3. A carga imposta na viga é de

F = —1kN/m.

Figura 22 — Representacdo da estrutura de viga.

(a) Corte longitudinal da viga com gradac¢do funcional.

WLLITLLIAL LTI T LT DL L DL LI LT LLTELL L

(b) Viga como "estrutura de arame" (1D).

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

A viga foi discretizada em uma malha de 10 elementos isogeométricos, com funcdes
de base cubicas. O método de integracdo numérica empregado foi a completa. As condi¢des de

contorno utilizadas para representar uma extremidade simplesmente apoiada foram:
w(0) =up(0) =0,w(L) =0 (6.1)

Além disso, € valido relembrar que essas condi¢cdes de contorno sdo impostas no
problema a partir do emprego do Método da Rigidez Direta. Apenas a situagdo de extremidade
simplesmente apoiada foi considerada para esse exemplo de validacdo e para o seguinte, devido
a dificuldade em considerar a prescri¢éo do grau de liberdade dwg/dx por meio desse método.

Para fazer o estudo de distribui¢do de tensdes, € preciso escolher uma secao da viga.
Dessa forma, para a secdo x = 0.3 L, as tensdes criticas calculadas tanto pela formula¢do adotada
quanto pela referéncia estdo apresentadas na Tabela 3.

Adicionalmente, como um dos pontos de maior relevancia da utilizacdo da RBT
¢ a distribui¢cdo quadratica da deformacao por cisalhamento ao longo da sec¢ao, obedecendo o
comportamento ditado pela Teoria da Elasticidade, € essencial mostrar a distribui¢do das tensdes

na espessura, como ilustrado na Figura 23.

Tabela 3 — TensOes maximas em x = 0.3 L.

Tensdo (kPa) | Normal Cisalhamento
RBT 63.400 2.970
Li et al. 63.027 2.985
Diferenca 0.59% -0.50%

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).
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Figura 23 — Perfil de distribuic@o de tensao ao longo da se¢do (x = 0.3L)

RBT = - -—lietal

z/h
N\

80 &0 40 ] 0 20 40 (1) 20

Tensdo Normal (KPa)
(a) Tensdo Normal.

RET = = =Lietal.

z/h

Tensdo de Cisalhamento (KPa)

(b) Tensdo de Cisalhamento.

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Dessa forma, é possivel observar que os valores de tensdes criticas na secao de-
terminada estdo bastante proximos aos fornecidos pela referéncia, retornando erros relativos
menores que 1%. Além disso, os perfis de distribui¢cdo de ambas as tensdes ao longo da espessura
sdo praticamente idénticos. Portanto, é possivel afirmar que a formulacdo de vigas adotada
pelo presente trabalho € consistente, possibilitando a andlise posterior de vigas com outras

caracteristicas.
6.1.2 Viga simplesmente apoiada

Este exemplo trata de uma viga com gradacao funcional, biapoiada e sujeita a uma
carga transversal uniformemente distribuida. As disposi¢des das condi¢des de contorno e da
modelagem geométrica utilizadas seguem as ilustradas na Figura 22. Os resultados embasam

discussdes acerca dos efeitos do travamento por cisalhamento, das diferencas entre os modelos



65

micromecanicos empregados e dos resultados fornecidos pela TSDT e pela FSDT.
Com a finalidade de realizar um estudo mais completo, sao utilizadas duas duplas
distintas de componentes para a modelagem dos materiais com gradagdo funcional. As denomi-

nacdes de cada uma e as propriedades fisicas dos componentes estdo apresentadas na Tabela 4.

Tabela 4 — Propriedades fisicas dos componentes dos FGM.
FGM 1 FGM 11
Material E(GPa) v | Material E(GPa) v
Si3Ny [c] 322.76 0.3 | ALO3 [c] 380 03
SUS304 [m] 207.89 03| Al[m] 70 0.3

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Ao se comparar os dois grupos de componentes, € evidente que o FGM I possui uma
maior proximidade entre os médulos de elasticidade dos componentes, enquanto que no FGM 11
essa diferenca € bem mais significativa. Em termos numéricos, as propor¢des entre o maior €
menor E para os dois modelos de FGM sdo 1.55 e 5.43, respectivamente.

Aplicando a Lei de Poténcia para o célculo da gradacdo da fragdo de volume ao
longo da espessura da viga, pode-se estimar as propriedades efetivas na dire¢do da gradagdo a
partir do emprego dos modelos micromécanicos, como ja discutido anteriormente. Dessa forma,
considerando dois perfis de variacdo da fracdo de volume, com N =1 e N = 2, e os modelos de
Voigt, Mori-Tanaka e SCM, as propriedades efetivas dos FGM estdo apresentadas nas Figuras 24
e 25.

Como observado nas Figuras 24 e 25, o modelo de Voigt sempre simula estruturas
mais rigidas que os outros modelos apresentados, dado que, ao longo de toda a gradagdo e para
ambos os N, as estimativas do médulo de elasticidade e do coeficiente de Poisson por Voigt sdo
sempre maiores que os demais.

Além disso, é importante ressaltar que, apesar de o comportamento ser semelhante
para os dois modelos de FGM, a ordem de grandeza da discrepancia entre as propriedades fisicas
dos componentes influencia de forma contundente na estimativa das propriedades efetivas ao
longo da gradagdo. Novamente, comparando em termos numéricos, para N = 1, os médulos
de elasticidade calculados por Voigt chegam a ser apenas 2.7% maiores que os calculados por
Mori-Tanaka para o FGM I, enquanto que para o FGM II essa diferenca pode chegar a 57.19%.

Adicionalmente, pode-se observar que, para ambos os valores de N, os valores dos

modulos de elasticidade calculados pelo SCM sdo intermediarios quando comparados aos outros



66

dois modelos.

Figura 24 — Propriedades efetivas ao longo da gradagdo para N = 1.

——Voigt ——Mori-Tanaka Self-Consistent Method —Voigt - Mori-Tanaka Self-Consistent Method
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(c) Coeficiente de Poisson - FGM 1. (d) Coeficiente de Poisson - FGM 1I.

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Ao se tratar do coeficiente de Poisson, entretanto, as diferencas entre as maiores e
menores estimativas sdo bem menos expressivas. Isso se dd ao fato de que todos os componentes
possuem o mesmo valor numérico dessa grandeza. Portanto, mesmo presente no calculo das
estimativas do coeficiente de Poisson, os médulos de elasticidade dos componentes possuem
uma menor influéncia.

O modelo de Voigt, dado que o coeficiente de Poisson € constante entre as duas fases,
falha em estimar a sua varia¢ao ao longo da gradacdo. No mais, pelo que foi observado para
ambos os N, o modelo SCM ¢ o limite inferior da referida propriedade fisica, com os valores
calculados pelo Mori-Tanaka se tornando os intermedidrios.

Em seguida, para estudar os efeitos do cisalhamento transversal devido a integracdo
numérica na formulacdo da TSDT, foi adotada uma viga isotropica, modelada com a fase
cerimica do FGM II, e com a relagdo comprimento-largura L/b = 16. Foi utilizada a integra¢do

completa para o célculo das matrizes, variando o nimero de elementos isogeométricos cubicos
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da malha e também a espessura da viga.

Figura 25 — Propriedades efetivas ao longo da gradagdo para N = 2.

—Voigt Mori-Tanaka Self-Consistent Method ——\Voigt ——Mori-Tanaka Self-Consistent Method
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Foi calculada a deflexdo méxima da viga quando sujeita a uma carga transversal
uniformemente distribuida de F = —1 kN/m. Os valores foram normalizados a partir dos
deslocamentos obtidos com uma malha suficientemente discretizada, de 50 elementos, da forma
W = Wpax/Wso. Os fatores de normalizagdo estdo na Tabela 5, enquanto os resultados estdo
apresentados na Tabela 6 e na Figura 26.

Tabela 5 — Fatores de normalizagdo para as deflexdes.
h/L — wso(m)
1/10  6.747E-06

1/10°>  6.583E+00
1/10°  6.556E+06

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

De acordo com a Figura 26, € possivel observar que, para a menor esbeltez, pra-
ticamente ndo ha travamento por cisalhamento, com uma malha de 20 elementos ja sendo o

suficiente para diminuir o erro relativo a menos de 1%.
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Tabela 6 — Deflexdo normalizada da viga para diferentes espessuras.
Numero de elementos

Deslocamento | A/L

4 8 16 20 24 48
1/10 | 1.1032 1.0245 1.0056 1.0034 1.0021 1.0001
w 1/10° | 0.8851 0.9955 1.0053 1.0033 1.0021 1.0001

1/10° | 0.8698 0.8197 0.8149 0.8327 0.8690 0.9989
Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Entretanto, ao se aumentar a esbeltez da viga, é possivel observar que, para malhas
menos discretizadas, os deslocamentos diminuem bastante, o que implica na simulacao de
uma estrutura mais rigida do que a esperada. Na esbeltez intermedidria, por exemplo, logo os
resultados convergem, mas a malha mais grosseira apresenta o travamento por cisalhamento.
Adicionalmente, para a maior esbeltez, o travamento € tdo intenso que nem com 24 elementos a
malha € capaz de simular uma estrutura com a rigidez préxima a esperada, superestimando a
rigidez da viga ao ponto da deflex@o diferir mais do que 10% do valor esperado.

Além disso, foi realizada também a integracdo reduzida para a maior esbeltez
apresentada, com o intuito de observar a influéncia desse processo na reducao do travamento
por cisalhamento observado na situacao. Foram utilizados trés pontos de Gauss, diminuindo
em 1 o nimero adotado para a integracao completa. Os resultados da comparagdo entre as duas
metodologias estdao apresentados na Tabela 7, simulando as mesmas condicdes de contorno em
cada situacdo. A partir dela, é possivel observar que a integracio reduzida, apesar de apresentar
deslocamentos maiores para as malhas mais refinadas - o que indica uma redug@o do travamento
-, retorna diferencas muito pequenas quando comparada com a integracdo completa para a anélise
de materiais homogéneos na TSDT.

Tabela 7 — Deflexdes normalizadas para diferentes malhas.
= WL Numero de elementos
4 8 16 20 24 48
Completa | 1/10° | 0.8698 0.8197 0.8149 0.8327 0.8690 0.9989
Reduzida | 1/10° | 0.8686 0.8187 0.8168 0.8409 0.8842 0.9992
Diferenca -0.13% -0.12% 0.24% 097% 1.71% 0.04%
Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Aplicando novamente a integragcdo reduzida, agora utilizando apenas 2 pontos de
Gauss para integrar as matrizes de rigidez, a discussdo € alterada. Com os resultados mostrados
na Tabela 8, é possivel observar que, para as malhas mais grosseiras, a integracdo com npg = 2
retorna resultados bem préximos aos de referéncia, implicando uma mitigacao consideravel do

travamento por cisalhamento dessa integracdo quando comparada a completa. Na medida em
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que a malha é refinada, os resultados convergem para um mesmo valor.

Figura 26 — Deflexdes normalizadas para diferentes esbeltezes e malhas.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Os dois ultimos exemplos de esbeltez sao utilizados puramente para a anélise tedrica
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do fendomeno, dado que nao sdo aplicdveis em situagdes praticas. No dimensionamento de vigas,
levando em consideracdo a utilizagdo de materiais compdsitos, a esbeltez geralmente se encontra

no intervalo h/L=1/5e h/L=1/25.

Tabela 8 — Deflexdes normalizadas para diferentes malhas.
- hL Numero de Elementos
4 8 16 20 24 48
Completa | 1/10° | 0.8698 0.8197 0.8149 0.8327 0.8690 0.9989
Reduzida | 1/10° | 1.0705 0.9437 0.8796 0.8724 0.8807 0.9939
Diferenca 1875% 13.14% 7.36% 4.56% 1.33% -0.49%
Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

E valido ressaltar que, neste trabalho, apenas o refinamento & foi utilizado para o
processo de discretizacdo da malha, mantendo o grau ctbico das fun¢des de base constante,
como ja especificado anteriormente.

Dessa forma, para analisar estaticamente as estruturas de vigas com gradacao funci-
onal, serd adotada a Andlise Isogeométrica baseada em NURBS de grau cibico. As matrizes
utilizadas na obtencdo dos deslocamentos serdo calculadas pela Quadratura de Gauss, com
a adocdo da integragdo completa. A malha unidimensional da viga sera discretizada em 20
elementos isogeométricos, com a finalidade de mitigar o travamento por cisalhamento, dado que
a esbeltez é h/L = 10. A relac@o largura-comprimento é b/L = 1/16 e a estrutura estd sujeita a
uma carga transversal uniformemente distribuida de —1 kN/m.

Os resultados sdo calculados de forma adimensional, a fim de facilitar a reproducao
futura do modelo para quaisquer comparacdes. Isso ocorre a partir da propor¢do entre os
deslocamentos obtidos pela TSDT e os deslocamentos obtidos pela EBT para o isotrépico
cerdmico do FGM em questdo, cujas relagdes S0 Wyqx = W/WEBT € Opax = 0 /Ogpr. Para o
célculo do deslocamento horizontal normalizado, como ele ndo existe nas estruturas isotropicas,
a relagdo adotada foi wg ey = uo/wepr. Os valores estdo apresentados nas Tabelas 9 e 10 e nas
Figuras 27 e 28.

A partir da andlise dos resultados das Tabelas 9 e 10, antes de discutir acerca dos
modelos micromecanicos, é importante ressaltar alguns pontos. Na situacdo de N = 0, em
que o material € o proprio isotrépico ceramico, os deslocamentos normalizados para todos os
modelos sdo iguais, mas diferem da EBT devido a consideracdo das deformacdes causadas
pelo cisalhamento transversal. Essa diferenca pode aumentar ou diminuir conforme o valor da

esbeltez, ja que, na medida em que a espessura diminui, o efeito dessas deformagdes também
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diminui. Além disso, nas duas situacdes homogéneas, com N = (0 e N — oo, os deslocamentos
horizontais de membrana sdo nulos devido ao eixo neutro e o centroide serem coincidentes nas

secdes transversais.

Tabela 9 — Deslocamentos normalizados para diferentes N - FGM 1.
N 0 1 2 5 10

Voigt 0 0.029 0.032 0.026 0.018

Uomax MT 0 0.029 0.031 0.024 0.016

SCM 0 0.029 0.031 0.024 0.017

Voigt 1.029 1.277 1.338 1.399 1.451 1.598

Wmax MT  1.029 1291 1349 1411 1.463 1.598

SCM 1.029 1.290 1.347 1.409 1.462 1.598

Voigt 0.992 1.224 1.283 1.343 1.395 1.541

max  MT 0992 1.238 1.293 1.355 1.407 1.541

SCM 0992 1.237 1.292 1353 1.406 1.541

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).
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Tabela 10 — Deslocamentos normalizados para diferentes N - FGM 11.
N 0 1 2 5 10

Voigt 0 0.147 0.245 0.295 0.256

Uomax MT 0 0.216 0.268 0.248 0.192
SCM 0 0.213 0.279 0.267 0.106

Voigt 1.029 2.104 2.704 3.181 3.479 5.586

Wimae MT  1.029 2.630 3.094 3.550 3.960 5.586
SCM 1.029 2513 2978 3.398 4.835 5.586

Voigt 0.992 1979 2531 2.996 3.293 5.388

Omax  MT 0992 2471 2912 3363 3.773 5.388
SCM 0.992 2357 2798 3.212 4.639 5.388

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).
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Figura 27 — Relagdo entre os deslocamentos de cada modelo micromecénico e Voigt - FGM 1.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).
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Figura 28 — Relagdo entre os deslocamentos de cada modelo micromecanico e Voigt - FGM I1.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

No que diz respeito aos efeitos das diferentes modelagens dos FGM, € possivel
observar que o modelo de Voigt retornou os sempre os menores deslocamentos, 0 que corrobora
a observacgao anterior de que ele superestima a rigidez estrutural. Além disso, para valores baixos
de N, o modelo de Mori-Tanaka calcula os deslocamentos de limite inferior, com o modelo SCM
resultando em valores intermediarios.

Analisando a Figura 27, pode-se afirmar que as diferencas apresentadas sao minimas
para quaisquer valores de N, inclusive dos efeitos de acoplamento, o que ja era esperado devido
as propriedades dos componentes serem muito similares, resultando na baixa variagdo das
propriedades efetivas ao longo da espessura.

Entretanto, no comportamento do FGM 11, na Figura 28, é possivel observar que as
diferencas entre as perfomances dos modelos micromecanicos sao bem mais relevantes, devido
ao aparecimento de discrepancias entre os deslocamentos. Com as distintas ordens de grandeza
entre as propriedades dos componentes, as diferencas entre dois modelos no FGM II podem
chegar a ser 30 vezes maiores do que as observadas no FGM I para um mesmo N. No mais, isso
também implica em uma maior influéncia do efeito de acoplamento do FGM, ja que a variagdo
do eixo neutro se torna bem mais sensivel, aumentando os deslocamentos horizontais.

E importante também ressaltar que o SCM possui seu comportamento alterado para
materiais nao-isotropicos com altos . Isso pode acontecer devido a natureza do cédlculo das
propriedades efetivas, em que o processo iterativo pode ter sido prejudicado com o aumento
dessa grandeza, diminuindo a qualidade da estimativa.

Adicionalmente, com o intuito de discutir mais detalhadamente os beneficios da

TSDT em estruturas de viga, os resultados obtidos por Voigt foram comparados com os calculados
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pela FSDT a partir da utilizagdo do mesmo modelo e para ambas as configuragdes de FGM.
Os resultados mostrados nas Tabelas 11 e 12 sdo as razdes entre os dois deslocamentos. As

diferencgas relativas sdo ilustradas na Figura 29.

Tabela 11 — Razdo entre os deslocamentos da 7SDT /FSDT - FGM 1.
N 0 1 2 5 10 o0
Uomax O 1.000 1.000 1.001 1.010 O
Wmax 1.000 1.005 1.004 1.002 0.998 1.000
Oy 0992 0.991 0991 0.991 0.989 0.992

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Tabela 12 — Razdo entre os deslocamentos da 7SDT /FSDT - FGM 1L
N 0 1 2 5 10 o0
Uomax O 1.000 0.999 1.000 1.000 0
Wmax 1.000 1.023  1.025 1.015 0.997 1.000
Oy 1.008 1.014 1.016 1.015 1.026 1.008

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Figura 29 — Razdo entre os deslocamentos da 7SDT /FSDT .
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(a) FGM L. (b) FGM 1II.

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Dessa forma, a partir da Figura 29, € possivel observar que as diferencas entre os
modelos se acentuam para o0 FGM 11, chegando a um méximo de 2.5 % dentre os N analisados.
Para o FGM 1, que apresenta uma gradaciao mais suave devido as propriedades dos seus compo-
nentes, as teorias retornam deslocamentos muito préximos, ndo diferindo sequer 1 %. E possivel
observar também que hé diferencas inerentes as formulagdes que resultam em distintas rotagcoes
mesmo para os isotrpicos ceramicos e metalicos, ainda que de uma pequena ordem de grandeza.

Além disso, é valido observar o perfil de distribuicao de tensdes ao longo da secao

transversal, uma vez que essa € uma relevante diferenca entre as teorias. Portanto, na Figura 30
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estdo ilustradas a tensdo normal e a de cisalhamento para o componente ceramico do FGM 1,
enquanto que na Figura 31 estdo ilustradas as mesmas grandezas, mas para N = 1, modelado por

Voigt.

Figura 30 — Distribuicao de tensdes na secao transversal para a estrutura homogénea.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Figura 31 — Distribuicao de tensdes na secdo transversal para a estrutura com gradacao funcional.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Primeiramente, é importante relembrar que as teorias de vigas apenas definem as
deformacgdes por membrana e flexdo e por cisalhamento, enquanto as tensdes sdo calculadas por
meio da relagdo constitutiva para materiais em regime eldstico. Devido a isso, pode-se observar
que na Figura 31 a distribui¢do das tensdes tem seu comportamento alterado devido a variagao
das propriedades efetivas do material ao longo da espessura.

Por outro lado, para o caso homogéneo mostrado na Figura 30 onde as propriedades
sdo constantes, € possivel ver que, enquanto a TSDT estima uma distribui¢cao parabodlica da

tensdo por cisalhamento, a FSDT falha em simular quaisquer variagdes, apresentando valor
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constante, influenciado por um coeficiente de corre¢do. Dessa forma, os resultados corroboram o

esperado pelas discussdes apresentadas durante a introducao destas teorias neste trabalho.

6.2 Placas com Gradacao Funcional

Diferentemente das vigas, as placas sdo estruturas bem mais complexas, suscitando
de um maior cuidado no desenvolvimento das equagdes governantes, como ja observado no
Capitulo 5. Dessa forma, as validagdes para materiais homogéneos e com gradacao funcional
foram feitas separadamente. No decorrer dessa se¢do, serdo apresentados tanto os resultados
obtidos nos processos de validacdo quanto os provenientes dos estudos propostos por esse

trabalho.
6.2.1 Validacdo para materiais homogéneos

Para a validacdo da teoria utilizada para estruturas compostas por materiais homogeé-
neos, foram realizadas varias andlises de uma placa quadrada, com todos os bordos simplesmente
apoiados, considerando diferentes espessuras e discretizacdes de malha. Foi aplicada uma carga
uniformemente distribuida ¢ = —1 kN /m? e as condigdes de contorno utilizadas foram ilustradas
na Figura 32.

Figura 32 — Condig¢des de contorno de uma placa simplesmente apoiada.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

As maximas deflexdes na placa, que ocorrem no ponto médio, calculadas pela TSDT
foram comparadas com os valores obtidos a partir da RMPT. Isso foi feito com o auxilio dos

softwares Finite Element Analysis Tool (FAST) e ABAQUS. O material isotropico utilizado € o
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Al,O3, componente ceramico do FGM 11, cujas propriedades estdo definidas na Tabela 4. Os

resultados estdo apresentados nas Tabelas 13, 14 e 15.

Tabela 13 — Deflexdes maximas para uma malha isogeométrica 4x4.
h/L 1/5 1/10 1/50 1/100
TSDT 1.97E-08 1.31E-07 1.49E-05 1.19E-04
FSDT 1.99E-08 1.33E-07 1.49E-05 1.19E-04
Diferenca -1.26% -1.05% -0.12% -0.03%
Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Tabela 14 — Deflexdes maximas para uma malha isogeométrica 16x16.
h/L 1/5 1/10 1/50 1/100
TSDT 1.94E-08 1.31E-07 1.48E-05 1.17E-04
FSDT 1.99E-08 1.33E-07 1.48E-05 1.17E-04
Diferenca  -2.52% -1.21% -0.20% -0.07%
Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Tabela 15 — Deflexdes maximas para uma malha isogeométrica 32x32.
h/L 1/5 1/10 1/50 1/100
TSDT 1.94E-08 1.31E-07 1.48E-05 1.17E-04
FSDT 1.99E-08 1.33E-07 1.49E-05 1.18E-04
Diferenca  -2.52% -1.21% -0.19% -0.09%
Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Como pode ser observado a partir dos resultados, independentemente da malha
utilizada, os valores se aproximam na medida em que se aumenta a esbeltez da placa. Como as
teorias comparadas definem de forma diferente os efeitos do cisalhamento transversal ao longo
da secdo transversal, as diferencas entre elas ficam mais evidentes em estruturas mais espessas,
retornando deflexdes com maiores diferencas percentuais. Na medida em que a espessura
diminui, os efeitos do cisalhamento transversal diminuem sua parcela quando comparado aos de
membrana e de flexdo, o que justifica a similaridade dos valores.

Além disso, na Tabela 14, quando comparada a uma malha mais grosseira, vide
Tabela 13, € visto que hd uma acentuagdo das diferencas entre as teorias para maiores espessuras.
Por outro lado, o refinamento da malha para 32 elementos em cada dire¢do ndo retornou nenhuma
diferenca significativa, como visto na Tabela 15, o que demonstra que essas diferencgas percentuais
entre os resultados, até mesmo para as maiores esbeltezes, sdo intrinsecas as diferentes hipéteses

adotadas, de forma independente a discretizac@o da estrutura.
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6.2.2 Validacdo para materiais com gradacdo funcional

Para a validacdo da formulagao e da implementacao computacional da teoria para
estruturas compostas por materiais com gradagdo funcional, foi utilizado o exemplo discutido
por Ferreira et al. (2004).

Dessa forma, foi modelada uma placa quadrada com relagdo 4/L = 1/20. Os com-
ponentes do material com gradacio funcional e suas respectivas propriedades estao apresentados
na Tabela 16. A placa estd sujeita a uma carga uniformemente distribuida e normalizada de
g = E.h* kN/m?, com as condi¢des de contorno apresentadas na Figura 32. As deflexdes
calculadas também sdo apresentadas de forma normalizada, com W = w/h. Ambos os modelos
micromecanicos utilizados foram validados com o auxilio de uma malha isogeométrica cubica

32x32, com os resultados e as comparagdes feitas apresentados nas Tabelas 17 e 18.

Tabela 16 — Propriedades do FGM do exemplo de validacao.
FGM - Validacao
Material E (GPa) v
ZrO;|c] 151 0.3
Al [m] 70 0.3

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Tabela 17 — Deflexdes normalizadas para diferentes N - Voigt.

N 0 0.50 1.00
FAST 0.0216 0.0276 0.0309
Ferreira et al. (2004) 0.0208 0.0265 0.0297
Diferenca 3.85% 4.06% 391%

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Tabela 18 — Deflexdes normalizadas para diferentes N - Mori-Tanaka.

N 0 0.50 1.00
FAST 0.0216 0.0289 0.0321
Ferreira et al. (2004) 0.0208 0.0279 0.0309
Diferenca 3.85% 3.72% 3.72%

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Na comparacdo de resultados, € importante ressaltar que Ferreira et al. (2004) fazem
a andlise por meio de um método de andlise sem malha, diferindo do modelo isogeométrico
utilizado para o presente estudo, mesmo adotando a mesma teoria cinemadtica. Portanto, como

o erro € basicamente constante com o aumento do N, € possivel afirmar que ele € inerente aos
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distintos métodos computacionais utilizados por ambos os trabalhos, ja que a situacdo do FGM ¢
semelhante ao homogéneo.

Para confirmar a discussdo do paragrafo anterior, os resultados da TSDT sao agora
comparados com os da FSDT para ambos os modelos micromecanicos utilizando a mesma malha
isogeométrica. Os resultados estdo apresentados nas Tabelas 19 e 20 .

Como a placa € fina, as estimativas feitas pelas teorias se aproximam, retornando
deslocamentos préoximos. Dessa forma, pode-se atestar a consisténcia da formulagdo adotada
para o presente trabalho referente ao uso de estruturas com FGM, permitindo o estudo posterior

acerca dos diferentes modelos micromecanicos e da aplicabilidade da TSDT.

Tabela 19 — Deflexdes normalizadas para diferentes N - Mori-Tanaka.
N 0 0.50 1.00
TSDT 0.0216 0.0276 0.0309
FSDT 0.0217 0.0275 0.0306
Diferenca -0.52% 0.15% 0.78%
Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Tabela 20 — Deflexdes normalizadas para diferentes N - Mori-Tanaka.
N 0 0.50 1.00
TSDT 0.0216 0.0289 0.0321
FSDT 0.0217 0.0288 0.0318
Diferenca -0.52% 0.36% 0.84%
Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

6.2.3 Placa simplesmente apoiada

Nesta secdo, serdo analisadas placas quadradas com gradacao funcional, com as
condi¢des de contorno aplicadas conforme Figura 32 e discretizadas por uma malha isogeométrica
32x32, ilustrada na Figura 33. Elas serdo submetidas a uma carga uniformemente distribuida
g = —1 kN/m?, com relagdo h/L = 1/10 e, para fornecer um estudo mais detalhado, serio
modeladas por dois FGM distintos, cujas propriedades estdo definidas na Tabela 4. As deflexdes
sdo normalizadas a partir da relagdo com a espessura w = w/h.

Adicionalmente, € importante estudar a diferenca entre os resultados fornecidos
pela TSDT e pela FSDT, uma vez que ambas as teorias sdo atualmente relevantes no ambito
da pesquisa cientifica. Dessa forma, novamente para ambos os FGM, a placa foi analisada por

meio da utilizagdo da teoria de Reissner-Mindlin com o auxilio de outra rotina do FAST. A
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comparacao entre os resultados estd disposta nas Tabelas 21 e 22.

Figura 33 — Malha Isogeométrica 32x32.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Tabela 21 — Comparacao entre as teorias para o FGM 1.

N

0

0.5

1

2

5

10

oo

TSDT

Voigt FSDT

1.54E-06
1.56E-06

1.79E-06
1.81E-06

1.91E-06
1.92E-06

2.00E-06
2.01E-06

2.10E-06
2.12E-06

2.18E-06
2.20E-06

2.40E-06
2.43E-06

Diferenca

-1.19%

-0.96%

-0.79%

-0.75%

-0.96%

-1.10%

-1.19%

TSDT

MT FSDT

1.54E-06
1.56E-06

1.82E-06
1.83E-06

1.93E-06
1.94E-06

2.02E-06
2.03E-06

2.12E-06
2.14E-06

2.20E-06
2.22E-06

2.40E-06
2.43E-06

Diferenca

-1.19%

-0.93%

-0.79%

-0.79%

-1.00%

-1.12%

-1.19%

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Tabela 22 — Comparagio entre as teorias para o FGM 11

N

0

0.5

1

2

5

10

oo

TSDT

Voigt FSDT

1.31E-06
1.33E-06

2.00E-06
1.99E-06

2.60E-06
2.51E-06

3.33E-06
3.13E-06

4.00E-06
3.80E-06

4.43E-06
4.33E-06

7.12E-06
7.20E-06

Diferenca

-1.19%

0.75%

3.59%

6.60%

5.32%

2.34%

-1.19%

TSDT

Mori FSDT

1.31E-06
1.33E-06

2.63E-06
2.55E-06

3.28E-06
3.13E-06

3.88E-06
3.71E-06

4.53E-06
4.43E-06

5.08E-06
5.07E-06

7.12E-06
7.20E-06

Diferenca

-1.19%

2.99%

4.85%

4.79%

2.08%

0.27%

-1.19%

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Ao se observar os resultados fornecidos pelas Tabelas 21 e 22, percebe-se um
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comportamento semelhante ao discutido para vigas, onde o FGM II, em que os componentes
apresentam maior distin¢do entre as propriedades, retorna uma diferenca consideravel no que
tange a escolha do modelo micromecanico, enquanto o FGM I apresenta diferengas bem mais
discretas. Essa distincdo pode ser melhor observada a partir da Figura 34, onde as deflexdes
normalizadas pelo Mori-Tanaka sao divididas pelas calculadas por Voigt.

Na Figura 35 estao apresentadas as comparacdes da utilizacdo da TSDT e da FSDT
para ambos os modelos micromecanicos utilizados. Dessa forma, pode-se afirmar que as teorias
apresentam maior distin¢ao dos resultados para valores de N intermedidrios, principalmente para
o FGM II. A diferenca entre os isotrépicos pode ser explicada devido as hipdteses cinematicas das

teorias, até porque a placa nao € tdo fina, o que aumenta os efeitos do cisalhamento transversal.

Figura 34 — Relacdo Mori-Tanaka/Voigt entre as deflexdes.

s FGM | FGMII

MT [/ Voigt ratio

N

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Na medida em que a gradagdo se acentua, a TSDT apresenta uma maior diminui¢ao
da rigidez em relacdo a FSDT, aumentando comparativamente os seus deslocamentos. Para o
FGM 11, inclusive, a diferencga entre os resultados passou dos 6%, valor relevante ao se tratar
apenas de consideracdes cinemadticas diferentes. Adicionalmente, no que tange aos diferentes
modelos micromecanicos utilizados, para o FGM II a diferenca entre as teorias foi um pouco
menor ao se utilizar o Mori-Tanaka, mostrando que a estimagdo das propriedades por Voigt varia
mais a depender das hipdteses cineméticas adotadas.

Além disso, € interessante observar que, devido a simetria da placa em relagao
ao deslocamento w, a deflexdo calculada no centro da placa é a maxima para a estrutura,
aumentando a relevancia do estudo, ja que essa flecha € uma grandeza necessdria para o processo
de dimensionamento. O modo de deformacao da placa € ilustrado na Figura 36, onde o gradiente

de cores simula a distribuicao da deflexdo na se¢@o longitudinal da placa, com o maximo sendo
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no centro e o0 minimo nas extremidades.

Figura 35 — Relagdo das deflexdes TSDT/FSDT.

—Voigt Mori-Tanaka —Voigt Mori-Tanaka
8.00% 8.00%
6.00% 6.00%
4.00% 4.00%
2.00% 2.00%
0.00% 0.00%

200% | -2.00%

TSDT/FSDT ratio
|
TSDT/F5DT ratio

-4 00% -4 00%
-6.00% -6.00%

-B.00% -B.00%

(a) FGM L. (b) FGM 11.

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Figura 36 — Modo de deformacio da placa com gradacao funcional.

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Por fim, ao se tratar do custo computacional, devido a maior complexidade da
implementagdo da TSDT, o tempo consumido para a andlise estrutural completa de placas é,
em média, 40% maior quando comparado com o tempo consumido pela FSDT. Ou seja, para
o caso de consecutivas andlises, como o presente trabalho, a utiliza¢do da teoria de mais alta

ordem pode resultar em tempos bem mais elevados de simulagdo computacional. Para simplificar
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essa discussdo, para os casos homogéneos, foram utilizadas as implementa¢des de FGM com

expoente N nulo.



&3

7 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou uma formulacdo isogeométrica baseada em NURBS para a
implementacdo de uma TSDT para a analise linear de vigas e de placas com gradacio funcional.
A utilizacao dessa teoria permite a consideragcdo exata dos efeitos do cisalhamento transversal
ao longo da se¢do transversal da estrutura, conforme ditado pela Teoria da Elasticidade, o que
elimina a necessidade de quaisquer fatores de corre¢do, como necessitado pela FSDT.

A formulacao proposta foi discutida, implementada e utilizada com éxito, a partir
da validacao de sua consisténcia em comparacdes com exemplos da literatura. A partir disso,
foi feita uma comparacdo com a FSDT por meio da consideracdo de diversos parametros,
como o ganho de precisdo, o custo computacional devido a implementa¢cdo mais robusta de
equagdes governantes e a consisténcia do comportamento estimado pelas hipdteses cineméticas
em estruturas homogéneas e com gradacao funcional.

Além disso, também foi proposta uma discussdo acerca da importancia da escolha
do modelo micromecanico no processo de concep¢do do FGM a partir da comparacdo da
performance de dois materiais distintos.

Dessa forma, constatou-se que, ao se tratar de estruturas unidimensionais, os efeitos
do cisalhamento transversal nao foram mitigados pela utilizagdo da integracao reduzida mais
simples, apenas diminuindo em 1 o nimero de pontos de Gauss. Entretanto, ao se reduzir ainda
mais o nimeros de pontos de integracdo, a integracdo reduzida se mostrou eficiente em combater
os efeitos do cisalhamento transversal, principalmente ao considerar malhas grosseiras, uma
vez que a discretizagdo implica na convergéncia para um mesmo valor independentemente da
metodologia de integracdo adotada.

Além disso, o ganho de precisdo para os deslocamentos obtidos pela utilizacdo da
TSDT foi quase insignificante, apesar de haver uma grande melhora na distribui¢do das tensdes
de cisalhamento ao longo da espessura, evitando a necessidade de utilizacio do ks. No que tange
ao custo computacional, mesmo a implementagao sendo mais complexa que a FSDT, o aumento
€ irrisorio, resultando praticamente no mesmo tempo de andlise.

Por outro lado, para as placas, os resultados mostraram que, enquanto o ganho
de precisdo para estruturas homogéneas € baixo, esse valor pode aumentar muito a depender
da configuracdo adotada na modelagem do FGM. Caso as propriedades dos componentes
sejam relativamente grandes, os deslocamentos calculados pela TSDT e pela FSDT podem

ser significativamente diferentes. Adicionalmente, o custo computacional para placas é uma
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varidvel a ser considerada para a escolha da teoria abordada. A implementacdo pra estruturas
bidimensionais é muito complexa, com grandes matrizes e derivadas aninhadas, o que resultou em
um tempo médio de andlise 40% maior quando comparado ao da FSDT. Portanto, dependendo
do objetivo da andlise, ha de se ponderar se o ganho de precisdo compensa o aumento do custo
computacional.

No mais, € vélido ressaltar que todas as andlises utilizando a TSDT foram utilizando
bordos simplesmente apoiados e estruturas simples, sem a necessidade de particio da malha em
multiplos patches. Isso ainda facilitou bastante a implementacdo, dado que nio € necessaria nem
a prescri¢io do grau de liberdade dw/dn nem a imposi¢io da continuidade C' entre patches
isogeométricos, o que aumentaria ainda mais o custo computacional para a implementacao da
teoria.

Por fim, ao se analisar os resultados, é perceptivel que a escolha do modelo mi-
cromecanico € uma decisao com grau de importancia varidvel, que é muito influenciado pelas
propriedades dos componentes. Caso os componentes tenham uma performance fisica similar,
os deslocamentos sdo bem préximos, nao apresentando diferenga significativa. Entretanto, na
medida em que esses valores se distinguem, é necessario ter uma maior cautela no processo
de modelagem do FGM, dado que os modelos estimam estruturas com rigidezes discrepantes.
Além disso, é valido pontuar que, apesar do modelo de Voigt ser o0 modelo micromecanico mais
utilizado pela literatura, ele sempre superestima a rigidez estrutural, o que € contra a seguranca

pregada pelo ambito da construgdo civil.
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APENDICE A - IMPLEMENTACAO DAS MATRIZES C E B PARA VIGAS NO
MATLAB
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% Evaluate the [B] matrix of a Reddy beam element.

h mo -
% N -
% dNx -
% B -
%

function [Bb] =

Bb = zeros (3,

for i =
Bb(1,
Bb(1,
Bb(1,
Bb(2,
Bb(2,
Bb(2,
Bb(3,
Bb(3,
Bb(3,

end

end

number of control points
vector with the shape functions
vector with dNi/dx

strain-displacement matrix

CalcMatBb(m, N, dNx, dN2x
3xm) ;
1:m
3%i-2) = dNx(i); %
3xi—1) = 0; yA
3xi ) = 0; %
3¥i-2) = 0; %
3¥i-1) = 0; %
3xi ) = dNx(i); %
3%xi-2) = 0; %
3%i-1) = —-4/(3+h"2)=dN2x(i); %
3%i ) = —4/(3+h"2)=dNx(i); %

» h)

Bending
Bending
Bending
Bending
Bending
Bending
Bending
Bending
Bending

(in)
(in)
(in)

(out)

u0

theta

u0

theta

u0

theta




3 |% Evaluate the [B] matrix of a Reddy beam element.

50% m - number of control points (in)
6% N - vector with the shape functions (in)
7% dNx - vector with dNi/dx (in)
8% B - strain-displacement matrix (out)
91

10 | function [Bs] = CalcMatBs(m, N, dNx, h)

12 Bs = zeros (2, 3xm);

13 for i = I'm

14 Bs(1, 3%i-2) = 0; % Shear - u0

15 Bs(1l, 3%xi-1) = dNx(i); % Shear - v

16 Bs(l, 3%i ) = N(i); % Shear - theta

17 Bs(2, 3xi-2) = 0; % Shear - u0

18 Bs(2, 3%i-1) = —-4/(h?2)*dNx(i); % Shear - v

19 Bs(2, 3%i ) = —4/(h"2)=N(i); % Shear - theta
20 end

21 | end




16

18

90

% ================= CalcMatCb(Cs =================
yA
% Evaluate the [B] matrix of a Reddy beam element.
%
% m - number of control points (in)
% N - vector with the shape functions (in)
% dNx - vector with dNi/dx (in)
% B - strain-displacement matrix (out)
A
function [Cb, Cs] = CalcCbCs(E, G, npg, h)
% Evaluate the ABDG matrices using Gaussian quadrature.
[r, w] = GaussPts1D(npg);
Ab = 0;
Bb = 0;
Db = 0;
Eb = 0;
Fb = 0;
Hb = 0;
As = 0;
Bs = 0;
Ds = 0;
Jac = h/2; % Jacobian
for i = 1l:npg
z = r(i)=xJac;
Ab = Ab + Jacxw(i)*E(i);
Bb = Bb + Jacsw(i)=*z+E(i);
Db = Db + Jacsw(i)=(z"2)*E(i);
Eb = Eb + Jacsw(i)=*(z"3)+E(i);
Fb = Fb + Jacsw(i)=*(z"4)«E(i);
Hb = Hb + Jacsw(i)=*(z"6)*E(i);
As = As + Jacs=w(i)*G(1i);
Bs = Bs + Jacsw(i)=*(z"2)+G(1i);
Ds = Ds + Jacsw(i)=*(z"4)+G(1i);
end
% Mount the Cb matrix.
Cb = [Ab, Bb, Eb;
Bb, Db, Fb;
Eb, Fb, Hb];
% Mount the Cs matrix.
Cs = [As, Bs;
Bs, Ds];
Cb;
Cs;
end
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APENDICE B - IMPLEMENTACAO DAS MATRIZES C E B PARA PLACAS NO C++

void c¢TSDTPlate BMatrix (double thk,

sNodeDrv s#drvshp2,

int nn,
#coord , sNodeCoord =*drvshp,

// Compute the derivatives z,x and z,y.

int 1i;

double coef = -4.0/(3.0x=thk);

// Assembly [B].

for (i = 0; 1 < nn; i++)

{
B[O][5%i ] = drvshp[i].x;
B[O][5*i+1] = 0.0;
B[O][5*i+2] = 0.0;
B[O][5*i+3] = 0.0;
B[O][5*i+4] = 0.0;
B[1][5*i ] = 0.0;
B[1][5*1i+1] = drvshp[i].y;
B[1][5*i+2] = 0.0;
B[1][5%i+3] = 0.0;
B[1][5*i+4] = 0.0;

B[2][5«i1 ] =
B[2][5«i+1] =
B[2][5*142] = 0.0;
B[2][5%i43] = 0.0;
B[2][5*i+4] = 0.0;

drvshp[i].y;
drvshp[i].x;

B[3][5*x1i ] = 0.0;
B[3][5«i+1] = 0.0;
B[3][5*i+2] = 0.0;

B[3][5%143] = drvshp[i].x;

B[3][5%i+4] = 0.0;
B[4][5%i | = 0.0;
B[4][5%i+1] = 0.0;
B[4][5%i+2] = 0.0;
B[4][5%i+43] = 0.0;

B[4][5%i144] = drvshp[i].y;

B[5][5*1 ] = 0.0;
B[5][5*i+1] = 0.0;
B[5][5*i+2] = 0.0;

double =xshpfunc,

cMatrix &B)

double =xmapfunc,

sNodeCoord
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48
49

W W

)
(%)

62
63
64

66
67
68
69

B[5][5+1+3]
B[S][5*i+4]

B[6][S5*1 ]
B[6][S5*i+1]
B[6][5*i+2]
B[6][5*i+3]
B[6][5*i+4]

B[7][5=1 ]
B[7][5*i+1]
B[7][5%1+2]
B[7]1[5%i+3]
B[7][5«1+4]

B[8][5*1 ]
B[8][5*i+1]
B[8][5*i+2]
B[8][5#i+3]
B[8][5*i+4]

B[9][5+i |
B[9][5+i+1]
B[9][5+1i+2]
B[9][5*i+3]
B[O1[5+i+4]

B[10][5%i ]
B[10][5%i+1]
B[10][5%i+2]
B[10][5%1+3]
B[10][5+1+4]

BII1][5«i ]
BII1][S5#i+1]
B[11][5%i+2]
B[11][5%1+3]
BL11][5%1+4]

B[12][5%i ]
B12][5%i+1]
B[12][5%i+2]
B[12][5%i+3]
B[12][5%1+4]

drvshp[i].y;
drvshp[i].x;

0.0;
0.0;

coefxdrvshp2[i].xx; // drv2shp.x

coefxdrvshp[i].x;

0.0;

0.0;
0.0;

coefsdrvshp2[i].yy; // drv2shp.y

0.0;
coefxdrvshp[i].y;

0.0;

0.0;
coef*2.0xdrvshp2[i].xy;
coef«drvshp[i].y;

coefxdrvshp[i].x;

0.0;

0.0;
drvshp[i].x;
shpfunc[i];
0.0;

0.0;

0.0;
drvshp[i].y;
0.0;
shpfunc[i];

0.0;

0.0;
3.0xcoefxdrvshp[i].x;
3.0 coefxshpfunc[i];
0.0;

0.0;
0.0;
3xcoef=xdrvshp[i].y;
0.0;

3xcoefxshpfunc[i];

// drv2shp

. Xy
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void cTSDTPlate :: CMatrix (double #xparam, cMatrix &C)

{
double E

param [0];

double nu = param[1];

double G = 0.5%xE/(1.0 + nu);
double d = 1.0/(1.0 — nuxnu);
C.Zero( );

// Plane-stress terms.

C[O][0] = d=E;

C[1][1] = d=E;

C[O][1] = C[1][0] = d*nu=E;
Cl[2][2] = G;

// Transverse shear terms.

C[31[3]
Cl4104]

1l 1l
Qe
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void cSecAnTSDTFGMPlate :: CalcCz(double z, cMatrix & Ch, cMatrix &Cz)

{
Cz.Zero( );

// Membrane and bending terms.

for (int 1 = 0; i < 3; i++)

for (int j = 0; j < 3; j++)

{
Cz[i][j] = Chl[il[j]; // [A]
Cz[3+i][j] = Cz[i][3+j] = zxCh[i][]j]; // [B]
Cz[3+i][3+j] = z*zxCh[i][]]; // [D]
Cz[6+i][]j] = Cz[i][6+j] = z#z+z+Ch[i][] // [E]
Cz[3+i][6+]] = Cz[6+i][3+j] = z#xzxzxzxCh[i][]j]; // [F]
Cz[6+1][6+]] = z#zxzxzxzxz+xCh[i][]]; // [H]

}

// Transverse shear terms.

Cz[9][9] = Cz[10][10] Ch[4][4]: // As
Cz[9][11] = Cz[11][9] = Cz[10][12] = Cz[12][10] = z*xz+xCh[4][4];
Cz[11][11] = Cz[12][12] = z#z#z%*zxCh[4][4]; // Ds

void cSecAnTSDTFGMPlate :: CMatrix (cMatrix &C)
{
// Get necessary data.
int nsc = Anm—>GetNumStrCmp( ) ;
double Thk = Sec—>GetThickness( );
cMatrix Ch(nsc, nsc);

cMatrix Cz(nsc, nsc);

// Evaluate the constitutive matrix through numeric integration.
C.Zero( );
for (int i = 0; i < NumSecPnt; i++)
{
double z = IntSecPnt[i].GetCoord( ).r*Thk/2.0;
Cmod[i]->CMatrix (Ch) ;
CalcCz(z, Ch, Cz);

double coeff = IntSecPnt[i].GetWeight( )*Thk/2.0;
C += coeffxCz;

// Bs
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