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RESUMO

Neste texto, é estudada a geometria Lipschitz ambiente de superficies definiveis em estruturas
o-minimais sobre os reais polinomialmente limitadas, com énfase das superficies semialgébricas.
E demonstrado que se um germe de superficie semialgébrica normalmente mergulhado em R3
possui link simples, isto €, isomorfo a um segmento ou a um circulo, entdo tal superficie é
ambiente bi-Lipschitz equivalente a um tridngulo de Holder no primeiro caso, ou a uma corneta,

no segundo caso.

Palavras-chave: geometria Lipschitz; mergulho normal; singularidade de superficies; nds

métricos.



ABSTRACT

In this paper, it is studied ambient Lipschitz geometry of definable surfaces in a polynomially
bounded o-minimal structure over the reals, with emphasis on semialgebraic surfaces. We
show that if a semialgebraic, normally embedded surface germ in R? has a simple link, that is,
isomorphic to either a segment or a circle, then such surface is ambient bi-Lipschitz equivalent

to a Holder triangle in the first case, or to a horn in the second case.

Keywords: Lipschitz geometry; normal embedding; surface singularities; metric knots.
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1 INTRODUCAO

A Geometria Lipschitz € uma drea na Matematica que busca compreender a geometria
das variedades métricas através de um ponto de vista analitico. Nas ultimas décadas, essa teoria
experimentou um rapido desenvolvimento no estudo de conjuntos e fungdes semialgébricas, ou,
mais geralmente, conjuntos e funcdes definiveis em uma estrutura o-minimal polinomialmente
limitada. A compreensdo geométrica de tais conceitos tem se mostrado muito relevantes em
diversos campos, como teoria de singularidades, teoria das folheagdes, andlise e topologia. Uma
das principais questdes abordadas pela Geometria Lipschitz € a classificacao de singularidades
mediante equivaléncia bi-Lipschitz. Tal problema € uma fonte prolifica de pesquisa, uma vez
que a equivaléncia bi-Lipschitz é uma classificacdo intermedidria entre a equivaléncia bi-regular,
que € muito restritiva, e a equivaléncia topoldgica, que € muito abrangente. Dado um conjunto
semialgébrico conexo X C R” (ou um conjunto subanalitico em C"), existem duas métricas
naturais sobre ele: a métrica intrinseca, que € definida como o infimo dos comprimentos das
curvas que conectam dois pontos em X, e a métrica exterior, que € a distancia euclidiana em
R" (ou C"), conectando dois pontos em X. Dessa forma, podemos classificar conjuntos X e
Y como bi-Lipschitz equivalentes na métrica intrinseca ou exterior, se existe uma aplicacao
¢ : X — Y que € Lipschitz em uma dessas duas métricas, e cuja aplicacdo inversa possui a
mesma propriedade. Podemos ainda classificar conjuntos X e ¥ como ambiente bi-Lipschitz
equivalentes se existir uma aplicagdo ¢ : R" — R” (ou ¢ : C" — C") bi-Lipschitz exterior, tal
que ¢(X) =Y.

A compreensio dessas equivaléncias bi-Lipschitz é fundamental para entender como
os conjuntos semialgébricos e subanaliticos “distorcem” o espaco ambiente em que eles estao,
bem como eles “entrelacam” entre si. O primeiro resultado dessa natureza a se ter noticia foi o
artigo de Pham e Teissier (PHAM; TEISSIER, 1969), onde foi demonstrado que dois germes de
curvas complexas algébricas planas sio meromorficamente (pela métrica exterior) bi-Lipschitz
equivalentes se, e somente se, sdo bi-Lipschitz ambiente equivalentes. O entendimento de como
sdo tais aplicagdes bi-Lipschitz é igualmente importante, e seu estudo € objeto de ampla pesquisa.
Em (FERNANDES, 2003), Fernandes melhorou tal resultado, assumindo a condi¢ao de que o
homeomorfismo bi-Lipschitz entre os germes de curvas pode ser subanalitico. Em (NEUMANN;
PICHON, 2014), Neumann e Pichon provaram que a condi¢do de o homeomorfismo ser subana-
litico ndo era necessdria para obter a equivaléncia ambiente entre curvas, e em (FERNANDES

et al., 2018), Fernandes, Sampaio e Silva provaram que a classe de equivaléncia bi-Lipschitz
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de germes de curvas complexas planas € completamente determinada pelos pares essenciais de
Puiseux dos seus ramos irredutiveis, e pela ordem de contato entre os ramos.

No que diz respeito a equivaléncias bi-Lipschitz entre superficies definiveis reais,
as ideias seminais de equisingularidade e estratificacdo Lipschitz foram desenvolvidas por
Mostowski em (MOSTOWSKI, 1985) e por Parusinski em (PARUSINSKI, 1994). Os teoremas
de finitude obtidos nesses trabalhos motivaram pesquisas em busca de classificacdes bi-Lipschitz
de germes de superficies semialgébricas reais. Em (BIRBRAIR, 1999), Birbrair utilizou os
conceitos de complexos de Holder para estabelecer uma classificagao completa de germes de
superficies semialgébricas reais 2-dimensionais fechadas sob equivaléncia bi-Lipschitz intrinseca.
A classificagdo de tais germes sob equivaléncia bi-Lipschitz exterior e ambiente, entretanto, é
um problema mais profundo, e uma breve andlise dos avangos obtidos nessa questdo € realizada
no Capitulo 2, subsecdo 2.3.4. Um tipo especifico de superficies, que € objeto de intensa
pesquisa nos ultimos anos e em que o referido problema de classificagdo demonstra progressos
promissores sdo as superficies normalmente mergulhadas, isto é, superficies onde as métricas
intrinseca e exterior sdo equivalentes. Essas superficies “distorcem” de modo mais rigido o
espaco ambiente, de modo que a classificacdo de superficies sob equivaléncia bi-Lipschitz
ambiente € simplificada nesse caso. A presente tese visa estudar essa questdo no caso de germes
de superficies normalmente mergulhadas em R?, com link simples, isto &, homeomorfo a [0, 1]

ou a S!. De modo mais preciso, objetiva-se aqui demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 1.0.1. Seja (X,0) C (R3,0) um germe de superficie semialgébrica normalmente
mergulhado.
1. Se o link de X é homeomorfo a [0,1], entdo (T,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente ao
germe de um o-triangulo de Holder com vértice principal na origem, para algum racional
o> 1.
2. Se o link de X é homeomorfo a S', entdo (T,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente ao

germe da [3-corneta padrdo (Hg,0), para algum racional § > 1.

No Capitulo 2, sdo estabelecidos os conceitos preliminares para a devida compreen-
sdo desta tese. Na secdo 2.1, € dada uma énfase a resultados cldssicos de geometria semialgébrica
real; na secdo 2.2 sdo definidos alguns dos fundamentos de geometria Lipschitz e de conjuntos
normalmente mergulhados, e também sdo demonstrados proposi¢des basicas para os propositos
de nosso trabalho; na secdo 2.3 é realizado um estudo introdutdério com énfase especifica na

geometria Lipschitz das superficies.
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No Capitulo 3, € demonstrado que o problema de classificac@o bi-Lipschitz ambiente
pode ser reduzido a andlise de superficies no interior de cones adequadamente escolhidos, bem
como a manipulacdo delas ao longo de links planos. No mesmo capitulo, desenvolvemos alguns
lemas que nos permitem realizar translacdes e dilatacdes como aplicagdes bi-Lipschitz ambiente
em tais cones.

No Capitulo 4, sdo introduzidos os conceitos elementares envolvendo triangulos
sincronizados, retangulos curvilineares e regides delimitadas por dois tridangulos sincronizados.
As propriedades bésicas de tais elementos também sao desenvolvidas nessa parte, bem como a
demonstracado de que toda superficie semialgébrica admite uma decomposi¢do convexa.

O Capitulo 5 € o coragdo da presente tese, uma vez que nele é estabelecida a
isotopia bi-Lipschitz ambiente e condi¢des suficientes para a referida aplicagdo acontecer, o que
permite analisar o problema de classificacao bi-Lipschitz ambiente em superficies de maneira
local nos links planos. Dentre as vdrias aplicacdes dessa técnica, € realizada neste capitulo
uma demonstracdo de que todo tridngulo linear delimitado por arcos € ambiente bi-Lipschitz
equivalente a um tridngulo de Holder padrao.

No Capitulo 6, a no¢ao de triangulos amassaveis é feita, motivada pela isotopia
bi-Lipschitz ambiente, e alguns exemplos e propriedades basicas acerca deles sao provados, com
énfase no fato de que todo tridngulo sincronizado é amassavel. Ao final, ¢ demonstrado que o
problema de classificacao bi-Lipschitz ambiente para superficies normalmente mergulhadas em
R3 é reduzido ao caso em que tal superficie é a unido de tridngulos lineares, e resolvemos tal
problema no caso especifico de a superficie ser a unido de trés desses triangulos.

No Capitulo 7, focamos nosso estudo em superficies cujo link € simples, e para isso
estabelecemos a defini¢ao de superficies poligonais. Provamos que toda superficie poligonal,
de modo geral, € bi-Lipschitz ambiente equivalente a uma superficie poligonal composta por
um ndmero menor de tridngulos lineares, reduzindo a prova do resultado principal aos casos
particulares estudados nos capitulos anteriores, finalizando assim a demonstragao.

Por fim, na Conclusao € realizada uma série de observacdes sobre a tese, sobre o
porqué de a demonstracao vista no Capitulo 7 ndo poder se estender para superficies em R”,

n > 4, e também listamos sugestdes de pesquisa futura sobre temas envolvendo a tese.
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2 PRELIMINARES
2.1 Fundamentos de geometria semialgébrica real
2.1.1 Conjuntos semialgébricos

Nesta secao, faremos uma breve exposi¢ao dos conceitos e defini¢des iniciais em
geometria semialgébrica real, bem como algumas versdes do teorema de Tarski-Seidenberg e
como tal propriedade estrutural pode ser usada para deduzir que certos conjuntos e aplicagdes

sdo semialgébricas. Um estudo mais aprofundado pode ser encontrado em (COSTE, 2000b).

Definicio 2.1.1. Um conjunto semialgébrico de R" é qualquer conjunto de pontos (x1,...,x,) €
R" satisfazendo uma combinagdo booleana de equagées e inequagdes polinomiais com coefici-
entes reais. Dito de outra forma, definimos os conjuntos semialgébricos de R" como a menor
classe SA,, de subconjuntos de R" tais que:
1. Para cada P € Rlxy,...,x,|, os conjuntos {x € R" : P(x) =0} e {x € R": P(x) > 0}
pertencem a SA,.

2. Para todos A,B € SA,,, cada um dos conjuntos AUB, ANB, e R"\ A pertencem a SA,,.

Exemplo 2.1.2. Os exemplos a seguir sdo obtidos de modo imediato pela definicdo.

1. Todo conjunto finito A C R" é semialgébrico.

2. Todo conjunto algébrico é semialgébrico.

3. Se A C R" é semialgébrico, entao A x R™ C R™*" ¢ semialgébrico.

4. Os conjuntos semialgébricos de R sdo unides finitas de pontos e intervalos abertos ou
fechados.

5. O produto cartesiano A X B de conjuntos semialgébricos A € SA,, e B € SA,, é semialgé-
brico.

6. Seja F : R™ — R" uma aplicacdo polinomial. Se A € SA,, entdo F~'(A) € SA,.

7. Para cada p = (p1,...,pn) € R" e r > 0 fixos, a bola de centro x e raio r:

{r=(o1, ) R Y (= pi)* <77}
i=1

€ um conjunto semialgébrico.
8. Dadon €N, seja A, = {x=(x1,...,x,) ER" | x; >0; x1+---+x, = 1} 0 n-simplexo de

probabilidades. Para qualquer lista fixa de niimeros reais a;j, i=1,....ne j=1,...,m,
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o conjunto de estratégias optimais e valor do jogo de soma zero para duas pessoas, isto é:
n n
{(x,3,v) ER™ N X €Ay EAns vER VLY xiai; > v Vi, Y yjaij < v}
i=1 =1

€ um conjunto semialgébrico.

,

Definicao 2.1.3. Seja A C R™ um conjunto semialgébrico. Uma aplicacdo f: A — R" é
semialgébrica se seu grdfico T(f) C R™ x R" = R™™" ¢ semialgébrico. Se m = n = 1, dizemos

que f é uma funcdo semialgébrica.

Exemplo 2.1.4. Os exemplos a seguir sdo aplicacoes semialgébricas.
1. A aplicagdo f : [—1,1] — R definida por f(x) = /1 —x2, para todo |x| < 1, é semialgé-
brica.
2. Toda aplicagdo polinomial é semialgébrica. De modo geral, toda aplicagdo regular (i.e.
aplicacdoes cujas coordenadas sdo funcoes racionais cujo denominadores ndo se anulam

sobre um dominio semialgébrico) sdo aplicacoes semialgébricas.

Observacao 2.1.5. A estrutura {SA, },cN € um exemplo especifico de uma estrutura O-minimal
polinomialmente limitada sobre R, e os conjuntos e aplicagoes semiagébricos, exemplos de
conjuntos definivies. Para um estudo mais aprofundado sobre tais estruturas, a leitura de (DRIES,

1998) e (COSTE, 2000a) ¢ recomendada.

A propriedade de estabilidade mais fundamental dos conjuntos semialgébricos é o

teorema de Tarski-Seindenberg, que é enunciado a seguir.

Teorema 2.1.6 (Tarski-Seidenberg: Versio de Projecio). Seja A C R**! um conjunto semialgé-
brico e seja 7t : R"*! — R" a projecdo nas primeiras n coordenadas. Entdo w(A) C R" é um

conjunto semialgébrico.
Demonstragdo. Veja (COSTE, 2000b), Theorem 2.3. L]

Exemplo 2.1.7. As propriedades a seguir sdo consequéncias do teorema de Tarski-Seidenberg.

1. Seja k < n inteiros positivos, A C R" um conjunto semialgébrico e seja ©: R" — R a
projecdo em k das n coordenadas. Entdo m(A) C R¥ é um conjunto semialgébrico.

2. Se f: A — B éuma aplicagcdo semialgébrica, entdo A e f(A) C B sdo conjuntos semialgé-

bricos. Além disso, dado C C B semialgébrico, f~'(B) = A é semialgébrico.
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3. Um homeomorfismo semialgébrico h: A — B é uma aplicacdo semialgébrica, continua
e bijetiva. Se h é homemorfismo semialgébrico, entdo h™' também é homeomorfismo
semialgébrico.

4. Se f:A— Beg:B— C sdo aplicacoes semialgébricas, entdo go f : A — C é aplicagcdo
semialgébrica.

5. SejaA CR" e sejam f,g: A —R", h: A — R aplicagdes semialgébricas. Entdo [+ g :
A—R'ehf:A— R"sdo aplicacoes semialgébricas.

6. Se A C R" é semialgébrico, entdo o fecho A, o interior int(A) e a fronteira dA sdo

conjuntos semialgébricos.

Do teorema de Tarski-Seindenberg resulta que imagens e imagens inversas de con-
juntos semialgébricos por aplicagdes semialgébricas sdo semialgébricas. Também, composi¢des
de aplicacOes semialgébricas sdo semialgébricas, e também o fecho e o inteiror de todo conjunto
semialgébrico é semialgébrico.

Outra aplicagdo do teorema de Tarski-Seindenberg diz respeito a definicao de con-
juntos semialgébricos por meio de uma linguagem légica, mediante as férmulas de primeira

ordem.

Definicao 2.1.8. Uma formula de primeira ordem é o menor conjunto de formulas que seguem
as seguintes regras:
1. Se P € Rlxy,...,x,], entdo P =0 e P > 0 sdo formulas de primeira ordem.
2. Se 1,0 sdo formulas de primeira ordem, entdo Y\ 8, YV 6 e Y= sdo férmulas de primeira
ordem.
3. Se y é uma formula de primeira ordem e x uma varidvel sobre R, entdo 3xy e Vxy sdo

formulas de primeira ordem.

As férmulas obtidas utilizando apenas as regras (1) e (2) sdo denominadas livres de
quantificadores. Pela definicdo, um subconjunto A C R” é semialgébrico se, e somente se, existe

uma férmula livre de quantificadores y(xy,...,x,) tal que (x1,...,x,) €A < y(x1,...,X%,).

Theorem 2.1.9 (Tarski-Seidenberg: Versdo de Eliminag@o de Quantificadores). Se y(xi,...,x,)
é uma formula de primeira ordem, entdo o conjunto dos pontos (xi,...,x,) € R" que satisfazem
Y(x1,-..,X,) € semialgébrico. Em outras palavras, toda formula de primeira ordem é equivalente

a uma formula livre de quantificadores.

Demonstragdo. Veja (COSTE, 2000b), Theorem 2.6. L]
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2.1.2 Séries de Puiseux e diferenciabilidade

Nesta secdo, definiremos as séries de Newton-Puiseux, suas operacoes e propriedades
basicas, e veremos sua utilidade no estudo de funcdes semialgébricas, sobretudo para obter
as propriedades de monoticidade e diferenciabilidade ao redor de um ponto especifico. Mais

detalhes podem ser encontrados em (NEYMAN, 2003).

Definicao 2.1.10. Uma série de Puiseux sobre um corpo F é uma série formal [ da forma
=Y aixi/M, onde a; € F, k é inteiro e M é um inteiro positivo. Em outras palavras, uma

série de Puiseux é uma série formal de Laurent em poténcias fraciondrias de x.

Duas séries de Puiseux f=3Y", aix'’/™ ¢ g= Z;": b jxj /N sdo consideradas idénticas

se, e somente se, para todo i > k com a; # 0, temos que j = ’N

€ um inteiro maior ou igual a /
satisfazendo b; = q;, e para todo j > [ com b; # 0, temos que i = jMN € um inteiro maior ou
igual a k satisfazendo b; = a;. Em particular, dado inteiros positivos M, N, a série de Puiseux
=YX a;ix'/™ ¢ identificada com a série de Puiseux f = Z;":kN a jxj/ MN " onde d;y = a; para
todoi > ke d; =0 caso jndo € divisivel por N.

Portanto, dadas duas séries de Puiseux f =3}~/ aix’™ ¢ g= Z;f’:l b jx// N podemos
assumir sem perda de generalidade que M = N e k = [, e com essa suposi¢do podemos definir a

soma, a subtracdo e o produto de séries de Puiseux como as seguinte séries formais:
ftg= Zaixi/Mj: Zbixi/M = Z(ai j:bi)xi/M

o)

Fg= iaixi/M ibixi/M ~ Y Z“J )
i—k i—k

i=2k j=k

A colegdo F(x)" de todas as séries de Puiseux sobre um corpo F é um corpo, €

se F é ordenado, F(X)" também é ordenado ao se definir ¥'°, a;x'/M > 0 sempre que a; > 0.

A colegio R(x)*" de todas as séries de Puiseux convergentes sobre R, isto &, Y22, |a;|x/M
converge para todo x > 0 suficientemente pequeno, também € um corpo ordenado. Dado f =
Yk aix'/M ¢ R(x)“", temos que existe € > 0 suficientemente pequeno tal que f € diferencidvel

m (—¢,€)\{0}, e para cada x € (—¢,€)\{0}, f'(x) = L, i x/M=1_ Caso hmf (x) exista e

seja um ndimero real, definimos tal limite como f'(0).

Theorem 2.1.11. Seja ¢ : (0,€) — R uma fungcdo semialgébrica. Entdo, existe um inteiro

positivo M, um inteiro k, um real § € (0,€) e uma sequéncia de niimeros reais aj, a1, -+ € R
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tal que Y77, aix’™ converge e é igual a ©(x), para todo 0 < x < 8. Em particular, o(x) é

diferencidvel e monotona, para todo x suficientemente pequeno.
Demonstragdo. Veja (NEYMAN, 2003), Theorem 2. U

Observacdo 2.1.12. Se ¢ : (0,€) — R uma funcdo semialgébrica, com série de Pusieux

Y2 aixi™, escrevemos @(x) = apd /™ + o(x*/M),
2.1.3 Complexos simpliciais e estrutura local

Apresentaremos, de modo breve, os conceitos e resultados mais basicos sobre teoria
dimensional em conjuntos semialgébricos. Mostraremos também alguns fatos elementares sobre
topologia local de conjuntos semialgébricos, que culminam nas definicdes de vizinhancga e link.

A consulta de (COSTE, 2000b) pode ser feita para um maior aprofundamento.

Theorem 2.1.13. Seja S C R" um conjunto semialgébrico e sejam Ty, ..., T, uma colegdo finita
de subconjuntos semialgébricos de S. Entdo S pode ser decomposto como uma unido finita
S = UleCi, onde:
* cada C; é semialgebricamente homeomorfo a um cubo aberto (0, l)d", isto é, existe um
homeomorfismo semialgébrico h; : C; — (0,1)%;
* o fecho de C; em S é a unido de C; e alguns Cj com d; < d;;

* todo Ty é a unido de alguns C;.
Demonstragdo. Veja (COSTE, 2000b), Corollary 3.8. U

Observacao 2.1.14. Cada decomposicdo de S como acima é chamada de estratificagcdo de
S compativel com Ty,...,T, e cada C; é denominado strata dessa estratificacdo. Para cada
k € Z>0Uoo, a estratificagdo é dita C* se cada h; é aplicacdo C*. A dimensdo de S é, por
definicdo, d = max{d; :i = 1,...,p}. Tal dimensdo independe da estratificacdo escolhida (veja

(COSTE, 2000b), Proposition 3.15).

As definicdes seguintes acerca de complexos simpliciais foram baseadas no exposto

em (LEE, 2010).

Definicao 2.1.15. Sejam 0 < d < n inteiros e sejam ay,...,a, pontos de R" que sdo estdo

contidos num subespaco afim de dimensdo d — 1. O simplexo d-dimensional de vértices ay, . ..,ay
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é definido como sendo o conjunto de dimensdo d:

d d
[ag, ... aq] = {xE]R”\EI).O,...,MG [0,1] ; Zlizl;x:z&-ai}
i=0 i=0

O simplexo aberto correnspondente a 6 = |a, ... a4 é denotado por:

d d
int(o) = (ao,...,aq) = {xGR” | Fo,. .., Aq € (0,1] 5 Zlizl;x:Zliai}
i=0 i=0

Definimos ainda uma face do simplexo 6 = [ay, ... ,a4] como qualquer simplexo T = [a;,, ..., a;,]

tal que 0 < k <d e {io,...,ix} € {0,...,d}.

Definicao 2.1.16. Um complexo simplicial K é um conjunto de simplexos que satisfaz as seguintes
condigoes:

1. Paratodo ¢ € K e toda face T de 0, T € K;

2. Se 01,00 € K e 01 N0y # 0, entdo 61 N 0y € uma face de Gy e O».
Um complexo simplicial K é d-dimensional se a maior dimensdo de um simplexo em K é igual a
d. Um complexo simplicial K é d-dimensional puro K é d-dimensional e se todo simplexo de K,

de dimensdo menor que d, é uma face de um simplexo de K.

Dado um complexo simplicial K, definimos |K| = Ug,cx0;; este € um conjunto

semialgébrico de R", formado pela unido disjunta dos conjuntos int(0o;), 0; € K.

Teorema 2.1.17 (Teorema da Triangulacdo de Lojasiewicz). Seja S C R" um conjunto semialgé-
brico localmente fechado e sejam Ty, ..., T,, subconjuntos semialgébricos de S. Entdo, existe um
par (K,h) de um complexo simplicial localmente finito K e um homeomorfismo semialgébrico
h:|K|— S tal que {h(int(c)); o € K} é uma estratifiicagio C* de S compativel com Ty, ..., T,

Em particular, se S é um conjunto semialgébrico compacto, K é um complexo simplicial finito.
Demonstragdo. Veja (LOJASIEWICZ, 1964), Theorem 2, e (SHIOTA, 1997), 11.2.1. [

Observacao 2.1.18. Dado um conjunto semialgébrico S e um complexo simplicial K satisfazendo
o Teorema da Triangulacdo de Lojasiewicz, dizemos que S é um conjunto semialgébrico d-

dimensional puro se K é um complexo simplicial d-dimensional puro.

Os dois resultados estruturais a seguir sdo de grande importancia para a fundamenta-

cdo da topologia local dos conjuntos semialgébricos.
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Lema 2.1.19 (Lema de Sele¢do de Curva). Seja A C R" um conjunto semialgébrico e seja a um
ponto de acumulagdo de A. Entdo, existe uma aplicag¢do semialgébrica e continua y: [0,1] — R”

tal que y(0) =a e y((0,1]) C S.
Demonstragdo. Veja (COSTE, 2000b), Theorem 3.13. 0

Teorema 2.1.20 (Estrutura Conica Local). Seja A C R" semialgébrico e a um ponto ndo isolado
de A. Para € > 0, seja B(a, €) (resp. S(a,€)) a bola aberta (resp. a esfera) de centro a e raio &,
isto é:

B(a,e) ={peR"||[p—all <e};S(a,e) ={peR"||p—al =€}

Seja ainda ax (S(a,€) NA) o cone de vértice a e base S(a,€)NA, isto é:

ax(S(a,e)NA)={Aa+(1—-A)x|A €[0,1]; x € S(a,e)NA}

Entdo, existe € > 0 suficientemente pequeno e um homeomorfismo semialgébrico h : B(a,€) N

A — ax(S(a,e)NA) tal que ||h(x) —a| = ||[x—a

, para todo x € B(a,€) NA, e hlgye)ra =

ids(q,e)nA-
Demonstracdo. Veja (COSTE, 2000b), Theorem 4.4. O]
Corolario 2.1.21. Todo conjunto semialgébrico conexo é conexo por caminhos.

Demonstragdo. Seja A C R" semialgébrico conexo. Como o cone a* (S(a,€) NA) é conexo por
caminhos, temos que A € localmente conexo por caminhos, € como A é conexo, segue que A é

conexo por caminhos. O

Como consequéncia do Teorema da estrutura conica local, as defini¢cdes seguintes de

vizinhanga e link estdo bem definidas.

Definicao 2.1.22. Seja X C R" um conjunto semialgébrico e seja p € X. Definimos a vizinhanca

de X em p como o tipo topologico do conjunto:
Xptl=XN{xeR": [|x—p| <t}
E o link de X em p como o tipo topologico do conjunto:
XS pt); S() = {x e X : [|xl| =1}

para cada t > 0 suficientemente pequeno.
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2.2 Excertos de geometria Lipschitz
2.2.1 Aplicacoes bi-Lipschitz em espagos métricos

A secdo a seguir visa estabelecer o conceito de aplicagdes bi-Lipschitz em espagos
métricos e expor alguns resultados cldssicos a respeito, cuja demonstracdo serd realizada para

fins de completitude.

Definicdo 2.2.1. Dados dois espagcos métricos (X1,dy),(Xa,d), dizemos que uma aplica¢do
¢ : X1 — X; é bi-Lipschitz com respeito as métricas d,,d> (abreviadamente bi-Lipschitz) se

existe um nimero real C > 1 tal que:

1
c -di1(p,q) <d2(@(p),9(q)) <C-di(p,q), Vp,q€Xi

Para cada C > 1 que satisfaz tal condigcdo, dizemos que a aplicacdo ¢ é C-bi-
Lipschitz. Dizemos ainda que os espagos métricos (X,dy), (X2,d) sdo bi-Lipschitz equivalentes

(ou bi-Lipschitz homeomorfos) se existe uma aplicagdo bi-Lipschitz ¢ : X1 — Xo.

Observacao 2.2.2. A equivaléncia bi-Lipschitz é, evidentemente, uma relagdo de equivaléncia

sobre o conjunto dos espacos métricos.

Proposicao 2.2.3. Sejam (X1,d) e (Xa,d») espagos métricos, e sejam Uy C X1,Uy C Xp conjun-
tos abertos tais que Uy = X1,Us = Xo. Se @ : X; — Xo é um homeomorfismo, tal que oU)=U,
e ¢ly, : Uy — U é uma aplicagdo C-bi-Lipschitz, entdo ¢ é uma aplicagcdo C-bi-Lipschitz de X,

em X (com respeito as métricas dy,d»).

Demonstrag¢do. Dados p,q € X, existem sequéncias { pp }nen, {¢n }neny C U tais que p, — p e
gn — q quando n — 0. Sendo ¢ continua (por conta do homeomorfismo), temos que para todo

€ > 0, existe Np > 0 inteiro tal que, para todo n > Ny:

di(p, pn),d1(q,qn),d2(@(p), @(Pn)),d2(@(q), 9(qn)) < €

Além disso, @|U; é C-bi-Lipschitz, donde, para todo n > Ny, temos:

d(0(p), 0(q)) <da2(@(p), @(Pn)) +d2(9(pn), P(qn)) +da(@(qn), 9(q)) <

< &+C-di(pn,qn) +€ <2e+C-(di(pn,p) +di(p.q) +di(q,qn)) <

<2e+C-(e+di(p,q)+€)=2(C+1)e+C-di(p,q)
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Como tal desigualdade vale para todo € > 0, segue que d2(@(p), ¢(q)) < C-di(p,q).
De modo andlogo, temos que d;(p,q) < C-d>(¢(p),®(q)). Portanto, ¢ é C-bi-Lipschitz e o

resultado esta demonstrado. L]

Proposicio 2.2.4. Sejam (X1,d}) e (Xa,dy) espacos métricos e seja ¢ : X1 — Xp uma aplicagdo C-
bi-Lipschitz com respeito as métricas dy,d,, para algum C > 1. Entdo, para toda curva retificdvel
Y:[0,1] = X, temos é-ll(}/) <L(@(y)) <C-li(y). Ademais, 1|(y) = oo < L(@(y)) = oo. Aqui,

1,1y denotam comprimento da curva nas métricas dy,d,, respectivamente.

Demonstracdo. Seja S ={(n,T):n e N;T ={19,t1,...,ty+1:0=10<t; <--- <ty +1=1}}.

Dado um inteiro positivo n e reais 0 =1y < t; < --- < t,41 = 1, temos que:

Y dy (7(t0). ¥(t11)) < (Z c. <dz<<p<y<rk>>,<p<y<rk+1>>>>> <
k=0 k=0

<C- sup (Zn:dz((P('}’(tk))a(P(Y(tkH)))) =C-L(o(y) =
(n,T)eS \k=0

=1L (y)= sup (Zn:dl<7<tk)77’(tk+l))> <C-L(o(y))
(n,T)eS \k=0

Analogamente, [,(¢(y)) < C-1;(y), provando o resultado. Tais desigualdades impli-

cam [1(y) < oo < L (@(y)) < oo, 0 que resulta na segunda afirmacdo da proposicao. O
2.2.2 Métricas exterior, intrinseca e ambiente

Nesta secdo, estabelecemos as métricas exterior, intrinseca e ambiente para conjuntos

em R” e provamos algumas proposi¢des envonvendo tais métricas.

Definicao 2.2.5. Dado X C R", definimos a métrica exterior de X como a aplicacdod : X x X —

Ry, dada por d(x,y) = ||x —y||, para todos x,y € X.

Se X é conexo por caminhos, definimos também a métrica intrinseca de X como a
aplicacdo dx : X x X — R, dada por dx (x,y) = inf{l(a)}, para todos x,y € X, onde o infimo
é tomado sobre todos os caminhos retificados o C X\{0} de x a 'y, e [(¢t) é o comprimento de o.

Se tal caminho retificado o ndo existe, defina dx (x,y) = oo.

Observacio 2.2.6. E evidente que as definicées vistas acima satisfazem as propriedades de uma

métrica.
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Definicao 2.2.7. Dados dois conjuntos X; C R™, X, C R", uma aplicagdo bi-Lipschitz exterior
entre X1,X, é uma aplicagcdo bi-Lipschitz com respeito as metricas exteriores de X1,X;, e uma
aplicacdo bi-Lipschitz intrinseca entre X{,X; (assuma X1,X, conexos por caminhos) é uma
aplicagdo bi-Lipschitz com respeito as metricas intrinsecas de X1,X,. Finalmente, uma aplicagdo
bi-Lipschitz ambiente entre X,X, é uma aplicacdo bi-Lipschitz ¢ : R™ — R", com respeito a

métrica euclidiana, tal que @(X1) = X (se tal aplicagdo bi-Lipschitz a existir, entdo m = n).

Definicao 2.2.8. Dados dois conjuntos X; C R™, X, C R", e dados p € X1, q € Xo, uma aplicagdo
bi-Lipschitz exterior (resp. intrinseca) entre (X,p),(X2,q) é uma aplicagdo bi-Lipschitz
exterior (resp. intrinseca) @ : X1 "U — Xo NV, onde U é uma vizinhanga de p e V é uma
vizinhanga de q. Uma aplicagdo bi-Lipschitz ambiente entre (X1, p),(X>,q) € uma aplicagdo
bi-Lipschitz ¢ : U — V, com respeito a métrica euclidiana (U é uma vizinhanca de p em R™ e V
é uma vizinhanga de g em R"), tal que ¢ (X, NU) = X, NV. Denotaremos tais aplicagcdes entre

germes por ¢ : (X1, p) — (X2,9).

Proposicio 2.2.9. Sejam U,V C R" abertos e ndo vazios, e sejam w:U =V, ¢ :V =V
aplicagées bi-Lipschitz exteriores. Se ¢(p) = p para todo p € dV, entdo, a aplicacdo ® : R" —
R", dada por:

12 p¢U

v lopoy(p), pelU

®(p) =

€ uma aplicagdo bi-Lipschitz exterior.

Demonstracdo. Suponha que ¢, Y sejam C-bi-Lipschitz, para algum C > 1. Assim, a aplicacio
v ooy :U — U é aplicagio C>-bi-Lipschitz. Note também que, para p € U, y(p) € IV
(pois ¥ é homeomorfismo), de modo que W~ o @ o w(p) = w~! o w(p) = p, 0 que mostra que

& esta bem definida.

Agora, provemos que ® é C3-bi-Lipschitz. Se p,q € U ou p,q ¢ U, o resultado é

imediato. Caso p € U,q ¢ U, seja r € dU um ponto no segmento de reta pg. Assim:
[®(p) —P(q)| < [®(p) = P(r)|+[P(r) = P(q)| = |P(p) = D(r)| +|r—q| <

<Cp—rl+lr—q <C-(p—r|+|r—q|)=C* |p—q
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Analogamente, temos que |p —g| < C?-|®(p) — ®(q)|, e o resultado estd provado. O

Proposicao 2.2.10. Sejam X1,X> C R" conjuntos conexos por caminhos tais que X1 N X, # 0,
e sejam ainda Y1,Y» C R™, tais que @1 : X1 — Y1 e ¢ : Xo — Y sejam aplicacoes bi-Lipschitz
intrinsecas satisfazendo @1(p) = @2(p) para todo p € X, NX,. Entdo, se X =X, UXp e Y =
Y1 UYs, a aplicagdo ¢ : X — Y, dada por ¢(p) = @i(p), se p € X; (i =1,2), é uma aplica¢do

bi-Lipschitz intrinseca.

Demonstragdo. Note inicialmente que @1 (p) = ¢2(p),Vp € X1 N X3, o que implica que ¢ estd
bem definida. Além disso, como @, ¢ sdo homeomorfismos (pois s@o aplicagdes bi-Lipschitz),
entdo ¢ € homeomorfismo, pelo lema da colagem para homeomorfismos. Observe também
que, como X1, X» sdo conexos por caminhos, X = X; UX, € conexo por caminhos € como ¢ é

homeomorfismo, ¥ também € conexo por caminhos.

Para k = 1,2, note que, de X C X e Y, C Y, temos dx, (a,b) > dx(a,b),Ya,b € Xy e
dy,(a,b) > dy(a,b),Va,b €Y. Suponha que ¢ seja aplicagdo Cy-bi-Lipschitz intrinseca e que
C = max{C;,C,}. Provaremos que se dx(p,q) < o, entdo:

1

e -dx(p,q) < dy(¢(p),e(q)) <2C-dx(p,q), Vp,qeX

Considere uma curva retificavel y: [0,1] — X tal que ¥(0) = p,y(1) =qgelx(y) <
[+ €, para € > 0O suficientemente pequeno. Temos que YN X; e YN X, sdo unides de curvas e
pontos, cada um, cuja soma dos comprimentos em X1, X, € menor ou igual ao comprimento da
curva em X.

Pela Proposi¢@o 2.2.4, a soma dos comprimentos em Y} de ¢(yNX;) = @1 (yNXp)
¢ menor ou igual a C; -I(y) < C-(I+¢€), e a soma dos comprimentos em ¥, de ¢(yNX;) =
©2(YNXz) é menor ou igual a Cy-I(y) < C- (I +¢€)l. Portanto, o comprimento em Y de
o(y) = @1 (yNX1) U@ (YN Xz) é menor ou igual a soma dos comprimentos de ¢;(yNX;) em
Y1 ede ¢2(YyNX,) em Y,, que é menor que C- (I+¢€)+C-(I+¢€)=2C-(I+¢€). Como podemos

tomar € > 0 arbitrério, temos que Iy (¢(y)) < 2C-Ix(7).

Trabalhando com ¢!, provamos de modo similar que Ix(y) < 2C-ly(¢(7)), o que
encerra a demonstragdo no caso dx(p,q) < ce. Um argumento andlogo prova a proposi¢ao no

caso dy (@(p),®(q)) < oo, e isso faz com que dx (p,q) = o < dy(@(p), ®(q)) = oo, encerrando

a demonstracao. 0
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Figura 1 — Demonstra¢do da Proposicao 2.2.10

X1

Fonte: elaborado pelo autor.

2.2.3 Diferenciabilidade em aplicagcdes bi-Lipschitz

Esta secdo serd devotada a demonstragdo de proposicdes relacionadas a aplicagdes
Lipschitz diferencidveis. As ideias de estimativas de curva pelo jacobiano foram baseadas no
trabalho realizado em (KURDYKA; ORRO, 1997), e as estimativas acerca da norma da matriz

inversa sdo baseadas nos argumentos vistos em (DAHLEH et al., 2004).

Proposicao 2.2.11. Seja U C R" aberto e conexo por caminhos, e seja f : U — R uma funcdo
diferencidvel. Seja X = {(p,f(p)) | p € U} C R"™! o grdfico de f, {ei,...,en11} a base
ortonormal candnica de R"™', R = span{ey,...,e,} ~R" e m: R — R a projecao, ou seja,
n(p,t) = p, para todo p € R. Se existe § > 0 tal que Z(T;(X),R) < § — 6, para todo q € X,

entdo Tt|y é uma aplicagdo bi-Lipschitz intrinseca.

Demonstragdo. Primeiramente, note que 7|y € injetiva (pois € projecdo de grafico de fungdo), e
a condi¢do Z(T,(X),R) < 5 — & implica que 7|x é difeomorfismo local. Portanto, 7|x € difeo-
morfismo global, cuja inversa é @ : U — X; @(x1,...,%,) = (X1,...,Xn, f(X1,...,X,)). Ademais, a
condi¢do Z(T,(X),R) < § — & implica também que ‘3—){‘ <tan(% — ) = M. O jacobiano de ¢

¢ dado por:
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1 0 0
0 1 0
J(p —
o o0 ... 1
af  9f If
dx; dxy 77 dxp (n+1)xn

Assim, dados a,b € U e € > 0, sendo 7 : [0, 1] — X uma curva suave de comprimento

I(y) tal que ¥(0) =a,y(1) =bel(y) <dy(a,b)+ €, temos:
x(9(a),0(0) <o) = [ 1(@or/@)ldr = [ 14(r0) ¥ ()t =
- [ W DIR+(V1(r(r) 2d¢</\/1+ 2| (e)dr =

= \/1—|—M2/01 1Y (O)|ldt = 1+M2-1(y) < V1+M?*(dx(a,b)+€)
= dy(@o(a <V1+M?-dx(a,b)+V1+M?-¢

Como tal desiguladade vale para todo € > 0, entdo dx (@(a), (b)) < V1+M?-
dx(a,b). Isso, somado ao fato de que dx (¢(a), p(b)) > dy(a,b) (consequéncia direta da proje-
¢do) mostram que ¢ ¢é bi-Lipschitz intrinseca, donde 7|y também €. Pela Proposicdo 2.2.3, 7|y

€ bi-Lipschitz intrinseca, completando a demonstragdo. 0

Proposicio 2.2.12. Sejam X,Y C R”" conjuntos conexos e abertos, e seja ¢ : X — Y um homeo-
morfismo tal que Qo = @|x : X =Y é um difeomorfismo. Se Jy, € positivamente limitado em X,
isto é, se existe M > 0 tal que, para todo p € X, Ai,l < HJ% (p) H < M (J denota o jacobiano) e se
uma das duas condigdes acontecer:

1. J(Eol é positivamente limitado em Y ;

2. Existe uma constante C > 0 tal que, para todo p € X, C > ’detJ(PO (p)‘ > %

Entdo ¢ é uma aplicag¢do bi-Lipschitz intrinseca.

Observacdo 2.2.13. ||| denota uma norma matricial fixa. Observe que, como todas as normas
L w2~ . ~ . . .

matriciais em R" sdo equivalentes, entdo o fato de uma matriz ser positivamente limitado em

todo X ou e todo X" independe da norma escolhida. Salvo mencionado contrdrio, em todas as

vezes em que o modulo do jacobiano serd calculado, utilizaremos a norma do mdximo.
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Demonstragdo. Inicialmente, provemos que a condi¢do (2) implica a condi¢do (1). Considere a
norma em M, (R):
IA]] :=sup [|Av]

veRM
[[vl|=1

Sabe-se que, para toda matriz invertivel A de ordem n:

1
1=l = A < bl ] = o <)
E se 01(A), Gz(A) ,Gn(A) sdo os valores singulares de A, com 0j(A) < --- <
on(A), entdo ||A|| = 6,(A), ||A71]| = e detA = 061(A)-02(A)...0,(A), donde:
A"t _ Gn(A)"! o (Gn(A>> -
detA 01(A)-02(A)...0n(A)  ©1(A) ;5\ ok(A)) —
1 [ ou(A) 1 1
> i (o) = 1
k=2 k 1
Portanto: |
1 All"
< A
Al detA

Dessa forma, se A = Jg, (p), temos que A~ = J‘P61 (@(p)), e como 1; < [|A <M e

1
C> detA,detA‘1 > c’ vem:
1 1

<_ —l
fay < 7=

1
Y
detA

<M '.Cc

Demonstrando que J 0! € positivamente limitado em Y. Portanto, basta provar que
¢ ¢é bi-Lipschitz assumindo apenas a condi¢do (1). Por simplicidade, suponha que para todo
PEX. 37 <[P Vg (9o(p))|| <M.

Dados a,b € X e € > 0, seja v: [0, 1] — X uma curva suave de comprimento /() tal

que ¥(0) =a,y(1) =bel(y) <dx(a,b)+ €. Temos que:

ar(@o(@), o(0) < Hn (1) = [ (o) Ol = [ i (1)) 1) <
1 1 1
< [ W)l 1Y Ollar < [ M7 @)1 ar = v /0 I7(e)dr =

=M-1(y) <M(dx(a,b)+¢€)=dy(po(a),po(b)) <M -dx(a,b)+Me



Como a desigualdade acima vale para todo € > 0, temos dy (¢o(a), (D)) < M -
dx(a,b), para todos a,b € X. Trabalhando com ¢, I, obtemos de modo analogo que dx (a,b) <
M - dy(@o(a),@o(b)), provando assim que @y é uma aplicacdo bi-Lipschitz. Como ¢ é um

homoeomorfismo, a Proposic¢do 2.2.3 garante que ¢ € aplicacao bi-Lipschitz. [
2.2.4 Conjuntos normalmente mergulhados

Aqui, definiremos o conceito de conjunto Lipschitz normalmente mergulhado e

mostraremos alguns resultados técnicos elementares que serdo tteis no decorrer desta tese.

Definicao 2.2.14. Dizemos que um conjunto conexo por caminhos X C R" é Lipschitz Nor-
malmente Mergulhado (LNE) se a métrica exterior e a métrica intrinseca sdo bi-Lipschitz

equivalentes, isto é, existe uma constante C > 1 tal que:

1
o xxy) =dly): VxyeX
Neste caso, dizemos que X é C-LNE. Dado p € X, dizemos que X ¢é Lipschitz
normalmente mergulhado em p (abreviadamente LNE em p) se existe uma vizinhangca U de p
tal que X NU é LNE, ou, equivalente, que o germe (X, p) é LNE. Caso X NU seja C-LNE, para
algum C > 1, dizemos que (X, p) é C-LNE.

Exemplo 2.2.15. O grdfico da fungdo modular X = {(t,|t||) : t € R} é normalmente mergulhado.
Com efeito, dados x = (a, ||a||) e y = (b,]|b
o Se ab >0, entdo d(x,y) = v/2|a—b| = dx(x,y).
» Se ab < 0 entdo d(x,y) = \/(a\/i)2 +(bV2)2 > |a| + |b| = %dx(x,y)
Em todo caso, X é \/2-LNE.

), temos dois casos a analisar:

Exemplo 2.2.16. O grdfico da ciispide X = {(1,]t|'/?) : t € R} ndo é normalmente mergulhado.
De fato, para cada n € N, defina x, = (%, \/Lﬁ) evn=(—1, \/Lﬁ) Temos que d(x,,y,) =2n"" e
dx (X, yn) =201/ +0o(n=1/?). Assim:

dX<xn7yn) = (\/ﬁ"i'o(\/ﬁ))d(xnayn)
Como \/n+ o(y/n) — e quando n — s, ndo existe C > 1 tal que X é C-LNE.

As duas proposi¢des seguintes sao bastante conhecidos dentro da teoria de Geometria

Lipschitz, mas daremos uma demonstrac@o a cada uma delas, por completitude.
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Figura 2 — Representagdes geométricas dos Exemplos 2.2.15 ¢ 2.2.16

Fonte: elaborado pelo autor.

Proposicao 2.2.17. Seja X C R" um conjunto semialgébrico normalmente mergulhado e seja P :
R" — R" uma aplicagdo bi-Lipschtiz exterior. Entdo, ®(X) C R" é um conjunto semialgebrico

normalmente mergulhado.

Demonstragdo. Suponha que C > 1 € tal que X é C-LNE e ® é C-bi-Lipschitz exterior. Dados
a=®(p),b=>(q) € X, seja y C X uma curva conectando p a g, de comprimento /. Como X é
C-LNE, temos [ < C.||p — ¢||, e como ® é C-bi-Lipschitz exterior, pela Proposi¢do 2.2.4, temos

que o comprimento de ®(y) é menor ou igual a C.I. Portanto:
do(x)(a,b) <CL<Cp—g| <C.lla=b|
Mostrando que ®(X) é C3-LNE. O

Proposicao 2.2.18. Sejam x| < x, niimeros reais e sejam f,g : [x1,x2] — R func¢des suaves por
partes satisfazendo f(x) > g(x), para todo x € [x,x;]. Se existe M > 0 tal que | f'(x)|,|g' (x)| <

M, para todo x onde f,g sdo diferencidveis, entdo o conjunto:

X ={(xy) €R?|x; <x<xy: g(x) <y < flx)}
E normalmente mergulhado.

Demonstragdo. Inicialmente, provemos o seguinte lema auxiliar:

Lema 2.2.19. Sejam A, B,C € R" pontos distintos. Se existe T > 1 tal que cos (ZABC) <1 — %,

entdo:

d(A,B)+d(B,C) <T-d(A,C)

Demonstragdo. Por simplicidade, seja x = d(A,B) e y =d(B,C). Pelalei dos cossenos em ABC,

temos que:

2
d(A,C)2 :x2+y2 —2xy - cos(£LABC) 2x2+y2—2xy (1 — ﬁ) =
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= e+ (105 ) o2 ey = (LA

E o resultado estd demonstrado. ]

Voltando a demonstracdo da proposi¢do, sejam A = (x4,y4),B = (xg,yp) € X. Se

XA = xp, ||A — B|| = dx(A,B). Caso x4 # xp, suponha sem perda de generalidade x4 < xp €

suponha que A € [0, 1] satisfaga yq = Ag(xa) + (1 —A)f(x4). Defina:
V[, xp] = R y(x) = Ag(x) + (1 —A)f(x) , Vx € [x4,x5]
E seja C = (xp, f(xp)). Observe que, para todo x onde f, g sdo diferencidveis:
Y@ <Alg )|+ (=)' ()] <AM+(1-2)M =M

Dai, o comprimento de vy é:
I(y) :/«/1 +F(0)2dx < /\/1 S MPdx = 14+ M2 (xc—x2) < 1+ M2-JA—C]

Onde a integral foi tomada sobre todos os pontos suaves de f e g. Caso C # B, seja

a o angulo entre os segmentos AC e CB. Note que, de | (x)| < M e de xc = xp, vem:

— 1 1 2
—|YC yA|§M:>cosoc: < =1-—=
XC — XA 1 +1 L—{—l T2

cot?a M?

|cota| =

Para algum T > 1. Dai, sendo N = v/1 +M?-T e usando o Lema 2.2.19, vem:

SVI+M? - [A-C| +]|C-B|| < V1+M?-(J|A-C|+]C—B)
<V1+M?-T-|A—B| = dx(A,B) < (TV1+M?)-|A—B]|

Observe que tal conclusdo também vale para B = C, pois:
dx(A,B) <I<\1+M?-|A=B|| < V1+M*(T-|A-BJ|)=(TV1+M?)-|A—B
Logo como dx(A,B) > |A — B||, segue que X é LNE, finalizando a prova. O

Para finalizar essa se¢do, enunciaremos dois resultados relevantes envolvendo con-

juntos normalmente mergulhados. O primeiro desses resultados € o seguinte:
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Teorema 2.2.20 (Decomposi¢do em Panquecas). Seja X C R" um conjunto semialgébrico
fechado. Entdo existe uma estratificacdo (X,0) = U(X,0) tal que:

* Cada X;, é normalmente mergulhado em R";

» dim(X; NX;) < min{dimX;,dimX;}, para cada i # j.
Uma decomposicdo satisfazendo tais condicoes é denominada Decomposi¢do em Panquecas de

X.

Observacao 2.2.21. O termo "decomposi¢cdo em panquecas'foi introduzido em (BIRBRAIR;
MOSTOWSKI, 2000), mas o conceito foi introduzido inicialmente em (KURDYKA, 1992), sob

outro nome.

O resultado a seguir, demonstrado por Mendes e Sampaio em (MENDES; SAMPAIO,

2021), serd de suma importancia para a conclusdo de muitas proposi¢des presentes neste trabalho.

Teorema 2.2.22. Seja X C R" um conjunto semialgébrico fechado, com 0 € X, tal que (X —0,0)
é um germe conexo. Entdo, X é LNE em O se, e somente se, existe uma constante C > 1 tal que

XN{xeR": |x|| =t} é C-LNE para todo t > 0 suficientemente pequeno.

2.3 Geometria Lipschitz das superficies
2.3.1 Egquivaléncias bi-Lipschitz

Nesta se¢do, introduziremos os conceitos de equivaléncia bi-Lipschitz intrinseca,
exterior e ambiente. Observaremos também, mediante exemplos, que tais classifcacdes em

conjuntos semialgébricos nio sdo equivalentes de maneira geral.

Definicao 2.3.1. Dados dois conjuntos X; C R", X, C R", dizemos que X1,X, sdo bi-Lipschitz
exterior (resp. intrinseca, ambiente) equivalentes se existe uma aplicagdo bi-Lipschitz exterior
(resp. intrinseca, ambiente) entre X| e X>. Dados p € X1, q € X», dizemos que dois germes
(X1,p), (X2,q) sdo bi-Lipschitz exterior (resp. intrinseca, ambiente) equivalentes se existem
vizinhangas U de p e V de q e uma aplicacdo bi-Lipschitz exterior (resp. intrinseca, ambiente)

entre X]NU e X, NV.

Observacao 2.3.2. Ndo é dificil ver que as equivalencias bi-Lipschitz exterior, intrinseca e
ambiente definem uma relacdo de equivaléncia tanto nos conjuntos semialgébricos quanto no

conjunto dos germes de conjuntos semialgébricos.
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Observacao 2.3.3. Pela Proposicdo 2.2.4, se X1, X, sdo bi-Lipschitz exterior equivalentes, entdo
X1,Xp sdo bi-Lipschitz intrinseca equivalentes. A reciproca, entretanto, ndo é verdadeira. Por

exemplo, se:
Xi={(t,lt]) : —1<e<1} 5 Xo={@t]"?);-1<1<1}

Entdo a aplicacdo ¢ : X — Xa, (1,|t|) — (¢,|t|"/?) é \/2-bi-Lipschitz intrinseca, mostrando
que X1, X» sdo bi-Lipschitz intrinseca equivalentes. Entretanto se existisse uma aplicacdo
® : X1 — X, bi-Lipschitz exterior, entdo como X é LNE (Exemplo 2.2.15), pela Proposicdo
2.2.17, ®(X;) = X, é LNE, o que e uma contradigdo pelo Exemplo 2.2.16.

Observaciio 2.3.4. E evidente que se X\, X» sdo bi-Lipschitz ambiente equivalentes, entdo X1,X»
sdo bi-Lipschitz exterior equivalentes. A reciproca, entretanto, ndo é verdadeira. Por exemplo,

considere k > 4 inteiro e considere os conjuntos X1 = U1 UU; U3 e X, = U; UV, U V3, onde:

Ur ={ (o) € R |12 05 (=12 3% =) (v 412 432 = 12) =}

U, = {(x,y,t) eR? |t >0; (x—t)2+(y__)2:_}
Us = {(x,y,t) eR? |t >0; (x—t)2—|—(y_|_%)2:ﬁ}

t2

2
B {(x’y’t) R 1>0; (x+1)>+y" = _}

Figura 3 — Link das superficies (a)X; e (b)X; da Observacgdo 2.3.4

(@) ’\/O (b) "“\/ o
A O O

Fonte: (BIRBRAIR; GABRIELOV, 2019)



35

Os germes, na origem, das surpeficies X1 e X, sdo bi-Lipschitz exterior equivalentes,
ambiente topologicamente equivalentes (isto é, existe um homeomorfismo v : (R3,0) — (R3,0)
tal que y(X1,0) = w(X»,0)), mas ndo sdo bi-Lipschitz equivalentes. A prova pode ser vista em
(BIRBRAIR; GABRIELOV, 2019), Theorem 2.1., e a ideia principal de tal demonstracdo é a

utilizacdo do Teorema 2.3.26.
2.3.2 Arcos, triangulos de Holder e cornetas

A seguir, definiremos as estruturas basicas necessdrias para o estudo da geometria
Lipschitz de superficies semialgébricas. Enunciaremos também algumas proposi¢cdes elementares

acerca dessas estruturas.

Definicao 2.3.5. Um arco em R"* com ponto inicial p é um germe na origem de uma aplica¢do
semialgébrica y: [0,ty) — R", para algum ty > 0, tal que y(0) = p. Usualmente vamos identifi-
car um arco 'y com sua imagem Y(t) € R" obtida ao intersectar y com uma esfera de centro p e
raio t, para t suficientemente pequeno. Note que tal defini¢cdo é consistente, pelo Teorema da

Estrutura Cénica Local.

Todo arco com ponto inicial na origem serd denotado simplesmente como arco.
Dado um germe na origem de um conjunto X, o conjunto de todos os arcos Yy C X é denominado

link de Valette de X e é denotado por V (X) (Veja (VALETTE, 2007)).

Definicdo 2.3.6. Dado um conjunto X e dois arcos distintos 1, Y, C V(X), definimos a ordem
de tangéncia de y,,7Y> na métrica exterior, denotada por tord(y,,72), como o expoente f € Q

tal que existe uma constante ¢ > 0 satisfazendo:

171 (5) = )]l = ctP +o(eP)

Observe que, se Y| # s, pelo teorema de Newton-Puiseux, tais constantes c, 3 existem. Definimos
ainda tord(y,y) = oo para toda curva y € V(X). De modo similar, definimos a ordem de

tangéncia de v, ,7, na métrica intrinseca, e denotamos tal ordem por tordx (Y1, 7).

Tais ordens de contato sdo nimeros racionais (ou elementos do corpo de expoentes de
uma estrutura o-minimal) satisfazendo 1 < tord(y1,7) < tordx(y1, %), para todos y1,7 € V(X).
Ademais, X é LNE se, e somente se, tord (Y1, 7)) < tordx (Y1, %), para todos 71,7 € V(X) (veja
(BIRBRAIR; MENDES, 2018)).
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As defini¢des seguintes foram extraidas de (BIRBRAIR, 1999).

Definicao 2.3.7. Um conjunto A C R" é um tridngulo curvilinear com vértices a,,a;,as se:
* A é uma subvariedade topologica 2-dimensional com fronteira;
* A fronteira dA de A é a unido dos pontos ay,a,a3 e as curvas suaves conectando esses
pontos, que sdo chamadas de arestas do tridngulo;
* int(A) € suave.
Podemos escolher um de seus vértices e denotd-lo como vértice principal do tridngulo. Se a, é
vértice principal de A, denotamos os arcos de fronteira de A como sendo os germes, em ay, de

cada uma das arestas conectando a; com ay e a; com as.

Observacao 2.3.8. Dada uma superficie n-dimensional X, o conjunto dos pontos suaves de X
€ formado por todos os pontos p € X tais que o cone tangente a X em p ¢é isomorfo a R". Os
demais pontos de X serdo chamados de singulares e denotamos o conjunto de tais pontos como

sing(X).

Definicao 2.3.9. Dado um niimero racional @ > 1, definimos o a-triangulo de Holder padrao
como o conjunto Ty, = {(x,y) € R? |0 <x<1;0 <y<x%}. definimos também as curvas
Ip:={(x,0) €R?>:0<x< 1} elj := {(x,x*%) € R2: 0 < x < 1} como os arcos de fronteira
de Ty. Dizemos que um conjunto X C R" é um «-tridngulo de Hdolder com vértice principal
em a € X se existe uma aplicagdo bi-Lipschitz intrinseca @ : (Ty,0) — (X, a). Aqui, To, X sdo
vistos como espacos métricos com a métrica induzida de R? | R", respectivamente, e os conjuntos

0(1p,0),0(11,0) sdo definidos como os arcos de fronteira de X.

Definicao 2.3.10. Dado um niimero racional B > 1, definimos a B-corneta padrao como o
conjunto Hg = {(x,y,t) € R3|0<1<1;x%+y?=1*P}. Dizemos que um conjunto X C R" é
uma B-corneta com vértice principal em a € X se existe uma aplicacdo bi-Lipschitz intrinseca
¢ : (Hg,0) — (X,a). Aqui, Hg e X sdo vistos como espagos métricos com a métrica induzida de

R? ¢ R, respectivamente.

Observacdo 2.3.11. Para cada n > 2 inteiro, se considerarmos o mergulho f : R> — R";
flx,y)=,0,...,0,x); Y(x,y) € R?, definimos, para cada niimero racional @ > 1, o a-tridngulo
de Hélder padrdo mergulhado em R" como o conjunto f(Ty). E fdcil ver que o a-tridngulo de

Holder padrdo mergulhado em R" é um o-triangulo de Holder com vértice principal na origem.



37

Proposicao 2.3.12. Sejam ay,00,B1,B: € Q>1, com oy # a e By # Bo. Entdo, os germes
(Tey,0), (Ta,,0) ndo sdo bi-Lipschitz intrinseca equivalentes, e os germes (Hpg, ,0), (Hg,,0) ndo

sdo bi-Lipschitz intrinseca equivalentes.
Demonstracdo. Veja (BIRBRAIR, 1999), Proposition 3.1, Lemma 5.1. O]

Proposicao 2.3.13. Seja f: (0,t9) — R uma fungcdo semialgébrica cuja expansdo na série
de Newton-Puiseux é dada por f(t) = at* 4+ o(t%), coma >0 e a € Q>,. Seja ainda X =
(0,0)U{(x,y) ER?|0<y< f(x); 0<x<ty}). Entdo X éum o-tridngulo de Hélder com

vértice principal na origem.
Demonstragdo. Veja (BIRBRAIR, 1999), Proposition 4.1. [l

Proposicao 2.3.14. Seja X C R" um conjunto semialgébrico fechado e seja a € X.
* Se o link de X em a é isomorfo a [0,1], entdo X é um a-tridngulo de Hélder, para algum
racional @ > 1. Em particular, todo triangulo curvilinear é um triangulo de Holder.

e Se o link de X em a é isomorfo a'S', entdo X é uma B-corneta, para algum racional B > 1.

Demonstragcdo. Imediato por Lemma 4.2, 4.3 ¢ 5.1 de (BIRBRAIR, 1999). O
2.3.3 Complexos de Holder e operagoes

Ainda de acordo com as defini¢cdes feitas em (BIRBRAIR, 1999), neste secdo
veremos o conceito de complexo de Holder, tanto abstrato quanto geométrico, e suas propriedades

basicas.

Definicio 2.3.15. Seja G um grafo sem laco nem vértices isolados, V(G) é o conjunto dos
vértices de G e E(G) é o conjunto das arestas de G. Definimos um complexo de Holder
(abstrato) associado a G como qualquer par (G, f) onde f : E(G) — Q é uma fungdo de valor
racional tal que f(e) > 1, para todo e € E(G). Dizemos que dois complexos de Holder (Gy, f1)
e (Ga, f>) sdo equivalentes (ou isomorfos) se existir um isomorfismo de grafos i : Gy — G»
tal que, para todo e € E(G)), temos f>(i(e)) = fi(e). Nao é dificil ver que o isomorfismo de

complexos de Holder é uma relagdo de equivaléncia nos complexos de Holder.

Definicio 2.3.16. Seja (G, f) um complexo de Holder. O conjunto X C R" é chamado de

complexo de Hélder geométrico correspondente de (G, ) com vértice principal a € X se:
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1. existe um homeomorfismo ¥ : CG — X, onde CG é o cone topologico sobre G, tal que
Psi(A) = a, onde A é o vértice de CG;

2. para cada e € E(G), o conjunto Psi(Ce) é um f(e)-tridngulo de Hélder (semialgébrico)
com vértice principal em a, onde Ce C CG é um subcone sobre e.

A aplicagdo Psi é denominada aplicag¢do representacdo de (G, f).

Theorem 2.3.17. Seja X C R" um conjunto semialgébrico 2-dimensional puro fechado e seja
a € X. Entdo existe um niimero € > 0, um complexo de Holder (G, f) tal que WQX € um
complexo de Holder geométrico semialgébrico correspondente a (G, f), com vertice principal a.
Aqui, W C R" denota a bola fechada centrada em a e de raio €. Em outras palavras, o

germe (X ,a) é um complexo de Holder geométrico semialgébrico correspondente a (G, f)
Demonstracdo. Veja (BIRBRAIR, 1999), Theorem 6.1. O

Definicao 2.3.18. Seja G um grafo sem lago nem vértices isolados e seja vo € V(G).

1. Dizemos que vy € V(G) é um vértice ndo critico de G se for incidente com exatamente
duas arestas diferentes e1,e, € E(G) e essas arestas conectam dois vértices respectivos
diferentes vi,vy € V(G) com .

2. Dizemos que vy € V(G) é um vértice de lago de G se vy é conectado com exatamente duas
arestas diferentes e|,e; € E(G) e essas arestas conectam um mesmo vértice V.

3. Dizemos que v € vértice critico de G se vy ndo € vértice ndo critico, nem vértice de laco

de G.

Definicio 2.3.19. Seja G um grafo sem laco nem vértices isolados e seja vo € V(G) um vértice
ndo critico. Uma cirurgia Q.,, é uma operagdo que transforma o grafo G no grafo Q,,(G),
obtido ao excluir vy, suas duas arestas incidentes e|,e, conectadas respectivamente a vy,vy, e
em seguida conectar vy,vy por uma aresta e. Dizemos que G é um grafo simplificado se houver
apenas vértices criticos e de lago de G. Finalmente, dizemos que G' é a simplificacéo de G se
G’ é grafo simplificado e G' é obtido de G usando um niimero finito (possivelmente nenhum) de

cirurgias Q..

Proposicao 2.3.20. As seguintes afirmagcoes sobre grafos finitos sem lagos, nem vértices isolados
G,Gy,G) sdo verdadeiras:

1. G possui uma siplificacdo e tal simplificacdo é vinica a menos de isomorfismo.

2. Se G|, G, sdo as respectivas simplificacoes de Gy e Gy, e se G|, Gy sd@o grafos homeo-

morfos na topologia natural de grafos, entdo G| e G, s@o isomorfos.
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Demonstracdo. Veja (BIRBRAIR, 1999), Theorem 7.2. O]

Definicio 2.3.21. Seja (G, f) um complexo de Holder. Dizemos que o complexo de Holder
(G', f) é obtido de (G, f) se realizarmos em (G, f) uma das duas operagcdes seguintes:

* Operagdo Q,,: Suponha que o grafo G ndo é simplificado e que vo € V(G) é um vértice
ndo critico, com arestas incidentes ey,ey conectadas respectivamente a vi,vy. Entdo
defina G' = Q,,(G) e se e é a aresta conectando vy e vy, defina f'(e) = min{f(e;), f(e2)};
para as demais arestas e, defina f'(e) = f(e).

* Operagdo A, : Suponha que vy é um vértice de lago de G, conectado a vy por duas arestas
e1,er. Entdo definaG' =G e f'(e1) = f'(e2) =min{ f(e1), f(e2) }; para as demais arestas
e, defina f'(e) = f(e).

Dizemos que o complexo de Holder (G, f) é simplificado se as operagdes Q. e Ay,
ndo podem ser aplicadas a (G, f). Finalmente, dizemos que o complexo de Holder (G', f') é a
simplificacdo de (G, f) se:
1. (G, f) é simplificado.

2. (G, f") é obtido de (G, f) usando as operagdes Q. ou A, um niimero finito de vezes.

Observacao 2.3.22. Cada complexo de Holder possui uma simplificacdo. Duas simplificacoes

do mesmo complexo de Holder sdo isomorfas (Veja (BIRBRAIR, 1999), Theorem 7.2).

Lema 2.3.23 (Lema de Simplificacdo). Seja X C R" um conjunto semialgébrico 2-dimensional
puro fechado e seja a € X. Seja (G, f) o complexo de Holder tal que (X,a) é um complexo
de Hélder geométrico semialgébrico correspondente a (G, f). Seja (G, f') a simplificagéo de
(G, f). Entdo, (X,a) é um complexo de Holder geométrico semialgébrico correspondente a
(G, f)). A simplificagdo (G', f') de (G, [) é chamada de Complexo de Hilder Canénico de X

em a.

Demonstracdo. Veja (BIRBRAIR, 1999), Lemma 8.1. O]
2.3.4 Teoremas de classificagdo e realizacdo

Nesta ultima parte, enunciaremos alguns dos resultados mais relevantes acerca da
classificacdo de germes de superficies e conjuntos semialgébricos sob equivaléncia Lipschitz,

bem como algumas conjecturas a respeito.
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O estudo das cornetas, triangulos e complexos de Holder realizados em (BIRBRAIR,
1999) resultaram na completa classificacdo de germes de superficies 2-dimensionais sob equiva-

Iéncia bi-Lipschitz intrinseca. O critério de classficagdo € o que segue.

Teorema 2.3.24 (Teorema de Classificacao Intrinseca). Sejam X;,X> C R" conjuntos semial-
gébricos 2-dimensionais puros fechados e sejam a) € Xy, a; € Xp. Entdo os germes (X,a;)
e (Xp,ap) sdo bi-Lipschitz intriseca equivalentes se, e somente se, os complexos de Hélder

canonicos de X1 em ay e de X, em ay sdo equivalentes.
Demonstracdo. Veja (BIRBRAIR, 1999), Theorem 8.2. O]

Em 1999, Birbrair e Sobolevsky demonstraram em (BIRBRAIR; SOBOLEVSKY,
1999) que qualquer complexo de Holder pode ser realizado num complexo de Holder semialgé-

brico e geométrico.

Teorema 2.3.25 (Teorema de Realizagio). Seja (G, f) um complexo de Holder. Entdo existe
n € N e um conjunto semialgébrico 2-dimensional puro fechado X C R" tal que (X,0) é um

complexo de Hélder geométrico semialgébrico correspondente a (G, f).

A classificacdo de superficies sob equivaléncia bi-Lipschitz exterior e ambiente
ainda € um problema em aberto. Entretanto, alguns avancos notdveis na resolucio desta questao
foram realizados. Uma estrutura interessante que revela a profundidade deste problema no caso
bi-Lipschitz exterior € o conceito de pizza, que € estudado em (BIRBRAIR et al., 2017). Outro
resultado, tratando sobre a equivaléncia bi-Lipschitz ambiente entre conjuntos, foi demonstrado

por Sampaio em (SAMPAIO, 2016), e o seguinte:

Theorem 2.3.26. Sejam X,Y C R" conjuntos semialgébricos e sejam xyg € X, yo € Y. Se os
germes (X,xo) e (Y,yo) sdo bi-Lipschitz ambiente equivalentes, entdo os germes de cones

tangentes (C(X,xg),x0) e (C(Y,y0),y0) sdo bi-Lipschitz ambiente equivalentes.

O resultado a seguir foi provado por Birbrair e Mostowsky em (BIRBRAIR; MOS-

TOWSKI, 2000), indicando que a andlise dessa classificacao nos conjuntos LNE ¢€ essencial.

Teorema 2.3.27. Todo conjunto semialgébrico e compacto X de dimensdo k é bi-Lipschitz
intrinseca equivalente a um conjunto normalmente mergulhado Y C R, para algum inteiro

positivo m.
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Observacao 2.3.28. Em (BIRBRAIR et al., 2021), Birbrair, Fernandes e Jelonek provaram em

(BIRBRAIR et al., 2021) que é possivel realizar tal mergulho normal se m = 2k + 1.
Em (BIRBRAIR; GABRIELOV, 2020), a seguinte conjectura foi formulada.

Conjectura 2.3.29. Sejam (X,0) e (Y,0) duas superficies semialgébricas 2-dimensionais puras
em (R",0) que sdo bi-Lipschitz exterior equivalentes. Suponha também que (X,0) e (Y,0) sdo
ambiente topologicamente equivalentes.

* Sen > 5, entdo (X,0) e (Y,0) sdo bi-Lipschitz ambiente equivalentes.

* Se (X,0) e (Y,0) sd@o LNE, entdo (X,0) e (Y,0) sdo bi-Lipschitz ambiente equivalentes.

As condicdes LNE e n > 5 sdo motivadas pelo Teorema 2.3.27 e pelo fato de que ha
contra-exemplos para n = 3,4 em (BIRBRAIR; GABRIELOV, 2019). Caso a condi¢do LNE
seja ignorada, temos um resultado bastante surpreendente, baseada na "construcao de ponte".

Para mais detalhes, veja (BIRBRAIR et al., 2023).

Teorema 2.3.30. Para qualquer germe de superficie semialgébrica (X,0) C (R*,0), existem
infinitos germes de superficies (X;,0) C (R*,0) tais que:
1. Para todo i, os germes (X;,0) sdo topologicamente ambiente equivalentes a (X ,0);
2. Todos os germes (X;,0) sdo bi-Lipschitz exterior equivalentes a (X,0);
3. Os cones tangentes de todos os germes X; na origem sdo topologicamente ambiente
equivalentes;

4. Parai# j, os germes X; e X; ndo sdo bi-Lipschitz ambiente equivalentes.

O grau de liberdade em R* para fazer a construcio de ponte nio estd presente em

IR3, e por conta disso é possivel conjecturar o seguinte:

Conjectura 2.3.31. Para qualquer germe de superficie semialgébrica (X,0) C (R3,0), existe
apenas um niimero finito de germes de superficies (X;,0) C (R*,0) tais que:
1. Para todo i, os germes (X;,0) sdo topologicamente ambiente equivalentes a (X ,0);
2. Todos os germes (X;,0) sdo bi-Lipschitz exterior equivalentes;
3. Os cones tangentes de todos os germes X; na origem sdo topologicamente ambiente
equivalentes;

4. Parai# j, os germes X; e X ndo sdo bi-Lipschitz ambiente equivalentes.

O trabalho na presente tese de doutorado visa a resoluc@o parcial da Conjectura

2.3.29 em R3.
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3 LEMAS TECNICOS EM GEOMETRIA LIPSCHITZ AMBIENTE
3.1 Reducao a links planos

Demonstraremos nessa secao que o problema principal desta tese pode ser reduzido
a andlise em superficies dentro de um tipo de cone especifico, cujas secdes ortogonais a um
eixo sdo bolas fechadas que podem ser interpretadas como o link plano do mesmo. Tal redugdo
serd importante para a consecugdo de cdlculos de aplicagdes bi-Lipschitz ambiente em caitulos

posteriores.

Definicao 3.1.1. Dados n € N e a,R > 0, defina os conjuntos:
CH = {(xg,. .y x,t) €R™H 1> 0, x4+ 422 < (ar)?}

~C={plpe Y G R) = C Nt =Ry U = RN - G

S™(0,R) = {(x1,...,x,,1) ER"™™ | .- 42242 =R*}; UY(R) := U1 NS"(0,R)

Figura 4 — Representagdo grafica de C*!, —C"*1, C"1(R) e UT1(R)
t CZY(R)

t  UFY(R)

Fonte: elaborado pelo autor.

Sabemos que, para cada R > 0, a projecdo estereografica:
yr:S"(0,R) —{(0,...,0,—R)} - R" x {R}

2R
XlyeensXnyX = (Axy,...,Ax,R); A = ——
( 1 n n+1) ( 1 n ) xn+1+R
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¢ um difeomorfismo, cuja inversa é:

wr' 1 R" x {R} — S"(0,R) — {(0,...,0,—R)}

4R?
Xt X0, R) = (Axq,... A x,,2A" = 1)R) ;A" =
(n mR) = (A m R) X34 +x2+4R2

Ademais, para cada a > 2 suficientemente grande, existe a’ > 0 suficientemente

pequeno tal que WR|W é um difeomorfismo sobre sua imagem C"**!(R), e que a’ depende
a
apenas de a (mais precisamente, a’' = afﬁ).

Proposicao 3.1.2. A aplicacdo v : U(f,“ — C"! dada por y(xy,...,%,,R) = Wr(x1,...,%:,R),

para todo (xy,...,x,,R) €U ;,“, é uma aplicagdo bi-Lipschitz exterior.

Demonstragdo. Inicialmente, provemos que W € LNE. De fato, pelo Teorema 2.2.22, basta
provar que existe C > 1 tal que UZ’H (R) é C-LNE, para cada R > 0. Dados p,q € UZ'H (R)
e sendo o0 = (0,...,0,—R), temos que existe 5 > & > 0 de modo que Zpog < & — €. Assim,
como a interse¢ao de U g’H (R) com o plano passando por p,0,qg é um arco da circunferéncia
circunscrita ao triangulo pog (que vamos assumir ter raio r), cujo comprimento d € no maximo

2(m — €)r, concluimos que:

2Ar—e)r mw—¢ _c
d(p,q) ~ d(p,q) — 2rsing  sing

dyrr(Ps9) d
u/ <

E a afirmacdo estd provada. Como U ;’,H € conexo por caminhos, basta verificar se
v satisfaz as condi¢des da Proposic¢do 2.2.12, uma vez que as métricas exterior e intrinseca
sdo equivalentes. De fato, W|Un+1 € uma aplicagdo diferencidvel cuja inversa € uma aplicagdo
/
a

diferencidvel dada por:

l//_lll.m(cgﬂ)(xl,...,xn,R) = wp (X1, X0, R) 5 Y(x1, .., X0, R) € int(CPT)

Provemos que Y|+ € positivamente limitada em U "+l Dado (x1,...,%11) €
a
Uc’f,“, como R? = x% + ---+x,%+1, temos que 3_;5( = %, para k =1,...,n+ 1. Além disso,

(axpi1)* <xf+-+x2=R*—x2. | = |xup1]| < , 0 que implica que existe 0 < ¢ < 1

R
1+(a')2
de modo que ¢cR < x,4+1 +R < 2R. Temos ainda, parai=1,...,n:

8/1 8 2R . 2xl~ 2)6,' 2xl~xn+1
= R(

Oxi 9% \Xut1 +R

oA 0 ( 2R ) . 2xn+] 2 . Z(X,H_] —R)

OXpp1 0%yl \Xng1+R

X1 +R) (%1 TR R(xus1 +R)?

Xnt1+R)  Xpp1+R  R(xuy1+R)
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Dai, ao calcularmos as entradas da matriz jacobiana, obtemos, para 1 <i,j <n, i # j:

% _ d(Ax;) 1 _l_x.&_}L _ 2R n 2xl-2xn+1 _ 2(R3 —I—szn_,_l +xl.2xn+1)
ox; ox; '0x;  Xp1+R  R(x,41+R)? R(xp11+R)?
. 3 2 2
_|ovi| (2R 4 RRRAR) _ 6
ax; |~ R(cR)? c?

oy AAx) A 2xixmas dvi| _2(RRR) 2
ox;  dx;  ox; RO +R?Z  |ox;| = R(cR? ~ &2
oy _d(x) _ 9h 2w —R) _ |9wi| _ 2R(R+R) 4
st w1 0xen1  Ran 4R |9x;|= R(R) ¢

2 2 2
Ademais, Y71 (‘g"—;) =Y (ai;k) =y % = 1, implicando que a0 menos
uma de tais derivadas tem mddulo maior ou igual a \/Lﬁ e todas elas tém mddulo no maximo 1,
completando a demonstragdo.

Agora, provemos que ! |im(cn+1) é positivamente limitado em int(C"*!). Dado

: n+1 r_ 4R? N _ 8R%x; .

(x1,...,%n,R) € int(CJ"), como A" = T AR temos que - = O AR (i=
' 8R( 442

17"'7”)6%: 2(Xl 2 xn§2

dR (x7+--+x2+4R?)

entradas da matriz jacobiana, obtemos, para 1 <i,j <n,i# j:

. Ademais, 0 < A’ <1 e |x;| < aR. Dai, ao calcularmos as

Iy~ 1), _ 9d(Axi) :k,ﬂ.aw _ 4R? B 8R%x? _
dx; ox; YOxi x4 +x2+H4ARE (X34 +x2+4R2)2

_ ARP(xF+ -+ +x7 | — X7 +X7 + ...+ X2 +4R?)
B (- 27+ 4R%)?

=

Iy 1)l 4R*((n—1)a’R*+4R?)  (n—1)d?
~ ‘ Jx; (4R?)? == 'l
Iy ) _ d(A'x;) _ oA _ 8R%x;x; oy;| _8R%.aR.aR _ a_2
dx; dx;  dx; (P4 +2+4R)2 T |9x;| T (4R%)Z 2

8R.aR(na’R*)  na’

OR OR _(x%_|_..._|_xr2l+4R2)2

Ay i IdWx)  8Ru(xi+---+x;) Iy )
- (4R2)2 2

JdR
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Iy a1 02V -DR) 16R3x; N Ay 1| 16R3.aR
oxi  dx; (B4 +x2+4R2)? o |- (@R " “
Ay Hyr1 QM —-DR) ., A" 8R*(3(xf+---+x2)+4R?)
JdR B JdR _M_lJFZRaR_ (2 +--- 42 +4R2)2 —1=
I ps1| _ 8R*(3na®R*+4R*) 3na®

O que prova que a norma do jacobiano € limitada superiormente. Ademais, se n > 2:

z”: oY _ Z": ARP(xf + -+ — X7 7 o2 HAR?)
Sox H (X%+-'-+x,21+4R2)2

4R*((n—2)(x3+ -+ +x2) +4nR?)
(e -t 4 4R2)?

4R*(4nR*)  l6n
(a2R2 -|—4R2)2 - (a2 +4)2

>

. . . ay; 16 -1 .
E assim existe 1 <i < n tal que g Tl m, mostrando que Y ‘im(Cngl) é

positivamente limitado em int(C'!) (para o caso n = 1, também h4 positividade, uma vez

D) 8R|x;|? SR.R3 8 I 4R*(—x}+4R?)

1| 1 . _ L) N 1

| - |(x%+4R2)2\ = (a2R2+4R2)2 - (a2+4)2’ s€ |x| Z R’ ¢ | x| | - | (x%+4R2)2 | =
4R%(—R24+4R? -

W = %, se |x| < R). Isso encerra a demonstragio do teorema. O]

2w
que | (lgR

Proposicao 3.1.3. Suponha que o Teorema 1.0.1 seja vdlido para todo germe de superficie LNE
(X,0) € C3. Entdo, o Teorema 1.0.1 é vdlido para todo germe de superficie LNE (X,0) C R>.

Demonstragdo. Dado X C R? normalmente mergulhado, existe um vetor u ¢ S = {y/(0) | y €

V(X)}. Tomando uma rotagdo de eixos, se necessdrio, podemos supor que u = (0,0, —p), para

algum p > 0. Sendo S fechado, existe @’ > 0 suficientemente pequeno tal que u & S,Vu € U;’,.

Figura 5 — Demonstracio da Proposi¢do 3.1.3

Fonte: elaborado pelo autor.
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Dai, y : (U3,0) — (C5,0) é uma aplicagdio bi-Lipschitz exterior e assim (y(X),0)
¢ um germe de uma superficie normalmente mergulhada, pela Proposicao 2.2.17. Se ¢y,..., @y, :
(C3,0) — (C3,0) sdo sequéncias de aplicagdes bi-Lipschitz exteriores tais que ¢;(p) = p, para
todopcdClei=1,....,mese@:=@yo---0@ étal que (W(X),0) = y(Ty,0) ou V(Hp),
entdo tomando a aplicacdo ¢ da Proposi¢cdo 2.2.9, temos, pela hipdtese da Proposi¢do, que

®(X,0) = (Tg,0) ou (Hg,0), finalizando a demonstragio. O
Motivados pelas Proposi¢des 3.1.2 e 3.1.3, temos as defini¢des a seguir:
Definicao 3.1.4. Para cada X C CZ+1 e cada € > 0, defina os conjuntos:
C" el = {(x1,...,x0,0) €CT 0 <1 < £} U{0}

CZH(S) ={(x1,...,x0,€) €C 1Y
X[e] =XNC"e]
X(e)=XNC"(e)

O conjunto X (€) é denominado €-link plano de X.

Definicio 3.1.5. Dados germes de conjuntos (X,0),(Y,0) C (C*1,0), dizemos que (X,0)
e (Y,0) sdo bi-Lipschitz ambiente equivalentes em (C'1,0) se existe € > 0 suficientemente
pequeno e uma aplicagdo bi-Lipschitz exterior ¢ : (C'1,0) — (C'*1,0) tal que:

1. ¢(p) = p, para todo p € IC* ' NCH[g].

2. p(X[e]) =Y[e]

3.2 Lemas de translacao e rotacao

Uma vez realizada a reducdo, demonstremos alguns lemas que permitirdo a translagao

e a dilatacdo dos links planos das superficies estudadas.

Lema 3.2.1 (Lema de Translagdo). Seja ap > 0, X C Ciit! uma superficie e (7,0) C (Cq,,0),
v(t) = (y1(2),...,yn(t),t) um arco. Suponha que X' C CZO+1 seja a translagdo de X por Y, isto é:

(X1, X t) €X' & (x1 —y1(1), .y x0 —ya(t),1) €X

Entdo, existe a > ag tal que (X,0),(X’,0) sdo bi-Lipschitz ambiente equivalentes em (C*+1,0).
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Demonstragdo. Como (7,0) C (Cy,,0) é um arco, existe ¥ (0) = (¥;(0),...,,(0),1) € C2F1,

Por simplicidade, escreveremos y; = y;(t) e y; = yi(¢). Temos que existe M >0 e € > 0 su-

ficientemente pequeno tal que %| Vil <M, parai=1,...,netodo 0 <t < € Paracada

a >max{1,ap}, seja b = \/a e sejam os conjuntos:
D' ={(x1,....xn,1t) €CHeE] | (x1 —y1)* + - + (30 —yn)* < (b2)*}

D={(x1,....x01) €CHe] | 2+ +22 < (b))
Ty ={(x1, - xn,0) €Cy T ] | (i1 = A1)+ 4 (= Ayn)> = (At + (1= A)ar)*} (0< A < 1)
Ty ={(x1,. .. xn,t) €C ] |24 4x2 = (Abt+ (1= A)at)*} (0 <A < 1)

Evidentemente (7,0) C (D',0), Iy = 9D/, 'y = dD e Ty =Ty = dC**!. Temos
ainda que CI* 1 (1) = D(t) Uz T (1) = D/ () U Uzt T (1)

Afirmacao 3.2.2. Existe a > 0 suficientemente grande de modo que as seguintes condigoes
sejam satisfeitas:

1. X(t) CD(t) e X'(t) C D'(t), para cada 0 <t < €.

2. As n-bolas D(t),D'(t) estdo no interior de C**'(t), para cada 0 <t < €.

3. Para0 < Ay <Xy <1, temos que I'y, () T, (1) =0 ey NI =0.

Demonstragdo. Como X C C,, e podemos tomar € suficientemente pequeno de modo que ||(z)||
€ limitado, para 0 < 7 < €, temos que existe a suficientemente grande de modo que as n-bolas
D(t) e D'(t), ambas de raio bt > apt, contenham X (¢) e X'(r), respectivamente (o que implica
a condicdo (1)), e |[(y1,...,yn)|| < (a—b)t, uma vez que b,a — b — o quando a — co. Como o
centro comum de D(t),C" (1) é y(t) = (0,...,0,t), temos claramente D(¢) C int(C'(1)), e
como ||y(t) — ()|l = |(y1,--.,yn)|| < at — bt, temos D' (t) C int(C'(¢)), provando (2).
Para provar (3), para cada 0 < A < 1 e r > 0 suficientemente pequeno, seja 7, (f) =
Ay(t)+(1—A)y(t) e Ry = Ab+ (1 —A)a. Sejaainda 7(t) = (-%y1, .., 2% Vn,t). Um cdlculo

direto mostra que paratodo 0 < A; < A, < 1:

_ R?th
a R)L t

2

7, (t) = 7(t)

(12, (1) = 7(2))
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. . . . -~ R
Isso implica que a homotetia H com centro ¥(¢) e razdo % manda Fﬁz (1) para F;Ll ().

Suponha p € I") NI . Entdo, p # ¥(t), pois ¥(t) € int(D'(t)) e int(D'(t)) esté no interior das
bolas com fronteiras Flkl (1), F:b (). Como ¥(t), p e H(p) sdo colineares, temos p = H(p), o
R
que implica % =1, isto é, A = Ay, uma contradi¢io. Portanto, I" /)L, N F’A2 = (. Um argumento
2

andlogo tomando Y(¢) = y(t) = ¥(t) demonstra que I'y (t) NIy, (¢) = 0. O

Figura 6 — Demonstracdo da Afirmagao 3.2.2

Lo () To(£) =Ty ()

Fonte: elaborado pelo autor.
Agora, defina ¢ : (C1,0) — (C"*!,0) como:

(X1 = Y1,y Xn —Ynst), (X1,...,%n,1) € D(1)

(p(xl,. .. ,xn,t) =

(X1 = AY1, ey X — AVnyt),  (X1y..e,xn,1) €15 (1)

Note que para A = 1, temos (x; — Ayy,...,Xn — Ayn,t) = (X1 — Y1, esXn — Ynst),
implicando que ¢ é continua. Também, @(D(t)) = D'(t), ¢(X') =X, @([,(2)) =T (t) e @
possui inversa ¢! : (C"*1,0) — (C**1)0), dada por:

-1 (X] +y17"'7xn+yn7t)7 (X],...,Xn,l')ED/(l)

(0] (xl,...,xn,t) =

(X1 +AY1, - Xn+ Ay, 1), (X1, X0,1) €T (1)

Isso mostra que ¢ € um difeomorfismo ao tomar a restricdo em cada um dos abertos

DeU=Jy-p<1 1. Como D,U sdo conexos por caminhos e possuem interse¢do igual a I'y,

pela Proposicdo 2.2.10, basta provar que ¢ é bi-Lipschitz intrinseca, uma vez que (C**1,0) é
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LNE (pois € convexo). Para tanto, verifiquemos se (p|(D70), (p|(U70) cumprem as condi¢des do
Teorema 2.2.12.

Dado p = (x1,...,%,,t) € D[] calculando o jacobiano Jy(p), temos:

10 ... 0 —y
01 ... 0 —y,
Jo(p) = : Do
00 1 —y,
00 ... 0 1
Dai, detJy(p) = 1 e como |yi| < M, parai=1,...,n, temos que ¢ é positivamente

limitado em (D, 0). Logo, ¢|p,g) € aplicag@o bi-Lipschitz. Agora, dado p = (x1,...,X,t) € U[E],
a (n+1)-ésima linha de Jy(p) € (0,...,0,1), mostrando que ||Jo(p)|| > 1. Verifiquemos entdo
se as outras entradas do jacobiano sdo limitadas. Com efeito, para 1 <i < n, ao derivar em x; a

equacio (x; —Ayy)2+ -+ (x, — Ay,)?> = (Abt + (1 — A)at)?, vem:

& oA oA oA
Z 2 xk—lyk (_8_x,-yk) +2(x,-—7ty,~) (1 — 8_x,~yi) = 2<7Lbl+(1 —l) )(bt_at)8_xl =

() (oman s (2580 1) s

k=1,

cOmo‘(a—b)(zmu— Ja) =Xy, (552) (%)] = (a—b)o—n(a-+1.00)M >

Ayi—x;

>
< 1.M + a, entao <t—> limitado. Analogamente,

0 para a suficientemente grande, e ‘

( %’}) € limitado. Portanto, para 1 <i,j <n:

8([),’ - 8xi—/ly,- o 8x,- _8_/1 . ﬁ Tl oA y, <1+ ta_l M
ox; B ox; B ox; 8xjyl ~ | dx; 8xJ ox;
8(p, 8x,~—)»y,' oA , A | |yi , oA

— 12 v < P22 12 Ay < |22 .
ot ot ‘ ‘azy’”y’—tat‘ ‘t +A-il < o | MM

O que mostra que ¢ é positivamente limitado em (U,0). Analogamente, o' é
positivamente limitado em (U’,0). Logo, (p|(U70) € aplicacdo bi-Lipschitz e a demonstragdo esta

completa. [
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Lema 3.2.3 (Lema de Dilatagdo). Sejamn € N, ag >0 e f: (R,0) — R um germe de funcdo
semialgébrica cuja série de Puiseux é f(t) = co+o(1); co > 0. Se (X,0) C (C**1,0) é germe
de uma superficie e se (X',0) C (C'*1,0) ¢ a dilatagdo de X por f, isto é, (x1(t),...,x,(t),1) €
(X,0) & (f(O)x1(t),..., f(t)x,1) € (X',0), entdo existe a > ag tal que (X,0), (X’,0) C (C*1,0)

sdo bi-Lipschitz ambiente equivalentes em (C'+1)0).

Demonstragdo. Note inicialmente que lim f (t)=coe lir%t )= 11m Z gcqt? = 0. Dai, supo-
1—0 i—
q>0

360

nha que £ > 0 é suficientemente pequeno tal que |rf'(r)| < 3 < f(r) < =52, para0 <t < €. Para

cada a > max{1,ap}, seja b = y/a e sejam os conjuntos:
D={(x1,....,x,,1) € C" [e] | x}+ - +x2 < (bt)?}

D' = ({21, nt) € CiVe] [ G402 < (F(1)b1)°)
T = {1, tn) € 7 el | o2 = (Abt + (1 - A)ar)’} (0 < A < 1)
T = {1 nt) € GV e] [ oo = (AF()b+ (1= A)ar)} (0 <A < 1)

Similarmente a Afirmagdo 3.2.2, podemos tomar a suficientemente grande de modo
que, para todo € >t > 0, X (1) C D(r). Isso garante que as n-bolas D, D’ estejam no interior de
Cit1(t), bem como cada uma das (n — 1)-esferas I'y (¢),I7) (). Ademais, para 0 < 4; < A, < 1,
temos que I'; (1) NIy, (1) =0 e CiT1(t) = D(1) UUp<p< [ (). Analogamente, L, N, =0
e Cy (1) = D(1) Ulp<a<i T (1)

Agora, defina ¢ : (C*1,0) — (C"*!,0) como:

(f(O)x1y. .oy f(1)xn,1), (X1,...,%n,1) € D(1)
A b+(1-A)a Af(t)b+(1—-A)a
(st (a0 ) ey

Note que para A = 1:

01 s 00 = (MO s (R0 ) )

Implicando que @ é continua. Também, @(D(t)) = D(t)", ¢(X') =X, @(L3 (1)) =T (t) e ¢

(p(xl,...,xn,t) =

possui inversa continua ¢~ : (C?*1,0) — (C"*1,0), dada por:

(‘%xi?%xn;t)’ (x17"'7-xn,t) ED/(Z)

0 (e mt) = Ab+(1-2) Ab+(1-2)
<<—lf(t)b+(1—l)a>x1""’ (lf(t)b—l—(l—l)a)x”’t) ;o (X1 X t) € Fil(t)
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Isso mostra que ¢ € um difeomorfismo ao tomar a restricdo em cada um dos abertos
DeU =Jy-3<1 1. Como D,U sdo conexos por caminhos e possuem interse¢do igual a I'y,
pela Proposicdo 2.2.10, basta provar que ¢ é bi-Lipschitz intrinseca, uma vez que (C**1,0) é

LNE (pois € convexo). Para tanto, verifiquemos se (p|(D,0), (p|(U70) cumprem as condi¢des do

Teorema 2.2.12.

Dado p = (x1,...,x,,t) € D[€] calculando o jacobiano Jy(p), temos:

f@&) 0 ... 0 xf'()
0 f(r) ... 0 xaf'(2)

0 0 ... f(&) xuf'(r)

0 o ... 0 1
Da, det/p(p) = /(1) € (%) (%) ") ecomo | £(1)] < 3. s (1)| = | ey (0)] <
a.9, parai=1,...,n, temos que ¢ ¢ positivamente limitado em (D, 0). Logo, ¢|p o) € aplicagao

bi-Lipschitz. Agora, dado p = (x1,...,x,,t) € U[€], a (n+1)-ésima linha de Jy(p) € (0,...,0,1),
mostrando que ||Jy(p)|| > 1. Verifiquemos entdo se as outras entradas do jacobiano sdo limitadas.

Com efeito, para 1 < i < n, ao derivar em x; a equagdo x7 + - - +x2 = (Abt + (1 — A)at)?, vem:

oA oA i

2x; =2(Abt + (1 — A)at) (bt —at)=— = | t=— ((a—b)(/llﬂ—(l—l)a)):)ﬁ

8x,~ 8xi t
Como |(a—b)(Ab+(1—A)a)| > (a—b)b > 0e |%| < a, entdo (tﬁ—i) é limitado.
Analogamente, temos que (t%—’}) também ¢ limitado. Com isso, denotando k = %,

temos L) <k< % e:

a

ok (b=a)(132) AL(O)b+(1=A)a) — (Ab+ (1= )a) (132) (/)b —a)

ox Af(O)b+ (1—A)a)?

o (=) (1) (Arop+ (1= )a)— b+ (1= 2)a) (1% ) (F(1)b - a) + bA(f (1))

ot (Af(O)b+(1—2A)a)?

Implicando que tais expressdes sdo limitadas, visto que A f(¢)b+ (1 —A)a > f(¢)b

e todas as parcelas no numerador sdo limitadas. Portanto, para 1 <i,j < n:
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8q),~ . a(kx,') . 8x,~ ok

8_xj _' ox; _'k8_xj+8xjxl s kit 8xj ‘_ _b 8xj
8(p,- . 8(kxl) . dk Xi ok
‘at —’ o1 _’tE‘HS’E“

O que mostra que @ é positivamente limitado em (U,0). Analogamente, ¢! é
positivamente limitado em (U’,0). Logo, (P|(U7O) € aplicacdo bi-Lipschitz e a demonstragdo esta

completa. [

Corolario 3.24. Seja g: (R,0) — R um germe de fungdo semialgébrica cuja série de Puiseux é

g(t) = cﬁtﬁ +o(tP); cg > 0, para algum racional § > 1. Entdo, o germe conjunto:
X ={(x1,20,0) € G | ¥} 43 = g(1)*}

é bi-Lipschitz ambiente equivalente ao germe da B-corneta padrdo.

Demonstragdo. Seja y a aplicagdo da Proposicdo 3.1.2. O germe de y/(Hpg) é (X',0), onde:
X' ={(x1,x2,1) €C) | xi+x5 =h(1)*}

Para algum germe de fungdo 4 : (R,0) — R cuja série de Puiseux é h(t) = dﬁtﬁ +
o(th); dg > 0. Pelo Lema de Dilatagéo, aplicado a f(t) = his g temos que (X,0) é bi-Lipschitz
ambiente equivalente a (X’,0) em C3. Da Proposigio 3.1.3, (X,0) é bi-Lipschitz ambiente

equivalente a (Hg,0). O

Figura 7 — Representagdes graficas do Lema 3.2.1 (esquerda) e Lema 3.2.3 (direita)
d.f(t)
—

d
At

Fonte: elaborado pelo autor.
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4 TRIANGULOS SINCRONIZADOS E APLICACOES
4.1 Definicoes e exemplos

A partir de agora definiremos os conceitos de tridngulos sincrozinados, retangulos
curvilineares e regides delimitadas por tridngulos e veremos também alguns exemplos de tais

objetos, bem como subclassificagdes importantes.

Definiciio 4.1.1. Seja a > 0 um real dado e sejam (%,0),(y1,0) C (C3,0) dois germes distintos
de curvas, e seja ainda (T,0) C (C3,0) um germe de triangulo de Hélder cujos arcos de fronteira
sdo (%,0),(11,0). Dizemos que (T,0) é um Germe de Tridngulo Sincronizado se existe € >0

tal que, para todo 0 <t < €, se:

0 =(t) = (x0(t),y0(2),t);71 = n(t) = (x1(2),y1(2),1)

sdo as z-parametrizacoes de (1,0) e (11,0), respectivamente, entdo xo(t) < x1(t) e m,(T N{z =
t}) é o grdfico de uma fungdo semialgébrica f; : [xo(t),x1(¢)] — R satisfazendo f;(xo(t)) = yo(t)
e fi(x1(t)) = y1(t). Aqui, 7, : R> = R?; m (x,v,2) = (x,y) € a z-projecdo. A familia de fungoes

{fi }o<i<e € dita Geradora do Germe Sincronizado (T,0).

Figura 8 — Germe de tridngulo sincronizado

Yo(t)

(x0(£), yo(£), ) X (2, (2), y, (2), 1)

(T,0)

Fonte: elaborado pelo autor.

Observacao 4.1.2. Se (T,0) é germe de tridngulo sincronizado e {f; }o<i<¢ € sua familia de
fungdes geradoras, temos que (sing(T),0) é uma unido de n arcos (8;,0) (n € N), com &(t) =

(ri(t),si(t),t), paracadai=1,... n. Podemos ainda supor, reordenando os indices se necessdrio,
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que xo(t) =ri(t) < --- <ry(t) =x1(t) e que cada f; é diferencidvel em \Ji_,(ri(t),riy+1(2)), isto

é, ft € suave por partes, para todo 0 < t < €.

Observacio 4.1.3. Para cada 0 <t < € e para cada u € [0, 1], defina:
0,(t) =u-x1(t)+ (1 —u)-x0(t) € [x0(2),x1(1)]

Note que para todo ponto P no tridngulo sincronizado (R,0), existe tinicos u € [0, 1],
t >0 tais que P = (0,(1), f;(6,(t)),t). Dessa forma, se definirmos para cada u € [0,1] os arcos

semialgébricos v, : (R%,0) — (C3,0) como:

Yu(t) - (Ou(t)aft(eu(t));t) ;>0

Entdo os arcos Y, C V(T) formam uma cobertura do germe (T,0). Com isso,
podemos definir {Yu},cj0,1] como a cobertura por arcos do tridngulo sincronizado (T,0).
Finalmente, note que, para cada u € [0, 1], como cada germe de curva (y,,0) é semialgébrico,

entdo o limite 1ir(§1+(}{4(t)) existe e é um vetor, denominado 7,(0).
f—

Definicio 4.1.4. Dado M > 0, dizemos que um germe de tridngulo sincronizado (T,0), com
{fi} sendo sua familia de funcdes geradoras, tem Derivada M-limitada se existe € > 0 tal que,
para todo 0 <t < € e para todo a € [xy(t),x(t)], as derivadas laterais de f; em a possuem valor

absoluto menor que M, isto é:

M>‘aa£(a) :hlir&ﬁ(aJrh})l_ﬁ(a)axo(I)<a<x1(t)
M>‘§£(a) :hl_igl_ﬁw_‘_h})l_ﬁ(a),xo(l)<a<x1(t)

Dizemos também que um germe de tridngulo sincronizado (T,0) é de Classe C' (ou
que é C') se (T,0) é um tridngulo curvilinear. Finalmente, dizemos que um germe de tridngulo
sincronizado (T,0), que é C', é Convexo se cada fungdo de sua familia de funcées geradoras é

convexa.
Exemplo 4.1.5. Considere o conjunto:
T={(x,"—x*1)|0<1<1;—1<x <1} CCp5

Note que (T,0) é um tridngulo de Hélder com vértice principal na origem, e cujos arcos de

fronteira sdo os germes (%,0),(11,0), em que Y (t) = (—t,0,t); 71 (¢) = (¢,0,1), para 0 <t < 1.
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Veja também que (T,0) é um germe de tridngulo sincronizado, onde, para cada t € (0,1):
fi i [=t,1] = Ry fi(x) =12 — x?

é a familia de funcdes geradoras de (T,0). Por fim, perceba que

dfi

g(a) =—2a€[-2t,2t] C[-2,2|;VO<t<1,—t<a<t

o que mostra que (T,0) tem derivada 2-limitada e é C'.

Exemplo 4.1.6. Considere o conjunto em C s5:
X 2 X 2
Tz{(x,;—{—t,t) |0<t<1;—1 SxﬁO}U{(x,—;—f—t,t) |0<r<1;0<x<t }

Note que (T,0) é um tridngulo de Holder com vértice principal na origem, e cujos arcos de
fronteira sdo os germes (¥,0), (¥1,0), em que Yo (t) = (—£2,0,¢); 11 (t) = (¢2,0,1), para 0 < t < 1.
Veja também que (T,0) é um germe de tridngulo sincronizado, onde, para cadat € (0,1):
Y41, xe[-1%0]
fit[=tt] = R; filx) =
2
-1+, x€[0,t7]
E a familia de funcées geradoras de (T,0). Observe que (T,0) é sincronizado mas ndo é de

classe C'. Por fim, perceba que:

&

1
g(a)‘ = V0<t<lac (—2,0) U (0,7%)

.1
O que mostra que (T,0) ndo tem derivada M-limitada, para todo M > 0, visto que 11151+ o= o0,
—
Definiciio 4.1.7. Seja a > 0 e sejam (T1,0), (T»,0) C (C3,0) germes de tridngulos sincronizados.
Dizemos que (T1,0),(T>,0) sdo alinhados nos arcos de fronteira se existem quatro germes de

curvas distintos (1,0), (11,0), (90,0), (p1,0) € (C3,0), tais que:
% = W(1) = (x0(1),y0(t),1), " =N () = (x1(£),y1(2),1)
Po = po(t) = (xo(t),wo(t),1), 1 = n(t) = (x1(1),w1(2),1)
sdo suas z-parametrizagées, parat > 0 suficientemente pequeno, e que (1,0),(y1,0) s@o arcos
de fronteira de (T1,0) e (po,0), (p1,0) sd@o arcos de fronteira de (T5,0). Suponha ainda que

{fi},{g:} sejam as familias de fungédes geradoras de (T1,0) e (T3,0), respectivamente, e que

para todo t > 0 suficientemente pequeno:
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Figura 9 — Retingulo curvilinear delimitado por (77,0), (73,0)

Fonte: elaborado pelo autor.

* filxo) =yo(t), fi(x1) = y1(2), 8 (x0) = wo(t) € g (x1) = w1 (2);
o fi(x) > g(x), para todo xo(t) < x < x1(1).
Definimos o retdngulo curvilinear delimitado por (T,,0),(T>,0) como sendo o germe do seguinte

conjunto semialgébrico:
R={(xy1) €C, | x0(r) Sx<x1(1) 3 g1(x) <y < fi(x)}

Caso (1,0) = (po,0) e (11,0) = (p1,0), demoninamos o retdngulo curvilinear delimitado por

(T1,0),(T»,0) também como a regido delimitada por (T,0),(T>,0).
Observacio 4.1.8. Para cadat > 0 e para cada (u,v) € [0,1]?, defina:
6. (1) = u-x1 () + (1 —u) - xo(t) € fro(r),x1(1)]

Oup(t) =v- fi(Bu(1)) + (1 =v) - 81(0u(r)) € [8:(6u(2)), f1 (1))

Note que para todo ponto P no retdngulo curvilinear (R,0), existem (u,v) € [0, 1],
t > 0 tais que P = (6,(t),04,(t),t). Além disso, para cada P € (R,0), u e t sdo tinicos e se
f1(6u(t)) > 8:(6u(t)), v também serd tinico (caso f;(0,(t)) = g:(0u(t)), temos P = (0,(t), 0, (t),1)
para todo v € [0, 1]). Dessa forma, se definirmos para cada (u,v) € [0,1]? os arcos semialgébri-

cos Yuy : (R%,0) — (C3,0) como:
Yu(t) = (6u(t), Oun(t),t) 5 >0

Entdo os arcos %Y, C V(R) formam uma cobertura do germe (R,0). Com isso,

podemos definir { iy} (. 1)c[0,12 como a cobertura por arcos do retdngulo curvilinear delimitado
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por (T1,0),(T»,0). Finalmente, note que, para cada (u,v) € [0,1]?, como cada germe de curva

(Yuv,0) é semialgébrico, entdo o limite lir(§1+(y,'4 ,(2)) existe e é um vetor, denominado v, ,(0).
t— ’ '

4.2 Propriedades basicas

A seguir, demonstraremos algumas propriedades estruturais bdsicas dos tridngulos
sincronizados e das regides delimitadas por tridngulos alinhados nos arcos de fronteira. Nas
proposi¢des seguintes desta secdo, considere os elementos como nas defini¢oes 4.1.1, 4.1.4, 4.1.7

e como nas observacoes 4.1.3 e 4.1.8.

Proposicio 4.2.1. Sejam a,M > 0 e seja (T,0) C (C3,0) um germe de triangulo sincronizado
C!, com derivada M-limitada. Se {f,} é a familia de fungées associada a (T,0), entdo, existem
€ > 0 suficientemente pequeno e N > 1 suficientemente grande tais que, para todo 0 < t < €,
x € (xo(t),x1(¢)) euc0,1]:

S0

U@ <N

Demonstragdo. O resultado a seguir pode ser visto como uma consequéncia de estratificacao
como em (KURDYKA, 1992). Aqui, daremos uma prova diferente, usando o lema de selecdo de
curva.

Como (T,0) é de classe C!, podemos tomar & > 0 tal que (%( ft)(x) esteja bem

definida, para todo 0 < r < 2g e todo xo(#) < x < x1(t). Agora, para cada n € N, defina:

-}

Suponha que, para todo n € N e todo ¢ > 0 suficientemente pequeno, tenhamos

A, = {(t,x) € (0,2g) xR | xo(t) < x < x1(2); %(ﬁ)(x)

A,NC3(t) # 0. Como A, é semialgébrico, pelo lema de seleg¢io de curva existe um germe de
arco (y,,0) C (A,,0). Escrevendo y,, = y, (1) = (x(),y(t),t) e notando que y, é semialgébrico,
existe 0 < € < & suficientemente pequeno de modo que v, (¢) = (¥'(¢),'(¢), 1) estd bem definida
e é continua, para todo ¢ € [0, €], onde v, (0) = rgl(%(%(t)) Como (y,,0) C (C3,0), temos
v/ (0) = (¥'(0),Y'(0),1) € C3, donde (¥'(0))?+ (¥/(0))? < @? e daf [x/(0)],]y’(0)| < a. Assim,

pela continuidade de y; ao redor de 0, podemos assumir que € > 0 é pequeno o bastante de
modo que |X'(&)],[y(¢)| <a+a=2a.
Considere y,(€) = (x,y,€) e, para cada ) € R de valor absoluto suficientemente

pequeno, considere 0s pontos:

P(to) = Wn(€ +10) = (Xp(1y)s Set1o (Xp(s))s € +10)
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Q(IO) - (x7f£+l‘0 (.X), £+ tO)

E note que P(0) = Q(0) = (x,y,€). Veja que, de:
v, (e) = (X (€),y(e),1) = (r1,s1,1)

0(e)= (0.5, E).1) = Ousa)

Podemos escrever:
Xp(,) =X+ 11t +0(to)
feto(Xp(ry)) = ¥+ 5110+ 0(t0)

X0(10) = %> Je+1y(X) =y + 5210+ 0(t0)

Assim, para ty # 0 suficientemente pequeno, e de |ry|,|s;| < 2a,|s2| > n, vem:
|xp(,0) —x|=ri-to+o0(to)| < (Ir1|+1) - [to] < (2a+1) - |to]
‘f£+zo (xP(zo)) — fett (x)‘ > ‘f£+to (x) =yl - |f£+to (xP(to)) —y’ =
= |s2-fo+o0(t0)| —[s1 10 +0(to)| > (|s2] = 1) - [to| = (|s1| +1) - [t0] =
= (Is2] = Is1] =2) - |o] > (n=2a—=2) -Jao]

Portanto, como cada f; possui derivada M-limitada:

(n—2a—2)-to| n—-2a-2
(2a+1)-|to] ~ 2a+1

Se+t (XP(t0)> — fety(%)
XP(t) —*

M >

Uma contradi¢do, para n suficientemente grande. Portanto, existe n € Ne € > 0
suficientemente pequeno tal que A, NC[e] = 0. Como A] D Ay D ..., segue que A, NC3[e] = 0,

< N, paratodo 0 < < €exp(t) <x<xi(t), provando a

d
para todo n > N. Portanto, ‘E( /1) (x)
primeira desigualdade.

A demonstracdo da segunda desigualdade € bastante similar, e a escreveremos por

completitude. Temos que os germes de curvas (%,0) e (1,0) sdo semialgébricos e estdo em



59

(C2,0). Tomando a série de Puiseux em cada coordenada, temos que existe &, 8 € Q=g e r,s € R
tais que:

xo(t) =r-t%+0(t%)
xi(t) —xo(t) = s-18 +0(tP)

Note que, como (xo(), f;(x0(2)),1), (x1(¢), fi(x1(2)),t) € C3, isso implica a, > 1.
Também, como 6,(1) = u-x1(t) + (1 —u) - x0(t) = x0(t) +u- (x1(t) —x0(¢)), ao derivar em ¢,
temos:

0/(t) =ro- 1%+ o(t* Y u-(sB-P +o(tP71))

Donde, para & > 0 suficientemente pequeno, |6,(z)| < Ny, para todo u € [0, 1] e para

alguma constante Ny > 0 que ndo depende de ¢ e de u. Agora, cada n € N, defina:

By ={(u,1) € (0,1) x (0,2¢) | |7, (2)| > n}

Suponha que, para todo n € N e todo € > 0, B,NC>(¢) # 0. Como B, é semi-
algébrico, pelo lema de selegdo de curva existe um germe de arco (y,,0) C (B,,0). Escre-
vendo y, = (1) = (x(¢),y(t),t) e notando que y, é semialgébrico, existe 0 < € < & de
modo que v, (t) = (X'(¢),y'(¢),1) estd bem definida e é continua, para todo ¢ € [0, €], onde
v (0) = t1_1>r(§1+(l//;l(t)) Como (y,,0) C (C3,0), temos W/ (0) = (x'(0),)'(0),1) € C2, donde
((0)) + (/(0))? < & e da

X' (0)[,]y'(0)] < a. Assim, pela continuidade de v, podemos
assumir que € é pequeno o bastante de modo que |x'(g)|, |y (¢)| < a+a = 2a.
Considere y,(€) = 7,(€), para algum u, e, para cada ty € R de valor absoluto

suficientemente pequeno, considere 0s pontos:
P(to) = Wu(€+10) = (xp()s fe+10(Xp(1g))» € +10)

O(t0) = Yu(€ +10) = (xg()» fe+10(X0(10) ), € +10)

E note que P(0) = Q(0) = (x,y,€). Veja que, de:
v, (e) = (' (€),Y'(€), 1) = (r,s1,1)
Yu(€) = (0,(€), (fi(6u(1))) (€),1) = (r2,52,1)
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Podemos escrever:
Xp(sy) = X+ 1110 +0(to)

fe+1o(Xp(y)) =¥ +51 10 +0(t0)
Xg(1y) = X+ r2-10+0(to)
Jetto(X0(1)) =¥+ 5210 +0(to)

Assim, para ty # 0 suficientemente pequeno, e de |ri|, |s1| < 2a, |r2| < No, |s2| > n,

teremos:
[%pt0) = %0(10) | < [Py —X| + [x = X0 | = 71 10+ 0(t0)] + [r2 - 10 +0(10) ] <

< (|r1|+ 1) |0l + (|r2| + 1) - [to] = (|r1| +|r2] +2) - [to] < (2a+ Ny +2) - |10
| Ferto(Xp(y)) — fetio o)) | = | ferio o)) = | — | ferto (Xp(re) — )|
= [s2-10+0(to)| = [s1 -0+ 0(to)| > (Is2| = 1) - [to] = (|s1| 4+ 1) - [t0] =
= (Is2[ = Is1]=2) - lto| > (n —2a =2) - |10
Portanto, como cada f; possui variacdo M-limitada:

Ferio(p()) = Fero(ouy) | _ (n=2a—2)-|to] _ n—2a—2
XP(t9) ~*Q(1o) (2a+No+2)-[to] 2a+Ny+2

M >

Uma contradicdo, para n suficientemente grande (note que a, Ny ndo dependem de
n). Portanto, existe n € N e € > 0 suficientemente pequeno tal que B, N C3[¢] = 0. Como
B1 DBy D ..., segue que B,NC:[e] = 0, para todo &€ > 0 suficientemente pequeno e todo n € N

suficientemente grande, finalizando a demonstragao. O]

Corolario 4.2.2. Sejam a,M > 0 real e sejam (T,0),(T»,0) C (C3,0) germes de fungdes se-
mialgébricas de classe C', com variagdo M-limitada e alinhados nos arcos de fronteira. Seja
{Yuv}wv)ep0,12 @ cobertura por arcos do retangulo curvilinear delimitado por (T,0) e (T2,0).

Entdo, existem € > 0,N > 1 tais que, para todo (u,v,t) € [0,1]*> x [0,€):

V(@) <N
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Demonstragdo. Pela Proposigdo 4.2.1, existem &€ > 0 e No > 1 tais que |y, ,,(¢)| < No para todo
(u,v,t) €[0,1] x {0,1} x [0, €]. Dai:

Yo ()] = [(84(1), (8:(8u(1)))'(1),1) | < No = [6,(1)],

(8:(6u (1)) (1)] < No

Y1 (0] = [ (640, (/1(8u(1))) (1), 1) | < No = [ (fi(8u(1)))"(1)] < No

E assim:
(0up(®))'(t) = v- (f1(8u(t))) (1) + (1 =) - (&:(8u(1))) (1) =

(G (£)) ()] < v+ | (£i(8u(1))) (1) + (1 =) - [(8:(8u(r)))' (1) | < v-No+ (1 =v)-No = No

Donde:

H0)] = |(84(0), (G (1)) (1), 1)] < \/NE+NZ+1=N

Finalizando a demonstragao. [

Proposi¢io 4.2.3. Sejam (Ti,0),(T»,0) C (C3,0) germes de tridngulos sincronizados de classe
C', com derivada M-limitada e alinhados nos arcos de fronteira. Entéo o retdngulo curvili-
near delimitado por (T1,0) e (T5,0) é um germe de um conjunto semialgébrico normalmente

mergulhado.

Demonstragdo. Inicialmente, note que por conta do Coroldrio 4.2.2, podemos tomar € > 0
suficientemente pequeno e N > 1 suficientemente grande tal que, para todo 0 <t < € e todo
(u,v) € [0,1]%: [|%,,(1)]| < N. Denotando ¥, ,(t) = (x'(u, 1),y (u,v,1), 1), temos em particular
|X' (u,v,2)|, 1y (u,v,2)| <N.

Agora, sejam (uy,v1,t1), (u2,v2,12) € [0,1]2 x [0, €) e sejam:
Al = (QM] (11),6,417\;1 (l1)7t1) = (xAnyA]ytl);AZ = (euz(IZ)ycuzwz(tz)th) = (xApyAz)tZ)
B = (64, (t1), Oupvy (t1),11) = (x8,38,11);C = (8, (11), Oup 0, (1), 11) = (x5 ¥, 11)
Desejamos mostrar que existe N > 1 tal que d;(A1,A>) < N-d(Aj,As). Ocasot; =t

(C = A») é imediato pela Proposicdo 2.2.18. Suponha agora que #; # ;. Note também que, como

C,As € Y, .v,, € que, para cada real positivo ¢ entre #1,1,

X (ug,va,1)], [y (uz,v2,1)| < N, temos
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que |xc —xa,|, [yc —ya,| <N-|t; —t2|. Assim, se I, é o comprimento da por¢do da curva ¥, v,

ligando C a A,, entdo:
%) %)
12:/ ||}/M27V2(t)||dt§/ Ndi = N- |t —to| < N-d(C, As)
151 131

Ademais, se o é o Angulo entre os segmentos CA| e CA,, entdo o € [®y, T — O],

onde oy € o angulo entre CA; e o plano z =71, uma vez que C,A; estdo neste plano. Assim:

V (xc —xa,)2 + (v — ya,)?

|cotar| < |cotay| < <NV2=
12 — 11
I S S
= COSOX = i O =7 O = —173
cot2 2N?

Para algum My > 1, donde d(A;,C) +d(C,Az) < My-d(A;,Az), pelo Lema 2.2.19.
Como d;(A1,C) < V1+M?-d(A;,C), segue que, se definirmos N = /1 + M2NMj:

di(A1,A7) <di(A1,C)+di(C,A2) < V1+M?d(A,Cy)+ 1, <

<VI1+M?-d(A,C)+N-d(C,Ay) <V 1+M?N(d(A,C)+d(C,A;)) <
<V1+M2NMy-d(A1,A2) =N-d(A1,A)
Logo, di(A1,A2) <N-d(Ay,A3), e, portanto, o resultado estd demonstrado. O

4.3 Decomposicao convexa

As proposicoes desta secdo essencialmente usam as técnicas desenvolvidas em
(PARUSINSKI, 1994) e em (KURDYKA, 1992). Apresentaremos uma prova com algumas
adaptacdes especificas para obtermos tridngulos sincronizados, de modo similar ao que € feito
em (BIRBRAIR, 1999).

Para cada angulo 6 € R, defina a aplicacio de rotacdo de eixos rg : R? — R3:
ro(x,y,t) = (x-cos®+y-sinf@,—x-sin@ +y-cos O,1)
Note que rg € uma aplicacao bi-Lipschitz ambiente, pois € uma isometria.

Proposicdo 4.3.1. Seja a > 0 e seja X C C. uma superficie 2-dimensional pura, semialgébrica

e fechada. Entdo, existen € N, y,...,0, € Q>1 e M > 0 tais que:
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1. (X,0) é a unido de germes de triangulos de Holder (X1,0),...(X,,0), onde, para i, j €
{1,...,n};i # j, temos que (X;,0) N (X;,0) = {0} ou que (X;,0) N (X;,0) é um arco.
Ademais, se definirmos:

I:={(X;,0)N(X;,0):i,je{l,....,n};i # j}

Entdo os elementos de I — {0} sdo arcos de fronteira de (X1,0),...(X,,0);
2. (sing(X),0) C I}
3. Existem dngulos 6y, ..., 0, tais que (T;,0) é um germe de um tridngulo sincronizado, de
classe C' e derivada M-limitada, onde T; = re,(Xi), para cadai=1,...,n.
Qualquer decompomposicdo (X,0) =i (X;,0) do germe (X,0) satisfazendo tais condigoes é

chamada de Decomposi¢do Sincronizada de (X ,0).

Demonstragdo. Seja {ey,ey,e;} a base ortonormal candnica em R3, R;; = span{e;,e;} e m;; :

R3 = R; ; a projecdo ortogonal. Considere a aplicagio de Gauss:
G: X —sing(X) = G(2,3); G(p) =T,(X) € G(2,3) ; Vp € X —sing(X)
Para cada 6 > 0e {i,j} € {x,y,z}, defina:
Uii(8) = {m € G(2,3) | L(m,Rij) < g - 5}
Afirmacao 4.3.2. Existem €,0 > 0 suficientemente pequenos tais que:
p € (X —sing(X))NCale] = G(x) € Upr(§) UUy,(8)

Demonstragdo. Para cada p € X —sing(X), seja (xp,yp,z,) 0 vetor unitdrio ortogonal a 7),(X).

Note que p ¢ U (8) UU,;(0) < |xp|,|yp| < sind. Portanto, se provarmos que existe p =

I—4/1- 25in2(5) > 0 suficientemente pequeno tal que, para algum € > 0:
p e (X —sing(X)) NCalel = |5 < 1-p

Entdo a afirmagéo estard demonstrada, uma vez que x[% + yf, =1- Z12) > 25in?(§)

2a?
14242

implicaria |x,| > sin§ ou |y,| > sin§. Tome p =1 — e suponha que, para todo € > 0,
existe p € (X —sing(X))NC3 €] tal que |z,| > 1 — p. Pelo lema da selecio de curva, existe & >0
e uma curva ¥ : [0, &) — C2;y(t) = (x(¢),y(t),t) tal que |2ys)| = 1 —p, para todo 0 <t < &.

Como (¥'(t),'(t),1) € Ty()(X), para cada 0 < ¢ < €, temos:

0= (x'(£),Y (1), 1) - Coya)sYy0)> Z9t0)) = | = 29| = 6 (1) - 25000+ (1) - yy0)] <
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Por outro lado, como y C C;’ ¢ uma curva semialgébrica, temos também que
(¥'(0),y'(0),1) € C2, donde x’(0) +y'(0) < a?, uma contradicdo. Logo, a afirmacdo estd pro-
vada. ]

Agora, considere X, = G~ 1(Uy.(8)) e Xy = G 1(Uy;(5)) — X,. Para cadat = x,y,
existe uma decomposicdo em panquecas {X* H<k<k, de X; satisfazendo as seguintes condigdes:
1. Todos os conjuntos X* sio semialgébricos satisfazendo 0 € X*.
2. (X*,0) é um germe de um tridngulo curvilinear com vértice na origem (em particular, um
triangulo de Holder).
3. Parak; # ko, (X1,0) N (X*2,0) ¢ {0} ou um arco.

4. paracada 1 <k <K, m,| XENC3 (e) € um homeomorfismo sobre sua imagem.
a

Figura 10 — Demonstracao da Proposicao 4.3.1

z=1t1
1
- ' T\
- X,? e
A
X X, N{z=t)
WALES
> X ’ )Xf?
P Xyn{z=t}
y
Fonte: elaborado pelo autor.
Finalmente, tomando T* = ro(X¥) e Tyk =rz (ka), e considerando {T1,...,T,} uma

reindexagio dos conjuntos T, Tyk, temos que cada (7;,0) é um germe de um tridngulo sincroni-
zado de derivada M-limitada (por conta da proje¢do 7,z ou 7yz) e de classe C'. Isso encerra a

demonstracao. 0
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Observacao 4.3.3. Dada uma decomposig¢do sincronizada P de (X,0), observe que, se esco-
lhermos um germe de tridngulo de Holder (X,0) dessa decomposicdo, e dividirmos (X,0)
em dois germes de tridngulos de Holder (X ,0), (Xx,1,0) por meio de um arco (,0) C (X;,0),
entdo se P' é a particdo (X,0) = ( ;l:l’i#k(Xi,O)) U (Xk.0,0) U (Xk.1,0), P’ também cumprird
as condi¢coes da Proposi¢do 4.3.1, sendo assim uma decomposigdo sincronizada de (X,0). A

parti¢do P’ é denominada refinamento direto de P.

Dizemos ainda que uma decomposi¢do sincronizada P’ de um germe (X,0) é um
refinamento da decomposicdo sincronizada P de (X,0) se existe uma sequéncia finita de decom-

posicoes P= Py, Py,...,P, = P tais que P, é refinamento direto de P,_1, para todo i = 1,...,n.

Proposicio 4.3.4 (Decomposicio Convexa). Seja a > 0 e seja X C Co uma superficie 2-
dimensional pura, semialgébrica e fechada. Dada uma decomposi¢do sincronizada de (X,0),
temos que, para todo 8 > 0, existe uma decomposicdo sincronizada (X,0) = i ,(X;,0) que é
refinamento da decomposicdo inicial,tal que:
1. Se {fi} é a familia de fungées geradoras ao germe sincronizado (T;,0) = (rg,(X;),0), entdo
cada f; : [xo(t),x1(t)] = R é uma funcdo convexa;

2. Para todo t > 0 suficientemente pequeno, temos:

2 ale) ~ 20 @) <8

Qualquer decomposigdo sincronizada do germe de superficie (X,0) que cumpre tais condigcdes é

chamada de decomposicdo d-convexa de (X ,0).

Demonstra¢do. Demonstraremos a proposicdo no caso em que (X,0) é germe de um tridngulo
sincronizado, de classe C' e derivada M-limitada, uma vez que o caso geral segue deste, a0
aplicar o resultado em cada germe de tridngulo sincronizado da decomposi¢do de (X, 0) obtida
da Proposicao 4.3.1.

Considere { f; }o<i<¢ ; fi @ [x0(?),x1(¢)] — R a familia de fun¢des geradoras de (X,0),

e considere o conjunto:

A={(x.filx).0) €XNCle] | /() = 0}

A C X é um conjunto semialgébrico de dimensdo menor ou igual a 2, e assim (A,0)
€ um conjunto vazio, ou uma unido finita de arcos e/ou tridngulos de Holder. No primeiro

caso, temos que f;'(x) é sempre positivo ou negativo, donde f; é uma fungéo convexa para todo
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0 <t < €ou f; € uma fungdo concava para todo 0 < ¢ < € (neste ultimo caso, — f; € convexa, e
assim podemos considerar o germe (rz(X),0) ao invés de (X,0)). No segundo caso, considere
(71,0),...,(%,0) os arcos de dimensdo 1 que compde A, mais os arcos de fronteira dos tridngulos
de Holder que compde A, mais os germes dos arcos de fronteira de X. Podemos supor, por
meio de uma reindexa¢do de inidces, que, para € > 0 suficientemente pequeno e que, para cada
0 <i<n,temos:

Y1) = (i), fi(xi(2)),1);0 <t <€

Com isso, temos que ft][xi(,) ] € convexa, para todo 0 < < €, ou concava, para

Xi+1 (l)
todo 0 < ¢ < €. Portanto, se dividirmos (X,0) em n germes de tridngulos de Holder, com (X;,0)
sendo o germe delimitado por (%-1,0),(%,0) (i = 1,...,n), entdo podemos escolher angulos
01,..., 6, tais que cada (7;,0) tenha fun¢des convexas como familia de fungdes geradoras (6; = 0,

S€ fil[xi(1) i1 (1)) € CONVEXA € 0; = T, S€ fr|[x; (1) s, (1)] € CONCAVA).

Figura 11 — Decomposi¢ao pelos arcos determinados por A

(YZJ 0)

[0

(Vw 0)

Fonte: elaborado pelo autor.

Portanto, demonstramos que toda parti¢do sincronizada possui um refinamento que
cumpre a primeira condi¢do da proposicao, e assim basta demonstrar a proposi¢dao assumindo
que a familia de fungdes geradoras de (X,0) é uma familia de fungdes convexas, pois assim
podemos considerar um refinamento do refinamento obtido aqui, em que a segunda condi¢ao

também € cumprida. Assuma que esse € o caso. e defina, para cada 0 <t < €:

o1+ Do), x1 (£)] = (—g g) . 01 (x) = arctan £ (x)

Onde, por conveniéncia, denotamos f (x(¢)) = 88)?1 (x0(2)) e f(x1(2)) = i{i (x1(1))

. Observe que, pela convexidade das func¢des de derivada M-limitada f;, temos que, para to-

dos 0 <t < € e para cada x,y € [x(t),x1(t)], com x <y, é vdlido que p;(x) < p/(y). Dai, se
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a= [EI(% pr(xo(t)) eb= tgr(% p:(x1(t)), entdo a < b e, para cada k > 0, podemos tomar € > 0 su-
ficientemente pequeno tal que a — k < p;(xo(7)) < pr(x) < pr(x1(t)) < b+ K, paratodo 0 <t < €
e todo x¢(z) < x < x1(¢). Temos 2 casos a considerar:

Caso 1: se 2tan(b —a) < 9, entdo tome 6 = a — K e seja (T,0) = (rg(X),0). Note
que (7,0) é tridngulo sincronizado, de classe C!, convexo e com derivada tan (b—a+2x)-

limitada. Tomando k pequeno tal que 2tan (b — a4 2k) < 8, o resultado segue.

Figura 12 — Ajuste do dngulo para a decomposi¢do d-convexa em germe convexo

Pt (xo (f)) -0

Pt (x1 (f)) — V

To Pt(x1 (t)) -6

Pt (xo (t) )

Fonte: elaborado pelo autor.

Caso 2: se 2tan(b —a) > 8, entdo considere n € N tal que 2tan(bn;“) < 0, e para
cada0 <t <e¢€,i=0,1,...,nsejapi(t) € [xo(r),x1(¢)] 0 dnico nimero real que:

pi(pit)) = % ((n=10)-pe(x0(1)) +i- i (x1 (1))

A unicidade é garantida pela convexidade das fungdes f; e por que p;(xp(t)) <
p:(x1(2)), para t suficientemente pequeno. Se ¥(t) = (pi(t), fi(pi(t)),t), entdo ao dividirmos
(X,0) em n germes de tridngulos de Holder (X;,0),...,(X,,0), com (X;,0) sendo o germe
delimitado por (%-1,0),(%,0) (i = 1,...,n), podemos aplicar o mesmo argumento do Caso 1

para cada (X;,0), finalizando a demonstragdo da proposi¢ao. [

Figura 13 — Decomposi¢do §-convexa num tridngulo sincronizado

Pn(t)

(vn, 0)

z=t

Fonte: elaborado pelo autor.
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5 ISOTOPIA BI-LIPSCHITZ AMBIENTE
5.1 Isotopia ambiente em retingulos curvilineares

A presente secdo € devotada a defini¢do do conceito de isotopia bi-Lipschitz ambiente
e a demonstrac¢io do teorema de isotopia em retangulos curvilineares. Tal resultado €, em certa
medida, uma extensao da equivaléncia ¢ -bi-Lipschitz entre germes de func¢des estudados em

(BIRBRAIR et al., 2007).

Definicao 5.1.1. Sejam X, Xy, X| C R" conjuntos tais que X1,X» C X. Dizemos que X1,X> sdo
Bi-Lipschitz Ambiente Isotopicos em X se existir uma aplicacdo continua @ : X x [0,1] — X tal
que, se denotarmos Q¢(p) = @(p, ), entdo:

1. @r: X — X é uma aplicagdo bi-Lipschitz (com respeito a métrica induzida de R"), para

todo0<t<1.
2. @ = idy.
3. o1(X)) =Xo.
A aplicag¢do ¢ é denominada Isotopia Bi-Lipschitz ambiente em X, levando X| em

Xo. Dizemos ainda que a isotopia ¢ ¢é Invariante na Fronteira de X se ¢;|yx = idyy, para todo

0<t<1.

De modo andlogo, podemos definir isotopia bi-Lipschitz ambiente para germes da

maneira seguinte:

Definicio 5.1.2. Sejam (X,0),(Xop,0),(X1,0) C (R",0) germes de conjuntos tais que X1,X, C X.
Dizemos que (X1,0),(X2,0) sdo Bi-Lipschitz Ambiente Isotopicos em (X,0) se existir uma
aplicacdo continua @ : (X,0) x [0,1] — (X,0) tal que, se denotarmos @(p) = ¢(p,7), entdo:
1. @ :(X,0) — (X,0) é uma aplicagdo bi-Lipschitz (com respeito a métrica induzida de R"),

para todo 0 < 1t < 1.

2. Qo =id(x p)-

3. @1((X1,0)) = (¥2,0)
A aplicagdo @ é denominada Isotopia Bi-Lipschitz ambiente em (X ,0), levando
(X1,0) em (X»,0). Dizemos ainda que a isotopia ¢ ¢é Invariante na Fronteira de (X ,0) se

<Pr|(ax,o) =id(yx o), paratodo 0 < T < L.
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Teorema 5.1.3 (Isotopia bi-Lipschitz Ambiente em Retangulos Curvilineares). Sejam:
(T1,0), (T2,0), (W1,0), (W2,0) C (C5,0)

germes de triangulos sincronizados, dois a dois alinhados nos arcos de fronteira. Suponha que
para todo t > 0 suficientemente pequeno, existe M > 1 tal que:
s (11,0),(1>,0),(W1,0), (W,,0) possuem derivada M-limitada e que {f;},{g:},{a:},{b:}
sdo suas respectivas familias de funcoes geradoras;

* (T1,0) possui (1,0),(71,0) como arcos de fronteira, onde:
= 10() = (xo(t),y0(t),1) s 1 = 11 (2) = (x1(2),y1(2),1)

e xo(t) <xi(t);
* para todo x € (xo(t),x1(t)), as inequagdes sejam satisfeitas:
gr(x) < ar(x),bi(x) < fi(x)

1 ar(x) —gi(x) bi(x) —gi(x) < 1_1
- M

Se (R,0) é o retangulo curvilinear delimitado por (T1,0),(T»,0), entdo existe uma
aplicagdo continua @ : (R,0) x [0,1] — (R,0) tal que, se denotarmos ¢(p) = @(p,7), entdo:
1. ¢ :(R,0) — (R,0) é uma aplicagdo bi-Lipschitz exterior, para todo 0 < 7 < 1.
2. @o =id(g ) € Pcl(1,,0)u(1,0) = 1d(1,U1,,0)), Paratodo 0 < T < 1.

3. Para todot > 0 pequeno e x € [xo(t),x(1)]:
¢1(x7ﬁ(x)7t) = (X,ft(X),l)

(Pl(xagl(x)7t) = (xvgt(x>7t)

1 (xaaf(x)7t) = <x7bt(x)>t>

Em particular, ¢ é uma isotopia em (R,0) levando (W;,0) em (W,,0). Ademais, se
(T1,0) e (T»,0) possuem os mesmos arcos de fronteira, ¢ € invariante na fronteira da regido

(R,0) delimitada por (T1,0) e (13,0).

Demonstragdo. Consideremos primeiramente o caso em que (77,0), (72,0), (W;,0), (W,,0) sdo

C'. Pela Proposicio 4.2.1 podemos tomar N > 1 suficientemente grande tal que, para todo ¢ > 0
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suficientemente pequeno e xo(¢) < x < xp(f):

)

d
= (s))

dx
: 5. (b))

W(t} <N

d d
2 thw 5w

dxg
W(t)"

Y Y Y

Considerando {¥}(,,v)c(0,1]2 @ cobertura por arcos de (R,0), podemos escrever,

para todo 7 > 0 pequeno e todo x € (xo(z),x1 (7)), x = 6,(t) (u € (0,1)):

(x,g,(x),t) (eu(t)aGmO(t)vt) :yu,O(t)

(xvfl(x)vt) (eu(t)vcu,l(l)at) = Yu,l(t)
(x,a,(x),t) = (9M<t)76u,a,(u)(t)7t) = ’}/u,(x,(u)@)

(x,b;(x),1)

(9,,,([), Ou,B, (u) (t)>t) = Y, (u) (t)

Onde, para cada r > 0, consideramos as fungdes oy, 3 : [0,1] — [0, 1] como:

_al6) - a(00) )
A= 0,0) —2r(0u0) P T F6,0) — :(0u(0))

0 (0) = Tim (04 (u)); 04(1) = lim (0 (u)); B:(0) = lim (B (u)),B;(1) = Tim (B (u))

u—0+ u—1- u—0t u—1-

,Vu e [0,1]

Perceba que, pelos dados da proposi¢do, temos Ai/l < oy(u),Bi(u) <1-— 1\% Além
disso:

O (u) (1) = 81(0u(t)) + 04 (u) - (fi(6u(1)) — 81(6u(1))) =

O (u) (1) = 81 (8u(1)) + Br (u) - (fi (6u(t)) — 8:(6u(7))) =
= 8:(6u(2)) + (bs (6u(r)) — 8:(0u(t))) = b1 (6u(1))

O que mostra que oy, ; estdo bem definidas para cada u € (0,1). Ademais, como
8t, ft,ar,b; sdo de classe C Loy, B; também o sdo, e isso também implica que ¢y, B, também estao

definidas em {0, 1}. Agora, para cada t > 0 pequeno, (u,7) € [0,1]?, defina:

B () = (1=1)- o4 (u) +7- i (u)
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e W, :10,1] = [0, 1] como:

F(w)
Vi) = 1(“<<1>>ﬁ() O<vsal)

Note que y;,(v) estd bem definida, pois W, (o (u)) = B (u) em ambas as regras,
Vi (0) =0, w;,(1) = 1 e y, € linear por partes, logo continua. Note ainda que, das desigualda-
des Ai/[ <og(u)<1-— Ai/[, os denominadores envolvidos nas expressoes sao todos positivos. Veja

também que V), = idjy 1) € (wi,)~':10,1] — [0,1] é dada por:

LIORN 0<v<Bu)
(Ve ') = (s “?) "

1 - m) (I-v), Bfw)<v<i

t

Note também que (l;/,zt)*l(v) estd bem definida, pois (l[/;,)*1 (Bf(u)) = oy (u) em
ambas as regras, (wat)’l(O) =0, (lllbft)’l(l) =le (l//bf,)’1 ¢ linear por partes, logo continua.
Note ainda que <oy (u),Br(u) <1—4; = 37 < Bf(u) < 1—4;, donde os denominadores

envolvidos nas expressoes sdo todos positivos.

Agora, considere os conjuntos em R:
Ry ={(6u(t),0uy(t),t)|t >0; 0<u<1;0<v<oy(u)} CR

R} = {(6u(t), 0un(t),1)| 1 >0; 0<u < 1;0<v < By(u)} CR
Ry = {(6,(t),0u,(t),1)[t >0; 0<u<1; 04(u) <v<1}CR
Ry, ={(6,(t),0u,(1),1)|t >0, 0<u<1; B(u) <v<1} CR

Note que (R;,0), (R2,0), (R},0),(R},0) sdo subconjuntos abertos de (R,0) (com a

(R,
topologia induzida de R?) e que (R; URy,0), (R UR},0) = (R,0). Finalmente, defina a familia
<7

de aplicagdes @ : (R,0) — (R,0),0 <1, como:

(PT('}’u,v(t)) = YM,w,zt(v)(t) > (uav) S [07 1]2

Uma verificacio direta mostra que:

@0 =id(g0) s Pr(Yu0(t)) = Yuo(t) s Qc(Vu1 (1)) = Y1 (r)
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Figura 14 — Descri¢do geométrica da aplicag@o ¢

(1-4)0 ¥ = fe(x) R, A =2)0 y = fe(x)

Ll ¥ = as(x) N

L

[

E =
T 1— A
Ry| @A=L R : 2 Y

y = be(x)

Aly

Al
y=g:(x) \__

| | | | |
xo(t)  Bu(t) x1(6) xo(t)  Bu(t) x1(6)

Fonte: elaborado pelo autor.

y=g:(x)

(pl((RbO)) = (R/bo) ; (pl((R27O)) = (R/270)

Também, ¢ possui inversa (¢;) ' : (R,0) — (R,0), dada por:

(00) ™ (Funl1)) = Yo (wz) -1 () (E)

1

Veja que, como Wi, (W,;,) " sdo continuas, @r € um homeomorfismo. Se provarmos

que q)f]( R1,0)° (pf|( R,,0) cumprem as condi¢oes da Proposigdo 2.2.12, entdo a demonstrag¢do estard

®.0) ©
(pﬂm sdo continuas, pela Proposi¢do 2.2.3, (pf|( R10) © (o] (®y0) S840 bi-Lipschitz intrinsecas.

encerrada, uma vez que, se tais aplicacdes sdo bi-Lipschitz intrinsecas, entdo como @|

Também, de:

0 # (RiNR2,0) = {(64(t), 0, 6,0 (t),1) s 1 >0; 0<u <1} C (R,0)

(R1UR>,0) = (R,0)

E do fato de que Ry, R, serem conjuntos semialgébricos conexos, temos que, pela
Proposi¢do 2.2.10, ¢, serd aplicacdo bi-Lipschitz intrinseca, o que implica que ela também ¢é
bi-Lipschitz exterior, visto que (R,0) é normalmente mergulhado, pela Proposigdo 4.2.3.

Estudaremos o jacobiano Jy_ (p) para todo p € (R,0) (o caso p € (R2,0) é andlogo).

Perceba que se p = 7,.,(f) = (x,,7), entdo @;(p) = (x,h,t), onde:
x=0,(t)=u-xo(t)+ (1 —u) x1(¢)
y=v-fi(x)+(1-v)-&x)

B ()

=0+ (G

)05t
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1=, (1), 1= (B8 ) aaumn+ (1- 280 siau) -

B (u)
o (u)

=50+ () a0 s (3529 ) = o+ () - i)

= s0uo)+ (B atogto) - o) v =

Calculando a matriz jacobiana, vem:

dx Jdx ox 1 0 ox

dx dy ot o
J(P‘c(x7y7t): % %;l % (XJJ): % g_;l % (x7y7t)
Jdt  dt Ot

Provemos que existe 7 > 0 tal que ||Jo, (x,y,2)|| < T, uma vez que ||Jg, (x,y,)| > 1.
Facamos o estudo de cada uma das derivadas parciais.
d
20(1)]

2 esoft) 4 (1 =) 51 (0) = - 220) 4 (1= 2 1)

Desenvolvendo % e lembrando que %(t)‘ < N, temos:

ox

ot

8x1
WO)

dxg

<u W(r)‘—l—(l—u) <u-N+(l—u)-N=N

Desenvolvendo % e denotando u'(x) = %(x) a derivada em x, temos:

=5 (50 () 0= 5t =

oy (u)

:(;9_x ((1—r)-y+f(ft(x)+ (%) (y—fz(x)))) _
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E como b (x) < fi(x), %(f,(x) —g:(x)) < ar(x) — g (x), vem:

ft(x) — &t (x)
) — g =

fi(x) — gi(x)
1 (fi (x) = 8 (x))

Finalmente, de |f; (x)|, g} (x)], |a;(x)], |b}(x)| < M, segue, pela desigualdade triangu-

lar, que:

g—i <1 M+M-M+(M+M)M+M-M-(M+M))] =T,

Desenvolvendo ah temos:
on _ 2 BEG0N (o)
Iy ay(f’” <at<u>>(y 4 )))‘

=(l-1)+7- (Bt(u)) =(1-1)+7- (—?(x)_g’(x))

oy (u)

E assim <‘ ‘<M pois:

16: () — g ()| [br(x) — (0] i) —g @ 1
jar(x) =& ()|~ i) &) T 1fil) —&x)] M
b () — g ()] _ 1filo) —&) i) —& ()]
ar() — e (0)] o) — gr()] 31 1 (x) — g ()]

Desenvolvendo 2 at e denotando ii(x) = 2% (x) a derivada em 7, temos:

5= (s () oo ) -
)
j

(07
:%((14) vt (ﬁ( )+ (M) (y‘f’(x)))) -

(-0 (55 250) - (G50 (a2t ) @698

Ja vimos, no desenvolvimento de % que:
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E como |f;(x)|,|g:(x)], | (x)|,|b;(x)| < N, segue, pela desigualdade triangular, que:

% <1-[N+M-N+((N+N)-M+M-M-(N+N))|=T;

Portanto, para todo p € Ry:

1< [[o(P)|| < 1+0+N+To+M+T3+0+0+1=T

1 dh
M

<[5 = oetttonl < m
Finalizando a prova deste caso.

Para a demonstracdo no caso geral em que (71,0),(73,0), (W;,0), (W,,0) nio neces-

sariamente sdo C!, note que, pela Observacao 4.1.2, se denotarmos:

n

sing(TTUT, UW; UW,,0) = U(%?O)

i=1
com ¥;(t) = (ri(t),si(t),t), parai =1,...,n, e supondo r (1) < --- < ry(t), para todo

t > 0 pequeno, ao considerarmos os seguintes conjuntos e germes, parai = 1,...,n— 1:
3
Di={(x,y,t) €C, |t >0;ri(t) <x<ris1(t)}

(1{,0) = (11,0) N (D1, 0): (T3",0) = (72,0) N (D}, 0)
(W;",0) = (W1,0) N (D7, 0); (W,”,0) = (W2,0) N (D;,0)

temos que cada (Tl(i),O), (Tz(i),O), (Wl(i),()), (Wz(i),O) ¢ germe de tridngulo sincro-
nizado, de classe C! e derivada M-limitada. Portanto, se (R;,0) = (RN D;,0) é o retangulo
curvilinear delimitado por (Tl(i),O) e (Tz(i) ,0), pelo que foi demonstrado, para cada 0 <t <1
existe uma aplica¢do bi-Lipschitz intrinseca (¢;) : (R;,0) — (R;,0) satisfazendo as condigdes

do enunciado. Ademais, note que, pela forma como (¢;). foi definida para cada i:

(@) c(riv1(t),y,t) = (@ir1)(rig1(t),3,8) 5 V (rig1(t),3,t) € (RiNR;11,0)

Como R; € conexo por caminhos, aplicando a Proposi¢do 2.2.10 de modo sucessivo
para os conjuntos Ry URy;R; URy UR3;etc, podemos definir ¢; : R — R cumprindo todas as

condicdes desejadas. [
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Observacao 5.1.4. Se (71,0) e (T»,0) possuem os mesmos arcos de fronteira, ¢ é uma isotopia bi-
Lipschitz ambiente levando (W,0) e (W,,0), invariante na fronteira da regido (R,0) delimitada
por (T1,0) e (T»,0). Pela Proposigdo 2.2.9, ¢ pode ser estendida a uma isotopia bi-Lipschitz
ambiente ® : (C2,0) x [0,1] — (C3,0) levando (Wy,0) e (W»,0), invariante na fronteira de
(C2,0). Em particular, a aplicagdo ® mostra que Wi, W5 sdo bi-Lipschitz ambiente equivalentes

em (C2,0).
5.2 Triangulos lineares delimitados por arcos

Nesta secdo, introduziremos a ideia de triangulos lineares delimitados por arcos, e
outros conceitos derivados deste. Como aplicagdo do Teorema 5.1.3, demonstraremos também
que tais triangulos sdo bi-Lipschitz ambiente equivalentes ao mergulho normal de algum triangulo

de Holder.

Defini¢do 5.2.1. Sejam a > 0, y,7» C C> dois arcos satisfazendo tord(y;, ) # o, com %(t) =
(xi(2),yi(2),t) (i=1,2), para cada t > O suficientemente pequeno. Definimos o Tridngulo Linear

Delimitado por 7,7y, como sendo o germe na origem do conjunto:

7% = {(Ax1 () + (1= A)x2(2), Ay1 () + (1 = A)y2(2),2) |1 >0, 0 <A < 1}

Observe que Y1, = 1.

Para cada t > 0, defina também o vetor unitdrio:

_ p)—n@)
R0 = [ = o]

t)—mnu
Como 1,7, sdo semialgébricos, o limite lim M existe e tal limite serd
1=0" [|72(1) = n ()]

denominado Y. Note que Tih = — ¥, e 7772 = —}7}7 ), para todo t > 0.

Dados trés arcos Y, C CS satisfazendo tord(Y;,Y;) # oo, para i # j, definimos,
para cada t > 0, o dngulo £y73(t) como sendo o dngulo formado por m (t) e W(t) De
modo similar, definimos o dngulo Z7y,Y,vs como sendo o dngulo formado por ﬁ e m

Observacao 5.2.2. Se (712 U77%,0) é germe de superficie normalmente mergulhado, entdo
Ny > 0 (tal afirmagdo segue diretamente do Teorema 2.2.22 e do Lema 2.2.19). Com isso,

dado € > 0, podemos assumir que para todo t > 0 suficientemente pequeno:

Inny(t) € (Inpy—¢&,Lnny+E)
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Proposicio 5.2.3. Sejam a > 0, 11,7 C C> dois arcos tais que tord(y1,%) = o # . Entdo

(772,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente ao a-tridngulo de Hélder padrdo mergulhado em

R3.

Demonstracdo. Seja y a aplicagdo da Proposicdo 3.1.2. Se T denota o a-tridngulo de Holder

padrio mergulhado em R3, entdio o germe de y(T) é (¥,0), onde:
Y ={(x,0,1) €C3 |0 <x < h(r)}

para alguma fungio real & cuja série de Puiseux é h(1) = dut® +0(t%*); dg > 0. Nosso objetivo é
demonstrar que (X,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente a (¥,0) em (C>,0), uma vez que se
isso for feito, entdo pela Proposicdo 3.1.3 temos que a proposicado estard demonstrada.
Inicialmente, note que pelo Lema 3.2.1, aplicado ao arco 9, podemos supor sem
perda de generalidade que 7»(f) = (0,0,7) e 1 (t) = y(r) = (x(¢),y(t),t). Como existe o limite:
(x(2),(r))
=07 /307 (1)

podemos aplicar uma rotacdo de eixos e supor também que:

Considere agora os conjuntos:

TV = {(x,x+x(t),1) € C3 | —x(t) <x <0}

T = {(x,x(1),1) € C3 |0 <x < 2x(r)}

T = {(x,—x+3x(t),t) € C2 | 2x(t) < x < 3x(t)}
TV = {(x,~x—x(t),1) € C3 | —x(r) <x< 0}
7% = {(x,—x(t),1) € C3 | 0 < x < 2x(t)}
73Y = {(x,x—3x(r),1) € C3 | 2x(r) < x < 3x(1)}

W = {(x,0,1) € C3| —x(r) < x <0}

w? ={ s ecosesan = (75)0}
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Wit = {(x,0,1) € C3 | 2x(r) <x < 3x(r) }

Wy = {(x,0,r) € C3 | —x(t) <x< 3x(1) }

Figura 15 — Demonstracdo da Proposicao 5.2.3

Y (2) g (2)
x(0) Tl x(t) Tl
() 70 7 70
1 ol we w W(41 0 1 W 1
x ) 2 X
== ONW,0 PO OO ) 320
0 © 0 / o)
) T . T T, D . )
=g e

Fonte: elaborado pelo autor.

E defina:

n=1"ur?ur?
n=1"ur?ur’
wi =wuw uw uw

Para cada € > 0, os germes de tridngulos sincronizados (71,0), (73,0), (W;,0), (W>,0)
satisfazem as condi¢des do Teorema 5.1.3 para M = 2 + €, visto que os limites:
x(t)—=0 fim 0—(—x(1))
1—0+ x(t) — (—x(2)) "1=0+ x(t) — (—x(1))

x(t) = () i sy Y (@) = (=x(1))
50+ x(t) — (—x(1)) "120%  x(r) — (—x(7))

x(1) — 2x(t)—x
0-(35)00
=0t x(1)— (—x(t)) =0t x(t)— (—x(1))

sdo iguais a %, e as respectivas funcdes associadas (que sao fungdes afim) possuem

variacdo 1-limitada. Dai, pela Observagdo 5.1.4, existe uma isotopia bi-Lipschitz ambiente
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¢ : (C4,0) x[0,1] — (Cy4,0) levando (W;,0) em (W>,0). Em particular, (Wl(z),O) = (N7,0) é

bi-Lipschitz ambiente equivalente ao germe do conjunto:
{(x,0,1) € C3lo<x <x(1)}

Finalmente, como tord(y1,7,) = @ # oo, e tal valor é invariante Lipschitz, segue que

a série de Puiseux de x(7) € x(t) = cox® +0(t%). Pelo Lema 3.2.3 aplicado a fung¢do f(¢) = h(t)
x(1)

temos que (V;,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente a (Y,0), finalizando a demonstracdo. [J
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6 TRIANGULOS AMASSAVEIS E APLICACOES
6.1 Definicoes, exemplos e propriedades basicas

A seguir, veremos os conceitos de tridngulos amassdveis, envoltdrias de suporte e
de amassamento. Veremos também exemplos aplicados de tais estruturas, e uma propriedade

relacionando-os com tridngulos sincronizados.

Defini¢do 6.1.1. Seja (T,0) C (C3,0) um tridngulo de Holder com vértice principal na origem,
Y1,7> seus arcos de fronteira e seja (U,0) um germe de conjunto fechado contendo (T,0).
Dizemos que (T,0) é amassdvel em (U,0) se existe uma isotopia bi-Lipschitz ambiente em U

que leva (T,0) em (717,,0), invariante na fronteira de (U ,0).

Defini¢do 6.1.2. Sejam a,M,8 > 0 e seja (T,0) C (C2,0) um germe de tridngulo sincronizado
com derivada M-limitada. Sejam Y;(t) = (x;(t),yi(t),t), i = 0,1 os arcos de fronteira de (T,0),
com xo(t) < x1(t), e seja {a;} a familia de fungdes geradoras de (T,0). Defina, para cadat > 0

pequeno e parai=0,1:

m = inf{M s xo(t) <x <x1(t)}

x—xi(t)

M ;= sup{al)(cxz—;j;)(t) s xo(t) <x <x1(t)}

Note que, como (T,0) tem derivada M-limitada, entdo |m;|,|M;;| < M. Definimos
a S-envoltoria de suporte de (T,0) como sendo o germe, na origem, do seguinte conjunto

semialgébrico:
Us(T) = {(x,3,1) [t > 05 x0(r) <x <xi(t);8(x) <y < filx)}
Onde:
8:1(x) = max{yo () + (me 0 — 8) (x = x0(1));y1(t) + (M1 +8) (x —x1 (1)) }
i) = min{yo(t) + (M; 0+ 8) (x —x0(2)); y1(£) + (me1 — 8) (x —x1 (1)) }
Observacio 6.1.3. (Us(T),0) é a regido delimitada pelos tridngulos sincronizados (Ty,0),

(T»,0), cujas familias de fungoes geradoras sdo {f;}, {g:}, respectivamente. Na demonstra¢do

da Proposigdo 6.1.6, serd demonstrado que g;(x) < a;(x) < f;(x), para todo t > 0 pequeno e
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todo x € [x1(t),x2(t)], 0 que implica (Ug(T),0) ser um germe de conjunto semialgébrico fechado

contendo (T,0).

Figura 16 — Representacdo geométrica da d-envoltdria de suporte de (7',0)

yo(t)+ (Mio+0)(x—xo(t))

yi(t)+ (me1 — &) (x —x1(1))

—

yo(t) + (my0—8)(x —xo(t))
N

vi(t)+ (M 1 +0)(x —xi(r))
| |

X0 (t) X X1 (t)

Fonte: elaborado pelo autor.

Exemplo 6.1.4. Considere o seguinte tridngulo sincronizado:
T={(x,~t—x1)€C5| -t <x<0}U{(x,x—1,1) €C5 |0<x <1}
Para cada 0 < & < 1, temos que Us(T) = Uy UU,, onde:
Ur={(xy,t) €C |t <x<0; —(1+8)(t+x) <y < (t+x)}

Ur={(x,01) €G3 | 0<x<t; (1+8)(x—1) <y< 8(t—x)}

De modo geral, se (T,0) C (C3,0) é triangulo sincronizado, tal que seu link plano

. .~ . — _ Yqa—Yp _ Y= Yp

T (t) é a unido de dois segmentos de reta pq,qr, com x, < Xq < X, € se u = o VT

w= )y% sdo os coeficientes angulares de pq,pr,qr, com u < v < w, entdo (Ug(T))(t) é a
r—Xq

regido delimitada pelas retas partindo de p:

e = {Ge3) [y =3p - (4= 8)(x =)} lpoy = {(ront) [y = yp + (v 8) (x — )

e pelas retas partindo de r:

e = {Get) |y = o (0= 8)(x =)} s Lo = {(x ) |y = v+ v+ 8) (x—x,)}
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Figura 17 — Representacdo grafica do Exemplo 6.1.4

Fonte: elaborado pelo autor.

Exemplo 6.1.5. Considere o seguinte triangulo sincronizado:
T={(x,x*1)eC|-t<x<t}
Para cada 0 < & < 1, temos que Us(T) = Uy UU,, onde:
U ={(x,y,1)€C| —1<x<0; —(2t+8)(t+x)+12 <y < 8(t+x)+1°}
Uy={(x,,1) €C3|0<x<t; (2+8)(x—1)+1><y<8(t—x)+1*}

De modo geral, se (T,0) C (C3,0) é triangulo sincronizado, tal que seu link plano

T(t) é uma fungdo convexa f; : [xo,x1] — R, e se:

Of S —flo) O

MZE(XO);V_ X1 —xo _K(xl)

entdou < v <w, eassim (Us(T))(t) € a regido compreendida pelas retas partindo

de p = (xo,f(x0)):
b~ = {eyt) [y = f(x0) + (= 8)(x=x0)} 5 p+ = {(x,0,0) [ y = f(x0) + (v+8)(x —x0) }
e pelas retas partindo de r = (x1, f(x1)):

b ={(xy0) |y=fla) +(w=38)(x—x)} s by = {(e,2,1) [y = f(x1) + (v 4+ 8) (x —x1)}

Proposicio 6.1.6. Para todos M, > 0 e para todo germe de tridngulo sincrozinado (T,0) com

derivada M-limitada, temos que (T,0) é amassdvel em sua §-envoltéria de suporte Ug(T).
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Figura 18 — Representacdo grafica do Exemplo 6.1.5

(Us(M)(t)
z=t

Fonte: elaborado pelo autor.

Demonstracdo. No que segue, consideramos os elementos envolvidos nesta demonstracao de
acordo com a Defini¢do 6.1.2 e a Observacao 6.1.3. Para cada ¢ > 0, seja r; o coeficiente angular

da reta que liga (1) e 71 (¢) e seja by : [xo(2),x1(t)] — R, dada por:
be(x) = yo(t) + (x —x0(2))risx0(t) < x < x1(¢)

Sendo (W;,0), (W>,0) os tridngulos sincronizados cujas familias de fungdes ge-
radoras sdo {a,}, {b;}, respectivamente, verifiquemos se f;,g;,a;,b; cumprem as condi¢des
do Teorema 5.1.3. Pela defini¢ao de M, ;,m; ;, temos que, para cadat > 0 e x € (xo(z),x1(t)),
ms0,my 1 < 1r < Mo, M; 1. Além disso:

* &1(%) <ar(x),bi(x), pois se g (x) = yo(t) + (my 0 — 8)(x —x0(1)), entdo:
8(x) = yo(t) + (mr 0 — 8) (x = x0(t)) <yo(r) +myo(x —x0(1)) <

< yolt) + <M) (t—x0(1)) = ar ()

x—xo(?)

g1 (x) = yo(t) + (m 0 — 8)(x — xo(r)) < yo(t) +myo(x—xo(r)) <
< yo(t) + (rx —xo(2)) (x —x0(t)) = be (x)

E se g(x) = y1(t) + (M1 + 8)(x —x1(2)), entdo:
8i(x) = y1(t) + My 1+ 8)(x —x1 (1)) <y1(t) + My 1 (x —x1(2)) <

<)+ (M) (x—x1(0) = ar(x)

x—x1(1)

8(x) =y1(t) + (M1 +0)(x —x1 (1)) <y1(t) + My 1 (x—x1 (1)) <
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<yi(t) + (rx—x1 (1)) (x —x1 (1)) = be (x)

* fi(x) > a;(x),b;(x) (a prova é andloga a do item anterior).
2(0+M)
0
e sdo tais que, para todo x € (xq(¢),x1(¢)):

* Se M = max {M , , entdo as funcdes a;, by, f;, g; possuem derivada M-limitada

(0~ < )~ 00,0~ ) < (1= ) 09— ()

Separemos a andlise em dois casos, de acordo com o valor de g;(x).
Caso g;(x) = yo(t)+ (m; 90— 6)(x—xo(t)), entdo, da defini¢do de f;(x), temos f;(x) <
yo(t)+ (M o+ 0)(x—xo(t)) e assim:

a(x) —yo(t)  8(x) —yol
a(x)—g(x) _ x—xo(t) x—xo(t)
filx) —g(x)  filx) =yo)  &(x) —yo(t)
)

> >
o (Mt0+5)_(m10_5) B
x—xo(?) x—xo(t
myo— (mt,O_a) _ 6 > g > i
- (M,70-|—5) — (mt70— 6) 25-|—(M,70—m[70) - 2(6 +M) - M

Caso g/(x) = y1(t) + (M;1 + 0)(x —x(2)); entdo, da definicdo de f;(x), temos

Fi(x) <yi(e) + (m 1 — 8)(x—x1 (1)) e assim:
a(x)=y(t) &) -—n@) ax) -y
a;(X) —gt(x) _ x—xl(t) x—xl(t) - x—xl(t) (Mt,] +5) y
i) —g(x) i) =) &) —yi() = (m1—8)—Mi+38) ~
x—x(t) x—xi(t)
M1 — (M1 +0) - o o 1

= > =
- (mt’0—6)—<Mt,0+5) 25+(M,70—mt70) - 2(5 +M) M

Logo:
A%.(ﬁ(x) — (%)) < ay(x) — g (%)

Analogamente, prova-se que:

%(ﬁ(x) —g(x)) < fi(x) —ar(x)

O que implica:

ar(x) — g (x) = (fi(x) — & (x)) = (fi(x) —a:(x)) < (1 - i~) (fi(x) — & (x))

M
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De modo similar, temos também que:

)~ 20) <009 0 < (1= 7 ) ()~ 8,9

M

A demonstracdo esta, pois, finalizada. L]

6.2 Reducoes a tridngulos lineares

Nesta secdo, usaremos as ideias vistas na se¢io anterior para demonstrar as pro-
posi¢des basilares para a resolu¢ao do problema desta tese, reduzindo a andlise a germes de

superficies formadas por um niimero finito de tridngulos lineares.

Proposi¢do 6.2.1. Sejam (¥;,0) € (C32,0) (i = 1,2,3) arcos distintos tais que:

(¥,0) = mnUrRn®,0)
seja LNE. Entdo, (X,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente a (7793,0).

Demonstracdo. Parai=1,2,3, seja 0;(t) = LY 1%%+1(t) € 6; = £Y;—1%%i+1 (indices mbdulo
3). De acordo com a Observacao 5.2.2, 01, 6,,0; > 0. Como 0; + 0, + 63 = 7, temos dois casos
a considerar:

Caso 1: 61,603 < Z.

Tomando uma rotagdo de eixos se necessario, podemos supor que m =(1,0,0), de
modo que (¥,0) é germe de tridngulo sincrozinado com derivada M = max{tan(0; + €),tan(6; +
€)}-limitada, para algum € > 0 suficientemente pequeno (como no Exemplo 6.1.4). Pela
Proposicdo 6.1.6, o resultado estd demonstrado neste caso.

Caso2: 61> Fou 63 > 7.

Analisemos apenas 6; > Z, pois o outro caso é andlogo. Para cada t > 0, seja
¥(t) € () (t) tal que || % (1) — 1 (t)]| = [|72(1) — ¥(z)|. Observe que ¥ = ¥(r) é um conjunto
semialgébrico, logo um arco. Assim, tomando uma rotacdo de eixos, se necessirio, podemos
supor que @ = (1,0,0), de modo que (717, U727,0) é germe de tridngulo sincrozinado com
derivada limitada, uma vez que Zp vy = Lpny = n—TOz < . Pela Proposicdo 6.1.6, (¥,0) é
bi-Lipschitz ambiente equivalente a (7;7U773,0), e como Zyy 13, £y < 5 (pois Zy1yys =
%62 > %), o resultado se reduz ao Caso 1.

]
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Figura 19 — Resoluc¢ao do caso 2 da Proposicdo 6.2.1

Us(y1y Uy () @
=> >

@) y3(t) 71 (©) Y3 ()

y3(t)

Fonte: elaborado pelo autor.

Definicao 6.2.2. Sejam y,,7,, 73 arcos e seja Y =y, UhYs uma superficie cujo germe é LNE.
Dado 6 > 0, para cada t >0 e para i = 1,3, sejam r; (t),r; _(t) retas passando por ¥;(t) e

externas ao tridngulo 7 v;(t) tais que:

L(ri- (), n1(1) = £(ris (1), 70(2)) = 6

Para 0 suficientemente pequeno, as retas r1 1 (t),r3 4 (t) se intesectam um ponto
Y+ (t) e as retas ri —(t),r3, () se intesectam um ponto y_(t). Sejam os arcos Yy = Y4 (t), Y- =
Y- (1), Vo (t) 0 quadrildtero delimitado por v (t), Y+(t), 13(t) e Y-(t) e Vo(Y) = Us=oUp () U{0}.
Definimos a 0-envoltoria de amassamento de Y como sendo o germe do conjunto Vg(Y) e

denotamos Yy como o arco de fronteira dessa 0-envoltoria mais proximo de 7.

Observacao 6.2.3. A 0-envoltoria de amassamento de Y ndo necessariamente é uma envoltoria
de suporte de Y, uma vez que é possivel que Zpyys > 5. Entretanto, para cada 6 >0
suficientemente pequeno, podemos tomar 6 > 0 tal que as 6-envoltdrias de suporte (ou suas
respectivas imagens por rotacdo de eixos) envolvidas na demonstracdo da Proposi¢do 6.2.1
estejam todas contidas na 0-envoltoria de amassamento de Y, de modo que Y é amassdvel em
Vo(Y). Em particular, se X C C> é uma superficie semialgébrica fechada tal que (Y,0) C (X,0), e
se existe 0 > 0 tal que (Vo(Y),0)N(X\Y,0) =0, entdo (X,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente
a (X\Y)U7%,0).
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Figura 20 — 0-envoltéria de amassamento de Y =715 UPpY

V+t)

Ve (V) (1)

r1_+(f)

yl (t) Tl. (f)

Fonte: elaborado pelo autor.

Proposiciio 6.2.4. Sejam (7;,0) € (C2,0) (i = 1,2,3) arcos distintos tais que:

(X,0) = MmprURBUBN,0)

seja LNE. Entdo, existe B € Q> tal que (X,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente ao germe da

B-corneta padrdo (Hpg,0).

Demonstragdo. Parai=1,2,3, seja 0;(t) = £%—1%Yi+1(t) € 6; = £%—1YYi+1 (indices médulo

3). De acordo com a Observagdo 5.2.2, 6, 6,, 05 > 0, o que implica que existe f € Q> tal que:

tord('1, ) =tord (s, y3) =tord(y3, 1) =P

Assim, existem ay,ap,a3 > 0 tais que:
1) = %)l = ait’ +o(P)

[v() —n@)] :azfﬁ+0(fﬁ)
171 () = »(1)]| = astP +o(tP)

Note que a;,a>,a3 sdo os comprimentos dos lados de um triangulo. Sabemos que o

raio da circunferéncia circunscrita a um triangulo de lados x,y, z e drea:

VE+y+2)(—x+y+2)(x—y+2)(x+y—2)

S =
4

é R = 5. Sendo:
ajazas
\/(a1 +ary+a3)(—a1+a—2+a3)(a; —ax+a3)(a; +ax — a3)

CcC =
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Temos que, para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno, se I'(7) é a circunferéncia
circunscrita ao tridngulo ¥ (1) (¢)v3(¢) (que é ndo degenerado, ji que 6; > 0), o raio R(t) de
I'(t) tem série de Puiseux dada por R(r) = ctP 4 o(tP). Pelo Lema 3.2.1, podemos supor ainda
que I'(¢) tem centro na origem.

Definindo " := (U;~oI'(¢)) U{0} C C3, provemos que (I, 0) é bi-Lipschitz ambiente
equivalente a (X,0) em C>. Fagamos a demonstragio em dois casos.

Caso 1: se 01,6,,03 < 7, podemos assumir que 7 > 0 é suficientemente pequeno
de modo 71(1)2(¢)y3(¢) é um tridngulo acutingulo, cujos dngulos internos satisfazem, para
i=1,2,3, € < 6(t) < § —¢, para algum & > 0 pequeno. Dessa forma, se I';() é o arco de
['(¢) delimitado por %_1(¢) e ¥+1(¢) e que ndo contém ¥(z) (indices médulo 3) e se I'; =
(Ur=oT(2)) U {0} € C} , por meio de uma rotagiio de eixos, se necessdrio, podemos ver I';(1)
como um link plano de um tridngulo sincronizado 7' convexo com variacdo M-limitada, M = cot €
(isso se deve ao fato de que as tangentes a I" por Y () e Yi1(r) formam com ¥_;Yip1(r)
angulos menores que 7 — €). Dai, existe 6 > 0 tal que a 5-envoltéria de suporte de I';(r) ndo
intersecta (X (t) UT(t))\(%i—1%+1(t) UTi(r)), donde (T,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente
a (%-1%+1,0), pela Proposicdo 6.1.6.

Figura 21 — Construcdo da 6-envoltéria de suporte de I';(7)

Us(T)(2)

[, (2)

10

Fonte: elaborado pelo autor.

Logo, cada I'; € amassavel em sua respectiva envoltdria de suporte, e aplicando

tais transformagdes em cada envoltéria de suporte, segue que (I',0) é bi-Lipschitz ambiente
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equivalente a (X,0) em (C3,0), como queriamos.

Figura 22 — "Amassamento"dos arcos I'1,I,I'3 no caso 1.

Us(T;)(t)

¥2¥3(t)

T yir2(0)

y1 ()
Us(TL)(8) Us(T3)(0)

Fonte: elaborado pelo autor.

Caso 2: Existe i € {1,2,3} tal que §; > 7 (digamos i = 1). Neste caso, I',I'3 sdo
amassaveis em suas respectivas envoltdrias de suporte, mas o mesmo ndo vale para I'j. Para
contornar essa situacdo, tomamos, para cada t > 0, ¥(¢) o ponto médio do arco I'| (¢) e definimos
I'12(t) a regido em I'j(¢) delimitada por ¥ (¢),¥(t) e I'| 3(¢) a regido em I'y(r) delimitada
por 15(t),¥(t). Denote também Ty ; = (Ui=ol1,;(¢)) U{0} C C3 (j = 2,3). Pelos mesmos
argumentos do Caso I, temos que I';,173,1' 2,11 3 sd0 amassdveis em suas respectivas envoltorias
de suporte, donde (I",0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente a (127 U173 U BYU7Y),,0) em
(€3,0).

Como Zypys(t) = Lypp(t) =16, < T — &, temos que 7, YU7Y73 € amassdvel numa

0-envoltdria de suporte que ndo intersecta pontos interiores de 7271 U371, e assim (%7 Uy U

TYU7T57,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente a (157 U775 UP75,0) = (X,0) em (C3,0),
como queriamos. Como (X ,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente a (I",0) em C?, pelo Corolério

3.2.4, o resultado esta demonstrado. O]
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Figura 23 — §-envoltdrias e "amassamentos'no caso 2

Us(Ty3)(0)

Us(T2)()

VN 5730
77 )
Y1v3(t) ¥1y3(t)
= T
@) TAG

Proposicio 6.2.5. Sejaa > 0 e seja (X,0) C (C3,0) um germe de superficie LNE, semialgébrica,

t
Us(Ty2)(2) o Us(T3)(t)

Fonte: elaborado pelo autor.

2-dimensional puro e fechada, com link conexo. Entdo, (X,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente
a um germe de uma superficie formada por uma unido finita de triangulos lineares delimitados

por arcos.

Demonstracdo. Pela Proposi¢ao 4.3.4, para cada 6 > 0, existe uma decomposi¢ao d-convexa
(X,0) =UL(Xi,0). Parai=1,...,n, sejam (¥, 0,0), (7:1,0) os arcos de fronteira do tridngulo
(X;,0). Se T; = rq,(X;), Us(T;) € a 6-envoltoria de suporte de 7; e U; = r_g,(Us(T;) ), entdo como
T; € tridngulo sincronizado convexo e com derivada d-limitada, temos que, para todo C > 1,
podemos tomar 6 > 0 suficientemente pequeno de modo que, para todo ¢ > 0 suficientemente

pequeno e todos os pontos p,q € U;(t):

1
ZpYio(t)q, ZpYia(t)g < arctanz

Pelo Teorema 2.2.22, existe C > 1 de modo que X(¢) seja C-LNE, para todo ¢ > 0
pequeno. Ao tomar C cumprindo tal condi¢do e & como acima, afirmamos que, parat > 0 e todos
i <i< j<nU(t)NU;(t) é igual a um ponto de algum arco de fronteira ou igual a @. Suponha
o contrdrio, isto é, existe P € U;(t) NU;(t), P # Yo(t), %1 (t). Para s =i, j, a perpendicular,
por P, a Yk 0%.1(t) intersecta Xi (1) em P € Y o¥.1(¢) em Q. Sejam A € {Y0(t),%.1(¢)}, B €

i0(t),7:.1(¢)} tais que o caminho em X (7) de comprimento minimo conectando P, a P; passa
{7j.0(0),71(1)} tais p j P
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por A e B. Em particular:

dx (1) (P, Pj) > ||P; — Al +[|A = B|| +[|B — P;||

Figura 24 — Prova de que U;(t) NU;(t) ¢ um ponto de arco de fronteira, ou vazio

Fonte: elaborado pelo autor.

Temos que || — P, < [P — Q| + Qi — PIl + [P — P;|| + | P — ;. Como as
desigualdades ZP,AQ;, ZPAQ;, ZPBQ;, ZP;BQ; < arctan% sdo validas, temos:

lA—oil _ |A-~]
4C —  4C

1B—Qjll _ 1B— £l
A~ 4C

1B = Qill, [|Qi = Pl <

1P — P, [|P;— Q;ll <

|P=AI|B=P| - [P=AI+IA=BI+IB=P,] . dxi(PiP)
| < 2C < 2C <

Logo, ||P; — Pj| >c > uma contra-

digdo. A afirmagdo estd, pois, provada, e desse modo cada (X;,0) é amassavel em cada (U;,0)

correspondente, finalizando a demonstragao. [
Figura 25 — Demonstrag¢do da Proposicao 6.2.5

“§f<:

S <

Fonte: elaborado pelo autor.
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7 SUPERFICIES POLIGONAIS E MERGULHO NORMAL
7.1 Definicoes e lemas preliminares

Definicio 7.1.1. Seja a > 0 e seja (X,0) C (Ca3 ,0) um germe de superficie semialgébrica fechada.
Dizemos que X é uma Superficie Poligonal se existe n € N>, arcos distintos yi,...,Y% CX e
uma das duas situacoes seguintes ocorrer:
1. O link plano de X é homeomorfo a [0,1] e (X,0) = (U’ '%¥11,0). Neste caso, dizemos
que X ¢ Poligonal Aberta (ou (n— 1)-Gonal Aberta), e que n é o niimero de vértices de X.
2. O link plano de X é homeomorfo aS', n >3 e (X,0) = (U™, 7i%i+1,0), onde Y1 = Y.
Neste caso, dizemos que X é Poligonal Fechada (ou n-Gonal Fechada), e que n é o
numero de véritces de X.

Em todo caso, denotamos X como uma superficie poligonal (aberta ou fechada)

delimitada pelos arcos vV, ..., Y,. As superficies )Y, ..., Yo—1Yn Sdo definidas como Superficies
de Arestas de X (caso X seja fechada, Yy, também é superficie de aresta de X ).
Dizemos ainda que X é uma Superficie n-Gonal ndo Degenerada se n > 3 e as
seguintes condicoes forem satisfeitas:
* X é n-gonal aberta e ZY;_1YiYit1 <« parai=72,....n—1, ou X é n-gonal fechada e
LY VY1 <m parai=1,....n (% ="V 1 = Yat1);
* para todo t > 0 suficientemente pequeno e todos 1 <i < j <k <n, %(t),y;(t), %(t) ndo

sdo colineares.

Lema 7.1.2. Seja (X,0) um germe de superficie poligonal (aberta ou fechada) LNE delimitada
pori,....,ypesejai € {l,...,n} tal que:

* Yi—1% Yi%i+1 Sdo superficies de arestas de X ;

* a=tord(Yi-1,%) =tord(¥, Yis1);

* 0< LYYV < T

Entdo existe & > 0 tal que, para todo € € (0, &), se (¥e,0) € o arco definido por:

Ye(t) € Yimt()%(0) 5 [7e(t) = %(1) || = €1 (> 0)

Entdo (X ,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente ao germe da superficie poligonal

(aberta ou fechada) delimitada por Yi,...,%—1,Ye;Yit1,-- - Yn-

Demonstra¢do. Como a = tord(Y;,Yi+1) = tord(¥i—1, %), existem b;,b;_; > 0 tais que ||%;(¢) —

Yir1(D)]| = bit*+0(t%) e ||vi—1(t) — %i(t)|| = bi—1.t* + 0(t*). Logo, para todo ¢ > 0 suficien-
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temente pequeno, ||%(¢) — Vi1 (t)|| > %.t“ e ||vic1(t) — y(r)]| > hi—;.ta, e como (X,0) é LNE,
pelo Teorema 2.2.22 existe C > 1 tal que X (¢) é C-LNE. Ademais, como 0 < Z%_1%%i+1 < 7,
temos que existe M > 1 tal que sin (6;(z)) > 1%4’ onde 6;(t) = £%—1(t)Y;(¢)¥i+1(t), e também que
ZY:Yi+1Y € uma funcdo decrescente em €, com £ %+17%; — 0 quando € — 0.

Considere g < f—é,% tal que LY, (¢)Yi41(2)%i(r) < arcsin (ﬁ:) e € € (0,8).
Dado 6 > 0 suficientemente pequeno, a 6-envoltéria de amassamento Vg (Y) de Y = 1% UY%ir1

¢ delimitada pelos arcos Y, ¥+, Yi+1, Y-, onde v é o arco de fronteira de Vy(Y) mais préximo

de 7. Defina y(7) a intersecdo das retas ¥ (1)% (1) §/+ (£)%:+1(). Podemos tomar 6 pequeno o
bastante de modo que, para cada ¢ > 0, e para qualquer ponto p no tridngulo ¥4 (¢)7v:(¢)y(¢) e
qualquer ponto ¢ no quadrilatero g (¢)y(¢)¥+1(t)y-(¢), temos:

* lp=nOl < %) = %@)] = e1*

* Zg¥i+1(2)%(t) < B, onde B € (0,7) é tal que sin(6;(t) =) > % esin(f) < MLC Tal
angulo B sempre existe, pois sin ;(r) > % > % e:

. 1 . 1
B < ZYe(t)Yir1(t)%i(2) +26 < arcsin (M‘) 420 < arcsin (M_C>

* llg=rll < 1Iv(e) =@l = 17() = %@l + %) = % (1)[| < 2€.1%, onde r & o ponto sobre

o segmento ¥;11(¢)%(¢) tal que gr e V¢ (1)y;(¢) sdo paralelas.

Figura 26 — Demonstragdo do Lema 7.1.2
Y+ (@©

Yier ()

Ve (t)

y-(t)

Yi—1(t)

Fonte: elaborado pelo autor.

Provemos que Vy(Y)(¢) N (X\Y)(r) = 0. Suponha o contrdrio, ou seja existe ao

menos um ponto em tal intersecao. Dividiremos a anélise em dois casos:
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Caso 1: o ponto na interse¢do é p no tridngulo ¥4 (¢)7:(¢)y(¢). Neste caso, temos:

i a V(b 1oy o
lp =%l <er® <o {517 | < Gl =% @)l

1 (bi 1
— v <et¥ <= 1% v —
Ip=7(0)] < e <C( : r)<c||y, () =)l

Como dy (1) (p, %(1)) Z min{[|%i(t) = Yir1 () ||, [1%-1 (1) = %(2) [}, segue que dy ) (p, %i(t)) >
C||p — 7:(¢)||, uma contradicao.

Caso 2:: o ponto na interse¢ao € ¢ no quadrilatero g (¢)y(7)¥i+1(t)y— (). Neste caso,

temos:

1 b
—r|<2er¥*< =2
gl <2049 < 2.2

1
o _ " la W
17 < Sl () = %)

Para ¢ no tridngulo % (7)y(¢)%i+1(¢), temos:
2rqYis1(t) = T — £qryi(t) — Lryi (t)g =

= 0i(t) — Zryi1(t)g € (6i(r) — B, 6i(1))

Para g no quadrildtero ¥ (¢)¥e (t)y—(¢)¥i+1(¢), temos:
2rqYi1(t) = T — Lqrii (1) — Lri+ (t)g =

= (m—06i(t)) — LrYis1(t)g € (T —6;(t) — B, — 6;(¢))

. 1 P . A . N <—> ~
Em todo caso, sin (£rq¥;41(t)) > 3;. Se h é a distancia de r a reta ¥, (¢)q, entdo:

h
= <Mh=
g =l sin ZrqY;41(1)

= M|lr = Y1 (1)l sin (Lg%11 (1) 1:(2)) < él\r— Yir1 (0]

Como dy;)(q,r) = min{||lr —¥i11 () ||, [|%i-1() — %(1)[}, segue que dy()(q,r) >
C||g — r||, uma contradigdo.
Portanto, da Observacao 6.2.3, (X,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente ao germe

da superficie poligonal delimitada por ¥,...,%-1, Y, Yi+1,- - -, Yu, finalizando a prova. 0
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Lema 7.1.3. Seja (X,0) um germe de superficie poligonal (aberta ou fechada) LNE delimitada
por Yi,...,Ypesejai € {l,...,n} tal que:
* Yi-1%, YiYi+1 Sdo superficies de arestas de X ;
o tord(Yi-1,%) > tord(V, Yi+1);
* 0 < ZY-1YYe+1 < T, para todo k.
Entdo as seguintes afirmacoes sdo verdadeiras:
1. Se X(t) ~[0,1] e i =2, entdo (X,0) € bi-Lipschitz ambiente equivalente ao germe da
superficie poligonal aberta delimitada por y, 13, ..., Yu-
2. Se ¥i_2%i—1 € superficie de aresta de X e tord (Y2, %i—1) < tord(Y;,Yi+1), entdo (X,0) é
bi-Lipschitz ambiente equivalente ao germe da superficie poligonal (aberta ou fechada)

delimitada por 1, ..., Yi—1, Yi+1, - Y-

Demonstracdo. Seja 6; = ZY¥_1Y;Yi+1 e C > 1 tal que X (¢) é C-LNE, parat > 0 (Teorema 2.2.22).
Como na demonstracio do lema anterior, dado 8 > 0 suficientemente pequeno, a 0-envoltdria de

amassamento Vg (Y) de Y =77, U%%i11 € delimitada pelos arcos ¥, ¥+, ¥i+1, Y-, onde ¥, € o arco

\

de fronteira de Vy(Y) mais préximo de ¥;. Defina y(¢) a interse¢@o das retas éfi_l }/,(tj € ViYix1 (t§
Como tord(Y;—1,7%) > tord(Y;, Yi+1), temos que Z%—1%+1%i =0e LY11%-1Y%i =7 — 6.

Temos ainda que ZYY Y41 =T — 0;, LYYip1Yi = LYVi1V+ =6, ZYYYigr1 =6 — 6 e
LY 1Y+Y=0;—20, para 6 < %. Dessa forma, se frord(%;,%i+1) = @, entdo ao considerarmos
08 arcos ¥, ¥, ¥i+1, temos tord(Y;,y) = tord (Y, ¥i+1) = & = tord(¥—1,y) = o. Considerando os

arcos %1, ¥, Y+, temos, de tord(vi—1,Y) = o, que tord(Y;—1,v+) = tord(y4,7) = Q.

Figura 27 — Determinagdo das ordens de contato no Lema 7.1.3

Vi+1

Fonte: elaborado pelo autor.
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Ademais, existe bg > 0 tal que a série de Puiseux de ||y;—1(t) — (¢)|| € bg.t* +0(t%),
com by — 0 quando 8 — 0. Assim, para cada ¢t > 0, a maior distancia conectando dois pontos
no tridngulo ¥;—1(¢) Y, (¢)y(¢) tem série de Puiseux igual a cg.t% + 0(t%), comcg >0ecg — 0
quando 8 — 0. Em particular, existe 8 > 0 tal que, parat > 0 e para todo ponto p no tridangulo
V()1 (8)7(0):

lp =%l < () = Yirr ()]

[
CC~%

Onde C > 1 € tal que [|%—2(t) = %i-1(0)[| > EllYi-2(1) — %1 (1)l|, para 1 > 0 pe-
queno (C existe, pois tord(Y_2,%_1) < tord(¥,%+1)). Analogamente ao que foi feito no

lema anterior, existe 8 > 0 suficientemente pequeno tal que todo ponto g no quadrilatero

Vi1 () ¥(8) Yirr (£) v-(2):

1 1
— — % t)— < —=||%lt)—v t
gl < ol ()=l < s le) — e (1)

onde r é o ponto sobre o segmento %11 7%;(t) tal que g7 e ¥—17%(t) sdo paralelas.

Afirmacao 7.1.4. Caso Y;—,7%—1 seja superficie de aresta de X e tord(Y;—2,%i—1) < tord(Yi—1,%;),

existe 0 > 0 suficientemene pequeno tal que ¥;—2%—1(t) NVe(Y) = {y—1(¢) }, parat > 0.

Demonstragcdo. Suponha o contrdrio, isto é, par todo 6 > 0, existe ¢ > 0 suficientemente pequeno

de modo que a semirreta s(t) = %1 (¢)Yi—2(¢ ) seccione o quadrilétero %1 (¢) Y4 (¢) Y1 (2) Y- (2)-

Como Z%_2%-1% > 0, podemos tomar 6 pequeno o bastante de modo que s(¢) ndo secciona
o tridngulo ;1 (¢) 4 (¢)y(¢). Logo, s(t) secciona o quadrildtero ¥;—1(¢)y(t)¥i+1(t)v-(¢), o que
implica Zy; %17 < w—6;.

Caso 1: Se Zy;_»%i—1Y; < T — 6;, entdo s(¢) intersecta y(¢)%¥+1(¢) num ponto ¥(t).
Considere o arco ¥ = (). Como:
Zp)¥O) Y1 (1) = T = LY%2() Y1 (1) %(1) — 6, > 0
temos:

oy = tord(Y;—1, %) = tord(Y;,¥) = tord(y,%i—1)

Assim, ¥(t) é a interse¢@o dos segmentos ¥i—2%—1(f) € Y%%+1(t), contradicdo com o

fato de que X (1) ~[0,1] ou X (¢) ~ S.



97

Figura 28 — Demonstragdo da Afirmacgao 7.1.4, caso 1
Y+ ()

y(t)

Yier (D)
Yi-1 ()

y-()

Fonte: elaborado pelo autor.
Caso 2: Se ZY;_»Yi—1%: = ©— 6;, seja ap € Q> tal que:
tord(Yi-2,Yi-1),t0rd(¥, Y1) < 0 < 04

e seja po(1) € ¥%(1)¥i41(7) tal que ||7i(t) — po(t)|| = 1%. Sejam ainda pi(t) € C3()
tal que %—1(¢)%(t)po(t)p1(t) é um paralelogramo, p,(z) a intersegdo das retas W e
m e sejam os arcos py = () (k=0,1,2). Como LYY 1p1 =T — 0, =LY 2Y—1% =
Zp2%i-1%, temos que ZprYi—1p1 =0¢

{Zp2p1¥i-1, £Zp1p2%ie1 } = {6;,m— 6;} # {0, 7}

Figura 29 — Demonstra¢do da Afirmacdo 7.1.4, caso 2

Vi1 (©)

p2(6)

Yi-1(0)

Fonte: elaborado pelo autor.

Assim, tord(Y;—1,p2) =tord(¥i-1,p1) = tord(¥;, po) = 0, donde dx ) (p2(), Po(t))

(€D

1p2(t) = Y (|| + %= 1(6) = % (@) | +1%:(2) — po(2) || > [ %:(2) — po(t)|| = £

Ademais, existe o) € Q>1, &t > a, tal que rord(p,, p1) = 0. Como o = tord(po, p1)

e po(t), p1(t), p2(t) sdo colineares, segue que existe b > 0 tal que ||p2(¢) — po(t)|| = b.t* +o(t%),
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1 ~
onde & = min{a, 04} > 0. Portanto, existe 0 < 1 < (53=) ¥ % tal que ||p2(t) — po(t)|| < 2b.1%,

€ com iSso:
1) —polt 2b.t% ; 1
lp2() = po)l| _2b4% a1
dx(r)(P2(t),po(t)) ~ 1% C
Uma contradigdo, visto que X (¢) é C-LNE. Logo a afirmagio estd provada. [

De volta a demonstracdo do Lema, tome 6 > 0 satisfazendo as condi¢des supraci-
tadas e a Afirmagdo 7.1.4, caso a hipétese (2) seja assumida. Demonstremos que Vg (Y)(¢) N
(X\Y)(r) = 0. Suponha o contrério e dividamos a anélise em dois casos.

Caso 1: o ponto na interse¢do é p no tridngulo v, (¢)%—1(¢)¥(¢). Se a hipétese (1)

for assumida, entao:
o (p0) 2 [10) — 11 (O] 2 20 = 2410
E se a hipétese (2) for assumida, entdo:
dx () (p,%i(1)) = min{{|%(t) = Y1 (), [1%2(0) = via (D)1} = %H%‘(I) — Y1 (1]

De todo modo, temos:

P =10 < 20~ %1 ()] < (. %00)

Ll
CC‘%

uma contradi¢do.

Figura 30 — Demonstragdo do Lema 7.1.3
Y+(©)

Yitr(®)

Fonte: elaborado pelo autor.
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Caso 2: o ponto na interse¢do é g no quadrildtero %1 (¢)y(t)vi4+1(t)y—(z). Se a

hipétese (1) for assumida, entdo:

dx(1)(q,7) = [|Yi41 (1) = 7| > Cllg — ]|

E se a hipétese (2) for assumida, entdo, como:

I%5-20) = %101 2 ZHO) ~Ha Ol = 1 () =11

temos:

. 1
dy(0)(q:r) 2 min{[| %1 (6) = rll, [17-2(6) = ¥ia I} = &M% (1) =7l

Assim:

1 1
lg=rll < =gl (6) = 71l < 2 4:7)
uma contradi¢do. O resultado segue pela Observacao 6.2.3. [

7.2 Reducoes de arestas em superficies poligonais

Proposicio 7.2.1. Sejam a > 0, n > 3 inteiro e seja (X,0) C (C3,0) um germe de superficie
LNE poligonal delimitada pelos arcos vy, ..., Y.
1. Se (X,0) é (n—1)-gonal aberta, entdo (X,0) € bi-Lipschitz ambiente equivalente ao germe
de superficie 1-gonal aberta delimitada por Y1, Y.
2. Se (X,0) é n-gonal fechada, entdo (X,0) € bi-Lipschitz ambiente equivalente a um germe

de uma superficie LNE 3-gonal fechada.

Demonstragcdo. A prova serd por indugdo em n (no que segue, considere Yo = %, € Y1 = Yu+1
no caso de X ser poligonal fechada). O caso inicial n = 3 ja foi analisado na Proposicao
6.2.1. Para o passo indutivo, suponha primeiro que Z%;_1%%+1 = T, para algum i. Temos que
LY Yi—1Yi+1 = £YYi+1Yi—1 = 0, de modo que existe 8 > 0 suficientemente pequeno tal que a
f-envoltéria de amassamento Vg(Y;) de (¥1,0) = (%i—1% U%7%+1,0) ndo intersecta (X\Y7,0),
pelos mesmos argumentos da Proposi¢o 6.2.5 (por uma rotagdo de eixos, se necessario, (¥1,0)
pode ser visto como germe de tridngulo sincronizado convexo de derivada d-limitada, para
cada 6 > 0). Portanto, (¥1,0) é amassdvel em Vg(Y]) e assim (X,0) é bi-Lipschitz ambiente
equivalente a poligonal (aberta ou fechada) delimitada pelos arcos Vi, ..., %—1,Yit1s---, Y € O

resultado segue por indugdo neste caso.
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Figura 31 — Resoluc¢ao do caso ¥;—1%%+1 = & da Proposicao 7.2.1

Vo (Y1)

Vie1 Yis1 Yi-1 Vit

Fonte: elaborado pelo autor.

Suponha agora que £%_1%%+1 < 7 para todo i e defina o; = tord (¥, ¥+1). Temos
dois casos a considerar.

Caso 1: a; = o), para todos i # j. Seja a o valor comum dos ¢; e separemos este
caso em dois subcasos.

Caso 1.1: X € poligonal nao degenerada. Considere I C ([g]) um conjunto de pares
de indices (i,j);1 <i < j <ntal que:

1. (1,2),...,(n—1,n) €1, se X é poligonal aberta, e (1,2),...,(n—1,n),(1,n) €1,se X é
poligonal fechada.

2. para todo 7 > 0 suficientemente pequeno, Ug; ¢ IW ¢ uma triangulagdo do fecho
convexo determinado por ¥ (2), ..., %(t).

Como X é poligonal ndo degenerada e como o tipo topoldgico de X (¢) € invariante
para ¢t pequeno, pelo Teorema 2.1.20, tal conjunto de pares de indices sempre existe. Agora,
suponha que as arestas %;7%;11(¢) no link X (¢) sdo destacadas e que o fecho convexo determinado
por ¥i(t),...,%.(t) seja um k-agono, onde a de suas k arestas sdo destacadas. Por exemplo,

na triangulagdo do diagrama esquerdo da Figura 28, as arestas destacadas sdo ¥ (t) % (1), ...,

(1) %6(1) e:
I={(1,2),(1,4),(1,6),(2,3),(2,5),(2,6),(3,4),(3,5),(4,5),(4,6),(5,6)}

Ja na triangulagcdo do diagrama direito da Figura 28, as arestas destacadas sdo

non), ..., xsOw), %Hn) e:

1={(1,2),(1,3),(1,5),(1,6),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(4,5),(4,6),(5,6) }

Seja T o ndmero de tridngulos no interior desse fecho determinados pela triangulacao.
Calculando a soma dos angulos internos de todos esses triangulos, temos um total de 7.7. Por
outro lado, ao contar esse total olhando os angulos no k-dgono do fecho e os angulos ao redor de
cada ponto interior, temos um total de (k—2).w+ (n—k).2x = (2n — k — 2).7. Igualando tais

quantidades, temos que o total de tridngulos é T = 2n — k — 2.
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Figura 32 — Exemplos de triangula¢des de links de superficies poligonais

y3(6)
}’_3(?3)
Yz(tl// z(t)
/s 20
Ye(t) e ya(®)
yl(t) '}Jil(t) }’G(t)
1={(1,2),(1,4),(1,6),(2,3),(2,5), 1 ={(1,2),(1,3),(1,5),(1,6),(2,3),
(2,6).(34).(3.5),(4.5).(4.6).(5.6) } (2,4),(25),(3,4),(45),(4,6),(5,6)}

Fonte: elaborado pelo autor.

Afirmamos que existe um dentre esses 2n — k — 2 tridngulos que possuem ao menos
duas de suas trés arestas destacadas. Suponha o contrario, ou seja, cada tridngulo possui no
maximo uma aresta destacada, e analisemos primeiro o caso X () ~ [0, 1]. Contando o nimero de
arestas destacadas em cada tridngulo, temos no maximo 7 = 2n — k — 2 arestas destacadas. Por
outro lado, como ha a arestas destacadas na borda do fecho convexo, existem n — 1 — a arestas
destacadas no interior do fecho. Logo, como cada aresta do interior foi contada duas vezes e cada
aresta na borda foi contada uma vez, o total das arestas de cada tridngulo contabilizado € igual
a2(n—1—a)+a=2n—a—2. Como a < k, temos 2n —a —2 > 2n — k — 2, contradi¢do. No
caso X (t) ~S!, o niimero maximo de arestas destacadas ainda é 2n — k — 2, mas por outro lado
esse total € 2(n —a) +a = 2n — a, pois ha n — a arestas destacadas no interior do fecho. Como
a <k, temos 2n —a > 2n — k — 2, de novo uma contradi¢cdo. Portanto, a afirmacao esta provada.

Considere tal tridngulo e suponha que as suas arestas destacadas sejam %1%, ¥;¥i+1-
Se 2 <i<n-—2,paracada e >0, seja 1e(t) € 1i(t)yir1(¢) tal que || (t) — ¥ir1(1)|| = 1% e seja
0 arco ¥ = %(t) (note que (7, 0) estd bem definida, para todo € > 0 suficientemente pequeno).
Pelo Lema 7.1.2, existe € de modo que (X,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente & poligonal
delimitada pelos arcos i, ..., %, Ye, Yit2, - - - » Yo. COmo LYiy1%i—17% > 0, existe uma 0-envoltdria
de amassamento Vg (Y2) de Y2 = %1% U7, tal que Vy(¥3) ndo intersecta nenhum ponto de
(X\Y2,0), uma vez que o tridngulo %1% 7%-1(¢) ndo tem pontos de X (¢) em seu interior.

Logo, (¥,0) é amassdvel em Vy(Y>) e assim (X,0) é bi-Lipschitz ambiente equiva-

lente ao germe da poligonal delimitada pelos arcos ¥1, ..., %i—1, Ye, Yi+2, - - -, Yu» € O resultado segue
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Figura 33 — Resoluc¢ao do caso 1.1 da Proposi¢ao 7.2.1

y:i(©)

Ye(®)

Yit2 (D }’HZZF)- }’me)-

Fonte: elaborado pelo autor.

por hipétese de indugdo. Observe que tal argumento também funciona para i = n — 1 no caso
X(t) ~S! (basta renomear ¥1,...,%, cOMO %, ..., 1, respectivamente), e no caso X (¢) ~ [0, 1],
tal argumento funciona também para i = n — 1,n (por uma renomeacgao similar).

Caso 1.2: X nao € poligonal ndo degenerada. Neste caso, provemos que existe
X poligonal nio degenerada de mesmo niimero de vértices de X tal que (X,0) é bi-Lipschitz
ambiente equivalente a (X,0) em (C3,0). Realize o seguinte algoritmo, de modo sucessivo para
i=2,...,n—1:

Passo 1: Escolha £, > 0 suficientemente pequeno de modo que, se y(¢) € m
¢ tal que ||y(t) — 7(¢)|| = €1.t% e Yy = y(¢), tenhamos Vi1 # :EW, para todos j,k indices
distintos em {1,...,n}, e (X,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente ao germe da superficie
poligonal (aberta ou fechada) LNE delimitada por y1,...,%—1,7, Yi+1,- .-, Y- 1al & existe, pelo
Lema 7.1.2 e pelo fato de que Zy%;11% > 0.

Passo 2: A seguir, para cada t > 0 pequeno e para todos os indices distintos j,k
em {1,...,n}, seja ¥ (¢) a intersegdo da reta ¥ ()7 () com a reta y(¢)¥+1(¢). Tal intersegdo
sempre existe, pois m +# im. Além disso, é possivel ter ainda () = y(¢). Defina os
arcos Yj x = Yj(t). Para indices j, k tais (yj4,0) # (7,0), existem a;; >0 e o, € Q> tais que
17(2) = Vix ()l = aj 1% 4 0(t%%).

Escolha 0 < & < aj suficientemente pequeno de modo que, se ¥(¢) € y(¢)¥i+1(t) é
tal que ||y(r) — ¥(¢)|| = &.t% e ¥ = ¥(t), tenhamos m #+ iﬁc, para todos j, k indices distintos
em {1,...,n} e (X,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente ao germe da superficie poligonal
(aberta ou fechada) LNE delimitada por y1,...,%-1,7, Yi+1,-- -, Y- 1al & existe, pelo Lema 7.1.2
e pelo fato de que Zyy;—1¥ > 0.

Passo 3: Rotule ¥ como 7;. Se i < n— 1, realize o algoritmo parai+ 1;sei=n—1,
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pare o algoritmo.

Figura 34 — Transformacdo de (X,0) em poligonal ndo degenerada

Vi1 Vi1
Vg,

Viyl,

E> yk3,l3
Vi, 1,
Yi-1 Yy Vi Vi1 14
kl’ll
Vit1 Yit1
(o o

~

Vi1 14 Vi1
kl'll

Fonte: elaborado pelo autor.

Quando o algoritmo € aplicado em i, ¥; é transformado num arco em que 7%(¢) ndo
pertence a nenhuma reta conectando 7¥;(z) a Y (), com j,k # i indices distintos em {1,...,n}.
Como os arcos ¥, J, permaneceram fixos, (X,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente ao germe
de uma superficie poligonal ndo degenerada (X,0), que compartilha os arcos de fronteira
(71,0), (7:,0) com (X,0), finalizando a prova nesse caso, reduzindo-o ao caso 1.1.

Caso 2: Existem i, j tais que ¢; # a;. Dividiremos em mais subcasos.

Caso2.1: X(t) ~[0,1] e oy > p.

Pelo Lema 7.1.3, Afirmacdo (1), (X,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente ao germe
da poligonal delimitada pelos arcos ¥, 73, ..., %, € 0 resultado segue por inducdo.

Caso2.2: X(t)~[0,1] e oty—1 > @_2.

Esse caso € andlogo ao Caso 2.1, bastando renomar yy,...,%, para ¥,,..., Y], respec-
tivamente.

Caso2.3: X(t)~[0,1] e oty—1 < 2, 0t} < 7.

Seja o« = max{ay,..., 1} e considere indices 1 < k; <k, <n—1 tais que oy, =
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=0, = O, O, —1 < & (caso k; > 1) e que 0,11 < & (caso kp <n—1). Seja C > 1 tal que
X (t) é C-LNE, para cada t > 0 pequeno (Teorema 2.2.22). Como & = tord (Y, Ye,+1) = -+ =
tord (Vi Yip+1)» €xiste ag > 0 tal que dy () (Ve (1), Yip+1(7)) = aq 1% +0(t%). Agora, analisemos
mais trés subcasos.

Caso 2.3.1: ky = 1.

Neste caso, como & = o] < O, temos kp > 2, pela maximalidade de x e ko <n—1,

pois existe @; # o;. Para cada t > 0 pequeno, seja Y(t) € Yi,+1(f) Vi, +2(2) tal que ||V, +1(2) —
Y(#)|| = aq.t*. Note que y(¢) estd bem definida para todo 7 > 0 suficientemente pequeno, uma
vez que Oy, < O%,. Defina também y = (¢). Seja Y3 a superficie poligonal aberta delimitada
pOr 7i,..., Yi,+1, Y- Pelo Caso 1, (¥3,0) € bi-Lipschitz ambiente equivalente a poligonal aberta

delimitada por 71, 7. Ademais, existe K > a tal que, se:

Dk(1) ={p € Co(1) | Ip = Vo1 (1) | < K.t}

e Dy = ;o Dk (1) U{0}, entdo (Dg,0) contém os germes das envoltérias de amas-

samento utilizadas para transformar (¥3,0) em (7;7,0).

Figura 35 — Resolugdo do caso 2.3.1 da Proposi¢ao 7.2.1

Vi, +2

Fonte: elaborado pelo autor.
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Suponha que k, < n—2 e que existe p € (Yip42Y+3Y - UVu—17n)(t) tal que p €
Dk (t). Assim, ||p — Y,+1(7)|| < K.t%, mas por outro lado:

dx (1) (P Yip 1 1(t)) 2 Wiy 41 (1) = Yy 12 (£) | > C.K.t*

para ¢ suficientemente pequeno, uma vez que tord (Y, 11, Yi,+2) < @. Isso € uma
contradi¢do, e portanto as envoltérias de amassamento utilizadas para transformar (¥4,0) em
(717,0) ndo intersectam ((X\Y4,0), donde (X,0) € bi-Lipschitz ambiente equivalente ao germe
da superficie poligonal aberta delimitada por ¥1,¥, ¥%,+2,- - -, ¥a» € 0 resultado segue por indugdo.

Caso 2.3.2: kh =n—1.

Esse caso € andlogo ao Caso 2.3.1, bastando renomar 71,...,%, para %,..., Y,
respectivamente.

Caso23.3: 1 <k <ky<n-—1.

Suponha sem perda de generalidade oy, —1 < 0,41 (caso contrério, renomeie ¥, .., ¥
para ¥, ..., 7, respectivamente). Se k| = k, entéo pelo Lema 7.1.3, Afirmacéo (2), (X,0) é bi-

Lipschitz ambiente equivalente ao germe da poligonal aberta delimitada por y1,. .., %, Y 42+---» Ya

e o resultado segue por indugdo. Se k| < ky, para cada r > 0 pequeno, sejam ¥(t) € Vi, +1(¢) Y2 (t)

e 7(t) € Y, 1 ()%, (¢) tais que:
|Wk2+1(t) _Y(t)“ = ||'}’k1 (t) _7(t)" = awta

Note que Y(z), 7(¢) estdo bem definidas para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno,
uma vez que Oy, 1,0, < o. Defina também y = y(¢), ¥ = 7(¢). Seja Y4 a poligonal aberta
delimitada por ¥, %, .-, Y,+1,Y. Pelo Caso 1, (¥4,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente a
poligonal aberta delimitada por ¥, 7. Ademais, de modo andlogo ao Caso 2.3.1, existe K > agq
tal que (Dg,0) contém os germes das envoltérias de amassamento utilizadas para transformar
(Y4,0) em (7,7,0).

Suponha que existe p € (X\(Yi,—1%, Y- UYio+17a+2))(t) tal que p € Dk (t). As-

sim, ||p — Yk, +1(¢)|| < K.t*. Por outro lado, para ¢ suficientemente pequeno:

1Yo 41 (1) = Yot (O 15 101 (1) = 1, ()] > C.K 1%

Uma vez que tord (Y, +1, Yi,+2):tord(Vi,—1, Y, ) < @. Como o caminho de compri-

mento minimo em X (¢) conectando p a ¥, (f) contém o segmento %, ¥, (f) ou o segmento

Yio+1 Va2 (1), segue que:

dy(1)(P, Yep+1(1)) > C.K1% = C.l|p = Yo 11 (1)
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Figura 36 — Resoluc¢ao do caso 2.3.3 da Proposicao 7.2.1

Vi, +2

Fonte: elaborado pelo autor.

Isso € uma contradicao, e portanto as envoltdrias de amassamento utilizadas para
transformar (Y4,0) em (777,0) ndo intersectam (X \Y4,0), donde (X,0) é bi-Lipschitz ambiente
equivalente ao germe da superficie poligonal aberta delimitada por ¥1,..., 7,7, Yk, 42, -+ ¥u» € O
resultado segue por indugdo.

Caso 2.4: X(t) ~S!.

Seja a = max{«ay,...,0,} ¢ @ = min{qy,...,®,}. Temos que, parai=1,...,n,
existe a; > 0 tal que ||%(¢) — Yir1(2)|| = ait% +0(t%). Se j € {1,...,n} é tal que & = ¢, entdo
como:

17(0) = Y1 O = Y A% =K1 ()] = aj1% +0(*) 2 Y (ai.1* +0(1%))
i#] i#]

Segue que existe i # j tal que o;; = &. Se i = j+ 1, entdo como £Y;¥j417Yj+2 > 0,
temos tord(Y;,¥j+2) = @ e portanto existe b > 0 tal que ||;(t) — ¥Vj12(¢)|| = b.t* 4 0(t*). Como:
170 =120 = Y %) =% (@)l = b1%+0(*) > Y. (ai% +0(1%))

i#j,j+1 i#),J+1

Segue que existe i # {j,j+ 1} tal que o; = &. Se i = j— 1, de modo anédlogo
temos que existe i # {j,j— 1} tal que o; = &. Em todo caso, podemos considerar indices
I <ki<ky<n—1ltaisque o = =04, =, O,—1 < & € O, 1 < Q, rotulando ¥i,...,%
como Yy, -- -, Yuti> S€ necessdrio (indices modulo 7). O resto da demonstragdo € totalmente
andlogo ao que foi feito no Caso 2.3.3.

Como todos os casos foram comtemplados, a prova estd finalmente completa. [
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7.3 Resultado principal

Teorema 7.3.1. Seja (X,0) C (R3,0) um germe de superficie semialgébrica normalmente
mergulhado.

1. Se o link de X é homeomorfo a [0,1], entdo (X,0) € bi-Lipschitz ambiente equivalente ao
germe de um o.-tridngulo de Hélder padrdo mergulhado em R3, com vértice principal na
origem, para algum racional o@ > 1.

2. Se o link de X é homeomorfo a S', entdo (X,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente ao

germe da 3-corneta padrdo (Hg,0), para algum racional B > 1.

Demonstragdo. Pela Proposicao 3.1.3, € suficiente demonstrar equivaléncia bi-Lipschitz ambi-
ente para X C C2, a > 0. Da Proposicdo 6.2.5, (X,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente a uma
superficie poligonal (aberta ou fechada) LNE em (C3,0).

* Se X(t) ~ [0,1], pela Proposi¢do 7.2.1, (X,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente ao
germe de uma superficie 1-gonal aberta, e pela Proposicdo 5.2.3, (X,0) é bi-Lipschitz
ambiente equivalente ao germe de um a-tridngulo de Holder padrdo mergulhado em R3,
com vértice principal na origem, para algum racional o > 1.

* Se X () ~S!, pela Proposicio 7.2.1, (X,0) é bi-Lipschitz ambiente equivalente ao germe
de uma superficie 3-gonal fechada, e pela Proposicdo 6.2.4, (X,0) é bi-Lipschitz ambiente
equivalente ao germe da 3-corneta padrdo (Hg,0), para algum racional § > 1.

]

Corolario 7.3.2. Seja (X,0) C (R3,0) germe de superficie semialgébrica fechada. Assuma que
X € LNE, tem singularidade isolada na origem e link conexo. Se (X,0) é bi-Lipschitz exterior

equivalente a (Y,0), entdo (X,0) e (Y,0) sdo ambiente bi-Lipschitz equivalentes.
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8 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Nesta tese demonstramos que a classificacdo de superficies semialgébricas normal-
mente mergulhadas em R3 com link simples (isto é, homeomorfa a um circulo ou a um segmento)
¢ determinada pelo tipo topoldgico de seu link. Para provar tal resultado, estabelecemos as
defini¢des de triangulos sincronizados no Capitulo 4, de isotopia bi-Lipschitz ambiente no
Capitulo 5, reduzimos a andlise do problema a superficies formada por tridngulos sincronizados
lineares no Capitulo 6, e usamos triangulagdes de link para reduzir o nimero desses triangulos e
aplicar indugdo.

Os conceitos e ferramentas desenvolvidos nos Capitulos 4, 5 e 6 podem ser generali-
zados facilmente para englobar germes de tridngulos sincronizados em C,"*!, para n > 2, ao
introduzir n-uplas de familias de funcdes geradoras. Entretanto, a redu¢do do nimero de lados de
uma superficie poligonal ndo pode ser realizada usando a técnica de triangulacao do link vista no
Capitulo 7. De fato, existem superficies LNE em C,* que sdo bi-Lipschitz exterior equivalentes,
mas ndo sao ambiente bi-Lipschitz equivalentes! Um exemplo, baseado nas observacdes do Prof.
Dr. Edson Sampaio, € a seguinte superficie em C§023 cujo link é homeomorfo a um né de trevo,
visto que em toda triangulacdo dele sempre hd arestas desse link que intersectam cada uma das

faces. Mais precisamente, para cada ¢t > 0, considere os pontos:
Ar(t) = (5tV/3,31,31,1) 5 Aa(t) = (—41V/3,61,31,1) ; As(t) = (—1/3,—9¢,31,1)

B (t) = (—41/3,—61,—3t,1) ; By(t) = (5tv/3,—3t,—3t,1) ; B3(t) = (—1+/3,91,—3t,1)

Considere também:

X(t) =A1(t)B1(t) UB (t)A2(t) UA2(2)Ba(t) UBa(t)A3(t) UA3(t)B3(t) UBs3(t)A; ()

Finalmente, defina X = (U;~0X (¢)) U{0}. Nao € dificil ver que X possui link plano
conexo, homeomorfo a S! e normalmente mergulhado, donde (X,0) é LNE, pelo Teorema 2.2.22.
Ademais, pelo Teorema 2.3.24, (X,0) € bi-Lipschitz intrinseca equivalente a (Hg,0), para algum
B > 1 racional. Como o cone tangente de X na origem € X, ele ndo tem densidade O na origem,
donde B = 1. Segue, do mergulho normal, que (X,0) é bi-Lipschitz exterior equivalente ao

germe na origem de:

{<x,y>07t) €R4 |t20;x2+y2:t2}
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Entretanto, tais germes de superficies nao sdo ambiente bi-Lipschitz equivalentes, pois ndo sao

ambiente topologicamente equivalentes, ja que o link de X € um né ndo trivial.

Figura 37 — Representacdo Gréfica de X (7)

B3(t) A3(t)

Ax(1) B4(t)

Fonte: elaborado pelo autor.

Tal exemplo mostra que obstrucdes topoldgicas sdo obstaculos ao uso da técnica de
triangulagdo, e que eles s@o parte importante numa eventual estrutura candnica da classificacio
Lipschitz ambiente dos germes de superficies. Por outro lado, a rigidez de curvas complexas
subanaliticas em C2, quando vistas como superficies planas em R* mediante a projecio candnica,
ou as variedades determinantais, (veja, por exemplo, (KERNER et al., 2018)) podem ser casos
particulares valiosos que revelem alguma técnica inovadora que permita resolver o problema em
dimensdes maiores.

A extensdo da classificagio bi-Lipschitz ambiente de superficies em R> com link
isomorfo a um grafo em geral nao foi discutido nesta tese, mas o autor acredita que uma possivel
demonstracdo envolve a aplicagdo direta do caso particular visto aqui, com alguns possiveis
lemas técnicos, nos moldes do Capitulo 3, que visam “colar” aplicagdes bi-Lipschitz, com a
finalidade de estender a aplicacdo para mais de uma aresta ou face do respectivo complexo de
Holder geométrico.

Outra observagdo bastante interessante € a seguinte: ao demonstrar o teorema prin-
cipal, na verdade construimos uma isotopia de aplicagdes bi-Lipschitz ambiente que levam
os germes de superficies normalmente mergulhadas em cornetas ou tridngulos de Holder, o
que € muito mais geral do que o problema proposto originalmente. Isso suscita uma quarta
equivaléncia bi-Lipschitz relacionada a isotopia ambiente. De modo mais preciso, dizemos que
dois conjuntos X, Y € R" sdo bi-Lipschitz ambiente isotdpicos se existe uma aplicacdo continua

¢ :R" x [0,1] — R”" tal que, denotando ¢:(p) = ¢(p, ), cada aplicacdo ¢ : R" — R" & bi-
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Lipschitz, ¢y = idrn e ¢1(X) =Y. Uma questdo natural é saber sob que condi¢des equivaléncia
bi-Lipschitz ambiente implica isotopia bi-Lipschitz ambiente, e a andlise desse problema pode
representar um grande avanco na conexdo entre geometria Lipschitz e teoria dos nods, visto
que no caso normalmente mergulhado estudado nessa tese, tais equivaléncias geram a mesma
classificagao.

Por fim, convém notar que as regides delimitadas por tridngulos sincronizados foram
cruciais para a resolucdo do problema de classificacdo bi-Lipschitz ambiente de superficies
normalmente mergulhadas, uma vez que € sempre possivel decompor convenientemente o
ambiente em tais objetos, que sdo as envoltérias de suporte dos tridngulos amassaveis. Para
superficies nao normalmente mergulhadas, entretanto, tal decomposicdo com envoltorias de
suporte ndo existem. Porém, o autor acredita existir um conceito andlogo ao dessas envoltorias
onde o lema de isotopia bi-Lipschitz ainda pode ser utilizado e onde possamos decompor
a superficie num numero finito dessas regides, determinando assim um teorema de finitude
para a classificagdo bi-Lipschitz ambiente em superficies semialgébricas em R3. A homologia
moderadamente descontinua, descrita em (BOBADILLA et al., 2022), mostra-se uma ferramente

extremamente promissora nesse sentido.
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