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RESUMO

Considerando cilindro no espaco produto hiperbolico de dimensao 2 com a reta. Nesta
dissertagao provamos que uma superficie do tipo produto de uma curva regular com a
reta, na qual é conexa e completa, deve satisfazer a defini¢ao de cilindro se, e somente se,
as curvaturas extrinseca e intrinseca sao nulas. O texto e as demonstragoes apresentadas

aqui serao baseadas no artigo [I] "The Cylinder Theorem in H? x R ".

Palavras-chave: curvatura; cilindros; geodésica.



ABSTRACT

Considering cylinder in space hyperbolic product of dimension 2 with the straight line. In
this dissertation we prove that a surface of the type product of a regular curve with the
straight line, which is connected and complete, must satisfy the definition of cylinder if,
and only if, the extrinsic and intrinsic curvatures are null. The text and demonstrations

presented here is based on the article [I] "The Cylinder Theorem in H?> x R ".

Keywords: curvature; cylinders; geodesic.
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1 INTRODUCAO

Seja M uma superficie completa e conexa em H? x R. Neste trabalho
estudaremos superficies cilindricas do tipo v x R contidas em H? x R. Mais precisamente,
provaremos que superficies desse tipo com a hipétese de que as curvaturas intrinseca e
extrinseca se anulam em cada ponto é condicao necessaria e suficiente para que M seja
um cilindro. O teorema em questao tem uma forma mais geral em R” tratada no paper
de P. Hartman e L. Niremberg, além disso, o caso da superficie é mencionado no mesmo.
Primeiramente vamos falar de alguns resultados que serao utilizados no decorrer desta

dissertacao.

Esta dissertacao esta dividida em quatro capitulos, onde no segundo
capitulo apresentaremos as preliminares, isto é, as defini¢oes, proposi¢oes e teoremas
necessarios para o entendimento do texto. No terceiro capitulo falaremos dos resultados

que serdao importantes para provarmos o (Teorema principal |4.1)) enunciado abaixo:

Seja M uma superficie completa e conexa em H? x R com ambas curvaturas intrinseca e

extrinseca identicamente nulas. Entao, M é um cilindro.

Em nossa apresentacao sempre trabalharemos com o espago ambiente
H? x R e, assim, definiremos um cilindro v x R nesse espaco, onde v é uma curva regular
qualquer em H2. Em geral, as curvaturas intrinseca e extrinseca sao distintas no espaco
ambiente H? x R. Além disso, provaremos no terceiro capitulo a condicao necessaria
do teorema em questao: se M ¢é um cilindro em H? x R, entdao M possui as curvaturas

intrinseca e extrinseca identicamente nulas.

No quarto capitulo provaremos a condi¢ao suficiente que sera a parte
principal do teorema do cilindro em H? x R, para isto utilizaremos alguns dos resultados
provados no capitulo anterior. O texto e as demonstragoes apresentadas aqui serao base-
adas no artigo em [I] " The Cylinder Theorem in H? x R "(do Carmo e Barbosa). O
espaco hiperbolico H? possui curvatura de Gauss —1. Além disso, definiremos também a

curvatura extrinseca como o produto das curvaturas principais.
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2 PRELIMINARES

Apresentaremos as defini¢bes e resultados importantes para o entendi-
mento do texto. Em todo texto denotaremos por M uma superficie do espago ambiente
H? x R. Comecaremos com algumas definicoes bésicas e depois iremos acrescentando
alguns resultados de carater topologico que serao utilizados no decorrer dessa apresenta-
¢ao. Além disso, apresentaremos todas as ferramentas, como, por exemplo os teoremas de
equacoes das estruturas de Cartan que serao importantes na demonstracao da primeira

parte do teorema.

Definicao 2.1. Uma superficie M C H? x R € dita conexa se quaisquer dois de seus

pontos podem ser ligados por uma curva continua inteiramente contida em M.

O conceito a seguir nos da informagao sobre a construgao de um espago

tangente a superficie para cada ponto em M.

Definicao 2.2. Definimos que o conjunto, denotado por T,M, é o conjunto dos vetores

tangentes a superficie M, isto é,
T,M = {v; (v, N(p)) = 0}.

Defini¢ao 2.3. Dizemos que uma aplicacio ¢ : M — M é uma isometria se ¢ é um

difeomorfismo e para cada ponto p € M e todos os pares u,v € T,M, tem-se

(u, v)p = (dop(u), ddp(v))g(p)-

Diz-se entao que as superficies M e M sao isométricas.

Definicao 2.4. Uma aplicacio ¢ : V — M de uma vizinhanca V de p € M ¢ uma
isometria local em p se existe uma vizinhanca V de ¢(p) € M tal que ¢ : V — V é
uma isometria. Se existir uma isometria local em M para cada ponto p € M diz-se que
a superficie M ¢é localmente isométrica a M. M e M sdo localmente isométricas se M é

localmente isométrica a M e M € localmente isométrica a M.

Definicao 2.5. Uma superficie M C H? x R reqular é um cilindro quando qualquer ponto

p em M passa uma inica curva y(p) € M que satisfaz a condi¢ao de que se p # q entdo

v(p) Ny(q) = ¢ ouy(p) = (q).

Outro conceito importante é a distancia entre dois pontos na superficie

descrita abaixo, que serd muito ttil na parte final desta dissertacao.

Definicao 2.6. Dados dois pontos p,q em M a distdncia entre p,q dada por

d(p, Q) = infl(%xq)a
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onde (,,) € o conjunto dos comprimentos de todas as curvas diferencidveis por partes

ligando os pontos p,q.

Definigao 2.7. Uma curva vy € dita uma geodésica de M quando o campo de vetores ' (t)

€ paralelo ao longo de v em t, isto ¢, D'Z—t(t): 0.

Definicao 2.8. Seja M uma superficie reqular e conexa. Dizemos que M ¢é completa
quando para todo ponto em M, qualquer geodésica parametrizada ~y: [0,e) — M com

~v(0)= p pode ser estendida em uma geodésica 7: R — M.

Os teoremas enunciados abaixo sao de grandes aplicagoes na mate-

matica encontrados nas seguintes referéncias [4] e [3].

Teorema 2.1 (Alfandega). Sejam C, X subconjuntos de um espago topolégico M. Se C
¢ conezo e tem pontos em comum com X e com M\ X, entdao algum ponto de C' pertence

a fronteira de X .
Demonstragao. Ver [4]. O

Teorema 2.2 (Gauss-Bonnet). Seja R C M uma regiao reqular de uma superficie ori-
entada e sejam C1, ....,C,, as curvas fechadas, simples e requlares por partes que formam
a fronteira OR de R. Suponha que cada C; € orientada positivamente e sejam 04, ...,0, o

conjunto de dngulos externos das curvas C, ....,C,. Entao

i/@kg(s)ds + //RKda + i@l =2mx(R),

onde s denota o comprimento de arco de C;, e a integral sobre C; significa a soma das

integrais em todos os arcos requlares de Cj.
Demonstragao. Ver [3]. O

Agora apresentaremos algumas defini¢oes e resultados de formas de co-
nexao que serao de muita utilidade em nosso trabalho. Primeiro conceito importante é o

da derivada covariante que generaliza o conceito de derivada usual. Vejamos:

Definicao 2.9. Seja W um campo vetorial em M e seja um vetor v tangente a M pas-
sando pelo ponto p. Dizemos que a deriwada covartante do campo W na direcao do vetor

v e T,M € o campo tangente dado por
D,W =W (y(t))'(0),
onde v € uma curva em M tal que v(0) =p e~ (0) = v

A partir dessa definicao veja que podemos escrever o campo vetorial
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D,W como combinagao linear dos campos Us;.

Lema 2.1. Seja W = > w;U; é um campo vetorial em M e seja v um vetor tangente no
ponto p entao vale

Demonstracao. Pela hipotese podemos escrever

W(y(t) = 22 wi(v(£))Ui(v(2)),

onde restringimos o campo W a curva 7(t). Pela definigao de derivada direcional que esta

definida em [5],temos que

W((t) = 2 wi(y(0)Ui((t)).

A restrigao de W a uma curva t — (t), onde v(0) = p e 7 (0) = v,. Mas,
de acordo com a definicao da derivada direcional, isto é, se uma fungao f é diferenciavel

em M de valores reais e seja v, um vetor tangente a M. Entao,

4w (y(t)) = v[w) em t =0e

wlf) = SOl

Logo,

d

()]0 = 0w,

consequentemente D,W =W (~(t))’(0) = Yov[w;]U;. Isto finaliza a prova.
[

Agora estamos aptos a apresentar os resultados de formas de conexao
que serao importantes para demonstrar a condi¢ao necessaria do teorema do cilindro em

H? x R esses resultados sao encontrados em [2].

Defini¢ao 2.10. Os campos de vetores {ey, ea, e3} formam um campo de referenciais se
{e1(p), e2(p), es(p)} € uma base ortonormal de T,M para todo p € M. E denotamos por

(M) o conjunto de todos os campos de vetores diferencidveis em M.
Lema 2.2. Seja V€ 2 (M) e {e;} campos de referenciais, entao vale
V= Z<51V, €Z‘> €;,

onde definimos 6; = (e;, €;).
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Demonstragao. Ver [5].

]

A conexao de Levi-Civita de M, a saber, a derivada direcional, goza das

propriedades usuais a seguir:
1- DyyW = fDyW
2- Dy A\W = ADyW
3- Dy (fW) =V[fIW + fDyW
4- [X,Y] = DxY — Dy X
5- Z(V,W) = (DzV, W) + (V, D W).

Para todo V, W, Z em & (M), f € C*(M,R) e A em R. Vamos escrever
as derivadas covariantes de um campo de referenciais {e;} em fungao dos proprios. Seja
v € T,M, temos

Dye; = wiie + wiges + wizes
Dyes = wareq + wasey + wazes

Dyes = ws1e1 + wages + wises.

Mais geral, temos que: Dye; = Y d;w;ej(p). Pelo Lema temos
J

que w;j(v) = (Dye;, ej). Da mesma forma temos essas igualdades para campos vetoriais

VeZ(M).

Lema 2.3. Sejam {e;}, onde i = 1,2,3, um referencial de campos em M. Seja v € T,M

tem-se

wij(v) = (Dyei, €5). (1)

Entao cada w;; € 1-forma e w;; = —wji, € w;j sao chamadas as formas de conexao do

campo de referenciais e; com i = 1,2, 3.

Demonstracao. Sejam u,v € T,M e X € R, pela equagao (1)
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wii(u+ ) = (Dye; + ADye;, e;(p)) =
= (Duei,ei(p)) + (ADyei, ej(p)) =
= Wij (’LL) + /\wij (U)

Fixando v € T,M. Como (e;, e;) = d;;, aplicando v em ambos os lados temos
<DU61‘7 €j> + <DU6]‘, €i> = 0
wij(v) +wji(v) =0
Portanto, w;;(v) = —w;i(v). Como v foi tomado arbitrariamente concluimos o desejado.

]
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3 RESULTADOS DE EQUACOES DE CONEXAO E EQUACOES DE ES-
TRUTURAS DE CARTAN E CONDICAO NECESSARIA DO TEOREMA.

Os resultados abaixo sao de grande importancia para o seguimento da

nossa dissertacao, como ja tinhamos exposto anteriormente.

Teorema 3.1. (Equagoes de Conexao) Sejam w;; (0 < i,7 < 3) as formas de conexdo

dos campos ey, es,e3 em M. Entao, para qualquer campo vetorial V- em M tem-se

Dvei = ZWZ](V) A €j.
J

Demonstracao. Ver [2].

]

O teorema a seguir sera utilizado mais adiante no nosso texto e pode ser

encontrado em [2] e [5].

Teorema 3.2. (Equagoes de estrutura de Cartan). Sejam {e;} um referencial de campos
em M e suas formas duais {0;}. Sejam as suas formas de conexao {w;;}, (1 <i,5 < 3).

Entao valem:

o (1% equagao de estrutura) db; =Y w;; A 6;.
J
o (2% equagao de estrutura) dw;; = wi, A wy;.
k

Demonstragao. Ver [2].

]

O conceito que definiremos de derivada covariante para M poderemos
tomar dois campos vetoriais V' e W em M, assim definiremos um novo campo vetorial
Dy W para isto vamos requerer todas as propriedades de lineariadade e da derivada do
produto (Regra Leibniz). Do ponto de vista intuitivo o valor de Dy W em um ponto p
serd a taxa de variacao de W na direcao de V aplicado a p. Portanto, se a forma de
conexao wio de um campo de um sistema referencial e; e e, descrevendo assim seu sentido
geométrico usual (o de medir taxas nas quais e; se transforma em es), também temos que

pedir que
wi2(V) = (Dvey, ea). (2)

Estas condi¢oes determinam completamente o campo Dy W para quaisquer campos V' e

W. Para isto temos o seguinte lema:
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Lema 3.1. Suponhamos que D é uma derivada covariante em M com as propriedades
de linearidade e de Leibniz e também tal que (@) se cumpre em um sistema referencial de

campos ey € ey, entao D € dada pelas equacoes de conexao
Dye; = (wia(V), e9).
Dyey = (wo(V), e1).

Ademais, se W = fieq + faeg € um campo arbitrdrio, entao

DyW = V[fi] + fown(V)er + V[ fo] + frwia(V)es.
Esta se chama equagao da derivada covariante. Observemos que V[fi] e V[fa] somente
nos diz a maneira que W muda em relagao a ey e ex: o efeito dos termos em que intervém
as formas de conexdo consiste em compensar a maneira com que 0 MeESMO €1 € €z, S€ MOve

em rotagao, pelo qual teremos que DyW € uma taza de variagao.

Demonstragao. Na referéncia [5].

]

O lema acima nos mostra a definicao da derivada covariante em M e
podemos também construir para um sistema referencial de campos com e;, e; e e3 na
qual vamos utilizar no seguir do nosso texto. Tudo que fizemos até aqui foi s6 reproduzir

alguns resultados encontrados na referéncia [5].

Agora vamos introduzir algumas defini¢bes e notacoes que vamos utilizar

baseadas em [I]. Primeira definigao é a da métrica do cilindro M = v x R.

Definicao 3.1. Uma métrica em M é uma associa¢ao que para cada ponto p de M tem-se

um produto interno <,>, definida em T,M.
Exemplo 3.1. Seja H? = {(x1, 22), 22 > 0} cuja métrica é dada por
g= x—lg(d:c% + dx3).

Definicao 3.2. A métrica de H?> x R € dada por do? = d&? + dt?, onde d¢ é a métrica
associada de H? e dt é a métrica usual da reta. A derivada covariante D em H? x R
decompde-se naturalmente em D = D +d, onde D ¢ a derivada covariante em H? e d é

a derivada usual de R.

Podemos chamar % de campo vetorial tangente unitario as linhas do tipo

p X R, onde para todo p € H? teremos

D(2)=o.
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O que mais precisamente foi dito é que as curvas parametrizadas v de H? ao longo dos

quais os campos de vetores tangentes % ¢ paralelo sdo as curvas de H?. Como definido

em podemos tomar um referencial de campos para o cilindro M = v x R da seguinte
. . / .

maneira {ej, ey, ez} tais que e; = % , ea =7 (t) e e3 & o vetor normal a vy e tangente a

H2

Definicao 3.3. Sejam {e;},_, (i=1,2,8) campos de referenciais em M. Entdo as suas

formas duais {6;},_, sdo as 1-formas tais que 0;(e;) = €;6;; para todo i,j = 1,2, 3.

Proposicao 3.1. (Caracterizacao das formas duais). Sejam {e;},_, (i=1,2,3) campos de

referenciais em M, e {0;},_, as suas formas duais. Entdo vale
el(U) = <U7 ei)a

qualquer que seja U € x(M).

Demonstracao. Seja U =) Uje;. Vamos calcular agora
J

02(U> = OZ(Z Ujej) = ZUJG(GJ) = z Ujei(sij = €zUz
J J J

Calculando agora (U, e;) temos que

(U, ei) =>_(Ujej, e:) = 3 _(Uj €3, ¢5) = 3 Ujeidij = €U
J

J J

O

De posse da caracterizacao podemos tomar as formas duais do referencial

acima da seguinte maneira
wp =dt, wy =ds e wy =0.

Assim, M é isométrica ao plano euclidiano e por isso a curvatura intrinseca é nula. De
posse dos resultados ja apresentados, estamos aptos a provarmos agora a condi¢ao neces-

séria do teorema do cilindro em H? x R.

Proposicao 3.2. Seja M um cilindro em H? x R. Entdo, M possui curvaturas extrinseca

e intrinseca identicamente nulas.
Demonstracao. Pelo teorema das equacgoes de conexoes temos que

Dei = Zwij N €j,
J
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onde w;; +wj; = 0.

Agora podemos escrever

_ 0
O:D61:D<§) :w12A62+w13/\63, (3)

segue que wi; A e; = 0. Portanto, da equagao deduzimos também as seguintes igual-
dades

w12=Oew13:O.
Para as que faltam,

Deg = woy A eq + was A eg + was A e3.
Assim,

D62 = w91 N €1 + woz A e3.

Sabendo que w3 = 0 entao pela antissimetria vale wy; = 0. Ficamos entao com a seguinte

igualdade

D€2 = Wwog /\ e3.
Utilizando que w3 = 0 e w33 = 0 teremos a tltima igualdade

D€3 = w39 /N €s.
E portanto, as formas ws3 e wss nos darao informagoes sobre as curvaturas principais k;
e ko. Sabe-se que ey = fy' entdo Dey é tangente a H2, isto &, o vetor wys ¢ paralelo & wy
com sentido contrario. Isto quer dizer que existe um A real tal que wez3 = —Awsy. Como
w31 = 0 e w3y = Awy pela antissimetria nos fornece a curvatura extrinseca K = kiky em

todo ponto de M é nula. Onde usamos que

Wag + wsa = 0.
Logo, concluimos que a curvatura extrinseca também é nula.

]

Agora apresentaremos algumas defini¢oes e proposi¢oes imprescindiveis
para a continuagao do trabalho. Definiremos o conjunto dos pontos planares e o conjunto

dos pontos parabdélicos como seu complementar.

Definicao 3.4. Uma direcao assintdtica de M no ponto p € uma dire¢ao v € T,M tal

que a curvatura normal k, na direcao de v € nula. Dizemos que uma linha ou curva €



19

assintotica de M se for conexa reqular tal que para cada ponto p os vetores tangentes em

p sao diregoes assintoticas.

Seja M uma superficie completa cujas curvaturas extrinseca e intrinseca

sao identicamente nulas em H? x R. Podemos definir os seguintes conjuntos abaixo:

Definicao 3.5. O conjunto P ¢é constituido dos pontos de M tais que as curvaturas
principais sao identicamente nulas. E seja U = M \ P o conjunto dos pontos parabdlicos,
isto €, os pontos onde uma dessas curvaturas principais se anula. Note que P € fechado,
pois a curvatura € nula e pela continuidade o conjunto K—'({0}) = P € fechado em M,
pois {0} € fechado em R . Como U é complementar de P em M, entio U ¢é aberto em
M.

Proposicao 3.3. Seja p € M parabdlico. Entao por esse ponto passa uma tinica linha

assintdtica.

Demonstragao. Ver [3]. O
Proposicao 3.4. A unica linha assintdtica passando por um ponto parabdlico de M é um
segmento aberto de geodésica do espaco ambiente.

Demonstrac¢ao. Tome p € U e seja 7 uma linha assintotica passando por p parametrizada

pelo comprimento de arco. Em uma vizinhanca aberta de p podemos tomar o campo
. , i .

referencial ortonormal ey, ey, e3, onde e3 é normal a M e e; = . Sejam 61,0y as suas

formas duais correspondentes a e; e e5. Novamente pelo Teorema temos que
Dei = 2(9” A €j,
J

onde 0;; +0;; = 0.
Relembrando que
Dey =611 Nep+ 012 Aes + 615 Aes
Dey = 01 N ey + 0 A s+ O3 A eg

Deg =031 N ey + 033 N\ eg + b33 A es.

Como os vetores 0; A e; = 0. Sabendo que o referencial foi tomado de tal forma que e;
e ey sao diregOes principais nos quais k; = 0 e ky # 0, pois os pontos sao parabolicos.
Sabendo também que as derivadas covariantes Deleg =0e Dezeg = kgey. Assim, pela

Caracterizagao das formas duais |3.1| temos que
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Os1(e1) =0, O52(e1) =0 e b31(ez) =0,

pois 031(e1)e; + Os2(e1)es = 0 e sabendo que os campos e; e ey sao linearmente inde-
pendentes entdo as fungdes #31(e;) = 0, O33(e1) = 0. Além disso, 033 = kobs, pois
D, es =031 (e3)er + O32(ez)es = O35(ez)es, ja que na direcdo da cuvatura principal k; = 0
o que implica f31(ez) = 0. Como aplicamos a derivada covariante na dire¢ao de ko entao
a fungao O3z(ez) = ko. Logo, O3 = kofla. Segue também que 013 = 0 pela antissimetria.

Portanto, voltando para as equacoes ficamos com
Dey = 615 A ey
Dey = 01 N e — kabls A e
Des = kybs A es.

Vamos obter informacao sobre o vetor ;5 e sabendo que #3; = 0 pela 2% equacao de

estrutura [3.2] temos que
0 = dfs = O30 N\ a1 = kol A Oy

implicando que #5; = A\fy. Agora podemos colocar as equagoes acima em funcgao de v e

assim:

Portanto, v ¢ um segmento de geodésica em H? x R contido em M, o que nos d4 o resultado

desejado.

O

Para apresentarmos o proximo lema precisaremos da seguinte defini¢ao.

Definicao 3.6. Dizemos que uma linha assintdtica passando pelo ponto p € mdxima

quando nao for subconjunto proprio de alguma linha assintética passando por p.

Para provar o resultado da proxima proposigao, utilizaremos o seguinte

lema, que terd a prova apresentada abaixo.

Lema 3.2. Seja M uma superficie em H? x R. Suponhamos que M tenha as curvaturas
extrinseca e intrinseca ambas identicamente nulas. Seja ainda H a curvatura média de M.
Ao longo de uma linha assintética v mencionada acima parametrizada pelo comprimento

de arco s, entao
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Demonstracao. Tomemos o referencial de campos e, e5 e e3 em p. Como 1 = My €

O30 = kofy. Queremos provar que N=X=0ek —k =0.

Para provar a primeira afirmagao, como #5; = A, e escrevendo d\ como

combinacao linear das formas duais dos campos acima, isto €,
A\ = A0 + Ao0s. (4)

Por um lado, a 2% equacao de estrutura nos da df,; = K6, Ay = 0, pois por hipdtese

K = 0. Por outro lado, podemos diferenciar 0y, utilizando a regra do produto, isto é,
dfyy = dXN N Oy + X A dbs. (5)
Pela 12 equacao de estrutura temos que
dfy = 031 N 6. (6)

Substituindo as equacoes e @ na equacao , ficamos com a equagao abaixo
df21 = (A161 + AaB2) A0 + Moy A 6.

Na primeira parcela basta usar a propriedade distributiva do produto exterior e que
Oy N\ Oy = 0. Assim,

degl = )\191 AN (92 + ()\921) VAN 91.

Agora, lembrando que 0y; = Ay, podemos substituir na segunda parcela da tltima igual-

dade e obtemos

d(921 - )\191 VAN 62 + ()\)\6‘2) A 91
d921 = )\191 VAN 92 + )\2(92 A 91)

Como 03 A 01 = —60; A 05 ficaremos com a seguinte igualdade

d921 = ()\1 - )\2)91 A 02
A=A =0.

Concluimos a primeira igualdade. Para o que falta, sabendo que 035 = ko e vamos

escrever a diferencial dky como
dky = (k2)101 + (k2)20s.

No primeiro membro da igualdade aplicamos a 2% equacao de estrutura ficamos com
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dfsy = 031 N\ 12 =0,

pois #3; = 0. Por outro lado,
d632 - d(k'262> = dkg A 92 + kgd&g.

Novamente pela 1? equacao de estrutura temos que dfy = 05; A;. Substituindo os valores
de dky e dfs na equacao acima, obteremos

d932 — ((k2)191 + (k2)292)/\02 —|— k2(921 A 91)
Assim, utilizando a distributividade do produto exterior e que vale 5 A 65 = 0, temos que

0 - d(932 - (kg)l(el AN 92) + k2(921 VAN 91)

Substituindo dfy; = Ay e O3 A 0 = —01 A 05 na segunda parcela da igualdade acima,

obtemos
0= (ko)1(61 A Oy) — Aka (01 A 603).
Portanto,
0= [(ka)1 — Ak2].01 A O,
implica que ao longo de 7 vale
0= [(ka)1 — Mkal.
O que nos dé as duas afirmagoes
N =X =0e0=ky— M.

Sabemos que ao longo de v temos que k; = 0 e vale que a curvatura média H = % Basta

provarmos para ks. Assim, derivando o inverso de H, isto é

a1y (L _ W'kaelky Ky
as \H) T ds \ks ) T T K T TR

Como ky = \ky temos que

d (1) _ X
ds (ﬁ) ke
Derivando novamente, ficamos
L)y =—d (X)) = Nha=Aka) _ X kp—22ky
ds? \H) = " ds \ka ) — %2 - K2 :

Dai, obtemos a seguinte igualdade
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21y = ka(\'=)2)
ds? \H/) — k2

Logo, pela primeira afirmacao provada obtemos
(1
(=) =0 7
< (H> | ™)

[]

o que finaliza a prova.

A proxima proposicao que enunciaremos nos diz que se uma linha assin-
totica for estendida, jamais intersectara o conjunto P, isto é, continua infinitamente em

U.

Proposicao 3.5. Seja M uma superficie completa de H? x R com ambas curvaturas
extrinseca e intrinseca nulas. Seja ainda uma linha assintotica mdzxima passando por um
ponto parabolico p € U contido em M. Entao, o conjunto dos pontos planares nunca

intersecta vy, isto €, YN P = &.

Demonstrag¢ao. Suponha o contrério, isto é, existe uma linha assintética méxima v pas-
sando por p € U contendo um ponto g € P. Sabendo que « é conexa e U é aberto em M.
Pelo Teorema da Alfandega existe pp = Y(so) em 7 pertencente a U. Vimos também
que ao longo de v tal que py € P e que pontos y(s) com s < so pertencem a U. Por outro

lado, sabemos que ao longo de v para s < sy temos

£ () =0

Integrando a igualdade acima, temos %(%) = a integrando em s essa igualdade, conclui-
1

77 = as + b, ou seja,

mos que

H(s) = -2

as+b’

onde a,b sao constantes. Como os pontos de P tem curvatura média nula, entao pela

continuidade de H temos que

H(py) = lim H(s) = lim ——

s— So s—S0 as+b’
O que é absurdo. Logo, yN P = & e isto conclui a prova da proposigao.

O

Vamos apresentar agora superficies umbilicas com curvaturas extrinseca e

intrinseca nulas.
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Seja M uma superficie conexa de H? x R cujas curvaturas extrinseca e
intrinseca sao identicamente nulas. Sabemos que os conjuntos dos pontos planares e

parabodlicos sao dados respectivamente por
P:{pEM,klzkgzo}eU\P:{pEM,lﬁ:Oekg#O},

conforme Defini¢ao [3.5] Antes de enunciarmos a proxima proposi¢ao vamos analisar como
sao as geodésicas de H? x R. Seja v uma geodésica em H? x R e seja 7 sua projecao em
H2. Seja ainda f a projecao de v em R. Vejamos um resultado das geodésicas de H? x R

que nos auxiliara na prova da proposigao.

Lema 3.3. Seja v uma curva de H? x R. Entdo, v é uma geodésica se, e somente se, a

projecio 4 em H? € uma geodésica e f(s) = as + b sendo a,b € R.

Demonstragao. Seja @ : (0,1) — H? x R dada por

D24 , 2 42
Portanto, % = (0 se, e 86 se, % =0e —{ =0.

Vamos enunciar agora a seguinte proposicao.

Proposicao 3.6. Seja M uma superficie completa e conexa em H? x R cujas curvaturas
extrinseca e intrinseca sao identicamente nulas. Entao, a vizinhanca de qualquer ponto

de M contém um produto de arco de geodésica de H? por um segmento de reta.

Demonstracao. De hipotese sabemos que k; = ks = 0 e portanto, a curvatura Gaussiana
é nula em todo ponto de M. Podemos tomar o referencial ortonormal eq, e; e e3 tal que
ez ¢ normal em M. Assim, os campos e, e; sao tangentes a M e principais. Sejam w;
e wy as formas duais correspondentes para e;, e; e w;; as formas de conexao. Portanto,

podemos escrever
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W31 = k’lwl =0e W32 = k’gbdz = 0.
Segue que o campo e3 é paralelo ao longo de v. Ora, da seguinte igualdade
Deg =ws; A ey + w3z A es :O,

concluimos que Des = 0. Definamos a seguinte funcao por f = (es, %), dai obtemos

df = <D€3, %> =0

Portanto, df = 0. Concluimos que f é constante em toda componente conexa de M. Pois

A o . A 0 . o -
M ¢é conexa. Suponhamos que f = 0 em M, isto é, (es, 5;) = 0. Portanto, o vetor 5 ¢
a

5; esté contida em M ou tem

um segmento contido em M. Concluimos entao que M contém um produto de um arco

tangente a M para cada ponto. Logo, a curva integral de

/
de curva de H? por um segmento de reta. Tomando os campos e; = v (s) e ey = %

suas formas duais w; e wo dadas por w; = ds e wy = dt. Desse modo, temos que wis = 0.
Portanto, pelo Teorema [3.1 Obtemos,

(S

’)/”(S) = Delel = w12(€2) A €9 -+ u}13<€3) A €3 = 0
Logo, 7 é geodésica em HZ.

Agora consideremos o caso em que f = ¢ diferente de zero. Considere um
ponto p = (p,t), onde p € H? e t € R. Seja H? x ¢ uma superficie. Entao, p € H? x t.

Seja também uma curva que corta a superficie H? x R. Assim, teremos

7(s) = (3(s), 1).

Assim, tomando valores diferentes para o parametro ¢, teremos uma familia de curvas

Tomando o referencial ortonormal tal que e; = 7;. Entao, temos que (ey, %) = (. Deri-

vando obteremos
0=d (e, %) = (Dey, %) + (eq, D(%)).
Como D(%) =0, De; = wia Aey + wiz Aes e wyz = 0. Concluimos que
(e, %>UJ12 =0.

P
5 Con-

cluimos que e; e ey sao tangentes a H? e, portanto, P ou um aberto de M coincide com

O campo e; é uma dire¢ao principal. Se (e, %> = 0, entao e3 sera paralelo a

a superficie H? x t para todo t. O que nao pode, pois num aberto o valor da curvatura é

—1 e nao zero. Logo, wio = 0. Tomando a func¢ao definida por
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dg = (Dey, §) = (war A er +was A ez, 5) =0,

implica que g é constante diferente de zero. Seja o uma curva integral do campo es.

2]

50 temos

2 P /!
Vamos mostrar que o é uma geodésica em H2. Ora, se ¢; = a (s) e ey =

a”(s) = D61 = wia(er)es + wis(er)es = 0.

Sabendo que os campos e e e; sa0 ortonormais, entao as curvas 7y e « sao perpendiculares

nas intersegoes YN P e a N P.

Agora, como v = (3,t) e @ = (@,as + b) temos que v = (7,0) e
a = (6/, a), ou seja, as geodésicas 7 e & sado perpendiculares, isto ¢, possuem um ponto
em comum. Entao, para todo ponto de P podemos construir essas duas geodésicas per-
pendiculares em H?. Mas, entdao terfamos em H? uma familia de retangulos, ou seja,
formadas por quatro arcos de geodésicas que possuem pontos de intersecao nas quais sao
perpendiculares o que nao pode ocorrer, pois nao existem retangulos em H? . Essa ultima
parte pode ser também obtida por uma aplicagdo do Teorema de Gauss-Bonnet [2.2] Isso
prova que, em uma vizinhanca de qualquer um de seus pontos, P contém um produto de

um arco de geodésica de H? por um segmento de reta.

]

No proximo capitulo provamos o resultado principal dessa dissertacao, que

¢ a condicao suficiente do teorema do cilindro no espaco ambiente H? x R.
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4 RESULTADOS PRINCIPAIS

Primeiramente vamos demonstrar o seguinte resultado.

Proposicao 4.1. Seja M uma superficie completa e conexa em H? x R com ambas cur-
vaturas intrinseca e extrinseca identicamente nulas. Considere P o conjunto dos pontos
planares de M e M \ P o conjuntos dos pontos parabdlicos. Entao, o interior de cada
componente conexa de P, digamos que a componente seja Py serd o produto v X R, onde

v : (a,b) — H?* € um arco geodésico aberto de H*. Além disso, a fronteira OP, sdo as

duas linhas y(a) x R e y(b) x R.

Demonstra¢ao. Considere uma componente conexa Py do conjunto P dos pontos planares
e seja um ponto p € int(F). Pela Proposigao existe um arco geodésico aberto a e
um segmento de reta aberto I tal que p € v x I C int(F,). Agora estendemos a curva
completamente que chamaremos de L. Note que L ¢ uma geodésica de H? x R e, portanto
é também geodésica de M ja que I € L N M. Vamos provar que essa geodésica nao
pode sair da componente conexa F,. Para isto, suponha que L sai da componente conexa
Py, entao existirda um ponto parabdlico ¢ € U na qual a curva geodésica passa nesse
9 e
oty 2
e ez ortonormal a M. Mas, sabemos que s6 é possivel caso possuisse um arco geodésico

ponto. Podemos tomar uma vizinhanca V' de ¢ e um referencial de campos e; =

contido em U passando em ¢q. Para esta escolha temos que
D@l = D(%) = O,

ou seja, o campo e; é paralelo ao longo de L e, portanto 613(e;) = 0, pois

0 = De e = O12(e1)es + O13(e1)es,
logo v o arco da geodésica L é uma curva assintotica. Sabemos da Proposi¢ao que para
cada ponto parabélico passa uma tUnica curva assintética e como ja visto da Proposicao

essa curva nao intersecta P. O que garante que L nao sai da componente conexa F.

Agora vamos provar a seguinte afirmacdo: a curva L nao pode passar em
nenhum ponto da fronteira 0 Fy. Para isto, como p € LN (int(P,) implica que p pertence a
L e também esta no interior da componente conexa F, entao a partir desse ponto existira
um ponto ¢ na fronteira da componente conexa F,, onde L N dF,. Tomando agora uma
vizinhanga do ponto p dividiremos as duas curvas, isto €, em duas classes: a direita e a
esquerda de L. Como usamos a vizinhanca V podemos estender a todos os pontos de L
e as curvas nao mudarao de classificacao ao longo desse procedimento. Particularmente,
no ponto ¢ teremos linhas do lado esquerdo e no lado direito da curva L, no entanto
como p € OF, teremos s6 linhas do lado direito de L. Os outros conterao somente pontos

parabolicos, ou seja, pontos de U. O que é contradicao pela suposicao inicial. Logo, P,
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¢ composto de linhas completas e além disso, int(P) = v x R, onde v : (a,b) — H? ¢
um arco geodésico aberto de H2. Note que P, é uma linha, pois é limite de linhas tal
que Py =vxRe~: (a,b) — H? é uma geodésica com extremidades, e P, consiste nas
duas linhas y(a) x R e y(b) x R.

]

Antes de enunciarmos o teorema principal que é objeto do nosso trabalho

apresentaremos alguns resultados de geometria diferencial classica encontrados em [3].

Lema 4.1. Seja M uma superficie completa com curvatura intrinseca K < 0. FEntao
expy : TyM — M, p € M aumenta comprimentos, no sequinte sentido: se u,v € T,M

tem-se

(d(expp)u(v), d(expp)u(v)) = (v, v),

onde como de costume, v denota um vetor em (1,,M),, que € obtido de v por uma translagdo

dada por u.

Demonstragao. Ver [3].

]

Corolario 4.1. Seja M uma superficie completa com curvatura intrinseca K = 0, entao

expy, : T,M — M € uma isometria local.

Demonstracao. Como K = 0 entao utiliza-se alguns passos da demonstracao do Lema 4.1

encontrados na referéncia [3].

]

De posse desses resultados podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 4.1. Seja M uma superficie completa e conexa em H? xR com ambas curvaturas

trinseca e extrinseca tdenticamente nulas. Entao, M é um cilindro.

Demonstragao. Seja M em H? x R completa e conexa com as curvaturas intrinseca e
extrinseca ambas identicamente nulas. Sejam os conjuntos dos pontos planares P = {p €
M,k = ky = 0} e os dos pontos parabolicos U\ P = {p € M,k; =0 e ky # 0} de M.
Suponhamos primeiramente que P # (). Pela Proposicao temos que cada componente
conexa P; do conjunto dos pontos planares ¢ igual a 7; x R, onde v; : [a;,b;] — H? ¢
um arco geodésico de H? com extremidades e a fronteira P; ¢ formada por duas linhas
vi(a) x R e v(b) x R. Agora seja P; N (H? x {tx}). A curva a tem um ponto «a(sg)

em OP;. Para cada ponto da curva a em U passa uma unica curva assintotica que é
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também geodésica do espago ambiente. Essas geodésicas ou sao linhas ou da forma ~(s) =
(7(s),as + b), onde 4 é uma geodésica nao-trivial de H?. Suponha que seja da forma
v(s) = (3(s),as + b). A familia de tais geodésicas fixadas pelos pontos de U possuem
limite que deve ser ou uma linha do tipo p; X R contida em 0F; ou uma linha do tipo
p X R nao necessariamente pertencendo a fronteira de P. Mas, terfamos que o limite
da familia das geodésicas deve ser o ponto p; o que nao é possivel. Logo, as curvas
mencionadas sao linhas e cada componente conexa de U deve ser um arco geodésico do
espaco ambiente. Provaremos agora o caso em que P = (). Entao, M = U. Tomando um
ponto p = (p,a) € M. Seja S = H? x {a} uma superficie. Afirmamos que o conjunto
M N S nao contém qualquer aberto. Se M NS contivesse um aberto o mesmo teria a
curvatura intrinseca de M igual a -1. O que nao é o caso. Tome a curva o = M N S.
Passando por cada ponto a(r) existe uma tunica geodésica 7, do espago ambiente. Tal
geodésica é uma linha ou é da forma ~,(s) = (3,.(s), a.s + b,), onde v, é uma geodésica de

H2. Provemos agora a seguinte afirmacao.

Seja p um ponto passando uma linha contida em M, entao cada geodésica
v, serd uma linha e M = & x R. Para isto, suponha que nao seja verdade, isto ¢, existem

pontos «(r) para os quais as linhas de curvatura sao da forma

A familia de tais geodésicas teria que convergir para uma linha. Mas entao a geodésica
v, teria que convergir para um ponto, que é absurdo. Assim, concluimos que M é igual

ao produto a X R ou as linhas de curvatura passando por pontos de « sao da forma
Y (s) = (- (5), a(s)).

Vamos agora provar que nao pode ocorrer a segunda possibilidade. Se
a(ry) # a(ry), entdo as geodésicas correspondentes nao se intersectam, isto é, as geodésicas
sao paralelas. Note que se a(r;) = (a(r;),a) com i = 1,2. Se as geodésicas sao retas,

entdo as retas passam por dois pontos distintos de H? e assim, nao se intersectam.

Suponha que elas se intersectam. Assim, a interse¢ao é um ponto de
U = M e assim, por esse ponto passa uma unica linha assintotica que é uma geodésica
do espago ambiente. Como as duas geodésicas sao linhas assintéticas elas teriam que ser
iguais. O que é um absurdo. Agora sabendo que M é completa e conexa com curvatura
intrinseca nula o Corolario garante que exp, : T,M — M & uma isometria local do
plano tangente T),M sobre M. Entao, a imagem inversa da geodésica 7y que passa por
pontos da curva « sao retas que passam pela origem de 7,M. Além disso, podemos dizer
que se as retas paralelas sao equidistantes, entao as geodésicas definidas anteriormente sao
equidistantes por conta da isometria local. Observe que a métrica de H? x R ja definida

no nosso texto é dada por
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do® = d¢* + dt?,

onde d¢ é a métrica em H? e dt ¢ a métrica usual de R. Além disso, vamos definir a

distancia restrita a métrica do como a métrica de M.

Tome quaisquer duas curvas geodésicas y; e y2. Supondo que tais geo-
désicas sao equidistantes. Seja p; um ponto de ;. Entao existe um ponto py € 7, tal

que

dM(’Yb’YQ) = dM(Pl»Pz)-

Sendo p; = (p1,a1) e po = (P2, az) onde Py e ps pertencem a 7; e Yo respectivamente e

essas curvas sao geodésicas de H2. Entao,

dri(71,72) = do(pr,p2) > de(Pr, Da)-

Mas, o espaco H? é um espaco completo, consequentemente toda geodésica possui com-
primento infinito e assim a distancia d¢(p1, p2) € ilimitada, ou seja, para qualquer nimero

real )\ existem pontos p; € Y1 e Py € 7 tal que
de(p1,p2) = A

o que nao pode, pois sabemos que as geodésicas sao equidistantes. Logo, provamos que

M é um cilindro no espago ambiente. Isto finaliza a prova.

]
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5 CONCLUSAO

Nesta dissertagao apresentamos resultados de muita importancia que ligam
os campos de estudos: Geometria e Topologia. Diante do exposto, provamos o resultado
principal desse trabalho que é o Teorema do cilindro em H? x R no qual garante que
superficies conexas e completas cujas curvaturas sao identicamente nulas sao os cilindros
no espaco ambiente H? x R. Além disso, podemos estudar outros tipos de imersoes
de superficies com curvaturas constante em H? x R, ou seja, um tipo de Teorema de

classificacao de superficies de revolugao com curvaturas constante no espaco ambiente
H? x R.
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