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RESUMO

Os processos através dos quais os contaminantes se movem através do solo podem ser expressos por modelos matema-
ticos. Eles se baseiam na integracdo da equacdo de transporte utilizando condicées de contorno especificas para o sistema de
interesse. Entretanto, sua aplicabilidade é limitada devido aos problemas de instabilidade e oscilacao numérica que podem
existir dependendo da relagdo entre o intervalo de tempo escolhido e o espacamento entre os nos da malha. Este trabalho pro-
poe uma metodologia numérico-analitica para problemas transientes de transporte de contaminantes unidimensional. O
objetivo do trabalho é apresentar uma nova metodologia que possa reduzir a instabilidade numérica e as oscilagées encontra-
das nos métodos numéricos tradicionais. Trata-se de wm método misto, numérico em relagdo ao espaco e analitico em relagdo
ao tempo. Nesse estudo foi utilizado um modelo tedrico unidimensional na verificacdo da solu¢do numérico-analitica para o
problema de transporte de contaminante e para validacdo dos resultados foram aplicados o método dos elementos finitos e a
solu¢do analitica da equagdo de transporte ao modelo teorico. Os resultados obtidos validam a metodologia numérico-
analitica, wma vez que as curvas obtidas com a metodologia numérico-analitica, método dos elementos finitos e solu¢do ana-
litica nao apresentam diferencas considerdveis.

Palavras-Chave: Métodos numeéricos; Instabilidade numérica; Contaminacdo.

INTRODUCAO parciais envolve expressao na forma fechada valida
em todo e qualquer ponto do dominio do proble-
ma. Em contraste, solucoes numéricas fornecem

Equacoes diferenciais ordindrias e parciais respostas somente em pontos discretos do dominio,
aparecem em inumeros problemas de engenharia. chamados pontos nodais ou pontos da malha. A
Em especial, na drea de transporte de contaminan- maneira de obter essas equacoes algébricas ¢ que
tes. Como poucos casos reais tém solucao analitica caracteriza o tipo de método numérico.
possivel ou viavel, os métodos numéricos aparecem No entanto, para se ter confianca em um
como uma ferramenta eficiente na solu¢io desse certo esquema numérico de solucao, no sentido da
tipo de problema. garantia de que a solu¢ao obtida com o esquema

Sem duvida, os métodos analiticos sao a me- numérico representa uma aproximacao razoavel da
lhor forma de solucionar os problemas de engenha- solucao exata do problema matematico, é necessario
ria, pois fornecem uma solucao de forma fechada. que o esquema utilizado apresente propriedades de
Entretanto, poucos problemas reais nessa area po- consisténcia, convergéncia e estabilidade. Essas pro-
dem ser resolvidos dessa forma, devido as dificulda- priedades sao inerentes a solucao e sao funcoes dos
des impostas pelo conjunto de equacoes (normal- erros envolvidos. A consisténcia estd relacionada
mente equacoes diferenciais parciais de 2. ordem e com a aproximacao do sistema continuo de equa-
nao lineares) que regem o fendmeno. Mesmo as coes por um sistema discreto. Convergéncia é a
solucoes analiticas para alguns problemas, quando condicao em relacao a qual a solucao do esquema
existem, normalmente contém séries infinitas, fun- aproximado tende para a solu¢ao exata da equacao
coes especiais (erf, I' ), etc. As solucoes analiticas diferencial, 2 medida que se diminuem os incre-
servem de base para a compreensdo do comporta- mentos espacial e temporal. E por fim, a estabilida-
mento do sistema de equacgoes, para o desenvolvi- de estd relacionada com o esquema de integracao
mento de métodos e validacio de c6digos computa- no tempo. Quando um método numérico qualquer
cionais. A solucdo analitica das equacoes diferenciais € instavel, uma pequena perturbacao, tal como um
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erro de truncamento, tende a crescer na medida em
que o processo computacional avanca no tempo. Na
maioria das vezes, essa amplificacao é de ordem
exponencial e o erro cresce acima de limites razoa-
veis ap6s um pequeno nuimero de passos do proces-
so computacional.

A dinamica dos contaminantes no solo ¢ um
problema de natureza transiente e pode ser traduzi-
do pelos modelos analiticos ou numéricos de trans-
feréncia de massa. A modelagem e a simulacao des-
ses fendmenos sao feitas através da solucao da equa-
cao diferencial parcial do problema Na maioria das
vezes, os problemas reais de transporte de contami-
nantes, sao resolvidos utilizando-se uma metodolo-
gia numérica para o espaco (Elementos Finitos,
Diferencas Finitas ou Elementos de Contorno) e o
Método das Diferencas Finitas para a discretizacao
do tempo. O problema com tal metodologia é que,
dependendo da relacao entre o intervalo de tempo
escolhido e o espacamento entre os nés da malha
pode ocorrer instabilidade e/ou oscilacao numérica.
Além disso, para minimizar a propagacao do erro de
um intervalo de tempo para outro, esta relacao deve
ser otimizada.

Visando evitar tais problemas, este trabalho
propoe um tratamento misto para os problemas
transientes: numérica no que diz respeito ao espago
¢ analitica em relacao ao tempo. A principal vanta-
gem desse tipo de solucao em comparacao com a
conhecida solucao exclusivamente numérica é que
nao haveria necessidade de se otimizar a relacao
entre o intervalo de tempo escolhido e o espaca-
mento entre os n6s da malha.

Atualmente varios trabalhos tratam da pro-
blematica da instabilidade e oscilacao dos modelos
numeéricos. Dentre outros, foi apresentado por Su-
dick (1989) uma técnica de transformar a equacao
diferencial de transporte a partir da transformada
de Laplace, e resolve-la numericamente por elemen-
tos finitos. Esta técnica apresentou bons resultados,
e pela inexisténcia da discretizacao temporal, os
erros numéricos decorrentes desta discretizacao
foram sensivelmente diminuidos.

Pelo exposto, a ferramenta numérica é ade-
quada e confiavel quando se esta de posse de um
método numérico que resolva corretamente as e-
quacoes diferenciais, ¢ de um modelo matematico,
que represente com fidelidade o fenémeno fisico.

TRANSPORTE DE CONTAMINANTES

A contaminacao das aguas subterraneas tem
origem na infiltracio do contaminante. A interacao
solo-dgua-contaminante é muito complexa, uma vez

que muitos processos fisicos, quimicos e biol6égicos
podem ocorrer simultaneamente. Sao diversos os
fenémenos que controlam o transporte de contami-
nantes no meio poroso, onde o contaminante é a
massa de alguma substancia, movendo-se com algum
fluido, nos vazios do meio poroso, seja ele saturado
ou nao saturado. A compreensao desses mecanis-
mos, analise ¢ modelagem matemadtica e numérica
do problema, associadas a programas de monitora-
mento, permitem a avaliacao da contaminacao das
aguas subterraneas. O movimento do contaminante
nao depende apenas do fluxo do fluido no qual
essas substancias estao dissolvidas, mas sim de meca-
nismos que por sua vez dependem de processos
fisicos, quimicos e biol6gicos, aos quais estas subs-
tancias sao submetidas durante um processo de
contaminagao. Os processos de transporte de con-
taminantes sao ilustrados na Curva Caracteristica do
Transporte, também conhecida como Breakthrough
Curve.

Sucintamente pode-se dizer que os proces-
sos que controlam o transporte de contaminantes
sao a adveccao, a difusao e a dispersao. A adveccao é
0o mecanismo de transporte ocasionado pelo fluxo
de agua, uma vez que com o deslocamento da 4dgua,
os contaminantes presentes na mesma se movem na
direcao das linhas de fluxo com a velocidade que,
em principio, € igual a velocidade média linear da
agua e sem alterar sua concentracao na solucao. A
Eq. (01) € a equacao diferencial do transporte por
adveccao, considerando o caso unidimensional:

oC
=—-v._.—

* ox

dC
— 1
> (1)
Onde, C é a concentracao do contaminante [M/L?];
v, € a velocidade linear média de percolacao da agua
nos poros [L/T], sendo dada por:
K, dh

n dl

(2)

vy =

Sendo, K, o coeficiente de permeabilidade
ou condutividade hidraulica do solo [L/T]; n €é a
porosidade efetiva do solo (adimensional) e dh/dl é
o gradiente hidraulico (adimensional).

Devido ao gradiente de concentracao exis-
tente em um fluido, ocorre o transporte de conta-
minantes por difusao molecular ou simplesmente
difusao, ou seja, o contaminante dissolvido em agua
desloca-se de uma drea de maior concentracao para
uma drea de menor concentra¢ao, visando equalizar
a concentracao em toda a massa de fluido. Este fe-
nomeno ocorre independente da velocidade do
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fluido, mas é acentuado pela turbuléncia resultante
dos mecanismos de mistura mecanica. A difusao do
contaminante é proporcional ao gradiente de con-
centracao, a qual pode ser expressa pela primeira lei
de Fick:

F=—D, —
dx

3)

F € o fluxo de massa de contaminante [M/LT]; D, é
o coeficiente de difusio [L?/T] e dC/dx é o gradi-
ente de concentracio [M/L3/L].

Para sistemas onde a concentracao varia
com o tempo, aplica-se a segunda lei de Fick, que é
descrita pela Eq. (4) (Freeze & Cherry, 1979; Fetter,
1993).

(4)

O transporte por mistura mecanica ou dis-
persao é decorrente da dispersao em canais indivi-
duais, do desenvolvimento de velocidades médias
diferentes em canais diferentes, devidas a variacao
das dimensoes dos poros ao longo das linhas de
fluxo e do desvio da trajetéria das particulas em
decorréncia da tortuosidade, reentrancias e interli-
gacdes entre os canais (Bear, 1972). A dispersiao que
ocorre na direcao do fluxo é chamada dispersao
longitudinal e a que ocorre na direcao perpendicu-
lar ao fluxo é chamada dispersao transversal.

O processo de difusao molecular nao pode
ser separado da dispersao mecéanica no fluxo de
agua pelo solo. Esses dois processos sao combinados
para definir um pardmetro chamado coeficiente de
dispersao hidrodinamica, D, o qual é representado
pelas Eq. (5) e (6):

D, =a,;V,+D* te)

D=0V, +D* (6)
Onde, D, € o coeficiente de dispersao hidrodinami-
ca longitudinal [L?/T]; D; é o coeficiente de disper-
sao hidrodindmica transversal [L?/T]; o, é o coefici-
ente de dispersividade longitudinal [L]; «r o coefici-
ente de dispersividade transversal [L]; D* é o coefi-
ciente de difusao efetiva (D¥*=wD,, sendo v é o
coeficiente de tortuosidade do solo, adimensional).
Os processos quimicos podem ocorrer de-
pendendo do solo e da soluc¢ao contaminada, em

cada situacao. Geralmente essas reacoes causam um
retardamento do fené6meno de transporte do con-
taminante. Numa interpretacao classica, o retarda-
mento que ocorre durante a migracao de poluentes
¢ totalmente atribuido aos processos de sorcao (ad-
sorcao-desorcao). Naturalmente, a habilidade do
solo em reter substancias € limitada. Assim sendo, se
a fonte de contaminacao tiver alimentacao continua,
a taxa de retencao tende a diminuir com o tempo,
podendo chegar a se anular (Yong et al., 1992). A
grandeza que quantifica este fendmeno € o fator de
retardamento, R, que é a razao entre a velocidade
do fluido percolante e a velocidade da frente de
contaminagao. Seu valor pode ser retirado direta-
mente da curva caracteristica de transporte obtida a
partir de ensaios de coluna realizados em laboraté-
rio.

Nao ¢ objetivo do trabalho o detalhamento
dos processos de transferéncia de massa; no entanto,
a presenca do termo advectivo na equacao de trans-
porte faz com que ocorra instabilidade na sua solu-
cao. Esta instabilidade é devida a dispersao numéri-
ca, que causa o aparecimento de concentracoes
negativas ou a determinacao de valores maiores que
os observados. A dispersao numérica esta relaciona-
da com a propagacao de erros devido a problemas
de instabilidade do sistema de equacoes resultante
da discretizacao espacial utilizada para representar o
problema de transporte de massa. Para que as solu-
coes do problema de transporte de contaminantes
nao apresentem instabilidade devido a dispersao
numérica € necessario que sejam observadas duas
restricoes:

(i) Para a medida dos efeitos da discretiza-
cao espacial se define o ntimero de Péclet, que € a
relacao entre a magnitude da velocidade de fluxo, o
comprimento e o valor do coeficiente de dispersao.

(i1) Para medida dos efeitos da discretizagao
temporal se define o nimero de Courant, que é a
relacao entre a magnitude da velocidade de fluxo
(vy), o tamanho do intervalo de tempo (At) e o ta-
manho da discretizacao espacial na direcao da velo-
cidade (Ax).

Daus (1985) apresenta um estudo utilizando
o método dos elementos finitos, sobre a solucao da
equacao de transporte para a determinacao dos
valores limites para o nimero de Péclet e o niimero
de Courant. Para que uma solucao nao apresente
instabilidade, os resultados mostram que € necessa-
rio que os autovalores, do sistema gerado, sejam
reais e distintos e para isso Pe < 2. Para o efeito da
discretizacao temporal os resultados mostram que a
solucdo nao apresenta instabilidade para o caso de
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Cr < Pe/2. Devido a restricao imposta pelo nimero
de Péclet, a simulacao de geometrias € padroes de
fluxo complexos se torna por vezes invidvel, dado o
numero de elementos necessarios para que a solu-
¢ao seja estavel e nao apresente oscilacoes. Na tenta-
tiva de se obter solucoes que nao apresentem oscila-
¢oes para o numero de Péclet, o método de Petrov-
Galerkin ¢ utilizado. Trata-se de um método de
residuos ponderados, onde as funcoes de pondera-
cao sao diferentes das funcoes de interpolacao. As
funcoes de ponderacao utilizadas no método de
Petrov-Galerkin sao resultados da tentativa de estabi-
lizar a solucao da equacgao de transporte ao se intro-
duzir um termo adicional, que tem como objetivo
melhorar as propriedades de estabilidade do sistema
de equacoes gerado pelo método (Campos, 1999).

CONDICOES INICIAL E DE CONTORNO

A solucao de qualquer equacao diferencial
dependente do tempo (transiente) requer a especi-
ficacao de condic¢oes na fronteira do sistema estuda-
do (condicoes de contorno) e as condicoes no inicio
do processo fisico (condi¢ao inicial). A definicao
precisa das condicoes de contorno e inicial é a parte
mais importante para o processo de modelagem do
transporte de contaminantes € escoamento de aguas
subterraneas.

As condigoes iniciais para o transporte de
contaminantes sao usadas para especificar a concen-
tracao do contaminante, C, no sistema no instante
que o modelo de simulacao inicia, isto é, em t =0, €
sao dadas por :

C(x,0)=0 (7)
ou
C(x,0)=C, (x) (8)

Onde C,(x)¢é a concentracao inicial de contaminan-

te. A Eq. (7) € usada como condicdo inicial para
sistemas ainda nao contaminados, enquanto que a
Eq. (8) representa os sistemas que possuem alguma
contaminacao.

As condic¢oes de contorno, por sua vez, sao
expressoes matematicas que especificam a variavel
dependente (velocidade ou concentracao de con-
taminante) ou fluxo nos contornos do dominio e
sao usadas para incluir os efeitos do sistema hidro-

geologico externo da area modelada. Quatro tipos
de condigoes de contorno geralmente sao utilizadas
para descrever o escoamento de dgua subterranea e
transporte de contaminantes. Essas condicoes de
contorno se apresentam na seguinte forma:

Tipo 1 (Dirichlet) — concentragao prescrita,
C=C,

Tipo 2 (Newman) — gradiente de concen-
tracao, 0C/dx =0

Tipo 3 (Cauchy) — fluxo

Tipo 4 - fronteira livre.

A condicao de contorno Tipo 1 faz com que
o sistema de equacoes seja particionado de acordo
com os nds nos quais os valores da funcao sao co-
nhecidos.

A condicao de contorno Tipo 2 é conside-
rada a condicao de contorno natural do problema,
que ¢é satisfeita naturalmente na solucao da equacao
de transporte. A aplicacao desta implica na satisfa-
¢ao da condicao de gradiente nulo no contorno,
que em alguns casos leva a erros na determinacao da
solucao. A utilizacao desta condicao esta vinculada
ao afastamento do contorno da regiao de interesse.

Uma alternativa para este problema ¢ a uti-
lizacao da condicao de contorno do Tipo 4. Este
tipo de condi¢ao de contorno nao é determinada
por condicoes externas, mas como parte da solucao
do problema. No caso do campo de velocidade nao
ser nulo nao ha necessidade de uma condicao para
garantir a unicidade da solucao. O efeito da existén-
cia deste tipo de condicao de contorno equivale a se
ter o contorno da malha no infinito. A condicao de
contorno Tipo 3 representa uma fonte de concen-
tracao cuja taxa é constante.

A condicao de contorno aplicada no mode-
lo tedrico desenvolvido neste trabalho é descrita
pela condicao de contorno Tipo 1.

SOLUCAO ANALITICA

As solucoes analiticas da equacao de trans-
porte de contaminantes tém sido derivadas para
uma variedade de condicoes de contornos (van
Genuchten e Alves, 1982, Ségol, 1993; Leij e Toride,
1995). Embora as solu¢oes analiticas sejam obtidas
para condicoes restritas, elas tém muitas aplicacoes,
tais como a validacao de programas computacionais,
prognostico do transporte de contaminantes a longo
termo (tempo ou distincia), a anadlise de sensibili-
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dade do transporte de contaminantes e¢ a determi-
nacao dos parametros hidrodispersivos em experi-
mentos sob condicoes controladas em colunas de
solo ou lisimetro.

Apesar de simples, as solucoes analiticas ne-
cessitam de cuidadosa atencao no que se refere as
condicoes de contorno que sao empregadas na ana-
lise matematica do problema fisico (Parker e van
Genuchten, 1984; Toride et al., 1993). Embora a
maioria das solucoes analiticas pertenca ao meio
infinito e semi-infinito, solucoes analiticas para um
meio finito tém sido desenvolvidas e estao sendo
utilizadas para quantificar o transporte de contami-
nantes. Estas solucoes sao normalmente utilizadas
em solucoes numéricas (Feike e Toride, 1998).

As condi¢oes de contorno para um sistema
semi-infinito consideram que a concentracao de
contaminantes ¢ macroscopicamente continua em
todo perfil de solo € que nao ocorre dispersao ex-
ternamente (Dankwerts, 1953). Desta forma, solu-
¢oes para uma condi¢ao de contorno infinita podem
ser aplicadas para uma regiao finita (Parker e van
Genuchten, 1984). Parlange et al. (1992) mostraram
que a concentracao na saida de um sistema estara
entre os valores prognosticados quando usamos um
meio finito e uma condicao de contorno infinita
(Costa, 2000).

Embora a maioria dos problemas de trans-
porte de contaminantes seja resolvida numerica-
mente, as solucoes analiticas ainda sao utilizadas em
muitas pesquisas porque descrevem com maior pre-
cisao as caracteristicas fisicas do problema. As solu-
¢oes analiticas normalmente nao possuem 0s pro-
blemas de dispersao numérica e erros de trunca-
mento que freqiientemente ocorrem nas simulacoes
numeéricas.

Como base de comparacao, utilizou-se a so-
lucao analitica da equacao unidimensional de trans-
porte sem decaimento ou retardamento e solo satu-
rado (Bear, 1979). A solucao é obtida para um meio
semi-infinito submetido a condicao de contorno
Tipo 1, na posi¢ao x = 0.

C L-v.t v L L+v.t
C=—"|erfcc —= +exp{—=—rerfc =
2 2,/D. t D, 2D t

onde, C é a concentracao do contaminante e C, a
concentracio inicial [M/L?]; L é o comprimento do
meio semi-infinito [L]; v, é a velocidade média de
fluxo [L/T]; Dy é o coeficiente de dispersao na di-
recaox [L?/T];té o tempo [T] e erfc é a funcao de
erro complementar.

METODOLOGIA

A forma unidimensional da equacao do
transporte de contaminante para fluxo uniforme de
agua subterranea, e meio poroso homogéneo consi-
derando o caso unidimensional é dada por (Istok,
1989):

9(6C) _9*(BC)  oC aC
=D - -pK , — —AM6C—-pK,C 9
a 92 Vax Py Y ( pPK4C) 9)

Onde, C é a concentracao do contaminante [M/L?];
6 ¢ o conteudo de agua volumétrico do meio poroso
[L?/L%]; v a velocidade real da agua [L/T]; D é o
coeficiente de dispersao [L%/T]; p é a densidade do
meio poroso [M/L?] (aquifero); K, € a constante da
isoterma de Freundlich [L?/M]; A é o coeficiente de
decaimento de primeira ordem do contaminante
[T'].

E importante salientar que para aplicacao
da Eq. (9) no modelo tedérico foram assumidas as
seguintes hipoteses: a lei de Darcy € vdlida; o meio
poroso é homogéneo e isotrépico; a porosidade e a
condutividade hidrdulica sao constantes no tempo;
os mecanismos fisicos de difusao molecular e disper-
sao mecanica podem ser tratados conjuntamente
como mecanismos de espalhamento de Fick; fluxo
permanente (carga hidrdulica constante e conse-
quentemente vazio constante); o contaminante se
comporta como um tracador (densidade e viscosi-
dade da solucao constante ao longo do tempo).

Dado um dominio com uma geometria
qualquer, o Método dos Elementos Finitos (MEF)
consiste em dividi-lo em subdominios mais simples,
chamados de elementos. O MEF permite que seja
obtida a solucao ou uma aproximacao desta, para
qualquer forma geométrica, utilizando a aproxima-
cao dos valores nodais no dominio do elemento.
Esta aproximacao é feita utilizando-se funcoes de
interpolacao que interpolam a solucao no interior
do elemento.

Quando se resolve um problema de trans-
porte de contaminante através do Método dos Ele-
mentos Finitos, a concentracao (C) do contaminan-
te em cada no, é desconhecida. Assumindo uma
solucdo aproximada para C, na forma:

CO(x,y,2)= YNEC, (10)
i=1
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onde, C® ¢a solucao aproximada para a concen-
tracio do contaminante dentro do elemento; N,
sao as func¢oes de interpolacao para cada n6 do ele-
mento e C, sao as concentracoes desconhecidas do
contaminante em cada n6 do elemento.

Quando a solucao aproximada é
substituida na Eq. (9), a equacao diferencial nao é
totalmente satisfeita. Nos Métodos dos Residuos
Ponderados, os parametros (ou valores nodais) sao
determinados igualando-se a zero a integral desse

W® . A con-

i

residuo, ponderando por uma funcao

tribuicao do elemento para o residuo noné i é:

> 3 o]
D, —(8C)——(v,C"
(57 (OC) ===, C)
Ri© = [ W, (x) —i(pbKdé(C))—i(eé“)) (1D
ot ot

e

—MOC +p, K, C)

onde, Wi é a funcao de peso para o né i e os limi-
tes da integracao sao escolhidos para representar o
comprimento do elemento. No método de Galerkin
Wi = Ni'.

D@gE

) 92¢© © AC©
-
XZ i aX
© oC©
ot

_ X(G@)C(C) + pb(€>1<d(€)é(€))

Ri® =— [ N (x) dx (12)

(e)

a (S ~ (S
-PLKy _a(e( ! >)

Onde, 6 é o conteudo volumétrico da dgua no
meio poroso dentro do elemento e A é propriedade
do contaminante, nao do meio poroso, sendo cons-
tante para todos os elementos. O contetido volumé-
trico da agua e a velocidade aparente da dgua sub-
terranea podem ou nao mudar com o tempo, por
isso, duas formulacoes separadas da Eq. (12) sao
possiveis: para fluxo de dgua no estado permanente
e transiente.

No fluxo de dgua subterrinea no estado
permanente (meio saturado ou nao-saturado), o
conteudo de dgua e a velocidade aparente sao cons-
tantes para todos os passos de tempo. Embora sejam
constantes dentro do elemento, eles podem variar
de um elemento para outro. Para o fluxo transiente,
podemos escrever a Eq. (12) na forma matricial,
combinando as expressoes para cada n6 do elemen-
to.

aC,

R} o ES
= [D@ Dot [A<e> (13)

R C, aC,

e

Onde, [D“] é a matriz de dispersdao do elemento e
[A®] é a matriz de sorcio do elemento. [D(e)] é
definida como:

aNl(C)
ox
ON () ON (¢)
]| T oo 2
SRS x  ox
a 1xn
ox
nx1
_N1<€>_
| ONJ©@ oN
+J‘ VX(L) 1 n dX
: M ox
. 1xn
Nn(t)
- nx1 N
_Nl(c)_

(A0 +p, K, ) ][ N+ N Jax

1x1 1xn

(e)

_Nn(e) -

nx1

(14)

Se a formulacdo consistente é usada para a
derivada do tempo em uma solucdo aproximada
aC . ~ . .
— . A matriz de sorcao do elemento é definida

ot

como:

b.9r,© +0v]

1x1

] |

(15)

[N1(e) . _Nn<e) ]dx
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Quando ¢é usada uma formulacao concen-

—, a matriz de sorcao do elemento,
t

sofre modificacoes sendo dada por:

trada para

©
[A©]=(p, K © +0©)Y

(16)

A matriz de dispersao global [D] e a matriz
de sorcao global [A] podem ser obtidas combinan-
do as matrizes de cada um dos elementos numa
malha.

m

[D] =>[D] (17)
global  e=1 nxn

pxp

[A] =D [A] (18)
global e=1 nxn

pxp

Sendo, m o nuimero de elementos € p é o
numero de nés da malha.

A formulacao residual (de peso) para a e-
quacao de transporte de contaminante é dada por:

N
! ot
[D]¢ - p+ [A] = {r} (19)
global global global
Cp BCP
ot
Se definirmos os dois vetores {C} e {C}
; o,
! ot
{c}= {c}= (20)
Cp e
ot

A Eq. (19) pode ser escrita como:

[Al{cH+ D1{c}= (7} (21)

global global global

A Eq. (21) é um sistema de equacoes dife-
renciais ordinarias, com solucao para valores de C e

oC j .
8_ a cada né na malha de elementos finitos, a cada
t

tempo.

Considerando um modelo unidimensional
onde o meio poroso ¢ homogéneo, isotrépico e
saturado, o fluxo é constante e a lei de Darcy é vali-
da, o contaminante move-se com a agua subterranea
por adveccao e nao sofre nenhum processo de rea-
¢ao quimica com a matriz porosa e/ou decaimento.
Para este caso os parametros relativos ao coeficiente
de distribuicao (K,) e decaimento (A) sdo conside-
rados iguais a zero. Neste caso a equacao diferencial
que rege o problema no seu estado transiente é
dada por:

aC
ot

9°C _ 9(vC)

=D
ox> ox

(22)

D € o coeficiente de dispersao e v € a veloci-
dade da 4gua no meio poroso.

MODELO TEORICO

O modelo tedrico unidimensional utilizado
neste trabalho para a verificacao da solu¢ao numéri-
co-analitica para o problema de transporte de con-
taminante € constituido por um sistema sujeito a
uma contaminacao inicial e constante de 10 mg/1. A
velocidade da agua na dire¢ao do fluxo de dgua é de
0,03 m/d, o coeficiente de dispersao adotado ¢é de
1,0 m*/d e a porosidade (n) é de 0,3 para todos os
elementos. O meio poroso é considerado homogeé-
neo, isotrépico e saturado (8 = n). O sistema inici-
almente encontra-se livre de contaminacdo. Para
solucio do problema, aplicou-se primeiramente
uma metodologia numérica para tratamento da
variavel espacial x. Foi usado neste caso, o Método
dos Elementos Finitos. O dominio foi dividido em 5
elementos unidimensionais lineares e iguais de 10 m
e 6 n6s conforme a Figura 0l. A contaminacao é
aplicada diretamente no né 1. A concentracio no
no 6 tende a zero e as concentracoes nos demais nos
sao desconhecidas.
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Diregao do fluxo de 4gua —»

PP TSI =
@ | ® (%)

~
M

(4)

C=10mg/l
> 4

3 5

.

-1

=

L=50m

Figura 1 - Exemplo unidimensional de transporte de con-
taminantes.

O vetor {C(t)}., contém os valores das con-
centracoes para o tempo inicial, sendo, portanto a
condicao inicial do problema.

10

fcwl, = (23)

o O O O O

O vetor {C(t)} traz os valores da concentra-
¢ao nos n6s da malha, sendo dado por:

10

{cwot= (24)

A concentracao no né 1 é a concentracao
inicial aplicada ao sistema, sendo portanto uma
concentracao conhecida. Visando eliminar a adoc¢ao
da discretizacao do tempo, a partir deste ponto ¢
detalhada a metodologia analitica para o tratamento
da varidvel tempo.

Para o caso unidimensional as matrizes de
dispersao [D] e sorcao [S] dos elementos sao dadas

vl el

D() ) [—=1 1
® -1 1

(e
VX

el

2x2

201 =)

10©
2

0
1

1©
2

]

Aplicando os valores do modelo tedrico nas
equacoes (25) e (26) temos as matrizes de dispersao
€ sor¢ao, as quais sao iguais para todos os elementos

do sistema :
—0.05
0,15

} (26)

0,05

D%e) — D(Ze) — Dge) — DE;E) — Dée) — |:_ i

50
S(E) — S(e) — S(e) — S(E) — S(e) —
1 2 3 4 5 0 5

onde D sao as matrizes de dispersao e S as matrizes
de sorcao dos elementos.

As matrizes de dispersao [D*] e sorcao [S*]
global sao respectivamente:

[ 005 —-005 0 0 0 0
-0.15 020 =005 0 0 0
0 -015 020 -005 0 0
[D*]=
0 0 -015 020 =005 0
0 0 0 -015 020 -0.05
| 0 0 0 0  -015 0.15 |
(5 0 0 0]
0 10 0 0
0 0 10 0 0
[S*]=
0 0 10 0 0
0 0 10 0
0 0 0 5]

Usando a metodologia de Galerkin e uma
formulacao concentrada para as matrizes de disper-
sao e sorcao chegaremos a um sistema de equacoes
diferenciais ordindrias do tipo:

599 o feop= - o} @)

[S*] é matriz de sorcao global; [D*] é matriz de
dispersao global; {C(t)} é o vetor que contém o valor
da concentracao do contaminante nos nés da malha
e {f*(t)} é conhecido como o vetor de carga nodal, o
qual contém as condicoes de contorno referentes a
derivada da varidvel dependente (contaminante)
nos n6s da malha, as quais podem também ser fun-
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¢ao do tempo. As matrizes [S*] e [D*] sao matrizes
n x n (para o nosso exemplo n=4). Levando em
consideracao a conectividade dos nos, temos:

10 0 0 0] ([c,] [020 -005 o0 0 1fc,) [-15
0 10 0 0|d]|Cy| |-015 020 -005 0 [|C;

0 0 10 0]di|Cy 0 —015 050 -005]|C,[

0 0 0 10| |Cs 0 0 -015 020 ||Cs

A Eq. (27) pode ser reescrita da seguinte
forma:

@ =[] [DHCO}+ (8] (o)} (28)

onde:

@ = [afco+{Fo} (29)

[Al=-s]"'[D] e {F()}=[s]"{e(o)} (30)
A solucao de (27) é dada por:

{cwy="{c}, + e“”tje‘“”s {F(s))ds (31)

0

. . At - .
A matriz exponencial ¢* é conhecida co-

mo matriz de transferéncia. Esta matriz é de funda-

mental importancia para a metodologia, sendo de-

terminada por (Castro, 1997):

M =g [1ha, [A]+a, [AP +-+a,  [A]™ (32)
Como, no nosso caso, n=4; a equacao acima

fica:

M=o [hea [AJe a, [A] + 4 [AT (33)
Onde os coeficientes a,y, a;, a, € a; podem

ser determinados usando-se o fato de que os autova-

lores de [A] também satisfazem a Eq. (33) (Castro,

1997), desta maneira nés podemos formar o seguin-
te sistema de equacoes:

MU= a, Ha A 2, Fash,
et = ag +a; A, +a A, +ajh, (34)
et = ag+a;Asytahy +ash,

Ayt

e =a, +a A, +a,h, +azhy

A, A, Ay € A, sd0 os autovalores da matriz [A],
sendo a mesma dada pelo produto da matriz inversa
de sorcao pela matriz de dispersao (Eq. 30).

—0.02 0.005 0 0
0.015 —-0.02 0.005 0
0 0015 —-005 0.005
0 0 0.015 —0.020
Seus autovalores sao:
A, =—001; A, =—0.028; A, =—0.054; A, =—0.018;

Substituindo os autovalores em (34) e resol-
vendo o sistema para os valores de a;, a;, a, e as,
temos:

ag = 4.16_0'0“ —4.86_0'018t _ 106_0‘05“ + 1.86_0'028t

a, = 440e 001 _ 740070018t _ 500054t | 350 —0.028¢
a, = 14000¢ """ —29000¢ " —1200e 75 +16000e 702
a, =140000e~""" =310000¢™*""* - 22000e™"*** +190000¢ "

Fazendo uso da Eq. (33) determina-se expli-
citamente a matriz de transferéncia. O vetor {F(t)} é
calculado a partir da Eq. (30) sendo dado por:

—-0.15
{ro}=

.

E importante notar que {C}_, corresponde
as condicoes iniciais para os nés 2, 3, 4 ¢ 5. Como o
sistema encontra-se livre de contaminacao temos:

{cot, =

S O O O

t
O cilculo J‘e_[AJS{F(s)}dsé obtido substitu-
0
indo na matriz de transferéncia os valores de t por
(-s) , com s variando de 0 a t.
Neste ponto, a solucao {C(t)}, transiente e
permanente, estd completamente determinada atra-
vés do uso da Eq. (31).
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9.972 =3¢ 7001t _ 0 0280054t _ 3 5,=0.028¢

0.899 —1.5¢=001t _ () 007e=0054t _ () 15660028t | 5 4, —0.028¢

fcowt=
0.956 — 6001t _ 4 5.0.054t _ () 44 ~0.028¢ |y 54 .~0.028¢
9.955— 6‘9C_O'Olt _ 0‘36—0.054t + 0.206—0.02& _ 3.46—0.02&
RESULTADOS

Os graficos a seguir mostram a comparacao
dos resultados obtidos utilizando a metodologia
numérico-analitica (MNA) e o Método dos Elemen-
tos Finitos (MEF). O passo de tempo (At) utilizado
no MEF foi de 10 dias.

Como no Método dos Elementos Finitos es-
tamos tratando com interpolac¢oes lineares, as curvas
caracteristicas do transporte em todos os noés se
encontram abaixo das curvas da metodologia Nu-
mérico-Analitica obtidas de fun¢oes exponenciais.

CimgiL)

Figura 2 — Variacao da concentracdo no tempo para o n6 2
utilizando o Método Numérico-Analitico (MNA) e o Mé-
todo dos Elementos Finitos

Os resultados validam a metodologia numé-
rico-analitica uma vez que as curvas obtidas nao
apresentam diferencas consideraveis. No caso do
Método dos Elementos Finitos, o intervalo de tempo
At poderia ser reduzido visando alcancar resultados
mais precisos, no entanto, existem dois aspectos
muito importantes a serem considerados neste caso:

1. A reducao de At implicaria em mais itera-
coes, podendo gerar acumulacao de erros
computacionais €;

2. Sem conhecer a solucao analitica (exata),
nao ha possibilidade de se saber o erro que
se esta cometendo ao se adotar um deter-
minado At.

o
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Figura 3 — Variacao da concentracdo no tempo para o né 3
utilizando o Método Numérico-Analitico (MNA) e o Mé-
todo dos Elementos Finitos.

Cirmgfl)

Figura 4 — Variacao da concentracio no tempo para o né 4
utilizando o Método Numérico-Analitico (MNA) e o Mé-
todo dos Elementos Finitos.
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As curvas atingem o estado permanente a-
p6s um intervalo de tempo de 300 dias para as duas
metodologias, exceto no n6 2 onde o estado perma-
nente comeca a ser alcancado para um intervalo de
tempo muito menor, t = 100 dias, como pode ser
visto nos graficos das Figuras 2, 3, 4 e 5.

Clmagdl)

Figura 5 — Variacao da concentracdo no tempo para o né 5
utilizando o Método Numérico-Analitico (MNA) e o Mé-
todo dos Elementos Finitos

ClrngfL)

Solugdo Analitica
hhl A

Figura 6 — Comparacdo do Método Numérico-Analitico
(MNA) com a Solucao Analitica para o N6 2.

As Figuras 6, 7, 8 ¢ 9 apresentam a compa-
racao da solucao analitica com o método numérico-
analitico (MNA). A comparacao ¢ exclusivamente
para mostrar a concordancia entre os valores de
concentracao obtidos com a solucao analitica e com
o MNA. Pode ser observado que, apesar de nao ser
perfeita, existe a concordancia entre as duas curvas
para todos os n6s do dominio, fato que valida a me-
todologia apresentada.

Charbeneau (2000) mostra que existe uma
diferenca no formato das curvas de transporte de
contaminantes quando as solugoes sao obtidas na
entrada e na saida do dominio. Quando a solucgao é
obtida para a entrada do dominio, como ¢é o caso
dos métodos numéricos e numeérico-analitico, os
valores das concentracoes variam de acordo com as
condicoes de contorno, tendo seus valores variando
no eixo dos y. Para as solu¢oes obtidas na saida do
dominio, como é o caso das solucoes analiticas, a
concentracao inicial é zero e a curva cresce a medi-
da que o tempo avanca até atingir a concentragao
final. Isso explica a diferenca apresentada entre a
solucao analitica e o método numeérico-analitico nas
curvas de transporte de contaminantes (Figuras 6, 7,
8e9).

As Figuras 10 e 11 mostram a evolucao da
concentracao em relacao a distancia para os tempos
de 20, 100 e 300 dias, utilizando o Método dos Ele-
mentos Finitos (MEF), a metodologia Numérico-
Analitica (MNA) e as curvas obtidas a partir da solu-
cao analitica.

CimgdL)

Solugdo Anslitica
PR

Figura 7 — Comparacao do Método Numérico-Anilitico
(MNA) com a Solucao Analitica para o N6 3.
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Figura 8 — Comparacao do Método Numérico-Analitico
(MNA) com a Solucao Analitica para o N6 4.

A curva de decréscimo da concentracao é

No MEF e no MNA os valores da concentra-
cao no final do dominio (L = 50 m) sao de 0,350
mg/1 e 0,251 mg/l para t = 20 dias, 4,64 mg/] e
2,102 mg/1 para t = 100 dias € 9,61 mg/1 ¢ 9,15 mg/1
para t = 300 dias, respectivamente. Com o uso da
solucao analitica os valores da concentracao para os
tempos de 20, 100 ¢ 300 dias no mesmo ponto do
dominio sao de 0 mg/1; 1,15 mg/1 e 9,8 mg/1, res-
pectivamente. Os valores obtidos com o MNA e MEF
encontram-se na mesma faixa de variacao dos valo-
res obtidos com a solucao analitica, com excecao
apenas do valor da concentracao de 4,64 mg/I para
t = 100 dias com uso do MEF.
A Figura 10 mostra que as curvas obtidas
com a MNA corrigem os problemas de oscilacao
numérica presente no MEF. A oscilacao no MEF ¢
devido a obtencao dos valores de concentracao em
pontos discretos do dominio o que nao ocorre
quando se usa o MNA onde os valores sao obtidos
através de uma equacgao exponencial. Nas Figuras 10
e 11 fica explicito que os valores de concentracoes
obtidos com o MNA sao bem mais préoximos da so-
lucao analitica do que os obtidos com o MEF.

muito mais acentuada nos 20 primeiros dias e torna-
se mais suave ap6s 300 dias, intervalo de tempo no
qual o sistema comeca a entrar no estado perma-

nente, como mostram as Figuras 10, 11 e 12.

1

1

1

!

!

ClmyL) {
{

[

1

[

1

500 500

400

Solugdo Analitica
hAR,

Figura 9 — Comparacdao do Método Numérico-Analitico
(MNA) com a Solucao Analitica para o N6 5.
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Figura 10— Variacao da concentracido em relacao a distan-
cia para os tempo de 20, 100 e 300 dias utilizando a Solu-
cao Analitica e MNA.

Para a medida dos efeitos da discretizacao

espacial se define o nimero de Péclet, e para medi-
da dos efeitos da discretizacao temporal se define o
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numero de Courant. Desta forma, podemos dizer
que o MNA nao apresenta propriedades de instabi-
lidade devido a dispersao numérica, tendo os valores
do numero de Péclet e de Courant igual a 1,5 € 0,03,
respectivamente. Isto garante que a solucao numéri-
co-analitica representa uma aproximacao razoavel
da solucao exata do problema.

Tabela 1 — Erro relativo entre os valores de concentracao
C(mg/L) calculados com Metodologia Numérico-Analitica
e o0 Método dos Elementos Finitos.

Nos MNA MEF Erro relativo
(%)
2 7.81 9.12 16.77
3 1.17 1.75 49.57
4 1.02 0.342 66.47
5 0.48 0.066 86.25
Clmail)

30
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Sol. Analitica
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MEF it = 20 dd)
--------- MEF it = 100 dd
--------- MEF 1t = 300 dd

Figura 11- Variacdo da concentracio em relacao a distan-
cia para os tempo de 20, 100 e 300 dias utilizando a Solu-
cao Analitica e MEF.

Para testar os resultados apresentados foram
determinados os valores das concentragoes para os
nés 2, 3, 4 e 5 para a Metodologia Numérico-
Analitica (MNA) e o Método dos Elementos Finitos
(MEF) considerando um tempo de 10 dias, e calcu-
lado o erro relativo para os valores da varidvel de
concentracdo entre a duas metodologias. A Tabela 1
apresenta os valores tedricos de concentracao

[M/L*] nos nés do dominio do problema obtidos
com o MNA e com o MEF. Apesar dos valores de
concentracao nos nos 3, 4 e 5 se encontrarem na
mesma faixa de variacao os erros relativos sao altos.
No entanto, este fato nao compromete a validade da
metodologia apresentada, uma vez que a mesma
tem sua validade demonstrada através da solucao
analitica.

Como as solugoes analiticas sao obtidas para
um meio semi-infinito, e o nosso modelo teodrico
trata de um meio finito, se extrapolarmos os valores
de x para além do dominio, os valores da concen-
tracao tendem a zero. Este fato explica a variacao no
comportamento entre curvas obtidas com os MNA,
MEF e a solucao analitica (Figuras 10 ¢ 11). Ao con-
trario do que acontece quando extrapolamos as
curvas em relacao ao tempo, nesse caso iremos obter
os valores da concentracao inicial e atingimos assim
o estado permanente (Figuras 6, 7, 8 € 9).

Os trabalhos de Castro (1997) e Castro
(1998) mostram a aplicacao da Metodologia Numé-
rico-Analitica para solucao de problemas transientes
de percolacao de 4gua em uma coluna de solo com-
posta por trés tipos de solo. Os resultados da varia-
¢ao da carga hidraulica no tempo mostraram a exis-
téncia de uma diferenca consideravel entre a meto-
dologia numérico-analitica e o resultado obtido por
Istok (1989) para o mesmo problema.

CONCLUSOES

O Método Numérico-Analitico (MNA) ¢é
uma nova metodologia proposta para determinacao
da curva de transporte de contaminante unidimen-
sional. Os resultados obtidos com a MNA e compa-
rados ao Método dos Elementos Finitos e a Solucao
Analitica da equacao de transporte de contaminan-
tes validam a metodologia apresentada.

Neste trabalho, propoe-se criar uma ferra-
menta para andlise de contaminacao da dgua subter-
ranea que fosse capaz de traduzir problemas de
transporte de contaminantes unidimensionais, com
precisao e eficiéncia. Tais objetivos foram atingidos
com a utilizacao de uma metodologia analitica no
tratamento da varidvel tempo.

A metodologia Numérico-Analitica associa a
versatilidade dos métodos numéricos tradicionais de
acomodar condi¢oes de contorno com geometrias
de dominios complexos, meios heterogéneos e ani-
sotropicos com a garantia de convergéncia e estabi-
lidade das solucoes normalmente encontradas nos
métodos analiticos.
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Pelo exposto, a ferramenta numeérica-
analitica é adequada e confidvel quando se esta de
posse de um método numérico que resolva correta-
mente as equacoes diferenciais, ¢ de um modelo
matemadtico, que represente com fidelidade o feno-
meno fisico.
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A Numerical-Analytic Methodology Applied to Tran-
sient Problems of Contaminant Transport

ABSTRACT

The processes which move contaminants through
the soil may be expressed by mathematical models. They are
based on the integration of the transport equation using
specific contour conditions for the system of interest. How-
ever, their applicability is limited due to instability and
numerical oscillation problems, which may occur depending
on the relationship between the time interval chosen and the
space between the mesh nodes. This study proposes a nu-
merical-analytic methodology for one-dimensional transient
contaminant transport problems. The purpose of the study
is to present a new methodology that can reduce numerical
instability and the oscillations found in the traditional
numerical method. This is a mixed method, numerical in
relation to space and analytic in relation to time. The study
used a one-dimensional theoretical model to verify the nu-
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merical-analytic solution to the problem of contaminant
transport and the finite elements method and the analytic
solution of the transport equation to the theoretical model
were applied to validate the results. They validate the
numerical-analytic methodology, since the curves obtained
using the numerical-analytic methodology, finite element
method and analytic solution are not very different.
Key-words: Numerical method; numerical instability; con-
tamination.
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