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RESUMO

Dado um grafo G, uma funggo f: V(G) — {0, 1,2,3} é dita funcdo de dominagdo romana dupla
(FDRD) de G se, para todo vértice v € V(G) com f(v) = 0, existe pelo menos um vértice u
vizinho de v com f(u) = 3 ou dois vértices u; e up vizinhos de v com f(u;) = f(uz) =2; e
para todo vértice v € V(G) com f(v) = 1, existe pelo menos um vértice u vizinho de v com
f(u) €{2,3}. O peso da fungdo f € definido por ®(f) = ¥,cy(g) f(v). O niimero de dominagdo
romana dupla Y;r(G) é o menor peso @(f) dentre todas as fungdes de dominag@o romana dupla
f de G. Uma FDRD que tem o peso minimo no grafo G € dita FDRD otima. Os grafos ctibicos
sdo bastante estudados em teoria dos grafos pelo fato de que muitos problemas em grafos tornam-
se NP-completos quando restritos a grafos cubicos. Em particular, uma classe de grafos cubicos
que € frequentemente considerada € a classe dos grafos snarks. Um snark é um grafo cubico,
sem arestas de corte e com indice cromatico igual a 4. Neste trabalho de conclusado de curso,
determinamos o nimero de dominag¢ao romana dupla para a familia dos snarks-flor e snarks
de Blanusa generalizados. Além disso, determinamos limitantes superiores e inferiores para o
nimero de dominagdo romana dupla para as familias dos snarks de Goldberg e dos snarks de

Loupekine.

Palavras-chave: Teoria dos grafos. Ciéncia da computagdo. Matemadtica discreta.



ABSTRACT

Given a graph G, a function f: V(G) — {0,1,2,3} is called a double Roman domination
function (DRDF) of G if, for every vertex v € V(G) with f(v) = 0, there exists at least one vertex
u adjacent to v with f(u) = 3 or two vertices u; e up adjacent to v with f(u;) = f(uz) = 2; and
for every vertex v € V(G) with f(v) = 1, there exists at least one vertex u adjacent to v with
f(u) € {2,3}. The weight of function f is defined by @(f) = X,cy(g)f(v). The double Roman
domination number Y;g(G) is the smallest weight @(f) among all double Roman domination
functions f of G. A DRDF that has the minimum weight in the graph G is called Y, z-function.
Cubic graphs are well studied in graph theory due to the fact that many graph problems become
NP-complete when restricted to cubic graphs. In particular, a class of cubic graphs that is often
considered is the class of snarks. A snark is a cubic graph, without bridges and with chromatic
index equal to 4. In this work, we determine the double Roman domination number for the
family of flower-snarks and generalized Blanusa snarks. In addition, we set upper and lower

bounds for the double Roman domination number for Goldberg’s snarks and Loupekine’s snarks.

Keywords: Graph theory. Computer science. Discrete mathematics.
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1 INTRODUCAO

A origem do problema da dominagdo em grafos foi motivada pelo problema das
rainhas do xadrez. Este problema foi proposto em 1862 por Carl Jaenisch (JAENISCH, 1862).
Pelas regras do xadrez, uma rainha pode mover-se horizontalmente, verticalmente e diagonal-
mente por toda a extensao do tabuleiro, desde que nio haja nenhuma peca no caminho. A casa
na qual uma rainha se encontra é a casa ocupada por ela, as casas para onde a rainha pode
movimentar-se sdo as casas alcancadas pela rainha. O problema das rainhas consiste na seguinte
questdo: dado um tabuleiro de xadrez 8 x 8, qual o menor nimero de rainhas que devem ser
colocadas no tabuleiro, de forma que todas as suas casas sejam ocupadas ou alcancadas por pelo
menos uma rainha? A Figura 1 mostra uma solucdo para o problema das rainhas em um tabuleiro
8 x 8.

Figura 1 —Exemplo de solucao para o problema das rainhas do xadrez
em um tabuleiro 8 x 8.

0]

N W o0 N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Embora o problema das rainhas possa ser modelado como um problema de domina-
¢do em grafos, o conceito de conjunto dominante de um grafo s6 foi formalmente definido em
1962, de forma independente, por Claude Berge no livro Theory of Graphs and its Applications
(BERGE, 1962) e por Oysten Ore no livro Theory of Graphs (ORE, 1962). A dominacdo
em grafos é definida da seguinte forma: dado um grafo G = (V(G),E(G)), um subconjunto
S C V(G) é dito conjunto dominante de G se todo vértice v € V(G) pertence ao conjunto S ou é
adjacente a pelo menos um elemento de S. A Figura 2a exibe um conjunto dominante em um

grafo G. Um conjunto dominante S de G € dito minimo se tem a menor cardinalidade possivel.
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O niimero de dominagdo de um grafo G € igual a cardinalidade de algum conjunto dominante
minimo de G e é denotado por y(G). A Figura 2b mostra um exemplo de conjunto dominante
minimo. O problema das rainhas pode ser modelado como um problema de dominagdo em grafos
da seguinte forma: considere um grafo onde o conjunto de vértices € o conjunto de casas do
tabuleiro; e para cada vértice v, existe uma aresta para qualquer outro vértice u se e somente se,
colocada uma rainha na casa que v representa no tabuleiro, ela alcancga a casa que u representa
no tabuleiro. O conjunto dominante minimo sdo todos os vértices que representam as casas
que devem ser ocupadas por uma rainha na solu¢do para o problema. Na Figura 1 o conjunto
dominante minimo seria justamente os vértices que representam as casas al,c7,d3,g8 e h4 do
tabuleiro. O nimero de dominacao € justamente a quantidade minima de rainhas necesséarias, no

exemplo citado € 5.

Figura 2 — Representacdes de conjunto dominante e de conjunto dominante minimo
em um grafo.

(a) Os vértices com cor preta represen- (b) Os vértices com cor preta represen-
tam um conjunto dominante S de vérti- tam um conjunto dominante minimo §’
ces do grafo G. de vértices do grafo G.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O problema de determinar se um grafo possui um conjunto dominante minimo de
cardinalidade menor ou igual a k é NP-completo (GAREY; JOHNSON, 1979). E permanece
NP-completo quando restrito a algumas classes de grafos, como por exemplo: grafos planares
com grau maximo 3 (GAREY; JOHNSON, 1979), grafos bipartidos (BERTOSSI, 1984) e grafos
split (BERTOSSI, 1984). Mesmo assim, o pardmetro Y(G) permanece sendo investigado até
os dias atuais. O artigo On graphs having domination number half their order (FINK et al.,
1985) caracteriza grafos de ordem 2n que tém y(G) = n. O artigo Domination numbers of planar
graphs (MACGILLIVRAY; SEYFFARTH, 1996) mostra que grafos planares com diametro 2 e
3 possuem limites para o nimero de dominagdo. Em sua dissertacdo de mestrado, Conjuntos
dominantes em grafos ctibicos (PEREIRA, 2020), Alessandra Pereira apresenta os resultados do

seu estudo sobre o nimero de dominacao para algumas familias de grafos cubicos: snarks-flor,
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snarks de BlanuSa generalizados, snarks de Loupekine, snarks de Goldberg, snark de Goldbergs
torcidos, grafos de Petersen generalizados e grafos cubicos planares. Note que os ultimos
dois artigos citados restringem o problema para classes de grafos bem especificas, visto que o
problematem se mostrado dificil para grafos arbitrarios.

Desde a formalizacdo matemadtica do conceito de dominacao em grafos, diversas
variantes desse conceito foram propostas. Uma delas tem conexao direta com o problema
estudado nesse trabalho, que € o problema da domina¢do romana em grafos, cuja origem ¢é
descrita a seguir. No artigo Defend the Roman empire! (STEWART, 1999), o autor Ian Stewart
conta um desafio enfrentado pelo imperador romano Constantino que, no século IV, tinha a tarefa
de criar uma estratégia para defender seu império com um nimero limitado de tropas. O império
romano era constituido por oito regides, Gra-Bretanha, Gilia, Ibéria, Roma, Constantinopla,
Norte da Africa, Asia menor e Egito. A Figura 3a mostra o mapa do império romano no século
IV com suas oito regides. Existia um total de quatro tropas, que deveriam ser alocadas nas
regioes de forma que toda regido sem tropas fosse vizinha a pelo menos uma regidao com duas
tropas, de forma que, caso a regido sem tropas fosse atacada, a regido com duas tropas poderia
enviar uma tropa para a regiao atacada e ainda assim permaneceria com uma tropa. Este desafio
pode ser visto como um problema de rotulacdo de grafos, onde cada regido € um vértice, o
caminho entre duas regides € uma aresta do grafo. O problema consiste em rotular os vértices do
grafo, com rétulos 0, 1 ou 2, em que o rétulo de cada vértice representa a quantidade de tropas
em cada regido e o objetivo é que todos os vértices com rétulo 0 possuam pelo menos um vizinho
com rotulo 2. A Figura 3 exibe o mapa do império romano no século IV com as tropas e também
um grafo com uma rotulagdo que representa o mapa e as tropas. A parte dificil do problema
€ usar o minimo de tropas possiveis, tanto que o problema de decisao da dominag¢do romana
em grafos € NP-Completo (DREYER, 2000). Inspirados pelo artigo de Stewart, Cockayne et al.
introduziram o conceito formal de dominag¢do romana em grafos (COCKAYNE et al., 2004),
que € uma variante da dominacao em grafos. A definicdo formal de dominacdo romana € exibida
no Capitulo 2.

Posteriormente, inspirados pela dominacao romana, Beeler, Haynes e Hedetniemi
definiram uma versdo mais forte para o problema, denominada dominacdo romana dupla
(BEELER et al., 2016). Em comparacao com o exemplo anterior, desta vez, regides sem tropas
devem ser vizinhas a pelo menos uma regido com trés tropas ou duas regides com duas tropas

cada; enquanto regides com apenas uma tropa devem ser vizinhas a pelo menos uma regido com
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Figura 3 —Mapa do império romano no século IV d.C., e grafo com uma rotulacao
de vértices representando uma possivel distribuicao de tropas.
(a) Mapa do Império romano no século

IV d.C., com grafo sobreposto represen- (b) Grafo com rotulagdo de
tando as regides e os possiveis desloca- vértices que representa uma
mentos entre elas, com uma distribuigdo possivel distribui¢do de tro-
de tropas entre as regides. pas entre as regides para o pro-

blema da dominagdo romana.

Britanica

Norte da‘i\‘ﬁi_tl:a' -

Fonte: Elaborada pelo autor.

duas ou trés tropas. Dessa forma, quando uma regido sem tropas ou com no maximo uma tropa
fosse atacada, pudesse haver um deslocamento de tropas de regides vizinhas, de forma que a
regido atacada fique com duas tropas e as regides que enviaram tropas, permane¢am com pelo
menos uma tropa cada. A fim de definir essa nova variante como um problema de rotulacao de
vértices, deve-se criar um grafo onde os vértices sdo as regides e as arestas sdo os caminhos que
ligam as regides. O problema consiste em rotular os vértices do grafo, com rétulos 0, 1, 2 ou 3,
em que cada rétulo de um vértice representa a quantidade de tropas de cada regido e o objetivo €
que todos os vértices com rétulo O possuam pelo menos um vizinho com rétulo 3 ou pelo menos
dois vizinhos com rétulo 2; e todos os vértices com rétulo 1 possuam pelo menos um vizinho
com rétulo 2 ou 3. Assim como a domina¢do romana, a parte dificil da dominagdo romana
dupla é minimizar a quantidade de tropas utilizadas, sendo sua versao de decisao também um
problema NP-completo (POUREIDI; RAD, 2020). A fim de ilustrar este conceito, a Figura 4
mostra o mapa do império Romano no século IV e um grafo com a rotulagao correspondente
para o problema da dominac¢ao romana dupla.

Este trabalho de conclusdo de curso apresenta uma investigacdo da dominagao
romana dupla em classes de grafos cibicos. A divisdo dos capitulos deste texto estd organizada

como descrito a seguir. O Capitulo 2 apresenta os conceitos bédsicos de grafos, definicoes e



Figura 4 — Mapa do império romano no século IV d.C., e grafo com uma rotulacao de
vértices representando uma possivel distribui¢do de tropas.

(a) Mapa do Império romano no século
IV d.C., com grafo sobreposto represen-
tando as regides e os possiveis desloca-
mentos entre elas, com uma distribui¢ao
de tropas entre as regides.

Fonte: Elaborada pelo autor.

(b) Grafo com rotulacéo de vértices que
representa uma possivel distribui¢do de
tropas entre as regides para o problema
da dominacao romana dupla.

13

resultados preliminares usados ao longo do texto. No Capitulo 3, determinamos o nimero

de dominacdao romana dupla para a familia dos snarks-flor. No Capitulo 4, determinamos o

numero de dominacdo romana dupla para os snarks de BlanuSa generalizados. No Capitulo

5, apresentamos limitantes superior e inferior para o nimero de domina¢do romana dupla dos

snarks de Goldberg. No Capitulo 6, apresentamos limitantes superior e inferior para o nimero

de dominacao romana dupla dos snarks de Loupekine. E, por fim, o Capitulo 8 apresenta as

consideragdes finais deste trabalho.
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2 FUN DAMENTA(;AO TEORICA

Neste capitulo sdo apresentados os conceitos basicos de grafos, definicdes importan-

tes e resultados auxiliares que sdo usados ao longo do texto.

2.1 Definicoes basicas de teoria dos grafos

Os conceitos basicos apresentados nesta secao foram baseados no livro A first course
in graph theory (CHARTRAND; ZHANG, 2013). Desse modo, para os detalhes ndo cobertos
aqui, indicamos a consulta do livro supracitado.

Um grafo simples G = (V(G),E(G)) é uma estrutura matematica formada por um
conjunto finito e ndo vazio V(G), cujos elementos sdo chamados vértices, e por um conjunto finito
E(G), disjunto de V(G), cujos elementos sdo pares ndo ordenados de elementos distintos de V (G)
e sdo chamados de arestas. Como exemplo, podemos definir um grafo simples G = (V(G),E(G)),
onde V(G) ={a,b,c,d,e} e E(G) = {ab,ac,ae,bc,bd,cf,de,ef}. Este grafo G esta ilustrado
na Figura 5, onde os vértices sao representados por circulos e as arestas sdo representadas por
linhas ligando os vértices. Por uma questdo de brevidade, sempre que nos referirmos a grafos,
estamos falando de grafos simples.

Figura 5 — Exemplo de grafo simples.
a

d S

e

Fonte: Elaborada pelo autor.

A ordem de um grafo G é igual a |V (G)| e é denotada por n. Dizemos que um vértice
v € V(G) é vizinho de u € V(G) e também que u é vizinho de v se uv é um par ndo ordenado
do conjunto E(G). O termo adjacente expressa o mesmo significado de vizinho. Se uv € E(G)
com u,v € V(G), entdo dizemos que uv incide em u e v e vice-versa, e que u e v sdo extremos da
aresta uv. Por exemplo, na Figura 5, a aresta ab incide no vértice a e também no vértice b. Duas
arestas sao ditas arestas adjacentes se incidem em um mesmo vértice. O grau de um vértice v
¢ a quantidade de arestas que incidem nele, denotado por d(v). Um grafo G tal que d(u) =k

para todo u € V(G) é dito k-regular. Um grafo completo é um grafo no qual quaisquer dois de
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seus vértices sao adjacentes. O grafo completo com n vértices € denotado por K, este grafo é
(n— 1)-regular. Grafos 3-regulares sdo também chamados cubicos. O grau mdximo de G é o
grau de um vértice com maior grau no grafo, denotado por A(G), e 0 grau minimo de G é o grau
de um vértice com o menor grau no grafo, denotado por d(G).

Um grafo H é dito subgrafo de G, se V(H) CV(G) e E(H) C E(G). Denotamos que
H ¢é subgrafo de G ou H esta contido em G por H C G. A partir de um grafo G € possivel obter
um grafo menor H em relag@o ao original, executando pelo menos uma das operacdes definidas
a seguir. A primeira consiste em remover uma aresta uv do conjunto E(G) sem modificar o
conjunto V(G), isso pode ser denotado por G — uv. A segunda consiste em remover um vértice v
do conjunto V(G) e também remover de E(G) as arestas que incidem em v, denotamos isso por

G —v. A Figura 6 exibe um grafo G e os subgrafos obtidos através das operacdes descritas.

Figura 6 — Exemplo de um grafo G e dois de seus subgrafos.

(a) Grafo G. (b) Subgrafo G —bf. (c) Subgrafo G —c.
a b c a b c a b
d ¢ f d e f d e f

Fonte: Elaborada pelo autor.

As operacgdes acima podem ser estendidas para remogao de um conjunto de vértices
ou um conjunto de arestas. Dado um grafo G e um conjunto de vértices X C V(G), temos G — X
como o grafo resultante da remocao de todos os vértices de X no grafo G assim como todas as
arestas que incidem em pelo menos um vértice de X. Dado um grafo G e um conjunto de arestas
S C E(G), temos G — S como o grafo resultante da remocéo de todas as arestas de S no grafo G.

Um caminho em um grafo G € uma sequéncia de vértices de G, W = vq,vi,va, ..., vy,
de tal forma que v; e v;_; sdo vizinhos, 1 <i < /. Um ciclo em um grafo G é uma sequéncia de
vértices de G, C = vg,vq,...,v;, Vg, com [ > 2, de tal forma que v; e v;_; sdo vizinhos, 1 <i<le
v; € vizinho de vo. Um grafo caminho com n vértices € um grafo formado por uma sequéncia de
todos os seus vértices, vi,va,V3,...,Vy,, de tal forma que dois vértices sdo adjacentes se e somente
se eles s@o consecutivos na sequéncia. Um grafo G € dito conexo se, para quaisquer dois vértices
u e vde V(G), existe um caminho de u até v em G; e é dito desconexo caso contrario. Uma
componente conexa de G € um subgrafo conexo maximal de G. Em outras palavras, se H é uma

componente conexa de G, entdo ndo existe nenhum subgrafo conexo H' C G, tal que H C H'.
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Um aresta e € E(G) é dita aresta de corte se, ao remové-la do grafo, o nimero de componentes

conexas de G aumenta. A Figura 7 mostra um grafo com duas arestas de corte.

Figura 7 — Grafo com duas arestas de corte tracejadas.

c f h
AN D
a b d € 8

Fonte: Elaborada pelo autor.

Um grafo plano é um grafo que estd desenhado no plano sem que suas arestas se
cruzem. Um grafo planar ou € um grafo plano, ou é um grafo que pode ser desenhando no plano
como um grafo plano. As faces de um grafo plano sao as regides delimitadas por trés ou mais
arestas, além da face exterior ao grafo, chamada face ilimitada. A Figura 8 mostra um exemplo
de grafo planar.

Figura 8 — O grafo K4 € um grafo planar, pois pode ser desenhado no

plano como um grafo plano.

(a) K4 desenhado no plano com arestas (b) K4 desenhado no plano sem arestas
cruzadas. cruzadas.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma coloracdo propria de arestas € uma atribuicao de cores as arestas de um grafo
de modo que arestas adjacentes tenham cores diferentes. Dizemos que um grafo admite uma
k-coloracdo de arestas, se € possivel colorir o grafo, com uma coloracao prépria de arestas, com
k cores. O indice cromdtico de um grafo G é o menor k, tal que G admite uma k-coloragdo de

arestas, e é denotado por x'(G).

2.2 Dominacido romana e domina¢ao romana dupla

A seguir, definimos formalmente domina¢do romana e dominag¢do romana dupla, e
apresentamos alguns teoremas e lemas tteis para as provas dos nossos resultados.
Uma fungdo de dominag¢do romana (FDR) de um grafo G é uma funcdo f: V(G) —

{0,1,2} tal que, para todo vértice v com f(v) = 0, existe pelo menos um vizinho u de v com
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f(u) =2. O peso w(f) de uma FDR é igual a ¥ ,cy () f(v). O niimero de dominagdo romana de
G é dado por min{®(f): f é uma FDR de G}, denotado por yz(G). Uma FDR de um grafo G

com peso igual aoyg(G) é dita FDR étima. A Figura 9 mostra um grafo com uma FDR 6tima.

Figura 9 — Grafo G com uma FDR 6tima com peso igual a yz(G) = 4.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dado um grafo G, uma funcdo de dominacdo romana dupla (FDRD) de G é uma
funcdo f: V(G) — {0,1,2,3} tal que, para todo vértice v com f(v) = 0, existe pelo menos um
vértice u vizinho de v com f(u) = 3 ou dois vértices u; e uy vizinhos de v com f(u1) = f(uy) =2;
e para todo vértice v com f(v) = 1, existe pelo menos um vértice u vizinho de v com f(u) € {2,3}.
Seja i € {0,1,2,3}, definimos V; C V(G) tal que, para todo vértice v € V;, f(v) = i. Note que
a funcdo de dominacdo romana dupla f determina uma particao dos vértices do grafo nos
conjuntos Vy, V1, Vo e V3. Assim, para facilitar manipulagdes matematicas, em alguns trechos
abusamos da notacdo e nos referimos a uma FDRD de um grafo alternativamente comouma
parti¢do f = (Vp,V1,V2,V3). O peso da fungdo de dominagdo romana dupla é definido por
o(f) =Y,cv f(v) = [Vi| +2|V2| 4 3|V3]. O niimero de dominagdo romana dupla y,;g(G)é dado
por min{w(f): f é uma FDRD de G}. Uma funcdo que tem o peso minimo, isto é, peso igual a

Y4r(G), é chamada FDRD dtima.

Figura 10 — Grafo G com uma FDRD 6tima de peso igual a y,z(G) = 6.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O teorema a seguir mostra que uma FDRD 6tima néo atribui rétulo 1 aos vértices.

Teorema 1. (BEELER et al., 2016) Se f = (Vy,V1,V2,V3) é uma FDRD dtima de um grafo G,

entdo conseguimos construir uma FDRD dtima ' = (V§,V{,V,,V3) a partir de f com V{ = 0.

Demonstracdo. Seja f uma FDRD 6tima de G. Suponha que, para algum vértice v € V(G),

f(v) = 1. Entdo, v tem pelo menos um vizinho u com f(u) € {2,3}. Se f(u) = 3, podemos
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redefinir f(v) = 0, diminuindo assim o peso de f, contradizendo o fato de f ser uma FDRD
6tima. Se f(u) = 2, podemos criar uma outra FDRD 6tima f” agora com v € Vjy e u € V3, com o

mesmo peso da fungdo f, s6 que agora com v ¢ V. 0

Pelo Teorema 1, dado um grafo G com uma FDRD 6tima f = (Vp, 0, V>, V3), podemos
definir y;r(G) = ©(f) = 2|V2| +3|V3].
A seguir, € estabelecida uma propriedade em relac@o a unido dos conjuntos V; e V3

em uma FDRD.

Lema 2. (BEELER et al., 2016) Dada uma FDRD dtima f = (Vy,0,V5,V3) de G, V, U V3 é um

conjunto dominante de G.

Demonstragdo. Por definicdo de dominagdo romana dupla, todo vértice em V) tem pelo menos
um vizinho em V3 ou dois vizinhos em V;. Assim, todo vértice que ndo estd em V, U V3 possui

um vizinho nesse conjunto. Logo, V, UV3 é um conjunto dominante de G. [

A seguir, mostramos um limitante superior e um inferior para o nimero de dominag¢ao

romana dupla em fun¢do do nimero de dominagdo.
Teorema 3. (BEELER et al., 2016) Para qualquer grafo G, 2yY(G) < vr(G) < 3Y(G).

Demonstragdo. Seja S um conjunto dominante minimo de G. Note que f = (V(G) — S,0,0,5)
¢ uma funcdo de dominagdo romana dupla de G. Entdo y;z(G) < 3|S| = 3y(G). Seja f =
(Vo,0,V,V3) uma FDRD 6tima de G. Como V, U V3 é um conjunto dominante de G. Temos que,

Y(G) < |Va|+|V3|. Multiplicando ambos os lados dessa desigualdade por 2, obtemos:

27(G) < 2|Va| +2|V3] < 2|Va| +3|V3| = vur(G).

Portanto, 2Y(G) < Y4z (G) < 3Y(G). O

Um grafo G que possui nimero de dominag¢ao romana dupla igual a 3y(G) é deno-
minado romano duplo. A Figura mostra um exemplo de grafo romano duplo.
No artigo Discharging Approach for Double Roman Domination in Graphs (SHAO

et al., 2018) € mostrado o seguinte resultado referente aos grafos romanos duplos.

Lema 4. (SHAO et al., 2018) Um grafo G é romano duplo se, e somente se, possui uma FDRD
otima f = (Vo,0,V,,V3) com |V,| = 0. O
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Figura 11 — O grafo mostrado é romano duplo, pois o nimero de domina¢cdo romana
dupla € exatamente trés vezes o seu proprio nimero de dominagdo.
(b) Grafo com uma FDRD 6tima com

(a) Grafo com um conjunto dominante
peso 6.

minimo de tamanho 2.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A seguir, descrevemos brevemente o método da descarga em grafos e mostramos um
limitante inferior para o nimero de dominacdo romana dupla cuja demonstracao utiliza-se deste
método.

O método da descarga ¢ um método bastante utilizado em provas relacionadas a
coloracdo de grafos (CRANSTON; WEST, 2017), principalmente em grafos planares. O método
da descarga é conhecido principalmente por ter sido usado na prova do Teorema das Quatro
Cores (ROBERTSON et al., 1997). A primeira etapa do método da descarga consiste em atribuir
cargas (nimeros) iniciais aos vértices de um grafo de acordo com uma regra e, posteriormente,
redistribuir estas cargas entre os vértices (descarga) seguindo um conjunto de regras definidas.
Ao final do processo de descarga, o somatdrio das cargas finais € igual ao somatoério das cargas
iniciais. No artigo Discharging Approach for Double Roman Domination in Graphs (SHAO et
al., 2018) s@o mostrados vdrios resultados para a dominacao romana dupla usando essa primeira
etapa do método da descarga. Agora, descrevemos o procedimento de descarga utilizado na
prova de um limitante inferior para o nimero de dominac¢ao romana dupla que foi apresentado
pela primeira vez no artigo supracitado.

Procedimento de Descarga A: Seja f uma FDRD de um grafo G. A carga inicial
de cada vértice v € V(G) € definida com s(v) = f(v). O procedimento de descarga é aplicado
utilizando as seguintes regras:

R1: Todo vértice v com s(v) = 3 envia ﬁ de carga para cada vértice adjacente com

rétulo 0.

3

R2: Todo vértice v com s(v) = 2 envia AG)TT)

de carga para cada vértice adjacente com
rétulo 0.
Usando o Procedimento de Descarga A descrito acima, € possivel provar o teorema

a seguir.
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Teorema 5. (SHAO et al., 2018) Para qualquer grafo conexo G com n > 2 vértices,

Yar(G) > ﬁ

Demonstracdo. Seja f = (Vo,0,V1,V2) uma FDRD 6tima de G. Logo abaixo, provamos que

o(f)> ﬁ. Se A(G)=1l,entdion=2eyp=3= ﬁ. Portanto, no restante desta prova,

consideramos que A(G) > 2 e utilizamos o Procedimento de Descarga A para a funcéo f de G.
Entao, temos que:

(i) O ndmero maximo de vértices para os quais cada vértice v € V3 envia carga € igual a

3-d(v)
AG)+1 =

d(v). Pela regra R1, podemos obter a carga final de v, sendo s'(v) > s(v) —

3_3AG) _ 3 .
AG)+1 — AG)+1°

(ii) O niimero maximo de vértices para os quais cada vértice v € V;, envia carga é igual a d(v).
>

3d(v) 3.A(G)
AG)T) = 27 3AG)4T)

Pela regra R2, podemos obter a carga final s'(v) > s(v) —
3

AG)+1°
(ii1) Pela definicdo de dominagdo romana dupla, todo vértice v € V) tem um vizinho u em V3

ou dois vizinhos u; e u; em V,. Dessa forma, por R1 ou R2, v recebe W de u ou

2. de u; e up. Entdo, s'(v) > 3

3
2(A(G)+1) AG)+1

Entdo, pelos itens (i), (i1) e (ii1) listados acima, a carga final de cada vértice v, serd

3 ; 5 .
s'(v) > AT Como o procedimento de descarga ndo muda a carga total do grafo, temos:

3 3n
o(f)= ¥ s)= ¥ Sz - .
veg(:G) veg(:G) veg(:G) A(G> +1 A(G) +1
Portanto, temos que Y;z(G) = o(f) > %

2.3 Breve historia dos snarks

Muitos problemas em teoria dos grafos sdo NP-completos mesmo quando restritos a
classe dos grafos cibicos. Como por exemplo, o problema de decisdo da dominagdo em grafo
€ NP-completo (BOUQUET et al., 2020). Até o momento, ndo sabemos a complexidade do
problema da dominag@o romana dupla restrito para grafos ctibicos.Porém, alguns pesquisadores
tém determinado o nimero de domina¢do romana dupla para algumas classes de grafos cubicos,
como para os grafos prismas e para os grafos de Petersen generalizados (SHAO et al., 2018;

POKLUKAR; ZEROVNIK, 2022b; POKLUKAR; ZEROVNIK, 2022a; GAO et al., 2021). Pelo
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que foi citado acima, decidimos estudar o problema da domina¢@o romana dupla para algumas
familias de uma classe de grafos ctibicos, denominada de snark, definida a seguir.

Umsnark € um grafo cubico, sem aresta de corte e com indice cromético 4. Os
snarks surgiram no contexto da Conjetura das Quatro Cores, que diz que todo grafo planar possui
um coloragdo de faces com quatro cores, em que faces adjacentes ndo possuem cores iguais.

Em 1880, P.G. Tait (TAIT, 1880) provou o seguinte teorema que, na época, trouxe

uma nova abordagem para a Conjetura das Quatro Cores.

Teorema 6. (TAIT, 1880) Todo grafo plano, 3-regular e sem arestas de corte possui uma

4-coloracdo de faces se e somente se ele admite uma 3-coloracdo de arestas.

Por causa deste resultado de Tait, durante o periodo que a Conjetura das Quatro
Cores ficou aberta, alguns pesquisadores conduziram uma busca por um contraexemplo para a
Conjetura das Quatro Cores, que consiste em encontrar um grafo planar, 3-regular, sem aresta de
corte e com indice cromatico 4. A partir dessa nova abordagem, comecou a busca por snarks
planares. Hoje, sabemos que ndo existem snarks planares ja que a Conjetura das Quatro Cores foi
provada por Appel e Haken em 1977 (APPEL; HAKEN, 1977). Até mesmo a busca por snarks
ndo planares tornou-se um problema de pesquisa em teoria dos grafos, dada a dificuldade inicial
de encontrar esses grafos. O primeiro snark foi descoberto em 1898 por J. Petersen (PETERSEN,

1898). A Figura 12 mostra esse grafo.

Figura 12 — Grafo de Petersen.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Durante muito tempo, o grafo de Petersen foi o tinico snark conhecido, mas depois
varias familias infinitas de snarks foram descobertas. Algumas dessas familias infinitas de snarks
sdo investigadas neste trabalho. O snark de BlanuSa foi descoberto por D. BlanuSa em 1946
(BLANUSA, 1946). A partir da descoberta dos snarks de Blanusa, J.J. Watkins (WATKINS,
1983), em 1983 construiu duas familias infinitas de snarks que sdo generalizagdes dos snarks

de Blanusa, que ficaram conhecidos como snarks de BlanuSa generalizados. Outra familia de
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snarks que serd investigada neste trabalho € a familia dos snarks-flor, descoberta em 1975 por R.
Isaacs (ISAACS, 1975). Mais uma familia sdo os snarks de Goldberg que foram descobertos
por M.K. Goldberg em 1981 (GOLDBERG, 1981). E também a familia dos snarks de Lopekine
que foi apresentada, em 1976, por Isaacs (ISAACS, 1976), utilizando um método de construg¢dao

desenvolvido por F. Loupekine.
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3 SNARKS-FLOR

Neste capitulo, apresentamos a familia dos snarks-flor. Mostramos como € feita a
constru¢do dos membros da familia e por fim determinamos o seu nimero de domina¢do romana
dupla.

Em 1975, Isaacs ISAACS, 1975) apresentou o primeiro método para construgdo de
snarks a partir de outros snarks conhecidos. Com este método, ele descobriu as duas primeiras
familias infinitas de snarks, sdo elas: os snarks-BDS e uma das familias de interesse deste
trabalho, os snarks-flor. A familia dos snarks-flor € formada pelos grafos Fz, Fs, F7, ..., F;, i > 3
e i impar. Todos os grafos desta familia podem ser construidos pela unido disjunta de subgrafos
especiais denominados blocos bdsicos. Um bloco basico B; € definido como um grafo simples,
tal que V(B;) = {x},y;,vj,u;} é o conjunto de vértices e E(B;) = {x;vj,y;jv;,ujv;} é o conjunto
de arestas. O bloco B; € mostrado na Figura 13. Um snark-flor F; € formado por i blocos basicos

e, como cada um destes possui 4 vértices, o nimero de vértices de um snark-flor F; é 4i.

Figura 13 —Bloco B;.
Vi

Fonte: Elaborada pelo au-
tor.

Para conectar dois blocos basicos By e B; sao utilizadas arestas de ligagdo Ey; =
{okx1, yiyr, uguy }. Definimos grafo de ligagdo como o grafo Lj, tal que V(L;) =V (B;_1) UV (B))
¢ o conjunto de vértices e E(L;) = E(Bj—1) UE(Bj) UE;_;_ j é o conjunto de arestas. O grafo de

ligacdo L; esta exibido na Figura 14.

Figura 14 — Grafo de ligagdo L;.
Yj—1 Yj

Fonte: Elaborada pelo autor.
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O primeiro snark da familia dos snarks-flor é o grafo F3 com o conjunto de vértices
V(F3) =V(B1)UV(B2) UV(B3) e conjunto de arestas E(F3) = E(B1) UE(By) UE(B3) UE| U

E»3U{x1y3,y1x3,u1u3}. O snark F3 estd exibido na Figura 15.

Figura 15 —Snark-flor F3.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Um snark-flor F;, com i > 5 e i impar, pode ser obtido a partir do snark-flor F;_, e
do grafo de ligacdo L;, por meio de uma constru¢do recursiva, da seguinte forma:
(i) V(F) =V (Fi2) UV(Li);
(ii) E(F) = (E(Fi—2)\E{"5) UE[" UE(L;), tal que
a) E = {yixi—2,x1yi—2,u1ui—2}
b) EM =E; 5 ;1 U{yixi,x1yi, uru;}.
A Figura 16 exibe os grafos F3, Ls e o grafo Fs5 obtido a partir dos dois anteriores ao

ser aplicado o processo descrito acima.
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Figura 16 — Construgdo do snark-flor Fs a partir do subgrafo F3 — E{" e do grafo de
Ligacao Ls.
(a) Snark-flor F3. As arestas tracejadas perten-

cem ao conjunto E$*.
(b) Grafo de ligacéo Ls.

(c) Snark-flor Fs obtido a partir do subgrafo F3 — E{" e do grafo
de ligagdo Ls. As arestas tracejadas representam o conjunto EZ".

Fonte: Elaborada pelo autor.

A seguir, mostramos um teorema que serd usado na nossa prova para o valor de
Y4r(G) para os snarks-flor. Esse teorema é provado na dissertacdo de mestrado da Alessandra

Pereira (PEREIRA, 2020).
Teorema 7. (PEREIRA, 2020) Seja F; um snark-flor com i > 3 e i impar. Entdo, y(F;) = i.

A seguir,determinamos o nimero de dominac¢ao romana dupla dos membros da

familia dos snarks-flor.
Teorema 8. Se F; é um snark-flor, com i > 3 e i impar, entdo Yg(F;) = 3i.

Demonstracdo. Inicialmente, mostramos que Y;g(F;) > 3i. Pelo Teorema 5 e, pelo fato de
|V (F;)| = 4i, temos que Yyg(F;) > % = 3i. Resta provar que Y;g(F;) < 3i.Pelos Teoremas 3 e 7,

temos que Yur < 37(F;) = 3i. O
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4 SNARKS DE BLANUSA GENERALIZADOS

Neste capitulo, apresentamos a familia dos snarks de BlanuSa generalizados. Mos-
tramos como € feita a construg@o recursiva e por fim determinamos limitantes superior e inferior
para a familia.

Como dito no Capitulo 2, o grafo de Petersen foi o primeiro snark descoberto e por
um bom tempo permaneceu como o tnico. Mas, em 1946, D. BlanuSa construiu um snark com
18 vértices e 27 arestas, conhecido como primeiro snark de Blanusa. Este grafo estd exibido na
Figura 18a. Anos depois, com a inven¢do de regras para se obter novos snarks a partir de outros
snarks conhecidos, surgiu um novo snark, também com 18 vértices e 27 arestas, conhecido como
segundo snark de BlanuSa. Este grafo esta exibido na Figura 18b.

Em 1983, J. Watkins (WATKINS, 1983) construiu duas familias infinitas de snarks
cujos membros sdo denominados snarks de Blanusa generalizados. Os menores membros destas
familias sd@o o primeiro e o segundo snark de BlanuSa. Da mesma forma que a familia dos
snarks-flor, os snarks de Blanusa generalizados podem ser construidos a partir de subgrafos fixos
denominados blocos de construcdo.

Os blocos de construcdo dos snarks de BlanuSa generalizados sao os subgrafos Ay,
Ay eLj, j > 1, representados na Figura 17. Os vértices a, b, c,d pertencentes aos blocos A e
Aj e os vértices xj,y;,w;,z; pertencentes ao bloco L; sdo denominados vértices de ligacdo. Os
snarks de BlanuSa generalizados podem conter varios blocos Ly, L, ...,L;j, j > 1. Porém, podem
conter apenas um dentre os blocos Aj e A,, como descrito na defini¢ao destas familias, dada a

seguir.

Figura 17 —Blocos de construcdo dos snarks de Blanusa generalizados.

() Bloco Aj. (b) Bloco A,  (¢) Blocode Ligagio L.
a c a c Xj Wi
b d b d Yioo %

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os snarks de Blanusa generalizados, sdo compostos por duas familias, B! =
{Bi,B},B},..} e B% = {B},B3,B3,...}, a primeira e a segunda familia de snarks de Blanuga

generalizados. A constru¢cdo da familia € feita de maneira recursiva e € utilizada na cons-
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trucdo de uma FDRD 6tima para os snarks de BlanuSa generalizados. O primeiro snark
de Blanuga é o primeiro membro da familia B!, o snark B} e possui conjunto de vértices
V(Bl) =V(A;)UV(L,), conjunto de arestas E(B}) = E(A;) UE(Ly) U{azi,bwy,cy;,dx;} e
estd exibido na Figura 18a. Ja o segundo snark de Blanusa € o primeiro membro da familia
982, 0 snark B} e possui conjunto de vértices V(B?) = V(A2) UV(Ly), conjunto de arestas
E(B}) = E(A2) UE(Ly)U{azi,bwy,cyy,dx; } e estd exibido na Figura 18b. O segundo snark da
familia B! é o snark B), que possui conjunto de vértices V (BL) = V(A;) UV (L) UV (L,), con-
junto de arestas E(Bé) =E(A))UE(L))UE(Ly) U{azz,bwy,cy1,dxi,wiy2,21X2 } € estd exibido
na Figura 19a. Por fim, o segundo snark da familia B2 é o snark B3, que possui conjunto de
vértices V(B3) =V (A2) UV (L) UV (Ly), conjunto de arestas E(B3) = E(A2) UE(L;) UE(Ly) U
{aza,bwy,cyy,dx;,wiy2,21x2 } e estd exibido na Figura 19b.
Figura 18 —Primeiro e segundo snark de BlanusSa, os primeiros membros das familias

Ble %2, respectivamente.
(a) Snark de Blanuga B}. (b) Snark de Blanusa B?.

a c X1 w1 a c X1 w1
b d N 21 b d N 71

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 19 — Snarks de BlanuSa Bé e B2, segundos membros das familias Ble M2,
respectivamente.
(a) Snark de Blanusa B).

c X w1 X2

d V1 i1 N

(b) Snark de Blanusa B3.

c X w1 X2

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Para a constru¢do recursiva dos demais snarks das familias € utilizado um subgrafo
H;, que possui conjunto de vértices V(H;) = V(L;—1) UV(L;), conjunto de arestas E(H;) =
E(Li—1)UE(L;) U{wi_1yj,zi—1xi} e estd exibido na Figura 20.

Figura 20 — Subgrafo H;.
Xi—1 Wil X wi

Yi—1 Zi—1 Yi Zi

Fonte: Elaborada pelo autor.

Seja k € {1,2}. Para cada i, i > 3, o snark B é construido recursivamente a partir
do snark Bf.‘fz e do subgrafo H; da seguinte forma:
(i) V(BY)=V(B* ))UV(H;) e
(i) E(BY) = (E(B* ,)\E?)UE(H;) UE!", tal que:
a) EM ={azi_»,bw;»r} e
b) EM = {wi_2yi1,zi-2%i—1,azi,bwi}.
O Teorema 9 determina um limitante superior para o nimero de dominag¢do romana

dupla para as duas familias de snarks de Blanusa generalizados.

Teorema 9. Seja Bi.‘ um snark de Blanusa generalizado com k € {1,2} e i > 1. Entdo,

6i+10 sek=1,i >3 eiimpar,

k

Yar(B;) <
6i+9 caso contrdrio.

Demonstragdo. Inicialmente, mostramos separadamente que o snark Bf?, comi=1leke{l,2}

possui uma FDRD com peso igual a 6i +9 = 15. Este caso especial estd representado na Figura

21 com os grafo B% e B% munidos de suas respectivas FDRDs, ambas com peso 15.

Figura 21 — Snarks B} e B% cada um com uma FDRD 6étima.
(a) Snark B} com uma FDRD com peso 15. (b) Snark B% com uma FDRD com peso 15.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Para os demais snarks das duas familias, a prova € por indu¢ao forte em i, baseada na
construgao recursiva da familia. A seguir, provamos, por indugdo forte em i, que todo snark Bé‘,
comk € {1,2} e i > 2, possui uma FDRD f;, tal que f;(a) =3, fi(b) =0, fi(w;) =3, fi(zi)) =0
com peso igual a 6i 4 10 se k = 1 e i > 3 for impar, ou possui peso igual a 6i + 9 caso contrario.
Chamamos uma FDRD f; de Bf ,com i > 2, que respeita essas propriedades de especial.

Caso base: neste caso, consideramos os snarks Bf.‘ comi=2ei=23.Parai =2, as
Figuras 22a e 23a exibem os snarks Bé e B3, respectivamente, cada um com uma FDRD especial
F, com peso igual a6-24+9 =21, onde f>(a) =3, f2(b) =0, fo(wz2) =3, f2(z2) =0. Parai =3,
temos o grafo B} munido de uma FDRD f; com peso 6i+ 10 = 28, tal que: f3(a) =3, f3(b) =0,
f3(wa) =3, f3(z2) = 0, ilustrado na Figura 22b, e o grafo B% munido de uma FDRD f3 com
peso 6i+9 =27, tal que: f3(a) =3, f3(b) =0, f3(w3) =3, f3(z3) =0, ilustrado na Figura 23b.

Figura 22 —Exemplos de FDRD especiais para os snarks B; e B;.
(a) Snark B% munido de uma FDRD com peso 21.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 23 —Exemplos de FDRD especiais para os snarks B% e B%.

(a) Snark B% munido de uma FDRD com peso
21.

21 Y2 22 Y3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Hipétese de induciao forte: Suponha que todo snark de Blanusa generalizado Bf_z,
possui uma FDRD f;_» com peso igual a 6- (i —2) 4+ 10 quando k = 1 e i > 3 for impar, ou
com peso igual a 6- (i —2) +9 caso contrdrio, tal que: f;_»>(a) =3, fi_2(b) =0, fi_2(wi—2) =3,
fi—2(zi—2) =0.

Passo indutivo: Seja Bf, i > 4. Pela construcao recursiva dos snarks de BlanuSa
generalizados, sabemos que Bi-‘ pode ser obtido através do grafo H; e do grafo Bf.‘fz — E?", por
meio da adicdo das arestas do conjunto El‘” A Figura 24 mostra o grafo H; com uma rotulagdo

de vértices parcial g.

Figura 24 — Subgrafo H; munido de uma rotulagdo parcial g. Note que os vértices
yi—1 € z; tem rétulo 0 mas ndo sdo adjacentes a nenhum vértice com rétulo 3.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos definir uma rotulagdo de vértices f; para o snark Bf.‘ de forma que, para

todo vértice v € V (BX):
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fiea(v) sev e V(Bi.‘_z);

g(v) sev e V(H,;).

Pela hipétese de indugdo, temos que fi_o2(a) =3, fi_2(b) =0, fi_a(w;i—2) =3,
fi—2(zi—2) = 0. No processo de construgdo recursiva do snark B{-‘ ¢ feita a seguinte operacao
E (Bf.‘fz)\{az,-_z,bwi_z}. A remog@o da aresta az;_, faz o vértice z;_», que tem rétulo 0, ficar
sem nenhum vértice vizinho com rétulo 3. Além disso, a remocgdo da aresta bw;_, faz o vértice
b, que tem rétulo 0, ficar sem nenhum vértice vizinho com rétulo 3. Na rotulagdo parcial
do subgrafo H;, g(y;—1) =0 e g(z;) = 0 e ndo sdo adjacentes a nenhum vértice com rétulo
3 em H;. Porém, durante o processo de construgdo recursiva, € feita a adicdo das arestas
{wi—2yi—1,zi—2xi—1,az;,bw;}. Note que, pela hipdtese de inducdo f;_»(w;—2) =3, fi_2(a) =3
e pela rotulacdo parcial de H;, ambos os vértices x;_1 € w; possuem rétulo 3. Com a adicao
das arestas {w;_»yi_1,zi—2Xi—1,azi,bw;}, os vértices y;_1, zi—2, zi, b tornam-se adjacentes a
vértices com rétulo 3 no grafo Bf.‘. Ou seja, no final da construcdo, a rotulagdo f; obtida é
de fato uma FDRD. Note que a f;(a) =3, fi(b) =0, fi(w;) =3, fi(z;) = 0, visto que esses
sdo os rotulos de cada um dos vértices nos subgrafos Bi{z e H;. O peso de f; € dado pela
soma dos pesos das rotulagdes dos subgrafos B;‘_Z e H;. Entao, se k =1, i > 5 impar, temos
o(fi)=0(fi-2) +o0(g) =6-(i—2)+ 10+ 12 =6i— 12+ 10+ 12 = 6i + 10. Caso contrério,
temos O(f;) = o(fi—2) +w(g) =6-(i—2)+9+12=6i— 1249+ 12 =6i+09. O

Mais adiante, no Teorema 12, apresentamos um limitante inferior apertado para o
numero de domina¢do romana dupla dos snarks de BlanuSa generalizados. A fim de apresentar
e provar esse resultado, apresentamos a seguir dois resultados que sdo utilizados na nossa

demonstracao.

Lema 10. Se G é um grafo ciibico com n vértices e f = (Vy,0,V>,V3) é uma FDRD dtima de G,

entdo n < 4|Vs| + |Va| e |[Va| < (4y4r(G) —3n)/5.

Demonstracdo. Seja G um grafo cibico e f = (V,0,V»,V3) uma FDRD 6tima de G. Pela
defini¢do de FDRD 6tima, temos que n = |Vp| 4 |V |+ |V3|. Além disso, como f € 6tima, temos
que Y4r(G) = o(f) = 2|V2| + 3|V3|. Este fato implica que

_ url(G)—2IVa)

V2| 3

(4.1)
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Como G € cuibico, cada vértice em V3 € adjacente a no maximo trés vértices em V).

Assim, |Vp| < 3|V3|. Logo, n = [Vp| + [Va| + |V3| < 3|V3| 4+ |Va| + |Va| = 4|V3| + |Va], ou seja,

n < 4\Va| +|Val. (4.2)

: = : Yar(G)—2|V2]
A partir da equagio (4.1) e da desigualdade (4.2), temos que n < 4 - “EZ=220

4yr(G)—5V; 4v4r(G)—3n
Va| = Yar( 3) V2] Yar(G)

. A partir desta dltima desigualdade, concluimos que |[V;| < ~F5—=¢ o

resultado segue. [

O teorema a seguir determina o nimero de dominacdo dos snarks de BlanuSa

generalizados da familia B! e é usado na prova do Teorema 12.

Teorema 11. (PEREIRA, 2020) Seja B} um grafo da familia 8'. Entdo,

. 2i+3 sei=1oui>?2par;
Y(B;) =

2i+4 caso contrdrio.

O Teorema 12 determina um limitante inferior para o nimero de dominacio romana

dupla dos snarks de Blanusa generalizados.

Teorema 12. Seja Bf.‘ um snark de Blanusa generalizado com k € {1,2} e i > 1. Entdo,

6i+10 sek=1,i >3 eiimpar;
Yar(BF) >
6i+9 caso contrdrio.

Demonstragdo. Pelo Teorema 5, sabendo que |V (B¥)| = 8i+ 10, temos que Yz (B¥) > 3‘(81.:10) =

24"4;30 = 6i+7.5. Como Y,r(BY) é inteiro, entdo y;z(B¥) > 6i+8.
Seja f = (Voy,0,V,,V3) uma FDRD 6tima de Bf? . A prova é dividida em dois casos.
Caso 1: k=1, i >3 e i impar. Suponha, por contradi¢ido, que }/dR(Bi-‘) < 6i+9,

4-(6i+8)—3-(8i+10)
5

entdo Yyr(BY) € {6i+8,6i+9}. Para y,r(BX) = 6i+8, pelo Lema 10,

w = %, como |V, | é inteiro e ndo negativo, temos V3| = 0. Isso implica que gz (B¥)

V| <

¢ divisivel por 3, porém 6i + 8 ndo € divisivel por 3, contradi¢do. Para Y,z (Bf) =6i+9, pelo

4-(6i4+9)—3-(8i+10 1 —24i— £ . ~ .
Lema 10, |V,| < (6i+9) = (8i+10) _ 24’+36524’ 30 — g, como | V5| € inteiro e ndo negativo, temos

V2| =0 ou |[V2| = 1. Pelo Teorema 11, B¥, com k= 1 e i > 3 e fmpar, possui y(B¥) = 2i + 4.
Como supomos que Yyr(BY) < 6i+9, temos que Yyr(B¥) < 3y(B¥). Logo B ndo é romano

duplo e isso implica que |V| # 0. Entdo |V,| = 1. Pelo Lema 10, podemos obter que |V3| >

V(BY—Val _ 8itr10-1
i =77

= 2i+2.25, como |V3| é inteiro, temos que |V3| > 2i + 3. Pela defini¢ao
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de FDRD, y;r(B¥) = 2|Va| +3|V3|, entdo yyr(B¥) >2-1+3-(2i+3) =2+6i+9 = 6i+ 11,
contradigdo. Portanto, y;z(B¥) > 6i + 10.

Caso 2: Caso contrdrio. Suponha, por contradicdo que ydR(Bf.‘) = 6i+8. Pelo

4-(6i+8)—3-(8i+1 1304
Lema 10, [V5| < (6i+8) 53 (8i+10) _ 24l+32524l 30 _ %

como |V, | € inteiro e ndo negativo, temos
V2| = 0, isso implica que Yz (BY) é divisivel por 3, porém 6i+ 8 ndo € divisivel por 3, contradigdo.

Portanto, }/dR(Bi-‘) > 6i+09. O

O proximo resultado determina o nimero de dominag@o romana dupla para os snarks

de BlanuSa generalizados.

Teorema 13. Seja B;‘ um snark de Blanusa generalizado comk € {1,2} e i > 1. Entdo,

( k) 6i+10 sek=1,i >3 eiimpar;
Yar(B;) =
6i+9 caso contrdrio.

Demonstragdo. O resultado segue imediatamente dos Teoremas 9 e 12. U
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5 SNARKS DE GOLDBERG

Neste capitulo, apresentamos o nosso estudo da dominagdao romana dupla para a
familia dos snarks de Goldberg, descoberta em 1981 por M. Goldberg (GOLDBERG, 1981). Da
mesma forma que a familia dos snarks-flor e dos snarks de BlanuSa generalizados, os membros
da familia dos snarks de Golberg s@o construidos a partir de subgrafos fixos denominados blocos
de construcao.

Formalmente, o bloco de construcdo B;, ilustrado na Figura 25a, é definido como
sendo um grafo que possui o conjunto de vértices V (B;) = {a;, b, ci,d;, ei, fi, i, hi} € 0 conjunto
de arestas E(B;) = {a;b;,aie;, bici,cid;, cifi, die;, dihi, e;g;, figi}. O conjunto de arestas de ligagdo
que interligam os blocos B; e By é dado por E y = {bjax,&; fk,hjhi}. Para a construgdo recursiva
desta familia, utilizamos o grafo de ligagdo L; com conjunto de vértices V(L;) =V (B;—1) UV (B;)

e conjunto de arestas E(L;) = E(B;—1) UE(B;) UE(;_y);. O grafo de ligago estd exibido na

Figura 25b.
Figura 25 — Bloco de construcdo B; e grafo de ligacao L;.
(a) Bloco de construgdo B;. (b) Grafo de ligacado L;.
aj_ bi_y a b;
Ci—1 e Cj €
dl*l d,

i i ot 7 L s

hl*l hl

Fonte: Elaborada pelo autor.

A familia infinita dos snarks de Goldberg é formada pelo conjunto de grafos
{G3,Gs,G7,...}. O menor membro desta familia é o snark G3, que possui conjunto de vér-
tices V(G3) =V (B;) UV (B,) UV (B3) e conjunto de arestas E(G3) = E(B;) UE(By) UE(B3) U
E12UE, 3,UE3 1. O snark G5 esta exibido na Figura 26.

Para cada i > 5 e i impar, o grafo G; € obtido recursivamente a partir dos grafos G;_»
e L; da seguinte forma:

() V(Gi) =V(Gi2)UV(L;)e
(i) E(Gi) = E(Gi—2)\E{*5 UE(L;) UE!", tal que

a) Elol'{tz = E(i—2)7l [
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Figura 26 — Snark de Goldberg Gs.
by

az by az

Cl €| O e C3

f 82

Fonte: Elaborada pelo autor.

b) E{* = E(i_3) (i-1)UEi1.
Em 2020, Alessandra Pereira (PEREIRA, 2020) determinou o niimero de dominagdo
para os snarks de Goldberg. O resultado obtido pela autora € apresentado abaixo e € usado na

demonstracdo do Teorema 15.

Teorema 14. (PEREIRA, 2020) Seja G; um snark de Goldberg com i > 3 e i impar. Entdo,
Y(Gi) = [5].

A seguir, o Teorema 15 determina um limitante inferior para o nimero de dominagao

romana dupla dos snarks de Goldberg.
Teorema 15. Seja G; um snark de Goldberg com i > 3 e i impar. Entdo, Y;r(G;) > 6i+ 2.

Demonstragcdo. O grafo G; é formado por i blocos de constru¢do B;, cada bloco possui 8
vértices, portanto |V (G;)| = 8i. Pelo Teorema 5, temos que Y;(G;) > 3’7& = 6i. Suponha, por
contradicdo, que Yr(G;) = 6i. Ou seja, existe uma FDRD 6tima f = (Vp,0,V,,V3) de G;, com

peso 6i. Pelo Lema 10, temos |V;| < —4'6’;3'&'

= 0, portanto [V»| = 0. Além disso, sabemos
que, como f € uma FDRD 6tima f de Gj, temos que V, U V3 € um conjunto dominante em
G;. Dessa forma, V, = 0 e apenas V3 faz parte do conjunto dominante. Pelo Teorema 14, o

vl = 4]
Com isso, Yzr(G;i) =3+ {%W > 6i, contradi¢do. Agora, vamos supor, por contradicdo, que

Yar(Gi) = 6i+ 1. Pelo Lema 10, temos |V5| < w = %‘, como |V;| € inteiro, temos

menor conjunto dominante no grafo G; tem tamanho igual a (%1 e, pelo Lema 4,

|V2] =0, o que implica que y;g(G;) é divisivel por 3, mas 6i+ 1 ndo é divisivel por 3, contradicao.

Portanto, Y;(G;) > 6i + 2. O

O Teorema 16 determina um limitante superior para o nimero de dominagdo romana

dupla dos snarks de Goldberg.
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Figura 27 — Snarks Gz e G5 cada um com uma FDRD.
(a) Snark de Goldberg G3 com uma FDRD ¢3 com peso
20.

95
>)

CF
CE

a by az b3
(0) (0) (0) (3)
[65) e c3 &)
00 00
0 00— €))
f2 i\ 82 f3 i\ 83

) 1©))

hy h3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Teorema 16. Seja G; um snark de Goldberg. Para i = 3, temos Y;r(G3) = 20. Para i =5, temos

Yar(Gs) < 33. Parai > 7 e i impar temos Yur(G;) < 155,

Demonstracdo. Inicialmente, mostramos os casos i = 3 e i = 5. O fato que y;(G3) > 20 segue
do Teorema 15 e mostramos que G3 possui uma FDRD 6tima ¢3 com peso igual a 20 na Figura
27a. Portanto, temos que Y;g(G3) = 20. Além disso, mostramos que G5 possui uma FDRD ¢s
com peso igual a 33 na Figura 27b.

Para os demais snarks da familia, a prova € por inducdo em i, baseada na construgdo
recursiva da familia. A seguir, provamos por indu¢do em i, que todo snark G; comi>7e i
impar, possui uma FDRD ¢; com peso igual a %, tal que ¢;(a;) =2, ¢:(f1) =0, ¢;(hy) =2,
0i(b;) =0, ¢;(g;) =0, ¢:;(h;) =0, além disso, o vértice f é adjacente a dois vértices com rétulo
2, c1 e g1; o vértice b; € adjacente a dois vértices com rétulo 2, a; e c;; o vértice g; € adjacente
ao vértice e; que possui rotulo 3 e o vértice h; € adjacente a dois vértices com rotulo 2, h;—q € hy.

Chamamos uma FDRD ¢; de G; que respeita essas propriedades de especial.
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Caso base: Seja i = 7. A Figura 28 exibe o snark G7 com uma FDRD especial ¢;

com peso igual a % =47.

Figura 28 — Snark G7 munido de uma FDRD com peso 47.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Hipotese de inducdo: Parai > 9 e i impar, suponha que o snark de Goldberg G;_»
possui uma FDRD especial ¢;_, com peso igual a w
Passo indutivo: Seja G;, i > 9. Pela construgdo recursiva da familia dos snarks de
Goldberg, sabemos que G; pode ser obtido a partir do grafo de liga¢do L; e do grafo G;_» — E?"4
e por meio da adi¢do das arestas do conjunto El’" A Figura 29 mostra o grafo L; com uma
rotulacdo parcial ¢.
Figura 29 — Grafo L; munido de uma rotulagdo parcial ¢ com peso 13. Note que os
vértices h; e b; ndo sdo adjacentes a vértices com rétulo 3 e sao adjacentes a apenas

um vértice com rétulo 2. Por outro lado, o vértice g; é adjacente a um vértice com
rétulo 3.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos definir uma rotulagdo ¢; para o snark de Goldberg G; de forma que, para

todo vértice v € V(G;):

5i(v) = 0i—o(v) sev eV (Gi_2);
o(v) seveV(L).
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Pela hipdtese de indugdo, temos que ¢;_2(a;) = 2, ¢;—2(f1) =0, ¢i—2(hy) = 2,
0i—2(bi—2) =0, ¢;—2(gi—2) =0, ¢;—2(h;—») = 0. Na construgdo recursiva do snark G; é feita a
seguinte operacdo E(G;_)\{b;—2a1,8i—2f1,hi—2h1 }. A remocdo da aresta b; _,a; deixa o vértice
b;_»> que tem rétulo 0, ficar com apenas um vértice vizinho de rétulo 2 e os demais vértices
vizinhos t&m rétulo 0. Ademais, a remocao da aresta h;_oh; faz o vértice h;_, que tem rétulo 0,
ficar com apenas um vértice vizinho de rétulo 2 e os demais vértices vizinhos tém rétulo 0. Na
rotulagdo parcial ¢ do grafo L;, ¢(b;) =0 e @(h;) = 0 e estes vértices sdo adjacentes a apenas um
vértice com rétulo 2 cada, os demais vizinhos de ambos t€m rétulo 0. Porém, durante a construcao
recursiva, é feita a adi¢do das arestas El’” ={b;_2a;_1,8i-28i—1,hi—2hi—1,b;ay,gif1,hih }. Pela
hipétese de inducdo @ (a;) =2, ¢(h;) = 2 e pela rotulagio parcial de L;, ambos os vértices a;_;
e h;_1 possuem rétulo 2. Note que, com a adi¢cdo das arestas El’" os vértices b;_5,h;_2,b;, h;
passam a serem adjacentes a dois vértices com rétulo 2 cada. Ou seja, no final da construgdo
recursiva, a rotulagio ¢; obtida é uma FDRD e pelo fato de ¢;(a;) =2, ¢;(f1) =0, ¢i(h1) =2,
0i(b;) =0, ¢;(g;) =0, ¢;(h;) =0, além disso, o vértice f é adjacente a dois vértices com rétulo
2, c1 e g1; o vértice b; € adjacente a dois vértices com rétulo 2, a; e c;; o vértice g; € adjacente
ao vértice e; que possui rotulo 3 e o vértice h; é adjacente de dois vértices com rétulo 2, h;_| e
hi, temos que ¢; ¢ uma FDRD especial. O peso de ¢; € dado pela soma dos pesos de ¢;_; e ¢@.

Entdo, ©(91) = 0(¢i-2) + 0(p) = FIGH 4 13 = B0 — BES, A
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6 SNARKS DE LOUPEKINE

Neste capitulo, apresentamos a constru¢do da familia infinita dos snarks de Lou-
pekine, em seguida determinamos limitantes superior e inferior para o nimero de dominagdo
romana dupla para esta familia.

A familia dos snarks de Loupekine foi apresentada, em 1976, por Isaacs (ISAACS,
1976), utilizando um método de constru¢do desenvolvido por F. Loupekine. Existem duas
subfamilias de snarks de Loupekine que sdo frequentemente investigadas na literatura (KARAM,;
CAMPOS, 2014) e (COSTA; LUIZ, 2020), que sdo as familias dos snarks LPy e dos snarks LP;,
ambas obtidas por meio de blocos de construgdo. Nos proximos pardgrafos, descrevemos como
sdo construidos os snarks de Loupekine, tanto os snarks LPy quanto os snarks LP;.

Dado um grafo de Petersen G, obtemos um novo grafo B(G) removendo os vértices
de um caminho P; qualquer de G, como ilustrado nas Figuras 30a e 30b. A cada vértice do
grafo B(G) assim obtido, anexamos um indice i e o grafo resultante é denominado bloco de

construcdo, denotado por B;, como ilustrado na Figura 30c.

Figura 30 — Obteng¢do do bloco de construgdo a partir do grafo de Petersen.

(a) Grafo de Petersen G.
(b) Bloco G(B). (c) Bloco de construgdo B;.

t

Fonte: Elaborada pelo autor.

Seja k > 3 um inteiro impar. Um snark de Loupekine € formado por k blocos de
construcdo By, By,...,By_. Paracadai € {0,1,2,....,k— 1}, definimos o conjunto de arestas
de ligagdo E; ;1 que pode conter arestas diretas, que s@o as arestas pertencentes ao conjunto
{sirit1,vilti+1}, ou arestas cruzadas, que sdo as arestas pertencentes ao conjunto {s;u; 1, viri+}-
Um bloco B; liga-se com um bloco B; | (indices mddulo k), por meio das arestas de ligacdo. A
Figura 31 mostra a diferenca entre as arestas de ligacao diretas e arestas de ligacdo cruzadas.

O conjunto dos blocos de construcao € particionado em partes de dois ou trés blocos.

Para as partes de dois blocos B; e B;, adicionamos a aresta ¢;f; conectando assim 0s vértices
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Figura 31 —Diferenca entre arestas diretas e cruzadas.
(a) Ligacdo de blocos consecutivos por (b) Ligacdo de blocos consecutivos por
meio de arestas diretas. meio de arestas cruzadas.

it
T S Tit1 Si+1
) )
pi qi Pi+1 qi+1
N A\
uj Vi Ujt1 Vitl

Fonte: Elaborada pelo autor.

tj € V(B;) e t; € V(B;). Para as partes de trés blocos B;,B; e By, criamos um novo vértice z;,
denominado vértice de liga¢do e adicionamos as arestas 7;z;, 1,2, 1,2 conectando z; aos vértices
ti€V(Bj),t; € V(B;) ety € V(By,). Cada particionamento possivel do conjunto de blocos de
construcao forma um grafo diferente. Todos os grafos obtidos por meio de uma particao do
conjunto de blocos em que cada parte € formada apenas por blocos de indices consecutivos
formam os snarks LP,, os grafos restantes formam os snarks LP;. A Figura 32a exibe um snark
de Loupekine LF, e a Figura 32b exibe um snark de Loupekine LPj, ambos com cinco blocos de
construco.

A seguir, definimos dois subgrafos que aparecem na construcao dos snarks LFy, que
serdo Uteis para demonstrar um limitante superior para o nimero de domina¢do romana dos
snarks da subfamilia LP,. O primeiro subgrafo é chamado gadget duplo de G, denotado por G e
exibido na Figura 33a, que possui conjunto de vértices V(G?) = V(B;) UV (B,1) e conjunto de
arestas E(G*) = E(B;) UE(Bj4+1) UE; j+1 (indices médulo k). O segundo subgrafo é chamado
gadget triplo de G, denotado por G* e exibido na Figura 33b, que possui conjunto de vértices
V(G?) =V(B;)UV(B;41)UV(B;12) U{z} e conjunto de arestas E(G*) = E(B;) UE(B;1) U
E(Bi42)UE; 1 1 UE 11 140 U{tiz1,t14121, 114221} (indices médulo k).

O Teorema 17 determina um limitante superior para o nimero de dominag@o romana

dupla para a familia LPy dos snarks de Loupekine.

Teorema 17. Seja G um snark LPy dos snarks de Loupekine, com k blocos de construcdo, sendo

k > 3 e impar. Entao, y;r(G) < 6k.

Demonstracdo. Seja'y € {2,3} e x > 1. Pela prépria defini¢do do snark G, segue que G é
formado pela unido disjunta de x gadgets G{ ..., G, tal que G} é um gadget duplo quando y = 2

ou é um gadget triplo quando y = 3. As Figuras 34a e 34b exibem rotulacdes g e g> para Gl-2 e
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Figura 32 — Exemplos de snarks de Loupekine LP) e LP; com cinco blocos de
construcao cada.
(a) Exemplo de snark LPy com cinco blocos de constru¢do. Note que os blocos
consecutivos By, B, B, formam uma parte com trés blocos, todos conectados
ao vértice de ligacao zg, e os blocos consecutivos B3 e B4 formam uma parte
com dois blocos.

(b) Exemplo de snark LP; com cinco blocos de construcdo. Note
que os blocos By, By, B4 formam uma parte com trés blocos, todos
conectados ao vértice de ligagao zg, € 0s blocos By e B3 formam
uma parte com dois blocos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

G?, respectivamente. Em ambas as rotulagdes, todos os vértices com rotulo 0 t€ém pelo menos
um vizinho com rétulo 3 e portantoessas rotulagdes sao FDRDs.

Como G ¢é formado pela unido disjunta de gadgets duplos e triplos unidos por
arestas de ligacdo, e as rotulagdes g> e g°> sio FDRDs, entdo definimos uma FDRD f: V(G) —
{0,1,2,3} para G da seguinte forma: para todos os gadgets G} de G,com 1 <i<xey€ {2,3},
e para todo v € V(G)), f(v) = g"(v). Dessa forma, o peso de f ¢ dado pela soma dos pesos
dos gadgets que compdem G. Seja k = 2p, + 3p3, onde p, é o nimero de gadgets duplos e
p3 o niimero de gadgets triplos. Temos, que @(f) = @(g*) - p2 + ®(g3) - p3 = 12p> + 18p3 =

6-(2p2+3p3) = 6k. O

O Teorema 18 determina um limitante superior para o nimero de dominag@o romana

dupla para a familia LP; dos snarks de Loupekine.



Figura 33 —Gadgets duplo e triplo. As arestas tracejadas representam os possiveis
pares de aresta de ligacdo definidos anteriormente.
(a) Gadget duplo.

Ujt1

(b) Gadget triplo.

uj Vi U Vi+1 Up2 Vi42

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Teorema 18. Seja G um snark LPy dos snarks de Loupekine, com k blocos de construcdo e ¢

vértices de ligacdo, sendo k > 3, k impar e 6 > 1. Entdo, Y;r(G) < 6k+20.

Demonstragdo. O grafo G € formado pela unido disjunta de k blocos de construcio dispostos

em ordem ciclica e conectados consecutivamente por meio de arestas de ligacdo. Seja 1 <i < k.

Para cada i construimos uma fun¢ao de dominacao romana dupla g; para o bloco de construgao

B;, com peso 6, que estd definida na Figura 35. Note que, sob a fun¢do g;, todos os vértices em

B; com rétulo 0 sdo vizinhos de pelo menos um vértice em B; com rétulo 3, portanto g; € uma

FDRD.

Definimos uma rotula¢do de vértices f: V(G) — {0,1,2,3} para G da seguinte

forma: para todo vértice v € V(G), temos

gi(v) seveEB;;

2 se v € um vértice de ligacao.

Dessa forma o peso de f € dado pela soma dos pesos de cada FDRD g;, somado com
2-0. Entio, o(f) =YX (0(g)) +20 =Y~ ,(6) +20 = 6k +20.

Agora que temos o peso da funcdo f, basta mostrar que ela € uma FDRD de G. Pela

rotulagdo g; apresentada na Figura 35, temos que todos os vértices com rétulo O pertencentes ao
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Figura 34 — Gadgets duplo e triplo rotulados. Note que as rotul¢cdes sao FDRDs.
(a) Rotulagio g* para Gl-2 com peso igual a 12.

uj Vi Ujt+1 Vitl

(b) Rotulagdo g* para G? com peso igual a 18.

Zi

uj Vi Ujt+1 Vitl Ui+2 Viy2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 35 — Bloco de construcao B; com uma FDRD 6tima g; com peso igual
6.

Fonte: Elaborada pelo autor.

bloco B; de G, sdo adjacentes a pelo menos um vértice com rétulo 3 pertencente ao bloco B;. Os
vértices restantes em G sdo os vértices de ligacdo, que ndo sdo adjacentes a nenhum vértice com
rétulo 3, porém todos os vértices de ligagdo possuem rétulo 2. Portanto a fungdo f € de fato uma

FDRD com peso 6k +20. U

O Corolério 19 determina um limitante inferior para os snarks de Loupekine das

familias LPy e LP;.

Corolario 19. Seja G um snark LPy ou LP| dos snarks de Loupekine, formado por k blocos de

. g Sy . ~ 21k+30
construgdo e G vértices de ligagdo, sendo k > 3 e impar. Entdo, Yir(G) > =5=2.



Demonstragdo. O grafo G possui 7k + o vértices. Pelo Teorema 5, entdo yr(G) > 3'(7Z+G) =

[

21k+30
=
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7 NUMERO DE DOMINACAO ROMANA DUPLA CONTRA O NUMERO DE
DOMINACAO ROMANA DUPLA INDEPENDENTE EM GRAFOS CUBICOS

Neste capitulo, serd abordada uma variagao de dominacao romana dupla, denominada
dominacdo romana dupla independente.

Dado um grafo G, um conjunto de vértices X € V(G) é dito conjunto independente
se nenhum par de vértices em X € adjacente. Um conjunto dominante independente de um grafo
G ¢ o conjunto de vértices independente S C V(G) tal que, todo vértice em V(G) — S é adjacente
a pelo menos um vértice em S. Um conjunto dominante independente minimo de um grafo G € o
menor conjunto dominante independente do grafo G. O niimero de dominacdo independente de
um grafo G € igual a cardinalidade de algum conjunto dominante independente minimo do grafo
G e ¢é denotado por i(G).

Uma funcdo de dominacdo romana dupla independente (FDRDI) f: V(G) —
{0,2,3} de um grafo G ¢ definida, de forma que, todo vértice v com f(v) = 0 é vizinho de pelo
menos um vértice u com f(u) = 3 ou é vizinho de dois vértices u;j e up com f(uy) = f(up) = 2;
e o conjunto dos vértices com rétulo 2 ou 3 formam um conjunto independente em G. Da
mesma forma que uma FDRD, uma FDRDI f pode ser definida alternativamente, para facilitar
manipula¢des matematicas, como f = (Vo, V2, V3), onde V; é o conjunto dos vértices de V(G) no
qual todos os vértices de V; tem rétulo i. Como todos os vértices no conjunto V(G)\ (V2 UV3)
tém pelo menos um vizinho em V, U V3, temos que V, U V3 € um conjunto dominante no grafo.
O peso o(f) de uma FDRDI € igual a },cy () f(v). O mimero de dominagdo romana dupla
independente de G é dado por min{®(f): f é uma FDRDI de G}, denotado por izg(G). Uma
FDRDI de um grafo G com peso igual ao iyg(G) é dita FDRDI dtima. Além disso, o peso de
uma FDRDI 6tima f de G é o(f) = izr(G) = 2|V2|+ 3|V3|. As Figuras 36a e 36b, exibem um

grafo G com uma FDRD 6tima e uma FDRDI 6tima respectivamente.

Figura 36 — Mesmo grafo mostrando uma FDRD 6tima diferente de uma FDRDI

6tima.
(a) Grafo G com uma FDRD 6tima com peso 6. (b) Grafo G com uma FDRDI 6tima com peso 7.
@ (© @ (©
—3] (O—@3]
© © @ ©

Fonte: Elaborada pelo autor.

O lema a seguir € semelhante ao Lema 10, e mostra a relagcdo entre o peso de uma
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FDRDI 6tima f = (Vy, V2, V3) e o tamanho do conjunto V, em um grafo cibico.

Lema 20. Se G é um grafo ciibico com n vértices e f = (Vo,Va,V3) é uma FDRDI étima de G,

entdo n < 4|\V3| 4+ |Va| e |Va| < (4igr(G) —3n) /5.

Demonstragdo. Seja G um grafo ctibico com n vértices e f = (Vp,V>,V3) uma FDRDI 6tima
de G. Pela definicdo de FDRDI 6tima, temos que n = |Vy| +|V2| 4 |V3]. Além disso, como f é
6tima, temos que izr(G) = @0(f) = |Va| + 3|V3|. Este fato implica que

igr(G) —2|V2|

V3] = 3

(7.1)

Como G ¢é cuibico, cada vértice em V3 € adjacente a no maximo trés vértices em V).

Assim, |Vo| < 3|V3]. Logo, n = [Vo| + |Va| + |V3| < 3|Va|+ |Va| + |V3| = 4|V3| 4 | V2], ou seja,

n < 4|Va[+[Val. (7.2)

A partir da equacao (7.1) e da desigualdade (7.2), temos que n < 4 - M +
V2| = w. A partir desta ultima desigualdade, concluimos que |V;| < w eo
resultado segue. [

Durante a pesquisa, foi notado um padrao comum as fun¢des de domina¢ao romana
dupla 6timas dos snarks-flor e dos snarks de BlanuSa generalizados investigados neste trabalho.
O ndmero de dominac¢do romana dupla y,z(G) era sempre igual ao nimero de dominagdo
romana dupla independente ipg(G). Com isso, suspeitamos que todo grafo cibico G pudesse
ter Yur(G) = ig,(G). ApOs tentar provar esta nossa conjetura inicial e ndo alcangar sucesso,
encontramos o artigo de Barefoot et al. (BAREFOOT et al., 1991) que mostra um grafo cubico,
cujo nimero de dominagdo € diferente do nimero de dominagdo independente. A partir dessa
descoberta, conseguimos provar que esse grafo cibico do artigo € um contraexemplo para a
nossa suposi¢do inicial de que todo grafo ctibico G tem Y,r(G) = izr(G). O grafo em questdo
€ o grafo H que estd mostrado com um conjunto dominante minimo e um conjunto dominante
independente minimo, nas Figuras 37a e 37b. Além disso, as Figuras 38a e 38b mostram uma
FDRD e uma FDRDI 6tima para o grafo H.

Como mostrado por Barefoot et al. (BAREFOOT et al., 1991), temos que y(H) = 12
ei(H)=13en=|V(H)|=44. A partir dessas informagdes, serd mostrado que Yg(H) # izr(H).

Teorema 21. Seja H o grafo ilustrado na Figura 37a. Entdo, temos que Yygr(H) # iqr(H).
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Figura 37 — Grafo H com um conjunto dominante minimo e um conjunto dominante
independente minimo.

(a) Grafo H com conjunto dominante minimo de tamanho 12.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Demonstracdo. Como provado no trabalho de Barefoot et al. (BAREFOOT et al., 1991),
Y(H) = 12. Pelo Teorema 3, temos que Yyr(H) < 3-12 = 36. Queremos, entdo, provar que
iqr(H) > 37. Suponha, por contradi¢do, que existe uma FDRDI f = (Vy, V»,V3) de H com peso
36, ou seja iyr(H) < 36. Pelo Lema 20, temos que |V,| < 4'36# =12 =2,4. Como V| é
inteiro, temos que |V,| < 2. Sabendo disso e que i(H) = 13, obtemos que |V, U V3| > 13 para
qualquer FDRDI de G. A seguir, dividimos o restante da prova em trés casos, dependendo dos
possiveis valores de |V5|.

1. Caso 1: |V,| = 2. Isso implica que |V3| > 11. Dessa forma, izg(H) =2- V2| +3-|V3| >
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Figura 38 — Grafo H com uma FDRD com peso 36 e uma FDRDI 6tima com peso
37.

(a) Grafo H com uma FDRD com peso 36.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2-243-11 = 37, contradicao.

2. Caso 2: |V,| = 1. Isso implica que |V3| > 12. Dessa forma, izg(H) =2 - [V2| +3-|V3| >
2-143-12 = 38, contradi¢do.

3. Caso 3: |V,| = 0. Isso implica que |V3| > 13. Dessa forma, izg(H) =2 |Va|+3-|V3]| >
2-043-13 = 39, contradicao.

Portanto, izg(H) > 36, logo iyg(H) # Yar(H). O
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8 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Como vimos ao longo deste trabalho, os problemas acerca das diversas variantes
de dominacao em grafos sdo estudados até o presente momento. A contribuicdo deste trabalho
para a teoria dos grafos foi feita através do estudo do nimero de dominac¢ao romana dupla, para
algumas familias de grafos snarks, sendo elas: snarks-flor, snarks de Blanusa generalizados,
snarks de Goldberg e snarks de Loupekine.

Neste trabalho, determinamos o nimero de domina¢do romana dupla para os snarks-
flor e para os snark de Blanusa generalizados. Assim como também determinamos limitantes
superiores e inferiores para o nimero de dominacdo romana dupla para os snarks de Goldberg e

Loupekine. A Tabela 1 exibe as classes de snarks estudadas e os resultados acerca dos parametros

Y(G), &(G) e Yar(G).

Tabela 1 —Resultados para os parametros ¥(G), Yz(G) e Y4r(G) das classes de snarks
estudadas neste trabalho.

Classes v(G) 1 (G) Y4r(G) (Nossa contribui¢do)
i 2i .
Snarks-flor £} (PEREIRA, 2020) (MAKSIMOVIC et al., 2018) 3
o 2i+3,sei=1oui=0(mod2) 4i+6 6i+ 10, sei=1oui=0 (mod?2)
Snarks de Blanusa ‘B; 2i+4, caso contrario (HORA: LUIZ, 2021) 6i 1 9. caso contrdrio
(PEREIRA, 2020) ’ ? ’
2i+3 4i+6 ,
& 2
Snarks de Blanusa %5; (PEREIRA, 2020) (HORA; LUIZ, 2021) 6i+9
Snarks de Goldberg G; [L] (G < 13 Yur(Gi) < 133
(PEREIRA, 2020) (HORA; LUIZ, 2021) Yar(Gi) > 6i+2
i G) <2k R(G) < 4k
Snarks de Loupekm~e G, LPU/C(.)m Y )\V(G)\ & ( >\V(G)\ Yar(G) < 6k
k blocos de construgdo e o vértices YG) > || +1 w(G) > | =54 | +1 Yur(G) > 2o
de ligagdo (PEREIRA, 2020) (HORA; LUIZ, 2021) =
 blocos de comtragio & wérioes 1G) < 2k+o 1r(G) < 6k + 20
. 21k+30
de ligagio (PEREIRA, 2020) Yar(G) > 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Durante a pesquisa, utilizamos um programa linear inteiro para calcular o nimero
de domina¢ao romana dupla para os snarks de Goldberg G7,Gy,G11,G13,G15,G17 € Gig €
percebemos que para cada um destes, o nimero dominac¢ao romana dupla era exatamente igual
ao seu respectivo limitante superior. Para os snarks de Goldberg maiores, ndo executamos o
programa, pois o tempo para obter uma resposta se tornou invidvel. De posse desses resultados e
baseados no fato da rotulagc@o ¢ do grafo de ligagc@o L; dos snarks de Goldberg ter peso 13, que €
apenas uma unidade maior que o limitante inferior para o nimero de domina¢do romana dupla

. 3V(L)| _ 316
=7

do grafo L;, isto €, ==+ = 12, formulamos a seguinte conjetura.



Conjetura 22. Seja G; um snark de Goldberg, com i > 7 e i impar. Entdo, Y;r(G;) =

13i43

2
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