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RESUMO

Nos estudamos o comportamento da funcdo relaxacdo de materiais viscoeldsticos submetidos a
indentadores rigidos. Materiais viscoeldsticos geralmente apresentam decaimentos exponenciais
ou em lei de poténcia que dependem da geometria do contato mecanico entre o indentador e a
amostra. N6s entdo propomos um circuito mecanico composto por um elemento fraciondrio e um
s6lido linear padrao conectados em paralelo. O elemento sélido linear padrao € conhecido por
apresentar relaxacdes exponenciais, encontrados em materiais macios como espuma ou materiais
sintéticos. O cdlculo fracionario tem sido aplicado a varios fendmenos fisicos, algumas vezes com
mais sucesso do que o cdlculo tradicional, que apresenta derivadas de ordem inteira. Elementos
fraciondrios, por exemplo, podem descrever materiais viscoeldsticos em leis de poténcia, como
ocorre, por exemplo, em células vivas. Nosso modelo analitico leva a equagdes generalizadas
capazes de reproduzir os dois tipos mais comuns de decaimento temporal encontrados em
materiais viscoeldsticos. Além disso, nosso modelo leva em consideracdo indentadores com
diferentes geometrias, as mais comuns sendo a cOnica, esférica e cilindrica. N6s analisamos
as curvas de forca de contato enquanto a amostra é deformada (chamada de curva de forca de
loading) ou enquanto a indenta¢do € mantida constante (chamada de curva de for¢a de dwell).
No ultimo caso, o material relaxa devido a um processo de minimizagdo energética que diminui
a forca de resposta. Medidas de for¢a sdo usadas para investigar diferentes materiais macios. O
decaimento de relaxacao esté relacionado a composi¢do desses materiais, podendo identificar
falhas. No caso de células, por exemplo, a mudanga nesse comportamento reoldgico esta
associada ao surgimento de patologias como o cancer e outras diencas. Nosso trabalho permite
uma interpretacdo analitica generalizada das curvas de forca, onde as propriedades mecanicas da

amostra e a geometria do indentador sdo parametros regulados numa mesma equagao.

Palavras-chave: viscoelasticidade; calculo fracionario; modelo hibrido; modelo fracionario.



ABSTRACT

We studied the behavior of the relaxation function of viscoelastic materials subjected to rigid
indenters. Viscoelastic materials generally exhibit exponential or power-law decays that depend
on the geometry of the mechanical contact between the indenter and the sample. We propose a
mechanical circuit composed of a fractional element and a standard linear solid connected in
parallel. The standard linear solid element exhibits exponential relaxations as those found in
soft materials like foam or synthetic materials. Fractional calculus has been applied to various
physical phenomena, sometimes with more success than traditional calculus, which presents
integer order derivatives. Fractional elements, for example, can describe power-law viscoelastic
materials, as occurs, for example, in living cells. Our analytical model leads to generalized
equations capable of reproducing the two most common types of temporal decay found in
viscoelastic materials. In addition, our model considers indenters with different geometries, the
most common being conical, spherical, and cylindrical. We analyze the contact force curves while
the sample is deformed (called the loading force curve) or the indentation is kept constant (called
the dwell force curve). In the latter case, the material relaxes due to an energy minimization
process that decreases the response force. Force measurements are used to investigate different
soft materials. The relaxation decay is related to the composition of those materials, which
can identify faults. In the case of cells, for instance, the change in the rheological behavior
is associated with the emergence of pathologies such as cancer and other diseases. Our work
allows a generalized analytical interpretation of the force curves, where the sample’s mechanical

properties and the indenter’s geometry are parameters regulated in the same equation.

Keywords: viscoelasticity; fractional calculation; hybrid model; fractional model.
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1 INTRODUCAO

A fisica da matéria mole € um ramo multidisciplinar onde se investiga os principios
fisicos e aplicacdes de materiais macios como espumas, cristais liquidos, polimeros, dispersdes
coloidais, micelas, suspensdes e varios tipos de liquidos biolégicos e até materiais granulares.
Sistemas vivos, por exemplo, respondem a estimulos mecanicos que alteram suas fungdes
biolégicas (MAINARDI, 2010), que dependem das suas propriedades reoldgicas quando tensdes
sdo aplicadas (ARAUJO et al., 2020). Em sélidos elsticos, a proporcionalidade entre a tensio e
a deformacdo é dado pela constante de Young o qual nos informa o comportamento do material
em funcao do tipo de forca que lhe € aplicada. Os fluidos, por outro lado, apresentam atrito em
regides vizinhas que escoam com velocidades diferentes, o parametro que melhor o quantifica € a
viscosidade (MOEENDARBARY; HARRIS, 2014). Quando a tensdo ¢ diretamente proporcional
a taxe da deformacdo, e a constante de proporcionalidade € a viscosidade, o fluido é chamado
de newtoniano. Os modelos fisicos, e suas respetivas relagdes constitutivas, para descrever
materiais reais como soélidos eldsticos ou fluidos newtonianos sdo idealizacdes tedricas. Ou
seja, o comportamento de muitos sélidos, em deformacgdes infinitesimais, € aproximado pela
Lei de Hooke e o comportamento de muitos liquidos, em pequenas velocidades de deformacao,
€ aproximado pela Lei de Newton para fluidos. Uma forma para saber se o material € solido
ou fluido € a razdo entre o tempo de relaxacao caracteristico da substancia sobre o tempo que
uma forca externa € aplicada. A essa grandeza fisica adimensional se dd o nome de nimero de
Deborah, De (REINER, 1964). O conceito deste nimero € que todas as substancias (mesmo
solidas) podem fluir se for aplicado for¢cas que duram tempo suficiente, da mesma forma um
liquido pode se deformar como um sé6lido, quando se aplica uma forca rdpida ou suficiente.
Em resumo, o nimero de Deborah mostra que todos os materiais apresentam caracteristicas
viscoeldsticas.

Para efeitos praticos, entretanto, materiais viscoeldsticos sdo aqueles que apresentam
tempos intermedidrios de relaxacdo (da ordem de microsegundos a minutos), ou seja, 0s compor-
tamentos caracteristicos de s6lidos e fluidos sdo observados simultaneamente em experiéncias
diarias. Esse tipo de materiais possui grande potencial em varios contextos tecnoldgicos e, por
isso, seu estudo € de grande interesse na ciéncia bésica e aplicada (LAKES, 2009). Materiais
viscoelasticos possuem memoria mecanica, ou seja, o historico de deformagdes afeta as tensoes.
O comportamento viscoeldstico pode ser obtido em testes de fluéncia, quando a tensdo aplicada

€ constante no tempo, ou em teste de relaxacao, quando a deformacgdo imposta é constante no
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tempo (MAINARDI, 2010). Essas respostas reoldgicas dependem do material e podem ser
descritas por diferentes modelos fisicos, como por exemplo, circuitos mecanicos contendo molas
e amortecedores. Esses tipos de modelos costumam apresentar relaxagdes exponenciais. Outros
modelos fisicos, que apresentam relaxacdes em leis de poténcia, sdo aqueles que utilizam opera-
dores fraciondrios, um ramo da matemadtica que estende a ordem dos operadores de integracio e
diferenciacdo para nao-inteiros (MAGIN, 2012). As equagdes fraciondrias permite descrever a
memoria do sistema (FAZLI et al., 2020).

Materiais viscoelasticos sdo encontrados com comportamento tanto exponenciais
quanto em lei de poténcia. A explicacdo fisica desses comportamentos ainda é motivo de
investigagdo cientifica.Neste trabalho, nés propomos um modelo hibrido capaz de fornecer forcas
de relaxacdo tanto exponenciais quanto em lei de poténcia. Nosso modelo é composto por um
elemento viscoeldstico de Maxwell em paralelo a um elemento fraciondrio, € como ele nés
investigamos analiticamente a infuéncia da geometria do indentador nas curvas de forcas de

contato entre o indentador e uma amostra viscoelastica.
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2  MATERIA MOLE

A matéria condensada mole € a classificacdo de materiais que nao podem ser descritos
simplesmente por relacdes constitutivas de liquidos ou sélidos. Eles abragem uma grande
variedade de materiais macios como coloides, polimeros, cristais liquidos, surfactantes, varios
tipos de liquidos bioldgicos, suspensdes e até materiais granulares. Muitos desses materiais sao
conhecidos na nossa vida quotidiana, como sabonetes, tintas e colas. Alguns sdo utilizados em
processos industriais, tais como os polimeros, outros sdo parte de nossa comida (RAHEEM,
2019; DOI, 2013). O comportamento da matéria mole apresenta caracteristicas comuns com
sistemas vivos. A matéria bioldgica é mole e grande parte das suas atividades bioldgicas ocorre
em estado de desordem, os sistemas fora de equilibro tem comportamento de matéria mole
(NAGEL, 2017).

Uma caracteristica comum dos materiais macios € que eles apresentam estruturas
que se organizam em escala mesoscopica que variam entre 0,01um e 100um, essa escala é
maior do que os d&tomos e menor que as dimensdes gerais da amostra (GUCHT, 2018). Outras
caracteristicas da matéria mole sdo uma facil deformacao por flutuacdes térmicas (ou forgas
externas) e um longo tempo de relaxagdo. As borrachas, por exemplo, sdo polimeros que podem
ser alongados e seu comportamento mecanico ndo pode ser descrito com uma relacao linear. A
segunda caracteristica € distintiva da matéria mole e € a auto-organizacao, o qual € um processo
em que alguma forma de ordem geral surge depois de uma interacao local entre partes dela
quando seu sistema esté inicialmente desordenado (DOI, 2013).

A matéria mole € dissipativa, desordenada, fora do equilibrio, ndo linear, térmica
e entrépica, lenta, observavel, afetada pela gravidade, padronizada, nao local, interfacialmente
eldstica, formadora de memoria e ativa dentre outras propriedades que faz da matéria mole
muito atrativa para estudar (NAGEL, 2017). Este tipo de comportamento pode representar
um estudo complexo dada a formagao de padrdo espontaneo com propriedades tinicas como o
automontagem e uma grande funcdo de resposta a pequenos estimulos externos (GUCHT, 2018).

O estudo da matéria mole, portanto, descreve o comportamento das particulas
mesoscopicas dos sélido ou liquido quando sdo dispersas em outro liquido como por exemplo
fusdo de polimero ou solucdes em que o tamanho e conectividade das moléculas levam a novas

propriedades como a viscoelasticidade. (JONES, 2002).
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Figura 1 —a) Representacdo de um monomero; b) Representacao de um polimero. Fonte autora.

2.1 Materiais da Matéria Mole

2.1.1 Polimeros

Polimeros sao cadeias longas de moléculas feitas de pequenas unidades chamadas
mondmeros que se ligam em sequéncia como mostrado na Figura (1), que normalmente contém
milhares de monomeros e milhdes de dtomos. Os polimeros s@o materiais indispensdveis para a
tecnologia moderna, sdo usados em plasticos, borrachas, filmes e téxteis.

Esses materiais “inteligente” podem ser usados para aplicacdes como processamento,
armazenamento e recuperacdo de informacdes e reconhecimento molecular semelhantes aos
sistemas biologicos (RAHEEM, 2019). Os polimeros também sdo chamados de moléculas da
vida, por exemplo, as proteinas sdo biopolimeros feitos de aminodcidos e 0 DNA é um polimero
natural que contem a informacao genética da vida (DOI, 2013).

Eles ndo sdo solidos normais porque ndo formam cristais. Eles dependem da estere-
oquimica da ligacdo dos mondmeros, do comprimento de cadeia e de sua distribui¢do o que pode
mudar a variedade do material, eles se distinguem por sua forma, como cordas que geralmente
podem ser plasticos, como ramos que podem ser moldados quando se encontram num estado

liquido e cordas reticuladas que podem ser as borrachas, como mostrado na Figura (2).

2.1.2 Cristais liquidos

Os cristais liquidos s@o uma mesofase da matéria que estao classificados em dois
estados, o estado sé6lido que é governado por moléculas em ordem e o estado liquido que é
caracterizado por moléculas em desordem, consequentemente eles sao um estado anisétropico e

quase ordenado (COLLINGS., 1992), por exemplo as moléculas liquido-cristalinas se movem
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a) b)

Figura 2 — Polimeros em forma de a) corda; b) ramos e c) cordas reticuladas. Fonte autora.
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Figura 3 — Cristais liquidos esméticos e nematicos. Fonte autora.

juntas quando giram. As moléculas podem ser caracterizadas em cristais liquidos nematicos e
cristais liquidos esméticos para identifica-los vamos representa-los semelhantes aos bastonetes,
sua diferencia pode se olhar na Figura (3), os nemaéticos sdo a classe que tem certo ordem

orientalidade e os esméticos tem um ordem parcial, mas nao uma direcdo certa (DOI, 2013).
2.1.3 Surfactantes

Surfactante (do inglé€s surfactant, contracao de surface-active agent) € uma classe
especial de material que contem uma estrutura molecular caractefistica que consiste num grupo
que tem atracdo pela dgua, ou € hidréfilo, e uma parte que nao gosta de 4gua chamada hidrofoba
ou oleofilica, esses tipos de materiais sao chamados materiais anfifilico.

A representacdo de uma molécula de surfactante estd na Figura (4). Eles podem
se dissolver em dgua e azeite, quando um surfactante é dissolvido em meio aquoso a parte
hidrofébica encapsula a parte hidrofibica dando forma a Figura (5) o que é chamado de micela.Por
outro lado, um sufractante se converte numa micela invertida quando dissolvido em 6leo, como
na Figura (6) onde a parte hidrofibia € encapsulada (DOI, 2013).

As micelas podem ter diferentes formas que contem milhdes ou até bilhdes de

moléculas. Fatores como o tipo de sufractante, o ambiente, o tipo de solvente, a temperatura
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Hidrdfila
Hidréfoba

Figura 4 — Molecula sufactante. Fonte autora

e concentracdo podem influenciar no tamanho e na forma. Esferas e cilindros (chamados de
lamelas) sdo geometrias bastantes comuns. Exemplos de sufactantes sdao 6leos de motores,

farmacos, detergentes entre outros (WILEY; SONS, 2012).

AGUA OLEO

Figura 5 —Micela em agua. Fonte autora. Figura 6 — Micena invertida em 6leo. Fonte au-
tora

2.1.4 Coloides

Os coloides sdo particulas insoltiveis de didmetro variando de 1nm e 1um e podem
conter milhdes de d&tomos que se encontram num fluido dissolvente. Elas podem ser d&tomos, fons
ou moléculas. Sdo grandes em compara¢@o as moléculas individuais mas nao tdo grandes para
ser percebidas pelo olho humano. Foram descobertas em 1861 por Thomas Graham quando fez
uma disting¢ao entre dois tipos de solucdes, aquelas cujas particulas do dissolvente sdo capazes
de perpassar por uma membrana semipermedvel e aquelas que ndo sdo capazes. Devido ao
seu tamanho, as particulas coloidais sdo do segundo tipo. Como por exemplo de coloides,
podemos citar as particulas nutritivas que compdem a solucdo de leite ou as particulas sélidas de
pigmentagdo que dao a cor de a dgua (DOI, 2013).

Elas tem um comportamento bastante especial devido o movimento irregular. Esse
movimento foi observado pela primeira vez pelo botanico Robert Brown e, por isso, seu mo-
vimento aleatério € chamado de movimento Browniano. Em 1910 a teoria foi constatada
experimentalmente por Jean Perrin ao confirmar as predigdes tedricas de Einstein de 1906 e
Langevin de 1908 (DHONT, 1996).

As suspensdes coloidais s@o solugdes de particulas coloidais. Elas podem escoar se

a concentragdo de particulas for baixa e, por isso, € chamado de sol. Tintas e vidros coloridos
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sdo exemplos. Por outro lado, se a concentracdo for alta, a solu¢cao ndo escoa e isso € chamado
de gel. Existem também muitas variedades nos tamanhos das particulas coloidas. Elas podem
ser esféricas ou alongadas o que leva a diferentes aplicacOes na industria. Elas podem escoar se
a concentragdo de particulas for baixa e, por isso, € chamado de sol. Tintas e vidros coloridos
sao exemplos. Por outro lado, se a concentracdo for alta, a solu¢cdo ndo escoa e isso € chamado
de gel. Existem também muitas variedades nos tamanhos das particulas coloidas. Elas podem

ser esféricas ou alongadas o que leva a diferentes aplica¢des na industria.
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3 MATERIAIS VISCOELASTICOS

A reologia é o ramo da ciéncia e engenheira de materiais que estuda como sélidos
e fluidos se deformam e escoam sob aplicacdes de tensoes externas (LAKES, 2009). Sélidos
perfeitamente eldsticos, por exemplo, se deformam obedecendo a lei de Hooke, enquanto liquidos
simples (chamados de fluidos newtonianos) escoam obedecendo a lei de Newton para fluidos.
Essas propriedades, aparentemente antagdnicas, as vezes sdo usadas para diferenciar s6lidos
de liquidos. Entretanto, existe uma classe de materiais que apresenta os dois comportamentos,
ou seja materiais que se deformam e escoam simultidneamente. Esses materiais sdo conhecidos
como materiais viscoeldsticos. Materiais como 0ssos, cabelo e vidro, que sdo usualmente
caracterizados como sélidos, apresentam forgas viscosas que introduz uma dependéncia temporal
quando sao deformados (DHONT, 1996).

O comportamento mecanico desses materiais € muito diferente daqueles encontrados
em materiais mais simples, devido a uma estrutura molecular anisotropica que leva a estados
com graus de ordenacdo intermedidria entre um so6lido cristalino e um liquido (GUCHT, 2018).

O tempo de relaxa¢do de um material viscoeldstico 7 € uma propriedade fisica que
mede o tempo que a amostra precisa para atingir o equilibrio mecénico, apds ser perturbada
com forgas externas. Tempos longos de relaxagdo correspondem a sélidos, enquanto tempos
curtos a liquidos. A razdo do tempo de relaxacdo de um material com o tempo de aplicacdo das
forgas externas t, permite identificar melhor se um material € sélido, liquido ou viscoel4stico.
Essa grandeza fisica foi introduzida por Marcus Reiner em 1964 e nomeado de nimero de
Deborah (De) em homenagem a personagem do velho testamento (KAELBLE, 1960; OSSWALD;
RUDOLPH, 2015). De quantifica a observagdo de que, com tempo suficiente, até mesmo um
material s6lido pode fluir, ou um material fluido pode agir como s6lido quando € deformado com
rapidez suficiente. O nimero de Deborah é um nimero adimensional, frequentemente usado em
reologia para caracterizar a fluidez de materiais sob condi¢des especificas de fluxo, e é definido

da seguinte forma

De — 3.1

T
Ip
Em geral, materiais viscoeldsticos apresentam nimeros de Deborah entre 0, 1 e 10.

Valores mais baixos (proximos de zero) representam fluidos viscosos, enquanto valores elevados

correspondem soélidos eldsticos.
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Sélidos elasticos sdo descritos pela Lei de Hooke (MAINARDI, 2010), onde a tensdo

o ¢é proporcional a deformacao € da seguinte forma (LAKES, 2009)
o = E¢, (3.2)

onde E € o modulo de Young do material. Outra forma de representar a Lei de Hooke € por meio

da funcdo de fluéncia da seguinte maneira, onde J € a fluéncia do material
e=Jo. (3.3)

Por outro lado, fluidos newtonianos obedecem a Lei de Newton para materiais

viscosos, onde a tensdo ¢ € proporcional a taxa da deformacdo € e 1 € a viscosidade do fluido

de

o= = (3.4)

Materiais viscoeldsticos sao aqueles onde as relagdes constitutivas entre a tensao e
a deformagdo dependem do tempo. Neste trabalho vamos tratar apenas de pequenas deforma-
¢oes, quando essa relacdo de viscoelasticidade € linear (FERRY, 1980). Ou seja, se a funcado
deformacgdo for multiplicada por uma constante, a tensdo aumenta pela mesma constante e
vice-versa. Também, a resposta a uma deformacdo é dada pela mesma combinacdo linear de
as suas respostas individuais Além disso, se a resposta a uma deformagdo (ou uma tensao) é
uma combinagdo linear de duas fun¢des que é dada pela mesma combinagdo linear de as suas
respostas individuais (MEDINA et al., 2017). A teoria da viscoelasticidade linear representa um
bom ponto de partida para o estudo de respostas ndo lineares que frequentemente dao origem
a modelos mais complexos. Essa teoria foi proposta por Maxwell com a seguinte equagao
(FISCHER, 2017),
%:E(%—%). (3.5)

O comportamento elastico € descrito pela equagdo constitutiva da Lei de Hooke como
ja se falou antes e € representada por uma mola com mdédulo de elasticidade E, o comportamento
viscoso com a Lei de Newton para fluidos e € representado por um amortecedor com viscosidade
n. As duas representacdes podem ser vistas na Figura (7).

Quando o tempo de relaxacao € zero, o modelo newtoniano € recuperado. E quando

a relaxacdo € infinitamente grande se produz um modelo de Hooke (FISCHER, 2017).
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n

a)Mola b) Amortecedor

Figura 7 —a) Representacdo da lei de Hooke por meio de uma mola; b) Representacdo da Lei de
Newton com um amortecedor para fluidos.

3.1 Fluéncia (Creep) e Relaxacio

Em estudos das propriedades de materiais viscoeldsticos ¢ comum utilizar dois testes,
o primeiro € o teste de fluéncia Creep e o segundo € o teste de relaxagdo.

O teste de fluéncia ocorre em deformacgdes devido a uma tensao constante oy (LA-
KES, 2009). A medida que o material é comprimido, a deformacio aumenta com o tempo quase
de forma instantanea. Para materiais completamente eldsticos a deformacao é constante para
t > 0. Entretanto, quando se produz uma tensdo constante no material viscoso a deformacao
cresce linearmente como o tempo. A fungdo encarregada é a fungdo J = J(¢) definida na equagéo
3.3 que agora é chamada complacéncia de fluéncia. O comportamento de fluéncia para materiais
viscoeldsticos se pode observar na Figura 8 a), a tensdo permanece constante no material e a
deformacdo cresce com o tempo de forma linear e depois de ser removida a forca o material
recupera sua forma inicial com um decaimento exponencial ou de lei de poténcia dependente do
tempo (BANKS et al., 2010).

No teste de relaxacdo por deformacao, é aplicada uma deformacao constante &y, a

fun¢do conhecida é agora a fungdo de relaxacdo G(¢), entdo a equagdo 3.2 fica
o(t) =G(t)e,. (3.6)

Neste caso, quando € aplicada uma deformacao constante em um material viscoelds-
tico, a tensdo diminui com o tempo porque o material gradualmente relaxa até alcancar equilibrio

mecanico. O seu comportamento se pode observar na Figura 8 b) (MALLICK, 2007).
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g(t)

e(t)

t
a) Fluéncia b) Relaxacédo

Figura 8 —Graficos de a) tensdo e deformacio para materiais viscoeldsticos baixo teste de fluéncia
y b) tensdo e deformacao para materiais viscoeldsticos baixo teste de relaxagao.

3.2 Principio da superposicio de Boltzmann

O principio de superposicao de Boltzmann afirma que a deformagdo de um material
viscoeldstico € a soma, ou superposicao, de todas as deformacdes que resultam da acdo de vérias
forcas em momentos diferentes, esta premissa € bem importante para a teoria da viscoelasticidade
linear, ja que € necessdrio equacdes constitutivas como as equagdes 3.2 e 3.4 para caracterizar
um material com deformacao e tensdo dependentes do tempo. Isso gera as seguintes equacdes
constitutivas para sistemas com tensdes tridimensionais complexas e campos de deformacao, da

seguinte forma (OSSWALD; RUDOLPH, 2015)

o(t)= /OIG(I—Z/)Q(Z/)dt/, (3.7)

t

e(r) = / It —1)e()dr'. (3.8)
0

3.3 Modelos Viscoelasticos

Nesta secdo, vamos estudar os diferentes modelos viscoldsticos que permite visuali-
zar propriedades e leis da teoria geral da viscoelasticidade linear. Dentro dos principais modelos
estdo, o modelo de Hooke para sé6lidos, Newton para fluidos e Kelvin, Voigt e Maxwell para
materiais intermedidrios, além disso, € possivel fazer combina¢des desse modelos para sistemas
mais complexos, como 0 modelo de Kelvin, o modelo s6lido de Padrdo, o modelo de Zener,

o modelo de Maxwell generalizado, de Kelvin generalizado e modelo fraciondrio. Modelos
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Figura 9 — Modelo de Maxwell é representado por uma mola de constante eldstica E em série a
um amortecedor com viscosidade 1] em serie.

viscoelasticos sdo descrevidos por meio de molas e amortecedores conectados em série ou

paralelo, como os usados para descrever a Lei de Hooke e a Lei de Newton da Figura 7.
Notamos que quando dois elementos sdo combinados em série, suas fluéncias J(t)

sdo aditivas e quando os elementos sdo combinados em paralelo os médulos das fungdes G(¢)

somam em paralelo, isso € chamada a regra de combinacao.
3.3.1 Modelo de Maxwell

O modelo mecanico de Maxwell é composto por uma mola completamente eléstica
(portanto, capaz de armazenar energia) € um amortecedor que representa um componente viscoso
ou entrépico. Eles sdo colocados em série como se pode observar na Figura 9. A tensdo imposta

¢ a mesma em cada elemento, mas a deformacao € a soma das deformagdes, €

G(t) :O-m(t):Ga(Z)a (3.9

e(t) = &,(t) +€4(2), (3.10)

onde os subscritos m e a representam a mola e o amortecedor respetivamente. Dando lugar a
equacdo constitutiva para o modelo de Maxwell que fornece uma relagio entre a tensao e a

deformag@o, ou seja se pode resolver a tensdo o (¢) se eu conhe¢o uma deformac@o jé especifica,
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Figura 10 — Modelo de Kelvin-Voigt representado por uma mola de constante eldstica k em
paralelo a um amortecedor com viscosidade eldstica 7.

da mesma forma uma deformagdo com uma tensdo especifica, podemos encontrar (FERRY,

1980),

. ) . 6(t) oft
E(t) =&,(t) +&,4(2) :ﬁjtﬁ (3.11)
E n
se T = NE, entdo se obtém uma equagéo relacionando o (t) e £(t),
1
Eé(t)=6(t)+ ;G(t). (3.12)

3.3.2 Modelo de Kelvin-Voigt

O modelo de Kelvin-Voigt, consiste de dois elementos: uma mola de constante
eldstica £ e um amortecedor com viscosidade 7 colocados em paralelo como se vé na Figura
(10). Neste modelo a deformacado é a mesma em todo o sistema e a tensao total é a soma das

tensoes dos elementos, iSso €,

o(t) = on(t) + ou(t), (3.13)

£(t) = g,(t) = €4(1), (3.14)
aplicando a receita do Modelo de Maxwell, temos

o(t)=Ee(t)+né&(r) (3.15)
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- E,

Figura 11 —Modelo s6lido linear padrdo representado por uma mola de constante eldstica E; e
um amortecedor com viscosidade 1) em serie ligados com uma mola de constante eldstica £ em
paralelo.

substituindo o conceito de T,

9 efe) + 720), (3.16)

temos uma equacao de faz uma relacdo entre a tensdo e a deformacdo do modelo de Kelvin-Voigt.
3.3.3 Modelo Sélido Linear Padrao

Este modelo consiste de trés componentes, uma mola e um amortecedor em série
ligados com uma mola em paralelo, como se observa na Figura (11). O equilibio de tensdes ¢ da

seguinte forma
o(t) =og,(t)+ou(t), (3.17)
E a deformagdo do sistema € representada como

e(t) = ey(t) + &g, (1), (3.18)

e(t) = &g, (1). (3.19)

Quando combinamos as equagdes 3.17 com a equacdo 3.19, obtemos a equagdo que

governa o modelo solido linear padrdo com as varidveis de tensdo e deformacao:

N6(1) +E o(t) = N(E) + E2)é(t) + E1E2e(1). (3.20)



26

Figura 12 —Modelo generalizado de Maxwell representado por modelos de Maxwell ligados em
paralelo.

3.3.4 Modelo generalizado de Maxwell e Kelvin

O modelo generalizado de Maxwell também € conhecido como o modelo de Wiechert,
este contem um ndmero arbitrario de elementos do modelo de Maxwell constituido por uma
mola e um amortecedor ligados em paralelo, ele permite estudar o comportamento mecanico
experimentalmente com mais precisdo, como mostrado na Figura (12).

O comportamento da tensdao do modelo generalizado de Maxwell total, tendo em

conta o ' elemento de Maxwell para n elementos, é dado como,

o(t) = Zci(t), (3.21)
e(t)y=€@)=&)=¢().... (3.22)

g1y = S 4 90 (3.23)

onde E; e m; sdo as constante de elasticidade e a viscosidades do i modelo de Maxwell,
respetivamente. Por outro lado, o Modelo de Kelvin generalizado consiste em um sistema com n
elementos do Modelo de Kelvin, onde uma mola e um amortecedor estdo ligados em série, estd

representado na Figura (12).
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Figura 13 —Representag¢do de um elemento fraciondrio. Quando m = 0 uma mola Hookeana é
recuperada e quando m = 1 um amortecedor newtoniano é recuperado.

3.3.5 Modelo Fraciondrio

O cadlculo fraciondrio permite integrais e derivadas de qualquer ordem positiva e
pode ser considerado um ramo da fisica matemaética que lida com equacdes integro-diferenciais,
tendo sua origem na questdo da extensdo de ndmeros reais e fatoriais de inteiros. Um pouco
mais sobre o principio de correspondéncia entre os modelos mecanico-classico e fraciondrio
(MILLER; ROSS, 1993; LI et al., 2013). Existe um fendmeno de atrito que € caracterizado pelo
calculo fraciondrio que resolve as equacdes de movimento para encontrar uma gama mais ampla

de fendmenos, apresentando uma forma
dm

FR:— d[_m

x(1), (3.24)

fazendo isto para um modelo viscoeldsticos, podemos encontrar a variagdo do coeficiente de
atrito fraciondrio m dentro do intervalo 0 < m < 2, portanto, descreve os tipos de forcas classicas
dependentes da aceleracdo-velocidade e da posi¢do de um ponto de vista generalizado como atrito
fraciondrio (HERRMANN, 2018). Dentro das aplica¢des do estudo do cdlculo fraciondrio, existe
o problema de amortecimento e viscoelasticidade de sistemas dindmicos (YUAN; AGRAWAL,
2002).

A teoria viscoeldstica linear pode ser considerada como uma generalizacao usando
célculo fraciondrio dos modelos classicos em termos de derivadas de ordem fraciondria %

sendo 0 <m < 1. A equagdo € do tipo

ndme(t)

t)=E
o) U

(3.25)

onde T = % Quando m = 0, obtemos uma resposta eldstica, no entanto com m = 1, obtemos

uma resposta viscosa (MAINARDI, 2010). A Figura (13) descreve o elemento fracionério.
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Podemos representar diferentes modelos montando diferentes sistemas, onde, o elemento de
ordem fraciondrio pode ser usado com molas, amortecedores ou outros elementos também de
ordem fraciondrio. Estes podem ser conectados em série ou em paralelo, para construir modelos
mais complicados. As fung¢des fraciondrias podem ser tratadas com técnicas como transformadas
de Laplace e Fourier (MAINARDI, 2010).

Cada modelo permite descrever diferentes comportamentos viscoeldsticos em funcao
do comportamento do material, se ele fosse mais eldstico ou se tende a ser mais viscoso. O
modelo de Maxwell é capaz de descrever o comportamento eldstico e viscoso, mas ndo leva em
conta os efeitos de memoria na deformagdo. Ao contrario do modelo de Maxwell, o modelo de
Kelvin-Voigt € capaz de levar em consideracdo os efeitos de memoria na deformacao. Também é
util para descrever materiais que exibem comportamento viscoso dominante. O modelo sélido
linear padrdo. E itil para descrever materiais que apresentam comportamento eldstico linear e ndo
apresentam efeitos viscosos, como fazem os modelos generalizados de Maxwell e Kelvin, que
permitem descrever materiais viscoeldsticos com multiplos tempos de relaxacao caracteristicos.
Por outro lado temos o modelo fraciondrio que € util para descrever materiais que exibem

comportamento viscoeldstico complexo e ndo linear, como polimeros e géis (LAKES, 2009).
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4 MODELO HiBRIDO

Neste trabalho, nés propomos um modelo hibrido que cont€ém uma mola, um ele-
mento de Maxwell e um elemento fraciondrio, todos em paralelo entre si, como se pode observar
na Figura (14).

A tensao resultante do modelo hibrido é dada por
o(t) = op(t) +01(t) + 02(2), (4.1)

onde 0y(7) é a tensdo aplicada para Ey, o(¢) é a tensdo aplicada ao elemento de Maxwell e
0,(t) é a tensdo aplicada ao modelo fraciondrio. Por enquanto, estamos aplicando um teste de
relaxacdo, onde a deformacdo € constante, isto €, € = gy = € = &.

Como ja vimos antes, se m = 0, o elemento fraciondrio (E>,T,,m) tem compor-
tamento puramente eldstico, enquanto o caso m = 1, o comportamento € puramente viscoso.

Usando a defini¢do da equagdo (3.25), a tensdo do modelo fraciondrio € o,(t) = E» 7}’ df,f,,(,’).

O elemento fraciondrio vai depender de trés parAmetros (E, Ty,m), com E; sendo a constante
eldstica de Hooke, 7, o tempo de relaxagdo e m o termo que define a derivada fracionaria. A

tensdo para o modelo de Maxwell é

o1 (t) = Of, (t) =Op (t)v 4.2)

I ()

(O’Q] (0—1 ) (62 )

(E1)

(Eo) (E9, 72, m) z

()

(@)

Figura 14 —Modelo hibrido que contém um modelo sélido linear padrdo a um elemento fraciond-
rio.
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mas a deformacgao total do modelo € dada pela soma das deformacdes da mola e do amortecedor
e(r) =el(t) = &g, (1) + &y (1), (4.3)

derivando as equagdes (4.2) e (4.3) com respeito ao tempo, temos

de(t)  1doy(r) o)

= 4.4
dt E; dt + n ’ 44
onde a tensao do modelo de Maxwell €
de(r)
Evdi T

Finalmente, se o termo de relaxagdo para o Modelo de Maxwell 71 = Eil, equacao

(4.1) vai ter a forma,

d
_ di md”
G(I) = <E0+E] d ., 1 +E2’L'2 W) S(I), (46)

dt T

com as seguintes condi¢des de contorno, £(0) =0 e ¢(0) = 0. Usando a transformada de

Laplace, temos

iﬁc@}=&ﬁﬂﬁ@}+&£ﬁm@ﬂ+Eﬂﬁg{{;9}, @7

com o argumento de que .Z {f(¢)} = f(s) e que a transformagio de Laplace para derivadas

C a"e)\ _ m= d"VE(r) P <
fraciondrias atua como ¢ ~zm~ ¢ = s"€ — ( — ,; €omo este tltimo termo é uma
1=
d™15(r)

dtm71

constante ( ) 0 = C, podemos despreza-la, temos
t=

G (s) = Eo€(s) + 61(s) + Exty's"E(s). (4.8)

Para encontrar a fungdo relaxacdo do modelo hibrido, vamos procurar transformada
da Laplace da fungio relaxacio do modelo de Maxwell G| (s), podemos reescrever a equagio

(4.4) como,

G1(s) = E1s&€(s) = 561 + , (4.9)

isolando o termo & (s), temos

_ Esé(s)
s—l—rll ’

31(s) (4.10)

para isso, usamos a relag@o entre tensdo e deformacgdo da equacgdo (3.7) que tem como transfor-
mada de Laplace & (s) = sG1(s)&(s), entio obtemos

1

Gi(s) =E; .
D=FiT

4.11)
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2.2} — m=0,00
2.0}
o8] m=0,25
@ 1.6} m=0,50
1.4}
12 [ m=0,75
1.0L . . , 4— m=1,00
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t

Figura 15 — Curvas de forcas de relaxacéo para diferentes valore de m, quando m = 0.00, (0, 25),
(0,50), (0,75), (1,00).

t ~
1 ] = Fie 7, entdo

A transformacio inversa de Laplace da equagio acima é E;.Z ! L+ T
B

Gi(t) = Ere 7. 4.12)

Assim, obtemos a primeira contribui¢do da fun¢do relaxacao, agora vamos procurar a contribui¢@o
da parte fraciondria que estd dada pelo dltimo termo da equacao (4.8), vamos usar a transformagao

de Laplace & (s) = sG(s)&(s) e usando a equacio (4.4), temos que
Ga(s) = Ex(1y's™ 1), (4.13)

e aplicando a transformacao inversa de Laplace da func¢do relaxacdo na equacio (4.13), temos
que
—m

Gy (t) = r(1E_2 — (TLZ) _ (4.14)

Podemos observar que se m = 0,00, a fun¢do relaxacdo tem um comportamento
puramente eldstico G»(t) = E», mas se m = 1,00 o comportamento é puramente viscoso e
G, (t) = E7pt ! Finalmente, a funcio relaxacio final é uma superposicio das fungdes relaxacio
de todo o sistema hibrido,

—m

G(t) = Eo+ Eje @ +ﬁ (Tiz) . (4.15)

Na Figura 15, mostramos as curvas da func¢io relaxagdo G(¢) para diferentes valores
dos pardmetro m em fun¢do do tempo. Quando o valor de m tende ao m = 1,00, temos um
decaimento mais rapido da funcdo relaxag@o, quando temos valores de m préximos ao m = 0,00

o decaimento € mais divagar.
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S CURVAS DE FORCAS PARA DIFERENTES FORMAS DE UM INDENTADOR
5.1 Determinacao de forcas de Contato

Primeiramente, vamos calcular a for¢a de contato indentador-amostra para materiais
eldsticos. O ponto de contato pode ser determinado por trés modelos (HERTZ, 1881; JOHNSON;
GREENWOOQOD, 1997; JOHNSON et al., 1971; MAUGIS, 1992): (i) o modelo de Hertz; (ii)
o modelo de Jonson, Kendall e Roberts (JKR); (iii) e o modelo Derjaguin, Muller e Toporov
(DMT). O estudo do modelo de Hertz, com uma anélise mais profunda da indentagdo do meio
elastico foi feito por Sneddon que encontrou relacdes diretas entre a indentacdo da amostra
representada por 6 e a for¢a F (1) para diferentes geometrias do indentador, e ser representada

por meio da equagdo,

F(A)=CE*§*, (5.1)

7z

onde { é uma constante que depende da geometria de contato, E* é a constante eldstica de
Young reduzida e A € o exponente da lei de poténcia que sai do ajuste da curva F — & cujo valor
representa geometrias especificas do indentador. Os exponentes 1, 3/2 e 2 sdo observadores em
indentadores achatados, esféricos e conicos, respetivamente. O modulo reduzido de Young pode

ser calculado usando a seguinte expressao,

1 (1=vY)  (1—v3)
- E T (5.2)

onde E € o modulo de Young, v € o coeficiente de Poisson para o material indentado, E; e v; sdo
o modulo de Young e o pardmetro de Poisson do indentador. Por exemplo, os parametros de
indentadores feitos de nitrado de silicio (Si) e diamante, sio mostrados na Tabela 1. Fazendo
uma substituicao dos valores dos médulos no termo final da equacao 5.2, observamos que esse

termo pode ser desprezado.

| Indentador | Mddulo de Young (E;) | Pardmetro de Poisson (v;) |
Nitrado de Silicio | 72GPa 0,17
Diamante 1411GPa 0,07

Tabela 1 — Moddulo de Young e coeficiente de Poisson um indentador feito de nitrato silicio e
diamante.

Tendo em conta as condi¢des da tabela acima, o indentador € muito rigido que a

amostra, por 1sso, podemos fazer uma simplificacdo da equacdo 5.2 e reduzi-la proxima equacao,
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com o modulo de Young E*,

. E

E também tem uma relacdo com o médulo de cisalhamento da forma,

E
R — 4
o 2(1+v) 54)
A equagdo 5.1 pode ser reescrita na forma,
CESH

O modelo anterior € principalmente aplicado para materiais rigidos, mas ndo para
materiais moles, como células. Para pequenas forcas logo depois do contato, a interagdo entre
o indentador e a matéria mole, ndo é afetada pela adesdo e nem pela deformacgdo pléstica,
somente pela deformacdo eldstica e teorias eldsticas, como estio presentes na teoria de Hertz
(GREENWOOD et al., 1984). Entao o histdrico de carga de forca mantém a forma matematica
de Hertz, mas substituindo E — E(t) e também o § — &(¢), apresentando uma dependéncia

temporal,

A
ri = £E0220 5o

Vamos assumir agora que a for¢a de carga F(¢) e a indenta¢do O(r) podem ser
representadas como F(t) = FuaF(t) e 6 = 5max5(t), onde F,4x € Onax S0 08 valores maximos
de forca de carga e indentagdo respetivamente e F (1) e §(1) representam o histérico de forga
de carga e indentacao, respetivamente. Entdo o histérico de carga pode ser escrito da seguinte

forma,

SA

(5.7
cuja solugiio é desenvolvida usando a Transformada de Laplace para F (s), como .Z[F (t)], entdo

F(s)=Z[F (1)), (5.8)

§*(s) = £[6* (1)), (5.9)

e aplicando sobre todo o termo, temos

F(s)= Uffﬁﬁ@)é%), (5.10)
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usando a definicio G(s) = @ e fazendo uma substituicdo em 5.10, podemos ter uma relagao

entre a forca de carga e fungdo relaxacao,

6max ~ S
OEVWG(S)SS’I(S), (5.11)

F(s) =

calculando a transformacao inversa de Laplace na equagdo 5.11
t dé (¢’
/ G(t—t) ( >dt'] : (5.12)
0 dt

entdo a for¢a de carga vai ser escrita da forma

2% [(;(s)ssA (s)] e

t SA (4
F(r) = ()8, [ Gl — )20 dft Lar' (5.13)
onde Q(A) = ﬁ e o histdrico de forga de carga é
_ F(t) [t L d&M ()
Fly=—"= - 14
=" = | ca-n=y =, (5.14)

com Fy = Q(A)82, ¢ o fator de forca normalizada. A fungdo Creep Compliance apresenta uma
relagdo médulo de relaxacdo, tendo a seguinte forma

T (5.15)
—_ =S S .
J(s) ’

com o mddulo de Young ja definido, entdo

- 1

J(s)G(s) = 2 (5.16)

portanto, o cdlculo para a fun¢do Creep Compliance é

A L=vEot o dF()
0% (1) = T OJ(t 1) o0

dt'. (5.17)

Tendo a func¢ao de forca de carga em funcao do tempo, vamos estudar as curvas de
cargas durante os diferentes momentos da indentacao:
* (1) Fase em que o indentador entra em contato com a amostra € comeg¢a uma indentac¢ao
linear;
* (d) Fase em que o indentador mantém invaridvel a indentagao na amostra e, consequente-
mente, da forca aplicada.

* (u) Fase de descarga.
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Usando a fungdo de forca 5.13, podemos definir a funcao F; em termos também de

A
5[,

dt’, com (t < 1), (5.18)

i) = aa) [ 6le—r) 20

fazendo uma normalizacdo da equacgdo anterior para obter o histérico de forca em [,

d&M (1)
t/

F_}(t):/O[G(t—t’) i dt', com (t < 17), (5.19)

para o caso Fy(t), temos

d&* (1)
dr’

F;(t) = TIG —’Md/ tG -t drt’ <t < 5.20
4(t) = A (r—1t") o t+ (r—1") ', com (1 <t < 14+ 14). (5.20)
T

e o histérico de forga F,(t),

_ T ds} () U+ dé (1)
E,()= [ G@t—-t)——df / G(r— ") —"La
(0= " 60N TgRa s [ ) T

t dét (i’
/ G(t—t’)#dt', com (t > 7+ 14). (5.21)
T+ dt

onde & (), representa a indentagdo de carga na amostra

t
o(t) = Omax—, (5.22)

U
tl

8™ (1) = 8ppe—y» com (1< 1), (5.23)
T

04(t) é a indenta¢do permanente na amostra, donde f (f — 7;) é uma fung@o suave fl—{ ~0

64 (1) = Omax (1 + f (1 —11)), (5.24)

87 (1) = 8ha (14 f (1= )", com (1 <1< T+17), (5.25)

e 8,(t) representa a indentac@o de descarga sobre a amostra

T+ Td)

8u(t) = 84 (24 +17)) {1 = ! ] ,com (1> 7 +1). (5.26)

Se aplicarmos a fung¢io (5.22) somente para G () para os casos Fj(t) e Fy(t), temos o termo

para lei de poténcia da seguinte forma

N\ —Mm
_ A B oy [t—t /
F =———— |t — dt t < 5.27
lp(t> Tl)Ll—w(l_m)/O T ) COH’I( —Tl)a ( )
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onde o subscrito /p significa lei de poténcia na parte de loading e também

_ E, T t’ﬂ,—l t—1t —m
Fi(t)=A / dr
d!’( ) 1—-(1 _m) 0 TI;L ( T

! E; r—t'\"" it o] ((AOmax  d [Bpaxf (t — 7))
+/T[ lm (’[2) |:6max(1 +f(t T]) d[:| dt + dt , com (Tl S t S T +Td)

(5.28)

d[(smaxf(t_rl)}

onde o suscito dp é a funcdo dwell em lei de poténcia e < T

) ¢ desprezivel
porque funcdo suave f (1 — 7;) sobre as amostras é uma constante e a deriva¢do de uma constante
€ zero. Por ultimo, o historico de forca de descarga com a funcdo de relaxacdo € dado

_ A E Uy =\,
- m(t<t<t+1y). 2
Pdp(l‘) ’L'l’l F(l m)/() t o dt', co (Tl <7 ‘L'd) (5.29)

5.2 Curvas de forcas para o modelo hibrido

Vamos agora calcular as curvas de for¢as da funcdo relaxacdo do modelo hibrido que
representa o modelo do sélido linear padrao que tem o comportamento exponencial, o modelo
fracionario, com comportamento de lei de poténcia, apresentando dois modelos como uma

superposicao na equacao (4.15), para isto vamos fazer uma nova notag¢ao para todas as forcas, a

forga de carga é Fy(t)

_ tdoM() t o d8MY)
F(t)= | Eo——dt' / Eje o —_—~dt’
(1) /0 U J+\o e = ’

Fio () F(t

)
—A gSA (4
‘B t st (t')
e <o) s
* o I'(1—m) (ﬂcz) dr' dt’, com (t < 1;). (5.30)

-

Fip(1)

Primeiro vamos calcular a for¢ca normalizada Fj(t), realizando uma substitui¢io
do valor de G|(t) na equagdo 5.19, podemos encontrar as curvas de forgas para uma fungio

relaxagio, dada pela lei de poténcia para o caso Fj,(t) como jd vimos antes,

_ A E Lo [t—=t\""
F =—— [t —_— d t <1). 5.31
ZORE: m_m)/o . ¢ com (1 < ) (5.31)

As curvas de forcas para a lei de poténcia para o caso de(t),

_ A B 2o (t=t\"T"
- <t<1T+15). 32
Fyp(1) AT —m) /0 t o dr', com (1, <t <1+ 1) (5.32)
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As solugdes das equacdes (5.31) e (5.32) sdo dadas por meio de uma integracao

analitica, com pode ser observado no apéndice B, temos que,
_ I A =m) [\ e\ 7"

Fu,(t) =E,T(A +1)=L — — T <t<T+1), 5.33
dp() 2 ( + )F(l—l—l—m) (ﬁ) (TZ) ,COIH([_ ST+ d) ( )

onde / (% ;A;1—m) representa a funco beta incompleta (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965).

Entdo, finalmente podemos reescrever a fungio F;(r)

)uE 1 !/ )VE t !/ —
=20 M—ldr“r—f/tl_le adt’ +
0

Ei(t
l() TI)L 0 Tl
Fiolt) Fie(t)
A E Lo [t—=t\""
A S L t<1). (534
lxr(l_m)/o -  com (1 < 7), (5.34)
Fip(t)

onde o termo de lei de potencia vai ser,
r—t'\" t\* 1 t\ "
dt =ETA+1)| -] ——+— [ —
) 640 () mrr (5)
(5.35)

_ A E t
" T(1—m) Jo (%) !

o primeiro termo da equagdo (5.34) é constante e vai ser Fjo(t),
(5.36)

e parte exponencial £, (1),
_ AE (=) AE, _o [t I
Fio(t) = Tl Al g = 2 / tA ey, (5.37)
T Jo T 0
fazendo uma mudanca de varidveis com u = ;—/1, entdo t' = uty, isso leva a que du = dr—tll e
dt’ = t1du, entdo a forga Fj,(t) é
AEe &[4
— e 1 T
F(t) = 1—1/1 e et du, (5.38)
T 0
(5.39)
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5.3 Curvas de forcas para um A generalizado

Curvas de forga F;(¢) para um A generalizado usando os resultados as equagdes 5.36,

5.35 e 5.39, entdo

\* c o\t
Fi(t) = Ey (—) +Ejde T (—1) / "t et du
T T 0
t

A 1 ("

Fazendo uma transformacao do termo exponencial da for¢a, onde u = —x e du = —dx,

fica da seguinte maneira,

crn\* e
Fi.(t) =Ejde (—1> /0 Yt et du

T
A t
_t (T 7
— _(_1)171A’E1e 7 (_]> / 1X171€7xdx,
T 0
t

a integral final tem um valor em termo da fun¢do Gamma incompleta, ela é |, Ao lexdy =

(5.41)

r ( ! 'l). Entdo a curva de forga Fj(t) generalizada para A é

_1,'_1’

_ \* P e\ t t\"* 1 r\ "

Por outro lado, a forga Fy(t) generalizada para A é

Fy(t)=Eo—(—1)*'AEe (E)AF(_%J) LET(A41) (L)AM ( . )_m

(%]

T 1) T(A+1-—m)
(5.43)
fazendo ¢ — oo na forga Fy(t), temos,
_ _r T
lim y(r) = Eo + lim (kle T kol (—l;/'L;l—m> tl—m) = E, (5.44)
t—>oc0 [—o0 1t
de k= —(—1 12 (2)'T ky = By PO (Y (1) 0 s
onde ]——(— ) 1 7 -7 €Ky = Qm T T . rélaxacao apre-

senta uma forca constante para ¢t — co. Fazendo a mesma analogia, tomando um tempo ¢ que
tende ao infinito, para a fungdo relaxacdo G(¢) na equagdo 4.15,
. ) _r E> t\ "

tlggG(t) =Ey +}Ln30 (Ele T+ m (T—2> ) , (5.45)
a funcdo relaxagdo para tempos muito grandes vai convergir em dois valores diferentes que
dependem do termo m. Por exemplo, se m for um valor que tende a 1, encontramos que o caso
¢ puramente viscoso e lim;_,. G(t) = Ey, mas, se m for um valor que tende a zero n o caso
¢ puramente eldstico, entdo lim, . G(t) = Ep + E;. Da mesma forma, acontece para fungio

relaxacdo para tempo de longa duracao, ela converge para a constante Ey.
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5.4 Curvas de forcas para diferentes formas do indentador

Desde o comego estamos interessados em encontrar a fungdo relaxagdo para o caso
onde o pardmetro A vai ser A = 1, A =3/2 e A =2 que sdo os casos cilindrico, esférico e conico,

respectivamente. Para um A qualquer, temos (apéndice D)

A(t) = Eo (%) ' FET(A+1) (%)A m <i> R, (5.46)

RS (g)lr(_%;x) com A =(1,0:2,0)

Fio(t) = (5.47)
(_1)1—1/151(;%(ﬂ)lr(—L-z), com A =(3/2)

T

A equagdo geral para A = (1;1,5;2) para Fy(t) tem a seguinte forma,

A T —m
_ t I(LA;1—m) [t _
Fd(t) = E() +E2F<l + 1) <?l> ﬁ (1—2) +Fde, (548)

t A
(1A AE e T (%) r(-;-g;&), para A = (1,0;2,0)
Fuelt) = (5.49)
' A
(—1)*AEe ™ (‘%) r(—%;z), para A= (3/2)

5.4.1 Indentador cilindrico

As curvas de for¢a de relaxacdo com base na nossa proposta de modelo hibrido para

um indentador com forma cilindrica, que é o caso quando A = 1,0, sdo da seguinte forma

_ t\ Ey —+ [t L, t 1 r\ "
Ft)=Ey| — —e ~ wdt +EI2) | — ) =—— | — 5.50
(1) O(Tz>+fze 1/061 + 2()(11)”2_”1)(72) : (5.50)

1t 7 _t
onde o termo exponencial que contem uma integral é da forma, %le gl fé e dt = EIT—ITI (1 —e T ) .

Entdo a curva de for¢a para um indentador cilindrico vai ficar como,

_ t E 7 _TLI t 1 t\ "

Finalmente a curva de forga Fy(t) para o caso cilindrico com A = 1,0 é

_ _t T E;l;l— —m
Fylt) = Eo+ Ey (%) e <en _ 1) +ET(2) (Til) % (c%) . (5.52)
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N6s modelamos o comportamento das for¢as de loading e Dwell com valores fixos para todas
as graficascom i, =1, 11 =1, =1, Ey =1, E; = 1, E; = 1. O comportamento das forcas
F(t) e Fy(t) separadamente para um indentador cilindrico A = 1,0 pode ser observado na Figura
16 para um tempo de relaxagdo 7; = 1 e em func@o do tempo para diferentes valores de m,
escolhemos os valores de m = 0,00, m = 0,25, m = 0,50, m = 0,75 e especificamente para
olhar o comportamento das fun¢des em valores préximos ao m = 1,00, escolhemos m = 0, 80,
m=0,85, m=0.90 e m = 1,00. O resultado para a forca F;(¢) é interessante quando o valor
de m se vai aproximando a 1,0 a curva adquire concavidade, particularmente a concavidade
para m = 1 € abrupta em comparagao aos outros valores. Para valores de m proximos de 1,0 o
decaimento da forga Fy(¢) é mais rdapido com respeito ao tempo, mas nenhum valor se encontra
no tempo, por enquanto temos que para valores préximos de m = 0,00 a forga Fy(¢) é maior na
amostra.

Quando a amostra comega experimentando a forga Fy(t) o decaimento dela e bastante
rapido tanto que para m = 1,00 que € a curva amarela, ndo se consegui observar esse decaimento,
por esse motivo encontramos os resultados para m = 0,80, m = 0,85, m = 0,90 e m = 1,00,
onde eles mostram que efetivamente quando a for¢a inicia o decaimento em ¢ = 0 € quase vertical.
O ponto médximo de aplicacdo de forca na amostra ndo muda significativamente quando se altera

o valor de m.
5.4.2 Indentador esférico

As curvas de forgas para o caso esférico com A = % = 1,5 para a parte exponencial

resulta ser

3 t
_ 3\ _o 2 7y
F,(t)=E <§) e (%) /0 ! u%e”du, (5.53)

t
. . o1 L .
onde a integral final pode ser escrita como [y u2e"du = e /TLl — J\/Terfi <1 /%) , onde a
~ . C . . 2 o o ~
func¢do erro imaginéria € definida como er fi = \/L% Jo € dt. Substituindo a descrigdo da fungdo

erro a forga F(t), é

_ 3\ _o > i 3 > _r

Fio(t) = E (5) e (%) \/Tzleﬁ —E (Z) ﬁ(%) erfi (\/%) e T, (5.54)

_ 3 T1 3 T1 % . t _t

Fi (t) = E; (5) Vi -5 | —Ei (Z) VT (a) erfi (\/T:l) e . (5.55)
T
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2 3
t
(a) Forgas Fj(t) + Fy(¢t) param = 0,00, m = 0,25, m = 0,50, m = 0,75.

3 — m=0,80
Py / — m=0,85
£ 9| m=0,90
L — m=1,00
I

O ‘

0 1 2 3
t

(b) Forgas Fj(t) + Fy(t) para m = 0,80, m = 0,85, m = 0,90, m = 1,00.
Figura 16 —Gréfico de forga Fj(t) + F4(r) para um indentador cilindrico A = 1.00 com tempos
0<1<1el <1y <3. Fonte autora.
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(t)+Fa(t)

w1}

t
(a) Forgas Fj(t) + Fy(¢t) param = 0,00, m = 0,25, m = 0,50, m = 0,75.
— m=0,80
— m=0,85
m=0,90

t

(b) Forgas Fj(t) +1_’7"d(t) param = 0,80, m = 0,85, m = 0,90, m = 1,00.
Figura 17 —Gréfico de forca Fj(t) + F4(¢) para um indentador cilindrico A = 1.50 com tempos
0< 11 <1el <1y <3. Fonte autora.
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Entdo as curvas de forgas para Fj(¢) no caso esférico como A = 3 = 1,5 sdo

-1 2)o (3] - 2) 8 (2) o2} o
()2 it () e

sabemos a que fung¢do de forga de relaxacdo Fy(z) é

Y AN
_ AEy %y 0 AEL [® 5 *@ A B (T2t
Fat) =—= [ 17t +— /0 e d“L_/’Lr(l—m)/o t (2} ’

Ul 1
(5.57)

L2

K3
9|
ﬂlH

para (1, <t < 17,4 14). O primeiro termo da equagfo 5.57 é uma forca de forma constante, o
segundo forca de forma exponencial e o terceiro for¢a de forma de lei de poténcia. Fazendo o

calculo para todos os termos encontramos que para o termo constante,

)

A
T 0

T i !
gl — By, (5.58)

para o termo exponencial temos,

i
AE T, _(l_t) / AE; _t %, _ ’oy
AL [ = 2 n/ Aot gl (5.59)
Tl 0 Tl 0

- ! / / ’ ~
fazendo algumas mudancgas de notacio u = ;—1 —du = % —t =uT) —— dt = Tidu, entdo a

equacao sera

AE, [, ) _t (7 Al
Tl (2l dt = Ejde T (—‘) /lu’l_le”du. (5.60)
T Jo T 0

Entdo para A = %, o termo exponencial vai ser,

l—t/ 3
AEy [T 15, _( 7) / 3 /7 (=) 3 T\ ? T\ —L
—_— t U odt =E|=|— 1 —FE[— — ] — T 5.61
7 Jo e o\7)e I 14ﬁ o erfi o )¢ 1, (5.61)
para o termo de lei de poténcia,

1\ —m _

A B /T/ oy [t—1 (t)ll(ﬂ;l;l—m)(t) "
_— t — =ETA+1)|(—) =L—= 2| — . 5.62
o I(1—m) Jo T 21 ) ) TA+1-m) \» (5.62)

Finalmente as curvas de forgas para Fy(t) no caso esférico como A = % vai ser,

3
= 3 _(=7) 3 3 .
Fd(t):EO‘I'El_(%)e E —El—\/ﬁ(%) erfi( E)e T

2 1 4 [ (7]

3 t %I(ﬂ;é;l—m) t\ "
() (1) W ()7
2 u) T(3+1-m) \
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O comportamento das forgas Fj(r) e Fy(t) sobre a amostra de um indentador esférico
A = 1,5 para os valores de m se pode ver na curva do grafico 17. Quando a forga F;(r) é aplicada
sobre a amostra, podemos observar que o comportamento ndo tem muita concavidade como
se pode olhar no indentador cilindrico, em vez disso, a concavidade € maior para os valores
préximos de m = 0,00, a for¢a Fj(¢) é quase linear para m = 1,00, m = 0,80, m = 0,85 e
m = 0,90.

O decaimento da forga F;(r) quando estd sobre a amostra para o indentador esférico
tem forma similar ao decaimento do indentador cilindrico, elas decaem mais rdpido quando
m = 1,00, além disso, as curvas nao se encontram depois de um ponto no tempo, ou seja, nao
convergem. Uma coisa para ressaltar diferente do decaimento cilindrico € que a forca méxima
que fica sobre a amostra vai depender dos valores de m, se m = 0,00 a forca maxima € menor,
mas se m = 1,00 a forca méxima sobre a amostra € maior, isso nao acontece para o indentador
cilindrico.

Da mesma maneira, para o caso cilindrico o comportamento vertical € mais clarifi-

cado quando m = 0,80, m = 0,85 e m = 0,90 do que m = 1,00.
5.4.3 Indentador conico

As curvas de forgas para o caso conico com A = 2 para a fase quando o indentador

ja estd sobre amostra é

2 ! 2 —m
_ t 2E1 _t o, t 1 t
Ft)=Ey| — | +—e¢ n/ewdt +EI3B)| =) =——— | — ) 5.64
=) + 5 r0)(5) w5 (5) (64
fazendo as contas para o termo exponencial da equacdo (5.64),
2F, 1+ [t L o T T 2 T 2 _t
“e n/eflzdr = 2E| 1 —2E <—1> +2E, (—1> e . (5.65)
T 0 T U U

Escrevendo novamente a equagdo 5.64, temos que a forga Fj(t) €,

2 2 2 2 —m
_ t T T T _tr t 1 t
() =Ey (L) +2E-i—2E, (L) +2F, ( 2 a4+l (L) — (L
1) 0<Tz) " 72 1(71) " 1<Tl> ¢ nTE <>(Tz) T(3—m)(fz> ’

(5.66)
e a forca mantém-se na amostra Fy é
_ 2E1 _t [T i o t 2](£,2,1—m) t -
Fy(t)=Ey+—5-e€ ™ ardt +ET3)( — | —Lt——+7-"2| — 5.67
)= e ¥ [Teialemre) (1) T () (567
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onde a integral,

2 _+ [u L/ / _(t=u 2 2 _
=l fn/ 7l di =2E, (ﬂ)e (=) _ 2, (%) 2E, (ﬂ) e (5.68)
0

T Ty

Fy(r) = Eo+2E, (3) 7 og, (3) L 2E (3) Coh
T T T
27 (T.n.1_ —m
+EoT(3) (%) Haszl=m) (fé_l m)m> <Ti2> . (5.69)

Na Figura 18, podemos observar a soma das duas forcas que atuam sobre amostra
Fy(t)+ Fy(t). A forga F;(t) tem concavidade para diferentes valores de m, justo quando m > 0 as
curvas das forcas adquirem mais concavidade.

A forca Fy(t) para diferentes valores de m tem um decaimento mais rapido que os
decaimento quando o indentador € esférico e cilindrico, também se pode observar que o valor
maximo de forca que acontece sobre a amostra muda para os diferentes valores de m, de acordo
com o valor. Por exemplo, para m = 1,00, o maximo de forca sobre a amostra € muito menor
que para m = 0,00, isso faz que o decaimento da for¢a m = 0,00 ndo seja tao rapido, seja mais
bem um valor constante que toma no tempo. Justamente para os valor de m = 0,80, m =0, 85,
m = 0,90 € mais visivel o decaimento vertical em ¢ = 0 que quando m = 1,00. As curvas para
distintos valor de m ndo convergem no tempo.

Para observar outra perspetiva, o comportamento das forgas F;(¢) + F;(¢) no tempo
para diferentes valores de A, foram tracadas as curvas das forgas para m = 0,00, m = 0,25,
m = 0,50, m = 0,75 e exclusivamente para o valor m = 1,00 se grafico também m = 0,80 e
m=0,85.

No momento em que m = 0,00, podemos observar na Figura 19 a) que a forca F;(t)
tem mais concavidade positiva quando o indentador € conico e se torna linear quando vai para a
forma esférico e depois para a forma cilindrica, ai podemos observar que existe diferenca entre os
indentadores, além disso, a forca mdxima aplicada na amostra € maior quando o indentador tem
forma conica, um comportamento similar é observado nas Figuras 19 b), c¢) e d), a concavidade
vai variando para valor de m = 0,25, m = 0,50 e m = 0,75 s6 que para algumas € positiva e para
outras negativa, vemos o caso de m = 0,25 a concavidade quando o indentador € cilindrico é
negativa e conforme aumenta o valor de A a concavidade é positiva, 0 mesmo acontece para

m=0,50e m=0.75 s6 que a mudanca de concavidade € abrupta. Além disso, as for¢cas maximas
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t

— m=0,80
— m=0,85

m=0,90
— m=1,00

\

t

(b) Forgas Fj(t) +I_’3d(t) param = 0,80, m = 0,85, m = 0,90, m = 1,00.
Figura 18 —Gréfico de forca Fj(t) + F;(t) para um indentador cilindrico A = 2.00 com tempos
0< 1 <1el <1y <3. Fonte autora.
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aplicadas sobre a amostra também sao distintas, sendo maior para o indentador cdnico e menor
para o indentador cilindrico.

Se m = 0,75 ndo é possivel observar o decaimento vertical proximo a ¢t = 0, mas
como j4 foi descrito antes o decaimento € muito rapido. Para Fy(z) podemos observar que para
m=0,00, m=0,25, m=0,50e m = 0,75 o comportamento nao é muito diferente entre eles e
além disso, eles convergem depois do tempo.

Exclusivamente para o comportamento quando m = 1,00 € feita sua anélise usando
os resultados para m = 0,80 e m = 0.85, como se pode observar na Figura 20. Ali se pode
observar que para a forga Fj(¢) existe uma mudanga de concavidade positiva para concavidade
negativa desde 0,80 até m = 1,00, o indentador primeiramente toma a forma cOnica, depois
esférica e finalmente cilindrica. Além disso, € observado que o méximo de forca aplicada na
amostra muda em um valor significativo, ou seja, que a amostra experimenta uma forca muito

maior quando m = 1,00 e o indentador tem forma conica.
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4 4
— A=1,0 Cilindrico
=3 =3 — A=1,5Esférico
ILE '\ ILI? A=2,0 Cnico
+ 2 1 "+ 2
- = A=1,0 Cilindrico =
N \—\/
w1 — A=1,5 Esférico w1
A=2,0 Conico O
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
t t
(a) Forgas Fj(t) + Fy(t) com m = 0,00 para A = 1,0, A =(b) Forgas Fj(¢) + F4(t) comm = 0,25 paraA = 1,0, A =
1,5¢ A =2,0. 1,5¢ A =2,0.
4 4
=3 — A=10Ciindrico 1 — A=1,0 Cilindrico
< — A=1,5 Esférico 2 / . A=1.5 Esférico
ILi 2 A=2,0 Conico L 2 A=2,0 Conico
— ,-!-\
= — =
w1 | ]
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
t t
(¢) Forgas F(t) + F4(t) com m = 0,50 para A = 1,0, A =(d) Forgas F;(t) + F;(t) comm = 0,75 paraA = 1,0, A =
1,5¢ A =2,0. 1,5¢ A =2,0.

Figura 19 —Forgas F;(r) 4+ F;(t) aplicadas sobre a amostra para diferentes indentadores, indenta-
dor cilindrico, esférico e conico para valores de m = 0,00, m = 0,25, m = 0,50 e m = 0,75 com
tempos 0 < 7, < 1e 1 < 1; < 4. Fonte autora.
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4
ey 3 / — A=1,0 Cilindrico
= o, N
I A=1,5 Esférico
+ 2 A=2,0 Cbnico
~—
)
~~< —
w1
0
0 1 2 3 4
t
(a) Forgas Fj(t) + Fy(t) comm =0,80 paraA =1,0,A =1,5¢
A =2.0.
4
—~ — A=1,0 Cilindrico
£ 3
iS) — A=1,5 Esférico
I -
+ 2 A=2,0 Cénico
—~~
)
~
w1
0
0 1 2 3 4
t
(b) Forgas Fy(t) + F;(t) comm =0,85paral =1,0,A =1,5¢
A=2,0.
4
3 — A=1,0 Cilindrico
= / — A=1,5 Esférico
I y -
pi A=2,0 Conico
H \
~~
w1 ]
0
0 1 2 3 4
t
(c) Forgas Fj(t) + Fy(t) comm = 1,00 paraA = 1,0, A = 1,5 ¢
A =2.0.

Figura 20 —Forgas Fj(t) + F;(t) aplicadas sobre a amostra para diferentes indentadores: indenta-
dor cilindrico, esférico e conico para valores de m = 0,80, m = 0,85 e m = 1,00 com tempos
0< 11 <1el <1y <4. Fonte autora.
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6 CONCLUSOES

No6s propomos um modelo fisico para contatos mecanicos capaz de reproduzir
comportamentos viscoeldsticos generalizados, ou seja, capaz de reproduzir comportamentos
exponenciais ou em lei de poténcia levando em conta a geometria do indentador. Para esse
fim, nds desenvolvemos um circuito mecéinico hibrido contendo um elemento de um soélido
linear padriao e um elemento fraciondrio de ordem m, cujo valor determina o comportamento
reoldgico. Quando m = 0 o comportamento do modelo € puramente eldstico, e quando m =
1 o comportamento é puramente viscoso. Valores intermedidrio do expoente m leva para
comportamento viscoeldstico em lei de poténcia. NOs entdo realizamos um experimento de
relaxacdo e calculamos separadamente a forca de contato quando o indentador pressiona o
material (intervalo chamado de "loading") e quando o material relaxa (intervalo chamado
de "dwell"). N6s encontramos o comportamento das curvas especificamente para valores de
m = (0,00), m = (0,25), m = (0,50), m = (0,75), m = (0,80), m = (0,85) e m = (1,00), e
para trés geometrias do indentador. Os valores proximos de 1,00 foram obtidos para observar
o comportamento da for¢a de dwell em 7 = 1 quando estava proxima ao m = (1,00), onde o
decaimento foi mais rdpido. Foi possivel observar também que a forca de loading é a maior
sobre a amostrada especificamente em ¢ = 1 quando m esta proximo a 1,00 para os trés tipos
de indentador que nds estudamos. Além, usamos os resultados para observar com as diferentes
tipos de geometrias descritas pelo fator A, onde A = 1,0 reproduz a geometria do indentador
cilindricos, A = 1,5 do in-dentador esférico e A = 2,0 do indentador cOnico. Nés observamos
que a forca de loading era sempre maior para indentadores com formato cdnico € menor para
formatos cilindricos. O crescimento da for¢a de loading muda também, por exemplo, quando
A = 1,0 os crescimentos sdo em forma potencial, quando A = 2,0 os crescimentos sio de forma

exponencial. Mas, a forca de dwell tem 0 mesmo comportamento de decaimento exponencial.
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APENDICE A - CALCULO DOS PARAMETROS DE UM INDENTADOR

Vamos procurar o termo final do modulo de Young reduzido da equacdo 5.2 para um

indentador que € feito de dos tipos de materiais, de nitrado de silicio e diamante, dividimos os

termos em duas partes I e II e usamos as constantes deles como € observado na tabela 2.

| Termo | Indentador | Modulo de Young (E;) | Pardmetro de Poisson (v;) |
| Nitrado de Silicio 72GPa 0,17
II Diamante 1411GPa 0,07

Tabela 2 —Modulo de Young e pardmetro de Poisson um indentador feito de nitrato silicio e

diamante.

Vamos a calcular o termo I, entdo,

(1—-v*)  (1-(0,17)%) 1-0,0289 _0,9711

= — _
E; 72 72 72

~0,0013 ~0,

para II, temos

(1—v*)  1-(0,07)> 1-0,049 0,9951

Il = = = = ~(,0007 ~ 0.
E; 1411 1411 1411 ’
O modulo de Young € escrito
1 1—?
E*  E
E* = E
1

onde E representa uma relagdo com o médulo de cisalhamento ¢ assim,

(A.1)

(A.2)

(A.3)

(A.4)

(A.5)
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APENDICE B - INTEGRACAO ANALITICA DAS EQUACOES DE FORCA

Reescrevendo as equagdes 5.31 e 5.29 as curvas de forga Fj e F; representam dois

tipos de integrais,

A/ 1 ? llil t_t, -m /
ho=——=——"—|1 — dt B.1
A 1 T <t—t')m ,
Lig = ——/ t — dt. B.2
BT —m) o % ©2
Resolvendo a equacdo I, por meio do método de substituicdo, onde u = tt—/ edu= de’ entao
u=t/t=1,
A T A A
lig==——"— T d B.3
reescrevendo de outra maneira, temos
A N T A—1 1-m—1
lig=—=———|— — (11— " d B.4
T (1 m) (Tl) (Tz> /0 w-w) " (B4

onde fol w1 (1 —u)' ™" du é a funcio Beta correspondente a B(1;4;1—m) = B(A;1— ).

Entdo a funcdo I fica como,

A N T
e (5) (5) en >

. / !
Fazendo o mesmo para a integral /;g, temos que u = ’7 edu=4

A NN L —a\
8= Fi—m) (?z) <?1> J <T> e (B0

i 1-m—1
onde fot <IT;1”) du é a funcdo Beta incompleta da forma B (% A1 — m) , entao a expressao

para I3 €,

A N\ T,
i (5) (5) #Gn) o



e fazendo uma generalizacdo para qualquer integral da forma /1,

e et (O (1) "t

onde B(a,b) = L(a)l(b) , onde,

I'(a+b)

. _ (A —m)
BATI=m) = Fasi=m
além disso,

1 '(A)

T(1—m) TA+1-mBQA,1-m)

substituindo na equagdo B.8, usando AI'(A) =T'(A + 1) temos

e = A ra _anB)(x, [—m) (%)A (TLz) Bt om),

onde I(x;A;1 —m) = %:’:;), subtituindo, temos

e e (Y ()

onde AI'(A) =T'(A +1). Agora substituindo /;, nas equagdes 5.31 e 5.29, temos

A l—m A —m
F,(r):Ezmﬂ)% (Til) (%) com (t < 1),

_ I(%:2:1—m NPT
Fd(t) :EQF(A«-F l)ﬁ ("C_l) ("L'_Z) , com (Tl S t S T1+Td),

onde I(1;A;1—m) ~ 1.
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(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)



APENDICE C - PROPRIEDADES DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

A transformada de Laplace é da forma (SCHIFF, 1999),
F(s) = 2(£(1) = [ e fe)a.
0

sua transformada inversa é

L F(s)) = f(1),1 20

Se f(t) = 1 parat > 0, entio,

(o)

2(7(0) = [ ¢ “1ar = lim (e_st

T—oo \ —g§

T e 5T 1 1
0 T—oo —S S s

De forma geral, a transformada

P F(n+1),(%] - 0)

Sn—i—l Sn—i—l

paran =1,2,3,...e sua transformada inversa é

o nt (Tt 1)
<z (sm)—f (ST =1

A transformada de Laplace para a derivada f'(z) é

ZL(f'(1)) =L (sf(s) = f(0))

por seu turno a transformada de Laplace para a segunda derivada [ (1),

ZL(f"(1) =2 (sf'(1) = £(0)) = f'(0)

por si proprio,

2 (£70) =5"F(s) =" 1(0) =2 0) == LV 0).
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(C.1)

(C.2)

(C.3)

(C4)

(C.5)

(C.6)

(C.7)

(C.8)

(C.9)
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L(8(1) =1. (C.10)

A transformada de Laplace fracionaria para uma fungéo €(z) (MEDINA et al., 2017),

T(COpe.

para qualquer nimero inteiro.




APENDICE D - FORCA PARA A GENERALIZADO
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As contas das equacdes para as forcas generalizadasde forma exponencial usando

5.47 e 5.48 dos indentadores A = 1,0 e 2,0 e também A = 1,5. Vamos fazer uma substituicdo

para tudo primeiro para os indentadores com forma A = 1,0 e A = 2,0 nas equacdes

A funcdo erro estd definida como

2 [ _p
erf(x) = ﬁ/o e dt,

além disso, usamos a propriedade da funcdo erro que diz,

erfi(x) = —ierf(ix).

s A=1

A forca de loading da parte exponencial para uma indentacao cilindrica é

0
/T —-L
= —Eje (=) (- ™
T 0
E1 El _r
= —T7——Te [
T T

Por outro lado a for¢a de dwell da parte exponecial é

1
—_ ;‘Cl T "L'
s o) (2
- T T[/Tl
=—FEie ™ (_1) [/ toe’dt}
T 0
= —Ele%1 (E) [6—1’1/1’1 _60}
T
T] 7(t771) Tl —t
:El —_— e 1 _El - e‘L'l
T T

(D.1)

(D.2)

(D.3)

(D.4)

(D.5)

(D.6)
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Usando a as equacdes D.1 e D.2 agora se vai encontras as forgas para A = 2,0. A forca de

loading é

- 2 lnp ot ! o)
F.(t)=—(=1)"""2Ee @ F(——;Z) (—>
@l T

2
_t (1 —
=2Eje ™ (—]) / " xe Fdx
T 0
2 t _t
_ T E T
=2Ee T (—1) (—xe_x ! +/ ]e_xdx>
T 0 0

2 . (D.7)
Y ] T L P
=2FEie 1 (—) (—e’l —e )
T T 0
2
_t (T t L €z
e (2) (Lo -ehn)
T T
2 2
T T T _L
=2E1—;—|—2E1 (—1) +2FE, (—1) e 1"ll.
T T T
Usando a definicao da funcdo Gamma a forca dwell da parte exponecial é
- 2l i o)
Fde(t) = —(—l) “2E1e u F(——;2) (—)
T1 T
2 A
=2F; (ﬂ) e_% /T1 tetdt]
1 0
2 -
2, (3) e [re| T et “)} (D.8)
T i 0 0
‘L'l 2 _ _Tl T T
=2E; (—) e 1 |—e U —e Tl—f—l]
T LT1
2 2
_=u _=h _t
=2F; (ﬂ) e W —2F (ﬂ) e 1 +2F (ﬂ) e .
T T T
e A=1,5
Finalmente quando A = 1,5 nds usamos as seguintes equagoes
- A-1 == ! %
Fo=(-1)""AEjea 'l ——A || — ) , (D.9)
T1 T
5 Ay ° o)
Fio=(—1)""AElea T (——A )| —| . (D.10)
T T

A continuacio a for¢a de loading para parte exponencial para um indentador esférico

7 (t):Elg\/Z ] —E&ﬁ(%)zerfi(\/rz]) e . (D.11)

(€N
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e a forca de dwell para o mesmo indentador

Fu(t) = (—1* " AE e ™ (EYF <—i;/m)

T T1

3
13 _t (11\?2 t 3
=(-1)2=Eje ®|— ) ' ——;=
(=1) 2 1 (Tl) ( T 2)

(D.12)
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