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RESUMO

Resolver problemas de aprendizagem de maquina com conjuntos de dados intervalares ¢ uma
tarefa desafiadora que pode surgir em muitas aplicagcdes do mundo real, por exemplo, na predi-
¢do da pressao arterial (sistolica e diastdlica). Diante disso, muitos pesquisadores propuseram
métodos de regressao linear para lidar com dados intervalares nos tltimos anos. Embora muitos
esforcos tenham sido aplicados nesses problemas, todos os métodos disponiveis dependem da
modelagem do problema como uma tarefa de otimizagdo restrita, as quais podem levar a resul-
tados sub-6timos. Além disso, nenhum trabalho anterior forneceu uma maneira de treinar um
modelo de forma incremental, o qual é fudamental para problemas de big data. Nesse trabalho,
atacou-se ambos esses problemas pela proposi¢cao de dois diferentes métodos de regressao linear
baseados em tranformagdes logaritmicas. Os métodos propostos serdo referidos como Minimos
Quadrados Ordindrios Log Transformados (Log-transformed Ordinary Least Squares for Interval
Data) (LOID) e Minimos Quadrados Estocdsticos Log Transformados (Log-transformed Least
Mean Squares for Interval Data) (LLID) para dados intervalares, ambos foram comparados com
o método estado da arte em conjuntos de dados sintéticos e reais. Os resultados obtidos indicam
a viabilidade de ambas abordagens propostas por este trabalho. Além disso, destaca-se que,
diante do que foi pesquisado, o LLID é o primeiro método de regressao linear sequencial para

dados intervalares.

Palavras-chave: regressao linear; dados intervalares; aprendizado sequencial.



ABSTRACT

Solving linear regression problems on interval-valued data is a challenging task that may arise
in many applications, for example, blood pressure prediction (sistolic and diastolic). Because
of that, many researchers have designed methods for such task in recent years. Although much
effort has been devoted to this problem, all available methods rely on modeling the problem as a
constrained optimization task, which may lead to sub-optimal results. Moreover, no previous
work provide a way to train a model in a incremental way, which is fundamental for big data
problems. In this paper, we address both problems by proposing two different linear regression
methods based on log-transformations. The proposed methods, referred as Log-transformed OLS
for interval data (LOID) and Log-transformed LMS for interval data (LLID), are compared to
state-of-the-art methods on both synthetic and real-world datasets. The obtained results indicate
the feasibility of our approaches. Furthermore, to the best of our knowledge, LLID is the first

sequential linear regression method for interval valued.

Keywords: linear regression; interval data; sequential learning.
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1 INTRODUCAO

Modelos de regressao linear sdo largamente utilizados para prever valores numéricos
que sdo relacionados a um conjunto de medidas independentes (NETO; CARVALHO, 2017). Para
ajustar o modelo ao dado, € necessario estimar um vetor de pesos que definem o relacionamento
linar entre as varidveis independentes e as saidas, onde o vetor de pesos €, normalmente, obtido
pela minimizacao da funcdo de perda pré definida. Entre todas fun¢des de perda possiveis, a soma
dos erros quadradicos é a mais popular e define a abordagem de regressdo chamada de minimos
quadrados. Embora o método de minimos quadrados tenha sido usado satisfatoriamente em
muitas aplicacdes, todas as formulacdes basicas sdo desenhadas para trabalhar com conjutos de
dados onde cada coluna representa uma varidvel. Nesse sentido, tais modelos ndo sdo adequados
para trabalhar com dados intervalares.

Dados intervalares consistem na representa¢ido onde cada componente de uma dada
amostrada ¢ modelada como um intervalo, em oposi¢do a unico valor. Esse dados podem surgir,
segundo (GIORDANI, 2011), por exemplo:

— devido a cdlculos imprecisos gerados por dispositivos;

— dados que sdo intrinsecamente intervalares como pressao arterial ou sanguinea;

— usualmente, em pesquisas que utilizam questiondrios, tem-se a necessidade de se utilizar
faixas de intervalos para descrever perfis de renda, altura, idade e/ou peso das pessoas que
respondem ao questionario;

— dados flutuantes em casos de registros gravados durante um intervalo de tempo especifico.

Tendo em vista a variedade de problemas e situagdes que envolvem dados com essas
caracteristicas, ha anos, muitos autores tem pesquisado e apresentado modelos de regressao
linear para dados intervalares. Um dos primeiros trabalhos foi apresentado por (BILLARD;
DIDAY, 2000), onde eles propuseram um modelo que considerava apenas os pontos médios
(ou centros) dos intervalos para estimar os coeficientes da regressdo, por exemplo, uma varidvel
representada pelo intervalo [15, 25], tem seu ponto médio igual a 20. Nesse sentido, (NETO;
CARVALHO, 2008) apresentaram um método chamado de Método do Centro e Raio (Center
and Range Method) (CRM), que melhora o trabalho anterior por considerar dois problemas de
regressao linear independentes, onde o primeiro modela o ponto médio (centro) e o segundo
modela o raio (ranges). Em (NETO; CARVALHO, 2010), os mesmos autores apresentaram uma
nova versao de seu método, agora, chamado de Método do Centro e Raio Restritos (Constrained

Center and Range Method) (CCRM), onde eles usam uma regressao linear restrita para assegurar
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a coeréncia dos resultados, isto €, os valores preditos para os limites superiores, dos intervalos,
devem ser maiores que os preditos para os limites inferiores. Além disso, o desenho do modelo
linear esparso foi objeto de estudo do trabalho desenvolvido por (GIORDANI, 2011). O autor
propds uma variante do algoritmo LASSO para dados intervalares.

Analisando os trabalhos supracitados, pode-se notar que a restricdo de coeréncia
em ambos (NETO; CARVALHO, 2010) e (GIORDANI, 2011) impde restri¢des desnessarias
ao modelo de regressdo final. Em (NETO; CARVALHO, 2010), os autores asseguram que 0O
raio predito sempre serd positivo devido a restricdo dos pesos da regressdo serem positivos.
Essa regra pode levar a resultados sub-6timos pois ndo permitem que o processo de otimizagao
encontre uma relacio entre entradas e saidas dadas, sejam por um coeficiente de valor negativo,
mesmo que se isso ocorra na geracdo dos dados. Utilizand uma configuracao diferente, o autor
(GIORDANI, 2011) impde uma restricao para fazer que a predicdo do raio seja positiva apenas
no conjunto de treinamento, assim, ndo assegurando que a predi¢do do conjunto de dados de teste
ird ser sempre positiva. Outra desvantagem desses trabalhos apresentados anteriormente € que
nenhum deles adaptou os modelos de regressao linear para fornecer uma maneira de encontrar
os coeficientes iterativamente.

Nesse trabalho, objetiva-se enfrentar os problemas mencionados pela proposi¢ao
de duas abordagens de regressdo linar para dados intervalares baseados em transformagdes
logaritmicas sobre os dados disponiveis. A grosso modo, utiliza-se a configuracao de centros
e o raios das varidveis intervalares e aplica-se uma transformagao nos raios usando-se uma
fungdo logaritmica. Apds isso, computam-se os coeficientes usando os algoritmos Minimos
Quadrados Ordindérios (Ordinary Least Squares) (OLS) e Minimos Quadrados Estocésticos
(Least Mean Squares) (LMS). Os métodos propostos incluem um passo de pré-processamento
para a normalizacdo dos raios, através dessa normalizacdo antes de se aplicar a transformacao,
assegura-se que o dado transfoamdo € uma regido guasi-linear da funcdo logaritmica. Esse
processo € usado para minimizar os efeitos da transformagdo nao-linear sobre o processo de
estimacao dos pesos. A efetividade de ambos os métodos sao verificados pela comparacdo com

0o CCRM em varios conjuntos de dados reais e sintéticos.

1.1 Justificativa e Objetivos

A adaptacdo ou criacdo de mecanismos que visam manipular dados intervalares tem

sido bastante incentivada nos utlimos anos, nesse contexto, sabe-se que manipular intervalos a fim
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de se trabalhar com extensdes de abordagens cldssicias em aprendizado de maquina possibilitam
resguardar sua integridade, evitando-se a perda de informagdes além de se conseguir resultados
mais coerentes em relacao aos problemas. Portanto, este trabalho propde duas extensoes de dois
métodos cldssicos da literatura, OLS e LMS, realizando-se, assim, uma importante contribui¢ao

para drea que trabalha com dados intervalares.

1.2 Objetivos

Objetivo Geral: estender os métodos OLS e LMS para resolver problemas com
dados intervalares. Além desse, sdo objetivos especificos:
— formular uma variante do LMS considerando o centro e raio dos intervalos como entrada,
porém o processo de treinamento e estimacao das saidas sdo feitas de forma independentes;
— formular uma variante do OLS considerando o centro e raio dos intervalos como entrada,
resolvendo o problema de forma andloga a dita acima;
— aplicar a transformacao logaritmica e verificar sua eficécia;
— realizar a normalizacdo dos dados para reduzir os efeitos da nao-linearidade nos dados
Este trabalho estd organizado da seguinte forma: o Capitulo 2 detalha os conceitos
e versdes originais do OLS e LMS, além de descrever um pouco sobre intervalos e regressao
linear para dados intervalares; Capitulo 3 desenvolve os dois modelos propostos: OLS e LMS,
respectivamente, para dados intervalares; o Capitulo 4 descreve a metodologia utilizada nos
experimentos de validacao dos métodos de regressao, além dos resultados obtidos em experi-
mentos numéricos (em conjuntos de dados reais e sintéticos) e os discute e o Capitulo 5 conclui

o trabalho.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

Neste capitulo, se descrever-se-30, nas sub-secdes seguintes, os conceitos de interva-
los, suas propriedades, bem como demonstrando exemplos de como estes dados se comportam no
plano cartesiano. Além disso, se definirdo os métodos cldsssicos de regressao linear, OLS e LMS,
respectivamente. Por fim, serdo descritos as abordagens de regressao para dados intervalares,

CM, CRM e CCRM.

2.1 Regressao Linear

Anélise de regressao ¢ uma técnica que pode ser usada para prever os valores de
uma varidvel quantitativa dependente (ou saida) como uma func¢do de valores de uma varidvel
quantitativa independente (ou entrada) (KLEINBAUM et al., 1988). O objetivo de uma tarefa de
regressao € encontrar um modelo que se ajuste aos dados. Assim, é necessdrio estimar um vetor de
parametros W usando o vetor de dados de saida y e a matriz de entrada X. A etapa de estimacio
dos parametros (coeficientes), W, pode ser visto como um problema de otimizacdo. Nesse
trabalho, consideram-se os algoritmos minimos quadrados e gradiente descendente para resolver
tais otimizagdes. Nesse sentido, faz-se necessdrio descrevé-los para um melhor entendimento
ao longo da leitura desse trabalho, portanto, inicia-se descrevendo-se o método dos Minimos

Quadrados Ordinarios (OLS).

2.1.1 Minimos Quadrados Ordindrios (OLS)

O método dos Minimos Quadrados Ordindrios (OLS) € um método padrao usado para
obter um dnico valor para um parametro fisico a partir de varias medi¢des desse parametro, ou
parametros relacionados a ele por um modelo matemético desconhecido. O primeiro uso do OLS
€, geralmente, atribuido a Karl Friedrich Gauss em 1795, Gauss inventou o OLS para permiti-lo
estimar o movimento orbital dos planetas a partir de medi¢des de um telecopio (WELLS et al.,
1985).

Muitas areas e campos de pesquisas tem como ferramenta de estimacao o método
dos minimos quadrados, entre eles, o aprendizado de maquina, econometria, quimica, dentre
outras dreas que buscam fazer predi¢do de varidveis a partir de um conjunto observagdes obtidas
por algum equipamento, por exemplo.

Nesse sentido, apresenta-se a defini¢do bésica do método dos minimos quadrados de
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acordo com (POLLOCK; POLLOCK, 1979).

Uma equacao de regressao da forma:

Vi =Xxawi +Xxpwa + - -+ Xxipwp + &
2.1)

= Xl-TW + &
explica que o valor da varidvel dependente y; em termos do conjunto de P varidveis
observdveis em X; = [xjj, X, - ,x,-p]T e uma variavel aleatéria nao observada g. O vetor

T contém os pardmetros de uma combinacio linear das varidveis em x;.

W = [W17W27' o 7WP]
Um conjunto de N sucessivas realizacdes do relacionamento da regressdo, indexados por i =

1,2,--- N, pode ser compilado dentro do sistema

y=Xw+e, (2.2)

ondey = [y1,y2,--+,yv]T e € = [e1,&,---,&n]T sdo os vetores de ordem N e X =
[x;p] € uma matriz de ordem N X P. Deve-se assumir que X é uma matriz ndo estocéstica com
posto P(X) =i o qual requer N > i.

De acordo com hipéteses cldssicas, os elementos do vetor de ruidos € sdo indepen-

dentes e identicamente distribuidos com média 0 e variancia o2. Assim,
Ele]=0 e 9[e]=Elee’ | = o’ly. (2.3)

A matriz Z|[€], a qual é descrita como matriz de covaridncia ou matriz de dispersdo de
€, contém a variancia comum 62 = &[{&; — &[€;]}?] em cada uma de suas diagonais, suas demais
posicdes sdo 0, onde cada um deles corresponde a covariancia &[{&; — &g/ }{& — &[€]}T] de
dois elementos distintos de €.

O valor de w pode ser estimado de acordo com o principio da regressao dos minimos

quadrados ordindrios através da minimizagao da fung¢do quadratica

S=¢ele=(y—Xw) (y—Xw). (2.4)

O problema pode ser visto como encontrar um valor para § = Xw com a menor
distancia em relacdo ao vetor y. Essa interpretacdo vem do reconhecimento que a funcdo
S =¢eTe = (y— Xw)T (y — Xw) representa o quadrado da distancia Euclidiana (YOUNG; HOU-
SEHOLDER, 1938) entre dois vetores. A minimizacao do valor de w € encontrado pela diferen-

ciacdo da funcdo S(w) em relagdo ao w e igualando o resultado a 0, tem-se a condi¢do
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as

Ju = 2w XX —2y'X =0 (2.5)
Rearranjando a equacao acima, obtém-se

X"Xw =Xy, (2.6)

onde a solucdo da estimac¢ao dos minimos quadrados ordindrios sdo os parametros

da regressao:

W= (XTX)" !XTy, (2.7)

A estimagdo da componente sistemdtica das equagdes da regressao €

Xw = X(X'x)" !XTy
(2.8)
= Py.
Aqui, P = X(X”X)'X” é chamado de projetor ortogonal ou perpendicular sobre o

manifold de X, é uma matriz simétrica com propriedades P = PT = P2
2.1.2 Minimos Quadrados Estocdsticos (LMS)

Nesta se¢do, descreve-se o mais popular algoritmo de aprendizagem iterativo co-
nhecido por LMS, o qual foi desenvolvido por (WIDROW et al., 1960). O LMS foi o primeiro
método linear de filtragem adaptativa para solucionar problemas de predi¢des e equalizacao de
canais de comunica¢ao (HAYKIN et al., 2009).

A principal vantagem do LMS € que ele se estabeleceu ndo apenas como um cavalo
de batalha para aplicacdes de filtragem adaptativa, mas também como referéncia para outros
algoritmos. As razdes por tras dessa vantagem sao:

— Em termos de complexidade computacional, o LMS tem complexidade linear em relagdo
aos parametros ajustdveis, o qual faz o algoritmo ser computacionalmente eficiente, além
de ser efetivo;

— O algoritmo € simples de codificar e ficil de construir;

— Sobretudo, ele é robusto a distirbios externos.
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Seja, uma matriz de entrada, Xyp, com X; = [x;1, X2, . .. ,x,-j]T, onde i = (1,2,...N)
e j=(1,2,...,P),eovetorde saida yy = [y1,y2,...,yn]. O problema que deseja-se atacar é
como desenhar um modelo de multiplas entradas e uma tnica saida de funcao desconhecida é
construido. O modelo opera sob a influéncia de um algoritmo que controla a necessidade de
ajustes dos parametros, w, da funcao a ser modelada seguindo os seguintes pontos:
— O método inicia a partir de uma configuragdo arbitraria dos parametros w;
— Ajustes dos parametros (pesos) em resposta as variagdes do comportamento do sistema
sdo feitas de forma continua (isto €, sdo incorporadas dentro da constru¢@o do algortimo);
— Os cdlculos dos ajustes dos pesos sao realizados, completamentes, dentro do intervalo de
uma iteragao;
O fluxo de trabalho do método consiste em 2 processos continuos:
1. Processo de filtragem, o qual envolve o cdlculo de 2 varidveis:
— uma saida, denotada por y;, que € produzida em resposta aos P elementos do vetor de
entrada x;;
— um erro, denotado por &;, que € obtido pela comparacao da saida y; com a saida
yi correspondente produzida pela fun¢ao desconhecida. Em outras palavras, y; € a
resposta desejada ou saida alvo.
2. Processo adaptativo, o qual envolve o ajuste automético dos pesos de acordo com o error &;
Entdo, a combinacdo desses dois processos, trabalhando juntos, constituem um loop
atuando em torno da fungao.

Sabe-se que a fungdo € linear, logo, a saida y; é exatamente:

P
Yi = Z WikXik (2.9)
k=1

onde wii,wi,...,w;p s@0 os P parametros da func¢do, calculada na iteracdo i. Em

forma de matriz, pode-se expressar y; como um produto interno do vetores X; € w; cOmo
= X W, 2.10
Yi = X;W; (2.10)
onde
R ; 7 2.11
W; = [W117W127'~~7W1P] . (2.11)
Portanto, pode-se calcular, também, o erro através da equagdo abaixo

& = yi— Vi (2.12)
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A maneira na qual o erro & € usado para controlar os ajustes dos pesos da funcao
€ determinado pela fun¢@o de custo usada pra derivar o algoritmo de filtragem adaptativa de
interesse, assim, tem-se um problema de otimizagdo, nesse contexto, portanto, faz-se necessario

explicar, rapidamente, o processo de otimizagao irrestrita.
2.1.2.1 Otimizacado Irrestrita

Considere uma fungdo funcdo de custo J(w) que é uma fungdo continuamente
diferencidvel com algum vetor de pesos w desconhecido. A func¢do J(w) mapeia os elementos
de w dentro dos nimeros reais. E o célculo de como escolher o vetor de parimetros w de um
algoritmo de filtragem adaptativa para que se comporte da melhor maneira possivel. Deseja-se

encontrar uma solucdo w* que satisfaca a condi¢ao

J(w*) < J(w) (2.13)

isto €, precisa-se resolver um problema de otimizagao irrestrita, declarada como se

segue:
minimize J(w).
w
A condicdo necessdria para otimalidade é
VJ(w*) =0 (2.14)
onde V ¢é o operador gradiente,
Jd d d
V= o T 2.15
[8W178W27 ’&Wp] ( )
e VJ(w) é o vetor gradiente da fungdo de custo,
aJ dJ aJ
VI(w) = . d 2.16
W) =[5 g g ] 216)

Uma classe de algoritmos de otimizacao irrestrita sdo particularmente bem adequadas
para o desenho de filtros adaptativos baseados na ideia de uma descida iterativa. Espera-se que o

algortimo ird, eventualmente, convergir para a solucido 6tima w*. Fala-se que "espera-se"pois ha
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uma possiblidade remota do método divergir, ou seja, tornar-se instdavel, se algumas preucacoes
ndo forem tomadas.

Assim, para este trabalho, utilizou-se o método do gradiente descendente proposto
por (BERTSEKAS; TSITSIKLIS, 2000) para se resolver o problema de otimizacao da fungdo
de custo do algoritmo LMS, na secdo seguinte, faz-se uma breve descri¢ao de como funciona o

método do gradiente descendente.
2.1.2.2 Meétodo Gradiente Descendente

No método do gradiente descendente, os sucessivos ajustes aplicados ao vetor de
pesos w sdo na dire¢do a minimizacdo do gradiente, isto €, na oposi¢do oposta ao vetor gradiente
VI(w).

O algoritmo do gradiente descendente € formalmente escrito por
Wil =W —aV]J (W) (2.17)

onde o é uma constante positiva chamado de passo de aprendizagem e VJ(W;) é o
vetor gradiente calculado na iteracdo i. Indo a partir da iteracdo i a i + 1, o algortimo aplica a

corregao

AW; = Wi 1 —W;
(2.18)
=—aV] (Wl)
Portanto, o método o gradiente descendente converge para a solu¢cdo W* lentamente.
Além disso, o passo de aprendizagem « tem uma profunda influéncia no comportamento de
convergéncia:

— Quando «a € pequeno, a resposta do algoritmo € superdimensionada, pois a trajetoria
tracada por Ww; segue um caminho suave no plano, como pode ser verificado pela Figura
la;

— Quando é grande, a resposta do algoritmo é subestimada, pois a trajetéria de W; segue um
caminho em zigue-zague (oscilatorio);

— Quando a excede um certo valor critico, o algoritmo se torna instdavel, ou seja, diverge,

conforme ilustrado na Figura 1b.



Figura 1 —Ilustragcdo da convergéncia com diferentes valores de
(a) Convergéncia para um valor de o pequeno. (b) Convergéncia para um valor de ¢ grande.

180

T 22
|

23

218
|

wh |
sof |
sl |

40 A\

20
a

a0 100

2.2 Conceitos Basicos de Intervalos

Como descrito em (BOCK; DIDAY, 2012), um dado intervalar é uma classe de dado
simbélico que pode ser usado com o objetivo de resumir um grande conjuto de dados. Além
disso, hd muitas situa¢des, no mundo moderno, onde os valores de uma variavel especifica pode
ser representada como um intervalo, por exemplo, célculo da pressdo sanguinea ou informagdes
de renda média familiar, o qual, normalmente, é considerado em termos de intervalos do saldrio
minimo, isto é, seja X = [1,4], onde X é um intervalo de 1 a 4 saldrios minimos de um individuo

ou familia. Assim, como enfatizado por (NETO; CARVALHO, 2017), a disponibilidade desse
tipo de dado e o recente crescimento do aprendizado de miquina como uma importante forma de
andlise de dados, tem trazido a necessidade de estender as técnicas de modelagem para dados
intervalares. A imporantancia desse de tipo de dado tem criado um outro campo de pesquisa o
qual estuda e formula toda as operagdes aritiméticas sobre varidveis intervalares, como pode ser

visto em (KEARFOTT, 1996).

E relevante mencionar que, seguindo o que foi escrito em (MOORE et al., 2009),
todas as variaveis intervalares usadas nesse trabalho serdo um intervalo fechado. Denota-se,

entdo, uma varivel intervalar X = [x’, x| com um conjunto de niimeros reais dados por:
X = [xL, xU]:{xe,%’:xL <x SxU}.

Conforme mostrado na lista de simbolos, adota-se, neste trabalho, letras maiuscu-

las para representar uma varidvel intervalar, seus limites (endpoints ou bounds) x* e xV sio

representados por letras minusculas, pois sdo nimeros escalares.
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Figura 2 —Ilustragdo do Vetor de Intervalo X = (X1,X>)

X

Portanto, pode-se, agora, definir alguma das propriedades e operagdes aplicadas as
varidveis intervalares conforme descrito abaixo e definido por (MOORE et al., 2009):
— dois intervalos X e Y sdo ditos serem iguais se eles tem os mesmos conjutos. Na prética,

1Sso acontece se eles possuem limites iguais:
X:YsexL:yLexU:yU

— fala-se que X é degenerado se x* = xU. Como um intervalo contém um tinico numero real
x, por convengdo, concorda-se em identifica-lo como um intervalo degenerado [x, x| com o

numero real x. Nesse sentido, pode-se escrever como:
0 —[0,0]

— Oraio (range) de um intervalo X € definido e denotado por

_(xU—xL)
X =t

— O ponto médio ou centro (center) de um intervalo X € computado seguindo a equagdo

€ (xF +xY)

2
Na Figura 3 pode-se ver a ilustracdo do centro, raio e os limites inferior e superior
de um intervalo no plano.
Portanto, exemplificadas as deni¢cdes acima, pode-se, também, representar um inter-

valo usando-se apenas seus valores de centro e raio

X = [x¢ — xR, x© 48]
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Figura 3 —Raio, Centro e Limites de um Intervalo

0 i1 X T T

2.3 Regressao Linear para Dados Intervalares

Ao contrario dos métodos cldssicos para tratamento de dados que foram desen-
volvidos ao longo de mais de um século, os métodos para tratamento de dados intervalares
estdo crescendo a cada dia. Portanto, nessa sub-se¢@o apresentarar-se-ao alguns dos algoritmos
de regressdo linear para dados intervalares baseados nos minimos quadrados (OLS). Os trés
principais métodos para esse tipo de dado sdo: método do centro (CM), método do centro e do

raio (CRM) e o método do centro e do raio restrito (CCRM) (FAGUNDES, 2013).
2.3.1 Método do Centro (CM)

Um dos primeiros métodos de regressdo linear para dados do tipo intervalo, foi
apresentado por (BILLARD; DIDAY, 2000), chama-se Método do Centro (CM), o qual tem
como objetivo ajustar um modelo de regressao linear utilizando apenas os centros das varidveis
intervalares, ou seja, construir um modelo onde todas as entradas serdo o centros calculados a
partir dos dados do tipo intervalo, em seguida, aplica-se esse modelo aos limites inferiores e
superiores dos intervalos das varidveis de entrada para prever, respectivamente, o limite inferior e
superior da varidvel de saida. Portanto, a fun¢@o de custo desse método a qual busca-se minimizar
serd a soma dos quadrados dos erros dos centros dos intervalos.

Seja X = {X1,Xz,...,Xy} um conjunto de exemplos, onde cada x; = [X1,...,Xip]”,
i=(1,2,...,N), Xij = [x;,x8] € Q = {[xf,xli] | xf <alfs xbxf e 2} (j=1,...,P)eYi=
[Yz[fvyzl']] € Q.

Considerando que o conjunto de varidveis X; como variaveis preditoras independentes

relacionadas linearmente com uma varidvel resposta dependente Y; seguindo o modelo:

yE = wo+wixh +waxh + - +wpxhp + € .19

W=wo+wixd +waxl 4+ wpxlp +g”
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Seguindo as Equagdes 2.19, pode-se encontrar os parametros minimizando-se a soma

dos quadrados dos erros dos limites inferiores e superiores dado por:

(y —wo — wle — = wal-LP —|—yf-/ —wo — wlx% WszP) (2.20)

|
™=

N
Ze+8

i=1 i

1

observando-se, entdo, a Equacdo 2.20, verifica-se que a estimagdo dos limites inferi-
ores e superios utilizam os mesmos pardmetros w = (wg,wy,...,wp), 0S quais serdo estimados
utilizano os valores dos centros como dito anteriormente, portanto, pode-se reescrever a expressao

dos parametros estimados em notagdo matricial, conforme mostrado abaixo:
Ww=(A)"'b (2.21)

onde A é uma matriz de dimensdo (P+ 1) x (P+ 1) e b é um vetor com dimensao

(P+1) x 1, calculados como:

N Zixl.cl xiCP
C C\2 C.C
xS (X XX
A— Zz' il Zl(.ll) ' Y l.P il e b= (Zylc"zylcxl) (2.22)
: : : : i i
YONG TaGal L Yi(aG)?

Portanto, a Equacdo 2.21 pode ser representada seguindo o que foi explicado na

secdo 2.1.1:
= (X)X (X)Ty" (2.23)
onde, X¢ = ((x{)T,(xH)T,....(x{)7), xE = (1,25,...,2%) e
xk 4+ yE+
¥ = 0§05,...,y5)T. Além disso, tem-se que xg % ¢ = %
Logo, ao se aplicar o modelo para prever y tem-se:
yL _ (XL)T\”\V
(2.24)

Como pode se ver, esse método nio assegura que Y < YV, Se isso ndo é garantido,
uma imporatne regra dos dados intervalares serd quebrada e o resultado nao serd considerado um

intervalo valido.
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2.3.2 Meétodo do Centro e Raio (CRM)

A ideia bésica do método do centro e raio proposto por (NETO; CARVALHO, 2008)
foi considerar uma nova abordagem para ajustar um modelo de regressao linear aos dados
intervalares usando a informacao contida nos centros e raios dos intervalos com o objetivo de

melhorar a performance de predi¢do do modelo em comparacao com o método do centro (CM).

Seja X = {X1,X,...,Xy} um conjunto de exemplos, onde cada x; = (X1,...,Xip)”,
:(13277N) [xll}’xU]GQ {[ lj’ ]|xL<le’ xll"ﬁx 6%1}(-}_1 P)eYl:

[yiL,le] € Q. Seja, tambem, y¢ e X€ o conjunto de centros das varidveis quantitativas ou de
saida e o conjunto de centros das varidveis de entrada, respectivamente, y* e X¥ os respectivos
conjuntos de raios correspondentes a cada varidvel y; e X;, onde o célculo utilizado para se obter
os centros e raios dos intervalos seguiram as equacdes descritas na secao 2.2.

Assim, consideram-se y© e y® os conjuntos de varidveis dependentes, X¢ e XX os
conjutos de varidveis preditoras independentes que sdo relacionadas de acordo com a seguinte

regressao linear:

C C Cc.C Cc.C C
Vi :W0+W1X~1+'-'+pr~p+8-
i i i 1 (225)
YR =wi +wial + -+ wixls +€f.

Entdo, a soma dos quadrados dos erros dos centros e raios do Método do Centro e

Raio (CRM) é dado por

i=1 i=1 (2.26)

N

cC_ . C_.C.C Cc.C\2 R R __R R.R\2

:Z OfF = wg —wixl — - —wpxp)*+ Y OF = wh —wial — - —wixlp)?,
i=1 i

=

I
—

Entdo, a mininizac¢do da equacao acima € equivalente a se ajustar dois modelos de
regressdo independentes sobre os centros e os raios dos intervalos, respectivamente.

Portanto, a regressao linear para os centros pode ser escrita como:

y¢ = XWC €€, (2.27)

onde y© = (47 ,)5,....05)", X = ((x)", (x5)",.... (xx) ")),

xHT = (1,25, ...,x5%), wE = (w5, wi, ... o wh)T, €€ = (eF,€5,. .., eQ)T.
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De forma similar, a equacdo da regressao lienar sobre os raios € dada como se segue:

y¥ = XEwR + ek (2.28)

onde yR = (ﬁ?ylg’ cee 7y§/)T’ X = ((Xlle)Tv (X§)T7 RRR) (XRZ;I)T)TL
(xBVT = (1,28 xR, wh = (R wh o wB)T R = (eR X .. eB)T.

Portanto, usando o método dos minimos quadrados para estimar W¢ e WR nas
equagdes mostradas acima, podemos escrever a estimagdo como:
A C C\TxC\—1(wC\TC
W= ((X7)'X5) T H(XE) Ty

(2.29)

AR R\TxR\—1 (e R\T R
W= (X)X (X)) Ty

Assim, dado um novo exemplo x = (X,X>,...,Xp), onde x¢ = (xlc,xg, ... ,xICJ)T e

xR = (B xR ... xB)T o valor de § = [§F, $V] predito a partir dos valores preditos para $¢ e $* é

calculado como mostrado abaixo:

L = oC — R
(2.30)
=305

Pode-se observar que, diferentemente, do método do centro, o CRM utiliza duas
regressoes lineares independentes sobre os centros e os raios das varidveis intervalares a fim de
predizer os valores dos limites inferiores e superiores, seguindo as propriedades j4 explicadas na
primeira secao deste capitulo. Contudo, mesmo diante dessa melhora no modelo, ndo hd, porém,
nenhum restri¢ao na regressao sobre os raios, ou seja, pode-se predizer um valor para um dado
$R < 0, o que invalida a existencia de um intervalo valido, pois isso viola a regra que para todo

intervalo, os limites inferiores devem ser menores ou iguais que os limites superiores.
2.3.3 Meétodo do Centro e Raio Restritos (CCRM)

O método do centro e do raio mostrado na se¢do anterior, demostrou a importancia
de incluir as informag¢des fornecedidas pelo centro e o raio de um intervalo em um modelo de
regressao linear, porém, o modelo que foi proposto ndo garante, matematicamente, que )?IL < )GZU .
Portanto, nesse contexto, os mesmo autores propuseram em (NETO; CARVALHO, 2010), um
novo modelo de regressio linear, agora, restrigindo os valores dos parimetros W* estimados pelo

algoritmo, desse modo, conseguiram assegurar que o y; = [)?ZL7 )Ale]7 yllf < le.
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Assim, considere, novamente, yC e yR sejam varidveis dependentes e ch e X f (j=
1,2,...,P) as varidveis preditoras independentes, mas, agora, relacionadas de acordo com a

regressao linear:

MF = WG Wi e b wpp g
(2.31)

R R, C R

Y= WO Wi e whkp €

com restri¢oes wf >0,j=0,...,P.

Observe que o modelo de regressao ajustado aos raios dos intervalos ird ser calculado
considerando restri¢des de desigualdades cujo objetivo € assegurar que le > 0, o qual significa
que y% serd sempre menor ou igual ao )?IU. Vale ressaltar, sempre, que os parimetros w* nio
possuem nenhuma restricao.

Assim, no método do centro e raio restritos (CCRM), a soma dos quadrados dos

erros dos centros e dos raios € dado por:

I
M=
-
@)
-
+
M=
w
X
-

Sccrm

N
I
—_
-
I
—_

2.32
OF = w6 —wfa§ = —wiaG)? + 1 OF —wh —whelt - —waf)?, (332

i=1

I
™=

N
I
—_

restrito por wf >0,j=0,....P,
Na secdo 2.1.1, apresentou-se o método dos minimos quadrados ordindrios sem
restricoes de w¢ e wR. Contudo, observe que o modelo proposto na Equagdo 2.32 serd ajustado
de acordo com as restri¢des de desigualdade w? >0, j=0,...,P. Pode-se reescrever o CCRM

utilizando-se nota¢do matricial como

vC = X wC 1 g¢

y* =X W e, (2.33)
com restri¢des wf >0,j=0,...,P,

onde, X¢ e X% possuem posto completo P+ 1 < N, y© = (ylc, . ,yf,)T, XC¢ =
()T oo ()T ()T = (LXG o XG) WE = (0. 0T €€ = (€., €T, ¥R =
R, BT XE = (T, (xB)DT, (BT = (1,Xi’f,...,Xi’;)), wRk = (wg,...,wg)T com
restri¢des wf >0,j=0,...,Peel=(ek ... e&)T.

Sabendo-se que o processo de estimagdo dos pardmetros w’

ndo possuem restri¢oes,
pode-se, entdo, aplicar o método dos minimos quadrados conforme a Equagdo 2.7 para estimar

os valores de W¢:
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W = (X)X 1(xHTyC. (2.34)

Contudo, a segunda equacdo na Expressao 2.33 deve ser ajustada de acordo com as
restri¢cdes de desigualdade wg > 0, nesse sentindo, o0 método dos minimos quadrados ordindrios,
em sua formulagdo original, como dito anteriormente, nao funciona com restricdes, entao,
(NETO; CARVALHO, 2010) utilizaram uma solu¢do desenvolvida para esse problema através de
técnicas iterativas de programacao quadrddica apresentadas por (JUDGE; TAKAYAMA, 1966)
cujo algoritmo da solucdo foi apresentado em (LAWSON; HANSON, 1995), assegurando-se a
positividade do vetor de parametros w® estimados pelo minimos quadrados, se X% tem posto
completo P+ 1 < N. A ideia basica do algoritmo proposto por (LAWSON; HANSON, 1995)
€ identificar os valores que sdo incompativeis com as restricoes e alterd-los para valores ndo
negativos através de um processo de re-ponderacgao.

Assim, uma vez definidas as equagdes das regressoes lineares propostas pelo (CCRM),
pode-se descrever a etapa de predicao dos valores de saida do modelo. Dado um novo exemplo
x = (X1,X2,...,Xp), onde x¢ = (x{,x5,...,x5) e xB = (&F 2, ..., xK) o valor de § = [$*, V]

predito a partir dos valores preditos para ¢ e $¥ é calculado como mostrado abaixo:

L =€ R
(2.35)
3V =5+ 55,

C=(xOTwC, 38 = (xF)TwR, (xO)T = (1,25,...,x5),

(xB)T = (1,28, x8), (W) = (o, w§,... . 05T e (WE)T = (o, Wk, ... . WE)T
comwk >0, j=0,....P.

Novamente, nota-se que, apesar das melhorias propostas pelos autores do CCRM,
pode-se viasualizar uma falha fundamental na concep¢do do modelo de regressao restrito ajustado
sobre os valores de X, pois, uma vez que os pesos ajustados sio forcados a serem maiores ou
iguais a 0, o modelo ndo conseguird prever os valores das varidveis de saida de forma adequada,
quando houver uma relagio linear onde algum dos valores dos pesos que multiplicam XF forem

negativos.
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3 METODOS PROPOSTOS

Uma vez que tém-se descritos os fundamentos tedricos, os quais foram utilizados
para o desenvolvimento deste trabalho, observou-se que cada uma das solu¢gdes propostas para
regressao linear intervalar, desde o método do centro proposto por (BILLARD; DIDAY, 2000),
passando pelo método do centro e raio descrito em (NETO; CARVALHO, 2008) e chegando
ao método do centro e raio restrito desenvolvido em (NETO; CARVALHO, 2010), possuem
problemas que ainda precisam ser melhorados a fim de se obter modelos de regressao linear mais
adequados aos dados do tipo intervalo.

Nesse contexto, os problemas que motivaram o desenvolvimento desses dois proxi-
mos métodos foram a necessidade da gera¢do de uma regressdo onde os pesos sejam otimizados
iterativamente, pois em caso de conjuto de dados muito grandes todas as solu¢gdes propostas
utilizando os minimos quadrados ordindrios, necessitam de um alto poder de processamento,
dada a caracteristica do algoritmo de fazer a otimizacdo em lote.

Além disso, o método do centro e raio restrito que foi proposto com o objetivo de
melhorar algoritmos anteriores resguardando a propriedade de que os limites inferiores serdao
sempre menores ou iguais aos limites superiores, utilizou-se de uma restricdo muito forte, fazendo
com que os dados que possuirem uma relacao linear com coeficientes negativos para os raios,
ndo consigam ter seus pesos ajustados de maneira a ter boas predicdes. Portanto, diante desses
2 problemas encontrados, este trabalho apresenta duas solu¢des que resolvem tais problemas

relatados anteriormente.
3.0.1 Minimos Quadrados Ordindrios Log Transformados para Dados Intervalares (LOID)

Com o objetivo de assegurar que XiL < Xl[-] o LOID propde, assim como o CCRM,
o ajuste de duas regressoes lineares para os centros e raios, respectivamente, porém, com uma
transformacao logaritimica nos dados na etapa de treinamento.

Assim, seja Xyp € yy a matriz de entrada e o vetor de saida, respectivamente, onde
Xij= [leJ, x%],Yi =Dk, i=(1,2,...,N) e j=(1,2,---,P). Tem-se, portanto, X, e XX,
os centros e raios de X, respectivamente, assim yg, os centros do vetor de varidveis dependentes

(ou saida) e yllf, os raios dessas varidveis. Em nota¢do matricial, o método LOID propos pode ser

€scrito como:
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3.1
yR — XR WR+€R,
onde, W& = (W§,0§,... . wE)T, WR = (WRWR ... WE)T, €€ = (ef,... €5)T, and
eR = (el ... eb)T
Entdo, a soma dos quadrados dos erros € dada por
V2 L NP R
ecom = Y (& )+ ) (&)
i=1 i=1
O AC aCC C.C\2
=2 OF =G = Wiy — - = Whxip) (3.2)
i=1
R R R R _R\2
+ Z()’i — WG — WX — - — W)
i=1

C

Os parametros W~ na primeira expressao da Equacao (3.1) sdo encontrados via a

formulacdo padrao dos minimos quadrados ordindrios descrito na secao 2.1.1

WC — ((XC)T XC)—I (XC)T yC7 (33)

€ ndo sdo restritos.

onde faz-se necessario enfatizar que os parametros w

A segunda expressdo na Equacdo (3.1) deve ser ajustada seguindo a restricio yX > 0.
Entio, asseguram-se que os valores preditos para yX sdo maiores ou iguais a 0, usando uma
transformacio logaritmica sobre os raios das varidveis dependentes yX, a qual ser4 utilizada para
ajustar os parAmetros WX.

A transformacdo logaritmica oferece a possibilidade de conseguir valores a partir
de qualquer componente de W® < 0, essa é uma importante caracteristica caso o conjuto de
dados gerado ou obtido tenha esse comportamento, contudo, aplicando-se essa transformacao,
adiciona-se uma nao linearidade aos sobre os dados, embora aja uma maneira de minimiza-la,
usando apenas uma simples normalizacdo sobre X ey, para isso, dividiu-se todos os elementos
por seus respectivos valores méaximos, isto é, X/max(X) e y/max(y).

Conforme ilustrado na Figura 4, pode-se observar a importancia da normalizacdo

dos dados além de se entender como o processo de transformacgdo assegura que os valores de

$® sempre serdo maiores que 0. Na Figura 4a observa-se que a ndo linearidade quando os
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dados entdo entre 0 e 1 € minima, portanto, isso faz com que o LOID consiga obter €xito na sua
proposta, ja na Figura 4b, tem-se que é necessario aplicar a funcdo exponencial para se obter, de
fato, o §% pois como pode-se ver os valores serdo sempre positivos.

Figura 4 — Gréficos das Fun¢des Logaritmica e Exponecial
(a) Fun¢do Logaritmica (b) Funcao Exponencial

10 1

log(x)

-2 4
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0 2 4 6 8 10 -2 -1 0 1 2
X log(x)

O algoritmo 1, abaixo, resume de forma geral, a etapa de treinamento da abordagem

proposta.

Algoritmo 1: Etapa de Treinamento do LOID
Require: X,y {conjuto de dados de treinamento}

1: X ¢~ ——— {aplica a normaliza¢do em X}
max(X)
2: Yy ¥ {aplica a normalizacdo em y}
max(y)
3: N,P + dim(X) {obtém a dimens@o da matriz de entrada}
4: Yirain < logy {aplica a tranformacdo logaritmica nas amostras de saida}
5: Xtrain < [In X]p(p41) {adiciona o bias (viés)}
6: W< (XtTm,-anrain)_IX,Tm,'nthin
Na primeira linha do Algoritmo 1, faz-se a normalizacdo dos dados, aqui, adota-se
uma normalizagdo através da divisdo de cada elemento x;; da matriz X, onde i = (1,...,N) e
Jj=(1,...,P) pelo maximo de cada componente j da matriz. O mesmo acontece, na segunda

linha, agora para o vetor de fargets y, apds a normalizacdo dos dados de entrada, calcula-se os
valores da quantidade de linhas N e a quantidade de features P, entdo, aplica-se a transformacao
logaritimica em y, adiciona-se o viés (bias) a matriz de entrada X, por fim, faz-se a estimacado

dos parametros W através do método dos minimos quadrados.
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Uma vez que t€m-se os valores de W pode-se testar o modelo, assim, dado um novo
exemplo x = (X1,X3,...,Xp)”, onde x¢ = (xlc,xg, xS exB = (B XK ... xB)T o valor de
9= [, Y] pode ser predito de acordo com os passos no Algoritmo 2. E importante salientar
que, como visto nas linhas 3 e 4, primeiro, faz-se a predicao da saida transformada pela aplicacao
da funcdo logaritmica no Algoritmo 1, porém, o objetivo é prever a saida a partir de uma entrada
sem transformacdo, assim, deve-se aplicar a funcao inversa da logaritmica, isto €, a funcao

exponencial, como mostrado acima, seguindo os passos do algoritmo abaixo:

Algoritmo 2: Etapa de Teste do LOID
Require: X {conjunto de dados de teste}
: N,P + dim(X) {obtém a dimensdo da matriz de entrada}
t Xirain < [1Y X]p(p41) {adiciona o bias (viés)}
. Vaur — Xiese W {calcula a saida transformada}
: ¥ < exp (Yaux) {calcula a saida}

[y

AW N

Novamente, o Algoritmo 2, reflete os passos da etapa de teste do LOID de forma
genérica, como pode-se observar, nas duas primeiras linhas calcula-se apenas as dimensdes do
conjuto de dados de entrada e adiciona-se o bias, apds isso, calcula-se o valor de ¥, cujo valor
obtido ainda ndo € o esperado, dado que ele é um valor que ainda encontra-se transformado
devido a transformacdo aplicada aos dados de treinamento, assim, o dltimo passo do algoritmo
é realizar a fungdo inversa da transformacao, no caso, a funcdo exponencial, para se obter os
valores reais de ¥ preditos pelo modelo.

Por fim, faz-se necessério recordar, novamente, que os Algoritmos 1 e 2 sdo aplicados

apenas para se obter o modelo para os raios das varidveis intervalares.
3.0.2 Minimos Quadrados Estocdsticos Log Transformados para Dados Intervalares (LLID)

Nesta subsecdo, apresenta-se 0 método prosposto denomidado de Minimos Qua-
drados Estocasticos Log Transformados para Dados Intervalares, que diferentemente do LOID
mostrado na subsecao anterior, € uma versao iterativa o qual usard como método de otimizacao,
o Gradiente Descendente que foi descrito na Secdo 2.1.2.2 além de ser uma extensdao do LMS
para dados do tipo intervalo, seguindo o algoritmo descrito na subsecdo 2.1.2.

seja Xyp € yy a matriz de entrada e o vetor de saida, respectivamente, onde X;; =
[xiLj, x%],Yi =), i=(1,2,...,N) e j=(1,2,---,P). Tem-se, portanto, X{p e XK, os
centros e raios de X, respectivamente, assim yg, os centros do vetor de varidveis dependentes (ou
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saida) e yﬁ os raios dessas varidveis.
Assumindo-se a existéncia de uma fungéo continua f : 2~ — % entre o espago de
entrada e de saida, o objetivo € estimar os parametros de f a partir dos dados disponiveeis.

Assim, considere a fun¢do linear f, isto é:

$i=f(xi)=x'w, (3.4)

_ T _ T
onde, X; = (Xj1,...,Xip) € W= (wi,wa,...,wp)
Entdo, assim como acontece no método LOID apresentado anteriormente, ajustam-se

C e outra cujo objetivo é encontrar WX. A

duas diferentes fungdes, uma baseada em estimar W
tltima, porém, deve considerar a restricio §¥ > 0. Assim, pode-se reescrever a Equacio 3.4 duas

VeZes CoOmo Se segue:

oC c C\T & C
Vi If(X):(X ) wo,
i 1 i (35)
AR R R\T &R
Vi = (%) = (x7)" W,
onde x¢ = (x§,... . x5) T, wC = (WS, wS)T xR = (R BT e wR = (wh, .. wk)T.
Pode-se, entdo, calcular o erro da saida da i-€sima amostra:
(3.6)
&' =log(y") — 9"
Substituindo-se a Equacao (3.5) dentro dessas expressdes tém-se
e = - ()74,
ef =1 ()
Considere as funcdes de custo
~ C ¢ C\2
JH) =3 Y (€)
| - 3.7)
A 2

N
I
—_
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as quais sdo fungdes continuas e diferencidveis com vetores de pesos (parametros)
desconhecidos W€ e WX. A funcdo

J(W)

mapeia os elementos de W dentro do espaco dos nimeros reais. Deseja-se encontrar uma solucio

6tima Ww*, i.e., (WC)* e (WK)*, que satisfacam a condicdo
J(W") < J(W)

A solucdo pode ser obtida através do problema de otmizagdo abaixo:

minircnize J(WE),
v (3.8)
minimize J(WF).
wk
Seguindo a abordagem de otimizacdo do gradiente descendente, seguindo o mesmo
principio da definicdo encontrada em 2.1.2.2, diferenciando-se apenas pelo fato de a cada época
de treinamento os dados de treinamento sdo permutados para que se reduza a probabilidade do

algoritmo ficar preso em um minimo local, portanto, € facil mostrar que, em geral, os parametros

sdo atualizados de acordo com o (HAYKIN, 2005; HAYKIN et al., 2009):

wo =0

T A
E=Yyi—X; Wi_1,
Wi :"’\Vi—l + O & X,

onde € € calculado usando as expressdes da Equacgdo (3.6) e o € o passo de aprendi-
zagem.

O Algoritmo 3, mostrado a seguir, resume de forma genérica, as operacdes acima.

Vale ressaltar que os primeiros passos do Algoritmo 3 sdo os mesmo da etapa de
treinamento do LOID, portanto, ndo se faz necessario explica-los novamente, porém, note que
a quarta linha mostra que deve-se inicializar a primeira componente do W, o viés (bias), com
o valor médio de y,.4in = log(y), isso faz com que o algoritmo gradiente descendente possa
convergir mais rapido uma vez que ele terd um ponto de partida, teoricamente, interessante

dentro dos dados.
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Algoritmo 3: Etapa de Treinamento do LLID

Require: X, y,epocas, o {conjuto de treinamento, nimero de épocas e passo de aprendizado}

1

o

Y e 3D

10:

12:
13:
14:

: X <~ ——— {aplica a normaliza¢do em X}
max(X)

Dy ¥ {aplica a normalizacdo em y}
max(y)

: N,P < dim(X) {obtém a dimensdo da matriz de entrada}
: Xirain < [In X]yx (P+1)
Yirain < logy {aplica a transformagao logaritmica nas amostras de saida do conjuto de
treinamento }
‘,’\V]([—H — [ytmin 0, XN]
for e € {1,2,... ,epocas} do

indices < perm(P)

for i € indices do

5’ A (Xtrain)i ‘,’\VT

€ < (YIrain)i - 3’
W WHae (Xtrain)i
end for

end for

De forma similar ao algoritmo LOID detalhado anteriormente, apds a etapa de

treinamento deve-se executar a etapa de testes seguindo o Algoritmo 4, o qual deve considerar a

aplicacao da funcao exponencial no modelo de predicdes.

Algoritmo 4: Etapa de Testes do LLID

Require: X,y {conjuto de teste}

—_—

A WD

: N,P « dim(X) {obtém a dimensao da matriz/vetor de teste}

¢ Xrain < [Iv X]y x (p41) {adiciona o viés (bias)}

. Vaur — Xiese W {calcula a saida transformada}

: ¥ < exp (Yaux) {calcula a saida real, isto é, sem transformacao}

Seguindo-se o mesmo principio e explicacdo encontrada para a etapa de testes do

algoritmo LOID mostrado na subse¢do anterior, nesta mesma etapa do método LLID realizam-se

as mesma operagdes até se chegar aos valores reais preditos para a varidvel § imediatamente

apos a aplicagdo da fungdo exponencial sobre as saidas transformadas preditas.

Por fim, uma vez que os métodos propostos por este trablho foram completamente

detalhados e mostrados seus fundamentos, na préxima secio, aprensentar-se-30 0s experimentos

e resultados obtidos a partir de dados reais e sintéticos, comparando-se suas performance entre

si e em relagdo ao CCRM que € o algoritmo do estado da arte para regressoes lineares com

variav

eis do tipo intervalo.



38

4 EXPERIMENTOS E RESULTADOS

A utilidade dos métodos de regressao linear propostos neste trabalho foram avaliadas
através de experimentos com conjutos de dados sintéticos com diferentes configuracdes lineares.
Inicialmente, avaliou-se a performace dos algoritmos de otimizagdo utilizados por LOID, LLID
e CCRM para identificar qual algoritmo apresenta a melhor acuricia para a estimacao dos
parametros.

Ap6s isso, a performance desses métodos foram comparados utilizando-se a métrica
que € calculada através da raiz quadrada do erro quadradico médio (RMSE) do centro (RMSE(),
raio (RMSER) e a soma do RMSE do limites inferiores e superiores (RMSELU) para cada
intervalo. Além disso, aplicou-se, também, o método de Monte Carlo (METROPOLIS; ULAM,

1949) com 50 repeti¢cdes. As funcdes para o cdlculo do RMSE foram computadas como:

N (€ —96)2
RMSEC: \/Zl_l(yl yl)

N )
N R AR\2
RMSEp — (| 2= —57)° @.1)
N 9
N(L_ALZ N (U __ U2
—i(yi —37) Limi (i —37)
RMSE — =1 1 l =1 1 l
LU \/ N +\/ N P

onde N € o nimero de amostras na etapa de teste.

As métricas acima foram selecionadas com o objetivo de quantificar os erros em
cada modelo, separadamente, um para predizer y* e outro para predizer y©. Entio, através da
andlise dos valores do RMSER e RMSE¢ pode-se calcular a precisdo dos métodos avaliadas em
cada cendrio de teste. Por outro lado, tem-se o objetivo de se computar o erro de intervalo geral
alcancado por cada técnica. Portanto, calculou-se o RMSEry que quantifica o erro através da
soma dos RMSE dos limites do intervalo.

Finalmente, todos os modelos foram também avaliados usando-se conjuto de dados
reais. Suas perfomance foram comparadas usando a técnica de validagdo cruzada Leave-One-Out
(LOO) (KOHAVI et al., 1995). O LOO foi escolhido devido ao tamanho dos conjuto de dados

reais, em média, cada um deles tém 30 amostras.
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4.0.1 Conjutos de Dados Sintéticos

Os conjuntos de dados sintéticos foram gerados usando-se 2 estratégias. A primeira,
considera as configuragdes apresentadas em (NETO; CARVALHO, 2010) seguindo as Tabelas 1 e
2. Além disso, para o desenvolvimento deste trabalho, propde-se 2 conjutos sintéticos adicionais.
Em todos os casos, separou-se 67% dos dados gerados, para a etapa de treinamento e o restante,
33%, foram utilizados na etapa de teste para o calculo das métricas de performaces ja descritas

acima.
4.0.1.1 Descricdo dos Conjutos de Dados
4.0.1.1.1 Tipo-C

Conforme apresentado nas Tabelas 1 e 2, os autores em (NETO; CARVALHO, 2010)
propuseram dois tipos de configuracdes diferentes, representados por C e D, para os conjuntos
de dados lineares sintéticos. A configuracdo chamada de C tem os centros e raios independentes,
enquanto os conjutos do tipo D possuem uma dependéncia entre os pontos médios (centros) e
0s seus respectivos raios. Ambas configuracdes foram geradas com dimensdo P onde P =1¢e
P=3.

A construcdo do conjunto de dados tipo C e seus intervalos correspondentes sao
obtidos de acordo com os seguintes passos:

1. Gere X6, XX e yc de acordo com a Tabela 1;

2. Calcule a varidvel aleatéria y©:
yO=(X) w+e,

onde (X = (1, XF) ew~Ule, d) em %%, ou (XE)T = (1, XF, X5, XE) andw ~ Ulc, d|
em #* and € ~ Ule, f].
onde U € uma distribui¢c@o uniforme. Na Figura 5, mostra-se, como exemplo, um
plot dos dados intervalares e apenas os centros dos dados, respectivamente, nos quais se percebe

a linearidade dos dados.
4.0.1.1.2 Tipo-D

A geragdo dos conjutos de dados do tipo D seguem como se descreve abaixo:

1. Gera X€ de acordo com a Tabela 2;



Tabela 1 —Configuracdo dos Conjutos de Dados - Tipo C
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C1 X ~U[20,40] Xf%~U[20,40] YX~U[20, 4

Cy X5~U[20,40] X}~U[20,40] YEX~U[20,4
C3 X5~U[20,400 XE~U[l,5]  YE~U[L,5
[ ]

0] &~ U[-20, 20]
0] &e~U[-5,5

| &~U[-20,20]
C R R

Figura 5 — Gréficos do Conjunto de Dados C i
(a) Grifico das varidveis intervalares. No eixo das abscis-
sas t€m-se os valores X e no eixo das ordernadas o valores
dey (b) Gréfico dos centros das varidveis intervalares
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2. Calcule a varidvel aleatéria y©: y© = (X)T w+¢€, onde (XE)T = (1, XE) e w ~ Ulc, d))

em %7, ou (X = (1, X, X5, X$) ew ~Ulc, d) em %*

ee~Ule, fl;

3. Calcule a varidvl aleatoria yX: y® = y© w* + &*, onde as varidveis Xf (j = 1,---,P)

sao relacionadas as variaveis XjC de acordo com X f = ch

e ~Uli, jl.

Tabela 2 — Configuracao dos Conjutos de Dados - Tipo D

w*+¢€*, onde w* ~ Ulg, h] e

Dy X5~U[20,40] &~U[-20,20] &*~U]|
[ | e~U[-20,20] & ~U|
Dy X ~U[20,40] e~U[-55] & ~UJl, 5|
[ ] e~U[-55] & ~UJ

Dy X ~UJ20, 40

Dy Xf~U[20, 40

4.0.1.1.3 Tipo- A

O método CCRM restringe os parametros preditos W

Neste trabalho, gerou-se 2 conjuntos de dados, 1-dimensional (A')

R serem maiores ou iguais a 0.

e um 3-dimensional (43), onde
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os verdadeiros parametros wg sdo menores que 0. Abaixo, detalhou-se as fungdes geradoras e os

passos necessarios para se gerar tais conjuntos. Portanto, inicialmente, descreve-se A! seguindo

0s passos abaixo:

1.

2
3
4.
5

a Fig.

Calcule X¢ = (1, U[20, 40]), X% = (1, U0, 1]);

. Calcule y© = X€ x (2, 5)7 and yR = XR(5, —3)7;

. Calcule a variancia de SC = y© and SR =yk;

Re-calcule y© =y +~/OOISC£eyR—yR+,/OOlSR8 where € ~ 4(0,1);

. Para valores yl- <0, faca yi =0,

6 mostra o grafico desse conjunto de dados no plano, mostrando a linearidade dos dados.

Nesse sentido, o conjuto de dados A3 foi gerado para se haver variancia maior entre

os valores de X%, fazendo com que o0 CCRM obtenha um RMSE ainda maior se comparado aos

métodos LOID e LLID. Assim, seguem os passos para se gerar o conjunto A>:

1.

2
3
4.
5

Calcule X¢ = (1, U[20, 40]), XX = (1, U[1, 10]);

. Calcule y© = X¢(2, 2, 5, 6)T and y® = XR(62, -2, -3, —1)7;

. Calcule a variancia de Syc =y° and S§ =yk;

Recompute yc = yc + ,/0.015¢ € and y* = y* 4, /0.018F £, onde & ~ .4#/(0,1);

. Para valores yf < 0, substitua-os com y{e =0.

Figura 6 — Gréficos do Conjunto de Dados A%
(a) Gréfico das variaveis intervalares. No eixo das abscissas
tém-se os valores X e no eixo das ordernadas o valores de y(b) Grafico dos centros das varidveis intervalares
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Tabela 3 — Comparagao entre LOID, LLID and CCRM nos Conjuntos de Dados Sintéticos
1-Dimensional Usando o RMSE como Métrica para o Calculo do Erro.

Ayl ' ! cs! ! Dy D, D;! Dy
RMSEc ~ 3.11+1.87e—1  1.1lel+4.15e—1 2.88+9.5le-2 1.19e1+3.77e—1 2.86+7.68e—2 12lel+4.0le—1 1.15¢1+3.85e—1 2.98+1.00e—1  2.85+9.89e—2
=]

S RMSEp 123e—149.03¢—3 578+220e—1  591+2.12%—1  123+42le—2 1I5£477e—2  503¢l+2.12 477e1+1.84  130el £6.19e—1 1.2del £5.76e—1
RMSEy — 6.23+3.75e—1  2.50el+7.69%e—1 1.3lel+4.0le—1 2.39%l+75e—1 6.18+1.42e—1  1.00e2+4.22 9.56e1 +3.67 2.6lel+1.24 2.50e1 + 1.15
RMSEc ~ 3.11+1.87e—1  1.1lel+4.16e—1 2.88+9.5le-2 1.191+3.77e—1 2.86+7.67e-2 12lel+4.0le—1 1.15¢1+3.86e—1 2.98+1.00e—1  2.85+9.90e—2

8

S RMSEg 123e—1£9.03e-3 5784220e—1  59142.12e—1  1.23+42%-2 1.I5+4.76e—2  5.03el+2.12 4.77e1+£1.86  1.30el+6.18e—1 1.24el +5.75e—1
RMSEry  6.23+3.75e—1  2.50el+7.70e—1 1.3lel+4.0le—1 2.39%l+75e—1 6.18+1.42e—1  1.00e2+4.22 9.56e1 +3.69 2.6lel £1.24 2.50el £ 1.15
RMSEc ~ 3.11+1.87e—1  1.1lel+4.15e—1 2.88+9.5le-2 1.19e1+3.77e—1 2.86+7.68e—2 12lel+£4.0le—1 1.15e1+3.85e—1 2.98+1.00e—1  2.85+9.89e—2

Z

Q RMSER §57e-1440le=2  5754206e-1  588+£217—1  120£395%-2 11243892  4.9dcl+164 4.62e1+£1.65  1.20el +4.47e—1 1.17el+4.68e—1
RMSELy — 6.46+3.63e—1  2.50el£7.67e—1 13lel+4.1le—1 2.3%l+7.5e—1 6.16+1.4le—1  9.8%e1+3.28 9.25e1+331  24lel £8.93e—1 2.34el+£9.37e—1

4.0.1.2 Resultados

Os resultados obtidos nos testes utilizando-se os conjuntos de dados sintéticos sao
apresentados nas Tabelas 3 e 4, onde os conjuntos foram separados pela suas dimensoes, 1D
e 3D, respectivamente. Como pode-se notar, na primeira coluna da Tabela 3, mostram-se os
resultados do conjunto de dados proposto nesse trabalho, A;', que possui os pesos da funcio que
multiplicam os X¥ gerados menores que 0, percebe-se que, como esperado, 0 CCRM nio obteve
um bom resultado, apesar de parecer proximo, devido as restricdes impostas por esse algoritmo
sobre a estimagio dos valores de WX.

Além disso, oberva-se, também, que nos demais conjuntos de dados as variantes do
LMS e OLS propostas obtiveram bons resultados, com énfase para o dataset C' onde os métodos
LOID e LLID foram, inclusive, melhores que o CCRM obtendo uma variincia sensivelmente
menor o que faz com que eles obtenham resultados mais precisos. Mesmo nos demais conjuntos
de dados sintéticos propostos pelos autores do CCRM, as variantes propostas nesse trabalho,
conseguiram resultados bastante proximos considerando as trés métricas utilizadas para o calculo
do erro durante a etapa de testes.

Seguindo com a discussao e apresentacio dos resultados dos conjuntos sintéticos,
na Tabela 4, t€ém-se os resultados conseguidos através dos conjuntos sintéticos de 3 dimensoes.
Novamente, observa-se que a primeira coluna faz referéncia ao conjunto proposto neste trabalho,
A{>, o qual possui em, sua funcdo geradora, uma relacdo linear cujos pesos que multiplicam
XR s30 menores que 0, onde, mais um vez, os métodos propostos, LOID e LLID obtiveram
resultados melhores em relacdo ao CCRM, ficando-se evidenciado que, com mais dimensdes, €

uma maior magnitude dos valores gerados, 0 CCRM nao consegue predizer os intervalos dada a
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Tabela 4 — Comparacgao entre LOID, LLID and CCRM nos Conjuntos de Dados Sintéticos
3-Dimensional Usando o RMSE como Métrica para o Calculo do Erro.

AP c? oS (S [ Dy’ Dy’ Dy’ Dy

RMSEc  5.01£3.62e—1 1.15e1+4.18e—1 2.88+1.05e—1 1.19el£4.05e—1 2.99+8.86e—2 1.18e143.75e—1 1.20el £3.95e—1 2.9049.70e—2  2.90£9.84e—2

LOID

RMSER  2.51£58le—1  6.15£1.79e—1  5.82+£2.08e—1  1.17+4.25e—2 1.18+£5.18e—2  4.90el +1.78 4.92e1+£191 1.24e1 +4.88¢—1 1.48el+£7.33e—1

RMSE;y 126el £8.46e—1 2.6lel £7.32e—1 1.29e1+3.90e—1 2.39el+8.05e—1 6.43+1.69e—1  9.82el£3.55 9.86el£3.81 2.48e1+9.77e—1  2.98el +1.45

RMSEc  5.01+£3.62e—1 1.15e1+4.18e—1 2.88+1.05e—1 1.19el+£4.04e—1 2.99+8.86e—2 1.18¢1+3.75e—1 1.20el £3.95e—1 2.90,£9.70e—2  2.90+£9.8%¢—2

a

=

j RMSER  2.51£5.8le—1 6.15+1.8le—1  5.82+2.10e—1 1.174+4.25e—2 1.18+5.18e—2  4.90el +1.78 4.92e1£1.91 1.24e1 +4.88e—1 1.48el £7.34e—1
RMSEy 1.26el,+8.46e—1 2.6lel £7.32e—1 1.29e1+3.92e—1 2.39el +8.05e—1 6.43+1.69e—1  9.82el £3.55 9.87e1+£3.80 2.48e1+9.77e—1  2.98el +1.45
RMSEc  5.01£3.62e—1 1.15e1+4.18e—1 2.88+1.05e—1 1.19el£4.05e—1 2.99+8.86e—2 1.18¢1+3.75e—1 1.20el £3.95e—1 2.90,£9.70e—2  2.90£9.84e—2

Z

8 RMSEr  9.21+5.91e—1 6.10+1.64e—1  5.76+2.06e—1 1.1543.79e—2  1.16+4.34e—2  4.79el1 +1.58 4.76e1 £1.59  1.17e1 £4.30e—1 1.32el £6.40e—1
RMSEry  2.09%1+£1.03 2.6lel £7.39e—1 1.28e1+3.94e—1 2.39el +£8.04e—1 6.41+1.6de—1  9.60el £3.18 9.54e1£3.18  2.36el £8.60e—1  2.66el +1.26

sua fundamentacdo tedrica que restringe os pesos estimados WX.

Nos demais datasets, o CCRM obteve os melhores resultados, porém, detalhando-
0s, percebe-se que as variantes propostas ficaram praticamente com os mesmo resultados nos
conjuntos Cy’, Gy, C3° e C4° onde 0 LOID e LLID ficaram com resultados piores apenas na
métrica RMSER o que refletiu, minimamente, nos resultado do RMSE;y . Ja nos conjunto do tipo
D, que possuem uma funcdo geradora onde ha uma relagdo entre os centros e os raios, o CCRM
conseguiu resultados melhores e mais distantes se comparados aos métodos propostos LOID e

LLID.
4.0.2 Conjuntos de Dados Reais

Neste trabalho, foi utilizado 6 conjuntos de dados reais que podem ser encontrados

em (FAGUNDES, 2013) e serdo, brevemente, descritos na proxima sub-secao.
4.0.2.1 Descrigdo dos Conjutos

Uma breve descri¢do de cada conjunto de dados € apresentada a seguir, além disso,

na Tabela 5 pode-se observar a quantidade de amostras e nimero de features de cada um deles:

— Cardiologia: O conjunto de dados Cardiologia possui 2 varidveis independentes, Pressao

Arterial Sistdlica e Pressdo Arterial Diastdlica, as quais sao as entradas do sistema e sdao
usadas para predizer o valor intervalar da taxa de pulsacdo sanguinea.

— Carro: No conjuto Carro considerou-se apenas 2 varidveis de entrada, velocidade mdxima

e as cilindradas do motor, para prever o intervalo do preco.
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— Carro 7 features: Nesse conjuto Carro 7 features considerou-se as demais 5 varidveis que
nao foram utilizadas anteriormente: aceleragcdo, passo, comprimento, largura e altura.

— Cogumelo: O conjunto Cogumelo € descrito por 3 varidveis do tipo intervalo, onde as
entradas sdo, tamanho do estipe e espessura do estipe, ja a saida € a largura da capa do
pileo.

— Futebol: O conjunto Futebol possui informag¢des de jogadores profissionais, onde cada
jogador € descrito por duas varidveis independentes, altura e idade, e uma varidvel depen-
dente: peso.

— NASA: Um MDP (Metrics Data Program) é uma organizagdo que coleta as métricas
de 13 projetos de software e gera um repositério para uma dessas informacdes. Cada
projeto de software deve ser associado com 33 métricas de software. O processo de
generalizagdo transforma o conjunto de um escalar para uma varidvel do tipo intervalo
através da execucgdo da biblioteca ISDA que foi desenvolvida em (FAGUNDES, 2013).
Finalmente, as duas varidveis independentes sdo: o nimero de operandos € o nimero de

operadores, 0s quais sdo usados para predizer o intervalo do nimero de linhas.

Tabela 5 —Descri¢do dos Conjuntos de Dados Reais
Numero de Amostras Numero de Caracteristicas

Cardiologia 59 2
Carro 33 2
Carro 7 Feature 33 7
Cogumelo 23 2
Futebol 20 2
Nasa 13 2

4.0.2.2 Resultados

Os resultados obtidos através dos testes realizados com os conjuntos de dados reais
estdo resumidos na Tabela 6. Em geral, exceto pelo conjunto da Nasa, onde o LOID obteve
um resultado pior em comparagdo com os demais métodos, para todos os outros, os métodos
propostos foram muito préximos ou melhores que o CCRM.

Observando na Tabela 6, pode-se observar que no dataset Cardiologia, que o LLOID
foi sensivelmente melhor ao predizer os valores dos centros dos intervalos, isso refletiu no
RMSE|y; que calcula o erro total da varidvel intervalar predita, onde o método proposto conseguiu

um resultado melhor em relacio a todos os outros.
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Tabela 6 — Comparagao entre LOID, LLID and CCRM nos Conjuntos de Dados Reais usando o
RMSE como Métrica para o Calculo do Erro.

Cardiologia Carro Carro 7 Features Cogumelo Futebol Nasa
a RMSE¢ 8.96+6.92 2.32e4+£1.60e4  2.04e4+2.03e4 1.62+1.27 1.84+1.49  4.92e2+4.52¢2
=
S RMSER 5.68£4.90 1.51e4+2.38¢e4  2.44e4 £7.65¢4 1.05+7.68e—1 1.10£7.74e—1 5.44e2+£7.43e2
RMSEry 2.12el+£1.31el 5.89e4+4.45¢4 7.07e4+1.51e4 3.83+2.30 3.95£2.86 1.26e3 £ 1.40e3
a RMSEc 8.86+6.80 2.20e4+£1.80e4 2.20e4 £+ 1.81e4 1.65+£1.07 1.89+1.59  3.79e2+3.58¢e2
E RMSER 5.70£4.90 1.48e4+2.34e4  1.48e4 £2.35¢4 1.06 £8.39e—1 1.22+£9.43e—1 3.56e2+£4.79¢2
RMSE;y 2.10el1+1.3el 5.69e4+4.68¢4 5.68¢4+4.68¢4 3.78 £2.06 4.29+3.01 9.14e2 £8.73e2
= RMSEc 8.96£6.92 2.32e4+£1.60e4  2.04e4+2.03e4 1.62+1.27 1.84+1.49  4.92e2+4.53e2
5 RMSER 5.69 £4.68 1.98e4+2.17e4  1.56e4+£1.79¢e4 9.27e—1+6.79e—1 1.07£8.19e—1 3.97e2+3.64e2
° RMSE;y 2.12e1+£1.291 6.14e4+4.21e4 5.02e4+4.34e4 3.524+2.40 3.93+£2.87  9.84e249.06e2

O mesmo aconteceu no conjunto de dados Carro que possui € 2-dimensional, neste,
porém, o CCRM acabou tendo um resultado pior que os métodos propostos LOID e LLID, o que
ndo aconteceu no conjunto Carro 7 features que possui mais caracteristicas, nessa etapa de testes,
0 CCRM obteve os melhores resultados.

Nos conjuntos Cogumelo e Futebol, novamente, o CCRM obteve bons resultados em
todas as métricas de RMSE, porém, no ultimo conjunto de dados, da Nasa, o LLID foi o melhor

entre todos, obtendo um RMSE;;; bem melhor em relacdo ao CCRM.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Considerando-se a crescente necessidade de se implementar algoritmos de Aprendi-
zado de Maquina para tarefas que envolvem dados intervalare, este trabalho, propde dois modelos
de regressao linear para dados do tipo intervalo. Os métodos LOID e LLID, compreendem-se
em uma etapa de normalizac¢do dos dados de entrada e saida seguidos por uma transformacao
logaritmica dos dados de saida. Depois disso, os métodos OLS ou LMS podem ser usados para
estimar os coeficientes do modelo de regressao linear.

A proposta tem duas vantagens sobre o suas contrapartes mais porpulares: i) ambos,
LOID e LLID, nao necessitam de qualquer restricao na etapa de otimizagao; i1) LLID € o primeiro
método de regressao linear iterativo para dados intervalares. Esse ultimo fato faz do LLID
adequado para aplicacdes que envolvem big data.

Com base em um extenso conjunto de experimentos, pode-se verificar que o LOID
e o LLID superaram o CCRM em algumas situacdes, sobretudo, quando ha uma linearidade
negativa (coeficientes da funcdo geradora negativos) além de terem obtido resultados bastante
proximos nas demais situagdes. Portanto, acredita-se que ambas as propostas podem ser vistas
como uma alternativa vdlida para enfrentar problemas de regressdo linear com dados do tipo
intervalo.

Portanto, propde-se como trabalhos futuros, o estudo e o desenvolvimento de técnicas
para se conseguir realizar tarefas de regressao linear utilizando os dados intervalares por completo,
isto €, evitando-se a necessidade de modelar duas regressdes que modelam os centros € os raios,
respctivamente. Entretanto, existe um grande desafio para se elaborar um modelo de regressao
com essas caracteristicas, devido a necessidade das fungdes de custos de serem diferencidveis em
relagc@o aos pesos, que serdo intervalos, nesse caso, além da necessidade de se inverter matrizes
com valores do tipo intervalos, assim, este trabalho deixa como estudos posteriores a elaboragao

dessas técnicas.
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