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RESUMO

Este trabalho € baseado no artigo Finiteness of the class group of a number field via lattice
packings. Daremos aqui uma prova alternativa da finitude do grupo das classes de um corpo
de numeros de grau n. Ela é baseada apenas no fato de que a densidade de centro de um

empacotamento reticulado n-dimensional € limitado fora do infinito.

Palavras-Chaves: Corpo de niimeros, grupo das classes, geometria de nimeros.



ABSTRACT

This work is based on the article Finiteness of the class group of a number field via lattice
packings. An alternative proof of the finiteness of the class group of a number field of the
degree n is presented. It is based solely on the fact that the center density of an n-dimensional

lattice packing is bounded away from infinity.

Keywords: Number fields, class groups, geometry of numbers.



2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8

3.1
3.2
3.3

4.1
4.2

SUMARIO

INTRODUGCAO ..ot 11
PRELIMINARES ... .ot 11
Elementos inteiros sobre um anel R ..., 12
Anéis integralmente fechados .......................... 14

Elementos algébricos sobre um corpo. Extensées finitas e algébricas . 15

Elementos conjugados e corpos conjugados ..................ccoeiiiiiirnennnnn. 18
O diseriminante ...............oooiiiiiiiii i 21
Terminologia de corpos de NUMEros .............ccooovevviiiiinieiieiiee e 26
Conceitos preliminares de subgrupos discretos do R" .......................... 28
Ideais fracionarios e a norma de um ideal ....................co.cooinnininnn. 31
O MERGULHO CANONICO E O GRUPO DAS CLASSES ............. 34
Grupo das CIASSES .........coooiiiiiiiiiiiiieeeeeee e 34
Mergulho candnico de corpo de NUMEros ..............ccccoevveeriienieenieeneene, 41
Prova da finitude do grupo das classes de um corpo de niumeros ........ 42
FINITUDE DO GRUPO DAS CLASSES DE UM CORPO DE

NUMEROS ....coostviimiiiiiiieseie et 46
Empacotamentos reticulados ................ccocccooviiiiiiiiniiiineen 46
Resultados e a prova do teorema principal ...................ccoooiiiiiniiinnn. 47

REFERENCIAS ..o 51



10

1 INTRODUCAO

Seja K um corpo de niimeros algébricos de grau n com anel de inteiros algébricos Dyx. A
conhecida prova da finitude do grupo das classes Cx de um corpo de nimeros K [ver secdo
3.3] envolve o critério de Minkowski para um conjunto convexo que contém um ponto de um
reticulado [ver teorema 2.9 e corolério 2.5] e a existéncia de um ideal inteiro b cuja norma nio

excede My, o limitante de Minkowski de K.

O nosso proposito € apresentar uma prova alternativa para este teorema classico da teoria
dos niimeros por meios de nogdes e resultados elementares de empacotamento esféricos. Uma
consequéncia da nova prova € um limite inferior para a densidade de centro de empacotamentos

reticulados associado com ideais inteiros b.

No capitulo de Preliminares, revisaremos os fatos necessarios sobre a teoria algébrica dos
ndmeros, corpos de nimeros e reticulados em R™. O capitulo posterios serd para falarmos sobre
o mergulho candnico de um corpo de nimeros, o grupo das classes, bem como dar algumas
demonstracoes deste resultado para efeito de compara¢do. Também servird para estabelecermos

a notacgao.

O ultimo capitulo deste trabalho serd destinado a provar o resultado principal usando o

conceito de empacotamento reticulado, dado na primeira se¢ao deste capitulo.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo encontraremos os fundamentos bésicos da Teoria Algébrica dos Numeros, a
fim de identificar as hipéteses dos nossos resultados e obter um bom entendimento dos nossos

célculos, bem como os enunciados de alguns resultados conhecidos que usamos no trabalho.

2.1 Elementos inteiros sobre um anel R

Para os nossos prépositos, nés assumiremos que € familiar as no¢des de grupo, anéis,

corpos, espacos vetoriais € médulos, bem como algumas de suas propriedades.

Nesta dissertacdo, entenderemos por "anel" como um anel comutativo com elemento

identidade.

Teorema 2.1. Seja R um anel, A um subanel de R e x um elemento de R. As seguintes afirmacoes

sdo equivalentes:

(a) Existem ag,Qy,...,an_1 € A tais que
X" an XV L Fax+ap=0 2.1

(ou seja, x é uma raiz de um polindomio monico com coeficientes em A).
(b) O anel A[x] é um A-modulo finitamente gerado.

(c) Existe um subanel B de R que contém A e x e que é um A-modulo finitamente gerado.

Demonstracdo. (a) = (b)

Chame de M o A-submédulo de R gerado por 1, x, ..., x,_1. Por (a), temos que x™ € M.

=l _ | —ay¥. Usando inducdo em

Multiplicando (2.1) por xJ, nés obtemos X" = —a,_x
j, obteremos que x"H e M, para todo j > 0. Como A[x] é o A-mddulo gerado pelos x*(k >0),

nos vemos que A[x] = M. Assim, (a) implica (b).

(b) = (c)
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Isso € claro, basta tomar B = A[x].
(c) = (a)

Seja (y1,Y2,....Yyn) um conjunto finito de geradores para B como um A-mddulo, ou seja,
B =Ay; +Ayz+...+Ayn. Como x € B e B é um subanel de R, segue que xy; € B para todo
1=1, 2, ..., n. Portanto:
n
XYi = ]Zi aijy;j,

para qualquer i =1,...,n, aj; € A, 1 <1, j <n. Isto diz que
n
Z dyx —ay)y; =0, i=1,.

Considere este sistema de n equagdes lineares homogéneas em (yi,...,yn). Seja d o
determinante da matriz [8;;x — aj]. Se usarmos a Regra de Cramer, teremos que dy; = 0 para
todo i. Isto nos diz que db = 0 para todo b € B; em particular, d.1 =0, entdo d = 0. Mas d
claramente ¢ um polindmio monico em X, pois o termo de maior grau aparece na expansao do

produto [T, (x — aj;) das entradas na diagonal principal. Assim, (c) implica (a). O

Definicao 2.1. Seja R um anel e seja A um subanel de R. Um elemento x de R é chamado inteiro
sobre A se ele satisfaz uma, portanto todas, das condicoes (a), (b) e (c) do Teorema 2.1. Seja
P € Alx] um polinomio monico tal que P(x) = 0 (a condi¢do (a) garante que tal polinémio

existe). A relacdo P(x) =0 é chamada de uma equagdo de dependéncia inteira de x sobre A.

Um exemplo tipico é x = v/2 de R. Veja que x é inteiro sobre Z. A relagio x> —2 = 0 é uma

equacdo de dependéncia inteira.

Proposicio 2.1. Seja R um anel, A um subanel de R e seja (xi)|<i<n um conjunto finito de
elementos de R. Se para todo i, x; é inteiro sobre A[xi,...,xi_1] (em particular, se todos os x{s

sdo inteiros sobre A), entdo Alxq,...,Xn] é um A-mddulo finitamente gerado.

Demonstragdo. Ver [11], Proposi¢ao 1 da pagina 28. ]

Coroléario 2.1. Seja R um anel, A um subanel, x e y elementos de R que sdo inteiros sobre A.

Entdo x+vy, x—Yy e xy sdo inteiros sobre A.

Demonstracdo. Observe que x+Yy, x—Y, xy € Alx,yl. Pela Proposi¢do 2.1, A[x,y] é um
A-médulo finitamente gerado. Pela parte (c) do Teorema 2.1, x +y, x—y e Xy sdo inteiros
sobre A. [
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Corolario 2.2. Seja R um anel e seja A um subanel de R. O conjunto A’ dos elementos de R que

sdo inteiros sobre A é um subanel de R que contém A.

Demonstracdo. O corolario 2.1 implica que A’ é um subanel de R. N6s temos que A C A’, pois

se a € A, a é uma raiz do polinémio monico P(X) = X — a, que tem coeficientes em A. L]

Definicao 2.2. Seja R um anel e A um subanel de R. O anel A’ dos elemento de R que sdo
inteiros sobre A é chamado de fecho inteiro de A em R. Seja A um dominio de integridade e seja
K o seu corpo de fracoes. O fecho inteiro de A em K é chamado de fecho inteiro de A. Seja B um
anel e A um subanel de B. Nos dizemos que B é inteiro sobre A se todo elemento de B é inteiro

sobre A (ou seja, o fecho inteiro de A em B ¢é o proprio B).

Proposicao 2.2. (Transitividade) Sejam C um anel, B um subanel de C e A um subanel de B. Se

B é inteiro sobre A e se C ¢ inteiro sobre B, entdo C é inteiro sobre A.

Demonstragcdo. Sejax € C. Entdo x é inteiro sobre B, logo, existe uma equagao de dependéncia
inteira x™ +bp,_ X" ! +..4+by=0comb; € B,i=0,1,..,n—1. Ponha B’ = A[by,...,b,_1,x].
Entdo x € inteiro sobre B’. Como B € inteiro sobre A, o0s b{s sdo inteiros sobre A. Portanto, pela
Proposi¢io 2.1 temos que B’ = A[by, ..., b,,_1,x] € um A-médulo finitamente gerado. Pela parte

(c) do teorema 2.1, x € inteiro sobre A. Logo, C € inteiro sobre A. (]

Proposicao 2.3. Seja B um dominio de integridade e A um subanel de B tal que B é inteiro

sobre A. Para que B seja um corpo é necessdrio e suficiente que A seja um corpo.

Demonstracdo. Suponha que A seja um corpo e seja b € B, b # 0. entdo A[b] € um espago
vetorial sobre A de dimensao finita, pela parte (b) do teorema 2.1. Por outro lado, y — by
¢ uma transformacdo A-linear sobre A[b]. Essa transformacdo linear € injetiva pois A[b] é
um dominio de integridade e b # 0. Como A[b] é de dimensio finita conclui-se que que a
transformagao linear é sobrejetiva. Logo, existe b’ € A[b] tal que bb’ = 1. Isto diz que, para

qualquer b € B—(0), b € invertivel em B, ou seja, B é um corpo.

Reciprocamente, suponha que B seja um corpo. Seja a € A — (0). Entdo a tem um inverso

a~! € B que satisfaz uma equacio de dependéncia inteira

a " +ana "+ +aa +a9p=0,a; €A.

1

Multiplicando por a™ ', nds obtemos

al=—(an_i+..+aa" > 4+aqpa™ 1),

que mostra que a—! € A. Assim A é um corpo. [
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2.2 Anéis integralmente fechados

Definicao 2.3. Um Anel A é chamdo integralmente fechado se ele é um dominio de integridade

e se ele é o seu proprio fecho inteiro.

Em outras palavras, cada elemento x do corpo de fragdes K de A que € inteiro sobre A

pertence a A.

Exemplo 1 Seja A um dominio de integridade e seja K seu corpo de fragdes. Entdo o fecho
inteiro de A’ de A (isto é, o fecho inteiro de A em K) € integralmente fechado. Isto segue do fato
de que o fecho inteiro de A’ € inteiro sobre A’, portanto sobre A, pela Proposi¢do 2.2. Sendo

assim igual a A’.

Exemplo 2 Todo anel de ideais pricipais € integralmente fechado.

Demonstragdo. Por defini¢do, um anel de ideais principais € um dominio de integridade. Seja

x um elemento do corpo de fracdes de A que € inteiro sobre A. Seja
XM an XV 4 Laix+ap=0 (a;€A)

uma equacdo dependéncia inteira para x sobre A. Escreva x = a/b com a e b elementos
relativamente primos de A, afinal A ¢ um dominio de ideais principais. Substituindo x na

equacdo acima e multiplicando por b™ em ambos os lados, obtemos
a+b(an_ja" '+ ... ajab™ 24+ aqyb™ ) =0.

Assim, b divide a™ e aplicando repetidamente o lema de Euclides, temos que b divide a. Mas
isto contradiz o fato de a e b serem relativamente ptimos. Assim, ndo ha irredutiveis dividindo

b e portanto b é uma unidade em A. Assim, x = a/b € A e A é integralmente fechado. [

O mesmo argumento mostra que todo dominio de fatoracdo tnica também € integralmente

fechado. Mostraremos agora um exemplo de um anel que nao € integralmente fechado.

Exemplo 3 Considere o anel A = Z[\/—3]. E elementar que A tem corpo de fracdes K =
—1+v-3

Q(+v/—3). Observe que o elemento o = L s Q

P(X) =X?>+X+1¢€ Z[X] C Z[v/-3][X]. Mas « ¢ Z[v/—3]. Logo, A nio pode ser integralmente

fechado.

(v/—3) € raiz do polinémio monico

Neste exemplo vemos também outro fato: o é raiz de P(X) = X> + X + 1 que tem

coeficientes inteiros. Logo « € inteiro sobre Z e estard no fecho inteiro de Z em Q(v/—3).
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Observe que isso ndo contradiz a afirmagdo de 7Z ser integralmente fechado, pois Q(v/—3) ndo

€ o corpo de fracdes de Z.

Uma pergunta interessante a se fazer é: Quem € o fecho inteiro de Z[v/—3] no seu corpo de

fracOes? Para responder tal pergunta, daremos aqui a indicacao dos seguintes resultados:
(a) Seja K uma extensdo de grau 2 sobre (Q, entdao K é da forma @(\/H), onde d € livre de
quadrados;

(b) Seja K =Q(v/d) uma extensdo de grau 2 de Q com d € Z livre de quadrados, ou seja,
d # 0 (mod 4). Entéo:

1) Sed=2oud=3(mod4), ofecho inteiro de Z em K consiste de todos os elementos
da forma a+bv/d, coma, b € Z.

ii) Se d =1 (mod 4), o fecho inteiro de Z em K consiste de todos os elementos da

forma %(u—l—v\/a), com u, v € Z de mesma paridade.

As demonstracdes destes resultados podem ser facilmente encontradas em [11] paginas 34

e 35 e a parte b) - ii) garante a resposta para o fecho inteiro de Z[v/—3].

2.3 Elementos algébricos sobre um corpo. Extensoes finitas e

algébricas

Apresentaremos nesta secdo alguns conceitos sobre elementos algébricos. Daremos

também aqui uma ripida exposicdo sobre extensdes finitas e algébricas.

Definicao 2.4. Sejam R um anel e K um subcorpo de R. Um elemento x € R é chamado de
algébrico sobre K se existem elementos ag,ay,...,an € K, nem todos nulos, tais que anx™+ ...+
a1x+ ag = 0. Um elemento de R que ndo é algébrico sobre K é chamado de Transcendental

sobre K.

Na relagdo da defini¢dio anterior, nés podemos assumir que a, # 0. Neste caso, a;,;! € K;

1

multiplicando por a;;" nés obtemos uma equacdo de independéncia inteira. Com isso teremos

a seguinte proposicao:

Proposicao 2.4. Sejam R um anel e K um subcorpo de R. Entdo x € R é um elemento algébrico

sobre K se e somente se, é inteiro sobre K.
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Dados um corpo L e um subcorpo K de L, podemos considerar L. como um espago vetorial
sobre K, em relagdo a operagdo externa K x L — L, definida como restri¢do da mutiplicacdo em
L. Como L € um especo vetorial, faz sentido entdo falarmos de uma base para L. A dimensao do
espaco vetorial L € denotado por [L:K] e € chamado de grau da extensdo L sobre K. Diremos

que a extensdo L sobre K € finita quando [L : K] < oo.

N6s dizemos que um anel R contendo um corpo K € algébrico sobre K se todo elemento de

R € algébrico sobre K. Se R € um corpo, entdo R € chamado de uma extensdo algébrica de K.

Proposicao 2.5. Seja K um corpo, L uma extensdo algébrica de K e M uma extensdo algébrica

de L. Entdo M é uma extensdo algébrica de L. Mais ainda, [M : K] = [M : L][L : K].

Demonstragdo. A primeira afirmagdo nada mais € do que um caso especial da Proposicao 2.2.
Além disso, se (x;)icr € uma base de L sobre K e (yj)jcj é uma base de M sobre L, entdo
(XiYj) (i,j)eng € uma base para M sobre K. Pela Proposi¢do 2.1, nés temos que (XiYj)(ij)cix]
gera M sobre K. A relagdo ) ajjx;yj = 0 com ay; € K implica que ¥.(¥ ajjx;)y; = 0, quando
Y aijx; = 0 para todo j, pois Y aijx; € L e consequetemente a;; = 0 para todo (1i,j) € Ix]. Isto
prova que [M : K] = [M : L][L: K]. O

Enunciaremos agora dois teoremas que relacionam extensdes algébricas e finitas.

Teorema 2.2. Sejam L um corpo, K um subcorpo de L e x € L. Sdo equivalentes:
(i) x é algébrico sobre K;
(ii) K[x] é um corpo;

(iii) [K[x] : K] < oo, ou seja K[x] é uma extensdo finita de K.

Demonstragdo. Ver [5], pagina 34. ]

Teorema 2.3. Seja L um corpo e K um subcorpo de L. Sdo equivalentes:
(i) L é uma extensdo finita de K;
(ii) L é uma extensdo finitamente gerada e algébrica;

(iii) Existem Qy,...,a, € L algébricos sobre K tais que L = K[ay, ..., a,].

Demonstragdo. Ver [5], pagina 35. [

Definicao 2.5. Qualquer extensdo finita L sobre Q é chamado de corpo de niimeros algébricos,

ou simplesmente de corpo de niimeros.
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Observe que faz sentido essa denotagdo ja que, sendo L uma extensio finita de Q, pelo

Teorema 2.3 toda extensdo finita é algébrica.

Agora nés estudaremos os elementos algébricos sobre um corpo em maiores detalhes. Seja
R um anel, K um subcorpo de R e seja x um elemeto de R. Escreveremos K[X] para o anel de
polindmios em uma varidvel sobre K. Existe um tnico homomorfismo ¢ : K[X] — R tal que
@(X) =x e tal que @(a) = a para todo a € K. A imagem de ¢ é K[x]. Com isso, a defini¢do

de elemento algébrico pode ser reformulada como a seguir:
Um elemento x € algébrico sobre K se, ¢ somente se Ker(¢@) # (0).

Para ver isto, observe que se x € um elemento transcendental sobre K, entdo é ébvio que
Ker(@) = (0). Em qualquer caso, o ideal Ker(¢) é um ideal principal (F(X)), pois K[X] é um
anel de ideais principais. No caso em que x € algébrico sobre K, ele € gerado por um polindmio
nao-nulo F(X).

N6s podemos assumir que F(X) € monico, pois K € um corpo. F(X) € unicamente
determinado por K e x; nés chamaremos ele de polinomio minimal (ou minimo) de x sobre
K.

Propriedades importantes do polindmio minimal sdo:
a) Seja F(X) o polindmio minimal de x sobre K. Seja G(X) € K[X]. G(x) =0 se e somente
se, F(X) divide G(X) em K[X].

b) Seja K C L C C, onde L é uma extensido de um corpo de nimeros algébricos K. Se « € L
€ algébrico sobre K, entdo: [K(x):K] = grau(F(X)), onde F(X) € polindbmio minimal de «

em K.

Tais demonstra¢des podem ser vistas facilmente em [5], nas paginas 37 e 38.

Observe que passando para anéis quocientes, nos podemos obter um isomorfismo canédnico:
K[XJ/(F(X)) — K[x].

Para ver isto, defina a aplicacdo: ¢ : K[X] — K[x], e ponha ¢(X) = x. Claramente essa
aplicacdo € um homomorfismo sobrejetivo e Ker(¢@) = (F(X)) devido a propriedade [a] citado

acima. Pelo teorema dos isomorfismos temos o resultado.

Com a mesma notacao, suponha que x é algébrico sobre K e seja F(X) o seu polindmio
minimal. Pelas propriedades acima citadas e a Proposicao 2.3 , nds obtemos as seguintes

equivaléncias:
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K[x] é um corpo <= K[x] € um dominio de integridade <= F(X) € irredutivel.

Por outro lado, se K é um corpo e F(X) € K[X] é irredutivel, entdo K[X]/(F(X)) é um corpo
contendo K e escrevendo x para a projecao de X € K[X] neste corpo nds temos F(x) = 0. Assim
X —x divide F(X) no corpo K[x].

Proposicio 2.6. Seja K um corpo e seja P(X) € K[X] um polindmio ndao-constante. Existe uma
extensdo algébrica de grau finita K’ de K tal que P(X) fatora-se, em K’[X], em um produto de

polinémios de grau 1.

Demonstragdo. N6s vamos provar a proposicao por indugdo no grau d° de P(X). Se d° =1, ndo
ha nada a se provar. Seja F(X) um fator irredutivel de P(X). N6s acabamos de ver que existe
uma extensdo K"de grau finito sobre K, (no caso K[X]/(F(X))) contendo um elemento x tal que
X —x divide F(X) em K"[X]. Assim P(X) = (X—x)P;(X) com P;(X) € K'[X]. Pela hip6tese de
inducéo P;(X) fatora-se em um produto de polindmios lineares em alguma extensao K’ de grau
finito sobre K". Pela Proposicdo 2.5, K’ € de grau finito sobre K e P(X) é um produto de fatores
lineares em K’[X]. [

Um corpo K é chamado Algebricamente Fechado se cada polinémio ndo-constante P(X) €
K[X] pode ser expresso como produto de fatores lineares, com todos os fatores em K[X].

Podemos provar por meio de técnicas de Andlise Matemdtica que o corpo C € algebricamente
fechado.

2.4 Elementos conjugados e corpos conjugados

Dados dois corpos L e L' ambos contendo um corpo K, chamaremos qualquer
monomorfismo o : L — L’ tal que o(a) = a para todo a € K de um K-isomorfismo de L
em L. Neste caso, dizemos que L e L’ sdo K-isomorfos ou (se eles forem algébricos sobre K)
conjugados sobre K, observando que "isomorfismo'"no sentido que o € bijetivo sobre a imagem.
Dada duas extensdes L e L’ de K, diremos que dois elementos x € L e x’ € L’ sdo conjugados
sobre K se existe um K-isomorfismo o : K(x) — K(x') tal que o(x) = x’. Observe que tal o é
unica. A existéncia de 0 nos diz que ou x e X’ sdo ambos transcedentais sobre K ou ambos sdo

algébricos sobre K com o mesmo polindmio minimal.

Exemplo 4.1 - Considere L = Q(v/3) e L’ = C. Entfo as aplicacdes

0'12\/§P—)\/§ e 0'21\/§H—\/§,
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fixam os pontos de Q.

Exemplo 4.2 - Sejam L = Q(v/—2) e L’ = C. As aplicacdes dadas por:

o1 :V—2—vV—-2 e op— —V-2

também fixam o corpo Q.

Lema 2.1. Seja K um corpo de caracteristica zero ou um corpo finito, seja F(X) € K[X] um
polindmio ménico irredutivel e seja F(X) =[Ti-; (X —xi) sua decomposi¢do em produto de

fatores lineares em uma extensdo de K’ de K. Entdo as n raizes X1, ...,Xxn de F(X) sdo distintas.

Demonstragdo. Ver [11], Proposi¢ao 1 da pagina 36. ]

Teorema 2.4. Seja K um corpo de caracteristica zero ou um corpo finito, seja K’ uma extensdo
finita de grau n de K e seja C um corpo algebricamente fechado contendo K. Entdo existem n

K-isomorfismos distintos de K’ em C.

Demonstragdo. Nossa afirmacdo é verdadeira para qualquer extensao K’ de K que é da forma
K[x] com x € K’. De fato, o polindmio minimal F(X) de x sobre K € entdo de grau m.
Ele tem n raizes xi,...,xn em C, dos quais todos distintos, devido ao lema anterior. Para
qualquer i=1,2,...,n nés temos entdo um K-isomorfismo o; : K/ — C tal que o;(x) = x;. N6s
continuaremos por indug@o no grau n de K’. Seja x € K/, considere os corpos K C K[x] C K’ e
ponha q = [K[x] : K]. N6s podemos assumir g > 1. Nds vimos que existem q K-isomorfismos
distintos 01, ..., 04 de K[x] em C. Como K[oi(x)] e K[x] sdo isomorfos, é possivel construir uma
extensdo K/ de K[oi(x)] e um isomorfismo T3 : K" — K{ que extende o;. Claramente K[oj(x)]
¢ um corpo de caracteristica zero ou um corpo finito. Visto que [K{ : Kloj(x)]] = [K': K[x]] =
n/q <mn, ahipétese de indugio implica que existem n/q Kloj(x)]-isomorfismos 0y; distintos
de K/ em C. Observe que eles sdo distintos, pois para i # j, Oy oty e Oyj oty diferem em

K[x] quando i =1', mas para j #j’, 0i e 0y diferem em K{. O

Exemplo 4.3 - Considere o corpo Q(+v/2). Sabemos da teoria dos corpos que este corpo

¢ uma extensdo de grau 3 do corpo Q. Pelo teorema anterior, existem 3 Q-isomorfismos de
Q(v/2) em C. Sdo eles:

01:\35'—)\3/5, 02:\3/51—>C3\3/§ e 03:\3/§n—>C%\3/§,

onde (3 € uma raiz primitiva ctibica da unidade.
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Teorema 2.5. Se E C C ¢ uma extensdo finita do corpo F, entdo cada monomorfismo de F em
C extende-se a exatamente [E : F| monomorfismos de E em C. Em particular, existem [E : F]

F-isomorfismos de E.

Demonstracdo. N6s usaremos inducdo em [E:F]. Se E = F, entdo o resultado é claro, entdo
nés podemos asumir que toda extensdo K de F com [K : F] < [E : F] satisfaz a propriedade que
cada monomorfismo de F em C extende-se a [K:F] monomorfismos de K em C. Sejax € E—F
e seja My r(x) o polindmio minimal de « sobre F. Denotemores ele por m(x). Se o é um
monomorfismo de F em C, seja m°(x) o polindmio obtido aplicando o aos coeficientes de
m(x). Assim, m?(x) € irredutivel sobre o(F). Se o € uma raiz de m(x), nés podemos definir

o isomorfismo oj por:
Ojlr =0, e 0j: x> o,
tal que nds temos o isomorfismo entre corpos
0j : F(o) = Foy).
Existem
n=grau(m(x)) = [F(«) : F]

escolhas para oj. Dai, existem exatamente n extensoes distintas de o a F(o) pois um
monomorfismo de F() em C é completamente determinada por suas agdes em F e em «.
Por hipétese de indugdo, cada um destes monomorfismos extende-se a exatamente [E:F(o)]

monomorfismos de E em C. Portanto, existem
[E:F(a)]-[F(xx):F] =[E:F

monomorfismos distintos de E em C que extende o. Finalmente, toda extensio de o a E deve ser
um destes, uma vez que ndo pode haver mais do que [E:F] de tais monomorfismos, considerando

as restri¢des dos monomorfismos ja existentes. ]

O Teorema 2.5 motiva o seguinte link entre o polindmio minimal de qualquer nimero
algébrico 3 € F =Q(«) e o polindmio
n
f(x) = [J(x—o5(B)),

j=1

chamado corpo polinomial de 3 sobre F, onde os 0j sdo todos monomorfismos de F em C.
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Teorema 2.6. Seja F um corpo de niimeros de grau n com monomorfismos oy, ..., o, de Q em C.
Se 3 € F é um niimero algébrico de grau d sobre Q, com polinémio minimal m(x) = mg o(x),

nos temos a seguinte fatoracdo do corpo polinomial de 3 sobre Q:

n
f(X) = [J(X—0;(B)) = m™4(X),
=1
onde n/d € N. Assim, os 05(P) sdo raizes de m(x), repetida n/d vezes na fatoragdo de f(x) €
QIX]. Também F = Q(B) se, e somente se, d = n.

Demonstracdo. Como Q(f3) é um subcorpo de F, entdo:

Assim,n/d € Ne F=Q(p) se, e somente se, d = n.

Pela definicdo de Q-isomorfismo, a restricgdio de o5 a Q(f) continua sendo um
Q-isomorfismo. Portanto, podemos arranjar os 0j’s tais que os primeiros d deles sdo os distintos

de Q(B) em C, quando considerado como resti¢ao a ele. Assim,

m(x) = [J(x—oj(B)) = [ [(x—By). 2.2
j=1

j j=1
Observe que m(x)|f(x), pois f(B) = f(o1(B)) = 0. Assim, para algum N € N e algum
polindmio ménico g(X) € F[X], nés temos f(x) = mN(x), onde m.d.c.(m(x),g(x)) = 1. Se
g(x) ndo é constante, existe um inteiro algébrico vy tal que g(y) = 0. Assim, f(y) = 0, entdo,
Y =0j(B), paraalgum j = 1,2, ..., d. Portanto pela equagio (2.2), 0j(f3) = {5, entdo m(x)|g(x),
uma contradicdo. Assim, f(x) = mN(x) € Q[X], entdo n = grau(f) = grau(mN) = dN.

Portanto, N =n/d

2.5 O discriminante

Nesta sec@o nds introduziremos um conceito importantissimo na Teoria Algébrica dos
Numeros que € o conceito de discriminante. Para tanto, precisamos rever algumas nocoes de

Algebra linear, tais como trago, determinante € o polindémio caracteristico.

Sejam A um anel, E um A-mddulo livre finitamente gerado e seja u um endomorfismo de
E. Seja (e;) uma base escolhida para E e seja (aij) a matriz de u com respeito a esta base. Entao

o trago, o determinante e o polindmio caracteristico de a sdo respectivamente:
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Tr(u) = Yit, ay, det(u) =det(ay) e det(X-Ig —u) = det(Xd;; — ayj).

E possivel verificar que estas quantidades independem da escolha da base.

As férmulas acima implicam: (i) Tr(u+u’) = Tr(u) + Tr(u');
(i1) det(uu’) = det(u)det(u’);
(iii) det(Xg —u) = X" — (Tr(u)) X" ' +...+ (—1)"det(u).

Agora nds vamos falar de normas e tracos em uma extensao.

Seja B um anel e seja A um subanel de B tal que B € um A-moédulo livre de grau n
(por exemplo, A pode ser um corpo € B uma extensao finita de grau n de A). Para x € B, a

multiplicacdo my por x (ou seja, y — xy) é um endomorfismo do A-médulo B.

Definicao 2.6. Nos chamamos de trago (respectivamente norma e polindémio caracteristico) de
x € B relativo a B e A, o traco (respectivamente determinante e polinémio caracteristico) do

endomorfismo my.

O trago (respectivamente norma) de x é denotado por Trg 4 (x) (respectivamente N/ (x))
ou Tr(x) (respectivamente N(x)) quando ndo ha possibilidade de confusdo. Eles sdo elementos
de A. Parax,x’ € Be a € A nds temos My + M,/ = My ,/, MOy =My € Mgy = AMy.
Portanto, a matriz de m, com respeito a qualquer base para B, € a matriz diagonal cujas entradas

sdo a. Podemos verificar facilmente que:

Tr(x+x") =Tr(x) +Tr(x), Tr(ax)=aTr(x), Tr(a)=na
N(xx') =N(x)N(x’), N(a)=a™ e N(ax)=a"N(x).

Demonstragdo. Ver [11]. ]
Assim, o polindmio caracteristico é a [L:K[x]]-ésima poténcia do polindmio minimal de x

sobre K.

Proposicao 2.7. Sejam K um corpo de caracteristica 0 ou um corpo finito, L uma extensdo
algébrica de grau n de K, x um elemento de L e x1,...,Xn as n raizes do polinommio minimal
de x sobre K, cada uma repetida [L : K[x]] vezes. Entdo TrL/K(X) =X|+ ... +Xn, N]_/K(x) =

Xq...Xn. O polinémio caracteristico de x relativoa L e K é (X —x1)...(X—Xn).

A Proposicao 2.7 nos diz que poderiamos ter definido a norma e o traco de um elemento x

como a seguir:

Tr(x) =Y oi(x) e Ny(x) =[] oi(x), (2.3)
i=1 i=1
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onde os 0j’s sdo definidos como no inicio da secdo 2.4.

Proposicao 2.8. Sejam A um dominio de integridade, K seu corpo de fracoes, L uma extensdo
finita de grau n de K e x um elemento de L inteiro sobre A. Assuma que K tem caracteristica
0. Entdo os coeficientes do polinomio caracteristico P(X) de x relativo a L e K, em particular,

Try k(x) e Np k(x), sdo inteiros sobre A.

Demonstracdo. Ver [11], ver Proposi¢do 2 da pagina 38. ]

Corolario 2.3. Suponha que A é integralmente fechado. entdo os coeficientes do polindémio

caracteristico de x, em particular o Try x(x) e Ny x(x) sdo elementos de A.

Demonstragdo. Pela defini¢do, estes coeficientes sdao elementos de K. Pela Proposicao 2.8, eles

sdo inteiros sobre A. (]

A partir dos conceitos citados, podemos agora definir o discriminante de um conjunto de

elementos de um anel A.

Definicao 2.7. Seja B um anel e seja A um subanel de B tal que B é um A-modulo livre de grau
n. Para (x1,....,xn) € B™ nds chamamos o discriminante do conjunto (x1,...,Xn) o elemento de

A definido pela relacdo
D(x1,....xn) = det(Trg a (xix;)). 2.4)

Proposicao 2.9. Se (yi,....yn) € B™ é um outro conjunto de elementos de B tais que y; =

Yi aijxj com ay; € A, entdo
D(Y1,....yn) = (det(ay))*D(x1, ..o Xn). (2.5)
Demonstragdo.

Tr(ypyq) = Tr()_ apiagixij) = Y apiagi Tr(xy;).
i ij
Isto dd a matriz: (Tr(ypyq)) = (api) (Tr(xix;) .t (agj), onde M denota a matriz transposta de
M. Assim, tomando determinantes em ambos os lados e usando propriedades dos determinantes,

chegaremos no resultado. ]

A Proposi¢ao 2.8 implica que o discriminante de bases de B sobre A s@o associados em A,
ou seja, a matriz mudanca de base (aij) tem uma inversa com entradas em A. Portanto ambos os

det(aj;) e det(ay )~! sdo unidades em A. N6s podemos assim formular a seguinte definigio:
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Definicao 2.8. Sob as hipoteses da Definicdo 2.7, nos chamaremos o ideal principal de A
gerado pelo discriminante de qualquer base B sobre A o discriminante de B sobre A. Nos

denotaremos ele por Dy .

Proposicao 2.10. Suponha que Dy 5 contém um elemento que ndo é um divisor de zero. Entdo,
a fim de que o conjunto (X1, ...,xn) C B™ seja uma base para B sobre A, é necessdrio e suficiente

que D(x1,...,xn ) gere QB/A-

Demonstragdo. A condi¢do necessdria ja foi provada. Para a reciproca, suponha que d =
D(x1,....xn) seja um gerador para Dg/a. Seja (ey,...,en) uma base para B sobre A. Ponha
d’=D(eq,...,en)exi= Y;', ajjejcom ajj € A, 1 <i<n.Entdod=det(ay )2d’. Por hipétese
Ad =Dga = Ad’. Assim, existe b € A tal que d’ = bd. Segue que d(1 —bdet(a;;)?) =0.
Veja que d ndo € um divisor de zero, pois se fosse, cada elemento de Ad = Dy /5 seria um
divisor de zero. Assim 1 — bdet(aij)2 = 0. Isto nos diz que det(ay;) € invertivel, portanto a
matriz (aj;) deve ser invertivel também. Consequentemente, (Xi,...,Xn) € uma base de B sobre
A. O

Lema 2.2. (Lema de Dedekind) Sejam G um grupo, C um corpo e sejam 0p,...,0n
homomorfismos distintos de G no grupo multiplicativo C*. Entdo os o}s sdo linearmente
independentes sobre C, ou seja, Y. u;0i(g) = 0, para todo g € G implica que todos os s

sdo zero.

Demonstragdo. Suponha que os ofs sdo linearmente dependentes e considere a relagdo
~ . . _ . Va / ~ ~ Ve , .
ndo-trivial Y;ui07 =0 (u; € C) tal que o nimero q de s que sdo ndo-nulos é minimo.

Ap6s um rearranjo de indices, nds podemos supor que
u01(g)+...+uqoq(g) =0 para todo g€ G. (2.6)

Nos temos q > 2, pois 0s cr{s sao ndo-nulos. Para g e h arbitrarios em G, nés temos que
uo1(hg)+...+uqoq(hg) =uso((h)oi(g) +...+uqoq(h)oq(g) = 0. Mutiplicando (2.6) por

01(h) e subtraindo da equacédo acima, temos:
us (o1 (h) —oz(h))oz(g) +...+uq(o1(h) —oq(h))og(g) =0.

Como isto se verifica para qualquer g € G e como q foi escolhido o menor possivel, segue que
Wy (o1 (h)—o0,(h)) =0. Assim 01 (h) = 0, (h) para todo h € G, pois u, # 0. Mas isto contradiz

a hipétese de que os o7s sdo distintos. Logo, os o}s sdo linearmente independentes. ]

Proposicao 2.11. Seja K um corpo que é finito ou de caracteristica 0, seja L uma extensdo de

graunde K e sejam 01,...,0n 0s n K-isomorfismos distintos de L em um corpo algebricamente
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fechado C contendo K (ver Teorema 2.4). Entdo, se (x1,...,Xn) € uma base para L sobre K,

D(xq,...,Xn) = det((ri(xj))2 #£0. 2.7)

Demonstragdo. A primeira igualdade segue do célculo:

D(x1,....xn) = det(Tr(xyx;)) = det(Xy ox(xixj) = det(Xy ox(xi)ox(x))
= det(oy(x;)) - det(oy(x;)) = det(oy(x}))%

Agora, suponha que det(oi(x;)) = 0. Entdo existem u,...,un € C, nem todos nulos, tais que
Yt 1 u;0i(xj) = 0 para todo j. Pela linearidade nds concluimos que }'i* | u;0i(x) = 0 para todo

x € L. Mas isto contradiz justamente o lema de Dedekind. O]

Sob as condi¢des da Proposicdo 2.10, a relagdo D(xq,...,xn) # 0 nos diz que a forma
bilinear (x,y) = Try x(xy) € ndo-degenerada, ou seja Try /x (xy) = 0 para todo y € L implica
x = 0. Assim, a aplica¢do K-linear que associa cada x € L a forma K-linear sy : y — Try /¢ (xy)
¢ uma injecdo de L no seu dual Homy (L, K) (para estruturas de espago vetorial sobre K). Como
L e Homg(L,K) sdo de mesma dimenséo finita n sobre K, segue que x — sy é uma bijecao.
A existéncia da "base dual"de um espaco vetorial e seu dual implica que, para qualquer base

(x1,...,xn) de L sobre K, existe uma base (yi,...,yn) tal que

Tryx(xiy;) =6y (1 <1,j <n). (2.8)

Dada essa observacgao, teremos o seguinte teorema.

Teorema 2.7. Seja A um anel integralmente fechado, seja K o seu corpo de fragoes, L um
extensdo de grau n de K e A’ o fecho inteiro de A em L. Suponha que K é de caracteristica 0.

Entdo, A’ € um A-submaodulo de um A-modulo livre de grau n.

Demonstracdo. Seja (xi,...,xn) uma base de L sobre K. Cada x; é algébrico sobre K, entdo,
para qualquer i, nés temos uma equagio da forma anx;* +an—i x{‘_l +...+a9=0.(q; € A para
todo j). N6s podemos assumir que a, # 0. Multiplicando essa equacio por al*~!, teremos que
anx; € inteiro sobre A. Ponha x{ = anx;. Entdo (x{,...,x;,) é uma base para L sobre K contido

em A’.

Pela observagdo que fizemos acima, existe uma outra base (yi,...,yn) de L sobre K tal
que Tr(x{y;) = 8j;, por (2.6). Sejaz € A'. Jd que (yj,...,yn) € uma base para L sobre K, nds
podemos escrever z = Z)T‘:] bjy; com b; € K. Para qualquer i nés temos x{z € A’, pois x{ € A’.

Portanto, Tr(x{z) € A, pelo coroldrio 2.3. Assim, Tr(x{z) = Tr(¥; bjx{y;) = ¥ b Tr(x{y;) =
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Y b;dy; = bi. N6s podemos concluir que b; € A para todo i, 0o que implica que A’ € um
submoédulo do A-médulo livre 2}1:1 Ayj. [

Corolario 2.4. Adicionando a hipdtese de que A ¢ principal ao Teorema 2.7, entdo A’ é um

A-mddulo livre de grau n.

Demonstragdo. Um submodulo de um A-mddulo livre €, sob nossas hipdteses adicionais, livre
de grau < n. Por outro lado, nés vimos na prova do Teorema 2.7 que A’ contém uma base de L

sobre K. Portanto, A’ € de grau n. ]

2.6 Terminologia de corpos de niimeros

Definicao 2.9. Seja K um corpo de niimeros. Os elementos de K que sdo inteiros sobre 7. sdo

chamados de inteiros de K e denotaremos o conjuntos desses elementos por Dy.

Observe que pelo Coroldrio 2.2, Dk € um subanel de K e ao mesmo tempo € um Z-médulo
livre de grau [K : Q] devido ao Corolario 2.4, ou seja, podemos pedir uma base para Dy sobre

Z. Obtemos entdo a seguinte defini¢ado:

Definicao 2.10. Se D é o anel de inteiros de um corpo de niimeros K, entdo uma base para

Dy sobre 7, ou simplesmente uma Z-base, é chamada de base integral para K.

Sendo K um corpo de niimeros de grau n, o Teorema 2.7 em conjunto com o Corolério 2.4
nos garante a existéncia de uma base integral para K e que tal base é de fato uma base para K
sobre Q.

Exemplo 1 Se K = (@(\/5), entdo Dx = Z[V2], devido ao resultado b) - ii) na péagina 6.
Assim, B ={1,v/2} é uma base integral para K.

Exemplo 2 Se K =Q(+/13), entdo

Dy = ZI(HB)) £ ZIV13),

Aqui o = %ﬁ é uma raiz de P(X) = X> — X —3, enquanto § = /13 é uma raiz de Q(X) =
X?—13. Assim. embora que 1 ={1, 8} seja uma base para K consistindo de inteiros algébricos,

(3 ndo é uma base integral para K. Uma base integral para K é T ={1, «}.

Sendo B = {xi, ..., Xn} uma base integral para K, faremos a seguinte conveng¢do para o

discriminante da base 3: Disc (3) = D(x1, ..., Xn).
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Proposicao 2.12. Se (3 ¢ uma base para um corpo de niimeros K sobre QQ, com 3 C Dy, entdo
Disc (B) € Z.

Demonstragdo. Segue direto do Corolario 2.3. U

Corolario 2.5. Sejam (31 e B, duas bases integrais para um corpo de niimeros K. Entdo

Disc (B1) = Disc (32).
Demonstragdo. Pela Proposicao 2.9, temos que
Disc (B,) = D?Disc (B1)

onde D € Z é dado na proposicdo. Mas a observacdo feita logo apds a Proposicdo 2.9, nos
garante que D é uma unidade em 7Z, ou seja, D = +1. A igualdade acima conclui imediatamente

o corolario. 0

Definicao 2.11. Seja 3 uma base integral para um corpo de niimeros K. Entdo o discriminante

absoluto de K, denotado por d, é d = Disc ([3).

Exemplo Seja K = Q(+/19). Entdo  ={1,+/19} € uma base integral para K. Portanto,

2

1 1
d = Disc (B) = det = (—2v19)2 =76.

V19 —V19

Enunciaremos aqui dois resultados interessantes sobre discriminantes absolutos de corpos

de nimeros, apenas para efeito de curiosidade. Sao eles

Teorema 2.8. Seja D # | um inteiro livre de quadrados e seja K = Q(+/D), com discriminante

absoluto d. Entdo

i. d=D, se D=1 (mod4)ou

ii. d=4D, se D =2,3 (mod 4),

onde D é chamado de Radicando de K. Também podemos concluir que

iii. g :Z[Hﬁ], se d =1 (mod4) ou

iv. Dk =Z[VD), se d =0 (mod 4).
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Demonstragcdo. Ver [8] paginas 41 e 42. ]

Teorema 2.9. (Critério de Stickelberger) Seja K um corpo de niimeros. Entdo
d=0oul (mod4).
Demonstragdo. Ver [8] paginas 43 e 44. [

Para encerrar, frequentemente, por abuso de linguagem, atribuiremos para K nocdes que
sdo definidas relativamente para ®y. Assim quando nés falarmos de ideais (ou unidades) de K,

nos estamos nos referindo a ideais (ou unidades) de .

2.7 Conceitos preliminares de subgrupos discretos do R™

Nessa secdo apresentaremos 0s conceitos importantes sobre reticulados. Alguns teoremas,

bem como suas respectivas provas, irdo precisar de alguns conceitos basicos de Andlise.

Um subgrupo H do R™ € dito ser discreto se e somente se, para qualquer subconjunto
compacto K do R"™, a interse¢do HNK € finita. Um exemplo cldssico de um subgrupo discreto
do R™ ¢ Z".

Teorema 2.10. Seja H um subgrupo discreto do R™. Entdo H é gerado (como um Z-modulo

por r vetores que sdo linearmente independentes sobre R.

Demonstracdo. Seja (eq,...,er) um conjunto de elementos de H que sdo linearmente

independentes sobre R, onde r é o maior possivel. Seja

N
P={x € R" [ x = ) ae;, 0 < o < 1} (2.9)
i=1

o paralelepipedo construido por esses vetores. Claramente, P € compacto, entdao P M H ¢ finito.
Tome x € H. Da maximalidade do conjunto (e,...,e;) segue que x =Y ; Ajei, A; € R. Para
j € Z temos

X = jx — Y [iMi]es, (2.10)

i=1

onde [p] denota o maior inteiro menor ou igual a p € R. Assim,

x = Y (M — [A]es,
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que no qual segue que x; € P e por (2.10), x; € PN H. Perceba que x = x; +Y{_; [Ai]e;, vendo
assim que o Z-médulo H é gerado por PN H e assim € finitamente gerado. Por outro lado,
como PMH € finito e Z € infinito, existem inteiros distintos j e k tais que x; = xi. Segue de
(2.10) que (j —Kk)A; = [jAi] — [kA{], que implica que os A;’s sdo racionais. Assim o Z-mddulo
H é gerado por um niimero finito de elementos que sdo combinacdes lineares com coeficientes
racionais dos e;’s. Seja d € Z — (0) um denominador comum destes coeficientes. Claramente,
dH C Yi_,Ze;. Assim, existe uma base (f;) do Z-moédulo Y i, Ze; e inteiros oy tais que
(x1f1,...,fr) gera dH. Como o Z-médulo dH tem o mesmo graude He HD Y.! | Zey, o
grau de dH € > r. Portanto, o grau de dH € igual a v e 0s «;’s sdo nao-nulos. Nés podemos
concluir que os fi’s sdo, como os e;’s, linearmente independentes sobre R. O médulo dH, e
consequentemente o proprio H, é gerado (sobre Z) por r vetores linearmente independentes
sobre RR. [

Como aplicagdo do teorema anterior, seja t = (01, ...,0,,) € R™ tal que pelo menos um dos
0;’s € irracional. Seja (eq,...,en) a base candnica do R™ e seja H o subgrupo do R™ gerado
por (01,...,0n,t). O grupo H nao é discreto; se fosse, aplicando o método da demonstragio
do teorema acima, teriamos uma expressao para t como combinagdo linear com coeficientes
racionais dos e;’s, que é um absurdo. Assim, para qualquer € > 0 existe um elemento nao-nulo
de H cuja distincia desse elemento a 0 € menor que €. Logo, existe um inteirop; € Ze q € N,

q # 0, tal que |q0; —pi| < €, que nos diz que
|0; — %I < % paratodoi=1,...,1m.

Vamos observar que, simplesmente escolhendo o multiplo % de % mais préximo de 0;, nés

temos a aproximmacao

0; — %| < ﬁ (ny € Z), para qualquer q > 0.

O resultado provado acima é um teorema bdsico na rica teoria de aproximacdo de nimeros

irracionais por racionais.

Definicao 2.12. Um subgrupo discreto de grau n do R™ é chamado de um reticulado do R™.
Pelo Teorema 2.10, um reticulado é gerado sobre Z por uma base do R™, que é entdao uma

Z-base para um dado reticulado. Para cada Z-base e = (ey,...,en) de um reticulado H, nds

escreveremos P, para o semi-paralelepipedo aberto

n
Pe:{xeRnlx:Zoqei, com0 <oy <1}

i=1
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Assim, cada ponto do R™ é congruente médulo H a um e apenas um ponto de P, para qualquer
base e fixada. Neste caso, nés diremos que P, € um dominio fundamental para H. Nos
iremos escrever | para denotar a medida de Lebesgue em R™, ou seja, se S € um subconjunto

mensuravel do R™, w(S) ird denotar sua medida, que nds iremos chamar aqui por volume.

Lema 2.3. O volume W(P.) independe da escolha da base e de H.

Demonstracdo. Seja f = (fy,...,fy) uma outra base de H. Entdo
f; = Z}l:] Xjje; com &y € 7.

N6s sabemos do cdlculo que: w(Pf) = [det(a;)|i(Pe). A matriz (oy;), sendo associada com

uma mudanca de base, € invertivel com uma matriz inversa inteira, entao det(oqj) =+1. Assim,
1(Ps) = p(Pe). O

O volume do paralelepipedo P, associado com qualquer base e de H é chamado de volume

do reticulado H e é denotado por v(H).

Teorema 2.11. (Minkowski) Seja H um reticulado em R™ e seja S um subconjunto mensurdvel

do R™ tal que W(S) > v(H). Entdo existem dois pontos distintos x,y € S tais que x—y € H.

Demonstracdo. Seja e = (eq,...,en) uma Z-base de H e seja P, o paralelepipedo associado a
base e. Assim P, € um dominio fundamental para H. Veja que S pode ser visto como a unido

disjunta de subconjuntos da forma SN (h+ P.), com h € H. Segue que
u(S) =Y u(Sn(h+Pe)). (2.11)
heH

Como p € invariante por translagdo,
(SN (h+Pe)) =pn((—h+S)NPe).

Os conjuntos (—h+S)NPe (h € H) ndo podem ser todos disjuntos, pois se fossem, terfamos
que w(Pe) > ¥ w((—h+S)NPe), que contradiz (2.11) e a hipétese de que w(P.) =v(H) <
w(S). Conseq]zli;{temente, existem dois elementos distintos h e h’ de H tais que P.N(—h+S)N
(—h/+S) #£0. Sejam x e y elementos de S tais que —h+x =—h'+y. Entiox—y=h—h’'e H
ex#y, poish#h'. O

Corolario 2.6. Seja H um reticulado em R"™ e seja S um subconjunto mensurdvel do R™ que é
simétrico com respeito ao 0 e convexo. Assuma que S satisfaz pelo menos uma das sequintes

condigoes:
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(a) u(S)>2"v(H)

(b) w(S)>2"v(H) e S é compacto.
Entao SN (H—{0}) #0.

Demonstracdo. No caso (a), vamos aplicar o Teorema de Minkowski (2.11) ao conjunto S” =
%S, pois 1(S’) =2""u(S) > v(H). Seja entdo y e z pontos distintos de S’ tais que y —z € H.
Entdo y —z também pertencem a S pois, y —z = %(Zy + (—2z)) (usando também a simetria e
convexidade de S). Portanto, y —z € SN (H—{0}). Para o caso (b), observe que (14 €)S para
€ > 0 satisfaz todas as hipdteses de S e também a hipétese do caso (a). Perceba que, (H—{0}) N
(1+ €)S é um subconjunto finito, pois (14 €)S é compacto e H é um subgrupo discreto do R™.
Logo o conjunto (H—{0}) N (1+ €)S é compacto. Além disso, eQO(H —{0})N(1+¢€)S#0,
pois uma intersecao de conjuntos compactos nao-vazios e "encaixados"nunca é vazia. Isto diz
que existe um ponto de H—{0} que pertence a (1+ €)S para todo € > 0; Portanto, como S é

compacto, esse ponto também pertence a S também. U

2.8 Ideais fracionarios e a norma de um ideal

Definicao 2.13. Seja A um dominio de integridade com corpo de fracoes K. Um A-modulo
ndo-nulo I contido em K é chamado de um ideal fraciondrio de A (ou de K com respeito a A),
se existe um elemento ndo-nulo d € A tal que d1 C A. Se I C A, entdo I é um ideal fraciondrio
se e somente se I é um ideal de A. Nos chamamos estes ideais de "inteiros"para distingui-los

dos demais ideais fraciondrios.

Qualquer A-submédulo I finitamente gerado contido em K é um ideal fraciondrio. Isto
segue do fato de que, se (xi,...,xn) é um conjunto finito de geradores para I, os x;’s tem um
denominador comum d =[]i*, d;, onde d; é o denominador de cada x; e a0 mesmo tempo,
d é um denominador comum para I. Reciprocamente, se A € anel Noetheriano, cada ideal
fraciondrio I € um A-mddulo finitamente gerado, isto é, [ C d 1A, e d'A é um A-médulo

isomorfo a A, sendo entdo um mddulo Noethereiano.

Nos definimos o produto 11’ de dois ideais fraciondrios I e I” como o conjunto das somas
finitas )} xiyi, onde x; € [ e y; € I'. Se I e I’ s@o ideais fraciondrios com denominador
comum d e d’, respectivamente, entdo os conjuntos INI’, [+ 1" e I’ sdo ideais fraciondrios.

Claramente, eles sdo A-submoddulos de K e eles tem denominador comum d (ou d’), dd’ e dd’,
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respectivamente. Com a operacao de produto de ideais, € facil ver que os ideais fraciondrios de

A constituem um mondide, com elemento identidade e = A.

O conceito de ideal inteiro € importantissimo e serd usado futuramente para podermos

definir o grupo das classes de um corpo de niimeros.

Nos ja estamos familiarizados com o conceito de norma de um elemento de um corpo.
Iremos extender esse conceito para ideais. Sejam K um corpo de nimeros, n o seu grau e Dg o

anel de inteiros de K. Escreveremos N(x) no lugar de Ny /g (x).

Proposicao 2.13. Se x é um elemento ndo-nulo de Dy, entdo |N(x)| = card(Dy/<x>).

Antes de iniciarmos a prova desse resultado, observe primeiramente que faz sentido essa

formula, pois note que x € D e assim N(x) € Z pelo Corolario 2.3.

Demonstragdo. Pela se¢do 6 (mais precisamente, pelo Coroldrio 2.4) nés sabemos que Dy é
um Z-modulo livre de grau n e <x> € um Z-submédulo de . Ele também € de grau n, pois a
multiplicagdo por x aplica D¢ em <x> isomorficamente. Assim, existe uma base (ef,...,en) do

Z-modulo Dy junto com os elementos ¢; € N tais que (cjeq,...,Cnen) € uma base de <x>.

Assim, o grupo abeliano D/<x> ¢ isomorfo ao grupo abeliano finito [[i" ; Z/ciZ, cuja
ordem € cy...c,. Vamos escrever u para a aplicagio Z-linear de D em <x> definido por u(e;) =
ciei parai=1,2,...,n. Assim, teremos que det(u) = ¢y...ch. Por outro lado, (xeq,...,xen)
também € uma base para <x>. Existe assim um automorfismo v do Z-médulo <x> tal que
v(ciei) =xe;i. Entdo, o det(v) é invertivel em Z e assim det(v) = +1. Mas, v-u é a multiplica¢do
por X, e assim pela defini¢@o 2.6, o seu determinante é N(x). Como det(v-u) =det(v)-det(u),
nds podemos concluir que N(x) = + cj...cp, = + card(Dy/<x>), aplicando a funcdo médulo

em ambos os lados, obtendo assim o nosso rsultado. ]

Definicao 2.14. Dado um ideal inteiro ndo-nulo 1 de Dy, nos chamamos o niimero card(Dx/I)

de norma de 1 e denotaremos ele por N(I).

Observe que N(I) € finito. De fato, se a € um elemento ndo-nulo de I, entdio < a >C le
D /1 pode ser identificado com um quociente de Dy/<a>. Assim, card(Dg/1) < card(Dg/<a>),
que € finito pela Proposi¢cdo 2.13. Por outro lado, nés diremos que, para um ideal principal
<b>,N(<b>)=|N(b).

Proposicao 2.14. Se 1 e | sdo ideais inteiros ndo-nulos de Dy, entdo N(IJ) = N(I) N(J).

Demonstragdo. Ver [11], Proposi¢do 2 da pagina 52. U
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Corolario 2.7. Sejam K um corpo de niimeros de graun e Dy o anel de inteiros de K. Considere

I um ideal ndo-nulo de ®x. Se N(I) é primo, entdo I é um ideal primo de Dy.

Demonstracdo. Sejam I; e I, dois ideais de D, onde 11, = I. Pela Proposi¢ao 2.14, N(I) =
N(I;)N(I,). Por hipétese, N(I) é primo, entdo, N(I;) =1 ou N(I,) = 1. Suponha que N(I;) =
1. Assim, pela definicdo de norma de ideal, temos que [Dg \ I;| = 1. Ou seja, Dx = I; e assim
I, = I. Mostrando que I é um ideal primo. Observe que usamos o fato elementar que P € um

ideal primo se, e somente se, dados ideais A e B com AB C P implica A C Pou B C P. (]
Proposicao 2.15. Sejam K um corpo de niimeros, Dy o seu anel de inteiros algébricos e I um

ideal inteiro. Entdo N(I) € L

Demonstracdo. Seja N(I) = |[Dy /I =1. Se x € Dk, entdo r(x+1) é 0 em Dy /I, porque
a ordem de qualquer elemento de um grupo divide a ordem do grupo. Assim, rx € [. Em

particular, podemos tomar x = 1 e concluir que v € I. [

Para o bom entendimento dos préximos resultados, precisaremos da seguinte defini¢ao

Definicao 2.15. Um ideal 1 diz-se dividir um outro ideal |, denotado 1 | ], em um anel
comutativo com identidade R, quando existe um outro ideal H em R tal que | = IH. Um ideal
primo P em um anel de inteiros R é um ideal que satisfaz propriedade que

Quando P | 1] para dois ideais 1, ] em R, entdo P | Lou P |].

Lema 2.4. Sejam 1 e | dois ideais de um anel R. Se 1| ], entdo ] C L

Demonstracdo. Se 1| ], por defini¢do, existe um ideal H tal que ] = HI. mas, pode defini¢do
de ideal HI C I, entdao [ D J. (]

Lema 2.5. Um inteiro m pode pertencer apenas a uma quantidade finita de ideais de Dy.
Demonstracdo. NO6s temos que m € I se, e somente se, [ divide < m >. Como < m > fatora-se

de maneira tinica em um produto finito de ideais, entdo temos apenas uma quantidade finita de

divisores para < m >. Ou seja, m pertence apenas a uma quantidade finita de ideias. ]
Proposicao 2.16. Dado m € N, existe apenas uma quantidade finita de ideais I de D tais que

N(I) =m.

Demonstracdo. Se N(I) =m, pela Proposi¢do 2.15, m € I e o resultado segue direto pelo lema
24. O
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3 0 MERGULHO CANONICO E O GRUPO DAS CLASSES

O objetivo deste capitulo € introduzir o conceito de grupos das classes de maneira geral,
estabelecer a notacdo do mergulho can6nico de um corpo de nimeros K e por fim dar a prova

classica da finitude dos grupo das classes via o limitante de Minkowski.

3.1 Grupo das classes

Para comecarmos, vamos introduzir os conceitos de Anéis Noetherianos e Anéis de
Dedekind.

Teorema 3.1. Sejam A um anel e M um A-médulo. Sdo equivalentes:

(a) Toda colecdo, ndo-vazia, de submodulos de M contém um elemento maximal.
(b) Toda sequéncia crescente de submodulos de M é estaciondria.

(c) Todo submédulo de M é finitamente gerado.

Definicao 3.1. Um A-médulo M é chamado Noetheriano se ele satisfaz as condigoes do teorema

anterior. Um Anel A é chamado Noetheriano se, considerado como A-mddulo, é Noetheriano.

Uma prova do teorema acima pode ser visto em [2] ou em [9]. Anéis Noetherianos sdo de
grande importancia em Algebra Comutativa e 6timas referéncias para o seu estudo sio [2], [9]

ou [13].

Proposicao 3.1. Seja A um anel integralmente fechado e Noetheriano. Sejam K seu corpo
de fracoes, L uma extensdo finita de K e A’ o fecho inteiro de A em L. Suponha que K ¢é de

caracteristica 0. Entdo A’ é um A-modulo finitamente gerado e um anel Noetheriano.

z

Demonstracdo. NOs sabemos que A’ € um A-submoédulo livre de grau n, pelo Teorema 2.7.
Assim, A’ € um A-mddulo finitamente gerado, e portanto, Noetheriano. Por outro lado, os
ideais de A’ sdo casos especiais de A-submddulos de A’. Eles satisfazem a condicdo (a) do

teorema anterior, entdao A’ € um anel Noetheriano. O]
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Exemplo: O anel de inteiros de um corpo de nimeros € Noetheriano, bastando fazer A = Z

e K = Q como na proposi¢do anterior.

O préximo lema serd usado posteriormente para provarmos a existéncia de elementos
invertiveis no mondide de ideais fraciondrios. Uma prova desse lema pode ser visto em [11],

lema 3 da pédgina 48.

Lema 3.1. Em um anel Noetheriano, todo ideal contém um produto de ideais primos. Em um
dominio de integridade Noetheriano, todo ideal ndo-nulo contém um produto de ideais primos

ndo-nulos.

Definicao 3.2. Um dominio de integridade A é chamado de anel de Dedekind (ou dominio de
Dedekind) se:

i. E Noetheriano;
ii. E integralmente fechado e

iii. Todo ideal primo de A é maximal.

O anel Z e mais precisamente qualquer anel de ideais principais € um anel de Dedekind.
O seguinte teorema implicard que o anel de inteiros de um corpo de nimeros € um anel de
Dedekind.

Teorema 3.2. Seja A um anel de Dedekind, K seu corpo de fracdes, L uma extensdo finita de
K e A’ o fecho inteiro de A em L. Assuma que K é de caracteristica 0. Entdo A’ é um anel de

Dedekind e um A-modulo finitamente gerado.

7

Demonstragdo. Ja sabemos que o anel A’ € integralmente fechado pela sua propria contrug¢ao
e também é Noetheriano e um A-moddulo finitamente gerado pela Proposi¢do 3.1. Agora, €

suficiente mostrar que todo ideal primo I’ # (0) de A’ é maximal. Assim, escolha x € I’ — (0)

e considere uma equagdo de independéncia inteira de x sobre A, com grau minimo:
X" Fan X"+ L Fax+ag=0, (a€A). (3.1)

Entdo agp # 0, pois sendo fosse, poderiamos por x em evidéncia e diminuir de uma unidade o
grau da equagdo, deixando assim de ser minimo. Por (3.1), nds temos que ag € A’xNA C
I’NA. Portanto, I’ A # (0) é um ideal maximal de A e A/I’N A é um corpo. Mas A/I'NA
pode ser identificado como um subanel de A’/I’ e A’/I’ € inteiro sobre A/I'N A, pois A’ é

inteiro sobre A. Assim, A’/I’ é um corpo, devido a Proposi¢do 2.3, e assim I’ é maximal. [
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O interesse em anéis de Dedekind ressurge do fato de que o anel de inteiros de um corpo de

numeros € um anel de Dedekind, mas nem sempre € um anel de ideais principais.

Exemplo. Considere o anel de inteiros A = Z[v/—5] em Q[v/—5]. Observe que
(14++v—=5)(1—+/—5) =2-3, ou seja, ndo € um DFU (Dominio de Fatoracdo Ijnica). Suponha
que A seja um dominio de ideais principais. Sendo A ¢ um dominio de Dedekind, segue pelo

Teorema 3.5, que veremos logo adiante, que A nio é um DIP.

Exibiremos agora alguns resultados sobre ideais em anéis de Dedekind que serdo tteis para

o préximo capitulo.

Lema 3.2. Seja I £ R um ideal, onde R é um anel de Dedekind com corpo de fragcoes K. Entdo,
existe y € K—R tal que yI C R

Demonstragdo. Seja «x € [ um elemento fixado ndo-nulo. Pelo lema 3.1, o ideal principal < o >
contém um produto de ideais primos Py, ..., Py, digamos. Suponha que r seja minimo no que diz
respeito a ser um produto de primos em < « >. Usaremos o fato elementar de que todo ideal
proprio estd contido em algum ideal maximal, portanto primo. Assim, [ C P para algum ideal
primo P de R. Pela primalidade, P; C P, para algum j, que nés podemos assumir ser j = 1. Pela
condicdo (iii) da Defini¢do 3.2, P; = P. Como < « > ndo pode conter um produto com menos

que r ideais primos, existe um 3 € P, - -- P, — < o >. Portanto,

/e Py---P,—RCK-—R.

<>
Porém,

BP CPPy---P, C< & >,

entdo se d € P, entdo 30 € < & >. Em particular, se 6 € I, entdao

Pser,
o
Em outras palavras,

ICR

vl
Il

Teorema 3.3. Seja R um anel de Dedekind e I um ideal ndo-nulo de R. Entdo, existe um ideal J

ndo-nulo de R tal que 1] é principal.
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Demonstragdo. Sejal um ideal nao-nulo de R com « € [ e seja

J={peR: BIC<a>}

E facil verificar J é um ideal nio-nulo de R contendo o e

[Jc<a>.

Mostraremos que de fato segue a igualdade. Seja

1
L=-—1J.
U

Entdao L C R. Como I e J sdo ideais, entdo L também €. Assuma que L é um ideal préprio

de R. Pelo lema anterior, existe um y € K—R tal que yL C R. Chegaremos num absurdo pela

condicdo (ii) da Defini¢do 3.2, se mostrarmos que y € raiz de um polindmio moénico sobre R.

Desde que | C L, dado que « € I, entdo yJ] C yL C R. Assim, yJI C RI C I, o que implica que

yjcJ. (3.2)
Seja {Bj, ..., By} um conjunto de geradores para o ideal J. De (3.2), existe z;; € Z tal que para
i=1,..r1,
VB =X ZiiBj.
Surgird assim o sistema de equacdes homogéneas
(zig—V)x1+z12%+ ..+ 21 % =0
ZoaxX1+ (zo2—YV)x2+ ..+ 20:% =0
Zr X1+ Zr X2+ o+ (Zrr — Y] =0
que possui solugdo ndo trivial x; = 3;. Entdo o determinante
(ziai—v)  z12 Ziy
22,1 (z22—7) Z,r
det
Zr,1 Zrp (Zrr—7)
anula-se. Concluindo que 7y satisfaz o polindbmio monico sobre R requerido. ]
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Corolario 3.1. Se I, J e L sdo ideais de um anel de Dedekind R, com I ndo-nulo e 1] = L], entdo

J=L

Demonstragdo. Se H é um ideal tal que IH =< ¢ >, entdo | < « >=L < & >. Daf

LCl<a>=]<a>C],

JC]<a>=L<a>CL,
entdo L =1J. [l

Corolario 3.2. Se I e J sdo ambos ideais de um anel de Dedekind, entdo 1| | se, e somente se,

157

Demonstragdo. Pelo Lema 2.4, precisamos apenas provar uma das implicacdes. Se [ D |, entdo
seja L um ideal tal que LI € principal, ou seja, LI =< o« >. Entdo H = och] € um ideal e
[H=]. O

Vimos na secdo 2.8 o conceito de ideais fraciondrios e inteiros, este conceito serd agora util

para definir o grupo das classes de ideais.

Teorema 3.4. Seja A um anel de Dedekind que ndo é corpo e K o seu corpo de fracoes. Todo

ideal primo (e portanto, maximal) de A é invertivel no mondide dos ideais fraciondrios de A.

Demonstragdo. Seja M um ideal maximal de A. Entao M # (0), pois A ndo € um corpo. Defina:
M ={x e KxM cC A}. (3.3)

Claramente, M’ € um A-submddulo de K; qualquer elemento ndao-nulo de M serve como um
denominador comum para M’. Assim, M’ é um ideal fracionario de A. E suficiente mostrar
que MM’ = A. Por (3.3) temos que MM’ C A; por outro lado, A C M’, pois M é um ideal,
entdo M = AM C MM’. Como M é maximal e M C MM’ C A, temos que ou MM’ = A ou
MM’ =M. E suficiente mostrar que MM’ = M é impossivel.

Agora, se MM’ =M e se x € M/, entdo xM C M, XMcxMcMe por inducao teremos
que x"M C M para todo n € N. Segue que A[x] é um ideal fraciondrio de A. Como A ¢é
Noetheriano, A[x] ¢ um A-mddulo finitamente gerado, pelas observacdes no comecgo da se¢ao

2.8, e entdo x € A € inteiro sobre A devido ao Teorema 2.1. Mas A ¢ integralmente fechado;
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portanto, x € A; e consequentemente M'M = A implica M’ = A. Com isso, vamos provar que

M’ = A é impossivel.

Para isso, tome um elemento ndo-nulo m € M. O ideal Am contém um produto ideais
P1P2---pn de ideais primos ndo-nulos pelo Lema 3.1. Sem perda de generalidade, podemos
tomar n como o menor possivel. Nds temos que M O Am D pPps...pn que nos diz que M D p;
para algum i. Digamos que seja i = 1. Como p; é maximal por hipétese, M = p;. Ponha
[ =p;s...pn. Entdio Am D Ml e Am 2 I, pois n foi tomado como o menor possivel. Assim,
existe b € I tal que b ¢ Am. Assim, MI C Am e Mb C Am, donde Mbm~! C A. Pela
defini¢do (3.3) de M’, temos que bm ™! € M’. Mas, como b ¢ Am, entdo bm ™! ¢ A. Assim
M’ #£A. [

Teorema 3.5. Seja A um anel de Dedekind e seja P o conjunto de todos os ideais primos

ndo-nulos de A. Entdo:

(a) Todo ideal fraciondrio ndo-nulo I de A pode ser expresso de forma vinica como

I=]]p"", (3.4)

peP

onde, para qualquer p € P, ny(I) € Z e para apenas uma quantidade finita de p € P,
teremos nyp (1) # 0.

(b) O mondide dos ideais fraciondrios ndo-nulos de A é um grupo.

Demonstragdo. Primeiro nds provaremos a existéncia de (a), ou seja, qualquer ideal fracionario
[ é um produto de de poténcias (> 0 ou # 0) de ideais primos. Existe d € A — (0) tal que
dI C A, isto é, tal que dI é um ideal inteiro de A, I = (dI)- (Ad)~!. N6s podemos, sem perda
de generalidade, provar (a) para ideais inteiros. Considere a colecdo @ de ideais ndo-nulos de
A que ndo sao produtos de ideais primos. Suponha que @ € nao-vazio. Seja M um elemento
maximal de @ (A é Noetheriano). Entdo M # A, pois A é o produto da colecio vazia de ideais
primos. Entdo M estd contido em um ideal maximal p, que € assim um elemento maximal na
colecdo dos ideais primos nao-triviais de A que contém M. Sejap’ o ideal fraciondrio inverso de
p. Como M C p, entdo Mp' C pp’ =A. Como p’ D A, entdo Mp’ D M; de fato, Mp’ # M (se,
Mp'=Mesex € p’, entdo xM C M, x™M C M para todo n, x inteiro sobre A e x € A (como
no Teorema 3.2). Mas isto é impossivel, pois p’ # A (caso contrédrio, p’ = A e pp’ =p).). Pela
maximilidade de M em @, nds temos que Mp’ ¢ @, entdo Mp’' = p; ... pn, um produto de
ideais primos. Multiplicando por p, nés vemos que M = pp; ... pn. Assim todo ideal inteiro

de A é um produto de ideais primos.
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Vamos agora considerar a unicidade de (a). Suponha que

peP peP peP

Se n(p) —m(p) # 0 para algum dos ideais primos p € P, nds podemos separar os expopentes

positivos e negativos e escrever:

py L pr=qf b,

onde pi,q; € P, a; >0, 35 > 0, p; # q; para todo i e j. Assim, p; contém q;" ... q?s; P1 D q;
para algum j, digamos p; D ;. Mas p; e ¢ sd3o ambos maximais, que implica p; = (1, que €

uma contradi¢@o.

Finalmente, a expressdao em (3.4) implica que [],ep p_npm € o inverso de I e isto prova
(b). []

Assim, o Teorema 3.4 nos garante que se A é um anel de Dedekind, entdo o conjunto de
todos os ideais fraciondrios formam um grupo abeliano multiplicativo, denotado por F5. O
conjunto Pa consistindo de todos os ideais principais fraciondrios de A é um subgrupo de Fa
ja que, sendo ot A e xp A dois ideais fraciondrios principais nao-nulos de A, temos & Aocz_lA =

(04] (X; IA.
Assim, podemos obter a seguinte definicdo:

Definicao 3.3. Seja A um anel de Dedekind. Entdo o grupo quociente Fp/Pa é chamado de
grupo das classes de A, denotado por Cp. Quando A é o anel de inteiros algébricos de um
corpo de niimeros K, nos denotaremos por Cx. Nos diremos que dois ideais fraciondrios sdao
equivalentes se eles pertencem a uma mesma classe de Pa em Fp. Em outras palavras, ideais
fraciondrios 1 e | sdo equivalentes, denotados por 1~ ], quando (1) =P(]), onde b é o

homomorfismo canénico\p : Fa — Fa/Pa.

Dois resultados bésicos envolvendo o grupo das classes sdo:

Teorema 3.6. Se A é um anel de Dedekind, entdo A é um Dominio de Fatoracdo Unica (DFU)

se e somente se, A é um Dominio de Ideais Principais (DIP).

Demonstragdo. Ver [8]. ]

Teorema 3.7. Suponha que A é um anel de Dedekind. Entdo A é um DFU se e somente se, Ca

tem ordem 1.
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Demonstragdo. Pelo Teorema 3.6, A é um DFU se e somente se € um DIP, e ele ¢ um DIP se
e somente se, todos os seus ideais forem principais. Entdo ¥4 = Pa. Em outras palavras, a
cardinalidade de Cx € 1. O

3.2 Mergulho canénico de um corpo de niimeros

Seja K um corpo de nimeros e seja n o seu grau. O Teorema 2.4 nos garante que existem n
Q-isomorfismos distintos o : K — C. Seja o« : C — C a conjugacao complexa. Entdo, para
qualquer i=1,...,n, xoo;=0j, 1 < j < ne oj = 0j se e somente se, 0;(K) C R. Vamos
escrever 1] para o numero de indices tais que 0;(K) C R. Entdo n —r; € um ndmero par, entao

nds podemos escrever:

T4+ 217 =n. 3.5)

N6s vamos rearranjar os 0y’s tais que 03(K) C Rparal <i < 71 € 0j1,(x) = 0j(x) para
T1+1 < j < 114 71;. Entdo os primeiros 11 41, isomorfismos determinam os ultimos 1,. Para

x € K nds definimos

o(x) = (01(x), ..., Or 41, (x)) € R™ x C™.

No6s chamamos o de mergulho candnico de K em R™ x C™; Ele claramente é um
homomorfismo injetivo entre anéis. NOs frequentemente identificaremos R x C™ com R™

devido a (3.4). As notacdes o, K, n, 11 e 17 serdo usados até o término desta dissertacao.

Proposicao 3.2. Se M é um Z-submodulo livre de K de grau n e se (xi)] < i < n € uma Z-base
de M, entdo o(M) é um reticulado em R™, cujo volume é:

v(o(M)) =277 det (oi(x)))l. (3.6)

1<i,j<n

Demonstracdo. Para i fixado, as coordenadas de o(x;) com respeito a base candnica do R™ sdo

o1(xi), ... 07, (x1), Re(or,41(x1)), Im(or,1(x1)), ... Re(or 41, (X1)), IM(07 41, (x1)), (B.7)

onde Re e Im denotam, respectivamente, a parte real e imagindria. N6s vamos calcular o
determinante D da matriz cuja i-€sima coluna € dada por (3.7). Fazendo o uso das férmulas
ja conhecidas Re(z) = E(Z+7‘) e Im(z) = %(2—2) para z € C e da linearidade de Re e
Im, nés teremos que D = (2i)"2det(oj(x;)). Assim, pela Proposi¢do 2.11, det(oj(x;)) # 0,

assim, os x;’s formam uma base para K sobre QQ e portanto D # 0. Assim os vetores o(X;) sdo
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linearmente independentes em R™ de modo que o Z-mddulos que eles geram (chamado o(M))

¢ um reticulado em R™. O cdlculo de D € justamente v(o(M)). H

Proposicao 3.3. Seja d o discriminante absoluto de K, Dy o anel de inteiros de K e I um ideal

inteiro ndo-nulo de Dy, entdo o(Dk) e o(1) sdo reticulados. Mais ainda,

v(o(Dk)) =27"2d]"? e v(a(1)) =27"2[d|">N(I). (3.8)

Demonstragdo. Ja sabemos que Dy e I sdo Z-moddulos livres de grau n, entdo, aplicando
diretamente a proposi¢do anterior, ja teremos que o(Dg) e o(I) sdo reticulados. Por outro
lado, se (x;) ¢ uma Z-base para Dy, entdo d = det(oi(x;) )2, novamente pela Proposicio 2.11.
Substituindo d na férmula da proposi¢do anterior, teremos a primeira formula em (3.8). A
segunda férmula vem do fato de que o(I) é um subgrupo de o(®Dy) de indice N(I), basta ver a
Defini¢do 2.14. Um dominio fundamental para o(I) pode ser contruido como a unido disjunta

de N(I) copias de um dominio fundamental para o(®y ), assim:
v(o(I)) = u(Po(1)) = k(| Poroy)) = LIN(D) Py, ) = N(I) 1(Pyo,)) =
N(I)

= N(I) v(o(Dk)) =27 |d]"/> N(I)

3.3 Prova da finitude dos grupo das classes

Esta secdo é dada exclusivamente para darmos a prova cldssica da finitude do grupo das

classes.

Proposicao 3.4. Sejam K um corpo de niimeros, n o seu grau, 11 e 1, os inteiros definidos na
secdo anterior, d o discriminante absoluto de K e 1 um ideal inteiro ndo-nulo de K. Entdo 1

contém um elemento ndo-nulo x tal que
4 . n!
NG| < ()2 TN (D), (39)

Demonstracdo. Seja o o mergulho canonico de K em R™ x C™. Seja t um nimero real positivo

e seja B¢ o conjuntos de todos os elementos (Y1, ..., Yr,Z1, - Zr,) € R x C™ tal que

T T2
Y il +2Y Izl <t (3.10)
i=1 j=1
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Entdo B¢ € um conjunto compacto, convexo e simétrico com respeito a 0 € R™. Pode ser

encontrado em [11] nas paginas 66 e 67 que

b Tt
H(By) =2 '(5) L (3.11)

onde pu denota a medida de Lebesgue.
Agora, escolha t tal que (B¢) =2"v(o(I)), ou seja, tal que

t" 3.
() PR a2 N, (3.12)

ou entdo, tal que t™ = 2" 7™ n! |d|'/2 N(I). Pelo Corolario 2.6, existe um elemento
nao-nulo x € I tal que o(x) € B¢. Sua norma tem valor absoluto:

T1+T2

N =TTles0ol [T loyx)P- (3.13)
i=1

j=ri+1

Usando o fato de que a média geométrica € sempre menor ou igual que a média aritmética

e também (3.10), nés temos que

1 0 2 TiET tn
NI =Y lo)l+= Y lox)l ™ < —

i3 R n

Consequentemente,
1
IN(x)| < —2™ " "2 nt |d]V/? N(I),
nn

que combinando com a relagdo 1 + 21, =n, nos da (3.9). [l

4 nl!
De (3.9) definimos por Limitante de Minkowski o nimero My = (%)r2 o |d|1/2.
Corolario 3.3. Com a mesma notagdo, toda classe de ideais de K, contém um ideal inteiro b tal

que

N(b) < M. (3.14)

Demonstragdo. Seja J um ideal fraciondrio de uma dada classe. No6s podemos multiplicé-lo
por um ideal principal de ®x sem mudar a classe, entdo nds podemos assumir sem perda de
generlidade que I = J~! é um ideal inteiro. Escolha um elemento nio-nulo x € I tal que satisfaz
(3.9). Nosso candidato é b = x]J. Primeiro, observe que b é um ideal inteiro porque x € I e

[] =Dy. Agora, < x >=bI e entdo, teremos

N(b) N(I) =N(I) =N(<x>) =N(x) < Mg N(I)
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Cancelando N(I), teremos o resultado esperado. O]

Teorema 3.8. Para qualquer corpo de niimeros K, o grupo das classes de ideais é finito.

Demonstragdo. Pelo Corolario 3.1 € suficiente provar que, para todo inteiro ¢, o conjunto de
todos os ideais inteiros I de K que tem g como norma € um conjunto finito. Mas pela proposi¢ao
2.16, o conjunto de todos os ideais inteiros I de K que tem ¢ como norma € um conjunto finito.
Logo, nossos ideais I estdo entre aqueles que contém < g >, e existe apenas uma quantidade

finita de tais ideais, dada a finitude de D/ < q >. ]

Um outro raciocinio para uma prova seria o seguinte: Existe apenas uma quantidade finita
de ideais com uma norma dada. Pelo corolario 3.1, nés podemos associar a cada classe de
ideais a um ideal inteiro cuja norma € limitada por uma constante fixa. Se o grupo das classes
de ideais fosse infinito, nés poderiamos eventualmente usar o mesmo ideal inteiro em duas

classes distintas, o que seria impossivel.

O raciocinio usando em [8] € o seguinte:

Demonstragdo. Seja H um ideal fracindrio de ®k. Existe um ideal inteiro I € cy (classe de
ideais que contém H). Seja | um ideal inteiro, na mesma classe de H satisfazendo o Corolério
3.1. Como existe apenas uma quantidade finita de escolhas para J e ¢ = ¢j = cy, entdo existe

apenas uma quantidade finita de escolhas de classes cpy. Assim, Cx é um grupo finito. [
Vamos agora demonstrar o resultado seguindo os passos em [10]:

Demonstragdo. Se P € um ideal primo do anel de inteiros ®g do corpo de nimeros Ke PNZ =
PZ para algum primo p. Entao Dy /P € um corpo finito e uma extensdo de Z/pZ de grau f > 1

€ nos temos
N(P) = pf.

Dado p, existe uma apenas uma quantidade finita de ideais primos P tais que PNZ = pZ, que
significa que P | < p >. Segue que existe uma quantidade finita de ideais P de norma limitada.

Como todo ideal inteiro admite uma representacdo [ = PY' --Py", ondevi >0e
N(I) =N(Py)" -+ N(Py)™,

existem apenas uma quantidade finita de ideais I € ®x com norma N(I) < My. Com isso é

suficiente checar que toda classe c; € Cx contém um ideal inteiro J satisfazendo

N(J) < Mk.
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Mas isto segue do Corolario 3.3. ]

Uma consequéncia € que, sendo hg o nimero de classes, ou seja, a ordem de Cx ndo pode
exceder o nimero de ideais em A cuja norma ndo execede My, justificando assim o termo

limitante de Minkowski.

A finitude do grupo das classes possio grandes aplicacdes. Kuumer provou o dltimo teorema
de Fermat no caso de um primo p que ndo ¢ um divisor de hq ¢, e ele deu um critério para
quando este é o caso. Por exemplo, para p < 100 existe apenas trés nimeros primos, 37, 59
e 67 para o qual p | h@(cp)- Para ver a demonstracdo deste resultado, indicamos o primeiro

capitulo de [12].
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4 FINITUDE DO GRUPO DAS CLASSES DE UM CORPO DE

NUMEROS

Neste capitulo apresentaremos o resultado principal da dissertagdo. Antes faremos uma

breve exposicdo sobre empacotamentos reticulados.

4.1 Empacotamentos reticulados

O objetivo desta sec¢do € apenas citar os conceitos iniciais necessdrios de empacotamentos
reticulados para demonstracao do resultado principal. Uma teoria riquissima deste assunto pode

ser vista em [4] .

3

Definicao 4.1. Um empacotamento esférico em R™ é uma distribuicdo de esferas de mesmo
raio p no R™ de forma que a intersecdo entre quaisquer duas esferas tenha no mdximo um

ponto.

Definicao 4.2. Um empacatomento reticulado é um empacotamento esférico em que o conjunto

dos centros das esferas formam um reticulado /\ em R™.

Observe que, podemos descrever um empacotamento reticulado conhecendo apenas o
centro e o raio das esferas. E além disso, se u € v sao centro de esferas, existem também
esferas de centro u+v e u—v, em outras palavras o conjunto dos centros formam um grupo

aditivo.

Podemos agora dar uma definicao precisa do que seja a densidade A de um reticulado A.

Definicao 4.3. A densidade A de um reticulado /\ é a regido do espaco ocupado pelas esferas.

Em outros termos:

A volume de uma esfera _ p"Va

volume da regido fundamental V(A)’

onde p"V, € o volume de uma esfera n-dimensional de raio p e Vy, é o volume da esfera

n-dimensional do R™.
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Claramente temos que A < 1.

Definicao 4.4. A densidade de centro de um reticulado /\ é dada por:

A

5=—
Vh

Um fato interessante e de fundamental importancia para os nossos propdsitos € que:

vistoque A < 1.

4.2 Resultados e a prova do teorema principal

Seja K um corpo de nimeros de grau n e seja Dk o seu anel de inteiros. Seja ¢ o
mergulho candnico como definido na sec@o anterior. Tomando a norma de o(x), para x € K ndo

nulo, temos:

o) = 01(x)* + .. + 0r, ()% + lor, 1 ()P + oo+ o4, ()% 4.1)

Somando [0y, 47,1 )P+ .+ |0 +2r, (x)|> em ambos lados da igualdade acima, teremos:

n

00 +10w, 1y 11 ()P + o Flor 20, ()P = Y lou(x) 4.2)

i=1

Mas sabendo que O'r1+r2+j(x) = Grlﬂ-(x), para todo j =1, ..., 1, conclui-se que para todo

j = 1, ey T20

|Gr1+r2+j(x)|2 = Or 414 (x) Oy 415+ (x) = Gr1+j(x) Gr1+j(x) = |Gr1+j(x)|2~

Assim, substituindo esse valor no lado esquerdo da igualdade (4.2) teremos
n

0P + o 11 ()P + oo + o an ()P =Y los(X)

i=1

Implicando, por (4.1), que:

lo(x)P+ (lo(x)* — o1(x)>— ... = o, (x)*) =Y loi(x) .
i=1
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Concluindo assim que:

20o(x)* =2(01(x)* + oo 4+ 07, (%)?) + lor, 11 ()P + o + o7 12r, (X) [ (4.3)

Agora, observe que:
n
200(x) > Y loy(x)%,
i=1

pois na igualdade (4.3) temos a soma Z{‘:l o;(x)3, que claramente € maior ou igual a zero.

Também temos que:

Ao()? > Ylo)P > ni/I[oxE =n YNGR,
i=1 i=1

onde a ultima desigualdade segue diretamente de que a média aritmética € sempre maior ou
igual que a média geométrica e a igualdade segue de 2.3 (ver Proposi¢ao 2.7). Simplificando,
teremos a seguinte desigualdade:
v2n |
o(x)| = = V/INKL (44
Agora, seja I um ideal inteiro de D e seja também I* =1 —{0}. Vamos denotar A(I) =

{o(x)/x € I}. Devido a proposi¢ao 3.3, A(I) é um reticulado n-dimensional. Da defini¢ao 4.4,

temos que:

S(A(D) == SV (4.5)

1
onde, p = Emin{lcr(x)l / x € I*} é, por definicdo, o raio de empacotamento de A(I).

Por (4.5) e pela Proposicdo 3.3, temos que:

1.
om2pn 2”(51116111}|6(X)I)“

S(A(D) = _ ’
A= N TN
ou seja,
1 mir*tla(x)ln
5(A(D)) xel . (4.6)

ol Jdl . N(D
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De (4.4) e (4.6), nés obtemos

O(A(D)) > pr—— \/W N(I)

Assim, simplificando os termos e usando o fato de que n = ;| + 21,, teremos

nn/2 min|N(x)|

S(A(T) > o xel . 4.7
A 2 e 5N (4.7

Agora, sejam c € Cy a classe de ideais contendo I e ¢ o conjunto de ideais inteiros contidos
em cy. Para x € I, nés podemos escrever < x >=1-J4, onde Jx € um ideal inteiro, pois dado
x € I, temos: < x > C I; sabendo que o anel de inteiros de um corpo de ndmeros K é um anel

de Dedekind, o coroldrio 3.2 garante a existéncia de J. Usando a proposi¢do 2.14,
IN()I=N(<x>) =N(I)-N(Jx).

Como Jx =< x > 17! entdo a classe de Jx é a mesma de I!, no caso, cl_l, ja que estamos

multiplicando por um ideal principal, concluindo assim que Jx € (:I_l

Segue entdo que:

min|N(x)|
xel* o . N(I) 'N(]x) o .
NO —]1:;%—]\](1) _]]:Z?INUX)' (4.8)

Portanto, (4.8) e (4.7) implicam que:

SAM) =

= m - min N(Jx). 4.9)

Jx chl
Agora, com a notagdo estabelecida acima, podemos provar o resultado:

Teorema 4.1. O grupo das classes de ideais Cx é finito.

Demonstragdo. Suponha que Cx tem uma quantidade infinita de classes. Seja i um inteiro

positivo e defina
Li={ceCx | min N(J)=1i}.
Jec

Verifiquemos que:
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a) £; é um conjunto finito, para todo i € N.

Demonstragdo. Suponha que exista i € N tal que £; tenha cardinalidade infinita. Assim,
existiria um ideal inteiro J; para cada classe c; € £; tal que N(J;) = 1i, ou seja, existiria uma

quantidade infinita de ideais com norma igual a i, contradizendo a Proposicdo 2.16. ]

b) £;NL; =0 para todo i #j.

Demonstragdo. Suponha que existam i # j, onde £; N £; # 0. Podemos supor que i < j. Seja
c € LiNL;. Como ¢ € L;, entdo para todo | € T, temos que N(J) >j. Por outro lado, ¢ € £,

ou seja, existe I € ¢, tal que N(I) =1 < j, um absurdo. O

Observe que podemos escrever Cx = .oﬁlLi. Por hipétese, Cx tem uma quantidade infinita
1=
de elementos. Entdo, para todo M € N, existe i > M tal que £; # 0, ou seja, existe ¢ € Ck
tal que n}ﬁp N(J) > M. Escolha s € ¢ 1. De (4.9), nés temos
ec

§(A(s)) > o M

- 2%1‘14‘21‘2' /| |
Assim, a densidade de centro do reticulado associado ao ideal inteiro pode se tornar
arbitrariamente grande, gerando uma contradi¢do a limitacdo de O visto na Defini¢ao 4.4.

Portanto, Cx tem apenas uma quantidade finita de elementos. [
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