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RESUMO

Nesta tese, obtemos versdes das desigualdades de Alexandrov-Fenchel e Alexandrov-Fenchel
com peso para um subconjunto da classe de hipersuperficies com bordo em formas espaciais
formada pelas hipersuperficies convexas cujo bordo € simétrico em relacdo a alguma isometria
do espaco ambiente. Isso € feito estendendo-se, para hipersuperficies convexas com quinas,

desigualdades conhecidas para hipersuperficies convexas suaves e fechadas.

Palavras-chave: desigualdades de Alexandrov—Fenchel; hipersuperficies convexas com bordo;

hipersuperficies convexas com quinas.



ABSTRACT

In this thesis, we obtain versions of the Alexandrov—Fenchel and weighted Alexandrov—Fenchel
inequalities for a subset of the class of hypersurfaces with boundary in space forms formed by
the convex hypersurfaces whose boundary is symmetric with respect to some isometry of the
ambient space. This is done by extending, to convex hypersurfaces with corners, inequalities

that are known to hold for closed and smooth convex hypersurfaces.

Keywords: Alexandrov—Fenchel inequalities; convex hypersurfaces with boundary; convex

hypersurfaces with corners.
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1 INTRODUCAO

Seja ¥Y"—! uma variedade diferencidvel conexa, orientavel e fechada (compacta, sem
bordo) e seja ¥ : £ — M", n > 3, uma hipersuperficie mergulhada convexa, onde (M, , ))
pode ser o espacgo euclidiano R", o espacgo hiperbolico H"” com curvatura seccional —1 ou a
esfera S” com curvatura seccional 1; quando M = S", assumimos que W(X) estd contida em um
hemisfério.

Como M ¢ simplesmente conexa e X € uma hipersuperficie orientdvel e conexa,
M \ X possui duas componentes conexas, a regido interna e a regido externa. Quando M = R"
ou H", a regido interna é a componente limitada de M \ ¥; quando M = S", a regido interna é
a componente de M \ X que estd contida em um hemisfério. Também nos referimos a regido
interna por regido delimitada por X.

Seja & o vetor normal unitdrio ao longo de ¥ que aponta para fora. Denotamos por A
o operador de forma de X (com respeito a &), isto é, o endomorfismo do fibrado tangente TX

que, para cada p € X, é dado por
A(V)=Dy&, VVETL,

onde D denota a conexdo de Levi-Civita de (M, (, }). Os autovalores de A sdo chamados de
curvaturas principais de X. Para j € {0,1,---n— 1}, denotamos por H; a j-ésima curvatura

média normalizada de X, isto &,

onde 0; € a j-ésima fungdo simétrica elementar das curvaturas principais de X. Por conveniéncia,
se j € um inteiro tal que j ¢ {0,1,...,n— 1}, definimos H; = ¢; = 0.

A hipersuperficie X € dita convexa se suas curvaturas principais sdo ndo negativas;
ela é dita estritamente convexa se suas curvaturas principais sao positivas; ela € dita k-convexa
se 0; > 0parai=1,--- k; eelaé dita estritamente k-convexa se 6; > 0O parai=1,--- k. Uma
hipersuperficie (estritamente) 1-convexa é também chamada de (estritamente) média convexa.

Quando M = H", existe a no¢ao de convexidade horoesférica. A hipersuperficie ¥ é
dita horoesférica convexa se suas curvaturas principais sdo maiores ou iguais a 1.

Denotamos por Q a regido de M delimitada por X.

Seja p € Q. A hipersuperficie X € dita estrelada com respeito a p se para todo g € X,

o interior do segmento geodésico minimizante ligando p a g estd contido em €.
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Fixamos uma origem em M e denotamos por r a distancia geodésica para essa origem

fixada. Consideramos a funcdo p : M — R, dada por

;

P, se M =R";
p = cosh(r), se M =H", (1.1)

cos(r), seM=S"

\

Consideramos também a funcdo suporte p : ¥ — R, a qual € dada por

(y,), seM=R"
p= (1.2)
(Dp,&), seM =H"ouS".
Em toda a tese, a drea de ¥ (ou seja, o volume (n — 1)-dimensional de ¥) serd
denotada por |Z|, e 0 volume de Q (ou seja, o volume n-dimensional de Q) serd denotado por
Vol(Q).

Consideramos ainda a quantidade

W) :/Zde

e a chamamos de drea com peso de ¥.

Seja K C M. Dizemos que K € geodesicamente convexo se para quaisquer p,q € K,
qualquer segmento geodésico minizante ligando p e g estd contido em K. O subconjunto K é
chamado de corpo convexo se € compacto, geodesicamente convexo e possui interior nao vazio.

A seguir, listamos algumas desigualdades geométricas para hipersuperficies suaves
e fechadas. O principal objetivo desta tese € obter, para uma certa classe de hipersuperficies
suaves com bordo, versdes destas desigualdades.

Iniciaremos com o caso em que o ambiente € o espaco Euclidiano.

As desigualdades de Alexandrov-Fenchel, [1] e [2], afirmam que se y : X — R" é

uma hipersuperficie convexa, entdo

< /dez) > ( /Hk_1d2> : (1.3)
0,1 Jx W, Jx

para k € {1,...,n—1}, onde @, , é a drea da esfera unitdria S"~! C R”. Ademais, para

ke {l,...,n—1}, aigualdade ocorre em (1.3) se, e somente se, X é uma esfera.
Em [11], Guan e Li mostraram que as desigualdades (1.3), e também o resultado de

rigidez, valem quando X € estrelada e k-convexa.
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Segue-se das desigualdades (1.3) que

=\
/dez > w, : (1.4)
z 0,1

parak € {1,...,n— 1}, com a igualdade ocorrendo se, e somente se, X é uma esfera.

O caso k=1 de (1.4), ou seja,

n—2

[Hazz o, , (1.5)
z @y,

¢ um passo fundamental na prova da desigualdade de Penrose para graficos, obtida por Lam em

[15] (veja também [19] e [23]). Mais geralmente, os casos de (1.4) para os quais k € impar foram
usados de forma crucial para estabelecer, para gréficos, versoes da desigualdade de Penrose no
contexto da chamada massa de Gauss-Bonnet-Chern [6] (veja também [30] e [17]).

Em [14], Kwong e Miao mostraram que se Y : ¥ — R" € tal que H; > 0 em X, para

algum k € {2,--- ,n— 1}, entdo

/ pH, d% > / H, ,dY. (1.6)
)y )y

Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, X é uma esfera centrada na origem. Como

consequéncia, obtemos que se k € {2,---,n— 1} e H, > 0 em X, entdo

T\ T
/Zkadzzwnl(a‘) | ) , (1.7)
n—1

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, X € uma esfera centrada na origem.

As desigualdades (1.7) podem ser vistas como versdes com peso das desigualdades
(1.4). Desta forma, uma questao natural é se (1.7) vale para k = 1.
Em [10], Girdo e Rodrigues mostraram que se X € estrelada e estritamente média

convexa, entao

I
[pHiaz=a,, (al | ) , (1.8)
n—1

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, X é uma esfera centrada na origem.
Consideramos agora o caso em que o ambiente € o espaco hiperbdlico H".
Em [18], de Lima e Girdo mostraram a seguinte desigualdade de Alexandrov-Fenchel
com peso: se X € uma hipersuperficie em H" a qual é estrelada e estritamente média convexa,

entao
n—2

=L\ (YT
/ZledZEwn_ll(a) +(m) ] (1.9)
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Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, X é uma esfera geodésica centrada na origem.

A desigualdade (1.9) foi conjecturada por Dahl, Gicquaud e Sakovich em [4], onde
eles encontraram uma férmula explicita da massa de um gréfico assintoticamente hiperbdlico. A
desigualdade (1.9) era entdo a tnica coisa a ser mostrada para provar a desigualdade de Penrose
neste contexto.

Um dos ingredientes fundamentais para a prova de (1.9) € uma desigualdade si-
milar, provada por Brendle, Hung e Wang em [3], cujo enunciado € o seguinte: se X € uma

hipersuperficie em H" a qual € estrelada e estritamente média convexa, entdo

n—2
X\t 1
/ledZZa)n_l ( | ) + /pd): : (1.10)
z Wy, 0,1 Jx

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, X € uma esfera geodésica centrada na origem.

Note que, como a divergéncia do campo Dp € np, a desigualdade (1.10) pode ser

reescrita da seguinte forma:

=
[

Z| ) 1 /
HdE> o, + dQ
/EP 104 2 @, 1[((9’1—1 a)n—1n£2p

onde Q ¢ a regido limitada por X.

—

: (1.11)

Em [7], Ge, Wang e Wu definiram a massa de Gauss-Bonnet-Chern para variedades
assintoticamente hiperbdlicas. Neste contexto, eles mostraram que, para k € {1,2,....n—1}
impar, vale a seguinte desigualdade de Alexandrov-Fenchel com peso: se X € uma hipersuperficie
horoesférica convexa em H", entdao

k+l
n 2(n—k—1) 2

X G 1Z| O\ Grne=1)

/kadEZa)nl —— + | — : (1.12)

X (1)”_1 (l)n_l

Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, X € uma esfera geodésica centrada na origem. Isto

foi obtido por meio de um argumento de inducdo (de j para j+ 2), tendo como base da indugdo
a desigualdade (1.9). A prova de (1.12) para qualquer k € {1,2,...,n— 1} apareceu em [13].

A funcdo peso p na desigualdade (1.12) aparece naturalmente na definicdo de massa
para variedades assintoticamente hiperbdlicas, [12] e [7] (veja também [22]); portanto, sua
aparicdo em (1.12) ndo é uma surpresa. Em H", no entanto, existe a seguinte desigualdade de
Alexandrov-Fenchel sem peso: se ¥ é uma hipersuperficie horoesférica convexa em H", entao,
parak € {1,2,....n—1},

k
2n—k—=1)7 2

2
> k 3 k(n—1)
[rezan (B (EYVFFS
z 0,1 0,1
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com a igualdade ocorrendo se, e somente se, ¥ € uma esfera geodésica. A Desigualdade
(1.13) foi conjecturada em [5], onde foi provada quando k é par. Uma prova para qualquer
ke {1,2,...,n— 1} foi dada em [32]. Um caso de (1.13) que nos interessa de forma especial é

quando k = 2, ou seja,

/H dr > w, 1[( %] )+< 2| >] (1.14)
Wy, W1

que foi provado vélido, juntamente com a rigidez, se ¥ for estrelada e 2-convexa (veja [16]).

Quando n = 3, hé ainda a seguinte desigualdade de Alexandrov-Fenchel sem peso:

se ¥ : ¥ — H? é convexa, entdo
1
/Hl d¥ >2Vol(Q) 4+ 2xIn (1+§/(H1+1)d2). (1.15)
by X

A desigualdade (1.15), sem a caracterizacdo da igualdade, foi obtida por Natdrio em [26]. Usando
métodos diferentes, Vargas Pallete e Viana [27] mostraram a validade de (1.15) no caso em
que X € horoesfericamente convexa; eles mostraram também (ainda supondo a convexidade
horoesférica de X) que a igualdade ocorre se, e somente se, ¥ é uma esfera geodésica.
Consideremos agora a esfera S como nosso espaco ambiente.
Em [21], Makowski e Scheuer provaram que se v : ¥ — S" é convexa e ndo é um
equador, entdo y(X) estd contida em um hemisfério aberto, delimitando um corpo convexo.

Também em [21], foi mostrado que se ¥ € uma hipersuperficie convexa em S”", entdo valem as

desigualdades

2(n—2

(n=2) 2
X n—1 X
/H1 x> o, (l> - (l) (1.16)
)Y Wy,—1 W,—1
T\ [z
oo ()7 ()
z @y, @y,—1

Além disso, eles mostraram que se qualquer uma das desigualdades acima for uma igualdade,

(1.17)

entdo X € uma esfera geodésica.
Para enunciar nossa préxima desigualdade, precisaremos de algumas defini¢des.
Foi provado em [21] (veja também [8]) que se X € estritamente convexa, entdo o
fluxo pelo inverso da curvatura média (FICM) que tem £ como hipersuperficie inicial converge,
em tempo finito, para um equador. Este equador determina dois hemisférios abertos, com um

deles, que denotamos por Hy, contendo X. Associamos a cada hipersuperficie X suave e convexa
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um ponto x € S" do seguinte modo: seja x(X) o centro de Hy (olhando Hy como uma bola
geodésica). Nos referiremos a x(X) pela terminologia ponto associado a ¥ via o FICM. Uma
hipersuperficie y : £ — S" é dita balanceada se x(¥) coincide com a origem.

Girdo e Pinheiro, em [9], provaram o seguinte: se X ¢ uma hipersuperficie balanceada

e estritamente convexa em S", entdo

. By
/Zledzz(/Z pdz) (wn_l 1. (1.18)

Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, X € uma esfera geodésica centrada na origem.

Note que, como a divergéncia do campo Dp é —np, a desigualdade (1.18) pode ser reescrita do

ﬁ)‘ﬁl .
/szl dx > (n/gde) (wn_l 1] . (1.19)

Para obter versdes das desigualdades acima para hipersuperficie com bordo, conside-

seguinte modo:

ramos uma hipersuperficies fechada (possivelmente nio suave) formada por duas cépias de tal
hipersuperficie com bordo. Assim, precisamos estender as desigualdade geométricas acima para
uma certa classe de hipersuperficies nio suaves, que definiremos a seguir.

Seja ¥"—1 uma variedade diferencidvel, conexa, orientavel e fechada, e seja }/”_2 cX
uma hipersuperficie suave e orientavel tal que X\ y possui duas componentes conexas. Desta
forma, existem subconjuntos Se ZV‘,, de X, tais que:

(i) £=3UZ, onde £ e ¥ sdo hipersuperficies compactas com bordo;
(ii) os interiores de £ e ¥ sdo disjuntos;
(iii) 9L =09X =1.
Seja X como no pardgrafo anterior. Dizemos que o mergulho topoldgico y : X — M

€ uma hipersuperficie com quinas (em ingl€s, corners) se
Yg:E—M e yg:EoM
sdo hipersuperficies mergulhadas suaves com bordo e, além disso
Vy: Y= M

¢ uma subvariedade mergulhada suave. Podemos também nos referir a y : ¥ — M como uma
hipersuperficie com quinas ao longo de y ou como uma hipersuperficie com quinas ao longo da

subvariedade 7y de codimensdo 2. Além disso, podemos abusar da notacao das duas formas a
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seguir: podemos escrever apenas ¥ ou ¥ = 3 U ¥, para denotar uma hipersuperficie com quinas
v : X — M, e podemos denotar apenas por ¥ as restricdes de v a £, ¥ ou y (Figura 1).

A hipersuperficie com quinas y : ¥ — M ¢ dita convexa se y(X) é o bordo de um
corpo convexo Q C M.

Associada 2 hipersuperficie convexa ¥ = S UY com quinas ao longo de 7, existe
uma fungdo dngulo ¢ : Yy — R definida da seguinte forma: ¢(x) é o Angulo entre é(x) e é(x),
onde é e 5 s30 0s vetores unitdrios normais ao longo de 3 e ¥, respectivamente, que apontam

para o exterior de Q (Figura 2).

Figura 1 — Hipersuperficie com quinas Figura 2 — Funcao angulo

7=20%

Mo

Fonte: elaborado pelo autor (2023). Fonte: elaborado pelo autor (2023).

O seguinte resultado € uma versdo da desigualdade (1.5) para hipersuperficies

convexas com quinas.

Teorema 1.0.1. Se v : X =S UY — R" é uma hipersuperficie convexa com quinas ao longo de

uma subvariedade 'y de codimensdo 2, entdo

~ v n=2
S+ Z\
21t |) : (1.20)

A v 1
HdE+/HdZ+—/ dy> o, (—
/ﬁ 1 L — y¢?’ A

O seguinte resultado € uma versdo da desigualdade (1.8) para hipersuperficies

convexas com quinas.

Teorema 1.0.2. Se v : X =S UY — R" é uma hipersuperficie convexa com quinas ao longo de

uma subvariedade 'y de codimensdo 2, entdo

. . 1 S5\ T
/ledZ+/pH1dZ+—/p¢dyz 0, (M) . (1.21)
5 ) n—1.Jy W, 1
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O seguinte resultado € uma versao da desigualdade (1.9) para hipersuperficies

convexas com quinas.

Teorema 1.0.3. Se v : X = YUY — H" é uma hipersuperficie convexa com quinas ao longo de

uma subvariedade 7y de codimensdo 2, entdo

A v 1
/ledeLﬁledE%——/p(pdy
) ) n—1.Jy
n—2
n—1

> W, <—| |+ |> +<—| [+ |) . (1.22)

@, Wy,

O seguinte resultado é uma versdo da desigualdade (1.11) para hipersuperficies

convexas com quinas.

Teorema 1.0.4. Se v : X =3 U — H" é uma hipersuperficie convexa com quinas ao longo de

uma subvariedade Y de codimensdo 2, entdo

A v 1
/ledZ+/pH1dZ+—/p¢dy
5 3 n—1Jy

0~

S+ E\ "
2 O (a)—l
-

onde € é o corpo convexo delimitado por X.

1
+—n/pd£2 , (1.23)
(O] Q

O seguinte resultado € uma versao de (1.15) para superficies convexas com quinas.

Teorema 1.0.5. Se y : X =X UX é uma superficie convexa com quinas ao longo de uma curva

Y, entdo

A A 1
/H1d2+ﬁH1dZ+—/¢dy
b ) 2 )y
1 ~ 1 9 1
>2Vol(Q)+2xIn | 1+— | (Hi+1)dX+— | (H;+1)dX+ — d 1.24
> o(>+ﬂn(+2n/i< DS+ o [+ ) *47:/;” y)( )

O seguinte resultado € uma versdo da desigualdade (1.16) para hipersuperficies

convexas com quinas.

Teorema 1.0.6. Se v : X = S UL — S" é uma hipersuperficie convexa com quinas ao longo de

uma subvariedade y de codimensdo 2, entdo

2(n—2) %

~ v 2n=2) ~ v 2
- « 1 +x\ ! X+ (X
fimas [z foar= | (BEE) TR
b b n—1Jy )

n—1 Wy,
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Para nosso préximo resultado, definiremos o que vem a ser balanceada para uma
hipersuperficie convexa ndo suave.

Seja X = dQ, onde Q é um corpo convexo. Dizemos que X € balanceada se existe

uma sequéncia de hipersuperficies suaves estritamente convexas {X;} jcyy satisfazendo o seguinte:

(i) A sequéncia {Q j} jens onde Q; € a regido delimitada por X;, converge para € na topologia
de Hausdorff;

(ii) A sequéncia {x(X;)} cn, onde x(X;) é o ponto associado com X ; via o FICM, converge
para a origem.

O seguinte resultado é uma versdo da desigualdade (1.18) para hipersuperficies

convexas com quinas.

Teorema 1.0.7. Se v : ¥ = SUX — S" é uma hipersuperficie convexa e balanceada com quinas

ao longo de uma subvariedade 'y de codimensdo 2, entdo

A v 1
[ledZ+pr1dZ+—/p¢dy2
£ ) n—1Jy

N “ _ 2
. N /B EN
(/A—de—l—/v—de) (M> “1]. .26
) ) @y, 1

Note que os teoremas 1.0.1 — 1.0.7 ndo possuem um resultado de rigidez. Isso é
devido ao processo de limite que usamos para obter as desigualdades (1.20) — (1.26).

Os teoremas 1.0.1-1.0.7 dao origem a versdes das desigualdades (1.5), (1.8), (1.9),
(1.11), (1.16) e (1.18) para uma classe de hipersuperficies com bordo. A seguir, explicaremos 0s
membros desta classe, que chamaremos de hipersuperficies convexas com bordo simétrico.

Seja I"~! uma variedade diferencidvel com bordo, seja v : I — M uma hipersu-
perficie com bordo mergulhada e suave, e seja ¥ : M — M uma isometria cuja restricdo a oI’
¢ uma bijec¢do sobre dI'. Neste caso, dizemos que I' é uma hipersuperficie suave com bordo
W-simétrico, ou apenas uma hipersuperficie suave com bordo simétrico.

Note que, partindo de uma hipersuperficie suave com bordo W-simétrico, construi-
mos uma hipersuperficie com quinas ¥ : £ — M da seguinte maneira: tomamos £ = £ UZX, onde

3 e ¥ sdo copias de I' e seus bordos sdo identificados usando-se a seguinte aplicacio:
(Wor) ' oo yjyr: 9T — IT,

onde lfqi =vye 1]/|Z = Yo y. Desta forma, ¥ € uma hipersuperficie com quinas ao longo de oI

N6s frequentemente abusamos notagio e nos referimos a ¥ : £ — M por TUW(I") (Figura 3).
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Figura 3 — Hipersuperficie com bordo W-simétrico

Z =10

Fonte: elaborado pelo autor (2023).

Os seguintes coroldrios sao consequéncias imediatas dos teoremas 1.0.1 — 1.0.7,

respectivamente.

Corolario 1.0.8. Seja v : I' — R" uma hipersuperficie com bordo Y-simétrico, para alguma

isometria ¥ : R" — R". Se TUW(I") é convexa, entdo

I 2|0\ 1
2| Hdl'+ —— dy >
/l—‘ 1 +n_1/7¢ Y= W, (wn_l) ’

onde y = 9T e ¢ é a funcdo dngulo da hipersuperficie com quinas T UW(T').

Corolario 1.0.9. Seja v : I' — R" uma hipersuperficie com bordo Y-simétrico, para alguma
isometria P : R" — R". Se TUW(I') é convexa, entdo

1 2|0 \ 7T
2 [ pH,dT+ —— [ ppdy>
/FP I +n_1/yp¢ Y_wn—1<w ) ;

n—1

onde y= 9T e ¢ é a funcdo dngulo da hipersuperficie com quinas T UW(T').

Corolario 1.0.10. Seja v : I' — H" uma hipersuperficie com bordo W-simétrico, para alguma
isometria ¥ : H" — H". Se TUW(I') € convexa, entdo

1 2| 2|0\ 7T
- > 7 7
2/FpH1dr+n_1/yp¢dy_wn_1[(wn1) +<wn1 ,

onde y = dT e ¢ é a funcdo dngulo da hipersuperficie com quinas T UW(T').

n—2
n—1

Corolario 1.0.11. Seja v : I" — H" uma hipersuperficie com bordo Y-simétrico, para alguma

isometria ¥ : H" — H". Se TUW(T") € convexa, entdo

n—2

1 20 \ 1 1
2/pH1dF+—/pq>dy2 W, 1 +—n/ pdQ
r n—1 Y @, 0,1 JQ

Y
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onde vy =9I, ¢ € a funcdo dngulo da hipersuperficie com quinas TUW(I') e Q é a regido de H"
delimitada por T U¥(T).

Corolirio 1.0.12. Seja v : T’ — H? uma superficie com bordo ¥-simétrico, para alguma

isometria ¥ : H® — H?. Se T UW(T) é convexa, entdo

2/H1d1“+%/q>dy2 2Vol(Q) +2xIn (1+ ! / H,+1) +—/¢dy)
r 14

onde y= 9T, ¢ é a fungdo dngulo da superficie com quinas TUW(I) e Q € a regido de H?
delimitada por T U¥ ().

Corolario 1.0.13. Seja v : I' — S" uma hipersuperficie com bordo Y-simétrico, para alguma

isometria ¥ : S" — S". Se TUW(I') é convexa, entdo
1

1 o\ 2\
s [mars - [oir=o, . |
r : +n_1 7’¢ 7= (wn—l> (wn—l)

onde y = dT e ¢ é a funcdo dngulo da hipersuperficie com quinas T UW(T').

Corolario 1.0.14. Seja v : ' — S" uma hipersuperficie com bordo Y-simétrico, para alguma

isometria ¥ : S" — S". Se TUW(I") é uma hipersuperficie balanceada e convexa, entdo

__2
2/pH1dr+L/p¢>dyz (2/—pdr) [(ﬂ) 1—1],
r n—1Jy r W,

onde y = dTl" e ¢ é a funcdo dngulo da hipersuperficie com quinas T’ UW(T').

Obtemos também, para hipersuperficies convexas com quinas ao longo de uma
subvariedade de codimensao 2, versdes das desigualdades (1.3) e (1.6), para qualquer k €
{2,...,n— 1}, e versdes das desigualdades (1.14) e (1.17). Fomos capazes disso no caso em que
y estd contida em alguma hipersuperficie totalmente geodésica IT"~! C M que passa pela origem

eWY: M — M ¢é areflexdo com respeito I1. Iremos apresentar esses resultados no capitulo 4.
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2 DESIGUALDADES GEOMETRICAS PARA HIPERSUPERFICIES CONVEXAS
NAO SUAVES
Seja X o bordo de um corpo convexo Q C M (se M = 5", assumimos que £ esta
contido em um hemisfério aberto).

Para cadar € [0,¢€), seja Q, o conjunto dado por
Q, = {x e R"; dist(x, Q) <t}, (2.1)

e denote d€,, a qual chamamos de hipersuperficie paralela a distdncia t, por X, (se M = S",
tomamos € de tal modo que Q, esteja contido em um hemisfério aberto, para todo ¢ € [0, €)).
Nosso objetivo € estender as desigualdades (1.3), (1.6), (1.8), (1.11), (1.12), (1.13),
(1.16), (1.17) e (1.19) para o caso em que ¥ é ndo suave.
Seja m um inteiro positivo. Associado a cada espaco ambiente R”, H" e S”, definimos
um espaco vetorial m-dimensional V"', do seguinte modo:
(i) Se M =R", entdo V" consiste dos polindmios, sobre R, de grau no maximo m — 1.

(i) Se M = H", entdo V" é o espaco gerado pelas fungdes
t — cosh™ %~ 1(1) sinh*(r),

parak € {0,1,....m—1}.

(iii) Se M =S", entdo V" € o espago gerado pelas fungdes
t > cos™ K1 (1) sin (1),

parak € {0,1,....m—1}.

Além disso, para cada M, a dimensao do subespaco V" é m.

Definicao 2.0.1. A distincia de Hausdorff dy € definida do seguinte modo: para todos os
conjuntos K,L C M,
dy(K,L) =inf{t >0,K CL, e L C K,}.

Teorema 2.0.2. Se ¥ = dQ para algum corpo convexo Q C M", entdo

(i) A funcdo de [0,€) em R dada port — |E,

é a restri¢do a [0,¢€) de algum elemento de V".

(ii) A fungdo de [0,€) em R dada port — W(X,) é a restri¢do a [0, €) de algum elemento de
Y2,
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O item (i) do teorema 2.0.2 € um resultado conhecido, que pode ser provando usando-
se a férmula de Cauchy (veja, por exemplo [28]). Provaremos (i) e (ii) em duas etapas: primeiro,
provaremos que eles sdo validos para uma hipersuperficie suave; entdo, para provar o caso geral,
usaremos o fato que um corpo convexo pode ser aproximado, na topologia de Hausdorff, por
uma sequéncia de corpos convexos com bordos suaves.

O primeiro a obter formulas que expressam a area de X, em termos de quantidades
que s6 dependem de X foi Steiner, para curvas no plano e superficies em R3, [31]. Por esta razio,
formulas que expressam |Z,| como um elemento de V" sdo denominadas férmulas de Steiner
para a drea de ¥,. Baseados nisso, propomos a terminologia formulas de Steiner para a drea
com peso de ¥, para as férmulas que expressam YW(X,) como um elemento de V"2,

Antes da prova do Teorema 2.0.2, vejamos alguns resultados que irdo nos auxiliar.

Lema 2.0.3. Se Q C M é um corpo convexo, entdo existe uma sequéncia {Q; },cn de corpos
convexos satisfazendo o seguinte:
(i) {4} converge para Q na topologia de Hausdorff;

(ii) Ay é suave e estritamente convexa, para cada k € N.

Demonstracao. Se M = R", o resultado segue de [29]. Se M = H" ou M = S", considere a
aplicacao de Beltrami P : M — R (veja a proposicdo 4 de [7]). A aplicagdo P € uma bijecao
suave satisfazendo o seguinte: 2 C M € um corpo convexo com bordo suave e (estritamente)
convexo se, e somente se, P(Q) é um corpo convexo com bordo suave e (estritamente) convexo.
Deste modo, como o resultado € vdlido para M = R", o mesmo também ¢é valido para M = H" e

M =S".

Lema 2.0.4. Se K,L C M sdo corpos convexos et > 0, entdo
dy(K;, L) < dy(K,L),
onde dy denota a distdancia de Hausdorff.

Demonstracdo. Seja dy = dy(K,L). Iremos mostrar que dy (K;,L,) < dy.

Dado s € K,, queremos encontrar ¢ € L, de modo que d(s,q) < d,, onde d denota a
distanciade (M, (, )).

Existe s € K tal que d(s,x) <. Existe também y € L tal que d(x,y) < d,. Seja
dy=d(s,x)ed, =d(x,y). Entdo, d| <ted, <d,.
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Set > d, +d,, entdo
d(S,y) < d(S,X)+d(X,y) :dl +d2 <t,

e, portanto, s € L,. Neste caso, podemos tomar s = q.
Suponha agora que < d; +d,. Se t < d,, seja ¢ um ponto tal que d(x,q) =d, —t e

q pertence ao segmento geodésico que liga x e y. Temos
d(S,q) S d(s7x> +d(x7Q) = dl +d2 —1 S t+d0 —r= dO'

Se d, <t < d;+d,, seja g um ponto tal que d(x,q) =t — d, e g pertence ao segmento geodésico

que liga x a s. Temos
d(s,q) =d(s,x)—d(x,q) =d; — (t—dy) =d| +dy, —t <t+dy—t =d,.
O

Proposicdo 2.0.5. Seja { }icy uma sequéncia de corpos convexos em M. Suponha que {Q;}
converge, na topologia de Hausdorff, para um corpo convexo Q (se M = S", assumimos que
estd contida em um hemisfério aberto). Sejam £ = dQ e ¥;, = Q. Se u,uy, : [0,7) — R sdo
dadas por

u(t) =] e wlt) =[(Zl;

e se v,v; : [0,7) — R sdo dadas por
V() =W(E) e w(t) =WI((EZ),),

entdo, para cada l € (0,7), a sequéncia {u; }ycy converge uniformemente para u em [0,0], e a

sequéncia {v; }rcn converge uniformemente para v em [0, ().

Demonstracdo. Estendemos u e u;, para (—o, T) pondo u(t) =0e u,(t) =0set <O0.

Afirmanos que {u;} é equicontinua e uniformemente limitada.

Seja € > 0 dado. Fixe a,b € (—oo,7) com a < b. Seja y € (0,7—b). Como u é
continua e [a — x,b + x| é um intervalo compacto, a restri¢do de u ao intervalo [a — x,b+ x] é
absolutamente continua. Deste modo, existe 6 > 0 (podendo ser tomando de modo que d < ¥)
tal que, se x,y € [a— x,b+ x| e |[x—y| < 8, entdo |u(x) —u(y)| < €.

Seja 1y € [a,b]. Tome kq € N tal que k > k, implica que dy (Q;,Q) < 6/3. Usando
o Lema 2.0.4 e a definicdo de distancia de Hausdorff, encontramos

= 3) S u) Sult+3)
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para qualquer 7 € [a,D], e

o 0
—u(ty+ 5) < —uy(tp) < —ulto— 5)-
Somando as duas desigualdades, encontramos
o o o 0
u(r — g) —u(ty+ g) < (1) — g (tg) < ult+ g) —u(ty— 5)’

para qualquer k > k.

Set € [a,b] é tal que |r —1y| < §/3, entdo

(9o (-6

Por isso,

) olo)

Deste modo, |uy(t) — u(ty)| < €, para qualquer k > kj, provando que a sequéncia {u;} é
equicontinua.
Se k; € N é tal que k > k| implica dy (Qy, Q) < x, entdo, invocando o Lema anterior

novamente e o fato de u ser crescente, temos que
u (1) <u(t+yx) <ulb+y),

para qualquer k > k; e todo 7 € [a,b]. Deste modo, a sequéncia {u; } é uniformemente limitada.
Invocando o teorema de Arzela-Ascoli, encontramos na sequéncia {u; } uma sub-
sequéncia que converge uniformemente para uma fungio continua definida em [a, b]. Entretando,
como i, converge para u pontualmente, toda a sequéncia {u; } converge, de modo que a fungio
limite € a restricdo de u ao intervalo [a, b].
Um argumento semelhante ao apresentado acima mostra que a sequéncia {vy };cn

converge uniformemente para v em [a, b].

O]

Proposicao 2.0.6. Sejam m um inteiro positivo e { py } ey uma sequéncia de V™. Se {pi}ren
converge uniformemente para uma func¢do f em algum intervalo fechado |a,b], com 0 < a < b,

entdo f é a restricdo a [a,b] de algum elemento de V™.



24

Demonstragdo. Considere o conjunto das fungdes continuas de [a,b] em R munido com a norma
do supremo. Esse conjunto € um espago de Banach, o qual contém V" como um subespaco de
dimensao finita. Tendo em vista que um subespaco de dimensdo finita em um espaco de Banach
¢ fechado, segue nossa proposic¢ao.

]

Demonstragdo do Teorema 2.0.2. O primeiro passo para nossa prova do Teorema 2.0.2 € mostrar
o caso especial em que X € uma hipersuperficie suave. Para isso, seguiremos a abordagem usada
por Montiel e Ros em [24].

Sejam v : ¥ — M uma hipersuperficie suave, convexa e fechada, e £ o vetor normal

unitdrio apontando para fora de . A hipersuperficie ¥, é escrita como y,(X), onde

Y, (x) = expy ) (16 (%)),

para x € X. Para finalizar a primeira parte da prova, vamos tratar cada espaco ambiente separada-

mente.
Quando o ambiente é R”", y;, é dada por
Y (x) = ylx) +16 (x), (2.2)
e assim, se e, ...,e,_ sdo as dire¢cdes principais em um ponto de X, entdo
(W)«(e) = (1+12)e;, (2.3)
parai € {l,...,n—1}, onde A,,...,A,_; sdo as curvaturas principais de X nesse ponto. Por

(2.3), temos que a forma de volume de X, satisfaz
dZt — (1 +241t) et (1 +A«n_1t) dZ

n—1
=Y oitdx. (2.4)
k=0

Deste modo, a drea de ¥, é dada por
n—1
5=Y (/ Gka’2> . 2.5)
k=0 \/%
Por (2.2), temos

i |? = [w|* +2t(y, &) +1°.
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Juntando com (2.4), obtemos
W Pdz, = (|wl” +20(y, &) +1°)dz,

n—1 n—1 n—l
= [Z |l[/|20ktk+ Z 2<W,£>thk+l + Z thk+2] dx
k=0 k=0 k=0

n+1
=) (lylPor+2(y,E)op_| + 01y ) tdx. (2.6)
k=0

Integrando (2.6), encontramos

n+1

wz) = ¥ ([ (vPoi+ 2w 8o+ s)ax) e

k=0
Observagdo 1. Podemos reescrever (2.7) de tal forma que os termos envolvendo p nio aparecam.

Para isso, recordemos as férmulas de Minkowski, que dizem o seguinte:

/E pdE = nVol(Q) 2.8)
€
n—k+1
/EpO'kle: %/Zo'kzdz, (2.9)

parak € {2,...,n}.

Usando (2.7)—(2.9), encontramos

WE,) = W(E) + ( /E oo, dZ—i—ZnVol(Q))t

ntl n—k+1
+ / o, dX + (—)/o_ dZ] ik,
k;z[ EP k —1 5 Ok=2

Neste caso, por conveniéncia, usaremos o modelo do hiperboloide para H", que

Agora, suponha que M = H".
descreveremos a seguir.
Seja R’f“ o espaco vetorial R"T! com a métrica lorentziana dada por
(6,y) = —Xoyo +x1y1 + - XYy (2.10)
Temos que H" pode ser visto como a hipersuperficie tipo espaco de R"*! dada por
{(xe R 62 = —1, xy > 1}
com a métrica induzida por (2.10). Neste modelo, a funcdo p : H" — R é dada por

P (XgsX1s-s%,) = Xg-
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Se v : ¥ — H" € uma hipersuperficie suave, convexa e fechada, entdao y pode ser
vista como uma aplicagio y : £ — R com |y|? = 1 e my(y) > 1, onde my(xg, 1, - - -, X,) = X
Se £ é o vetor normal unitdrio apontando para fora de X, entdo & pode ser visto como uma
aplicagio & : X — R com |2 =1e (y,&) =0.

No modelo do hiperboloide, a hipersuperficie paralela X, é dada por

y, = cosh(t)y + sinh(z)&. (2.11)
Assim, se eq,...,e,_; s@o as dire¢des principais em um ponto de X, entdo
(v).(e;) = (cosh(z) + A;sinh(t))e;, (2.12)
i=1,...,n—1,onde A,..., A, | s@o as curvaturas principais neste ponto.

Por (2.12), a forma de volume de X, satisfaz

dX, = (cosh(t) + A, sinh(z)) - - - (cosh(¢) + A4,,_; sinh(¢)) dX

n—1
= | Y opcosh" ! (¢)sinh*(z) | dX. (2.13)
k=0
Com isso, a area de |X,| é dada por
n—1
=Y < / 0'de> cosh” %~ 1(7) sinh* (7). (2.14)
k=0 \/Z

Sejaa € R?*! dado por a = (—1,0,...,0). Note que (y,a) = p e (£,a) = p. Desse

modo, por (2.11), temos

pr = (Y1,a)
= (cosh(z)y + sinh(¢) &, a)
= cosh(t)(y,a) + sinh(¢)(&, a)

= cosh(r)p + sinh(z)p.
Juntando com (2.13), temos
n—1
p,dZ, = (cosh(t)p + sinh(z Z o, cos" ¥~ (1) sinh*(r) dZ
k=0

n—1
= Z <pc7k cosh” (1) sinh* () + poy; cosh™ ¥~ (¢) sinh* (t)) dx
0

Z PG+ po_ ) cosh” *(¢) sinh* (1) dX. (2.15)
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Integrando (2.15), encontramos

n—1

W(E,) = Z (/Z(p6k+p6k1)d2) cosh™ X (¢) sinh*(z). (2.16)

k=0
Observagdo 2. Podemos reescrever (2.16) de tal forma que os termos envolvendo p ndo aparecam.

Recordemos as formulas de Minkowski, que dizem o seguinte:

/de:n/de (2.17)
x Q
c
—k+1
/ po_dx="—5"1 / PG, ,dY, (2.18)
b2 k—1 Jx

parak € {2,...,n}.
Usando (2.16)—(2.18), encontramos

WI(L,) = W(X)cosh" (1) + (/ po; dZ—I—n/ de) cosh”~1(¢) sinh(z)
z Q
n+1 —k=+1
+ Z [/ p <Gk+ usz) dZ] cosh™ ¥ (¢) sinh*(r).
= L/ k—1
Finalmente, suponha que M = S". Considere R"*! com a métrica canonica
<x7y> =XVt T XYy T X 1 Y1 (2.19)
Entdo S" pode ser vista como uma hipersuperficie
{x e R"™ L x2 =1}

com a métrica induzida por (2.19). Este € o modelo candnico de S". Neste modelo, se a origem é

escolhida para ser (0,...,0,1), entdo a funcdo p : " — R é dada por

P(Xl, e 7xn+1) = Xnt1-
Neste caso, y; é dada por
¥, (x) = cos(t)y +sin(r)&. (2.20)
Assim, se eq,...,e,_; s@o as dire¢des principais em um ponto de ¥, entdo
(W) (e;) = (cos(r) + A;sin(r)) e;, (2.21)

parai=1,...,n—1,onde A,,...,A,_; s@o as curvaturas principais neste ponto.
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Por (2.21), segue que o elemento de volume de ¥, satisfaz

dX, = (cos(t) + Ay sin(z)) - (cos(t) + A,y sin(t) ) dX

n—1
= (Z o, cos" K1 (p) sink(t)> d¥. (2.22)
k=0
Deste modo, a drea de ¥, é dada por
n—1
=Y < / de2> cos" K1 (1) sin*(¢). (2.23)
k=0 \/X

Sejaa € R"™! dado pora = (0,...,0,1). Note que (y,a) = p e ({,a) = —p. Deste modo, por
(2.20), temos que

pr = (Yr,a)
= (cos(t)y+sin(t)&, a)
= cos(t)(y,a) +sin(t) (&, a)

= cos(t)p — sin(t)p.

Juntamente com (2.22), isso nos d4 (lembre-se que 6; =0se j ¢ {0,1,...,n—1})
n—1

p,dX, = (cos(t)p — sin(t)p) Z o cos" *1 () sin*(r) dZ
k=0

i <p6k cos" (1) sin* (1) — po, cos ¥~ 1 (1) sin**! (t)) dx

|
:»

'—O

(po, — po;_1) cos" (1) sin* (1) dZ. (2.24)

T
o

Integrando (2.24), encontramos
n—1
W(L,) = Z (/ (po, — poi_1) dZ) cos" K (r) sin*(r). (2.25)
k=0 \/Z

Observagdo 3. Podemos reescrever (2.25) de tal forma que os termos envolvendo p ndo aparecam.

Recordemos as formulas de Minkowski, que dizem o seguinte:

/ pdZ =n / pdQ (2.26)
X Q

n—k+1

/ka_le— /ka de (227)
x
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parak € {2,...,n}. Usando (2.25)—(2.27), encontramos
W(E;) = W(E)cos" (1) + ( / podL—n / de) cos" ! (¢) sin(r)
p) Q

n+l B
* ,;2 [/Zp (Gk n nTk—;le_z> dZ} cos" K (1) sin*(¢).

Quando X € suave, os itens (i) e (ii) do Teorema 2.0.2 seguem pelas identidades (2.5),
(2.14), (2.23), (2.7), (2.16) e (2.25), respectivamente.

Seja Q C M um corpo convexo tal que dQ ndo é suave. Pelo Lema 2.0.3, existe uma
sequéncia {Q; };cn de corpos convexos em M tal que {Q;} converge para Q na topologia de
Hausdorff e dQ;, é suave, para cada k € N. Este fato, juntamente com (2.5), (2.14), (2.23), (2.7),
(2.16), (2.25) e as proposigdes 2.0.5 e 2.0.6, implica que as fungdes ¢ — |Z,| e t — W(L,) sdo
restrigdes a [0,7) de elementos dos espagos vetorias V" e V"2 respectivamente. Isto prova o
Teorema 2.0.2.

]

Se X = dQ, onde Q C R" é um corpo convexo, entdo os niimeros reais A, (X), para

ke {0,1,...,n— 1}, sdo definidos pela equacdo
n—1 '
|Zt| = Z Ak(z)t s

k=0

e os nimeros reais 5 (X), para k € {0,1,...,n+ 1}, sdo definidos pela equagio
n+1

WE,) =Y Bi(D)*.
k=0

Note que, quando X € suave, a desigualdade (1.3) pode ser escrita da forma

n—k n—k—1
Ar(X) S A1 (2) (2.28)
@, 1C*_, ~\w, 5] ’ '

a desigualdade (1.6) pode ser escrita da forma

Bi(z) > %AH(E), (2.29)

e a desigualdade (1.8) pode ser escrita da forma

B,(X)>(n—1w, , (“40—(2)) " +2nVol(Q). (2.30)

n—1
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Se £ = dQ, onde Q C H" € um corpo convexo, entdo os nimeros reais C(X), para

ke {0,1,...,n— 1}, sdo definidos pela equagéo
n—1
%] = Z Ci(Z) cosh™ ¥~ (1) sinh* (1),
k=0
e os nimeros reais D, para k € {0,1,...,n+ 1}, sdo definidos pela equagio
n+1

) = Z D, (X) cosh” %1 (¢) sinh (7).
=0

Note que, quando X € suave, a desigualdade (1.9) pode ser escrita da forma

/ de) 2.31)

22 ()7 () (&

a desigualdade (1.11) pode ser escrita da forma

n—2
DX )\ ! 1
il )2 (CO( )) —|—2<—n/pd§2), (2.32)
Wy,—1 W,—1 0,—1 JQ
a desigualdade (1.13) pode ser escrita da forma
n—3
n—1
26,(X) > Co(X) (Co( )) (2.33)
(I’l—l)(l’l 2) n—1 W, W,
e a desigualdade (1.15) pode ser escrita como
X X
C, (%) > 2Vol(Q) +2xIn (1 + COZ(E ), Clz(n )> : (2.34)

Se X =0dQ, onde Q C S" é um corpo convexo, entdo os nimeros reais & (L), para

ke {0,1,...,n— 1}, sdo definidos pela equagéo
%] = Z E () cos™ * 1 (1) sin* (1),
e os nimeros reais F;(X), para k € {0,1,...,n+ 1}, sfo definidos pela equagéo
n+1

ka ¥) cos" k(1) sin* (7).

Note que, quando X € suave, a desigualdade (1.16) pode ser escrita da forma

£ N2 (&EN\ T [EE)\2
S R Sl N [ S’ — =) (2.35)
(n_ 1)wn—l Wy @y,
a desigualdade (1.17) pode ser escrita da forma
n—3

X n=T X
&) (50( >) _&@ 036

Cn 10,1 W, W,
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e a desigualdade (1.19) pode ser escrita da forma

Fi(D)+nopd® (/pdg)
Q

n—1 -

E(Z))
( o, ) — 1] . (2.37)

Seja Q C R" um corpo convexo e seja X = dQ. Pela proposigdo 2.0.5, se {Q;} ey,

com dQ j =X, € uma sequéncia de corpos convexos convergindo, na topologia de Hausdorff,
para um corpo convexo €, com dQ = X, entdo, para cada k € {0,1,...,n— 1}, a sequéncia
Ai(Z;) converge para Ay (X), quando j — oo; € para cada k € {0,1,...,n+ 1}, a sequéncia
By(X;) converge para By (X), quando j — co. Também temos que a sequéncia Vol(Q ;) converge
para Vol(Q), quando j — oo.

Desta forma, aplicando (2.28), (2.29) e (2.30) para Q je passando o limite quando
J — oo, garante-se que as desigualdades (2.28), (2.29) e (2.30) sdo verdadeiras para X, ainda que
¥ seja uma hipersuperficie nao suave.

Argumentos andlogos ao do paragrafo anterior mostram que as desigualdades (2.31),
(2.32) e (2.33) sdo vdlidas se ¥ C H" delimita um corpo convexo €, e que a desigualdade (2.36)
¢ vélida se ¥ C S" € bordo de um corpo convexo Q.

Finalmente, se ¥ C S" é bordo de um corpo convexo Q e X é balanceada, entio existe
uma sequéncia {Q;} ;cy de corpos convexos satisfazendo o seguinte: {Q;} ;cy converge para Q
na topologia de Hausdorff, onde cada X ; = dQ; € suave e estritamente convexo, e {x(X;)} jen
converge para a origem.

Para cada j € N, seja Z; : S" — S" uma isometria de modo que Z;(x(Z;)) € a origem.
A sequéncia {Z;(Q;)} jen de corpos convexos ainda converge para Q (na topologia de Hausdorff)
e cada Z;(X;) = 9 (Z;(Q;)) é balanceada. Aplicando (2.37) para Z;(X;) e passando o limite,

quando j — oo, garantimos que (2.37) € vélida para X.
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3 PROVA DOS TEOREMAS PARA HIPERSUPERFICIES COM QUINAS
3.1 Prova dos Teoremas 1.0.1 ¢ 1.0.2

Seja v : £ = X UY — R" uma hipersuperficie convexa no espaco Euclidiano com
quinas ao longo da subvariedade y de codimensdo 2. Queremos calcular A;(X) e B, (X). Para
fazermos isso, precisamos descrever X, a hipersuperficie paralela a distancia ¢.

Seja s € £,. Como y(X) é bordo de um conjunto convexo €2, existe um dnico ponto
x=x(s) € y(X) tal que

dist(s, (X)) = dist(s,x(s)).

Temos trés possibilidades para x: x € int(y(X)) (interior de w(£)), x € int(y (X)) e x € w(y).
Desta forma, iremos dividir X, em trés partes (Figura 4), as quais chamaremos de £,, %, e 7, e

que sdo dadas por

it ={s€X;x(s) € int(l//(i‘,))},
z,

— (s €% x(s) e int(y (%))}

h={seX;x(s)ey(y}

Como a hipersuperficie com bordo y : X — R”" € suave a convexa, os pontos de %,

sdo da seguinte forma:

A

{y(x)+1&(x): xe L},

onde & é o campo normal unitério de ¥. De modo anélogo, os pontos de X, sdo da forma

v

{w(x) +18(x): x e L},

onde £ é o campo normal unitério de X.
Como 7y € uma subvariedade suave de codimensao 2, os pontos de ¥, sdo da seguinte

forma:
{Y(@)+1 (cos(8)9(x) +sin(6)E(x) ) s x € yand a(x) < 6 < ar(x) + 9 ()},

onde ¥ denota o campo unitdrio, ao longo de ¥, que é normal a 7, tangente a 3 e aponta para o

exterior de £, at(x) é o angulo de ¥(x) para &(x), e, como antes, ¢ (x) é o angulo de & (x) para
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A

& (x), para cada x € 7.

Figura 4 — X, em trés partes

Fonte: elaborado pelo autor (2023).

Desta forma, temos

IZ] = &) + ]+ 1wl

O célculo de |£,| (e de modo similar, o de |¥,|) é andlogo ao feito no caso em que a hipersuperficie

¢é suave. Deste modo, encontramos

n—1
|M=Z(ﬂwﬁﬁ
k=0 \/Z

n—1
yqzz</@ﬁ»@
k=0 \’/X

Assim, resta calcular |y;|. Seguiremos uma abordagem usada em [25].

Seja g € 7,. Queremos expressar a forma de volume de ¥, em ¢. O ponto g € da forma

A

W (xy) +1(cos(0)V +sin(6)E), para algum (x,,0) tal que xy € ye 6 € (o(xg), a(xg) + @ (xp))-
Fixe 6 e seja U uma vizinhanga do ponto x, em ¥ tal que 6 € (o (x), o (x) + ¢ (x)), para qualquer
x € U. Vamos denotar o vetor cos(8)V + sin(6)&, normal a 7, por &, e o operador de forma
com respeito a &g por Ag. Seja {ey,...,e,_,} um referéncial ortonormal local em torno de x; tal
que, em Xy,

A@(ei) = A'eeia

1
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parai € {l,...,n—2}. Parax € U, seja

G (x) = y(x) + 189 (x).
Entao

(&)ile) = ei+12 7,

parai€ {1,...,n—2}. Portanto, se {®,,...,®,_,} é o coreferencial dual de {e;,...,e, >}, a

forma de volume de ¥, em g satisfaz
dy, = (O + A O) A A (@, + 147 0, ) A (td6)

= i 6 (e)* ' dynas, (3.1

onde oy (E) denota a k-ésima fungfo simétrica elementar do vetor (A9,...,19 ,). Assim,

"= /yk 0(/ " k(ég)d(a)tkﬂdy
i (/ (/ ” x)+9(x) k(ée)d9> d},) ey

Portanto, o polindmio ¢ — |y;| € tal que seu termo constante é 0 e o coeficiente do termo de grau

o(x)+¢(x)
/(/ de) dy=/¢dy.
v \Ja(x) Y

1 é dado por

Mostramos, portanto, que

Ap(Z) = 2]+ 2] (3.2)

A (Z) :/icr] di+/icl di+/y¢dy. (3.3)

As equacdes (3.2) e (3.3) e o caso k = 1 da desigualdade (2.28) implicam a desigualdade (1.20).
Isto finaliza a prova do Teorema 1.0.1.

Passemos agora a prova do Teorema 1.0.2. Temos que

W) =W(E)+W(E,)+W(x). (3.4)
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O célculo de W(Z,) (e de modo similar, o de W(X,)) é analogo ao feito no caso em que a

hipersuperficie é suave. Assim, encontramos

n+1
WE) =L ( [ (vPor+ 20w 1+ o)t ) 65)
k=0 \’/X
© . n+1 .
WE) =Y ( [ (vPor+2u8o,+ 0, 2)az) 36)
k=0 \’x
Falta calcular W(7y,).

Seja ¢ = y(x) +1Eg(x) um ponto de ¥, onde 0 € (a(x),x(x) + ¢(x)) e &g =
cos(0)V +sin(6)€. Temos
lal? = > +2{y, &g}t +12.

Isso, juntamente com (3.1), nos d4 que a forma de volume com peso em g € dada por

(lw?+2(w,Ep)t +17)dy,

(1w ou(Eo)* " + 20y, &) 0 (E9)rH+2 + 00 (o) ) dy naB

S
|
S}

T
NN O

=Y (lvl>ou(&o) +2(w.&p) 041 (Eg) + 01 _2(&p)) ¥ dy nab. (3.7

T
=]

Integrando (3.7), encontramos

n—2 ()0 (%)
W(%)zZ(/y(/ +¢ (ly*or (&)

o(x)

+2<‘Va§9>0k—1(59)+Gk—2(§e))d9>d7>lk+l~ (3.8)
Das equagoes, (3.4) — (3.6) e (3.8) obtemos

_ 2 3 2 '\ 2
Bi(%) = [ (WPor+2(y.8)a+ [ (IwPoy+2(y. )i+ | lwPody
_ 2 < 2 v 2
= [ vPoiat+ [[wPordss [ lwPoars |20y, &)ax
=/|W|261 di+[|w|261 di+/\w|2¢dy+2n\/ol(§z), (3.9)
$ 2 Y

onde foi usado que

/E(l//,§>dZ:nVol(Q). (3.10)
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Quando X € suave, a identidade (3.10) segue facilmente do teorema de divergéncia. Se X é
uma hipersuperficie convexa com quinas, a igualdade (3.10) pode ser mostrada usando-se um
argumento de aproximacao.

O Teorema 1.0.2 segue de (2.30), (3.2) e (3.9).
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3.2 Prova dos Teoremas 1.0.3-1.0.7

Sejay: X = SUY — M, onde M é H" ou ", uma hipersuperficie convexa com
quinas ao longo de uma subvariedade y de codimensao 2.

Para € [0, ¢), definimos ¥,, ¥, e 7 exatamente como fizemos no caso Euclidiano.

Quando M = H", usaremos o modelo do hiperboloide e, quando M = §", usaremos
o modelo candnico de S".

Sejam f,g: R — R as func¢des definidas por
cosh(r), seM =H",

flt)= (3.11)
cos(t), seM=S"

\

e
.
sinh(r), se M =H",
g(t) = (3.12)
\sin(t), se M =S".
Como a hipersuperficie com bordo £ é suave e convexa, os pontos de ﬁ, sdo dados
por

De modo anilogo, os pontos de ¥, sdo dados por

v

{FOw(x)+gn)é(); xe £}

Como 7y € uma subvariedade de codimensdo 2, os pontos de ¥, sdo da forma

{f(t)w(x) +g(1) (cos(e)o+sin(e>é) . xeyand a(x) < 6 < a(x) +¢(x)} ,

onde, assim como no contexto Euclidiano, V denota o campo unitario, ao longo 7, que é normal
a 7, tangente a 3 e aponta para o exterior de 3, ot(x) é o Angulo entre ¥(x) e &(x), e p(x) é 0
angulo entre & (x) e & (x), para cada x € .

Desta forma, temos
12 = 15|+ 5]+ %l

O cilculo de |£,| (e de modo similar, o de |%,|) é andlogo ao feito no caso em que a

hipersuperficie é suave. Assim, temos
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n—1
5= X ( foras) 0 a1
k=0 \/%
€
A4 nil 4
5= X ( foa) g a1
k=0 \/%

Temos também

O célculo de W(Z) (e de modo similar, o de W(X)) é andlogo ao feito no caso em que a

hipersuperficie é suave. Deste modo, encontramos

W(E,) = Zl ( / (poy + poy 1>di) F@) )k @) (3.15)
' k=0 £ -
¢ —1
W(E,) = k;o ( /E (poy +pck_1>di) )8k @). (3.16)

Seja g € ¥,. Iremos agora calcular a expressao da forma de volume para ¥, no ponto
g. O ponto g é da forma cosh(r)y(xy) + sinh(¢)(cos(8)V + sin(8)&) para algum (x,,0) tal
que 6 € (a(xg), a(xg) + ¢(xg)). Fixamos 6 e tomamos uma vizinhanga U do ponto x tal que
6 € (au(x), a(x) + ¢ (x)), para todo x € U. Vamos denotar o vetor cos(8)¥ + sin(8)&, normal

a v, por &g, e 0 operador forma com respeito a &g por Ag. Seja {e,...,e,_,} um referencial

ortonormal em torno de x tal que, em x,
Agler) = A0e;,
parai € {l,...,n—2}. Parax € U, seja
G (x) = f(DW(x) +g(t)Ee (x)-

Entao

(&)i(e) = f(t)ei +g(t)A ey,



parai € {1,...,n—2}. Deste modo, se {®,,...,®,_,} é o coreferencial dual de {e/,

a forma de volume de ¥, em ¢ satisfaz
dy, = (f(t)oy + (AL @) A A (1)@, 5 +8(1)A) 209, 5) A (g(t)d6)

n—2
=Y 6ul&e)f () (1)dy nas,
k=0

onde o (&) denota a k-ésima fungdo simétrica elementar do vetor (A7,...,1° ,).

Integrando (3.17), encontramos
n—2 a(x)+¢(x)
=3 </ (/ Gk(ée)df)) dy) S0 o).
k=0 Y a(x)

Pelas equacoes (3.13), (3.14) e (3.18), segue que

01(2)2é01d2+/261di+/7¢dy

51(2):/201dﬁ+/261di+/y¢d}/.

Além disso, como p, = f(¢)p + g(t) p, entdo, por (3.17),

n—2

pdy, = Z (por(&g)+por_1(Ee)) f* 1 (1)g" (1),
k=0

Portanto,

wm:g(/y(

Das equacdes (3.15), (3.16) e (3.21) encontramos que

o(x)+9 (x)
/ ’ <p6’<(59)+p"k1(59))6“9)61?’)f"‘k_l(t)gk“(t)

o(x)

Du(E)= [[(poi+p)aE+ [ (poi+p)aE+ [ pody
:/paldi+/p61di+/p¢dy+/pd2
by by Y by
:fpold>i+fpcld>i+/p¢dy+n/de,
X X Y Q
e, de modo similar, temos que
fl(E):/Ap61d2+ﬂp61di+/p¢d7—n/pd&
X X Y Q
onde estamos usando as seguintes identidades:
n/de, se M = H",
/de: Q
b

—n/de, se M =S".
Q
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. ,en,z},

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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Quando X € suave, a identidade (3.24) segue facilmente do teorema de divergéncia. Se X é uma
hipersuperficie convexa com quinas, a igualdade (3.24) pode ser obtida por um argumento de
aproximacao.

Agora, como Cy(Z) e Ey(X) sio dados por [£| + [£], o Teorema 1.0.3 segue de (2.31)
e (3.22), o Teorema 1.0.4 segue de (2.32) e (3.22), o Teorema 1.0.5 segue de (2.34) e (3.19), o
Teorema 1.0.6 segue de (2.35) e (3.20), e o Teorema 1.0.7 segue de (2.37) e (3.23).



41

4 DESIGUALDADES GEOMETRICAS PARA HIPERSUPERFICIE COM QUINAS
PLANARES

Sejay:X= 3 UY — M uma hipersuperficie convexa com quinas ao longo de uma
subvariedade y de codimensao 2.

Neste capitulo, supomos que ¥ estd contida em alguma hipersuperficie totalmente
geodésica IT"~! M passando pela origem, e que ¥ : M — M é a reflexdo com respeito a IT.
Neste caso, dizemos que Y € planar ou que X possui quinas planares (esta terminologia sera
usada também quando o espaco ambiente for H" ou S"). Denotamos por 17 0 campo unitario ao
longo de y que é tangente a I, normal a 7, e aponta para o exterior da regido de Il delimitada
por y. Além disso, denotamos por i o campo unitdrio ao longo de ¥ que € normal a II e aponta

para a regido de M que contém ¥ (Figura 5).

Figura 5 — 7y bordo planar

Fonte: elaborado pelo autor (2023).

Neste caso, temos

Eo = (Co, )+ (&g, MM

e, sobre v,

(v, 89) = (o, M) (W, M).

Ademais, o operador forma de y com respeito a &g é (&, 1n)A”, onde AY é o operador de forma
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de y com respeito a 1. Deste modo,

01 (Ep) = (&g, M) 0r (M), (4.1)

parak € {0,1,...,n—2}.
Para j € {0,1,...,n—2}, definimos ®; : y — R por

o (x)+9¢(x) .
)= [ (Eo)n(0)de

o(x)

(se j<0Oou j>n—2, temos que ®; = 0). Usando (4.1) e as expressdes para PARPARSIAR

encontramos

Ak<2) :kadi—l-/indi—l— (/yq)k_lck_l(n)d'y> .

z
Usando (4.1) e as expressoes para W(E,), W(E,) e W(¥,), encontramos
B (%) :/i (lwlPor+2(w,8) 041 + 0p_p) dE
+/i (w0 +2(w,§) 01 + 04 ) dE

+/‘Dk—1(Gn—l(n)+<Wa77>0k—2(77))d7+/q)k—30k—3(77)d?’
% %

Usando (4.1) e as expressdes para |%,], |X,| e |%| (com M = H" ou M = S"), encon-

tramos que C,(X) e &,(X) sdo ambos dados por

/szﬁ—i-ﬁ@di—l—/(blcl(n)dy.
x ¥ V4

O seguinte teorema € uma versdo da desigualdade (1.3) para hipersuperficie com

quinas planares.

Teorema 4.0.1. Seja v : ¥ =3 UY — R” uma hipersuperficie com quinas planares ao longo de

uma subvariedade planar 7y de codimensdo 2. Parak € {2,...,n—2}, tem-se

—k

1 A 5 n
—_ 6d2+/6d2+/<1>_6_ d) >
Pl wnl(/)ik . Ok 7/k1k1(77)9’

n—1
1 n—k—1
o ( / o 1dE+ / o 1dX+ / d)k_zak_z(n)dy) . (42)
Cnflwnfl z r Y

O seguinte teorema € uma versao da desigualdade (1.6) para hipersuperficie com

quinas planares.
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Teorema 4.0.2. Seja y : ¥ =S UY — R uma hipersuperficie com quinas planares ao longo de

uma subvariedade planar 7y de codimensdo 2. Para k € {2,...,n—2}, tem-se

/i<’l//|26k+2<‘//7€>6k—1 +0;_,) diJr/i (|‘V\2Gk+2<‘l/aé>0k—1 +0,_,)dE

+/q’k—1 (Gn—l(n)+(‘I’»77>Gk—2(71))d7+/¢k—30k—3(77)d3’2
% %

nn+1 N .
kEk+1; Uick2d2+/20k2d2+/y‘pk30k3(7’1>d7]

O seguinte teorema €é uma versao da desigualdade (1.14) para hipersuperficie com

quinas planares.

Teorema 4.0.3. Se v : £ =5 UY — H" é uma hipersuperficie com quinas planares ao longo de

uma subvariedade planar y de codimensao 2, entdo

2 A .
>

<\il+!i\> N (!ilﬂi!)”
W, 4 W, 4

O seguinte teorema é uma versao da desigualdade (1.17) para hipersuperficie com

=
o8}

quinas planares.

Teorema 4.0.4. Se y : X =3 UY — S" é uma hipersuperficie com quinas planares ao longo de

uma subvariedade planar y de codimensao 2, entdo

2 A v
>
T ko ot [oamar) >

(\il+ Ii\) e (\iH Ii\) ‘
W, W, 4

Os seguintes colordrios sdo consequéncias imediatas dos teoremas 4.0.1-4.0.3, res-

%)

pectivamente

Corolario 4.0.5. Seja v : I' — R" uma hipersuperficie suave, com bordo planar, tal que T UW(I")
é convexa. Entdo, parak € {2,...,n—2},

—k

n n—k—1
[2/Fo'kdr+/yq’k16k1(n)d3’} > {2/Fc’k1dr+/yq>k26k2<rl)d7} :

onde y = JdT.
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Corolario 4.0.6. Seja v : T" — R" uma hipersuperficie suave, com bordo planar, tal que TUW(I")

é convexa. Entdo, para k € {2,...,n—2},

/r2 (lylPor+2(y, )04 + 0r_p) dT

+/‘Dk—1 (Gk—l(n)+<‘l’>n>6k—2(n))d7+/q)k—SGk—S(n)dYZ
Y %

nn+1)
k(k+1)

{2/1_Gk2dr+/yq)k36k3(n)d7} :
onde y = JdT.

Corolario 4.0.7. Se v :I" — H" é uma hipersuperficie suave, com bordo planar, tal que T UW(I")

é convexa, entdo

N
o8}

(rl—l)(f_z)wn_l {z/rﬁzdr%-/yq)ldl(n)d'y] > (31) N (ji) |

onde y = dT.

Corolario 4.0.8. Se v : I" — S" é uma hipersuperficie suave, com bordo planar, tal que T UW¥(T")

(o))
Wy, ’

é convexa, entdo

e e e [eema = (O

onde y = JT.

W

n—

S
—
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