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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo fornecer uma caracterizacao de hipersuperficies
tipo espaco completas no espago anti de Sitter, tais como os cilindros hiperbélicos,
sob a hipotese de curvatura média constante e duas curvaturas principais distintas.
No caso em que umas das curvaturas principais é simples, é adicionada uma
condi¢do sobre tais curvaturas. A caracterizacao aqui sugerida, teve como
referéncia principal o trabalho de B. Yang e X. Liu, que da uma resposta positiva
a conjectura de L. F. Cao e G. Wei sobre hipersuperficies tipo espago em tais
condigoes. Para a realizacao do trabalho, foi utilizada uma Férmula do tipo Simons
juntamente com o Principio do Maximo Generalizado (Omori-Yau).

Palavras-chave: Espaco anti de Sitter. Hipersuperficies tipo espago. Cilindros

Hiperbolicos.



ABSTRACT

The aim of this work is to provide a characterization of complete spacelike
hypersurfaces in anti de Sitter space, such as hyperbolic cylinders, under the
assumption constant mean curvature and two distinct principal curvatures. In
the case that one of the principal curvatures is simple, a condition is added on the
curvatures. The characterization suggested here had as main reference the work
of B. Yang and X. Liu, giving a positive answer to the L. F. Cao and G. Wei’s
conjecture on spacelike hypersurfaces in such conditions. To carry out the work,
we used a formula of type Simons along with the Generalized Maximum Principle
(Omori-Yau).

Keywords: Anti de Sitter space. Spacelike hypersurfaces. Hyperbolic cylinders.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Nas tdltimas décadas, tem sido crescente o interesse pelo estudo da estrutura das
hipersuperficies tipo espago (hipersuperficies cuja métrica induzida pela imersao
é positiva definida) em variedades semi-Riemannianas de indice 1 com curvatura
seccional constante c, chamadas de variedades de Lorentz e representadas por
M?H(c). De acordo com o sinal da curvatura, as variedade de Lorentz m+1(0),
sao denominadas de: espaco de Sitter, se ¢ > 0, caso em que sao representadas
por S"(¢), espaco de Lorentz-Minkowski L"*1(0), se ¢ = 0, e de espaco anti de
Sitter H™(c), se ¢ < 0.

O interesse por esse estudo se deve ao fato da grande importancia de tais
hipersuperficies no estudo da Relatividade Geral, do ponto de vista fisico, e por
possuirem boas propriedades do tipo Bernstein, do ponto de vista matemaético.
No estudo de hipersuperficies tipo espaco, é de grande destaque o caso em que
estas possuem curvatura média constante. Sendo a curvatura média expressa
pelas curvaturas principais (autovalores da aplica¢ao linear associada a segunda
forma fundamental, chamada de Endomorfismo de Weingarten), um caso simples
de curvatura média constante ocorre quando a hipersuperficie possuie as curvaturas
principais constantes. Uma hipersuperficie tipo espago nestas condi¢oes é chamada
de isoparamétrica, conceito introduzido por Nomizu em [9]. Ele provou que
hipersuperficies tipo espago isoparamétricas em S7™ e em L""! possuem, no
maximo, duas curvaturas principais distintas.

Para o caso do espaco anti de Sitter H} !, que sera o objetivo de estudo neste

10
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trabalho, T. Ishihara em [4] estudou as hipersuperficies tipo espago completas (no
sentido de que toda geodésica esta definida para todo valor do parametro) com
curvatura meédia identicamente nula, obtendo uma cota superior para o quadrado
da norma da segunda forma fundamental (S) da imersdo, a qual depende da
dimensao da hipersuperficie e da curvatura do espaco ambiente. Além disso,
ele caracterizou as hipersuperficies que atingem essa cota como os cilindros
hiperbolicos (definidos no Capitulo 2). Na sua demonstragao, nota-se que, para
este caso, a hipersuperficie possui exatamente duas curvaturas principais. Mais

precisamente, T. Ishihara provou o seguinte:

Teorema 1. Seja M"™ uma hipersuperficie (n > 2) tipo espago, completa e mdxima
em H(—1). Entdo, o quadrado da norma da Segunda Forma Fundamental de
M™ satisfaz

S <n.

Além disto, a igualdade ocorre se, e somente se,

n

m n—m

M”:Hm<—ﬁ)xH"—m<— ) 1<m<n-—1).

Em H’f“(—l), existem hipersuperficies tipo espago completas que possuem
apenas uma curvatura principal (umbilicas), como sendo os espagos hiperbélicos
H"(—r?) de curvatura —r?. Isso sugere que no espago anti de Sitter, as
hipersuperficies isoparamétricas também possuem, no maximo, duas curvaturas
principais. Este fato foi provado por L. Zhen-qi e X. Xian-Hua em [7], os quais
também fornecem uma caracterizacao das hipersuperficies para os possiveis casos
(umbilicas e com duas curvaturas principais). Nesta mesma essa linha de pesquisa,
também podemos citar o trabalho [5] de K. Abe, N Koike e S. Yamaguchi.

Substituindo a hipotese de isoparamétrica por curvatura média constante com
duas curvaturas principais (caso mais geral do que o estudado acima), L. F.
Cao e G. Wei, em [I], estudaram as hipersuperficies tipo espago, completas e
méaximas. Neste contexto, baseados no trabalho de T. Ishihara, L. F. Cao e G. Wei,

caracterizaram as hipersuperficies como cilindros hiperbélicos, como no Teorema
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de T. Ishihara, exigindo uma condi¢cao a mais sobre no caso em que uma das
curvaturas é simples (ver Capitulo 3).

Neste mesmo trabalho, os autores conjecturaram que o resultado seria vélido
para o caso de hipersuperficies tipo espaco em mﬂ(c), com ¢ < 0, exigindo
apenas que elas fossem completas, com curvatura média constante, duas curvaturas
principais e, no caso de umas das curvaturas ser simples, as mesmas condi¢oes do
caso de maximas.

Mediante essa linha de estudo, este trabalho tem como objetivo estudar
hipersuperficies tipo espaco, completas com curvatura média constante e duas
curvaturas principais no espaco anti de Sitter H} ™ (—1), tendo como principal
referéncia o trabalho de B. Yang e X. Liu [I5], no qual se apresenta uma solugao
para conjectura de L. F. Cao e G. Wei.

Este trabalho foi dividido em quatro capitulos. O primeiro, a Introducao,
apresentamos o trabalho e a motivacao de sua realizacao. No segundo, ¢é
apresentada uma sintese dos conceitos e propriedades béasicas de hipersuperficies
tipo espago em espagos de Lorentz com curvatura constante, utilizando o método
do referencial movel. Deduzimos as equagoes fundamentais para o estudo (equagoes
de estrutura, equacao de Gauss e equagao de Codazzi) e uma formula do tipo
Simons.

No terceiro capitulo, é contextualizado o cenario de estudo e sao apresentados
resultados fundamentais para o estudo de hipersuperficies tipo espaco completas
com curvatura média constante e duas curvaturas principais, tais como o Teorema
de T. Ishihara e o Teorema de L. Zhen-qi e X. Xian-Hua, mencionados acima, e
Principio do Maximo Generalizado (Omori-Yau).

No quarto e tltimo capitulo, sao apresentados os resultados de L. F. Cao e G.
Wei sobre o assunto central deste trabalho, sua conjectura e uma solugao para tal,

como dito anteriormente, baseada no trabalho de B. Yang e X. Liu em [15].



Capitulo 2

PRELIMINARES

Neste capitulo, sao apresentados alguns dos principais conceitos e ferramentas
utilizados no decorrer deste trabalho. Iniciamos com definigdes bésicas sobre
espagos vetoriais e tensores para definirmos o principal conceito desta secao, o

de variedades semi-Riemanniana.

2.1 Tensores

Sejam V um espaco vetorial real de dimensao finita e V* o espago vetorial
de todas as fungoes R-lineares de V' em R. Definimos um tensor do tipo (r,s)
(r > 0,s > 0) sobre V como uma aplicacdo R-multilinear 7" : (V*)" x V* — R,
isto ¢, uma funcao R-linear em cada entrada.

A partir deste conceito, definimos campo tensorial sobre uma variedade

diferenciavel M n-dimensional. Estabelecemos as seguintes notacoes:
1. M"™ denota uma variedade n-dimensional;
2. T, M" representa o espaco tangente a variedade M™ no ponto p, parap € M";
3. X(M) o conjunto dos campos vetoriais diferenciaveis sobre M™;
4. X(p) denota um vetor tangente em T,M, ou o valor de um campo X em p;

5. C*°(M) representa o conjunto das fungoes diferenciaveis definidas de M™ em

R.

Y

13



2.2. Variedades semi-Riemannianas 14

6. X*(M) o conjunto das 1-formas diferenciais sobre M".

Um elemento 0§ € X*(M) é tal que, dado p € M™, 0, € (T,M)*, ese X € X(M)
temos a funcao 6(X) : M — R definida por 6(X)(p) = 6,(X(p)).

Definigao 2.1. Um campo tensorial diferencidvel do tipo (r,s) sobre uma

variedade diferencidvel M™ é uma aplicagio C*°(M)-linear
T (X(M))" x (X(M))* = C=(M)
que induz, para cada ponto p de M, uma aplicacao R-multilinear
T, : (T,M)" x (T,M)* = R
tal que, para quaisquer wy,...,w, € X*(M) e Xy,...,Xs € X(M), a fungdo
T(wi,...,wr, Xq,...,Xs) : M - R
definida por
T(wr, . ywr, X, X)(p) = Tp(wi(p), - wr(p), Xa(p), -, Xo(p))
¢ diferencidvel.

O conjunto de todos os tensores do tipo (1, s) ¢ denotado por .Z."(M). Assim,

denotamos por
1. Z2(M), o conjunto dos tensores do tipo (0,s) sobre M™;

2. Iy (M), o conjunto dos tensores do tipo (r,0) sobre M™.

2.2 Variedades semi-Riemannianas

Seja V um espago vetorial real de dimensao finita. Uma forma bilinear sobre
V é uma funcao R-bilinear b : V x V — R. Se b é uma forma bilinear tal que
b(u,v) = b(v,u), Yu,v € V, dizemos que b é uma forma bilinear simétrica.

Uma forma bilinear simétrica b= (,) : V. x V — R é dita

1. positiva definida, se (v,v) > 0, Vv € V\{0};
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2. negativa definida, se (v,v) <0, Vv € V\{0};
3. nao-degenerada, se (v, w) = 0, para todo w € V implica v = 0.

Se b é uma forma bilinear simétrica sobre V', entao para qualquer subespago
W de V, a restri¢ao b, ¢ ainda simétrica e bilinear. Um subespaco W de V/

¢ dito nao degenerado se by, : W x W — R ¢ nao degenerada.

Definigao 2.2. O indice v de uma forma bilinear simétrica b sobre V' é a maior
dimensao de um subespaco W de V' tal que by, . : W X W — R € negativa
definida.

Assim, 0 < v <n=dimV ev = 0se, e s6 se, b é positiva definida. Associada a
forma bilinear simétrica esta a fungao ¢ : V' — R dada por ¢(v) = b(v,v), Yv € V,
denominada de forma quadratica associada.

Sendo V' um espago vetorial, se tomarmos {ey, ..., e,} uma base de V', a matriz
(bij) = (b(ei,e;)) é chamada a matriz de b relativa a {e1,...,e,}. Desde que b é

simétrica, a matriz (b;;) é simétrica.

Definicao 2.3. Um produto escalar g sobre um espaco vetorial V € uma forma
bilinear simétrica nao degenerada sobre V. Um produto interno é um produto

escalar positivo definido.

Dados uma forma bilinear simétrica b sobre V' e um subespaco W, definimos o

conjunto W+, chamado de W perp, por
W={veV;(v,w)=0, YweW} (2.1)

Lema 2.4. Sejam b uma forma bilinear simétrica sobre um espago vetorial V de

dimensao finita e W um subespaco de V. Entao:

a) b é nao degenerado se, e somente se, sua matriz com respeito a uma base de

V' for invertivel.

b) Se W € nao degenerado, entio dim(W) + dim(W+) = n = dimV e
(WHE=w.
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c) W € ndo degenerado se, e somente se, V.=W @ WL. Em particular, W ¢é

ndo degenerado se, e somente se, W for ndao degenerado.

Demonstragao. Ver o capitulo 2 de [11]. u
Se b ¢ uma forma bilinear simétrica e nao degenerada sobre o espago vetorial

real V', dizemos que um vetor v € V\{0} é
a) tipo tempo, se (v,v) < 0;
b) tipo luz, se (v,v) = 0;
c) tipo espago, se (v,v) > 0.
De modo analogo, define-se um subespago nao degenerado W de V ser tipo

tempo, tipo luz e tipo espago. Se v € V\{0} néao for tipo luz, define-se o sinal

g, € {—1,1} de v por
(v,v)
(v, 0)|

A norma de v € V ¢é dada por |v| = y/e,(v,v) e v é unitario se |v| = 1.

Ev —

Os Lemas a seguir, cuja demonstrac¢ao podem ser encontradas em [11], fornecem
informagoes sobre um espago V' munido de uma forma bilinear simétrica nao

degenerada.

Lema 2.5. Um espago vetorial V # {0} com um produto escalar tem uma base

ortonormal.

Lema 2.6. Seja {e1,...,e,} uma base ortonormal para V. Entao, cada v € V
tem uma unica expressao

n

v = Zeib(v,ei)ei, (2.2)

i=1
onde €; = b(e;, €;) € o sinal de e;.
Definigao 2.7. Um tensor métrico g sobre uma variedade diferencidvel M € um

(0,2)-tensor simétrico sobre M, tal que g, € nio degenerado, para todo p € M, e

de indice constante.
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Em outras palavras, g ¢ um (0,2)-tensor assumindo diferenciavelmente, em cada
ponto p de M um produto escalar g, sobre o espago tangente 1),/ , e o indice g,
é 0 mesmo para todo p.

Uma variedade semi-Riemanniana M é um par (M, g), onde M é uma variedade
diferenciavel e g = (,) ¢ um tensor métrico de indice constante sobre M.

O valor comum v do indice de g, sobre uma variedade semi-Riemanniana ¢
chamado o indice de M (0 < v < n =dimM). Se v = 0, M é uma variedade
Riemanniana e g, é positiva definida sobre T,M. Se v = 1len > 2, M ¢
denominada variedade de Lorentz e ¢ = (,) é, entdo, uma métrica de Lorentz.
Para uma variedade semi-Riemanniana M de curvatura constante, adotamos a
notagdo M (c) = (M, g) para indicar a sua dimensao n, o seu indice v e a sua
curvatura c.

Um exemplo de variedade semi-Riemanniana é o espaco semi-Euclidiano R},

que é o espago R™ munido com a métrica

n—v
<I‘,.§L’> :Zx?_mifz/+l_“'_'rzw
i=1
onde x = (x1,...,2,) ER", n>1lev >1.

Definicao 2.8. Uma variedade semi-Riemanniana completa e simplemente coneza

de curvatura constante ¢ é chamada de forma espacial semi- Riemanniana.

. . . . =ntl
O sinal de ¢ determina modelos para as formas espaciais M, (c), a menos do

seu recobrimento semi-Riemanniano. Os modelos sdo:

l.se ¢ = 0, M, (¢) = RM' = L', chamado de Espaco de Lorentz-
Minkowski;

2. sec>0, M, () =SM () = {z € RV : (z,2) = 11, chamado de Espaco
de Sitter;

3. sec<0, M (¢) =H"(c) = {x e R¥™2: (3,2) = 1}, chamado de Espago

anti de Sitter.
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E importante notar que "' e S7*!(c) sdo simplesmente conexas. Para uma
prova deste fato, consideremos as aplicagoes ® : R"*t — L™ e U : S"(c) x R —

S"*t(c), definidas, respectivamente, por

Ve

E simple a verificacdo de que ® e ¥ sdo difeomorfismos. Assim, os grupos

d(z) =z e qf(p,t):(\/mp,ict)

fundamentais 71 (L") e 7 (S7™!) sdo isomorfos, respectivamente, a m (R"*1)
e m(S"(c) x R), que sdo triviais e, portanto, L™ e S}t (c) sdo simplesmente
conexas.

Ja a forma espacial H} ™' (c) ndo é simplesmente conexa, pois com o auxilio da

aplicagdo Y : R™ x S'(—¢) — H}**(c), definida por

T(z,p) = (\/%Cx e |x|2p) ,

que é um difeomorfismo, o grupo fundamental 7 (H?™(c)) é isomorfo a 7, (R" x
S'(=c)), que ndo é trivial. Um modelo para o recobrimento H?*(c) semi-
Riemanniano, simplesmente conexa de H}(c), ¢ o R™*! munido com a métrica
induzida a partir da aplicacdo de recobrimento I' : R® x R — H}*!(c), definida

por

1
[(x,t) = \/__C(:v, vV 1+ |z]? cost, /1 + |z|? sent).

Assim, a geometria de H}"'(c) pode ser obtida a partir da geometria de
H"*(c), com uma modificacio pela a aplicacdo I
Passemos agora, ao estudo de subvariedades M™ de dimensao n nas formas
. . =+l . , . ~ . . .
espaciais M, (c), isto é, de codimensao 1, chamadas de hipersupeficies.
Seja M™ uma variedade diferencidvel conexa de dimensao n. Consideremos

. ~ S n+1 . ~ . . .
uma imersao z : M™ — M, (c¢) (uma aplicagao diferenciavel entre variedades

diferenciaveis tal que, para todo p € M, sua diferencial dx, : T,M — M?H(c) é

injetiva). Munimos M™ com a métrica induzida

(u,v)p = (dry(u), dxp(v)>$(p)7

para todos u,v € T,M" e p € M".
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Uma tal imersao ¢ dita ser tipo espaco se a métrica induzida é positiva

definida, isto é, uma métrica Riemanniana. Neste caso, dizemos que M"™ é uma
. L. . —n+1

hipersuperficie tipo espago de M, (c).

Dos exemplos apresentados acima, escolheremos o espaco anti de Sitter H ™ (c)
para ser o espago ambiente de estudo. Contudo, na se¢ao a seguir denotaremos

. ——n+1 . . , P

o espago ambiente como M; (c), visto que a teoria apresentada é valida em

qualquer uma das formas espaciais apresentadas acima.

2.3 Equacgoes de estrutura

A técnica que sera utilizada para desenvolver os estudos futuros, é chamada o
Método do Referencial Movel. Para mais detalhes, ver [3]. Iniciamos esta se¢ao

apresentando um resultado que auxiliaré no estudo aqui proposto.

Lema 2.9 (Cartan). Sejam M* uma variedade diferencidvel e wy, . .., w, 1-formas
linearmente independentes sobre um aberto U C M. Se aq,...,q, sao 1-formas

sobre U tais que:

=1

,
Entao, existem fungoes diferencidveis bj; : U — R tais que o; = g bijw; e
j=1

b

i = bji-
Observacao 2.10. O simbolo "A"denota o produto exterior entre duas formas

diferenciais w e 6.

Demonstracao. De forma geral, consideremos r < k. Inicialmente, completemos
o conjunto das 1-formas w; para obtermos uma base {wi,...,w,,...,wr} de
(T,M)*. Assim, como as ajs sao l-formas, existem funcoes diferenciaveis tais
que:

r k
a; = E bl‘jw]‘ + E aijwj.
i=1

j=r+1
Por hipotese, temos que

r T
OZZai/\wi:Zbij«wj/\wi+ Z aijwj/\wi.
i=1 1,j

1<i<r,r+1<5<k
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Como w; A wj = —wj A w;, para todo 1 <, 5 < k, obtemos

r

0= Z(bw — bjl-)wj VAN Ww; + Z al-jwj A Ws.

i<j 1<i<r, r+1<j<k
Uma vez que wj Aw;, com i < j e 1l <4,j <k, formam uma base para o espaco
das 2-formas, obtemos

bij = bji € Qi = 0.
,
Portanto, o; = Z bijwj, com b;; = b;; fungoes diferencidveis de U em R.

J=1
|

Sejam x @ M" — mﬂ(c) uma imersao tipo espago em M?H(C) de uma
variedade conexa e {ej,...,e,11} um referencial ortornormal local adaptado a
imersao, isto ¢, para cada ponto p € M" os vetores {e1(p),...,e,(p)} geram T,M
e e,41 gera o espaco normal a M". Adotemos a seguinte convencgao sobre a variagao

dos indices:

1<ABC,...<n+1, 1<4,5, k... <n.

Como M™ é tipo espago, temos

<€i,€i> = 1, <€n+176n+1> = —1

Associado a este referencial ortonormal local, temos o co-referencial
{wi, ..., wpt1}, tal que wi(e;) = ¢;6;;, isto é em cada ponto de mﬂ(c),
{wi(p),...,wns1(p)} € uma base dual da base {e;(p),...,enr1(p)}. Com este co-
referencial a métrica semi-Riemanniana de M?H(c), que denotaremos por ds?, é

dada por

d§2:g 5Awi, gi=1, epp1 =—1.
A

Temos, ainda, associado a {ej,...,e,r1} o conjunto das 1-formas {wap},
~ —n+1 . ~
chamadas formas de conexao de M, (c), para as quais temos as equacoes de

estrutura de M?H (c):

dwyg = Zé‘BwAB/\wB, wap +wpa =0, (24)
B

dWAB = ZSCWAC/\WCB"‘QAB- (25)
C
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As 2-formas Qup sdo chamadas as formas de curvaturas de mﬂ(c). Para
cada p, dados X, Y € TPMTH, amatriz ((Qap),(X,Y)) gerada pelas 2-formas Q 4
define um operador R(X,Y), : Tpmﬂ — Tpmﬂ, chamado operador curvatura e
um (0,4)-tensor R, dado por R(X,Y, Z, W) = (R(X,Y)Z, W), chamado de tensor
curvatura. Denotando }_%ABCD = E(eA,eB,eC,eD), as componentes do tensor

curvatura, no referencial {e,}, segue que

1 _
Qup = —3 ; ecep Rapepwe A wp.

Temos as seguintes propriedades:

Proposicao 2.11. Para X,Y, Z, T campos diferencidveis de vetores em MT—H(C),

temos
1. R(X,Y) = —R(Y, X);
2. (R(X,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T,Z);
3. (R(X,Y)Z,T)=(R(Z,T)X,Y);
4. (RX,YVZ,T)+ (R(Y,Z)X,T) + (R(Z,X)Y,T) = 0.

Restringindo as formas w4 e wag & M™, obtemos formas que ainda satisfazem
9

(2.4) e (2.5). Em M™, temos w,.1 = 0, visto que, dado X € X(M), X = ZXM',

e

wn+1(X) = Wnp+1 <Z Xzez> = ZXiwn_,_l(@i) = 0. (26)

Assim, a métrica induzida sobre M™ é dada por ds* = E w?. Em M™, temos

2

0 = dwn—l-l: § 5Bwn+1B/\wBa
B
= g Wn1i A Wi
i

Logo, pelo Lema de Cartan, existem fungoes diferenciaveis h;;, tais que:

Wn+1i = Z hij Wy, hij = hjz'- (2-7)
J
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Com estas funcoes, definimos a segunda forma fundamental da imersao x por
h = E hij wi ® wjeni1.
i’j
Sendo as fungoes h;; simétricas em relagao aos indices, temos que h ¢ uma aplicagao

simétrica. Definimos o vetor curvatura média por

ﬁ = % (Z hn) €nil-

li n 1 2 '8

Assim, uma hipersuperficie tipo espago é dita ter curvatura média constante
(CMC) se a fungao H for constante. No caso particular de H = 0, dizemos que a
hipersuperficie tipo espaco é maxima.

As 1-formas wsp sao chamadas formas de conexao de WH(C), em virtude de
que elas definem uma derivagao sobre M?H(c) (conexdo), representada por V.
V é chamada de derivada covariante e definida da seguinte forma: sejam X e
Y, campos de vetores diferenciaveis sobre MT—H(C) e {e1,..., €11} um referencial

ortonormal local, a derivada covariante de Y em relacdo a X, VxY, é definida por
VXY == Z{dyB(X) + Z wAB(X)yA}eB.
B A

E importante notar que VxY nao depende do referencial, e sim da métrica. Se
Y = ec, temos

(7)(60, €D> = WCD<X)a
o que fornece um interpretacao geométrica das formas de conexao wyp em termos
da derivagao covariante.

A derivada covariante possui as seguintes propriedades.

Proposicao 2.12. Sejam X, Y, Z campos diferencidveis de vetores em M?H, f,g

~ . .. . —n—+1 . . ~ ~
funcoes diferencidveis em M, ~ e a,b numeros reais. Entao, a conexdao

= 4L

Vox(nth xx(nth - xanth

satisfaz:
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= . Aty . o L
1. V éC®(M, " ")-linear na primeira coordenada, isto é,

VixigyZ = fVxZ + gVyZ;

2. V € R-linear na sequnda coordenada, isto €,

Vx(aY +bZ) = aVxY +bVxZ;

3. Vx(fY) = X(f)Y + fVxY;

5 Sepe M?H, (VxY)(p) s6 depende do valor de X no ponto p e dos valores

. —n+1
de Y ao longo de uma curva parametrizada o : (—e,e) — M, ~, com

0(0) =p eo'(0) = X(p).

Com essa nocao de conexao, temos que o colchete de Lie entre dois campos
vetoriais tangentes X e Y, que fornece um novo campo vetorial tangente sobre
M™", é dado por

[X,Y]=VxY — VyX.

Separando nas equagoes de estrutura de mﬂ(c) as parte tangente e normal a

M™, obtemos de w, 11 = 0, que:

dw; = Zwij A wj; (2.9)
J

dwij = Z Wik N\ Wij — Wint1 N\ Wni1j + ﬁij; (2.10)
k

dwins1 = Z Wik N\ Wint1 + ﬁin—i—l- (2.11)
k

As formas w;; restritas a M" s6 dependem da métrica de M" e da parte tangente

do referencial {ey,...,e,11}. Assim, definimos uma derivada covariante V sobre
. . . —n+1

M™ a partir da derivada covariante de M ;H (¢), como sendo a parte tangente de

Va M", isto é,

J

ViV = (V)" =) {dy;(X)+ ) wy(X)yite;, VXY € X(M).
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A conexao V de M™ possui todas as propriedades enunciadas na Proposicao [2.12]

Definimos também as formas de curvatura da métrica de M™ por
Qij = dwij — Zwik A\ wkj.
k
Portanto, as equagoes de estrutura de M" sao
dwi = Zwij A\ (,Uj, wij + Cdji = 0; (212)
J

dwij - Zwik A Wgj + Qz] (213)
k

De forma analoga as formas de curvatura de mﬂ(c), dadope M" e XY €
T,M", a matriz ((€2;),(X,Y)) gerada pelas 2-formas §2;; define um operador
curvatura R(X,Y), : T,M" — T,M"™ e um (0,4)-tensor curvatura para M" tal
que R(X,Y,Z, W) = (R(X,Y)Z,W). Esse tensor tem propriedades similares ao
tensor R de MTH(C). Denotando por Rjju = (R(e;, ej)er, er) = Quiles, ej) as
componentes do tensor 2, as formas €2;; podem ser escritas como

1

Qij = —5 Z Rijkl W VAN wy.
k,l

Da equagao (2.10), decorre que as componentes do tensor curvatura de M"

~ . —n+1
estao relacionadas com as componentes tangentes do tensor curvatura de M, .
A relagao é estabelecida por:

1
5 Z Rijuiwy Nwp =

k,l
= dwij — E Wik /\wkj
k
= —Win+1 A Wnt1j + 8

= - hirwe A hjiwo, — = Eijklwk A wy
e b

k.l

1 —
= — Z hikhﬂwk A Wy — 5 Z Rijklwk N wy.

k,l k,l
Assim,

Rijkl - Rijkl - (hikhjl - hzlh]k) (214)

A equagao (2.14) é chamada de Fquagao de Gauss.
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As funcoes componentes R;;i; do tensor curvatura de M", permitem definir
outras curvaturas como, por exemplo, as curvaturas seccionais.
Dado p € M", consideremos em 7T,M"™ um subespaco P bidimensional.

Suponhamos span{e;, e;} = P, paraalguns¢,j = 1,...,n. Assim, temos a seguinte
Proposigao 2.13. O nimero $;;(e;, e;) = Riji; depende apenas do subespago P.
Podemos entao, definir:
Definicao 2.14. O numero
Kp(P) = —Qij(ei, €5)
¢ chamado a curvatura seccional de M™ em p, sequndo P.
Mais geralmente, temos:

Proposicao 2.15. Sejam X,Y € P C T,M linearmente independentes e um
referencial ortonormal {e;} tal que span{e;,e;} = P, para alguns i,j = 1,...,n.
Entao,

(R(X,Y)X,Y)

K(p) = (X, XN Y.Y) — (X,Y)2

E importante notar que, como P é ndo degenerado, (X, X)(Y,Y) —(X,Y) # 0.

Definigao 2.16. Dizemos que uma variedade tem curvatura (seccional) constante,

se K,(P) nao depende de p e do subespago nao degenerado P.

. ———n+1
Assim, se M, (c) tem curvatura constante, temos que

}_%ABCD = EAEB C(5AC5BD - 5AD5BC)-

Logo, a equagao de Gauss para uma hipersuperficie M™ tipo espago em M;H_l(C)

pode ser escrita como
Rijkl = C(5ik5jz - 5il5jk) - (hikhjl - hilhjk)- (2-15)

A partir das curvaturas seccionais, denifimos as seguintes curvaturas:
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Definigao 2.17 (Tensor Curvatura de Ricci). Seja R o tensor curvatura de M™.
O tensor curvatura de Ricci de M™ € definido por

Ric(X,Y) =Y (R(X,e;)Y,e:), (2.16)
onde {ey,...,e,} € um referencial ortonormal e X, Y sao campos vetoriais sobre

M™.

O ntimero Ric(X, X') é chamado curvatura de Ricci na diregao de X. Se X = ¢;,

Y = e;, temos que as componentes do tensor curvatura de Ricci no referencial

{e1,...,e,}, denotadas por R;;, sdo dadas por
Rij = Ric(e, e;) = Z Rikjk, (2.17)
k=1

onde Riyjr = (R(ei, ex)ej, er). A partir da equagao de Gauss ([2.14), deduzimos

que as componentes do tensor curvatura de Ricci satisfazem
Rij = c(n — 1)b;; — ndlhi; + Z highj. (2.18)
k

Dizemos que M™ tem tensor curvatura de Ricci limitado inferiormente se existe a
tal que
Ric(X,Y) > a(X,Y),

para quaisquer X,Y campos vetoriais sobre M™. Similarmente, a curvatura de

Ricei é limitada inferiormente se
Ric(X, X) > a(X, X),

para qualquer campo vetorial X sobre M™. Ou equivalentemente, a curvatura de

Ricei é limitada inferiormente se
R > a, (2.19)
para todo 1 < i <n.

Definicao 2.18 (Curvatura Escalar Normalizada (R)). A curvatura escalar

normalizada € uma funcao diferencidvel sobre M"™ obtida a partir do tensor
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curvatura de Ricci. Se {e1,...,e,} € uma base ortonormal de campos locais sobre

M, temos que

1
R( = n — 1 ZRZCP 6“ 61 = ) Z Rijij- (220)

n(n — 1) 4=
4,7
De (2-18)
= Z (n—1) Zthu+Zh
= cenn—1) — 2H2+Zh
Logo

nin— DR =cn(n—1) —n*H*+ S, (2.21)
onde S = Z hfj denota o quadrado da norma da segunda forma fundamental de

M™.

2.4 Tensores e operadores diferenciais

Nesta sec¢ao, definimos alguns operadores diferenciais que serao utilizados para
a obtengao e emprego de formulas durante todo o trabalho. Iniciamos definindo
operacoes de derivacao de tensores sobre M".

Dado um (0,2)-tensor covariante T diferenciavel definido em M™, podemos
representar 1T', por

T=) Tjw®w, (2.22)
1,J

onde, T;; = T'(e;, €j) definem as componentes de 7" no referencial {es, ..., e,} para
M™.

Como T é um tensor diferencidvel, temos que as fungdes componentes no

referencial sao funcoes diferenciaveis. Assim, faz sentido falar em d7;;.

Definicao 2.19. Seja T um (0,2)-tensor covariante em M™. A diferencial

covariante VT de T € um (0,3)-tensor definido da seguinte maneira: as
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componentes Ty, = (VT')(es, €5, ex), parai,j,k =1,...,n, chamadas de derivadas

covariantes de Tj;, sao dadas por:
Z Tijewr = d(Ti;) + Z Thjwr; + Z Tiewr;- (2.23)
k k k

De forma similar & diferencial covariante de um tensor diferenciavel T sobre
M", definimos a segunda diferencial covariante como sendo o (0,4)-tensor V(VT),
cujas fungdes componentes sdo T;j = V(VT)(e;, €5, ek, €1), chamadas de segundas

derivadas covariantes de T;; e dadas por
S Tywwr = d(Tyj) + Y Tywwi + Y Tawwr; + 3 T (2.24)
! ! ! !

Observacgao 2.20. Se o tensor € da forma T : X(M) x X(M) — X(M) sobre M",
defina T : X(M) x X(M) x X(M) — C>®(M) da sequinte forma

T(X1, X2,Y) = (T(X1, X3),Y).

Claramente T ¢ C>(M)—multilinear e, consequentemente, um (0,3)-tensor. Isto
define wm isomorfismo canonico T — T entre o conjunto das aplicacoes de
X(M) x X(M) — X(M) e F2(M). Assim, podemos definir uma diferencial

covariante para T, de modo que as derivadas covariantes de T;; safizfazem
S Tgwwr = d(Ty)+ > Tywsi+ Y Tinwi,
k k k

no sentido natural, visto que, pelo isomorfismo temos VyT = Vy T, para todo
campo Y € X(M).

Um exemplo simples, porém muito util é I : X(M) — X(M) tal que I(X) = X.
O (0,2)-tensor a ele associado é o tensor métrico G : X(M) — C*(M) e sua
diferencial covariante ¢ (VI) = 0.

De forma similar, dada uma aplicagao ® : X(M) x X(M) — X(M)*, isto &,
b = Z@ijwi ® wjeny1, suas diferenciais covariantes sao tais que as derivadas

i,J
covariantes de ®;; sao dadas por:

D Dypn = d(@ig) + Y Prjeoni + Y Papewns; (2.25)
k k k

Z @ijklwl = d(q)wk) + Z @ljkwli + Z q)ilkwlj + Z @ijlwlk. (226)
l l l l
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Observacao 2.21. Como o campo vetorial resultante € um campo normal a M"
teriamos uma parcela com as formas de conexao relativas ao campo normal, mas

no caso de hipersuperficies, temos que esta forma € w1111 = 0.

A derivada covariante de tensores nos permite estender as variedades
Riemannianas (variedades tipo espago estdo nesta classe) certos operadores

diferenciais usuais do espaco Euclidiano.

Definicao 2.22. Seja f : M"™ — R uma funcao diferencidvel em uma variedade

Riemanniana M™. O gradiente de f é o campo vetorial Vf em M™ definido por

<Vf7X>p = dfp<X)a
para todo p € M e todo X € T,M.

Considerando um referencial {e;} em um aberto U C M™ podemos escrever,
em U, df = Z fiw;. A funcao f; é chamada a derivada de f na direcao de e;.
Verifica-se, em U, que

V=Y fie.
=1

Sendo df uma 1-forma e, consequentemente, um (0,1)-tensor, temos, das
definigoes apresentadas acima, que a sua diferencial covariante de V(df) é um

(0,2)-tensor, cujas componentes f;; satisfazem
Zfz‘jwj = df; + Z fiwji-
J J

Definigao 2.23. A forma bilinear V(df) € chamada o Hessiano de f na métrica

de M™. O traco desta forma é chamado o Laplaciano de f, e € dado por

Af = Z fzz

Dado um campo de vetores X em M™, a métrica Riemanniana faz corresponder
)

a X uma l-forma diferenciavel wy (isomorfismo da Observagao [2.20) definida por

WX(Y) - <X7 Y>pv
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para todo p € M e todo Y € T,M. Em um referencial {e;} sobre um aberto de
M, se X = inei, temos que

wWx = E TiWy.
i

A diferencial covariante Vwy é uma forma bilinear cujas fungoes componentes

x;; sao dadas por
E xijwj = dl’z + E J]jw]‘i.
J J

Definicao 2.24. O trago de Vwyx € chamado divergente de X, e tem a expressao

Observe que

Af = divV .

Para os operadores definidos acima temos as seguintes propriedades: dadas
fungoes diferenciaveis f,g : M™ — R e X,Y campos vetoriais diferenciaveis em
M™ temos

1. V(f+9) =Vf+Vg.

2.V(fg)=gVf+fVyg.

3. Se ¢ : R — R ¢ diferenciavel, entdo V(po f) = ¢ (f)Vf.

div(X +Y) = divX + divY.

div(fX) = fdivX + (Vf, X).

A(fg) = gAf + fAg+2(Vf,Vg).

Se ¢ : R — R ¢ diferenciével, entao A(po f) = (¢" o f)|Vf]? + (¢ o f)AS.

No v

2.5 Foérmula do tipo Simons

O objetivo desta secao é determinar uma expressao para o Laplaciano de 5,
que, como mencionado acima, representa o quadrado da norma da segunda forma

fundamental da imersao x. Uma expressao desse tipo é chamada Férmula do tipo
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Simons. Para sua determinagao no caso considerado na segao passemos as
seguintes observagoes.
. ~ n ——n+1
Sendo a segunda forma fundamental da imersao z : M" — M,  dada por

h = E hijw; ® wje,+1, temos que as derivadas covariantes de h;; satisfazem
k

Z hijrwr, = d(hi;) + Z hijwri + Z hikwgj, (2.27)
k k k

Z hijriwr = d(hijr) + Z hijrwri + Z Pk + Z hijiwi- (2.28)
l ! l 1
Uma primeira consequéncia destas expressoes sao as equagoes de Codazzi,
hijk = higj; Vi,j,k=1,...,n. (2.29)
Para obté-las, substitua dh;; na derivada exterior da equacao

dWrL'nJrl = d(— Z hij Wj) = — Z(dh” A W + hijdwj)
J J
= — Z hijkwk N Wy + Z hkjwki VAN Wi + Z hikwkj VAN wj — Z hijwjk N Wy .
‘77k ]7k ]7k ]7k
: Vv Vv

b b

—n+1 . .
Por outro lado, como M, (¢) tem curvatura (seccional) constante e igual a c,

temos Q1 = 0. Assim, resta em ([2.11))

dwz'nJrl = Z Wik A Wkn+1- (230)
k

Dai,

dwm+1 == sz-k A (— Z h]q(x)j)
J

k
= - E hkjwz-k/\wj.
k?j

~~
a

Assim, igualando as duas sentencas e notando que os somatorios indicados pelas

mesmas letras se cancelam, resta

O = Z hijkwk A (,Uj = Z(h”k — hikj)wk A Wj,

J:k j<k
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donde, segue que h;j; = hig;.
Uma outra relacao importante, agora envolvendo as segunda derivadas

covariantes de h;;, ¢ a chamada identidade de Ricci
hijie — hijie = Z P Rkt + Z P Rkt - (2.31)
m m
Para uma demonstragao, diferenciemos exteriormente o primeiro membro de ([2.27))
e utilizemos (2.28) no desenvolvimento

d(z hijkwk) = Z(d(hfz]k) A Wi —+ hijkdwk)
k k

= Z(hijklwl — hyjrwii — hagwiy — hijiwk) A wy + Z hijrwia A\ wy

il el
a b
= g hijraiwr A\ wi, — E hijrwr A wi, — g hikwij A wy,
ol ol ol
C C
— E hiﬂwlk VAN Wwg, + E hijkwkl A Wy .
el ol

Por outro lado, diferenciando o segundo membro de ([2.27)), tem-se
A0 hijrwy) = d(dhy) + Y dhig Awgi+ Y higdwy + Y dhig Aweg + Y higduw;
k k k k k

= Z(hkﬂwl — hyjwie — hrawij) A wi; + Z Py jwir A wy; + Z Pt Qi

kel k,l k
+ E (higiwr — hagwii — hawir) A wy; + E hixwig A wij +
k,l k,l
k
a d e
= g hijior N\ wi; — E hijewon N wii — E hiawi; N Wi
k.l k.l k.l
d b
+ g hkjwkl N wy + E thQm + E iy A Wkj —
k.l k k.l
< 1 B4
— E higwys N wig — E hawy, N\ wij + E hixwrr N wij +
k.l k.l k.l
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Observe que, ap6s uma mudanca nos indices, os somatorios indicados com

mesmas letras se cancelam. Assim, igualando as duas sentencas, resta:

Z hijraw; A\ wy, = Z P Qi + Z Rir ;.
k,l k k

Dai, obtém-se
Rijir — Nijie = Z P Qi (€1, €) + Z i Qi (€1, €1
Notando que

1
Qmi<617 ek) - _5 Z Rmirswr A w5<€l7 ek) = Rmikb

7,8

1
Qmj(eh ek’) = _5 Z ijrswr A ws(ela ek) = ijkl7

7,8

segue que
hijie — hijie = Z P Rkt + Z P Rt -

Com esta relacao e usando a simetria das funcoes h;; em relacao aos indices,

temos que o Laplaciano de h;; é dado por

Ahij = > hijee = > hargi
k k
= Z (hikkj + Z Pt R + Z himRmkjk)

m m

k
- Z P + Z Pk Bomijie + Z Bim B k- (2.32)
k k,m k,m

A partir da segunda forma fundamental, podemos definir o (0,2)-tensor
hMX,Y) = (h(X,Y),ens1). Pelo isomorfismo apresentado na Observagao M7
temos que, para cada p € M", existe uma tranformacao linear A, : T,M — T,M
tal que

(R(X,Y),ens1)p = (AX),Y),; VXY eT,M"

A tranformacao linear A, é chamada de endomorfismo de Weingarten. Como
h é diferenciavel e simétrica é fécil verificar que A varia diferenciavelmente com

o ponto p e é auto-adjunta. Pela relagao acima, obtemos que A = Zhijwiej,
ihj
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assim (pela Observagao podemos derivar A covariantemente, onde as fungoes
componentes de VA sao h;j,. Desta forma,
AP =) "3 = S; VAP => " hiy. (2.33)
i i.g,k
Observacao 2.25. Como A, ¢ auto-adjunta em cada ponto p € M™, sua matriz
(hij(p)) € diagonalizdvel, isto é, existem um referencial {e;} e nimeros \; tais que
hij(p) = Xidi;. Os nimeros A\; sao chamados de curvaturas principais de M™ em

p e cada dire¢ao de {e;} é chamada de diregao principal.

Com este aporte de ferramentas, passaremos a deduzir uma férmula do
tipo Simons para hipersupeficies tipo espaco com curvatura média constante,

apresentada no seguinte

Teorema 2.26 (Formula do tipo Simons). Seja M™ wuma hipersuperficie tipo
espago 1mersa em M?H(c) de curvatura seccional constante c. Se S denota o
quadrado da norma da sequnda forma fundamental e a imersao tem curvatura

média constante H, entdao
1
FAS = VA2 + S? + ne(S — nH?) — nHtr(A3). (2.34)

Demonstracao. Seja M™ uma hipersuperficie tipo espago como no enunciado.

Sendo S = Z h?j temos, das propriedades do Laplaciano, que

2
AS =Y "Ah. (2.35)
0]
E, ainda, para cada par de 1 <1i,5 < n,
De (2.32)), decorre que

1
§Ah?j = hz‘j Z hkkij + hij Z hmkRmijk + hij Z himRmkjk +|Vhij|2‘
k \ k,m g k,m
I Ir
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Examinemos (I) e (IT). De (2.28), temos que

Z Pikij = Z d(hiri)(ej) + Z hugiwie (€5) + Z Piriwo (€5) + Z higiwri(e;).
k k k.t k.t kt

(2.36)
Note que, utilizando ([2.27)
Zd(hk/ﬂ)(ej) = ZGJ ( hkk 6, +22hmkwmk(€z)>
2 2
= € (ei (Z hkk)) —+ 2€j (Z hmkwmk(el)> . (237)
k k,m

Trocando os indices k£ e m na segunda parcela, utilizando a antissimetria das 1-

formas de conexao w,,; € a simetria das funcoes h;;, temos que

]
thkwmk 67, thmwkm 61 — thkwmk 61 (238)

Logo,
> Bk (e5) = 0. (2.39)

Assim, como Z hxr = nH e H é constante, segue de (2.37) que Z d(hiki)(ej) = 0.
k k
De forma anéloga, como em (2.38)), conclui-se utilizando a equagao de Codazzi

(2-29) que
thtzwtk 6] thkzwtk ej — Y. (240)

Para o terceiro termo de (12.36)), temos

Z hkktwti(ej) = Z (Z hkzktwti(ej)> :

Utilizando (22.27]), temos:

Z Pigwri(e;) = Z (d (hik) (er) + Qthkwmk(et)> wei(e;)

k

= Z ( er)(hik) + Qthkwmk(et)> wri(€;)
k
= (Z hkk’) Wti 6] + 2 (Z hmkwmk(et)) wti(ej)'

k,m
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Como em ([2.38)), obtemos que Z hmkwme(e:) = 0 e, sendo Z hir = nH, temos
k

k,m

thktwti(ej) = Z <€t (Z hkk:) Wti(ej))

t

= Z(et(nH))wti(ej) =0,

t

pois H é constante. Logo, (I) = 0.
Analisando (I7), segue da equagao de Gauss (2.14)), que

Z Pt Rl = Z[Chmk(5mj5ik — Omk0ij) — Pk (Rmjhik — Pmihij)]. (2.41)
k,m

k,m

Sei=17

k,m k#m k=m

- Z[hmk(hm]hzk - hmkhZ]>]
k,m
= Chii — C(SZ'Z' Z hmm — Z[hmk(hmkhzk - hmkhl])]
m k,m

Sei#j

Z hmkRmijk = Z [chmk(émjéik — 5mk:51])] + Z [Chmm(amj(sim - 5mm51j)]

k,m k#m k=m

= ok (hnshin = hiichi)]
k,m

m k,m

De forma que, para todo 1 <i,j5 <n

> Bk Runigie = chji = 65> Puwm = > [t (Bamjhire — b)) (2.42)
k,m m

k,m
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Temos, ainda,

thmRmk_yk =
k,m
Logo,

(1) =

Z[Chmi(5mj5kk - 5mk5kj) - hmi(hmjhkk - hmkhkj)]

k,m

k#m k=m

= (i (hanhk, = oniFi )]
k,m

chji(n = 1) =3 [uni(Bunjhr — hunichigs))-

k,m

Cnhij — C(Sij Z h”hmm — Z[hz]hmk(hmjhzk — hmkhz])]

k,m

= [hijhumi(hamjhik = Bl
k,m

cnhfj — Céij Z hzjhmm — Z hljhmkhm]hlk‘ + Z h%h?nk
m k,m k,m

- Z i mi P g + Z Pijomi b -
k,m k,m

(. S
v~

a

Note que, ap6s uma mudanca nos indices m e k, os somatorios indicados por a se

cancelam. Assim,

(11) =

Desta forma,

C”hfj — cdy; Z hijhmm + Z h?jh%ﬁc - Z Pl P i -
m k,m k,m

] 1,] 1,7 m

Note que

/[:7j7k7m

— Y bbb + Y Vi,

i4,k;m 2
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cn Z h?j
1,J
C Z ((SU Z hz]hmm)
7] m
>l
1,5,k,m

> hiihiihonhij

i,7,k,m
> [ Vhyl?
ij

cnS,

c Z((SU}LUTLH) = CTL2H2,
1,J

> (1Y) -
k,m

1,

> (hkihkjhij > hmm> =nH Y (hpihijhi;) = nHtr(A%),

,L'7j’k: /[:7.j7k

DI erlhiel =
ik

ijk*

h?2
k

75

Assim, das simplifica¢oes acima e de (2.33)), temos

1
5 Z Ahi; = enS — enH? + 5* — nHtr(A®) + [VA[.
,J

Portanto, de (22.35]) segue que

%AS = |VA? + S? +cn(S — nH?) — nHtr(A?).

Esta expressao possibilita a obtengao de varios resultados globais sobre

hipersuperficies, como caracterizagao de hipersuperficies e estimativas para a

curvatura média e o quadrado da norma da segunda forma fundamental.

Historicamente, J. Simons apresentou, em [I4], uma expressao para o

Laplaciano do quadrado da norma da segunda forma fundamental de uma

variedade conexa na esfera e estabeleceu vérios resultados no estudo de imersoes

minimas e variedades compactas. Posteriormente varios autores obtiveram

resultados analogos, como é o caso de T. Ishihara em [4], cujo resultado

apresentaremos no capitulo a seguir.



Capitulo 3

HIPERSUPERFICIES TIPO
ESPACO COMPLETAS EM
FORMAS ESPACIAIS
SEMI-RIEMANNIANAS

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados para o estudo de
hipersuperficies tipo espaco completas em formas espaciais. Iniciaremos com uma
breve apresentacao do conceito de Distribuicao e Variedade Integral que faremos

uso no decorrer deste trabalho.

3.1 Fatos basicos

Definicao 3.1. Seja M"™ wuma variedade diferencidvel n-dimensional.  Uma
distribuicao (tangente) D k-dimensional sobre M é uma escolha de um subespago
linear k-dimensional D, C T,M, em cada ponto p € M. Uma distribuicao D ¢
dita diferencidvel se a uniao dos subespagos D, forma um subfibrado diferencidvel

D=]]D,cTM

peEM

Observagao 3.2. T'M denota o fibrado tangente sobre M™.

Para determinar se uma distribuicao D é diferenciavel, temos o seguinte critério.

39
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Lema 3.3 (Critério do Referencial Local). Sejam M™ uma variedade diferencidvel
e D C TM uma distribuicao k-dimensional. Entao, D € diferencidvel se, e somente
se, a sequinte condi¢ao € satisfeita:

Cada ponto p € M possui uma vizinhanga U sobre a qual existem campos
vetoriais diferencidveis Yy,...,Yy : U — TM, tais que Yy, ..., Yy, formam uma

base para D,, para cada g € U.

Demonstracao. Ver referéncia [6], pagina 495.
[
Agora seja D C T'M uma distribuigdo k-dimensional diferenciével sobre M™ e
considere uma subvariedade k-dimensional imersa S* em M". Para cada s € S*,
temos 7,S* ¢ um subespaco linear de T,M™. Algumas questdes naturais que

surgem sao:
e T.S corresponde a D ?
e Existem subvariedades imersas em M" tal que T,S = D, ?

Uma subvariedade S com tal propriedade seria como uma curva integral de um

campo de vetores, e sua existéncia motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.4. Uma subvariedade imersa S € uma variedade integral de uma
distribuicao D se TyS = Dy, para cada s € S. D € uma distribuicao integravel se

cada ponto de M pertence a uma variedade integral de D.
Para responder a segunda questao introduzimos a seguinte

Definicao 3.5. Seja D uma distribuicao diferencidvel sobre M. Dizemos que
M € involutiva se, dado qualquer par de campos vetoriais locais diferencidveis
de D, (isto é, campos X,Y definidos em um subconjunto aberto de M tais que
X,.Y, € D, para cada p), seu colchete de Lie é também um campo vetorial local

diferencidvel de D.
Com respeito a esse conceito temos a seguinte

Proposicao 3.6. Toda distribuicao integravel é involutiva.
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Demonstracao. Seja D C T'M uma distribuicao integravel. Suponha V e W
campos locais de D definidos em algum subconjunto aberto U C M. Seja p € U
um ponto qualquer e seja S uma variedade integral de D contendo p. Desde
que V e W sao campos de D, temos que V e W sao tangentes a S sobre U.
Das propriedades do colchete de Lie, temos que [V, W] é também tangente a S e,
consequentemente, [V, W], € D,. Sendo verdade para todo p € U, D é involutiva.
[ |

Um modo alternativo para caracterizar se uma distribuicao é diferenciavel

e involutiva é utilizando o conceito de formas diferenciais. Os critérios sao

apresentados a seguir.

Lema 3.7. Sejam M uma variedade diferencidvel n-dimensional e D C T'M uma
distribuicao k-dimensional. Entao, D € diferencidvel se, e somente, se cada ponto
de M tem uma vizinhanga U sobre a qual existem 1-formas diferenciais wy, ..., wn_k

tais que para cada q € U,
D, = Ker(wy,)N...N Ker(wp—g|,)- (3.1)

Demonstragao. Suponha, primeiro, que existam formas ws,...,w,_r €m uma
vizinhanga de cada ponto de M que satisfagcam . Completemos o conjunto
das 1-formas acima, de forma a obter um co-referencial diferenciavel {wy, ..., w,}
sobre uma vizinhanga (se necessario, menor). Se {ey,...,e,} é o referencial dual, é
facil verificar que D é localmente gerado por e, i1, ..., €,, assim, é diferenciavel
pelo critério do referencial local.

Reciprocamente, suponha D uma distribuicao diferenciavel. Em uma
vizinhanga de um ponto p € M, existem campos vetoriais diferenciaveis Yy, ..., Y}
que geram D (critério do referencial local). Completemos este conjunto de modo
a obter um referencial local diferenciavel {Y1, ..., Y, } numa vizinhanca U C M de
p. Com o co-referencial dual associado a {Y7,...,Y,,}, denotado por {e1,...,&,},

vemos que D é localmente caracterizado por
Dq = Ker (81‘(1) N...NKer (€n_k|q),

para todo q € U. [ ]
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Quaisquer (n — k) 1-formas diferenciais independentes wy, ..., w,_ definidas
em um subconjunto aberto U C M e satisfazendo (3.1), para cada ¢ € U, sao

chamadas de formas locais de definicao da distribuicao D.

Lema 3.8. Suponha D C TM wuma distribuicao diferencidvel. Entao, D ¢€
mvolutiva se, e somente, se a sequinte condi¢ao € satisfeita:
"Se n € uma 1-forma qualquer que anula D sobre um subconjunto aberto

U C M, entdo dn também anula D sobre U".

Para a demonstracao deste lema precisamos do seguinte fato, cuja

demonstragao pode ser encontrada em [6], na pagina 310.

Lema 3.9 (Derivada Exterior de uma 1-forma). Para quaisquer 1-forma

diferencial n e campos vetoriais diferencidveis X e Y, temos:
dn(X,Y) = X(n(Y)) =Y (n(X)) = n([X,Y]). (3.2)

Demonstracao do Lema [3.8,  Primeiro suponha que D é uma distribuicao
involutiva. Seja n uma 1-forma diferencial que anula D sobre um aberto U C M.
Entao, para quaisquer campos locais diferenciaveis X,Y de M, segue de que
dn ¢é dado por

dn(X,Y) = X(n(Y)) =Y (n(X)) —n([X,Y]).

A hipétese implica que cada um dos termos do segundo membro é zero em U
(se D é involutiva para X, Y campos locais de D, temos que [X, Y| é um campo
local de D). Logo, dn também anula D em U.

Reciprocamente, suponha que D é uma distribuigao k-dimensional que satisfaz
a propriedade acima, e suponha que X,Y sao campos locais de D. Se wq, ..., w,_x

sdo formas locais de defini¢ao de D, segue de (i3.2))
wi([X,Y]) = X(wi(YV)) = Y(wi(X)) —dwi(X,Y)=0. V1<i<n-—k.

Isso implica que [X, Y] é um campo local de D. Portanto, D é involutiva.
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Dada uma distribuicao diferenciavel D, k-dimensional sobre M, buscamos as
melhores condigoes possiveis para esperar a existéncia de variedades integrais de
D. E facil ver que se D ¢ integravel, existe uma variedade integral para D. Na

busca de tais condigoes, desenvolveram-se os seguintes conceitos.

Definicao 3.10. Seja D C T'M wma distribuicao k-dimensional. Dizemos que
uma carta coordenada (U, @) sobre M € flat para D se p(U) € um produto de
subconguntos abertos conexos U' x U" C R* x R"* ¢, em cada ponto p € U, D,, é
gerado pelos primeiros k campos vetoriais coordenados 0/0z, ...,0/0xy. Dizemos
que uma distribuicao D C T'M é completamente integrdvel se existe uma carta flat

para D em uma vizinhanca de todo ponto de M.

Desta definicao, temos que toda distribuicao completamente integravel é
integréavel e, consequentemente, involutiva. A reciproca é verdadeira, e se configura
como a melhor condi¢ao procurada para garantir a existéncia de variedades

integrais.

Teorema 3.11 (Frobenius). Toda distribuicao involutiva € completamente

integrdvel.

Demonstragao. Ver referéncia [0], pagina 501. n

3.2 Hipersuperficies tipo espaco completas e
isoparamétricas nas formas espaciais semi-
Riemannianas

Partindo do principio de que uma hipersuperficie tipo espago é Riemanniana,
iniciamos o estudo das hipersuperficies tipo espaco completas em H?(c), no caso
de hipersuperficies compactas, onde temos a garantia da completitude. Importante

ressaltar que as hipersuperficies compactas sao consideradas sem bordo.

Teorema 3.12. Nao existem hipersuperficies tipo espaco compactas em H?“(C).
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Demonstragao. Suponhamos que exista z : M™ — H}™'(c) C R}™ uma

hipersuperficie tipo espaco compacta em H} ™ (c). Consideremos um referencial

ortonormal local {ej,...,e,12} adaptado a imersdo z, isto é, de modo que
{e1,...,e,} sejam tangentes a M", e,,; normal a M™ e e,,» normal a H;.
O referencial acima pode ser tomado de forma que {eq,...,e,11, €012 = v/—cx}.

Tomando um vetor v fixo de Ry, defina a funcdo altura f : M™ — R dada por
f(z) = (x,v). Assim, f é uma funcao diferenciavel sobre M™.

Pela defini¢ao de gradiente, para qualquer X € X(M™), temos:
(Vf,X) = X(z,v) = (X,v) = (X,v"), (3.3)

visto que a derivada do campo posicio em R3 ™ na direcdo de um vetor tangente
¢ o vetor tangente.

Assim, Vf = vT (vT denota a parte tangente a M™). Como v € Ryt? =
T,M"™ @ span{e, 11} @ span{e, 2}, temos que v = vT + (v, x)x — (v, epi1)eni1.
Logo

0" * = vl = (v, 2)* + (v, ens1)™.

= 2 _ (2 2 2
Entao, ‘Vf| - ‘U| - C<U7$> + <’U,€n+1> :

Se tomarmos v € R5™? tal que (v,v) > 0, teremos que a funcdo altura f nio
tera pontos criticos e, assim nao possuira pontos de maximo ou pontos de minimo,

o que é um absurdo. Portanto, M"™ nao pode ser compacta.

Observacao 3.13. Uma prova similar a apresentada acima nos permite concluir
que também nao ewiste hipersuperficie tipo espaco compacta em L™, Contudo,
existem hipersuperficies tipo espaco compactas em S', visto que se pode imergir
a esfera S™ de modo que a métrica induzida seja positiva definida. Para isso, basta

considerar o sequinte conjunto

S™(cy) ={z € ST c) C R 20 = /1/e1 — 1/c, e 0 < ¢ < ¢}

Desta forma, quando considerarmos uma hipersuperficie tipo espago completa

em H™(c), ela sera uma hipersuperficie ndo compacta. Dando continuidade ao
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estudo, apresentaremos um contexto valido para qualquer um dos modelos de
formas espaciais sugeridos no capitulo 1, para este fim, passaremos a denotar, por
um instante a forma espacial ambiente por H?H.

Seja M™ uma hipersuperficie tipo espago conexa em uma variedade Lorentziana
M?H (¢) de curvatura constante ¢. Como no capitulo 1, denotemos por h a segunda
forma fundamental de M"™ em M?H e por A o endomorfismo de Weingarten
associado a h. Sendo h simétrico em cada p € M, temos que A é auto-adjunta e,
sendo a métrica induzida positiva definida, existe uma base ortonormal {e, ..., e, }
em T,M™ que diagonaliza A, ou seja, A,(e;) = \i(p)e;, ou, ainda, h;; = X\;d;;. Os
autovalores \;(p) de A,, como antes, sdo chamados de curvaturas principais de M"
em p. Desta forma, definimos n funcgoes em M™ i, g, ..., A, tais que, em cada
ponto, elas sao as curvaturas principais de M™ em p.

P.J. Ryan mostrou, em [I3|, que essas fung¢oes variam continuamente sobre
M™. Quanto a diferenciabilidade destas fungoes, K. Nomizu, em [§], apresentou

condigoes suficientes para garantir sua diferenciabilidade. Ele apresentou o

seguinte

Teorema 3.14. Seja A : D C R* — S, (S, denota o conjunto das matrizes
simétricas (nxn)) uma aplicagao diferencidvel. Se A € uma fung¢do continua em D
tal que, para todo x € D, o nimero A(z) € o autovalor de A(x) com multiplicidade
m comum em todo ponto, entdo A € uma funcao diferencidvel. Além disso, para
cada p € D, existem m aplicagoes diferencidveis X, ..., X,, de uma vizinhang¢a
U C D de p tais que, para cada q € U, X1(q),..., Xm(q), formam uma base

ortonormal do autoespago de A(q) correspondente ao autovalor A(q).

Esse resultado é naturalmente estendido para variedades diferenciaveis, no
caso de aplicagoes diferenciaveis em um aberto de M"™ no conjunto das matrizes
simétricas, como o endomorfismo de Weingarten. Assim, se uma curvatura
principal A tem multiplicidade constante m, temos que ela ¢é diferenciavel e, para
cada p € M, existem campos vetoriais diferenciaveis X1, ..., X,, de uma vizinhanca
U C M de p tais que, para cada ¢ € U, X;1(q),..., X;n(q) formam uma base

ortonormal do autoespaco de A, para o autovalor A(q). Desta forma, o referencial
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{e1,...,en} pode ser tomado com tal propriedade.

Assim, consideremos o seguinte caso. Suponhamos que existam exatamente 2
curvaturas principais distintas e as multiplicidades de cada uma sejam comuns em
cada ponto p € M", digamos m e n —m. Caso seja necessario, podemos reordenar

e, ..., e, de forma a que possamos escrever
)\1:/\2:...:)\m=u1 € )\m+1:-~-:/\n:M2'

Nesta situacao, definamos, para cada curvatura principal p;, as distribuigoes
D; sobre M™ a partir das seguintes escolhas de subespagos de T,M", para cada
ponto p € M"

D! ={X € T,M"|AX = ji;X}. (3.4)

Cada distribuicao D; = [ ), D} C TM sobre M™ tem dimensao m; = m(u;),
que representa a multiplicidade da curvatura p;. Com base no que foi exposto

acima, temos a seguinte

Proposicao 3.15. Na situacao acima, temos que as curvaturas principais jiy, jo
sao fungoes diferencidveis e as distribuicoes Dj, para cada j = 1,2, sao

diferencidvers.

Com essa teoria, T. Otsuki estudou as distribuicoes geradas pelos vetores
principais de uma hipersuperficie imersa em uma variedade Riemanniana de

curvatura constante. Em [12], T. Otsuki apresentou o seguinte

Teorema 3.16 (T. Otsuki). Seja M™ wma hipersuperficie em uma variedade
Riemanniana NnH(C) de curvatura constante c, tal que a multiplicidade das
curvaturas principais de M™ sao constantes em todo ponto. Entao, a distribuicao
gerada pelos vetores principais, correspondentes a cada curvatura principal, é
completamente integravel. Em particular, se a multiplicidade de uma curvatura
principal € maior do que 1, entao esta curvatura principal € constante sobre a
variedade integral da distribuicao correspondente ao espaco gerado pelos respectivos

vetores principais.
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Com uma argumentagao similar a apresentada por T. Otsuki em [12], nos

permite afirmar que o resultado é valido quando o espago ambiente é uma variedade
. —n+1
Lorentziana M; (c) de curvatura constante c.

Esse resultado sugere uma técnica que possibilita determinar caracteristicas
locais ou globais de hipersuperficie em espagos de curvatura seccional constante.
Utilizando essa técnica, N. Abe, N. Koike e S. Yamaguchi, em [5], e L. Zhen-qi
e X. Xian-Hua, em [7], caracterizaram hipersuperficies tipo espago em espagos de
Lorentz de curvatura constante.

No estudo de hipersuperficies M"™ tipo espago, conexa de uma forma espacial

. n+1 .~ e . .
Lorentziana M, ~ sob condigbes nas curvaturas principais, o caso mais simples
a ser considerado é quando as curvaturas principais sao fungoes constantes. Em
1981, Nomizu, em [9], denominou uma hipersuperficie em tal situa¢do como uma
hipersuperficie isoparamétrica. A seguir, utilizando o Modelo de Minkowski para
o Espag¢o Hiperbolico, apresentamos exemplos de hipersuperficies isoparamétricas

em H' ™ (c).

Definigao 3.17 (Espago hiperbolico - Modelo de Minkowski). O FEspago
Hiperbolico no Modelo de Minkowshi é definido como o subconjunto de L™F!

definido por
H" = {z € L"™|{z,2) = —1, e 2,4, > 0}. (3.5)
Sobre esse espaco, temos a seguinte

Proposicao 3.18. O Modelo de Minkowshi para H" é uma variedade Riemanniana

completa, simplesmente conexa e de curvatura seccional constante e iqual a —1.

Exemplo 3.19. Espagco Hiperbélico: O subconjunto de H{™'(c) c R

1 1
M" ={x e H{" (¢); 2pyo =/ — — — ecy < ¢}
C1 C

¢ uma hipersuperficie tipo espago completa isométrica ao espago hiperbdlico H™ (cy).

definido por

Para demonstrar a afirmacao, consideremos dois casos:

Caso l: ¢ =c
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Neste caso, £ = (1,...,Tn, Tny1,0). Como (x,(0,...,0,1)) = 0 e RyT? =

R x R}, temos M™ C Hf ™ (¢) N Ry, com

1
<x,x>:$%+...—l—xi—xi+lzz. (3.6)

Assim, z define uma imersao bijetiva de M"™ em H"(c). Logo, M™ é uma

hipersuperficie de H}*'(c). Como, para todo p € M™,
Ry = T,H{™ () © span{z},

e (N,x) =0, com N = (0,...,0,1), temos que N(p) € T,H}"(c). Desta forma,
T,HtY = T,M™ @ span{N(p)}. Sabendo que (N,dr) = 0 (N é um campo
constante) e (N, N) = —1, temos que N é um campo tipo tempo normal e unitério
a M™. Portanto, x é uma imersao tipo espaco. De , temos que M™ é isométrica
a H"(c) e, consequentemente, M™ é completa.

Caso 2: ¢; < ¢

Neste caso, para x € M", temos x,, 12 = ”cl - % exi+...+aL—ah, = cl
Considerando a fungao diferenciavel f : H?*ll(c) — R definida por f(z) 1:
i+ ...+ a2 — a2, teremos que M" = ffl(é) Assim, mostremos que M" é
um conjunto de nivel de H}™(c).

Pela defini¢do de gradiente, para qualquer X € X(H}*), temos

<Vf, X> = X(f) = 2:171X1 + ...+ 2%’an - 2xn+1Xn+1
= (221, ..., @01, 0), X) = (22, X),

onde Z = (21, ...,%n41,0). Fazendo Z = Z + ¢(Z,z)x, com Z a parte tangente a

H"*(c), e notando que (Z, x) = f(z), temos

(VX)) = (22,X)=(2Z,X) = (2(Z — ¢(Z,z)z), X)
= (2(Z = cf(2)x), X).

Logo,
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Sendo (Z(x), Z(x)) = f(x), segue que

2c c?
@195 = 4 (2.2 - X (@@, + Slo) )
1
1 2 4
C1 1 1 C1 C1
Como ¢; < ¢ < 0, temos
1 1 1 1 c
—>- = ——->0=1-—=>0.
Cc1 c Ccq C (&1

Portanto, (Vf,Vf) < 0, o que implica que M™ é uma hipersuperficie de H?"!(c).
Como T,H ™ = T,M" @ span{ T}, Vp € M" (pois (Vf,Y) =0, VY € X(M")),
concluimos, ainda, que M"™ é uma hipersuperficie tipo espaco.

Agora, considere a aplicacio y : M™ C Hf™(¢) — H"(¢;) C Ry definida por
y(z) = (21,...,2041). Notando que y é bijetiva e dyy = I : T,M" — T,y H",
concluimos que M™ é isométrica a H"(c;) e completa.

Como o campo normal a M"™ é dado por

Vf($ )__I> a1 Z(x) —cx
IO Vi—a

cl c

N(z) =

canculando a diferencial de N(x), concluimos facilmente que as curvaturas
principais sao todas iguais e dadas por —/c — ¢;.
Portanto, para ambos os casos, M™ é totalmente umbilica com as curvaturas

principais dadas por —y/c — c;.

Exemplo 3.20. Produto de espagos hiperbdlicos: Sejam 1 < m < n —1,

1 1 1
c1<0ecy <0 com —+ — =—. O subconjunto de Hy™(c) C Ry definido por
C1 Co C
- 1
={z cH " (c); Y a7 —2? x;
(B Yot b= 1 D ot b= )

¢ uma hipersuperficie tipo espag¢o completa e isométrica ao produto de espacos

hiperbolico H™ (¢y) x H*™™(c3).

Mostremos inicialmente que M™ é uma hipersuperficie tipo espaco. Para

isso, consideremos a funcdo diferenciavel f : Hjt'(c) — R definida por f(x) =
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1 1 1

w2+ a2 - . Como — + — = =, temos que M" = f‘l(é) e assim,
C1 Co C

basta mostrar que M™ é um conjunto de nivel de H}*(c).

Pela definicdo de gradiente, para qualquer X € X(H?™), temos

<Vf, X> = X(f) = 2xm+1Xm+1 + ...+ 2.1:an — 2xn+1Xn+1
= 200, 0, e, s, 0), X)) = (27, X),

onde Z = (0,...,0,Zms1s -, Tns1,0). Fazendo Z = Z + ¢(Z, x)x, com Z a parte
tangente a H} " (c), e notando que (Z(z),z) = f(z), temos

(VI,X) = (22,.X)=(2Z,X) = (2(Z — (Z,z)z), X)
= (2(Z —cf(z)x), X).

Logo,

Sendo (Z(x), Z(z)) = f(x), segue que

VS = 4(<z<x>,2<x>>—2—C<Z<x>,x>+c—z<w,x>)

c c
Como — =1 — —, temos que
C1 Co

VLV = 25 <o

CoC1

Portanto, M™ é um conjunto de nivel de H™(c) e, consequentemente, uma
hipersuperficie. Como T,H}™" = T, M™ @ span{ |Vf‘} Vpe M" (pois (Vf,Y) =0,
VY € X(M™)), concluimos, ainda, que M™ é uma hipersuperficie tipo espago.

Agora, considere a aplicagdo y : M™ C H}(c) — H™(c;) x H" ™ (cy) C
R x R definida por y(x) = (21,..., Zm, Tni2, Tmil, - - - Tns1). Notando
que y é bijetiva e dyy = I : T,M™ — Ty (H™ x H*™™), concluimos que M™ é
isométrica a H™(c;) x H" ™ (cy) e, assim, completa.

Como o campo normal a M"™ é dado por

Vie) 280 5 | ey C e

Vi) [~ a c

N(z) =
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calculando a diferencial de N(z), obtemos que M" tem duas curvaturas principais

dadas por

AM=...=dp=—Vc—c1 € Apr1=...= Ay =+C— .

A partir da existéncia de exemplos de hipersuperficies tipo espaco
isoparamétricas, uma pergunta natural que surge, é: quem sao as hipersuperficies
tipo espaco, completas e isoparamétricas em Hf™'(c)? Uma resposta para esse
problema, foi dada por L. Zhen-qi e X. Xian-Hua, em [7], classificando as
hipersuperficies com tais propriedades em H}*'(—1). Mais precisamente, eles

apresentam o seguinte

Teorema 3.21. Seja M"™ wuma hipersuperficie tipo espaco, completa e
isoparamétrica em HyT(—=1) C Ry, Entdo, M™ tem, no mdzimo, duas
curvaturas principais. — Além disso, M € isométrica a uma das Ssequintes
hipersuperficies

(1) Hipersuperficie totalmente umbilica
H"(— cossec’t) = {((sent)y, (cost)) € Ry |y € H"(—1),H*(—1) C Ry},

onde t € (0,7/2].
(ii) O produto de dois espagos hiperbélicos, H™(—sec?t) e H"™(— cossec? t)
H™(—sec?t) x H" ™ (—cossec’t) = {(z,y) € R xRy ™ (z 2) =

- COS2 ta <y7 y> == Sen2 t}v

onde 0 < m < n, t € (0,7/2), e H"(—r?) denota o espago hiperbolico m-

dimensional com curvatura seccional constante —r?.

Demonstragao. Seja M"™ uma hipersuperficie tipo espago isoparamétrica em

H ™ (—1) = { € R}™?|(x,2) = —1}, onde (.,.) é a métrica definida por:

<1‘, y) = Z TiYi — Tn+1Yn+1 — Tn42Yn+2, (37)

i=1

para & = (T1, ..., Tny2), ¥ = (Y1, -y Ynio) em REFTZ
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No que se segue, adotaremos a seguinte notagao para variacao dos indices:
1 <i,j,k <n. A imersdo isométrica z : M™ — H!™ define uma funcdo vetorial
de M™, com x como vetor posi¢ao. Assim, consideremos um referencial ortonormal
local adaptado & imersao {ey, ..., €,, €n11, €nia = x} tal que e, seja normal a M"
e {e;} seja um campo vetorial tangentes a M™.

Reenumerando os indices dos campos, consideremos {ey = x, ey, ..., €n, €ni1},
com e,.; normal a M" consideremos também o co-referencial {wy,...,w,11}
associado ao referencial acima e {w;;} as formas de conexdo. Supondo que o
referencial tomado acima diagonaliza a segunda forma fundamental, temos que
o endomorfismo de Weingarten satisfaz Ae; = A;e;, onde \; sdo as curvaturas

principais. Temos, ainda,
<$,$’> = —1, <ei>€j> = 5ij7 <€n+17€n+1> = —1. (38)

Cada campo ¢; : U — R ¢ uma aplicacao diferenciavel que induz uma forma

diferencial vetorial de; : R — R, Dai, podemos escrever
dr = Z Wi€i, (3.9)
de; = w:a: + Z wije; + A\iwi€ni1, (3.10)
de, 1 = Z )\iw:ei. (3.11)

Note que A = de,, ;.
Diferenciando exteriormente as equagoes acima podemos deduzir as equacgoes

de estrutura de M™"

dwi = Zwi]’ A wj € Wiy -+ Wi = O, (312)
J

dwij = Zwik N W + (1 + )\l)\3>wl A\ Wy, (313)
k

)\i Z Wij N w; = Z )\jwi]‘ AN Wij. (314)
J J

Para demonstrar que M" tem no méximo duas curvaturas principais,
consideremos dois casos:

(i) M totalmente umbilica
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Se M é totalmente umbilica, temos que A\; = ... = A\, = A. Seja {&o, &1, & }
a base natural do espaco Ry 2.

Se A = 0, temos que de, 1 = 0 e, assim, e, ¢ um vetor tipo tempo constante.
Desta forma a menos de isometrias, podemos considerar e, 11 = &,11 = (0,0, ..., 1).

Como (7, e,41) =0 e RyT? = R x R, temos que M™ C R e

rr)=—-1 = 22+4+.. +22 , —22=—1.
<’> 0 n—1

n

Assim, M" C H*(-1) ¢ R c R}™. Como M™ é completa, temos que
M™=H"(—1). Isto prova o caso umbilica para t = 7/2.

Se A # 0, definimos o campo vetorial ¢ = 2 — A~te, ;. Como
de = dr — A_ldenﬂ = Zwiei — Zwiei =0,

<C> C> = <ZE,£L“> + )‘_2<6n+1a€n+1> = _(1 + )‘_2)7

temos que ¢ é um vetor tipo tempo constante com (z,c¢) = (z,x) = —L.
Fazendo sec’t = (1 + A\?), podemos fixar ¢ = (sect)&,,1, com t € (0,7/2).
Desta forma, = (2¢,21, ..., Tn,cost) := (z,cost), onde z € R satisfazendo
(z,2) = —sen?t. Assim, M"™ ¢ isométrica a H"(— cossec’t) = {((sent)z,cost) €
Ry*2 2 € H*(—1)}.

(il) M™ nao umbilica.

Suponhamos, inicialmente, que M tenha, no minimo, duas curvaturas
principais, e assumamos que A; < Ay < ... < A,. Como w;; sao 1-formas
e {wy,...,w,} € uma base local para o espago dual, temos que existem fungoes

diferenciaveis Ffj tais que w;; = g Ffj wg. Definamos, para cada k, a aplicagao
k

cijr U — R, dada por: ¢ = (A — )\j)Ffj. Essas fun¢oes sao diferenciaveis e

satisfazem: c;jr, = cjir, = cij. Ora, como w;; = —wj;, segue que

Fij W = — Fji Wi -
k k

Sendo {w; } linearmente independentes, temos que Ffj = —Ffi e, consequentemente,
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Cijk = Cjik. De (3.14) e sendo w;; = Z Ffj Wy, temos que
k
0 = Z()\Z — )\j)wij N (JJ]'

J

= ) (M=) (ZF )ij
J

= Z()\Z - )\J)Fw Wi N Wi
ik

= Z Cijk Wk N w; = Z(Cijk — Cikj)wk N Wy .
7.k i<k

Assim, Cijk = Cikj- Dai,

v v~

Cikj Ciki
Para i € {1,2,...,n} fixado, denotemos por [i] = {k € {1,....,n}|\x = N} e
i) Ulj] por [7, 7]. De (3.15)), sempre que A; # A; (que é possivel, visto que M™ tem,

no minimo, duas curvaturas principais), temos
=0 e cp=0, Vkelij]. (3.16)

Com estas ferramentas, provaremos que M tem, no méximo, duas curvaturas

principais. Suponha que M™ tem mais de duas curvaturas principais. Assim, para

A # A

Zr =Y Thu= Y AAcf’“A (3.17)

kli,g] kli.j]

Diferenciando exteriormente o primeiro membro de (3.17) e usando w;; =

Z F ; W, temos

dw;; = szk/\wk] + (14 MA\j)wi A w;
= Z FZkaJ wp N\ Wy, + (1 + )\1)\])% A Wj.
k,l,m

Diferenciando exteriormente o segundo membro de (3.17)) e usando as equagoes de

estrutura de M", temos
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SoThu | = > dilAw+ Y T dw

ke [i,j] k[i,j] k[i,j]
= Z dF /\wk+ Z F (Zwkl/\wl>
ke [i,j] ke[i,j]
= Y dlfirwet+ Y THThws Aw.
k(4] keli,j],1,m

Logo,

ZrékFZ}wl/\wm (1+ XA )wi Aw; = de N wy + Z % T m A wr.
klm k¢, j] kg[i,g],Lm

Comparando os coeficientes de w; A w; e usando (3.16) e (3.17)

L+ XA = Z (FZ ?gj_l—‘?jrii)_ Z ( 2krgq A z)

keli,j] keli,j]
- Z (Fik Zj + Ffj i:j - Ffj Wm) (T, = Fig =0)
k¢[i,g]

2 1 1 - !
B ZCif”“(w—mw—xp*(Ai—mw—m <Az—Aj><Ak—%>>

T
_ Z 2c”k '
ot (A = Ak) (A = Aj)

Se M™ tem mais de duas curvaturas principais, entao pela suposicao de
A < ... < )\, temos que Ay é a menor curvatura principal, e A, é a maior.
Substituindo, se necessario, e, por —e, 1, podemos assumir que A, > 0. Assim,

da expressao acima temos

n

2¢2
14+ M)\, = Lnk > ().
T B e

-~

<0 <0

Seja A; a ultima curvatura principal menor do que A, e maior que \; (que existe,

pois estamos supondo M" ter mais de duas curvaturas principais). Para \;, temos
" 2c2
L+ AAn = > Jnk <0,

o (A = M) (A — An)
V) N AN A
>0 <0
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Assim, 1+ A\, <0 <14 A\, que implica 0 < A, (Aj — A1) = A A — A A <0,
e consequentemente )\, < 0, uma contradi¢ao. Logo, M"™ tem no maximo duas
curvaturas principais.

Desta forma, sejam A e p as duas curvaturas principais de M™ com
multiplicidades m e n — m, respectivamente. Consideremos a seguinte notacgao

sobre a variacao dos indices:
1<a,bye,...<m e m+1<ap,7v<n.

Assim,

M=o =An =N A1 = ... =\ = L.

Consideremos, também, as distribuicoes D' e D? sobre M™ definidas pelas
seguintes escolhas de subespacos em cada espaco tangente, em cada ponto de
M

D) ={X e ,M|AX =\X} e D} ={Y € T,M|AY = uY},
onde A é endomorfismo de Weingarten.

Pelo Proposicao temos que as distribuicdes D! e D? sao diferenciaveis e,
pelo Teorema [3.16] que elas sdo completamente integréaveis, garantindo a existéncia
de variedades integrais M{" e Mj~™ correspondentes as distribui¢goes D' e D?,
passando por cada ponto de M™. Como existem apenas duas curvaturas principais,

temos de (3.16) que wy, = 0, para todos b e . Assim, podemos reescrever as

equacoes —, como:
dr = Z wyep + Z WaCa) (3.18)
b o
de, = wpx+ Z Whe €c + AWp €y 1, (3.19)
de, = wax+ CZ Wap €5 + [Wa €1, (3.20)

B
de 1 = /\Zwbeb—kuZwaea. (3.21)
b «
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Ainda de wp, = 0, temos de (3.13) que

0=dwpy = Zwbk/\wka (14 Ap)wy A we
= O+(1—|—)\u)wb/\wa

= (14 M\)wp Awy.

Como wy, A w, € nao nulo, temos que Ay + 1 = 0. Desta relagao, podemos supor
A =tant e u = —cotgt =tan(t+ n/2), com t € (0,7/2).

Considere o campo vetorial definido por
y = (cost)(z + Aept1) = (cost)x + (sent)e,iq. (3.22)

Sendo (y,y) = —1, temos que y é um campo vetorial tipo tempo unitério. Como

A =tant e u = — cotgt, obtemos das equagoes (3.18) e (3.21) que

dy = (cost)dx + (sent)de, 1

= (cost) (Zwbeb—FZwaea) (sent) <)\Zwbeb+u2waea>

= (cost+ (sent)\ Zwbeb—i-(cost—i- (sent)u Zwaea

:O

= (sect) Y wpep (3.23)

Assim, y é uma campo vetorial constante ao longo de My~ ™. Além disso, segue

de (B19) que

dey, = wb$+zwbc€c+/\wb€n+1
= Wb<l' + )\en-l—l) + Z Whe Ec
J

= (sect)wpy + Z Whe Ec- (3.24)

c

Logo, temos

dleg Nes A ... Ney Ay) = 0.

Consequentemente, W, = span{ey, ..., e, y} é um subespaco fixo de Ry+2,

De modo anélogo,

z = (sent)(z + peni1) = (sent)x — (cost)e,iq. (3.25)
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é¢ um campo vetorial tipomtempo unitario e, como campo vetorial, é constante

sobre M7", visto que

dz = (cossect) Z Wy € (3.26)

Temos, também, que Wy = span{epi1, ..., €ny1, 2} & um subespaco fixo de Ry +2,
Claramente W, é ortogonal a W5 e assim, RS” = Wi & W5. Observando que W,
e Wy independem da vizinhanga sobre M e do referencial {ey,...,e,}, temos que
Wy e Wy dependem apenas de M. Como (y,y) = —1 e (z,z) = —1, temos que
W1 e W, sao subespagos de indice 1. Portanto, podemos fazer as identificagoes
Wy ~ R e Wy ~ R

Combinando e , temos

x = (cost)y + (sent)z : M™ — R x Rp~—™+ (3.27)

Segue de (3.23) e (3.26) que z é uma imersdao. Tomando qualquer campo
vetorial X sobre M", podemos escrevé-lo como X = X;+ X5, onde (A—A)X; =0

e (A—pul)Xs =0. Assim, wy(X2) =0, we(X1) =0, e de (3.23) e (3.26), temos

de(X) = (cost)dy(X)+ (sent)dz(X) = Zwb(Xl + Xo)ep + Zwa(Xl + Xo)eq

= Zwb(Xl)eb + Zwa(XQ)ea

- Xl —|—X2

De modo que, |dz(X)|> = | X;]?+|X2|* = | X|?. Logo, = ¢ uma imersio isométrica.
Sendo (y,y) = (z,z) = —1, temos que M" é isométrica a um subconjunto
aberto de H™(—sec?t) x H" ™(— cossec’t). Mas como M"™ ¢ completa temos

M = H™(—sec?t) x H" ™ (— cossec?t), o que finaliza a prova do teorema.

L. Zhen-qi e X. Xian-Hua, em [7], utilizando a mesma técnica, classificaram, as
hipersuperficies tipo espaco completas e isoparamétricas em S}t!. Para a forma
espacial "™, Nomizu, em [9], demonstrou que uma hipersuperficie tipo espago

Ln+1 . L. d t . . . P t . ~
em possui, no maximo, duas curvaturas principais. Para uma caracterizagao
de tais hipersupeficies, podemos citar N. Abe, N. Koike e S. Yamaguchi que, em

[5], apresentam o seguinte
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Teorema 3.22. Seja M"™ uma hipersuperficie tipo espago completa em L. Se
M™ tem {\} ou {\, u} como o conjunto de suas curvaturas principais, com \ e
constantes, entao M™ € isométrica a umas das sequintes hipersuperficies

(1) Hipersuperficie umbilica
R" = {z € L"*}; 2,4, = 0},

ou

n 1
B(—r%) = o € LY a? = a2, = —).

i=1
(ii) O produto de um espago Euclidiano m-dimensional R™, e um espago hiperbdlico

(n-m)-dimensional H"~™(—r?)

n
1
- 2 1 2 2
R™ x H"™(—r?) = {w e L"™; Y a? —al,, = =
i=m+1
Tomando um referencial {ey, ..., e,} que diagonaliza A, temos que as fungoes

componentes da segunda forma fundamental h = g hijwi®w;e,+1 de uma imersao

(2

——n+1 . . ~
x: M"™ — M, de tipo espaco nesse referencial sao dads por h;; = A;0;;. Logo,
a curvatura média de M™ é dada por nH = E Ai. Assim, a hipotese de M™ ser
i

uma hipersuperficie isoparamétrica implica que a curvatura média H é constante.
Concluimos, também que uma condigao mais geral sobre as curvaturas principais
é curvatura média ser constante.

Em 1988, T. Ishihara estudando subvariedades tipo espa¢o maximas (H = 0)
em variedades semi-Riemannianas de curvatura seccional constante, apresentou,

em [4], os seguintes Teoremas

Teorema 3.23. Seja M™ wuma hipersuperficie (n > 2) completa, tipo espago
e mdzima em H}T(=1). Entio, o quadrado da norma da sequnda forma
fundamental de M™ satisfaz

S <n.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se,

M”:Hm<—ﬁ)><Hn—m<— n > 1<m<n—1).

m n—m
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Teorema 3.24. Seja M™ uma hipersuperficie tipo espagco completa imersa em
M?H(c) (¢ >0). Se M™ € mdzima, entao a imersao € totalmente geodésica e M™

tem curvatura constante e igual a c.

Para as demonstragoes destes resultados (e para resultados que serao
apresentados no capitulo seguinte), faz-se uso do Principio do Méaximo

Generalizado de Omori-Yau encontrado em [10] e [16].

Lema 3.25 (Principio do Maximo Generalizado). Seja M wma variedade
Riemanniana completa com curvatura de Ricci limitada inferiormante. Seja F
uma funcao C? que € limitada inferiormente sobre M. Entao, existe uma sequéncia

de pontos p, em M tal que:

lim F(p,) =inf(F), lim |VF(p,)| =0, lim AF(p,) > 0.
n—oo

n—oo n—oo

Agora, passemos a demonstracao dos Teoremas e[3.24
Demonstracao.

Seja M™ uma hipersuperficie tipo espago, maxima e completa em HYH(C).
Considere um referencial ortonormal local adaptado {ey,...,e,41} sobre um
aberto U C MT—H(C) e suponha que {ey,...,e,} diagonaliza o endomorfismo de
Weingarten, isto é,

hij = Xidij, V1<i,7<n.
n n
Assim, nH = Zki, S = Z A e de , obtemos a equagao de Gauss na
i=1

3,j=1
forma

Rijre = —(1 4 X)) (060 — dadjn).

Como M™ & maxima, isto ¢, H = 0, obtemos da Formula do tipo Simons ([2.34))

que:

AS = |VAP?+ S* +cen(S —nH) — nHtr(A)? (3.28)

= |VA]* +S*+cnS (3.29)
> S(S+cn) (3.30)
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e, ainda, que as componentes do tensor curvatura de Ricci, sao

0, se 1#£7
Rij = 7& .
c(n—1)4+ X2, se i=j

Dai, temos que R; = c(n — 1) + A\? > ¢(n — 1), ou seja, a curvatura de Ricci é

limitada inferiormente.

1
Definamos a fungao F' : M™ — R, por F(p) = m(p), com a = cte.
Sabemos que
(i) F' é limitada inferiormente,
(il) FF e C®°(M™) e
1
AF = divVF
) 1
= le(-mVS)
AS 1 3
= WSt 3 aErayr VY
AS 3 9
- _2(S+a2)3/2 + 4(S+a2)5/2|vs| .
F3 3 s 5
AF = —7A3+ZF IVS|-.
F? 3 6 9
FAF = _7A3+ZF IVS|-. (3.32)

Assim, estamos nas condigoes do Lema[3.25 aplicado a fungao F. Entao, existe

uma sequéncia de pontos p, € M, tal que

lim F(p,) =inf(F), lim [VF(p,)|=0, lim AF(p,) > 0.

n—oo n—oo n—o0

Ou, equivalentemente, que para cada £ >0, existe v € M tal que
F(z)<inf F+e; |VF(z)|<e AF(x)> —c.

Assim, de ((3.31))
[VS|?

F6 9

Segue de (13.32)), que

Pt Pt
—e(inf F+¢) < —TAS(LC) +3 = 7AS < 3e+e(inf F +¢),
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e de (3.30)), temos

FYz)(S(S +cn)) < F—4AS < 3e+e(inf F +¢)
S :
m(—cn —S) > —3e—¢(inf F +¢). (3.33)

Fazendo ¢ — 0, temos que F' tende para seu infimo e, portanto, S tende para
seu supremo. Assim, concluimos, de , que S é limitada superiormente sobre
M de tal forma que S < —cn.

Assim, se ¢ > 0 temos que S = 0, o que implica que M™ é totalmente geodésica

em mﬂ(c). Isto, demonstra o Teorema M

Se ¢ < 0, temos que S < —cn. Fazendo ¢ = —1, temos S < n, como afirma o
Teorema [3.23
Suponha que ocorra a igualdade S =n. Temos assim, AS = 0 e de (3.29) que
VA2 = 0. Como |VA]* = Z hiy (ver (2.33)), concluimos que hyj = 0, para
irjk=1

todos 1 < 4,5,k <n.

Da férmula (2.27)), temos, para i = j que

k=1 k=1 k=1

Como h;; = A;d;; € hij, = 0, para todos 1 < ¢, 7,k < n, segue

n n
0 = d(Xdy) + Z AilipWri + Z AkORiWri
k=1 k=1
= d\; + \wi; + Awi;.

Como w;; = 0, segue que d\; = 0, Vi = 1,...,n. Assim, sendo M" conexa, as
curvaturas principais \; sao todas constantes, e portanto M™ é uma hipersuperficie
isoparamétrica. Do Teorema , temos que M™ tem, no maximo, duas curvaturas
principais.

Suponhamos agora que M™ seja umbilica, isto é, Ay = ... =\, = A. De H =0,
segue que A\=0e S =>"" A7 =0, o que ¢ absurdo, pois S = n. Assim, M" tem

exatamente duas curvaturas principais:

M=..=Ap=A e \pr1=...=\y =4, com 1 <m<n—1.
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Novamente do Teorema [3.21} concluimos que M™ = H"(¢;) x H" ™ (¢y). Para

calcular as curvaturas c¢; e ¢y, denotemos a variagao dos indices por:
1<a,be,...<m, m+1<a,8,7,...<n, 1<14,5,k,...<n.
Da equagao de Gauss, obtemos

Rabcd = (_1 - )\2)(5ac(sbd - 5ad5bc)a
Ropyo = (—1-— Mg)(‘sav&ﬁo’ - 50405/37)'
Assim, as curvaturas de H™(¢;) e H" ™ (cy) sdo constantes e dadas,

respectivamente, por ¢; = —1 — A\? e ¢g = —1 — p®. Da formula (2.27)), hi; = \idy;

e hijx = 0, para todos 1 <4, j, k < n, temos, ainda

0=> hpapwr = d(hoa) + > hppra + Y hiatrs
k=1 k=1 k=1
= d(/\béba> + /\wba + HUOW

= (1= NWha-

Como p — A # 0, segue que wy, = 0, paratodos 1 < b<mem+1<a<n.
Assim, da segunda equagao de estrutura de M", (2.13]), temos

n n
1
0=dwpy, = ; Whi N\ Wha — 3 ]g_:l Ryariwr N\ w

= 0— Rpopawp N Wy
Logo, Rpape = 0 e da equagao de Gauss,

0= Rbaba = (_]- - /\,u)(ébb(soca - 5ba6ab)
= —-1- AMJ

obtemos que 1 + Ay = 0. Usando esta relacao na equacao da curvatura média,

mA+ (n —m)u = nH = 0, obtém-se \? = e p? = —— ¢, consequentemente,
c1 = — e cy =——"—. Portanto,
n n

M"™ = H" (--) x HP™ (-

(I<m<n—1).
; )

n—m
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Do Exemplo sabemos M" = H™ (—%) x H"—™ (— fm) é uma

n

hipersuperficie tipo espaco completa com duas curvaturas princiapis A e p, onde

n—m 6)\m+1:"':)\n:,u:_ m

M=...= A\ =A=

Assim,

nH

S = ipg:m< n;m>2+(n—m)<— nTm):n,

que prova a reciproca da segunda afirmagao do Teorema (3.23]).

I
3
>
_|_

£)

|

2
=

I
S

As variedades produto possuindo um espago hiperbolico H™(—r?) como
uma das variedades sao chamadas cilindros hiperbolicos. Os resultados acima
inspiraram novas caracterizacoes de hipersuperficies tipo espaco completas em

H?*!(—1) como cilindros hiperbélicos, que serdo apresentados no préximo capitulo.



Capitulo 4

RESULTADOS PRINCIPAIS

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados de caracterizacao de
hipersuperficies tipo espago, completas e de curvatura média constante (CMC) em
H"*(c), como cilindros hiperbélicos, semelhantes aos apresentados no capitulo
anterior. O objetivo principal é obter uma resposta para a conjectura de L. Cao e
G. Wei apresentada no desenvolvimento deste capitulo.

Para a demonstracao dos resultados, faremos uso do aporte tedrico apresentado
nos capitulos anteriores. Fixamos aqui, que toda hipersuperficie tipo espaco

considerada serd conexa.

4.1 Hipersuperficies tipo espaco completas com
CMC e duas curvarturas principais em H/"(c)

No estudo de hipersuperficies tipo espaco completa com curvatura média
constante e duas curvaturas principais distintas, o primeiro caso a ser considerado
¢é quando ambas as curvaturas principais possuam multiplicidades maior do que 1.

Nesta situacao, temos o seguinte

Teorema 4.1. Seja M™ (n > 3) uma hipersuperficie tipo espago completa em
H'*(c) com curvatura média constante. Suponha que M™ tem duas curvaturas
principais, A e p, com multiplicidades constantes m e n — m, respectivamente.

Se2 < m < n-—2, entdo M"™ € isométrica a H™(c;) x H" ™ (cy), com ¢; e co

65
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constantes negativas.

Demonstragao. Seja M"™ uma hipersuperficie com curvatura média constante
H e duas curvaturas principais, A e u. Tomemos um referencial ortonormal local
{e1,...,e,} que diagonaliza o endomorfismo de Weingarten associado a segunda
forma fundamental de M™ em H} (1), isto &, h;; = A\;id;; (¢ importante observar
que nas condigdes apresentados no enunciado, as fung¢oes \; sao diferenciaveis).
Reordenando, se necessério, os indices do referencial, podemos supor que A\; =
o = Am = A e Ay = ... = A, = p. Adotemos a seguinte convencgao sobre a

variacao dos indices:

1<i, g, k... <n; 1<a,bec,...<m; e m+1<a,0,7,...<n.

ASSiIIl7 hab = Aéab, haa = )\5(104 =0e hag = ,U,(Sag.
Consideremos as distribuigoes D! e D? sobre M" como definidas em ([3.4)

D) ={X e T,M"|AX =XX} e D:={XeT,M"AX =puX}.

Pelo Teorema temos que essas distribui¢oes sao completamentes integraveis,
garantindo a existéncia de variedades integrais em cada ponto p € M" denotadas,
respectivamente, por M{"(p) e M3~ (p).

Como2<m<n-—2 temosm>2en—m > 2 e, assim, do Teorema [3.16]
A e [ sao constantes sobre cada variedade integral da distribuigao correspondente,
isto é,

ep(A) =0 e eq(u)=0. (4.1)

(ep(A) e eq(p) denotam as derivadas covariantes de A e p nas diregoes de e, € e,
respectivamente)

Sendo H constante e nH = m\ + (n — m)u temos, para todo 1 < i < n, que
me;(N) + (n—m)e;(n) = 0. (4.2)

Como e, () = 0, segue de (4.2) que en(A) = 0. Logo, d\ = Zei()\) w; = 0,
implicando A constante sobre o aberto de definicao do referencizal. Sendo M"

conexa, temos A constante em M". Similarmente, como e,(A) = 0 obtemos, de
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(4.2), que ep(p) = 0 e, assim, p é constante em M™. Consequentemente, M" é
uma hipersuperficie isoparamétrica em H?™(c). Desta forma, pelo Teorema m,
concluimos que M™ ¢é isométrica a H™(¢;) x H" ™(cp), com ¢; e cg constantes
negativas.

Observagao 4.2. A técnica utilizada na demonstracao do Teorema ¢ aplicavel
independentemente do valor da curvatura ¢ do espaco ambiente, assim obtém-se
resultados similares para os casos ¢ = 0 e ¢ > 0. Por exemplo, para o caso de
c =0, a conclusao da demonstracao anterior se dd pelo Teorema e temos o

sequinte

Teorema 4.3. Seja M™ (n > 3) uma hipersuperficie tipo espa¢o completa em L
com curvatura média constante nao nula. Suponha que M™ tem duas curvaturas
principais, A e j, com multiplicidades constantes m e n —m, respectivamente. Se
2<m < n-—2, entao M" é isométrica a R™ x H" "™ (c1) ou H™(cg) x R™™™, com

c1 e cy constantes negativas.

No Teorema [4.1] a hipotese 2 < m < n—2 exclui o caso de uma hipersuperficie
tipo espaco, completa, com curvatura média constante e duas curvaturas principais
em H?H(—l) possuir uma curvatura principal com multiplicidade n — 1 em todo
ponto. Esse caso foi estudado por L. Cao e G. Wei, apresentando uma solugao
para a situagao particular H = 0, e acrescentando a hipotese inf(\ —p)? > 0 sobre

as curvaturas principais A e u. Eles apresentaram, em [I], o seguinte

Teorema 4.4. Seja M™ (n > 3) uma hipersuperficie tipo espago completa mdxima
(H = 0) e com duas curvaturas principais, \ e y, e com multiplicidades constantes

em HI T (=1). Seinf(\ — u)? > 0, entdo M™ ¢ isométrica a

H™ (-%) x H'™ (—nfm) (1<m<n-—1).

Temos dois casos a considerar: 2 <m <n—-2em =n—1. Ocaso2 <m <n—2
segue do Teorema (4.1l Para demonstrar o caso m = n — 1, estabelecemos os

seguintes resultados:
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Lema 4.5. Seja M™ uma hipersuperficie tipo espago mdzrima (H = 0) em
H! 1 (—1). Se M™ tem duas curvaturas principais com multiplicidades constantes,

entao
n

4nS
VS[P =D (en(S)* = == > s (43)
k=1 i,j,k=1

onde ex(S) denota a k-ésima derivada de S.

Demonstracao. Consideremos dois casos.

(i) Caso 2 <m <n-—2

Na demonstragdo do Teorema [I.1] se 2 < m < n — 2, obtivemos que as duas
curvaturas principais sao constantes, isto é, d\ = dy = 0. Assim, tomando um
referencial local tal que h;; = \;d;;, e estabelecendo a notacao para a variacao dos

indices 1 < a,b,c,...<mem+1<a,5,7,... <n, temos:
hab = /\aéaba hba = >\b6bo¢ =0 e haﬂ = )\a(saﬁ'

Assim,

szzn:Af = VS=0.

i=1
Da formula (2.27)) para a derivada covariante de h;; e de w;; + w;; = 0, temos que

as derivadas de hg, sao

Z hoppwr, = dhgp + Z Pipwra + Z ParWrp,
k=1 k=1 k=1

Z habkwk = d)\éab + /\wba + )\wab,

k=1

Zhabkwk =0 :>habk:07 V 1<k<n.
k=1

Da equacao de Codazzi (2.29)), hjji = hixj, obtemos

haﬁb - habﬁ =0.
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Agora, para h,g, temos

> hapwr = dhag+ > Mipwra + Y harwis,
k=1

k=1 k=1

Z haprwy = dpdap + Hwga + UWags,
k=1
Zhozﬁkwk = 0 #haﬂkzo, V 1<k<n.
k=1
Novamente da Equacao de Codazzi, obtemos
habﬁ = hoeﬁb =0.
Assim, h;;, = 0, para todos 1 <, 5,k < n e, portanto, vale a igualdade (4.3)).

(ii)) Casom =n — 1

Para m =n — 1 > 2, consideremos a seguinte notacao: 1 < a,b,c,... <n—1,
com A\, = A e A\, = p. Definindo a distribuicao D, = {X € T,M"|AX = \X}
temos, do Teorema [3.16, que e,(A\) = 0 (derivada covariante de A na a-ésima
dire¢@o) sobre a variedade integral correspondente. Como H = 0, da equagao da

curvatura média, temos que

p = —(n—1)A\ (4.4)

ei(p) = —(n—"1e). (4.5)

Logo, e.(pt) =0 e e,(pu) = —(n — 1)en(N). Dai, segue que

Z hapewr = dhay + Z Pipwia + Z Nakwrs,
=1 1 1

Z habkwk = d()\éab) + )\wba + )\wab,
k=1

Z hapkwr = dap Z €i<)\)wk-
k=1 k=1

Portanto,
ek<)\)6ab = 0, se 1 S k S n—1
hapr = . (4.6)
en(A)Sab, se k=n
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De forma similar, obtemos:

0, se 1<k<n-1
hpnk = ) (4.7)
€n<lu’)a se k=n

Utilizando (4.6, (4.7)), e a Equagao de Codazzi, segue que

DT S AR S T S T
a,b a

i,5,k=1 a,b,c

= 043 (ea(N)dar)® + 0+ (en(p))”
= 3 (ea(N)* + (enlp)?

Como1<a<n-—1lee,(u)=—(n—1)e,(N), obtemos

Yo ke = 3= 1(eaN) + (n = 1 (en(V))?

i k=1

= (n—1)(n+2)(e.(N\)% (4.8)
Por outro lado, de (4.4)), temos

S = (n—1)N+p?
= (n—1D)X+(n—1)*\?

= n(n— 1)\ (4.9)

Assim, e (S) = 2n(n — 1)Aex (). Como e,(A) = 0, temos

n

Y (e(9)? = (ealS))?
= 4n?(n — 1)*2*(e,(V))?
= dn(n —1)[n(n — 1A} (e,(N))? (4.10)

= dn(n—1)S (e,(N))> (4.11)

Comparando as equagoes (4.8) e (4.11]), encontramos

- IS & 4nS
2 2 2
IVS|* = § (ex(S)) _n—|—2.§ hijk_n+2

k=1 1,7,k=1

VAP,
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Lema 4.6. Seja M™ uma hipersuperficie tipo espagco completa mdxima com duas
curvaturas principais distintas, A e u, em H ™ (=1). Se X e u tém multiplicidades

constantes n — 1 e 1, respectivamente, e satisfazem inf(\ — pu)* > 0, entdo

S >n. (4.12)

Demonstragao. Uma vez que H = 0, temos da equacao da curvatura média que
n—DA+u=0 = (A—p)>=n*)\ (4.13)

Como a situagao em questdo é similar & do Lema 1.5 vale (4.9), donde concluimos

que

(n—1)

S = (A — )2

Logo, sendo inf(A — p)? > 0, temos que inf S > 0. Novamente usando o fato que
H =0, temos que R; = —(n— 1)+ A* > —(n — 1). Assim, estamos nas condigdes
do Lema [3.25] e portanto, existe uma sequéncia de pontos (p,) de M™ tais que

lim S(p,) =inf(S), lim |[VS(p,)| =0, lim AS(p,)>0. (4.14)

n—oo

Da Férmula do tipo Simons ([2.34) para H = 0 e do Lema , a expressao para o

Laplaciano de S torna-se

EAS: (n+2)

2 —
: g IVSIP+5(S — ). (4.15)

Aplicando (4.15]) a sequéncia de pontos (p,) e utilizando (4.14]), temos
0 <inf S(inf S — n). (4.16)

Como inf § > 0, obtemos que inf S > n e, consequentemente, S > n.

Podemos agora apresentar a demonstracao do Teorema 4.4
Demonstragao. Assumindo que M" tem duas curvaturas principais \ e u de

multiplicidades m e n — m, respectivamente, temos:
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(i) Caso 1: 2<m <n-—2

Como H =0, o Teorema |3.21| garante que M™ é isométrica a
Hm(cl) X Hn_m(CQ).

As curvaturas ¢; e ¢y sdo determinadas pela equacao de Gauss. Denotando
a variagao dos indices por 1 < a,b,c,... < m e m+1 < o,8,7,... < n,

consideremos os seguintes casos:

Rabcd - (_]- - /\2)(50,6517(1 - 5ad5bc)‘

Rogyo = (=1 N2)<5a'y§60 - 5a05,87)-

Logo, ¢; = =1 — X2 e ¢y = —1 — p?. Similarmente, como na demonstracao do

Teorema obtemos a relacao Ay = —1 que, juntamente com (4.13)), implica

n—m
m )

n
n—m’

que \? = p? = - Portanto, ¢; = —2 e ¢; = —

(ii) Caso 2: m=n—1
Sendo M™ méxima, temos do Teorema que S < n. Se M"™ tem duas
curvaturas principais, do Lema [1.6] segue que S > n. Assim, S = n, ocorrendo a

igualdade do Teorema Logo, M™ é isométrica a

n

H'(—n) x H* (- 1> (m=n-—1).

n —

Portanto, em ambos os casos, M"™ é isométrica a

4.2 O problema proposto por L. F. Cao e G. Wei

Em [I], L. Cao e G. Wei propoem a seguinte
Conjectura: "As unicas hipersuperficies tipo espaco completas em W?H(c)
(¢ <0) (Variedade Lorentziana), com curvatura média constante e duas curvaturas

principais A e p, com multiplicidades contantes, e satisfazendo inf(A — p)? > 0
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no caso de uma das curvaturas principais ter multiplicidade 1, sao os cilindros
hiperbolicos. "

O caso em que a hipersuperficie tem curvatura média constante e duas
curvaturas principais, ambas com multiplicidades maior do que 1, ja se sabia ser
verdade pelos Teoremas e [£.3] Resta apenas o caso em que uma curvatura
principal tem multiplicidade 1. A solugao deste problema foi dada por B. Yang e

X. Liu em [15], no seguinte

Teorema 4.7. Seja M™ (n > 3) uma hipersuperficie tipo espago completa com
curvatura média constante H em H 1 (c). Suponha que M™ tem duas curvaturas

principais A e i, com multiplicidades n — 1 e 1, respectivamente, satisfazendo

inf(A — p)? > 0. Entdo, M™ € isométrica a H" ' (c;) x H'(cy).

Para a demonstracao deste teorema, foi conveniente introduzir a aplicacao
® = A—HI, onde A é o endomorfismo de Weingarten, I denota a matriz identidade

n X n e H a curvatura média de M™. Esta aplicagao tem trago zero, pois

tr® =tr(A— HI)=trA— Htrl =nH —nH =0

D> = |A]> —nH? =S — nH?>. (4.17)

No caso em que H é constante, essa aplicacao é uma ferramenta muito ttil
para obter propriedades similares ao do caso da curvatura média H = 0, pelo fato
de seu trago ser zero.

Como A é diagonalizavel, temos que ® também o é. Assim, tomando um

referencial {e;} que diagonaliza A, segue
q)ei = S\iei, )\z = )\z — H, (418)
onde \; é um autovalor de A. Uma outra propriedade de ® é a seguinte

Proposigao 4.8. A aplicagio ® satisfaz |®|*> > 0. A igualdade ocorre se, e

somente se, M" for totalmente umbilica.
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Demonstragao. Escolhendo um referencial {e;} que diagonaliza ®, temos

n

B = trd” =) (P, e) = Zn: (De;, De;) = Z |e;|* > 0.
=1

i=1
Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, \; = H para todo 4, isto &, M™

for umbilica em todo ponto, pois

RIS DTS LSS BEv,
=1

i=1
[
Com o auxilio dessa aplicagao, temos algumas proposicoes, que sao validas em

qualquer uma das formas espaciais WH(C) apresentadas no capitulo 1.

Proposigao 4.9. Seja M"™ (n > 3) wma hipersuperficie tipo espago com curvatura
média constante em W?H(c). Se M™ tem duas curvaturas principais \ e [ com

multiplicidades n — 1 e 1, respectivamente, entao

(n+2)

Vo[ = V| @]f*. (4.19)

Demonstragao. Seja ® = A — HI definido em M"™ como acima. Como H é

constante e VI = 0, temos
V® = VA-V(HI)=VA
e dai,

|V(I)’2 = ‘VA|2 Z hzyk’

i,5,k=1
Tomemos um referencial ortonormal local {ey,...,e,} tal que ®e; = ):iei, em
que N =\ — H, e estabelecamos a seguinte notacao para a variagao dos indices:
1<a,be,...<n—1,com A\, =Xe \, = p. Assim
Pe, = e, ():a =\—H),

Pe, = fe, (i=p—H).
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Definindo a distribuicao D, = {X € T,M"|AX = AX}, temos do Teorema
que e,(A\) = 0 (derivada de A na a-ésima dire¢ao) sobre a variedade integral

correspondente. Como H é constante, temos
p=—(n—DA+nH = e(pu)=—(n—1e(N). (4.20)

Dai, segue que e,() = 0 e e () = —(n — 1)e,(N). Portanto, de (2.27)) e de

wij + wj; = 0, as derivadas covariantes de h;; sao dadas por

Z happwr = dhgy + Z hipwia + Z harxwis,
=1

k=1 k=1

> hakwr = dA0ah + Aba + Aa,
> hapwr = Y e(MNwr
k=1 k=1

0, se 1<k<n-1
Praph = . (4.21)
en(A)dap, se k=n

De forma similar, obtemos

0, se 1<k<n-1
Ponte = ) (4.22)
en(pn), se k=n

Utilizando as equagoes de Codazzi, hijp = hik; = hiij, segue de (4.21) e (4.37)) que

Z hzyk = Z habc +3 Z habn +3 Z hann + h?mnn

1,7,k a,b,c

= O+32 en(N)dap)? + 0+ (en(1))?

= 3 Z haan + R,

- 3(n —1)(en(N)* + (en(p))?

= 3(n—1)(ea(N\)? + (n— 1)%(en(N))?

= (n—1)(n+2)(ea(N)>. (4.23)

Sendo VA = Z ei(Ne; = en(N)ey, temos

=1

V|2 = Z hip = (n—1)(n +2)|VAJ% (4.24)

i,5,k=1



4.2. O problema proposto por L. F. Cao e G. Wei 76

Por outro lado, como {ey,...,e,} diagonaliza ®, temos
(O = trd? = > (B*(e;),e) = > _(D(e), D(er)
i=1 i=1
= (n—1N 47

Como (n — )X+ fi = trd = 0, segue
fi=—(n—1)\ (4.25)

nAN=A—f=\—p. (4.26)
Resulta de ([#.25)), que |®[> = n(n — 1)\% e, de (#.26)), que o sinal de A ¢ o sinal de
(A — ), que denotaremos por ¢ = sgn(A — p). Dai,

5 Kd
A=c—F—m——. 4.27
n(n —1) (4.27)

Sendo A = A — H, com H constante, segue que |[VA]2 = |[VA]2. Assim, de ([.27)

temos
Vo[
22 = —| ) 4.28
VAP = (4.28)
De ([£:2) e (L28) segue que
V[o|?
P|? = h?, = QL———. 4.2
V | 1;1 ijk — )(n+ )TL(TL—]_> ( 9)
Portanto,
(n +2)
Vo[ = V] @]
[]

Proposicao 4.10. Seja M™ (n > 3) wma hipersuperficie tipo espago com curvatura
média constante em W?H(c). Se M™ tem duas curvaturas principais \ e p com
multiplicidades n — 1 e 1, respectivamente, entao

(n+2) |VS]?
4n S —nH?’

IVA]? = (4.30)

Demonstragao. Sendo |®]* = S — nH?, temos que |®| = /S — nH?. Assim,

B A\ , VS
VO] = ———=— = [V[Q|]" = 1S = ni®)’

N e (4.31)
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Como |V®|? = [VAJ?, segue de ([1.19) e (4.31]) que

(n+2) |VSP

2 _
VAF = dn (S —nH?)

[
Observagao 4.11. Neste caso, S —nH? # 0, pois M™ nao € totalmente umbilica.
Utilizando as Proposi¢oes [£.9) e [1.10] temos a seguinte

Proposicao 4.12. Seja M™ (n > 3) uma hipersuperficie tipo espago com curvatura
média constante em W?H(c). Se M™ tem duas curvaturas principais distintas A

e i com multiplicidades n — 1 e 1, respectivamente, entao

1 _(n+2) |VS|2 212 2 2
§AS— R + (S—nH*)"+n(c—H")(S—nH")
S —nH?
_ e
+ en(n—2)H(S —nH?) n—1) (4.32)
1 n+ 2
cajl = P Dgjap g 0Py (o) (4.33)

onde € = sgn(A — u) e Py (z) =2 + %x +n(c— H?).

Demonstragao. Tomando um referencial {e;} que diagonaliza ®, temos Pe; =
S\iei, com 5\1 =\, — H. Como M" tem duas curvaturas principais A\ e p com

multiplicidades n — 1 e 1, respectivamente, estabelegamos a notagao
>\1:~-:/\n—1:)\ (§ )\n:,u

Sendo |®|2 =S5 —nH? e A=\ — H, temos de ([@.27) que

N S —nH? S —nH?
\ = - AN=H _ 4.34
c n(n —1) ~ T n(n—1) (4:34)

Como (n — 1)\ + pu = nH, segue que

S —nH?

p=H—¢ec(n—1) wn—1)

(4.35)

Sendo,

n n

trA® = > (M), e) = > (e e) = (n— 1A% + 1.

=1 =1
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De (£34) e (£35), temos

S — nH? S —nH? S —nH2\*?
G4 = (n—1) <H3+3H2€ _”+3H_”+g(_”) .

n(n —1) n(n —1) n(n —1)
S —nH? S —nH?
3 apr2(, _ o —na” _oqy2R
+H°—3H"(n—1)e n(n—1)+3H(n 1) = 1)
S — nH>\*?
J— j— 3 —
o= (5 )
— 2 — 2 — 2 _ _ 2
_ nH3+3HS nH +8S nH? |S—nH? 3H(n—1)(S—nH?)
n n n(n—1) n

(S—nH? |S—nH?

—e(n—1) " =1

Fazendo as simplificagoes possiveis,

(S—nHZ) S —

n(n

S — nH?2
= nH?*+3H(S —nH?) —e(n —2)(S —nH?) nl
n_

Substituindo trA* na Férmula do tipo Simons (2.34)), segue que

trA®> = nH®+3H(S —nH?) —e((n—1)*-1)

%AS = |VA]? + 5% + ne(S —nH?) — nHtr A
= |VA]? + 5% +ne(S —nH?) —n*H* — 3nH*(S — nH?) +

S —nH?
J— E— 2 —
+enH(n —2)(S —nH?) Y p—
= |VA]? + 5% —2nH?S + n*H* + ne(S — nH?) + n*H* — nH>S +
S —nH?
J— J— 2 —
+neH(n —2)(S —nH") Y p—
= |VAP? + (S —nH?*? —nH*(S —nH?) + nc(S — nH?) +
S —nH?
J— JE— 2 —
+neH(n —2)(S —nH") Y p—
= VAP + (S —nH?*? + (S —nH?)(nc —nH?) +
S —nH?

+neH(n —2)(S — nH?) =1
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Da Proposicao [4.10] temos

1  (n+2) |VSP? 99 9 9
2AS = i S—n 5+ (S —nH")"+ (S —nH")(nc —nH") +
S —nH?
—_— —_— 2 —_—
+neH(n —2)(S —nH?) n— 1) (4.36)

Como |P|? = S — nH? e H ¢é constante, segue que

1 1 1

—AlP? = ZAS V|[®|= ——n=—o_VS

5212 5 2= —s
(n+2)

—2H
_ VIO + [ (|<1>|2+ enin —2)

vn(n—1)
(n+2)

= V2| + 2] (P (|2])),

n

n

|®| + n(c— H2)>

en(n —2)H

onde Py .(z) = 22 +
i< () n(n —1)

r+n(c— H?).
n
Agora, estamos em condigoes de apresentar a demonstragao do Teorema [1.7]
Demonstragao. Seja M™ uma hipersuperficie tipo espago completa com
curvatura média constante H em H}*'(c) (¢ < 0). Tomando um referencial
ortonormal {e;} que diagonaliza o endomorfismo de Weingarten associado a

segunda forma fundamental de M", isto ¢, h;; = A;0;;, temos que as componentes

do tensor curvatura de Ricci (2.18)), se escrevem como
Rij = c(n — 1)51J — nH)\Z(SU + Z )\lézk/\kék]
k

Assim,

0, se ©#£ ]
j 7 (4.37)
c(n—1)—nHXN+ X, se i=]

Desta forma,

2H2 2H2
Rii = c(n—1)+)\12—nH)\l+ i _TL
4 4
nH\? n2H?
= —1 N\ — _
c(n )—|—< 2) 1
2H2
> c(n—l)—n4 :

Logo, como H é constante, temos que M" tem curvatura de Ricci limitada

inferiormente.
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Seja F' : M™ — R a funcdo definida por F(p) = |®*(p) = (S — nH?)(p).
Notemos que F' é uma funcao infinitamente diferenciavel, visto que S e H
sao diferencidveis, e limitada inferiormente. Para provar esta tltima afirmacao

utilizemos novamente a notacao

Assim, de - - temos que

— H2 _ H2 _ H2
Aep = Hoe e Hien n n
n—l n—l n—l
S — nH?)
A —p)? = T = |9 =

Como inf(A — p)? > 0 em M™, temos que existe § > 0 tal que (A — p)? >4 > 0.
Dai,

Fp) R

Logo, F' é limitada inferiormente com infimo estritamente positivo.
Estamos nas condigoes do Lema [3.25] o qual garante a existéncia de uma

sequéncia de pontos (p,) em M™ tal que

lim F(p,) =inf F, lim |VF|(p,) =0, lim AF(p,) > 0. (4.38)
n— o0 n—oo

n—oo
Como |®|> = S — nH?* e H ¢ constante, temos que VF = V|®]*> = VS e
AF = A|®|> = AS. Temos, ainda, que

1
VIRl = s

VS| _|VF]
2(v/S—nH?) 2VF

Logo, aplicando a equagao acima a sequéncia de pontos (p,) e, utilizando (4.38]) e

V[ @]

o fato do infimo de F' ser estritamente positivo, temos que
lim |V|®|| = 0.
n—oo
Assim, aplicando a equagao (4.33)) & mesma sequéncia, obtemos

1 (n+2)
Lajaf = V(| + 0[Py (0]

0 < o <0¢2 + sn(n(——2_)fi[>oz +n(c— H2)> = a*Py.(a), (4.39)
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onde o = inf |®| sobre M.
Defina agora a funcao G': M™ — R por

1
G(p) = —————75
(p) (@|2+a2>1/2(p),
onde a é uma constante. Como F, G também ¢é uma funcao infinitamente
diferenciavel e limitada inferiormente. Utilizando as propriedades dos operadores

diferenciais, temos

1 K4

I _ 2 -_———
VG = 2(|®|2+a2>3/2w(1>| = (‘®‘2+a2)3/2w®|. (4.40)
AG = divVG
_Aep 3 |VIePP
2|2+ a2)32 " 4(|D2 + a2)5/?
Al®[? 27| V| @]
= — ) 4.41
2(|D[2 + a)3/2 +3(\<I>\2—|—a2)5/2 ( )
Das expressoes acima, obtemos
1 Al2f? 2%V |2
AG — 2 = — —
GAG 3|VG| (|q)|2_|_a2)1/2 < 2(|q)|2_|_a2)3/2 +3(|<I>|2—|—a2)5/2
NS
(12> +a?)?
A|®|? 1 1 !
CARE 1N
210> +a?)? 2 \(|O]* +a?)'/?
4
= —%A|<I>|2.
Dai
G4
3IVG]? — GAG = 7A|<I>|2. (4.42)

Aplicando o Lema [3.25] a funcao GG, temos que existe uma sequéncia de pontos

(gn) em M tal que

lim G(¢,) =infG, lim |VG|(g,) =0, lim AG(g,) > 0. (4.43)

n—0o0

Aplicando a equacao (4.42)) a sequéncia de pontos (gy,)

4
lim (%A@P) = lim (3|VG|’ — GAG)

n—oo

1 . . . .
5 (Jim G(ga))* lim Al®[*(ga) < —(lim G(gn)) lim AG(gn),

n—0o0
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obtemos

lim A|®*(g,) < 0. (4.44)
n—oo
Notando que
L L |P[IV] 2|
0= lim [VG|(gn) = lim (W (¢n) (4.45)
e que G tem infimo, obtemos que |®| tem supremo, infG = [ > 0 e,
consequentemente,
lim |V|®|| = 0. (4.46)
n—oo
Assim, da equagao (4.33)
1 (n+2)
§A|‘I’|2 = T|V|CI)||2+|(D|2PH,6(|CI)|)
—2)H
0 > ot (a4 PO e BY)) = 92Paa(h). (447)
n(n —1)

onde v = sup |®| sobre M.

Consideremos agora a seguinte equagao polinomial

z? + %m +n(c— H?) = Py.(z) = 0. (4.48)

Note que, se ¢ < 0 o discriminante da equacao acima sera

n%(n — 2)*H>

A= n(n —1)

—4n(c— H?) > 0. (4.49)

Logo, a equagao (4.48) tem duas raizes distintas - e xt, dadas por

__en(n=2)H n2(n—2)2H2—4n2(n—1)(c—H?2)
+ \/n(n—1) n(n—1)
I’E = 9 )
- —2)H + 2H?2 —4¢(n—1
- en(n — 2) ny/n c(n—1) (4.50)
2¢/n(n—1)
e satisfazendo
o tat = _en(n—2)H

Vnn—1)"

vt = n(c—H?) <0.
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Assim, as rafzes da equacdo (#.48)) tém sinais opostos. Seja x7 > 0. Estudando

o sinal do polinémio Py, encontramos que as solugoes para as desigualdades em

(.39) e (4.47) sao

o men(n—2)H +ny/wPH? —de(n 1) (4.51)
2y/n(n—1)

0<y < —en(n — 2)H + ny/n2H? — 4c(n — 1)' (4.52)
2¢/n(n —1)

Como « = inf |®| e v = sup || sobre M, segue que

—en(n — 2)H + ny/n?H? — 4c(n — 1)

o] = a=v= =T (4.53)
e, dai,
B — n*(n —2)2H? — 2en®(n — 2)y/n2H? — 4c(n — 1) + n?(n*H? — 4c(n — 1))
An(n —1)
Bk :_ﬂm+nﬁp—5Mn—25V§H?—%M—lx_mﬂ‘ (4.54)

Sendo |®]* = S — nH?, temos

n3H? —en(n — 2)H+/n2H? — 4c(n — 1)

G _ 4.55
ot 2(n — 1) (4.55)
Logo, |®| é raiz da equagdo (4.48)) e, portanto, constante. De (4.34)) e (4.35),
P
N
Vn(n—1)
—1)|®
PRI
n(n —1)

temos que A e pu sao constantes. Desta forma, M™ é uma hipersuperficie tipo
espaco isoparamétrica em H?“(c). Portanto, pelo Teorema m, temos que M" é
isométrica a H'(c;) x H* !(cy), o que prova o teorema.

E importante observar que o método utilizado na demonstracdo acima,
necessitou de ¢ < 0 para garantir que a equagao (4.48) tivesse solugao. Contudo,

fazendo ¢ = 0 e H # 0, temos que a equagao (4.48) ainda tem duas solugoes
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e, assim, o método é aplicavel. A condigajo H # 0 ¢é natural ser exigida
quando a hipersuperficie tem duas curvaturas principais, pois se H = 0 em L"*1,
temos do Teorema que M"™ é totalmente geodésica de curvatura ¢ = 0 e,
consequentemente, uma hipersuperficie totalmente umbilica e isométrica & R™.
Portanto, para ¢ = 0, uma hipersuperficie M"™ tipo espaco completa
com curvatura média constante H # 0 nas demais condigbes serd também
iso étri lo Ti 3.22 M™ é i 6trica & R x H* !
paramétrica e, pelo Teorema |3.22| temos que é isométrica a R* x (c1)

ou H'(cy) x R*™!. Desta forma, temos o seguinte

Teorema 4.13. Seja M™ (n > 3) uma hipersuperficie tipo espago completa com
curvatura média constante H # 0 em L™, Suponha que M™ tem duas curvaturas
principais A e p com multiplicidades n — 1 e 1, respectivamente, satisfazendo
inf(\ — u)> > 0. FEntio, M™ € isométrica a R' x H" *(c;) ou H'(cp) x R,

com ¢y e cy constantes negativas.

Com os teoremas apresentados neste capitulo, temos uma resposta positiva

para a conjectura de L. Cao e G. Wei.
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