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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo fornecer uma caracterização de hipersuperfícies

tipo espaço completas no espaço anti de Sitter, tais como os cilindros hiperbólicos,

sob a hipótese de curvatura média constante e duas curvaturas principais distintas.

No caso em que umas das curvaturas principais é simples, é adicionada uma

condição sobre tais curvaturas. A caracterização aqui sugerida, teve como

referência principal o trabalho de B. Yang e X. Liu, que dá uma resposta positiva

à conjectura de L. F. Cao e G. Wei sobre hipersuperfícies tipo espaço em tais

condições. Para a realização do trabalho, foi utilizada uma Fórmula do tipo Simons

juntamente com o Princípio do Máximo Generalizado (Omori-Yau).

Palavras-chave: Espaço anti de Sitter. Hipersuperfícies tipo espaço. Cilindros

Hiperbólicos.



ABSTRACT

The aim of this work is to provide a characterization of complete spacelike

hypersurfaces in anti de Sitter space, such as hyperbolic cylinders, under the

assumption constant mean curvature and two distinct principal curvatures. In

the case that one of the principal curvatures is simple, a condition is added on the

curvatures. The characterization suggested here had as main reference the work

of B. Yang and X. Liu, giving a positive answer to the L. F. Cao and G. Wei’s

conjecture on spacelike hypersurfaces in such conditions. To carry out the work,

we used a formula of type Simons along with the Generalized Maximum Principle

(Omori-Yau).

Keywords: Anti de Sitter space. Spacelike hypersurfaces. Hyperbolic cylinders.
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Capítulo 1

INTRODUÇÃO

Nas últimas décadas, tem sido crescente o interesse pelo estudo da estrutura das

hipersuperfícies tipo espaço (hipersuperfícies cuja métrica induzida pela imersão

é positiva definida) em variedades semi-Riemannianas de índice 1 com curvatura

seccional constante c, chamadas de variedades de Lorentz e representadas por

M
n+1

1 (c). De acordo com o sinal da curvatura, as variedade de Lorentz Mn+1

1 (c),

são denominadas de: espaço de Sitter, se c > 0, caso em que são representadas

por Sn+1
1 (c), espaço de Lorentz-Minkowski Ln+1(0), se c = 0, e de espaço anti de

Sitter Hn+1
1 (c), se c < 0.

O interesse por esse estudo se deve ao fato da grande importância de tais

hipersuperfícies no estudo da Relatividade Geral, do ponto de vista físico, e por

possuírem boas propriedades do tipo Bernstein, do ponto de vista matemático.

No estudo de hipersuperfícies tipo espaço, é de grande destaque o caso em que

estas possuem curvatura média constante. Sendo a curvatura média expressa

pelas curvaturas principais (autovalores da aplicação linear associada a segunda

forma fundamental, chamada de Endomorfismo de Weingarten), um caso simples

de curvatura média constante ocorre quando a hipersuperfície possuie as curvaturas

principais constantes. Uma hipersuperfície tipo espaço nestas condições é chamada

de isoparamétrica, conceito introduzido por Nomizu em [9]. Ele provou que

hipersuperfícies tipo espaço isoparamétricas em Sn+1
1 e em Ln+1 possuem, no

máximo, duas curvaturas principais distintas.

Para o caso do espaço anti de Sitter Hn+1
1 , que será o objetivo de estudo neste

10
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trabalho, T. Ishihara em [4] estudou as hipersuperfícies tipo espaço completas (no

sentido de que toda geodésica está definida para todo valor do parâmetro) com

curvatura média identicamente nula, obtendo uma cota superior para o quadrado

da norma da segunda forma fundamental (S) da imersão, a qual depende da

dimensão da hipersuperfície e da curvatura do espaço ambiente. Além disso,

ele caracterizou as hipersuperfícies que atingem essa cota como os cilindros

hiperbólicos (definidos no Capítulo 2). Na sua demonstração, nota-se que, para

este caso, a hipersuperfície possui exatamente duas curvaturas principais. Mais

precisamente, T. Ishihara provou o seguinte:

Teorema 1. SejaMn uma hipersuperfície (n ≥ 2) tipo espaço, completa e máxima

em Hn+1
1 (−1). Então, o quadrado da norma da Segunda Forma Fundamental de

Mn satisfaz

S ≤ n.

Além disto, a igualdade ocorre se, e somente se,

Mn = Hm
(
− n
m

)
×Hn−m

(
− n

n−m

)
(1 ≤ m ≤ n− 1).

Em Hn+1
1 (−1), existem hipersuperfícies tipo espaço completas que possuem

apenas uma curvatura principal (umbílicas), como sendo os espaços hiperbólicos

Hn(−r2) de curvatura −r2. Isso sugere que no espaço anti de Sitter, as

hipersuperfícies isoparamétricas também possuem, no máximo, duas curvaturas

principais. Este fato foi provado por L. Zhen-qi e X. Xian-Hua em [7], os quais

também fornecem uma caracterização das hipersuperfícies para os possíveis casos

(umbílicas e com duas curvaturas principais). Nesta mesma essa linha de pesquisa,

também podemos citar o trabalho [5] de K. Abe, N Koike e S. Yamaguchi.

Substituindo a hipótese de isoparamétrica por curvatura média constante com

duas curvaturas principais (caso mais geral do que o estudado acima), L. F.

Cao e G. Wei, em [1], estudaram as hipersuperfícies tipo espaço, completas e

máximas. Neste contexto, baseados no trabalho de T. Ishihara, L. F. Cao e G. Wei,

caracterizaram as hipersuperfícies como cilindros hiperbólicos, como no Teorema
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de T. Ishihara, exigindo uma condição a mais sobre no caso em que uma das

curvaturas é simples (ver Capítulo 3).

Neste mesmo trabalho, os autores conjecturaram que o resultado seria válido

para o caso de hipersuperfícies tipo espaço em M
n+1

1 (c), com c ≤ 0, exigindo

apenas que elas fossem completas, com curvatura média constante, duas curvaturas

principais e, no caso de umas das curvaturas ser simples, as mesmas condições do

caso de máximas.

Mediante essa linha de estudo, este trabalho tem como objetivo estudar

hipersuperfícies tipo espaço, completas com curvatura média constante e duas

curvaturas principais no espaço anti de Sitter Hn+1
1 (−1), tendo como principal

referência o trabalho de B. Yang e X. Liu [15], no qual se apresenta uma solução

para conjectura de L. F. Cao e G. Wei.

Este trabalho foi dividido em quatro capítulos. O primeiro, a Introdução,

apresentamos o trabalho e a motivação de sua realização. No segundo, é

apresentada uma síntese dos conceitos e propriedades básicas de hipersuperfícies

tipo espaço em espaços de Lorentz com curvatura constante, utilizando o método

do referencial móvel. Deduzimos as equações fundamentais para o estudo (equações

de estrutura, equação de Gauss e equação de Codazzi) e uma fórmula do tipo

Simons.

No terceiro capítulo, é contextualizado o cenário de estudo e são apresentados

resultados fundamentais para o estudo de hipersuperfícies tipo espaço completas

com curvatura média constante e duas curvaturas principais, tais como o Teorema

de T. Ishihara e o Teorema de L. Zhen-qi e X. Xian-Hua, mencionados acima, e

Princípio do Máximo Generalizado (Omori-Yau).

No quarto e último capítulo, são apresentados os resultados de L. F. Cao e G.

Wei sobre o assunto central deste trabalho, sua conjectura e uma solução para tal,

como dito anteriormente, baseada no trabalho de B. Yang e X. Liu em [15].



Capítulo 2

PRELIMINARES

Neste capítulo, são apresentados alguns dos principais conceitos e ferramentas

utilizados no decorrer deste trabalho. Iniciamos com definições básicas sobre

espaços vetoriais e tensores para definirmos o principal conceito desta seção, o

de variedades semi-Riemanniana.

2.1 Tensores

Sejam V um espaço vetorial real de dimensão finita e V ∗ o espaço vetorial

de todas as funções R-lineares de V em R. Definimos um tensor do tipo (r, s)

(r ≥ 0, s ≥ 0) sobre V como uma aplicação R-multilinear T : (V ∗)r × V s → R,

isto é, uma função R-linear em cada entrada.

A partir deste conceito, definimos campo tensorial sobre uma variedade

diferenciável M n-dimensional. Estabelecemos as seguintes notações:

1. Mn denota uma variedade n-dimensional;

2. TpMn representa o espaço tangente à variedadeMn no ponto p, para p ∈Mn;

3. X(M) o conjunto dos campos vetoriais diferenciáveis sobre Mn;

4. X(p) denota um vetor tangente em TpM , ou o valor de um campo X em p;

5. C∞(M) representa o conjunto das funções diferenciáveis definidas deMn em

R;

13



2.2. Variedades semi-Riemannianas 14

6. X∗(M) o conjunto das 1-formas diferenciais sobre Mn.

Um elemento θ ∈ X∗(M) é tal que, dado p ∈Mn, θp ∈ (TpM)∗, e se X ∈ X(M)

temos a função θ(X) : M → R definida por θ(X)(p) = θp(X(p)).

Definição 2.1. Um campo tensorial diferenciável do tipo (r, s) sobre uma

variedade diferenciável Mn é uma aplicação C∞(M)-linear

T : (X∗(M))r × (X(M))s → C∞(M)

que induz, para cada ponto p de M , uma aplicação R-multilinear

Tp : (T ∗pM)r × (TpM)s → R

tal que, para quaisquer ω1, . . . , ωr ∈ X∗(M) e X1, . . . , Xs ∈ X(M), a função

T (ω1, . . . , ωr, X1, . . . , Xs) : M → R

definida por

T (ω1, . . . , ωr, X1, . . . , Xs)(p) = Tp(ω1(p), . . . , ωr(p), X1(p), . . . , Xs(p))

é diferenciável.

O conjunto de todos os tensores do tipo (r, s) é denotado por T r
s (M). Assim,

denotamos por

1. T 0
s (M), o conjunto dos tensores do tipo (0,s) sobre Mn;

2. T r
0 (M), o conjunto dos tensores do tipo (r,0) sobre Mn.

2.2 Variedades semi-Riemannianas

Seja V um espaço vetorial real de dimensão finita. Uma forma bilinear sobre

V é uma função R-bilinear b : V × V → R. Se b é uma forma bilinear tal que

b(u, v) = b(v, u), ∀u, v ∈ V , dizemos que b é uma forma bilinear simétrica.

Uma forma bilinear simétrica b = 〈, 〉 : V × V → R é dita

1. positiva definida, se 〈v, v〉 > 0, ∀v ∈ V \{0};
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2. negativa definida, se 〈v, v〉 < 0, ∀v ∈ V \{0};

3. não-degenerada, se 〈v, w〉 = 0, para todo w ∈ V implica v = 0.

Se b é uma forma bilinear simétrica sobre V , então para qualquer subespaço

W de V , a restrição b|(W×W )
é ainda simétrica e bilinear. Um subespaço W de V

é dito não degenerado se b|(W×W )
: W ×W → R é não degenerada.

Definição 2.2. O índice ν de uma forma bilinear simétrica b sobre V é a maior

dimensão de um subespaço W de V tal que b|(W×W )
: W × W → R é negativa

definida.

Assim, 0 ≤ ν ≤ n = dimV e ν = 0 se, e só se, b é positiva definida. Associada a

forma bilinear simétrica está a função q : V → R dada por q(v) = b(v, v), ∀v ∈ V ,

denominada de forma quadrática associada.

Sendo V um espaço vetorial, se tomarmos {e1, . . . , en} uma base de V , a matriz

(bij) = (b(ei, ej)) é chamada a matriz de b relativa a {e1, . . . , en}. Desde que b é

simétrica, a matriz (bij) é simétrica.

Definição 2.3. Um produto escalar g sobre um espaço vetorial V é uma forma

bilinear simétrica não degenerada sobre V . Um produto interno é um produto

escalar positivo definido.

Dados uma forma bilinear simétrica b sobre V e um subespaço W , definimos o

conjunto W⊥, chamado de W perp, por

W⊥ = {v ∈ V ; 〈v, w〉 = 0, ∀w ∈ W}. (2.1)

Lema 2.4. Sejam b uma forma bilinear simétrica sobre um espaço vetorial V de

dimensão finita e W um subespaço de V . Então:

a) b é não degenerado se, e somente se, sua matriz com respeito a uma base de

V for invertível.

b) Se W é não degenerado, então dim(W ) + dim(W⊥) = n = dimV e

(W⊥)⊥ = W .
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c) W é não degenerado se, e somente se, V = W ⊕W⊥. Em particular, W é

não degenerado se, e somente se, W⊥ for não degenerado.

Demonstração. Ver o capítulo 2 de [11].

Se b é uma forma bilinear simétrica e não degenerada sobre o espaço vetorial

real V , dizemos que um vetor v ∈ V \{0} é

a) tipo tempo, se 〈v, v〉 < 0;

b) tipo luz, se 〈v, v〉 = 0;

c) tipo espaço, se 〈v, v〉 > 0.

De modo análogo, define-se um subespaço não degenerado W de V ser tipo

tempo, tipo luz e tipo espaço. Se v ∈ V \{0} não for tipo luz, define-se o sinal

εv ∈ {−1, 1} de v por

εv =
〈v, v〉
|〈v, v〉|

.

A norma de v ∈ V é dada por |v| =
√
εv〈v, v〉 e v é unitário se |v| = 1.

Os Lemas a seguir, cuja demonstração podem ser encontradas em [11], fornecem

informações sobre um espaço V munido de uma forma bilinear simétrica não

degenerada.

Lema 2.5. Um espaço vetorial V 6= {0} com um produto escalar tem uma base

ortonormal.

Lema 2.6. Seja {e1, . . . , en} uma base ortonormal para V . Então, cada v ∈ V

tem uma única expressão

v =
n∑
i=1

εib(v, ei)ei, (2.2)

onde εi = b(ei, ei) é o sinal de ei.

Definição 2.7. Um tensor métrico g sobre uma variedade diferenciável M é um

(0,2)-tensor simétrico sobre M , tal que gp é não degenerado, para todo p ∈ M , e

de índice constante.
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Em outras palavras, g é um (0,2)-tensor assumindo diferenciavelmente, em cada

ponto p de M um produto escalar gp sobre o espaço tangente TpM , e o índice gp

é o mesmo para todo p.

Uma variedade semi-RiemannianaM é um par (M, g), ondeM é uma variedade

diferenciável e g = 〈, 〉 é um tensor métrico de índice constante sobre M .

O valor comum ν do índice de gp sobre uma variedade semi-Riemanniana é

chamado o índice de M (0 ≤ ν ≤ n = dimM). Se ν = 0, M é uma variedade

Riemanniana e gp é positiva definida sobre TpM . Se ν = 1 e n ≥ 2, M é

denominada variedade de Lorentz e g = 〈, 〉 é, então, uma métrica de Lorentz.

Para uma variedade semi-Riemanniana M de curvatura constante, adotamos a

notação Mn
ν (c) = (M, g) para indicar a sua dimensão n, o seu índice ν e a sua

curvatura c.

Um exemplo de variedade semi-Riemanniana é o espaço semi-Euclidiano Rn
ν ,

que é o espaço Rn munido com a métrica

〈x, x〉 =
n−ν∑
i=1

x2i − x2n−ν+1 − . . .− x2n,

onde x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, n ≥ 1 e ν ≥ 1.

Definição 2.8. Uma variedade semi-Riemanniana completa e simplemente conexa

de curvatura constante c é chamada de forma espacial semi-Riemanniana.

O sinal de c determina modelos para as formas espaciais Mn+1

1 (c), a menos do

seu recobrimento semi-Riemanniano. Os modelos são:

1. se c = 0, Mn+1

1 (c) = Rn+1
1 = Ln+1, chamado de Espaço de Lorentz-

Minkowski;

2. se c > 0, Mn+1

1 (c) = Sn+1
1 (c) = {x ∈ Rn+1

1 : 〈x, x〉 = 1
c
}, chamado de Espaço

de Sitter;

3. se c < 0, Mn+1

1 (c) = Hn+1
1 (c) = {x ∈ Rn+2

2 : 〈x, x〉 = 1
c
}, chamado de Espaço

anti de Sitter.
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É importante notar que Ln+1 e Sn+1
1 (c) são simplesmente conexas. Para uma

prova deste fato, consideremos as aplicações Φ : Rn+1 → Ln+1 e Ψ : Sn(c)× R →

Sn+1
1 (c), definidas, respectivamente, por

Φ(x) = x e Ψ(p, t) =

(√
1 + t2 p,

1√
c
t

)
.

É simple a verificação de que Φ e Ψ são difeomorfismos. Assim, os grupos

fundamentais π1(Ln+1) e π1(Sn+1
1 ) são isomorfos, respectivamente, a π1(Rn+1)

e π1(Sn(c) × R), que são triviais e, portanto, Ln+1 e Sn+1
1 (c) são simplesmente

conexas.

Já a forma espacial Hn+1
1 (c) não é simplesmente conexa, pois com o auxílio da

aplicação Υ : Rn × S1(−c)→ Hn+1
1 (c), definida por

Υ(x, p) =

(
1√
−c

x,
√

1 + |x|2 p
)
,

que é um difeomorfismo, o grupo fundamental π1(Hn+1
1 (c)) é isomorfo a π1(Rn ×

S1(−c)), que não é trivial. Um modelo para o recobrimento H̃n+1
1 (c) semi-

Riemanniano, simplesmente conexa de Hn+1
1 (c), é o Rn+1 munido com a métrica

induzida a partir da aplicação de recobrimento Γ : Rn × R → Hn+1
1 (c), definida

por

Γ(x, t) =
1√
−c

(x,
√

1 + |x|2 cos t,
√

1 + |x|2 sen t).

Assim, a geometria de H̃n+1
1 (c) pode ser obtida a partir da geometria de

Hn+1
1 (c), com uma modificação pela a aplicação Γ.

Passemos agora, ao estudo de subvariedades Mn de dimensão n nas formas

espaciais Mn+1

1 (c), isto é, de codimensão 1, chamadas de hipersupefícies.

Seja Mn uma variedade diferenciável conexa de dimensão n. Consideremos

uma imersão x : Mn → M
n+1

1 (c) (uma aplicação diferenciável entre variedades

diferenciáveis tal que, para todo p ∈ M , sua diferencial dxp : TpM → M
n+1

1 (c) é

injetiva). Munimos Mn com a métrica induzida

〈u, v〉p = 〈dxp(u), dxp(v)〉x(p),

para todos u, v ∈ TpMn e p ∈Mn.
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Uma tal imersão é dita ser tipo espaço se a métrica induzida é positiva

definida, isto é, uma métrica Riemanniana. Neste caso, dizemos que Mn é uma

hipersuperfície tipo espaço de Mn+1

1 (c).

Dos exemplos apresentados acima, escolheremos o espaço anti de Sitter Hn+1
1 (c)

para ser o espaço ambiente de estudo. Contudo, na seção a seguir denotaremos

o espaço ambiente como M
n+1

1 (c), visto que a teoria apresentada é válida em

qualquer uma das formas espaciais apresentadas acima.

2.3 Equações de estrutura

A técnica que será utilizada para desenvolver os estudos futuros, é chamada o

Método do Referencial Móvel. Para mais detalhes, ver [3]. Iniciamos esta seção

apresentando um resultado que auxiliará no estudo aqui proposto.

Lema 2.9 (Cartan). Sejam Mk uma variedade diferenciável e ω1, . . . , ωr 1-formas

linearmente independentes sobre um aberto U ⊂ M . Se α1, . . . , αr são 1-formas

sobre U tais que:
r∑
i=1

αi ∧ ωi = 0. (2.3)

Então, existem funções diferenciáveis bij : U −→ R tais que αi =
r∑
j=1

bijωj e

bij = bji.

Observação 2.10. O símbolo "∧"denota o produto exterior entre duas formas

diferenciais ω e θ.

Demonstração. De forma geral, consideremos r ≤ k. Inicialmente, completemos

o conjunto das 1-formas ωi para obtermos uma base {ω1, . . . , ωr, . . . , ωk} de

(TpM)∗. Assim, como as α′is são 1-formas, existem funções diferenciáveis tais

que:

αi =
r∑
i=1

bijωj +
k∑

j=r+1

aijωj.

Por hipótese, temos que

0 =
r∑
i=1

αi ∧ ωi =
r∑
i,j

bijωj ∧ ωi +
∑

1≤i≤r,r+1≤j≤k

aijωj ∧ ωi.
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Como ωi ∧ ωj = −ωj ∧ ωi, para todo 1 ≤ i, j ≤ k, obtemos

0 =
r∑
i<j

(bij − bji)ωj ∧ ωi +
∑

1≤i≤r, r+1≤j≤k

aijωj ∧ ωi.

Uma vez que ωj ∧ ωi, com i < j e 1 ≤ i, j ≤ k, formam uma base para o espaço

das 2-formas, obtemos

bij = bji e aij = 0.

Portanto, αi =
r∑
j=1

bijωj, com bij = bji funções diferenciáveis de U em R.

Sejam x : Mn → M
n+1

1 (c) uma imersão tipo espaço em M
n+1

1 (c) de uma

variedade conexa e {e1, . . . , en+1} um referencial ortornormal local adaptado à

imersão, isto é, para cada ponto p ∈Mn os vetores {e1(p), . . . , en(p)} geram TpM

e en+1 gera o espaço normal aMn. Adotemos a seguinte convenção sobre a variação

dos índices:

1 ≤ A,B,C, . . . ≤ n+ 1, 1 ≤ i, j, k, . . . ≤ n.

Como Mn é tipo espaço, temos

〈ei, ei〉 = 1, 〈en+1, en+1〉 = −1.

Associado a este referencial ortonormal local, temos o co-referencial

{ω1, . . . , ωn+1}, tal que ωi(ej) = εjδij, isto é, em cada ponto de M
n+1

1 (c),

{ω1(p), . . . , ωn+1(p)} é uma base dual da base {ei(p), . . . , en+1(p)}. Com este co-

referencial a métrica semi-Riemanniana de Mn+1

1 (c), que denotaremos por ds2, é

dada por

ds2 =
∑
A

εA ω
2
A, εi = 1, εn+1 = −1.

Temos, ainda, associado a {e1, . . . , en+1} o conjunto das 1-formas {ωAB},

chamadas formas de conexão de Mn+1

1 (c), para as quais temos as equações de

estrutura de Mn+1

1 (c):

dωA =
∑
B

εB ωAB ∧ ωB, ωAB + ωBA = 0, (2.4)

dωAB =
∑
C

εC ωAC ∧ ωCB + ΩAB. (2.5)
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As 2-formas ΩAB são chamadas as formas de curvaturas de Mn+1

1 (c). Para

cada p, dadosX, Y ∈ TpM
n+1

1 , a matriz ((ΩAB)p(X, Y )) gerada pelas 2-formas ΩAB

define um operador R(X, Y )p : TpM
n+1

1 → TpM
n+1

1 , chamado operador curvatura e

um (0,4)-tensor R, dado por R(X, Y, Z,W ) = 〈R(X, Y )Z,W 〉, chamado de tensor

curvatura. Denotando RABCD = R(eA, eB, eC , eD), as componentes do tensor

curvatura, no referencial {eA}, segue que

ΩAB = −1

2

∑
C,D

εCεD RABCDωC ∧ ωD.

Temos as seguintes propriedades:

Proposição 2.11. Para X, Y, Z, T campos diferenciáveis de vetores em M
n+1

1 (c),

temos

1. R(X, Y ) = −R(Y,X);

2. 〈R(X, Y )Z, T 〉 = −〈R(X, Y )T, Z〉;

3. 〈R(X, Y )Z, T 〉 = 〈R(Z, T )X, Y 〉;

4. 〈R(X, Y )Z, T 〉+ 〈R(Y, Z)X,T 〉+ 〈R(Z,X)Y, T 〉 = 0.

Restringindo as formas ωA e ωAB à Mn, obtemos formas que ainda satisfazem

(2.4) e (2.5). Em Mn, temos ωn+1 = 0, visto que, dado X ∈ X(M), X =
∑
i

Xiei,

e

ωn+1(X) = ωn+1

(∑
i

Xiei

)
=
∑
i

Xiωn+1(ei) = 0. (2.6)

Assim, a métrica induzida sobre Mn é dada por ds2 =
∑
i

ω2
i . Em Mn, temos

0 = dωn+1 =
∑
B

εB ωn+1B ∧ ωB,

=
∑
i

ωn+1i ∧ ωi.

Logo, pelo Lema de Cartan, existem funções diferenciáveis hij, tais que:

ωn+1i =
∑
j

hij ωj, hij = hji. (2.7)
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Com estas funções, definimos a segunda forma fundamental da imersão x por

h =
∑
i,j

hij ωi ⊗ ωjen+1.

Sendo as funções hij simétricas em relação aos índices, temos que h é uma aplicação

simétrica. Definimos o vetor curvatura média por

−→
H =

1

n

(∑
i

hii

)
en+1.

Deste vetor, definimos a função curvatura média por

H =
1

n

∑
i

hii. (2.8)

Assim, uma hipersuperfície tipo espaço é dita ter curvatura média constante

(CMC) se a função H for constante. No caso particular de H ≡ 0, dizemos que a

hipersuperfície tipo espaço é máxima.

As 1-formas ωAB são chamadas formas de conexão de Mn+1

1 (c), em virtude de

que elas definem uma derivação sobre Mn+1

1 (c) (conexão), representada por ∇.

∇ é chamada de derivada covariante e definida da seguinte forma: sejam X e

Y , campos de vetores diferenciáveis sobre Mn+1

1 (c) e {e1, . . . , en+1} um referencial

ortonormal local, a derivada covariante de Y em relação a X, ∇XY , é definida por

∇XY =
∑
B

{dyB(X) +
∑
A

ωAB(X)yA}eB.

É importante notar que ∇XY não depende do referencial, e sim da métrica. Se

Y = eC , temos

〈∇XeC , eD〉 = ωCD(X),

o que fornece um interpretação geométrica das formas de conexão ωAB em termos

da derivação covariante.

A derivada covariante possui as seguintes propriedades.

Proposição 2.12. Sejam X, Y, Z campos diferenciáveis de vetores em M
n+1

1 , f, g

funções diferenciáveis em M
n+1

1 e a, b números reais. Então, a conexão

∇ : X(M
n+1

1 )× X(M
n+1

1 )→ X(M
n+1

1 )

satisfaz:
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1. ∇ é C∞(M
n+1

1 )-linear na primeira coordenada, isto é,

∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ;

2. ∇ é R-linear na segunda coordenada, isto é,

∇X(aY + bZ) = a∇XY + b∇XZ;

3. ∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY ;

4. 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 = X〈Y, Z〉;

5. Se p ∈Mn+1

1 , (∇XY )(p) só depende do valor de X no ponto p e dos valores

de Y ao longo de uma curva parametrizada σ : (−ε, ε) → M
n+1

1 , com

σ(0) = p e σ′(0) = X(p).

Com essa noção de conexão, temos que o colchete de Lie entre dois campos

vetoriais tangentes X e Y , que fornece um novo campo vetorial tangente sobre

Mn, é dado por

[X, Y ] = ∇XY −∇YX.

Separando nas equações de estrutura de Mn+1

1 (c) as parte tangente e normal a

Mn, obtemos de ωn+1 = 0, que:

dωi =
∑
j

ωij ∧ ωj; (2.9)

dωij =
∑
k

ωik ∧ ωkj − ωin+1 ∧ ωn+1j + Ωij; (2.10)

dωin+1 =
∑
k

ωik ∧ ωkn+1 + Ωin+1. (2.11)

As formas ωij restritas à Mn só dependem da métrica de Mn e da parte tangente

do referencial {e1, . . . , en+1}. Assim, definimos uma derivada covariante ∇ sobre

Mn a partir da derivada covariante de Mn+1

1 (c), como sendo a parte tangente de

∇ a Mn, isto é,

∇XY = (∇XY )T =
∑
j

{dyj(X) +
∑
i

ωij(X)yi}ej, ∀X, Y ∈ X(M).
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A conexão ∇ de Mn possui todas as propriedades enunciadas na Proposição 2.12.

Definimos também as formas de curvatura da métrica de Mn por

Ωij = dωij −
∑
k

ωik ∧ ωkj.

Portanto, as equações de estrutura de Mn são

dωi =
∑
j

ωij ∧ ωj, ωij + ωji = 0; (2.12)

dωij =
∑
k

ωik ∧ ωkj + Ωij. (2.13)

De forma análoga as formas de curvatura de Mn+1

1 (c), dado p ∈ Mn e X, Y ∈

TpM
n, a matriz ((Ωij)p(X, Y )) gerada pelas 2-formas Ωij define um operador

curvatura R(X, Y )p : TpM
n → TpM

n e um (0,4)-tensor curvatura para Mn tal

que R(X, Y, Z,W ) = 〈R(X, Y )Z,W 〉. Esse tensor tem propriedades similares ao

tensor R de Mn+1

1 (c). Denotando por Rijkl = 〈R(ei, ej)ek, el〉 = Ωlk(ei, ej) as

componentes do tensor R, as formas Ωij podem ser escritas como

Ωij = −1

2

∑
k,l

Rijkl ωk ∧ ωl.

Da equação (2.10), decorre que as componentes do tensor curvatura de Mn

estão relacionadas com as componentes tangentes do tensor curvatura de Mn+1

1 .

A relação é estabelecida por:

−1

2

∑
k,l

Rijklωk ∧ ωl = Ωij

= dωij −
∑
k

ωik ∧ ωkj

= −ωin+1 ∧ ωn+1j + Ωij

= −
∑
k

hikωk ∧
∑
l

hjlωl −
1

2

∑
k,l

Rijklωk ∧ ωl

= −
∑
k,l

hikhjlωk ∧ ωl −
1

2

∑
k,l

Rijklωk ∧ ωl.

Assim,

Rijkl = Rijkl − (hikhjl − hilhjk). (2.14)

A equação (2.14) é chamada de Equação de Gauss.
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As funções componentes Rijkl do tensor curvatura de Mn, permitem definir

outras curvaturas como, por exemplo, as curvaturas seccionais.

Dado p ∈ Mn, consideremos em TpM
n um subespaço P bidimensional.

Suponhamos span{ei, ej} = P , para alguns i, j = 1, . . . , n. Assim, temos a seguinte

Proposição 2.13. O número Ωij(ei, ej) = Rijij depende apenas do subespaço P .

Podemos então, definir:

Definição 2.14. O número

Kp(P ) = −Ωij(ei, ej)

é chamado a curvatura seccional de Mn em p, segundo P .

Mais geralmente, temos:

Proposição 2.15. Sejam X, Y ∈ P ⊂ TpM linearmente independentes e um

referencial ortonormal {ei} tal que span{ei, ej} = P , para alguns i, j = 1, . . . , n.

Então,

K(p) =
〈R(X, Y )X, Y 〉

〈X,X〉〈Y, Y 〉 − 〈X, Y 〉2
.

É importante notar que, como P é não degenerado, 〈X,X〉〈Y, Y 〉−〈X, Y 〉 6= 0.

Definição 2.16. Dizemos que uma variedade tem curvatura (seccional) constante,

se Kp(P ) não depende de p e do subespaço não degenerado P .

Assim, se Mn+1

1 (c) tem curvatura constante, temos que

RABCD = εAεB c(δACδBD − δADδBC).

Logo, a equação de Gauss para uma hipersuperfície Mn tipo espaço em M
n+1

1 (c)

pode ser escrita como

Rijkl = c(δikδjl − δilδjk)− (hikhjl − hilhjk). (2.15)

A partir das curvaturas seccionais, denifimos as seguintes curvaturas:
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Definição 2.17 (Tensor Curvatura de Ricci). Seja R o tensor curvatura de Mn.

O tensor curvatura de Ricci de Mn é definido por

Ric(X, Y ) =
∑
i

〈R(X, ei)Y, ei〉, (2.16)

onde {e1, . . . , en} é um referencial ortonormal e X, Y são campos vetoriais sobre

Mn.

O número Ric(X,X) é chamado curvatura de Ricci na direção deX. SeX = ei,

Y = ej, temos que as componentes do tensor curvatura de Ricci no referencial

{e1, . . . , en}, denotadas por Rij, são dadas por

Rij = Ric(ei, ej) =
n∑
k=1

Rikjk, (2.17)

onde Rikjk = 〈R(ei, ek)ej, ek〉. A partir da equação de Gauss (2.14), deduzimos

que as componentes do tensor curvatura de Ricci satisfazem

Rij = c(n− 1)δij − nHhij +
∑
k

hikhkj. (2.18)

Dizemos que Mn tem tensor curvatura de Ricci limitado inferiormente se existe α

tal que

Ric(X, Y ) ≥ α〈X, Y 〉,

para quaisquer X, Y campos vetoriais sobre Mn. Similarmente, a curvatura de

Ricci é limitada inferiormente se

Ric(X,X) ≥ α〈X,X〉,

para qualquer campo vetorial X sobre Mn. Ou equivalentemente, a curvatura de

Ricci é limitada inferiormente se

Rii ≥ α, (2.19)

para todo 1 ≤ i ≤ n.

Definição 2.18 (Curvatura Escalar Normalizada (R)). A curvatura escalar

normalizada é uma função diferenciável sobre Mn obtida a partir do tensor
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curvatura de Ricci. Se {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de campos locais sobre

M , temos que

R(p) =
1

n(n− 1)

∑
i

Ricp(ei, ei) =
1

n(n− 1)

∑
i,j

Rijij. (2.20)

De (2.18)

n(n− 1)R =
∑
i

Rii

=
∑
i

c(n− 1)−
∑
i

nHhii +
∑
i,k

h2ik

= cn(n− 1)− n2H2 +
∑
i,k

h2ik.

Logo

n(n− 1)R = cn(n− 1)− n2H2 + S, (2.21)

onde S =
∑
i,j

h2ij denota o quadrado da norma da segunda forma fundamental de

Mn.

2.4 Tensores e operadores diferenciais

Nesta seção, definimos alguns operadores diferenciais que serão utilizados para

a obtenção e emprego de fórmulas durante todo o trabalho. Iniciamos definindo

operações de derivação de tensores sobre Mn.

Dado um (0,2)-tensor covariante T diferenciável definido em Mn, podemos

representar T , por

T =
∑
i,j

Tij ωi ⊗ ωj, (2.22)

onde, Tij = T (ei, ej) definem as componentes de T no referencial {e1, . . . , en} para

Mn.

Como T é um tensor diferenciável, temos que as funções componentes no

referencial são funções diferenciáveis. Assim, faz sentido falar em dTij.

Definição 2.19. Seja T um (0,2)-tensor covariante em Mn. A diferencial

covariante ∇T de T é um (0,3)-tensor definido da seguinte maneira: as
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componentes Tijk = (∇T )(ei, ej, ek), para i, j, k = 1, . . . , n, chamadas de derivadas

covariantes de Tij, são dadas por:∑
k

Tijkωk = d(Tij) +
∑
k

Tkjωki +
∑
k

Tikωkj. (2.23)

De forma similar à diferencial covariante de um tensor diferenciável T sobre

Mn, definimos a segunda diferencial covariante como sendo o (0,4)-tensor ∇(∇T ),

cujas funções componentes são Tijkl = ∇(∇T )(ei, ej, ek, el), chamadas de segundas

derivadas covariantes de Tij e dadas por∑
l

Tijklωl = d(Tijk) +
∑
l

Tljkωli +
∑
l

Tilkωlj +
∑
l

Tijlωlk. (2.24)

Observação 2.20. Se o tensor é da forma T : X(M)×X(M)→ X(M) sobre Mn,

defina T : X(M)× X(M)× X(M)→ C∞(M) da seguinte forma

T (X1, X2, Y ) = 〈T (X1, X2), Y 〉.

Claramente T é C∞(M)−multilinear e, consequentemente, um (0,3)-tensor. Isto

define um isomorfismo canônico T → T entre o conjunto das aplicações de

X(M) × X(M) → X(M) e T 0
3 (M). Assim, podemos definir uma diferencial

covariante para T , de modo que as derivadas covariantes de Tij safizfazem∑
k

Tijkωk = d(Tij) +
∑
k

Tkjωki +
∑
k

Tikωkj,

no sentido natural, visto que, pelo isomorfismo temos ∇Y T = ∇Y T , para todo

campo Y ∈ X(M).

Um exemplo simples, porém muito útil é I : X(M)→ X(M) tal que I(X) = X.

O (0,2)-tensor a ele associado é o tensor métrico G : X(M) → C∞(M) e sua

diferencial covariante é (∇I) = 0.

De forma similar, dada uma aplicação Φ : X(M) × X(M) → X(M)⊥, isto é,

Φ =
∑
i,j

Φijωi ⊗ ωjen+1, suas diferenciais covariantes são tais que as derivadas

covariantes de Φij são dadas por:∑
k

Φijkωk = d(Φij) +
∑
k

Φkjωki +
∑
k

Φikωkj; (2.25)

∑
l

Φijklωl = d(Φijk) +
∑
l

Φljkωli +
∑
l

Φilkωlj +
∑
l

Φijlωlk. (2.26)
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Observação 2.21. Como o campo vetorial resultante é um campo normal a Mn

teriamos uma parcela com as formas de conexão relativas ao campo normal, mas

no caso de hipersuperfícies, temos que esta forma é ωn+1n+1 = 0.

A derivada covariante de tensores nos permite estender às variedades

Riemannianas (variedades tipo espaço estão nesta classe) certos operadores

diferenciais usuais do espaço Euclidiano.

Definição 2.22. Seja f : Mn → R uma função diferenciável em uma variedade

Riemanniana Mn. O gradiente de f é o campo vetorial ∇f em Mn definido por

〈∇f,X〉p = dfp(X),

para todo p ∈M e todo X ∈ TpM .

Considerando um referencial {ei} em um aberto U ⊂ Mn podemos escrever,

em U , df =
∑
i

fiωi. A função fi é chamada a derivada de f na direção de ei.

Verifica-se, em U , que

∇f =
∑
i=1

fiei.

Sendo df uma 1-forma e, consequentemente, um (0,1)-tensor, temos, das

definições apresentadas acima, que a sua diferencial covariante de ∇(df) é um

(0,2)-tensor, cujas componentes fij satisfazem∑
j

fijωj = dfi +
∑
j

fjωji.

Definição 2.23. A forma bilinear ∇(df) é chamada o Hessiano de f na métrica

de Mn. O traço desta forma é chamado o Laplaciano de f , e é dado por

∆f =
∑
i

fii.

Dado um campo de vetores X emMn, a métrica Riemanniana faz corresponder

a X uma 1-forma diferenciável ωX (isomorfismo da Observação 2.20) definida por

ωX(Y ) = 〈X, Y 〉p,



2.5. Fórmula do tipo Simons 30

para todo p ∈ M e todo Y ∈ TpM . Em um referencial {ei} sobre um aberto de

M , se X =
∑
i

xiei, temos que

ωX =
∑
i

xiωi.

A diferencial covariante ∇ωX é uma forma bilinear cujas funções componentes

xij são dadas por ∑
j

xijωj = dxi +
∑
j

xjωji.

Definição 2.24. O traço de ∇ωX é chamado divergente de X, e tem a expressão

divX =
∑
i

xii.

Observe que

∆f = div∇f.

Para os operadores definidos acima temos as seguintes propriedades: dadas

funções diferenciáveis f, g : Mn → R e X, Y campos vetoriais diferenciáveis em

Mn, temos

1. ∇(f + g) = ∇f +∇g.

2.∇(fg) = g∇f + f∇g.

3. Se ϕ : R→ R é diferenciável, então ∇(ϕ ◦ f) = ϕ′(f)∇f.

4. div(X + Y ) = divX + divY.

5. div(fX) = fdivX + 〈∇f,X〉.

6. ∆(fg) = g∆f + f∆g + 2〈∇f,∇g〉.

7. Se ϕ : R→ R é diferenciável, então ∆(ϕ ◦ f) = (ϕ′′ ◦ f)|∇f |2 + (ϕ′ ◦ f)∆f.

2.5 Fórmula do tipo Simons

O objetivo desta seção é determinar uma expressão para o Laplaciano de S,

que, como mencionado acima, representa o quadrado da norma da segunda forma

fundamental da imersão x. Uma expressão desse tipo é chamada Fórmula do tipo
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Simons. Para sua determinação no caso considerado na seção 2.3, passemos às

seguintes observações.

Sendo a segunda forma fundamental da imersão x : Mn → M
n+1

1 dada por

h =
∑
k

hijωi ⊗ ωjen+1, temos que as derivadas covariantes de hij satisfazem

∑
k

hijkωk = d(hij) +
∑
k

hkjωki +
∑
k

hikωkj, (2.27)

∑
l

hijklωl = d(hijk) +
∑
l

hljkωli +
∑
l

hilkωlj +
∑
l

hijlωlk. (2.28)

Uma primeira consequência destas expressões são as equações de Codazzi,

hijk = hikj; ∀i, j, k = 1, . . . , n. (2.29)

Para obtê-las, substitua dhij na derivada exterior da equação (2.7)

dωin+1 = d(−
∑
j

hij ωj) = −
∑
j

(dhij ∧ ωj + hijdωj)

= −
∑
j,k

hijkωk ∧ ωj +
∑
j,k

hkjωki ∧ ωj︸ ︷︷ ︸
a

+
∑
j,k

hikωkj ∧ ωj︸ ︷︷ ︸
b

−
∑
j,k

hijωjk ∧ ωk︸ ︷︷ ︸
b

.

Por outro lado, como Mn+1

1 (c) tem curvatura (seccional) constante e igual a c,

temos Ωin+1 = 0. Assim, resta em (2.11)

dωin+1 =
∑
k

ωik ∧ ωkn+1. (2.30)

Daí,

dωin+1 =
∑
k

ωik ∧

(
−
∑
j

hkjωj

)
= −

∑
k,j

hkjωik ∧ ωj︸ ︷︷ ︸
a

.

Assim, igualando as duas sentenças e notando que os somatórios indicados pelas

mesmas letras se cancelam, resta

0 =
∑
j,k

hijkωk ∧ ωj =
∑
j<k

(hijk − hikj)ωk ∧ ωj,
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donde, segue que hijk = hikj.

Uma outra relação importante, agora envolvendo as segunda derivadas

covariantes de hij, é a chamada identidade de Ricci

hijkl − hijlk =
∑
m

hmjRmikl +
∑
m

himRmjkl. (2.31)

Para uma demonstração, diferenciemos exteriormente o primeiro membro de (2.27)

e utilizemos (2.28) no desenvolvimento

d(
∑
k

hijkωk) =
∑
k

(d(hijk) ∧ ωk + hijkdωk)

=
∑
k,l

(hijklωl − hljkωli − hilkωlj − hijlωlk) ∧ ωk +
∑
k,l

hijkωkl ∧ ωl

=
∑
k,l

hijklωl ∧ ωk −

a︷ ︸︸ ︷∑
k,l

hljkωli ∧ ωk−

b︷ ︸︸ ︷∑
k,l

hilkωlj ∧ ωk

−

c︷ ︸︸ ︷∑
k,l

hijlωlk ∧ ωk +

c︷ ︸︸ ︷∑
k,l

hijkωkl ∧ ωl .

Por outro lado, diferenciando o segundo membro de (2.27), tem-se

d(
∑
k

hijkωk) = d(dhij) +
∑
k

dhkj ∧ ωki +
∑
k

hkjdωki +
∑
k

dhik ∧ ωkj +
∑
k

hikdωkj

=
∑
k,l

(hkjlωl − hljωlk − hklωlj) ∧ ωki +
∑
k,l

hkjωkl ∧ ωli +
∑
k

hkjΩki

+
∑
k,l

(hiklωl − hlkωli − hilωlk) ∧ ωkj +
∑
k,l

hikωkl ∧ ωlj +

+
∑
k

hikΩkj

=

a︷ ︸︸ ︷∑
k,l

hkjlωl ∧ ωki−

d︷ ︸︸ ︷∑
k,l

hljωlk ∧ ωki−

e︷ ︸︸ ︷∑
k,l

hklωlj ∧ ωki

+

d︷ ︸︸ ︷∑
k,l

hkjωkl ∧ ωli +
∑
k

hkjΩki +

b︷ ︸︸ ︷∑
k,l

hiklωl ∧ ωkj −

−

e︷ ︸︸ ︷∑
k,l

hlkωli ∧ ωkj −

f︷ ︸︸ ︷∑
k,l

hilωlk ∧ ωkj +

f︷ ︸︸ ︷∑
k,l

hikωkl ∧ ωlj +

+
∑
k

hikΩkj.
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Observe que, após uma mudança nos índices, os somatórios indicados com

mesmas letras se cancelam. Assim, igualando as duas sentenças, resta:∑
k,l

hijklωl ∧ ωk =
∑
k

hkjΩki +
∑
k

hikΩkj.

Daí, obtém-se

hijkl − hijlk =
∑
m

hmjΩmi(el, ek) +
∑
m

himΩmj(el, ek).

Notando que

Ωmi(el, ek) = −1

2

∑
r,s

Rmirsωr ∧ ωs(el, ek) = Rmikl,

Ωmj(el, ek) = −1

2

∑
r,s

Rmjrsωr ∧ ωs(el, ek) = Rmjkl,

segue que

hijkl − hijlk =
∑
m

hmjRmikl +
∑
m

himRmjkl.

Com esta relação e usando a simetria das funções hij em relação aos índices,

temos que o Laplaciano de hij é dado por

∆hij =
∑
k

hijkk =
∑
k

hikjk

=
∑
k

(
hikkj +

∑
m

hmkRmijk +
∑
m

himRmkjk

)
=

∑
k

hkkij +
∑
k,m

hmkRmijk +
∑
k,m

himRmkjk. (2.32)

A partir da segunda forma fundamental, podemos definir o (0,2)-tensor

h(X, Y ) = 〈h(X, Y ), en+1〉. Pelo isomorfismo apresentado na Observação 2.20,

temos que, para cada p ∈ Mn, existe uma tranformação linear Ap : TpM → TpM

tal que

〈h(X, Y ), en+1〉p = 〈A(X), Y 〉p; ∀ X, Y ∈ TpMn.

A tranformação linear Ap é chamada de endomorfismo de Weingarten. Como

h é diferenciável e simétrica é fácil verificar que A varia diferenciavelmente com

o ponto p e é auto-adjunta. Pela relação acima, obtemos que A =
∑
i,j

hijωiej,
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assim (pela Observação 2.20) podemos derivar A covariantemente, onde as funções

componentes de ∇A são hijk. Desta forma,

|A|2 =
∑
i,j

h2ij = S; |∇A|2 =
∑
i,j,k

h2ijk. (2.33)

Observação 2.25. Como Ap é auto-adjunta em cada ponto p ∈ Mn, sua matriz

(hij(p)) é diagonalizável, isto é, existem um referencial {ei} e números λi tais que

hij(p) = λiδij. Os números λi são chamados de curvaturas principais de Mn em

p e cada direção de {ei} é chamada de direção principal.

Com este aporte de ferramentas, passaremos a deduzir uma fórmula do

tipo Simons para hipersupefícies tipo espaço com curvatura média constante,

apresentada no seguinte

Teorema 2.26 (Fórmula do tipo Simons). Seja Mn uma hipersuperfície tipo

espaço imersa em M
n+1

1 (c) de curvatura seccional constante c. Se S denota o

quadrado da norma da segunda forma fundamental e a imersão tem curvatura

média constante H, então

1

2
∆S = |∇A|2 + S2 + nc(S − nH2)− nHtr(A3). (2.34)

Demonstração. Seja Mn uma hipersuperfície tipo espaço como no enunciado.

Sendo S =
∑
i,j

h2ij temos, das propriedades do Laplaciano, que

∆S =
∑
i,j

∆h2ij. (2.35)

E, ainda, para cada par de 1 ≤ i, j ≤ n,

∆h2ij = 2hij∆hij + 2|∇hij|2.

De (2.32), decorre que

1

2
∆h2ij = hij

∑
k

hkkij︸ ︷︷ ︸
I

+hij
∑
k,m

hmkRmijk + hij
∑
k,m

himRmkjk︸ ︷︷ ︸
II

+|∇hij|2.
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Examinemos (I) e (II). De (2.28), temos que∑
k

hkkij =
∑
k

d(hkki)(ej) +
∑
k,t

htkiωtk(ej) +
∑
k,t

hktiωtk(ej) +
∑
k,t

hkktωti(ej).

(2.36)

Note que, utilizando (2.27)

∑
k

d(hkki)(ej) =
∑
k

ej

(
d(hkk)(ei) + 2

∑
m

hmkωmk(ei)

)

= ej(ei

(∑
k

hkk

)
) + 2ej

(∑
k,m

hmkωmk(ei)

)
. (2.37)

Trocando os índices k e m na segunda parcela, utilizando a antissimetria das 1-

formas de conexão ωmk e a simetria das funções hij, temos que∑
k,m

hmkωmk(ei) =
∑
k,m

hkmωkm(ei) = −
∑
k,m

hmkωmk(ei). (2.38)

Logo, ∑
k,m

hmkωmk(ei) = 0. (2.39)

Assim, como
∑
k

hkk = nH eH é constante, segue de (2.37) que
∑
k

d(hkki)(ej) = 0.

De forma análoga, como em (2.38), conclui-se utilizando a equaçao de Codazzi

(2.29) que ∑
k,t

hktiωtk(ej) =
∑
k,t

htkiωtk(ej) = 0. (2.40)

Para o terceiro termo de (2.36), temos

∑
k,t

hkktωti(ej) =
∑
t

(∑
k

hkktωti(ej)

)
.

Utilizando (2.27), temos:

∑
k

hkktωti(ej) =
∑
k

(
d(hkk)(et) + 2

∑
m

hmkωmk(et)

)
ωti(ej)

=
∑
k

(
(et)(hkk) + 2

∑
m

hmkωmk(et)

)
ωti(ej)

= et

(∑
k

hkk

)
ωti(ej) + 2

(∑
k,m

hmkωmk(et)

)
ωti(ej).
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Como em (2.38), obtemos que
∑
k,m

hmkωmk(et) = 0 e, sendo
∑
k

hkk = nH, temos

∑
k,t

hkktωti(ej) =
∑
t

(
et

(∑
k

hkk

)
ωti(ej)

)
=

∑
t

(et(nH))ωti(ej) = 0,

pois H é constante. Logo, (I) = 0.

Analisando (II), segue da equação de Gauss (2.14), que∑
k,m

hmkRmijk =
∑
k,m

[chmk(δmjδik − δmkδij)− hmk(hmjhik − hmkhij)]. (2.41)

Se i = j∑
k,m

hmkRmiik =
∑
k 6=m

[chmk(δmiδik − δmkδii)] +
∑
k=m

[chmm(δmiδim − δmmδii)]

−
∑
k,m

[hmk(hmjhik − hmkhij)]

= chii − cδii
∑
m

hmm −
∑
k,m

[hmk(hmkhik − hmkhij)].

Se i 6= j∑
k,m

hmkRmijk =
∑
k 6=m

[chmk(δmjδik − δmkδij)] +
∑
k=m

[chmm(δmjδim − δmmδij)]

−
∑
k,m

[hmk(hmjhik − hmkhij)]

= chji − cδij
∑
m

hmm −
∑
k,m

hmk[(hmjhik − hmkhij)].

De forma que, para todo 1 ≤ i, j ≤ n∑
k,m

hmkRmijk = chji − cδij
∑
m

hmm −
∑
k,m

[hmk(hmjhik − hmkhij)]. (2.42)
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Temos, ainda,∑
k,m

himRmkjk =
∑
k,m

[chmi(δmjδkk − δmkδkj)− hmi(hmjhkk − hmkhkj)]

=
∑
k 6=m

[chmi(δmjδkk − δmkδkj)] +
∑
k=m

[chmi(δmjδmm − δmmδmj)]−

−
∑
k,m

[hmi(hmjhkk − hmkhkj)]

= chji(n− 1)−
∑
k,m

[hmi(hmjhkk − hmkhkj)].

Logo,

(II) = cnh2i,j − cδij
∑
m

hijhmm −
∑
k,m

[hijhmk(hmjhik − hmkhij)]

−
∑
k,m

[hijhmi(hmjhkk − hmkhkj)]

= cnh2ij − cδij
∑
m

hijhmm −
∑
k,m

hijhmkhmjhik︸ ︷︷ ︸
a

+
∑
k,m

h2ijh
2
mk

−
∑
k,m

hijhmihmjhkk +
∑
k,m

hijhmihmkhkj︸ ︷︷ ︸
a

.

Note que, após uma mudança nos índices m e k, os somatórios indicados por a se

cancelam. Assim,

(II) = cnh2ij − cδij
∑
m

hijhmm +
∑
k,m

h2ijh
2
mk −

∑
k,m

hkihkjhmmhij.

Desta forma,

1

2

∑
i,j

∆hij
2 = cn

∑
i,j

h2ij − c
∑
i,j

(
δij
∑
m

hijhmm

)
+
∑
i,j,k,m

h2ijh
2
mk −

−
∑
i,j,k,m

hkihkjhmmhij +
∑
i,j

|∇hij|2.

Note que
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cn
∑
i,j

h2ij = cnS,

c
∑
i,j

(
δij
∑
m

hijhmm

)
= c

∑
i,j

(δijhijnH) = cn2H2,

∑
i,j,k,m

h2ijh
2
mk =

∑
i,j

(
h2ij
∑
k,m

h2mk

)
= S2,

∑
i,j,k,m

hkihkjhmmhij =
∑
i,j,k

(
hkihkjhij

∑
m

hmm

)
= nH

∑
i,j,k

(hkihkjhij) = nHtr(A3),∑
i,j

|∇hij|2 =
∑
i,j

|
∑
k

ek(hij)ek|2 =
∑
i,j,k

h2ijk.

Assim, das simplificações acima e de (2.33), temos

1

2

∑
i,j

∆h2ij = cnS − cn2H2 + S2 − nHtr(A3) + |∇A|2.

Portanto, de (2.35) segue que

1

2
∆S = |∇A|2 + S2 + cn(S − nH2)− nHtr(A3).

Esta expressão possibilita a obtenção de vários resultados globais sobre

hipersuperfícies, como caracterização de hipersuperfícies e estimativas para a

curvatura média e o quadrado da norma da segunda forma fundamental.

Historicamente, J. Simons apresentou, em [14], uma expressão para o

Laplaciano do quadrado da norma da segunda forma fundamental de uma

variedade conexa na esfera e estabeleceu vários resultados no estudo de imersões

mínimas e variedades compactas. Posteriormente vários autores obtiveram

resultados análogos, como é o caso de T. Ishihara em [4], cujo resultado

apresentaremos no capítulo a seguir.



Capítulo 3

HIPERSUPERFÍCIES TIPO

ESPAÇO COMPLETAS EM

FORMAS ESPACIAIS

SEMI-RIEMANNIANAS

Neste capítulo, apresentamos alguns resultados para o estudo de

hipersuperfícies tipo espaço completas em formas espaciais. Iniciaremos com uma

breve apresentação do conceito de Distribuição e Variedade Integral que faremos

uso no decorrer deste trabalho.

3.1 Fatos básicos

Definição 3.1. Seja Mn uma variedade diferenciável n-dimensional. Uma

distribuição (tangente) D k-dimensional sobre M é uma escolha de um subespaço

linear k-dimensional Dp ⊂ TpM , em cada ponto p ∈ M . Uma distribuição D é

dita diferenciável se a união dos subespaços Dp forma um subfibrado diferenciável

D =
∐
p∈M

Dp ⊂ TM.

Observação 3.2. TM denota o fibrado tangente sobre Mn.

Para determinar se uma distribuiçãoD é diferenciável, temos o seguinte critério.

39
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Lema 3.3 (Critério do Referencial Local). Sejam Mn uma variedade diferenciável

e D ⊂ TM uma distribuição k-dimensional. Então, D é diferenciável se, e somente

se, a seguinte condição é satisfeita:

Cada ponto p ∈ M possui uma vizinhança U sobre a qual existem campos

vetoriais diferenciáveis Y1, . . . , Yk : U → TM , tais que Y1|q , ..., Yk|q formam uma

base para Dq, para cada q ∈ U .

Demonstração. Ver referência [6], página 495.

Agora seja D ⊂ TM uma distribuição k-dimensional diferenciável sobre Mn e

considere uma subvariedade k-dimensional imersa Sk em Mn. Para cada s ∈ Sk,

temos TsSk é um subespaço linear de TsM
n. Algumas questões naturais que

surgem são:

• TsS corresponde a Ds ?

• Existem subvariedades imersas em Mn tal que TsS = Ds ?

Uma subvariedade S com tal propriedade seria como uma curva integral de um

campo de vetores, e sua existência motiva a seguinte definição:

Definição 3.4. Uma subvariedade imersa S é uma variedade integral de uma

distribuição D se TsS = Ds, para cada s ∈ S. D é uma distribuição integrável se

cada ponto de M pertence a uma variedade integral de D.

Para responder a segunda questão introduzimos a seguinte

Definição 3.5. Seja D uma distribuição diferenciável sobre M . Dizemos que

M é involutiva se, dado qualquer par de campos vetoriais locais diferenciáveis

de D, (isto é, campos X, Y definidos em um subconjunto aberto de M tais que

Xp, Yp ∈ Dp para cada p), seu colchete de Lie é também um campo vetorial local

diferenciável de D.

Com respeito a esse conceito temos a seguinte

Proposição 3.6. Toda distribuição integrável é involutiva.
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Demonstração. Seja D ⊂ TM uma distribuição integrável. Suponha V e W

campos locais de D definidos em algum subconjunto aberto U ⊂ M . Seja p ∈ U

um ponto qualquer e seja S uma variedade integral de D contendo p. Desde

que V e W são campos de D, temos que V e W são tangentes a S sobre U .

Das propriedades do colchete de Lie, temos que [V,W ] é também tangente a S e,

consequentemente, [V,W ]p ∈ Dp. Sendo verdade para todo p ∈ U , D é involutiva.

Um modo alternativo para caracterizar se uma distribuição é diferenciável

e involutiva é utilizando o conceito de formas diferenciais. Os critérios são

apresentados a seguir.

Lema 3.7. Sejam M uma variedade diferenciável n-dimensional e D ⊂ TM uma

distribuição k-dimensional. Então, D é diferenciável se, e somente, se cada ponto

de M tem uma vizinhança U sobre a qual existem 1-formas diferenciais ω1, ..., ωn−k

tais que para cada q ∈ U ,

Dq = Ker (ω1|q) ∩ . . . ∩Ker (ωn−k|q). (3.1)

Demonstração. Suponha, primeiro, que existam formas ω1, ..., ωn−k em uma

vizinhança de cada ponto de M que satisfaçam (3.1). Completemos o conjunto

das 1-formas acima, de forma a obter um co-referencial diferenciável {ω1, ..., ωn}

sobre uma vizinhança (se necessário, menor). Se {e1, ..., en} é o referencial dual, é

fácil verificar que D é localmente gerado por en−k+1, ..., en, assim, é diferenciável

pelo critério do referencial local.

Reciprocamente, suponha D uma distribuição diferenciável. Em uma

vizinhança de um ponto p ∈ M , existem campos vetoriais diferenciáveis Y1, ..., Yk

que geram D (critério do referencial local). Completemos este conjunto de modo

a obter um referencial local diferenciável {Y1, ..., Yn} numa vizinhança U ⊂ M de

p. Com o co-referencial dual associado a {Y1, ..., Yn}, denotado por {ε1, ..., εn},

vemos que D é localmente caracterizado por

Dq = Ker (ε1|q) ∩ . . . ∩Ker (εn−k|q),

para todo q ∈ U .
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Quaisquer (n − k) 1-formas diferenciais independentes ω1, ..., ωn−k definidas

em um subconjunto aberto U ⊂ M e satisfazendo (3.1), para cada q ∈ U , são

chamadas de formas locais de definição da distribuição D.

Lema 3.8. Suponha D ⊂ TM uma distribuição diferenciável. Então, D é

involutiva se, e somente, se a seguinte condição é satisfeita:

"Se η é uma 1-forma qualquer que anula D sobre um subconjunto aberto

U ⊂M , então dη também anula D sobre U".

Para a demonstração deste lema precisamos do seguinte fato, cuja

demonstração pode ser encontrada em [6], na página 310.

Lema 3.9 (Derivada Exterior de uma 1-forma). Para quaisquer 1-forma

diferencial η e campos vetoriais diferenciáveis X e Y , temos:

dη(X, Y ) = X(η(Y ))− Y (η(X))− η([X, Y ]). (3.2)

Demonstração do Lema 3.8. Primeiro suponha que D é uma distribuição

involutiva. Seja η uma 1-forma diferencial que anula D sobre um aberto U ⊂ M .

Então, para quaisquer campos locais diferenciáveis X, Y de M , segue de (3.2) que

dη é dado por

dη(X, Y ) = X(η(Y ))− Y (η(X))− η([X, Y ]).

A hipótese implica que cada um dos termos do segundo membro é zero em U

(se D é involutiva para X, Y campos locais de D, temos que [X, Y] é um campo

local de D). Logo, dη também anula D em U .

Reciprocamente, suponha que D é uma distribuição k-dimensional que satisfaz

a propriedade acima, e suponha que X, Y são campos locais de D. Se ω1, ..., ωn−k

são formas locais de definição de D, segue de (3.2)

ωi([X, Y ]) = X(ωi(Y ))− Y (ωi(X))− dωi(X, Y ) = 0. ∀1 ≤ i ≤ n− k.

Isso implica que [X, Y ] é um campo local de D. Portanto, D é involutiva.
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Dada uma distribuição diferenciável D, k-dimensional sobre M , buscamos as

melhores condições possíveis para esperar a existência de variedades integrais de

D. É facil ver que se D é integrável, existe uma variedade integral para D. Na

busca de tais condições, desenvolveram-se os seguintes conceitos.

Definição 3.10. Seja D ⊂ TM uma distribuição k-dimensional. Dizemos que

uma carta coordenada (U,ϕ) sobre M é flat para D se ϕ(U) é um produto de

subconjuntos abertos conexos U ′ × U ′′ ⊂ Rk ×Rn−k e, em cada ponto p ∈ U , Dp é

gerado pelos primeiros k campos vetoriais coordenados ∂/∂x1, ..., ∂/∂xk. Dizemos

que uma distribuição D ⊂ TM é completamente integrável se existe uma carta flat

para D em uma vizinhança de todo ponto de M .

Desta definição, temos que toda distribuição completamente integrável é

integrável e, consequentemente, involutiva. A recíproca é verdadeira, e se configura

como a melhor condição procurada para garantir a existência de variedades

integrais.

Teorema 3.11 (Frobenius). Toda distribuição involutiva é completamente

integrável.

Demonstração. Ver referência [6], página 501.

3.2 Hipersuperfícies tipo espaço completas e

isoparamétricas nas formas espaciais semi-

Riemannianas

Partindo do princípio de que uma hipersuperfície tipo espaço é Riemanniana,

iniciamos o estudo das hipersuperfícies tipo espaço completas em Hn+1
1 (c), no caso

de hipersuperfícies compactas, onde temos a garantia da completitude. Importante

ressaltar que as hipersuperfícies compactas são consideradas sem bordo.

Teorema 3.12. Não existem hipersuperfícies tipo espaço compactas em Hn+1
1 (c).
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Demonstração. Suponhamos que exista x : Mn → Hn+1
1 (c) ⊂ Rn+2

2 uma

hipersuperfície tipo espaço compacta em Hn+1
1 (c). Consideremos um referencial

ortonormal local {e1, . . . , en+2} adaptado à imersão x, isto é, de modo que

{e1, . . . , en} sejam tangentes a Mn, en+1 normal a Mn e en+2 normal a Hn+1
1 .

O referencial acima pode ser tomado de forma que {e1, . . . , en+1, en+2 =
√
−cx}.

Tomando um vetor v fixo de Rn+2
2 , defina a função altura f : Mn → R dada por

f(x) = 〈x, v〉. Assim, f é uma função diferenciável sobre Mn.

Pela definição de gradiente, para qualquer X ∈ X(Mn), temos:

〈∇f,X〉 = X〈x, v〉 = 〈X, v〉 = 〈X, vT 〉, (3.3)

visto que a derivada do campo posição em Rn+2
2 na direção de um vetor tangente

é o vetor tangente.

Assim, ∇f = vT (vT denota a parte tangente a Mn). Como v ∈ Rn+2
2 =

TpM
n ⊕ span{en+1} ⊕ span{en+2}, temos que v = vT + c〈v, x〉x − 〈v, en+1〉en+1.

Logo

|vT |2 = |v|2 − c〈v, x〉2 + 〈v, en+1〉2.

Então, |∇f |2 = |v|2 − c〈v, x〉2 + 〈v, en+1〉2.

Se tomarmos v ∈ Rn+2
2 tal que 〈v, v〉 > 0, teremos que a função altura f não

terá pontos críticos e, assim não possuirá pontos de máximo ou pontos de mínimo,

o que é um absurdo. Portanto, Mn não pode ser compacta.

Observação 3.13. Uma prova similar à apresentada acima nos permite concluir

que também não existe hipersuperfície tipo espaço compacta em Ln+1. Contudo,

existem hipersuperfícies tipo espaço compactas em Sn+1
1 , visto que se pode imergir

a esfera Sn de modo que a métrica induzida seja positiva definida. Para isso, basta

considerar o seguinte conjunto

Sn(c1) = {x ∈ Sn+1
1 (c) ⊂ Rn+2

1 ; xn+2 =
√

1/c1 − 1/c, e 0 < c1 ≤ c}.

Desta forma, quando considerarmos uma hipersuperfície tipo espaço completa

em Hn+1
1 (c), ela será uma hipersuperfície não compacta. Dando continuidade ao
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estudo, apresentaremos um contexto válido para qualquer um dos modelos de

formas espaciais sugeridos no capítulo 1, para este fim, passaremos a denotar, por

um instante a forma espacial ambiente por Mn+1

1 .

SejaMn uma hipersuperfície tipo espaço conexa em uma variedade Lorentziana

M
n+1

1 (c) de curvatura constante c. Como no capítulo 1, denotemos por h a segunda

forma fundamental de Mn em M
n+1

1 e por A o endomorfismo de Weingarten

associado a h. Sendo h simétrico em cada p ∈ M , temos que A é auto-adjunta e,

sendo a métrica induzida positiva definida, existe uma base ortonormal {e1, ..., en}

em TpM
n que diagonaliza A, ou seja, Ap(ei) = λi(p)ei, ou, ainda, hij = λiδij. Os

autovalores λi(p) de Ap, como antes, são chamados de curvaturas principais deMn

em p. Desta forma, definimos n funções em Mn λ1, λ2, ..., λn, tais que, em cada

ponto, elas são as curvaturas principais de Mn em p.

P.J. Ryan mostrou, em [13], que essas funções variam continuamente sobre

Mn. Quanto à diferenciabilidade destas funções, K. Nomizu, em [8], apresentou

condições suficientes para garantir sua diferenciabilidade. Ele apresentou o

seguinte

Teorema 3.14. Seja A : D ⊂ Rn → Sn (Sn denota o conjunto das matrizes

simétricas (n×n)) uma aplicação diferenciável. Se λ é uma função contínua em D

tal que, para todo x ∈ D, o número λ(x) é o autovalor de A(x) com multiplicidade

m comum em todo ponto, então λ é uma função diferenciável. Além disso, para

cada p ∈ D, existem m aplicações diferenciáveis X1, ..., Xm de uma vizinhança

U ⊂ D de p tais que, para cada q ∈ U , X1(q), ..., Xm(q), formam uma base

ortonormal do autoespaço de A(q) correspondente ao autovalor λ(q).

Esse resultado é naturalmente estendido para variedades diferenciáveis, no

caso de aplicações diferenciáveis em um aberto de Mn no conjunto das matrizes

simétricas, como o endomorfismo de Weingarten. Assim, se uma curvatura

principal λ tem multiplicidade constante m, temos que ela é diferenciável e, para

cada p ∈M , existem campos vetoriais diferenciáveis X1, ..., Xm de uma vizinhança

U ⊂ M de p tais que, para cada q ∈ U , X1(q), ..., Xm(q) formam uma base

ortonormal do autoespaço de Aq para o autovalor λ(q). Desta forma, o referencial
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{e1, . . . , en} pode ser tomado com tal propriedade.

Assim, consideremos o seguinte caso. Suponhamos que existam exatamente 2

curvaturas principais distintas e as multiplicidades de cada uma sejam comuns em

cada ponto p ∈Mn, digamos m e n−m. Caso seja necessário, podemos reordenar

e1, ..., en de forma a que possamos escrever

λ1 = λ2 = ... = λm = µ1 e λm+1 = ... = λn = µ2.

Nesta situação, definamos, para cada curvatura principal µj, as distribuições

Dj sobre Mn a partir das seguintes escolhas de subespaços de TpMn, para cada

ponto p ∈Mn

Dj
p = {X ∈ TpMn|AX = µjX}. (3.4)

Cada distribuição Dj =
∐

p∈M Dj
p ⊂ TM sobreMn tem dimensão mj = m(µj),

que representa a multiplicidade da curvatura µj. Com base no que foi exposto

acima, temos a seguinte

Proposição 3.15. Na situação acima, temos que as curvaturas principais µ1, µ2

são funções diferenciáveis e as distribuições Dj, para cada j = 1, 2, são

diferenciáveis.

Com essa teoria, T. Otsuki estudou as distribuições geradas pelos vetores

principais de uma hipersuperfície imersa em uma variedade Riemanniana de

curvatura constante. Em [12], T. Otsuki apresentou o seguinte

Teorema 3.16 (T. Otsuki). Seja Mn uma hipersuperfície em uma variedade

Riemanniana N
n+1

(c) de curvatura constante c, tal que a multiplicidade das

curvaturas principais de Mn são constantes em todo ponto. Então, a distribuição

gerada pelos vetores principais, correspondentes a cada curvatura principal, é

completamente integrável. Em particular, se a multiplicidade de uma curvatura

principal é maior do que 1, então esta curvatura principal é constante sobre a

variedade integral da distribuição correspondente ao espaço gerado pelos respectivos

vetores principais.



3.2. Hipersuperfícies tipo espaço completas e isoparamétricas nas formas
espaciais semi-Riemannianas 47

Com uma argumentação similar a apresentada por T. Otsuki em [12], nos

permite afirmar que o resultado é válido quando o espaço ambiente é uma variedade

Lorentziana Mn+1

1 (c) de curvatura constante c.

Esse resultado sugere uma técnica que possibilita determinar características

locais ou globais de hipersuperfície em espaços de curvatura seccional constante.

Utilizando essa técnica, N. Abe, N. Koike e S. Yamaguchi, em [5], e L. Zhen-qi

e X. Xian-Hua, em [7], caracterizaram hipersuperfícies tipo espaço em espaços de

Lorentz de curvatura constante.

No estudo de hipersuperfícies Mn tipo espaço, conexa de uma forma espacial

Lorentziana Mn+1

1 sob condições nas curvaturas principais, o caso mais simples

a ser considerado é quando as curvaturas principais são funções constantes. Em

1981, Nomizu, em [9], denominou uma hipersuperfície em tal situação como uma

hipersuperfície isoparamétrica. A seguir, utilizando o Modelo de Minkowski para

o Espaço Hiperbólico, apresentamos exemplos de hipersuperfícies isoparamétricas

em Hn+1
1 (c).

Definição 3.17 (Espaço hiperbólico - Modelo de Minkowski). O Espaço

Hiperbólico no Modelo de Minkowshi é definido como o subconjunto de Ln+1

definido por

Hn = {x ∈ Ln+1| 〈x, x〉 = −1, e xn+1 > 0}. (3.5)

Sobre esse espaço, temos a seguinte

Proposição 3.18. O Modelo de Minkowshi para Hn é uma variedade Riemanniana

completa, simplesmente conexa e de curvatura seccional constante e igual a −1.

Exemplo 3.19. Espaço Hiperbólico: O subconjunto de Hn+1
1 (c) ⊂ Rn+2

2

definido por

Mn = {x ∈ Hn+1
1 (c); xn+2 =

√
1

c1
− 1

c
e c1 ≤ c}

é uma hipersuperfície tipo espaço completa isométrica ao espaço hiperbólico Hn(c1).

Para demonstrar a afirmação, consideremos dois casos:

Caso 1: c1 = c
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Neste caso, x = (x1, . . . , xn, xn+1, 0). Como 〈x, (0, . . . , 0, 1)〉 = 0 e Rn+2
2 =

Rn+1
1 × R1

1, temos Mn ⊂ Hn+1
1 (c) ∩ Rn+1

1 , com

〈x, x〉 = x21 + . . .+ x2n − x2n+1 =
1

c
. (3.6)

Assim, x define uma imersão bijetiva de Mn em Hn(c). Logo, Mn é uma

hipersuperfície de Hn+1
1 (c). Como, para todo p ∈Mn,

Rn+2
2 = TpHn+1

1 (c)⊕ span{x},

e 〈N, x〉 = 0, com N = (0, . . . , 0, 1), temos que N(p) ∈ TpHn+1
1 (c). Desta forma,

TpHn+1
1 = TpM

n ⊕ span{N(p)}. Sabendo que 〈N, dx〉 = 0 (N é um campo

constante) e 〈N,N〉 = −1, temos que N é um campo tipo tempo normal e unitário

aMn. Portanto, x é uma imersão tipo espaço. De (3.6), temos queMn é isométrica

à Hn(c) e, consequentemente, Mn é completa.

Caso 2: c1 < c

Neste caso, para x ∈Mn, temos xn+2 =

√
1

c1
− 1

c
e x21 + . . .+ x2n − x2n+1 =

1

c1
.

Considerando a função diferenciável f : Hn+1
1 (c) → R definida por f(x) =

x21 + . . . + x2n − x2n+1 teremos que Mn = f−1( 1
c1

). Assim, mostremos que Mn é

um conjunto de nível de Hn+1
1 (c).

Pela definição de gradiente, para qualquer X ∈ X(Hn+1
1 ), temos

〈∇f,X〉 = X(f) = 2x1X1 + . . .+ 2xnXn − 2xn+1Xn+1

= 〈2(x1, . . . , xn+1, 0), X〉 = 〈2Z,X〉,

onde Z = (x1, . . . , xn+1, 0). Fazendo Z = Z̃ + c〈Z, x〉x, com Z̃ a parte tangente a

Hn+1
1 (c), e notando que 〈Z, x〉 = f(x), temos

〈∇f,X〉 = 〈2Z,X〉 = 〈2Z̃,X〉 = 〈2(Z − c〈Z, x〉x), X〉

= 〈2(Z − cf(x)x), X〉.

Logo,

∇f(x) = 2(Z(x)− c

c1
x), ∀x ∈Mn.
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Sendo 〈Z(x), Z(x)〉 = f(x), segue que

〈∇f,∇f〉 = 4

(
〈Z(x), Z(x)〉 − 2c

c1
〈Z(x), x〉+

c2

c21
〈x, x〉

)
= 4

(
1

c1
− 2c

c21
+

c

c21

)
=

4

c1

(
1− c

c1

)
.

Como c1 < c < 0, temos

1

c1
>

1

c
⇒ 1

c1
− 1

c
> 0 ⇒ 1− c

c1
> 0.

Portanto, 〈∇f,∇f〉 < 0, o que implica que Mn é uma hipersuperfície de Hn+1
1 (c).

Como TpHn+1
1 = TpM

n⊕ span{ ∇f|∇f |}, ∀ p ∈M
n (pois 〈∇f, Y 〉 = 0, ∀Y ∈ X(Mn)),

concluímos, ainda, que Mn é uma hipersuperfície tipo espaço.

Agora, considere a aplicação y : Mn ⊂ Hn+1
1 (c)→ Hn(c1) ⊂ Rn+1

1 definida por

y(x) = (x1, . . . , xn+1). Notando que y é bijetiva e dxy = I : TxM
n → Ty(x)Hn,

concluímos que Mn é isométrica à Hn(c1) e completa.

Como o campo normal a Mn é dado por

N(x) =
∇f(x)

|∇f(x)|
=

2
(
Z(x)− c

c1
x
)

√
− 4
c1

(
1− c

c1

) =
c1Z(x)− cx√

c− c1
,

canculando a diferencial de N(x), concluímos facilmente que as curvaturas

principais são todas iguais e dadas por −
√
c− c1.

Portanto, para ambos os casos, Mn é totalmente umbílica com as curvaturas

principais dadas por −
√
c− c1.

Exemplo 3.20. Produto de espaços hiperbólicos: Sejam 1 ≤ m ≤ n − 1,

c1 < 0 e c2 < 0 com
1

c1
+

1

c2
=

1

c
. O subconjunto de Hn+1

1 (c) ⊂ Rn+2
2 definido por

Mn = {x ∈ Hn+1
1 (c);

m∑
i=1

x2i − x2n+2 =
1

c1
,

n∑
i=m+1

x2i − x2n+1 =
1

c2
}

é uma hipersuperfície tipo espaço completa e isométrica ao produto de espaços

hiperbólico Hm(c1)×Hn−m(c2).

Mostremos inicialmente que Mn é uma hipersuperfície tipo espaço. Para

isso, consideremos a função diferenciável f : Hn+1
1 (c) → R definida por f(x) =
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x2m+1 + . . . + x2n − x2n+1. Como
1

c1
+

1

c2
=

1

c
, temos que Mn = f−1( 1

c2
) e assim,

basta mostrar que Mn é um conjunto de nível de Hn+1
1 (c).

Pela definição de gradiente, para qualquer X ∈ X(Hn+1
1 ), temos

〈∇f,X〉 = X(f) = 2xm+1Xm+1 + . . .+ 2xnXn − 2xn+1Xn+1

= 〈2(0, . . . , 0, xm+1, . . . , xn+1, 0), X)〉 = 〈2Z,X〉,

onde Z = (0, . . . , 0, xm+1, . . . , xn+1, 0). Fazendo Z = Z̃ + c〈Z, x〉x, com Z̃ a parte

tangente a Hn+1
1 (c), e notando que 〈Z(x), x〉 = f(x), temos

〈∇f,X〉 = 〈2Z,X〉 = 〈2Z̃,X〉 = 〈2(Z − c〈Z, x〉x), X〉

= 〈2(Z − cf(x)x), X〉.

Logo,

∇f(x) = 2(Z(x)− c

c2
x), ∀x ∈Mn.

Sendo 〈Z(x), Z(x)〉 = f(x), segue que

〈∇f,∇f〉 = 4

(
〈Z(x), Z(x)〉 − 2c

c2
〈Z(x), x〉+

c2

c22
〈x, x〉

)
= 4

(
1

c2
− 2c

c22
+

c

c22

)
=

4

c2

(
1− c

c2

)
.

Como
c

c1
= 1− c

c2
, temos que

〈∇f,∇f〉 =
4c

c2c1
< 0.

Portanto, Mn é um conjunto de nível de Hn+1
1 (c) e, consequentemente, uma

hipersuperfície. Como TpHn+1
1 = TpM

n⊕ span{ ∇f|∇f |}, ∀ p ∈M
n (pois 〈∇f, Y 〉 = 0,

∀Y ∈ X(Mn)), concluímos, ainda, que Mn é uma hipersuperfície tipo espaço.

Agora, considere a aplicação y : Mn ⊂ Hn+1
1 (c) → Hm(c1) × Hn−m(c2) ⊂

Rm+1
1 × Rn−m+1

1 definida por y(x) = (x1, . . . , xm, xn+2, xm+1, . . . , xn+1). Notando

que y é bijetiva e dxy = I : TxM
n → Ty(x)(Hm × Hn−m), concluímos que Mn é

isométrica à Hm(c1)×Hn−m(c2) e, assim, completa.

Como o campo normal a Mn é dado por

N(x) =
∇f(x)

|∇f(x)|
=

2(Z(x)− c
c2
x)√

− 4c
c1c2

=
√
−c1 − c2 Z(x)− c

c2

√
−c1 − c2 x,
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calculando a diferencial de N(x), obtemos que Mn tem duas curvaturas principais

dadas por

λ1 = . . . = λm = −
√
c− c1 e λm+1 = . . . = λn =

√
c− c2.

A partir da existência de exemplos de hipersuperfícies tipo espaço

isoparamétricas, uma pergunta natural que surge, é: quem são as hipersuperfícies

tipo espaço, completas e isoparamétricas em Hn+1
1 (c)? Uma resposta para esse

problema, foi dada por L. Zhen-qi e X. Xian-Hua, em [7], classificando as

hipersuperfícies com tais propriedades em Hn+1
1 (−1). Mais precisamente, eles

apresentam o seguinte

Teorema 3.21. Seja Mn uma hipersuperfície tipo espaço, completa e

isoparamétrica em Hn+1
1 (−1) ⊂ Rn+2

2 . Então, Mn tem, no máximo, duas

curvaturas principais. Além disso, M é isométrica a uma das seguintes

hipersuperfícies

(i) Hipersuperfície totalmente umbílica

Hn(− cossec2 t) = {(( sen t)y, (cos t)) ∈ Rn+2
2 |y ∈ Hn(−1),Hn(−1) ⊂ Rn+1

1 },

onde t ∈ (0, π/2].

(ii) O produto de dois espaços hiperbólicos, Hm(− sec2 t) e Hn−m(− cossec2 t)

Hm(− sec2 t)×Hn−m(− cossec2 t) = {(x, y) ∈ Rm+1
1 × Rn−m+1

1 |〈x, x〉 =

− cos2 t, 〈y, y〉 = − sen2 t},

onde 0 < m < n, t ∈ (0, π/2), e Hm(−r2) denota o espaço hiperbólico m-

dimensional com curvatura seccional constante −r2.

Demonstração. Seja Mn uma hipersuperfície tipo espaço isoparamétrica em

Hn+1
1 (−1) = {x ∈ Rn+2

2 | 〈x, x〉 = −1}, onde 〈., .〉 é a métrica definida por:

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi − xn+1yn+1 − xn+2yn+2, (3.7)

para x = (x1, ..., xn+2), y = (y1, ..., yn+2) em Rn+2
2 .
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No que se segue, adotaremos a seguinte notação para variação dos índices:

1 ≤ i, j, k ≤ n. A imersão isométrica x : Mn → Hn+1
1 define uma função vetorial

deMn, com x como vetor posição. Assim, consideremos um referencial ortonormal

local adaptado à imersão {e1, ..., en, en+1, en+2 = x} tal que en+1 seja normal a Mn

e {ei} seja um campo vetorial tangentes a Mn.

Reenumerando os índices dos campos, consideremos {e0 = x, e1, ..., en, en+1},

com en+1 normal a Mn, consideremos também o co-referencial {ω1, . . . , ωn+1}

associado ao referencial acima e {ωij} as formas de conexão. Supondo que o

referencial tomado acima diagonaliza a segunda forma fundamental, temos que

o endomorfismo de Weingarten satisfaz Aei = λiei, onde λi são as curvaturas

principais. Temos, ainda,

〈x, x〉 = −1, 〈ei, ej〉 = δij, 〈en+1, en+1〉 = −1. (3.8)

Cada campo ei : U → Rn+2
2 é uma aplicação diferenciável que induz uma forma

diferencial vetorial dei : Rn+2
2 → Rn+2

2 . Daí, podemos escrever

dx =
∑
i

ωiei, (3.9)

dei = ωix+
∑
j

ωijej + λiωien+1, (3.10)

den+1 =
∑
i

λiωiei. (3.11)

Note que A = den+1.

Diferenciando exteriormente as equações acima podemos deduzir as equações

de estrutura de Mn

dωi =
∑
j

ωij ∧ ωj e ωij + ωji = 0, (3.12)

dωij =
∑
k

ωik ∧ ωkj + (1 + λiλj)ωi ∧ ωj, (3.13)

λi
∑
j

ωij ∧ ωj =
∑
j

λjωij ∧ ωj. (3.14)

Para demonstrar que Mn tem no máximo duas curvaturas principais,

consideremos dois casos:

(i) M totalmente umbílica
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Se M é totalmente umbílica, temos que λ1 = ... = λn = λ. Seja {ξ0, ξ1..., ξn+1}

a base natural do espaço Rn+2
2 .

Se λ = 0, temos que den+1 = 0 e, assim, en+1 é um vetor tipo tempo constante.

Desta forma a menos de isometrias, podemos considerar en+1 = ξn+1 = (0, 0, ..., 1).

Como 〈x, en+1〉 = 0 e Rn+2
2 = Rn+1

1 × R1
1, temos que Mn ⊂ Rn+1

1 , e

〈x, x〉 = −1 ⇒ x20 + ...+ x2n−1 − x2n = −1.

Assim, Mn ⊂ Hn(−1) ⊂ Rn+1
1 ⊂ Rn+2

2 . Como Mn é completa, temos que

Mn = Hn(−1). Isto prova o caso umbílica para t = π/2.

Se λ 6= 0, definimos o campo vetorial c = x− λ−1en+1. Como

dc = dx− λ−1den+1 =
∑
i

ωiei −
∑
i

ωiei = 0,

〈c, c〉 = 〈x, x〉+ λ−2〈en+1, en+1〉 = −(1 + λ−2),

temos que c é um vetor tipo tempo constante com 〈x, c〉 = 〈x, x〉 = −1.

Fazendo sec2 t = (1 + λ−2), podemos fixar c = (sec t)ξn+1, com t ∈ (0, π/2).

Desta forma, x = (x0, x1, ..., xn, cos t) := (z, cos t), onde z ∈ Rn+1
1 satisfazendo

〈z, z〉 = − sen2 t. Assim, Mn é isométrica a Hn(− cossec2 t) = {(( sen t)z, cos t) ∈

Rn+2
2 | z ∈ Hn(−1)}.

(ii) Mn não umbílica.

Suponhamos, inicialmente, que M tenha, no mínimo, duas curvaturas

principais, e assumamos que λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn. Como ωij são 1-formas

e {ω1, ..., ωn} é uma base local para o espaço dual, temos que existem funções

diferenciáveis Γkij tais que ωij =
∑
k

Γkij ωk. Definamos, para cada k, a aplicação

cijk : U → R, dada por: cijk = (λi − λj)Γ
k
ij. Essas funções são diferenciáveis e

satisfazem: cijk = cjik = cikj. Ora, como ωij = −ωji, segue que∑
k

Γkij ωk = −
∑
k

Γkji ωk.

Sendo {ωi} linearmente independentes, temos que Γkij = −Γkji e, consequentemente,
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cijk = cjik. De (3.14) e sendo ωij =
∑
k

Γkij ωk, temos que

0 =
∑
j

(λi − λj)ωij ∧ ωj

=
∑
j

(λi − λj)

(∑
k

Γkij ωk

)
∧ ωj

=
∑
j,k

(λi − λj)Γkij ωk ∧ ωj

=
∑
j,k

cijk ωk ∧ ωj =
∑
j<k

(cijk − cikj)ωk ∧ ωj.

Assim, cijk = cikj. Daí,

cijk = (λi − λj)Γkij = (λi − λk)Γjik︸ ︷︷ ︸
cikj

= (λj − λk)Γijk︸ ︷︷ ︸
cjki

. (3.15)

Para i ∈ {1, 2, ..., n} fixado, denotemos por [i] = {k ∈ {1, ..., n}|λk = λi} e

[i]
⋃

[j] por [i, j]. De (3.15), sempre que λi 6= λj (que é possível, visto queMn tem,

no mínimo, duas curvaturas principais), temos

Γkij = 0 e cijk = 0, ∀k ∈ [i, j]. (3.16)

Com estas ferramentas, provaremos que M tem, no máximo, duas curvaturas

principais. Suponha que Mn tem mais de duas curvaturas principais. Assim, para

λi 6= λj

ωij =
∑
k

Γkijωk =
∑
k 6∈[i,j]

Γkijωk =
∑
k 6∈[i,j]

cijk
λi − λj

ωk. (3.17)

Diferenciando exteriormente o primeiro membro de (3.17) e usando ωij =∑
k=1

Γkij ωk, temos

dωij =
∑
k

ωik ∧ ωkj + (1 + λiλj)ωi ∧ ωj

=
∑
k,l,m

ΓlikΓ
m
kj ωl ∧ ωm + (1 + λiλj)ωi ∧ ωj.

Diferenciando exteriormente o segundo membro de (3.17) e usando as equações de

estrutura de Mn, temos
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d

∑
k 6∈[i,j]

Γkij ωk

 =
∑
k 6∈[i,j]

dΓkij ∧ ωk +
∑
k 6∈[i,j]

Γkij dωk

=
∑
k 6∈[i,j]

dΓkij ∧ ωk +
∑
k 6∈[i,j]

Γkij

(∑
l

ωkl ∧ ωl

)
=

∑
k 6∈[i,j]

dΓkij ∧ ωk +
∑

k 6∈[i,j], l,m

Γkij Γmkl ωm ∧ ωl.

Logo,∑
k,l,m

Γlik Γmkj ωl ∧ ωm + (1 + λiλj)ωi ∧ ωj =
∑
k 6∈[i,j]

dΓkij ∧ ωk +
∑

k 6∈[i,j], l,m

Γkij Γmkl ωm ∧ ωl.

Comparando os coeficientes de ωi ∧ ωj e usando (3.16) e (3.17)

1 + λiλj =
∑
k 6∈[i,j]

(
Γkij Γikj − Γkij Γjki

)
−
∑
k 6∈[i,j]

(
Γiik Γjkj − Γjik Γikj

)
=

∑
k 6∈[i,j]

(
Γjik Γikj + Γkij Γikj − Γkij Γjki

)
(Γiik = Γjkj = 0)

=
∑
k 6∈[i,j]

c2ijk

(
1

(λi − λk)(λk − λj)
+

1

(λi − λj)(λk − λj)
− 1

(λi − λj)(λk − λi)

)

=
∑
k 6∈[i,j]

2c2ijk
(λi − λk)(λk − λj)

.

Se Mn tem mais de duas curvaturas principais, então pela suposição de

λ1 ≤ . . . ≤ λn, temos que λ1 é a menor curvatura principal, e λn é a maior.

Substituindo, se necessário, en+1 por −en+1, podemos assumir que λn > 0. Assim,

da expressão acima temos

1 + λ1λn =
n∑

k 6∈[1,n]

2c21nk
(λ1 − λk)︸ ︷︷ ︸

<0

(λk − λn)︸ ︷︷ ︸
<0

≥ 0.

Seja λj a última curvatura principal menor do que λn e maior que λ1 (que existe,

pois estamos supondo Mn ter mais de duas curvaturas principais). Para λj, temos

1 + λjλn =
n∑

k 6∈[j,n]

2c2jnk
(λj − λk)︸ ︷︷ ︸

>0

(λk − λn)︸ ︷︷ ︸
<0

≤ 0.
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Assim, 1 + λjλn ≤ 0 ≤ 1 + λ1λn que implica 0 < λn(λj − λ1) = λnλj − λnλ1 ≤ 0,

e consequentemente λn < 0, uma contradição. Logo, Mn tem no máximo duas

curvaturas principais.

Desta forma, sejam λ e µ as duas curvaturas principais de Mn com

multiplicidades m e n − m, respectivamente. Consideremos a seguinte notação

sobre a variação dos índices:

1 ≤ a, b, c, . . . ≤ m e m+ 1 ≤ α, β, γ ≤ n.

Assim,

λ1 = . . . = λm = λ, λm+1 = . . . = λn = µ.

Consideremos, também, as distribuições D1 e D2 sobre Mn definidas pelas

seguintes escolhas de subespaços em cada espaço tangente, em cada ponto de

Mn

D1
p = {X ∈ TpM |AX = λX} e D2

p = {Y ∈ TpM |AY = µY },

onde A é endomorfismo de Weingarten.

Pelo Proposição 3.15 temos que as distribuições D1 e D2 são diferenciáveis e,

pelo Teorema 3.16, que elas são completamente integráveis, garantindo a existência

de variedades integrais Mm
1 e Mn−m

2 correspondentes às distribuições D1 e D2,

passando por cada ponto deMn. Como existem apenas duas curvaturas principais,

temos de (3.16) que ωbα = 0, para todos b e α. Assim, podemos reescrever as

equações (3.9)-(3.11), como:

dx =
∑
b

ωbeb +
∑
α

ωαeα, (3.18)

deb = ωb x+
∑
c

ωbc ec + λωb en+1, (3.19)

deα = ωα x+
∑
β

ωαβ eβ + µωα en+1, (3.20)

den+1 = λ
∑
b

ωb eb + µ
∑
α

ωα eα. (3.21)
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Ainda de ωbα = 0, temos de (3.13) que

0 = dωbα =
∑
k

ωbk ∧ ωkα + (1 + λµ)ωb ∧ ωα

= 0 + (1 + λµ)ωb ∧ ωα

= (1 + λµ)ωb ∧ ωα.

Como ωb ∧ ωα é não nulo, temos que λµ + 1 = 0. Desta relação, podemos supor

λ = tan t e µ = − cotg t = tan (t+ π/2), com t ∈ (0, π/2).

Considere o campo vetorial definido por

y = (cos t)(x+ λen+1) = (cos t)x+ ( sen t)en+1. (3.22)

Sendo 〈y, y〉 = −1, temos que y é um campo vetorial tipo tempo unitário. Como

λ = tan t e µ = − cotg t, obtemos das equações (3.18) e (3.21) que

dy = (cos t)dx+ ( sen t)den+1

= (cos t)

(∑
b

ωb eb +
∑
α

ωα eα

)
+ ( sen t)

(
λ
∑
b

ωb eb + µ
∑
i

ωα eα

)
= (cos t+ ( sen t)λ)

∑
b

ωb eb + (cos t+ ( sen t)µ)︸ ︷︷ ︸
=0

∑
α

ωα eα

= (sec t)
∑
b

ωb eb. (3.23)

Assim, y é uma campo vetorial constante ao longo de Mn−m
2 . Além disso, segue

de (3.19) que

deb = ωb x+
∑
c

ωbc ec + λωb en+1

= ωb(x+ λen+1) +
∑
j

ωbc ec

= (sec t)ωb y +
∑
c

ωbc ec. (3.24)

Logo, temos

d(e1 ∧ e2 ∧ ... ∧ em ∧ y) = 0.

Consequentemente, W1 = span{e1, ..., em, y} é um subespaço fixo de Rn+2
2 .

De modo análogo,

z = ( sent)(x+ µen+1) = ( sent)x− (cos t)en+1. (3.25)
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é um campo vetorial tipomtempo unitário e, como campo vetorial, é constante

sobre Mm
1 , visto que

dz = ( cossec t)
∑
α

ωα eα. (3.26)

Temos, também, queW2 = span{em+1, ..., en+1, z} é um subespaço fixo de Rn+2
2 .

Claramente W1 é ortogonal a W2 e assim, Rn+2
2 = W1 ⊕W2. Observando que W1

e W2 independem da vizinhança sobre M e do referencial {e1, ..., en}, temos que

W1 e W2 dependem apenas de M . Como 〈y, y〉 = −1 e 〈z, z〉 = −1, temos que

W1 e W2 são subespaços de índice 1. Portanto, podemos fazer as identificações

W1 ≈ Rm+1
1 e W2 ≈ Rn−m+1

1 .

Combinando (3.22) e (3.25), temos

x = (cos t)y + ( sent)z : Mn → Rm+1
1 × Rn−m+1

1 . (3.27)

Segue de (3.23) e (3.26) que x é uma imersão. Tomando qualquer campo

vetorial X sobreMn, podemos escrevê-lo como X = X1+X2, onde (A−λI)X1 = 0

e (A− µI)X2 = 0. Assim, ωb(X2) = 0, ωα(X1) = 0, e de (3.23) e (3.26), temos

dx(X) = (cos t)dy(X) + ( sen t)dz(X) =
∑
b

ωb(X1 +X2)eb +
∑
α

ωα(X1 +X2)eα

=
∑
b

ωb(X1)eb +
∑
α

ωα(X2)eα

= X1 +X2.

De modo que, |dx(X)|2 = |X1|2 + |X2|2 = |X|2. Logo, x é uma imersão isométrica.

Sendo 〈y, y〉 = 〈z, z〉 = −1, temos que Mn é isométrica a um subconjunto

aberto de Hm(− sec2 t) × Hn−m(− cossec2t). Mas como Mn é completa temos

M = Hm(− sec2 t)×Hn−m(− cossec2t), o que finaliza a prova do teorema.

L. Zhen-qi e X. Xian-Hua, em [7], utilizando a mesma técnica, classificaram, as

hipersuperfícies tipo espaço completas e isoparamétricas em Sn+1
1 . Para a forma

espacial Ln+1, Nomizu, em [9], demonstrou que uma hipersuperfície tipo espaço

em Ln+1 possui, no máximo, duas curvaturas principais. Para uma caracterização

de tais hipersupefícies, podemos citar N. Abe, N. Koike e S. Yamaguchi que, em

[5], apresentam o seguinte
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Teorema 3.22. Seja Mn uma hipersuperfície tipo espaço completa em Ln+1. Se

Mn tem {λ} ou {λ, µ} como o conjunto de suas curvaturas principais, com λ e µ

constantes, então Mn é isométrica a umas das seguintes hipersuperfícies

(i) Hipersuperfície umbílica

Rn = {x ∈ Ln+1; xn+1 = 0},

ou

Hn(−r2) = {x ∈ Ln+1;
n∑
i=1

x2i − x2n+1 = − 1

r2
}.

(ii) O produto de um espaço Euclidiano m-dimensional Rm, e um espaço hiperbólico

(n-m)-dimensional Hn−m(−r2)

Rm ×Hn−m(−r2) = {x ∈ Ln+1;
n∑

i=m+1

x2i − x2n+1 = − 1

r2
}.

Tomando um referencial {e1, . . . , en} que diagonaliza A, temos que as funções

componentes da segunda forma fundamental h =
∑
i

hijωi⊗ωjen+1 de uma imersão

x : Mn → M
n+1

1 de tipo espaço nesse referencial são dads por hij = λiδij. Logo,

a curvatura média de Mn é dada por nH =
∑
i

λi. Assim, a hipótese de Mn ser

uma hipersuperfície isoparamétrica implica que a curvatura média H é constante.

Concluímos, também que uma condição mais geral sobre as curvaturas principais

é curvatura média ser constante.

Em 1988, T. Ishihara estudando subvariedades tipo espaço máximas (H ≡ 0)

em variedades semi-Riemannianas de curvatura seccional constante, apresentou,

em [4], os seguintes Teoremas

Teorema 3.23. Seja Mn uma hipersuperfície (n ≥ 2) completa, tipo espaço

e máxima em Hn+1
1 (−1). Então, o quadrado da norma da segunda forma

fundamental de Mn satisfaz

S ≤ n.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se,

Mn = Hm
(
− n
m

)
×Hn−m

(
− n

n−m

)
(1 ≤ m ≤ n− 1).
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Teorema 3.24. Seja Mn uma hipersuperfície tipo espaço completa imersa em

M
n+1

1 (c) (c ≥ 0). Se Mn é máxima, então a imersão é totalmente geodésica e Mn

tem curvatura constante e igual a c.

Para as demonstrações destes resultados (e para resultados que serão

apresentados no capítulo seguinte), faz-se uso do Princípio do Máximo

Generalizado de Omori-Yau encontrado em [10] e [16].

Lema 3.25 (Princípio do Máximo Generalizado). Seja M uma variedade

Riemanniana completa com curvatura de Ricci limitada inferiormante. Seja F

uma função C2 que é limitada inferiormente sobreM . Então, existe uma sequência

de pontos pn em M tal que:

lim
n→∞

F (pn) = inf(F ), lim
n→∞

|∇F (pn)| = 0, lim
n→∞

∆F (pn) ≥ 0.

Agora, passemos a demonstração dos Teoremas 3.23 e 3.24.

Demonstração.

Seja Mn uma hipersuperfície tipo espaço, máxima e completa em M
n+1

1 (c).

Considere um referencial ortonormal local adaptado {e1, ..., en+1} sobre um

aberto U ⊂ M
n+1

1 (c) e suponha que {e1, ..., en} diagonaliza o endomorfismo de

Weingarten, isto é,

hij = λiδij, ∀ 1 ≤ i, j ≤ n.

Assim, nH =
n∑
i=1

λi, S =
n∑

i,j=1

λ2i e de (2.14), obtemos a equação de Gauss na

forma

Rijkl = −(1 + λiλj)(δikδjl − δilδjk).

Como Mn é máxima, isto é, H ≡ 0, obtemos da Fórmula do tipo Simons (2.34)

que:

1

2
∆S = |∇A|2 + S2 + cn(S − nH)− nHtr(A)3 (3.28)

= |∇A|2 + S2 + cnS (3.29)

≥ S(S + cn) (3.30)
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e, ainda, que as componentes do tensor curvatura de Ricci, são

Rij =

 0, se i 6= j

c(n− 1) + λ2i , se i = j
.

Daí, temos que Rii = c(n − 1) + λ2i ≥ c(n − 1), ou seja, a curvatura de Ricci é

limitada inferiormente.

Definamos a função F : Mn → R, por F (p) =
1

(S + a2)1/2
(p), com a = cte.

Sabemos que

(i) F é limitada inferiormente,

(ii) F ∈ C∞(Mn) e

∇F = − 1

2(S + a2)3/2
∇S. (3.31)

∆F = div∇F

= div(− 1

2(S + a2)3/2
∇S)

= − ∆S

2(S + a2)3/2
− 1

2
〈− 3

2(S + a2)5/2
∇S,∇S〉

= − ∆S

2(S + a2)3/2
+

3

4(S + a2)5/2
|∇S|2.

∆F = −F
3

2
∆S +

3

4
F 5|∇S|2.

F∆F = −F
4

2
∆S +

3

4
F 6|∇S|2. (3.32)

Assim, estamos nas condições do Lema 3.25 aplicado a função F . Então, existe

uma sequência de pontos pn ∈M , tal que

lim
n→∞

F (pn) = inf(F ), lim
n→∞

|∇F (pn)| = 0, lim
n→∞

∆F (pn) ≥ 0.

Ou, equivalentemente, que para cada ε >0, existe x ∈M tal que

F (x) < inf F + ε; |∇F (x)| < ε; ∆F (x) > −ε.

Assim, de (3.31)
|∇S|2

4(S + a2)3
=
F 6

4
|∇S|2 < ε.

Segue de (3.32), que

−ε(inf F + ε) < −F
4

2
∆S(x) + 3ε ⇒ F 4

2
∆S < 3ε+ ε(inf F + ε),
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e de (3.30), temos

F 4(x)(S(S + cn)) ≤ F 4

2
∆S < 3ε+ ε(inf F + ε)

S

(S + a2)2
(−cn− S) ≥ −3ε− ε(inf F + ε). (3.33)

Fazendo ε → 0, temos que F tende para seu ínfimo e, portanto, S tende para

seu supremo. Assim, concluimos, de (3.33), que S é limitada superiormente sobre

M de tal forma que S ≤ −cn.

Assim, se c ≥ 0 temos que S = 0, o que implica queMn é totalmente geodésica

em M
n+1

1 (c). Isto, demonstra o Teorema 3.24.

Se c < 0, temos que S ≤ −cn. Fazendo c = −1, temos S ≤ n, como afirma o

Teorema 3.23.

Suponha que ocorra a igualdade S = n. Temos assim, ∆S = 0 e de (3.29) que

|∇A|2 = 0. Como |∇A|2 =
n∑

i,j,k=1

h2ijk (ver (2.33)), concluímos que hijk = 0, para

todos 1 ≤ i, j, k ≤ n.

Da fórmula (2.27), temos, para i = j que

n∑
k=1

hiikωk = d(hii) +
n∑
k=1

hikωki +
n∑
k=1

hkiωki. (3.34)

Como hij = λiδij e hijk = 0, para todos 1 ≤ i, j, k ≤ n, segue

0 = d(λiδii) +
n∑
k=1

λiδikωki +
n∑
k=1

λkδkiωki

= dλi + λiωii + λiωii.

Como ωii = 0, segue que dλi = 0, ∀i = 1, . . . , n. Assim, sendo Mn conexa, as

curvaturas principais λi são todas constantes, e portantoMn é uma hipersuperfície

isoparamétrica. Do Teorema 3.21, temos queMn tem, no máximo, duas curvaturas

principais.

Suponhamos agora que Mn seja umbílica, isto é, λ1 = ... = λn = λ. De H ≡ 0,

segue que λ = 0 e S =
∑n

i=1 λ
2
i = 0, o que é absurdo, pois S = n. Assim, Mn tem

exatamente duas curvaturas principais:

λ1 = ... = λm = λ e λm+1 = ... = λn = µ, com 1 ≤ m ≤ n− 1.
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Novamente do Teorema 3.21, concluímos que Mn = Hm(c1)×Hn−m(c2). Para

calcular as curvaturas c1 e c2, denotemos a variação dos índices por:

1 ≤ a, b, c, . . . ≤ m, m+ 1 ≤ α, β, γ, . . . ≤ n, 1 ≤ i, j, k, . . . ≤ n.

Da equação de Gauss, obtemos

Rabcd = (−1− λ2)(δacδbd − δadδbc),

Rαβγσ = (−1− µ2)(δαγδβσ − δασδβγ).

Assim, as curvaturas de Hm(c1) e Hn−m(c2) são constantes e dadas,

respectivamente, por c1 = −1− λ2 e c2 = −1− µ2. Da fórmula (2.27), hij = λiδij

e hijk = 0, para todos 1 ≤ i, j, k ≤ n, temos, ainda

0 =
n∑
k=1

hbαkωk = d(hbα) +
n∑
k=1

hbkωkα +
n∑
k=1

hkαωkb

= d(λbδbα) + λωbα + µαωαb

= (µ− λ)ωbα.

Como µ − λ 6= 0, segue que ωbα = 0, para todos 1 ≤ b ≤ m e m + 1 ≤ α ≤ n.

Assim, da segunda equação de estrutura de Mn, (2.13), temos

0 = dωbα =
n∑
k=1

ωbk ∧ ωkα −
1

2

n∑
k,l=1

Rbαklωk ∧ ωl

= 0−Rbαbαωb ∧ ωα.

Logo, Rbαbα = 0 e da equação de Gauss,

0 = Rbαbα = (−1− λµ)(δbbδαα − δbαδαb)

= −1− λµ,

obtemos que 1 + λµ = 0. Usando esta relação na equação da curvatura média,

mλ + (n −m)µ = nH = 0, obtém-se λ2 = n−m
m

, µ2 = m
n−m e, consequentemente,

c1 = − n
m

e c2 = − n
n−m . Portanto,

Mn = Hm
(
− n
m

)
×Hn−m

(
− n

n−m

)
(1 ≤ m ≤ n− 1).
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Do Exemplo 3.20, sabemos Mn = Hm
(
− n
m

)
× Hn−m (− n

n−m

)
é uma

hipersuperfície tipo espaço completa com duas curvaturas princiapis λ e µ, onde

λ1 = . . . = λm = λ =

√
n−m
m

e λm+1 = · · · = λn = µ = −
√

m

n−m
.

Assim,

nH = mλ+ (n−m)µ = m

√
n−m
m

− (n−m)

√
m

n−m
= 0,

S =
n∑
i

λ2i = m

(√
n−m
m

)2

+ (n−m)

(
−
√

m

n−m

)2

= n,

que prova a recíproca da segunda afirmação do Teorema (3.23).

As variedades produto possuindo um espaço hiperbólico Hm(−r2) como

uma das variedades são chamadas cilindros hiperbólicos. Os resultados acima

inspiraram novas caracterizações de hipersuperfícies tipo espaço completas em

Hn+1
1 (−1) como cilindros hiperbólicos, que serão apresentados no próximo capítulo.



Capítulo 4

RESULTADOS PRINCIPAIS

Neste capítulo, apresentamos alguns resultados de caracterização de

hipersuperfícies tipo espaço, completas e de curvatura média constante (CMC) em

Hn+1
1 (c), como cilindros hiperbólicos, semelhantes aos apresentados no capítulo

anterior. O objetivo principal é obter uma resposta para a conjectura de L. Cao e

G. Wei apresentada no desenvolvimento deste capítulo.

Para a demonstração dos resultados, faremos uso do aporte teórico apresentado

nos capítulos anteriores. Fixamos aqui, que toda hipersuperfície tipo espaço

considerada será conexa.

4.1 Hipersuperfícies tipo espaço completas com

CMC e duas curvarturas principais em Hn+1
1 (c)

No estudo de hipersuperfícies tipo espaço completa com curvatura média

constante e duas curvaturas principais distintas, o primeiro caso a ser considerado

é quando ambas as curvaturas principais possuam multiplicidades maior do que 1.

Nesta situação, temos o seguinte

Teorema 4.1. Seja Mn (n > 3) uma hipersuperfície tipo espaço completa em

Hn+1
1 (c) com curvatura média constante. Suponha que Mn tem duas curvaturas

principais, λ e µ, com multiplicidades constantes m e n − m, respectivamente.

Se 2 ≤ m ≤ n − 2, então Mn é isométrica a Hm(c1) × Hn−m(c2), com c1 e c2

65
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constantes negativas.

Demonstração. Seja Mn uma hipersuperfície com curvatura média constante

H e duas curvaturas principais, λ e µ. Tomemos um referencial ortonormal local

{e1, ..., en} que diagonaliza o endomorfismo de Weingarten associado à segunda

forma fundamental deMn em Hn+1
1 (−1), isto é, hij = λiδij (é importante observar

que nas condições apresentados no enunciado, as funções λi são diferenciáveis).

Reordenando, se necessário, os índices do referencial, podemos supor que λ1 =

... = λm = λ e λm+1 = ... = λn = µ. Adotemos a seguinte convenção sobre a

variação dos índices:

1 ≤ i, j, k, . . . ≤ n; 1 ≤ a, b, c, . . . ≤ m; e m+ 1 ≤ α, β, γ, . . . ≤ n.

Assim, hab = λδab, haα = λδaα = 0 e hαβ = µδαβ.

Consideremos as distribuições D1 e D2 sobre Mn como definidas em (3.4)

D1
p = {X ∈ TpMn|AX = λX} e D2

p = {X ∈ TpMn|AX = µX}.

Pelo Teorema 3.16, temos que essas distribuições são completamentes integráveis,

garantindo a existência de variedades integrais em cada ponto p ∈Mn denotadas,

respectivamente, por Mm
1 (p) e Mn−m

2 (p).

Como 2 ≤ m ≤ n − 2, temos m ≥ 2 e n −m ≥ 2 e, assim, do Teorema 3.16,

λ e µ são constantes sobre cada variedade integral da distribuição correspondente,

isto é,

eb(λ) = 0 e eα(µ) = 0. (4.1)

(eb(λ) e eα(µ) denotam as derivadas covariantes de λ e µ nas direções de eb e eα,

respectivamente)

Sendo H constante e nH = mλ+ (n−m)µ temos, para todo 1 ≤ i ≤ n, que

mei(λ) + (n−m) ei(µ) = 0. (4.2)

Como eα(µ) = 0, segue de (4.2) que eα(λ) = 0. Logo, dλ =
∑
i

ei(λ)ωi = 0,

implicando λ constante sobre o aberto de definição do referencial. Sendo Mn

conexa, temos λ constante em Mn. Similarmente, como eb(λ) = 0 obtemos, de



4.1. Hipersuperfícies tipo espaço completas com CMC e duas curvarturas
principais em Hn+1

1 (c) 67

(4.2), que eb(µ) = 0 e, assim, µ é constante em Mn. Consequentemente, Mn é

uma hipersuperfície isoparamétrica em Hn+1
1 (c). Desta forma, pelo Teorema 3.21,

concluímos que Mn é isométrica a Hm(c1) × Hn−m(c2), com c1 e c2 constantes

negativas.

Observação 4.2. A técnica utilizada na demonstração do Teorema 4.1, é aplicável

independentemente do valor da curvatura c do espaço ambiente, assim obtêm-se

resultados similares para os casos c = 0 e c > 0. Por exemplo, para o caso de

c = 0, a conclusão da demonstração anterior se dá pelo Teorema 3.22, e temos o

seguinte

Teorema 4.3. SejaMn (n > 3) uma hipersuperfície tipo espaço completa em Ln+1

com curvatura média constante não nula. Suponha que Mn tem duas curvaturas

principais, λ e µ, com multiplicidades constantes m e n−m, respectivamente. Se

2 ≤ m ≤ n− 2, então Mn é isométrica a Rm×Hn−m(c1) ou Hm(c2)×Rn−m, com

c1 e c2 constantes negativas.

No Teorema 4.1, a hipótese 2 ≤ m ≤ n−2 exclui o caso de uma hipersuperfície

tipo espaço, completa, com curvatura média constante e duas curvaturas principais

em Hn+1
1 (−1) possuir uma curvatura principal com multiplicidade n− 1 em todo

ponto. Esse caso foi estudado por L. Cao e G. Wei, apresentando uma solução

para a situação particular H ≡ 0, e acrescentando a hipótese inf(λ−µ)2 > 0 sobre

as curvaturas principais λ e µ. Eles apresentaram, em [1], o seguinte

Teorema 4.4. Seja Mn (n ≥ 3) uma hipersuperfície tipo espaço completa máxima

(H ≡ 0) e com duas curvaturas principais, λ e µ, e com multiplicidades constantes

em Hn+1
1 (−1). Se inf(λ− µ)2 > 0, então Mn é isométrica à

Hm
(
− n
m

)
×Hn−m

(
− n

n−m

)
(1 ≤ m ≤ n− 1).

Temos dois casos a considerar: 2 ≤ m ≤ n−2 em = n−1. O caso 2 ≤ m ≤ n−2

segue do Teorema 4.1. Para demonstrar o caso m = n − 1, estabelecemos os

seguintes resultados:
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Lema 4.5. Seja Mn uma hipersuperfície tipo espaço máxima (H ≡ 0) em

Hn+1
1 (−1). Se Mn tem duas curvaturas principais com multiplicidades constantes,

então

|∇S|2 =
n∑
k=1

(ek(S))2 =
4nS

n+ 2

n∑
i,j,k=1

h2ijk, (4.3)

onde ek(S) denota a k-ésima derivada de S.

Demonstração. Consideremos dois casos.

(i) Caso 2 ≤ m ≤ n− 2

Na demonstração do Teorema 4.1, se 2 ≤ m ≤ n − 2, obtivemos que as duas

curvaturas principais são constantes, isto é, dλ = dµ = 0. Assim, tomando um

referencial local tal que hij = λiδij, e estabelecendo a notação para a variação dos

índices 1 ≤ a, b, c, . . . ≤ m e m+ 1 ≤ α, β, γ, . . . ≤ n, temos:

hab = λaδab, hbα = λbδbα = 0 e hαβ = λαδαβ.

Assim,

S =
n∑
i=1

λ2i ⇒ ∇S = 0.

Da fórmula (2.27) para a derivada covariante de hij e de ωij + ωji = 0, temos que

as derivadas de hab são
n∑
k=1

habkωk = dhab +
n∑
k=1

hkbωka +
n∑
k=1

hakωkb,

n∑
k=1

habkωk = dλδab + λωba + λωab,

n∑
k=1

habkωk = 0 ⇒ habk = 0, ∀ 1 ≤ k ≤ n.

Da equação de Codazzi (2.29), hijk = hikj, obtemos

haβb = habβ = 0.



4.1. Hipersuperfícies tipo espaço completas com CMC e duas curvarturas
principais em Hn+1

1 (c) 69

Agora, para hαβ, temos

n∑
k=1

hαβkωk = dhαβ +
n∑
k=1

hkβωkα +
n∑
k=1

hαkωkβ,

n∑
k=1

hαβkωk = dµδαβ + µωβα + µωαβ,

n∑
k=1

hαβkωk = 0 ⇒ hαβk = 0, ∀ 1 ≤ k ≤ n.

Novamente da Equação de Codazzi, obtemos

hαbβ = hαβb = 0.

Assim, hijk = 0, para todos 1 ≤ i, j, k ≤ n e, portanto, vale a igualdade (4.3).

(ii) Caso m = n− 1

Para m = n− 1 ≥ 2, consideremos a seguinte notação: 1 ≤ a, b, c, . . . ≤ n− 1,

com λa = λ e λn = µ. Definindo a distribuição Dp = {X ∈ TpM
n|AX = λX}

temos, do Teorema 3.16, que ea(λ) = 0 (derivada covariante de λ na a-ésima

direção) sobre a variedade integral correspondente. Como H ≡ 0, da equação da

curvatura média, temos que

µ = −(n− 1)λ, (4.4)

ei(µ) = −(n− 1)ei(λ). (4.5)

Logo, ea(µ) = 0 e en(µ) = −(n− 1)en(λ). Daí, segue que

n∑
k=1

habkωk = dhab +
n∑
k=1

hkbωka +
n∑
k=1

hakωkb,

n∑
k=1

habkωk = d(λδab) + λωba + λωab,

n∑
k=1

habkωk = δab

n∑
k=1

ei(λ)ωk.

Portanto,

habk =

 ek(λ)δab = 0, se 1 ≤ k ≤ n− 1

en(λ)δab, se k = n
. (4.6)
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De forma similar, obtemos:

hnnk =

 0, se 1 ≤ k ≤ n− 1

en(µ), se k = n
. (4.7)

Utilizando (4.6), (4.7), e a Equação de Codazzi, segue que

n∑
i,j,k=1

h2ijk =
∑
a,b,c

h2abc + 3
∑
a,b

h2abn + 3
∑
a

h2nna + h2nnn

= 0 + 3
∑
a,b

(en(λ)δab)
2 + 0 + (en(µ))2

= 3
∑
a=b

(en(λ))2 + (en(µ))2.

Como 1 ≤ a ≤ n− 1 e en(µ) = −(n− 1)en(λ), obtemos

n∑
i,j,k=1

h2ijk = 3(n− 1)(en(λ))2 + (n− 1)2(en(λ))2

= (n− 1)(n+ 2)(en(λ))2. (4.8)

Por outro lado, de (4.4), temos

S = (n− 1)λ2 + µ2

= (n− 1)λ2 + (n− 1)2λ2

= n(n− 1)λ2. (4.9)

Assim, ek(S) = 2n(n− 1)λek (λ). Como ea(λ) = 0, temos

n∑
k=1

(ek(S))2 = (en(S))2

= 4n2(n− 1)2λ2(en(λ))2

= 4n(n− 1)[n(n− 1)λ2](en(λ))2 (4.10)

= 4n(n− 1)S (en(λ))2. (4.11)

Comparando as equações (4.8) e (4.11), encontramos

|∇S|2 =
n∑
k=1

(ek(S))2 =
4nS

n+ 2

n∑
i,j,k=1

h2ijk =
4nS

n+ 2
|∇A|2.
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Lema 4.6. Seja Mn uma hipersuperfície tipo espaço completa máxima com duas

curvaturas principais distintas, λ e µ, em Hn+1
1 (−1). Se λ e µ têm multiplicidades

constantes n− 1 e 1, respectivamente, e satisfazem inf(λ− µ)2 > 0, então

S ≥ n. (4.12)

Demonstração. Uma vez que H ≡ 0, temos da equação da curvatura média que

(n− 1)λ+ µ = 0 ⇒ (λ− µ)2 = n2λ2. (4.13)

Como a situação em questão é similar à do Lema 4.5, vale (4.9), donde concluímos

que

S =
(n− 1)

n
(λ− µ)2.

Logo, sendo inf(λ − µ)2 > 0, temos que inf S > 0. Novamente usando o fato que

H ≡ 0, temos que Rii = −(n− 1) + λ2 ≥ −(n− 1). Assim, estamos nas condições

do Lema 3.25, e portanto, existe uma sequência de pontos (pn) de Mn tais que

lim
n→∞

S(pn) = inf(S), lim
n→∞

|∇S(pn)| = 0, lim
n→∞

∆S(pn) ≥ 0. (4.14)

Da Fórmula do tipo Simons (2.34) para H ≡ 0 e do Lema 4.5, a expressão para o

Laplaciano de S torna-se

1

2
∆S =

(n+ 2)

4nS
|∇S|2 + S(S − n). (4.15)

Aplicando (4.15) à sequência de pontos (pn) e utilizando (4.14), temos

0 ≤ inf S(inf S − n). (4.16)

Como inf S > 0, obtemos que inf S ≥ n e, consequentemente, S ≥ n.

Podemos agora apresentar a demonstração do Teorema 4.4.

Demonstração. Assumindo que Mn tem duas curvaturas principais λ e µ de

multiplicidades m e n−m, respectivamente, temos:
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(i) Caso 1: 2 ≤ m ≤ n− 2

Como H ≡ 0, o Teorema 3.21 garante que Mn é isométrica à

Hm(c1)×Hn−m(c2).

As curvaturas c1 e c2 são determinadas pela equação de Gauss. Denotando

a variação dos índices por 1 ≤ a, b, c, . . . ≤ m e m + 1 ≤ α, β, γ, . . . ≤ n,

consideremos os seguintes casos:

Rabcd = (−1− λ2)(δacδbd − δadδbc).

Rαβγσ = (−1− µ2)(δαγδβσ − δασδβγ).

Logo, c1 = −1 − λ2 e c2 = −1 − µ2. Similarmente, como na demonstração do

Teorema 3.23, obtemos a relação λµ = −1 que, juntamente com (4.13), implica

que λ2 = n−m
m

, µ2 = m
n−m . Portanto, c1 = − n

m
e c2 = − n

n−m .

(ii) Caso 2: m = n− 1

Sendo Mn máxima, temos do Teorema 3.23 que S ≤ n. Se Mn tem duas

curvaturas principais, do Lema 4.6, segue que S ≥ n. Assim, S = n, ocorrendo a

igualdade do Teorema 3.23. Logo, Mn é isométrica à

H1(−n)×Hn−1
(
− n

n− 1

)
(m = n− 1).

Portanto, em ambos os casos, Mn é isométrica à

Hm
(
− n
m

)
×Hn−m

(
− n

n−m

)
(1 ≤ m ≤ n− 1).

4.2 O problema proposto por L. F. Cao e G. Wei

Em [1], L. Cao e G. Wei propõem a seguinte

Conjectura: "As únicas hipersuperfícies tipo espaço completas em M
n+1

1 (c)

(c ≤ 0) (Variedade Lorentziana), com curvatura média constante e duas curvaturas

principais λ e µ, com multiplicidades contantes, e satisfazendo inf(λ − µ)2 > 0
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no caso de uma das curvaturas principais ter multiplicidade 1, são os cilindros

hiperbólicos."

O caso em que a hipersuperfície tem curvatura média constante e duas

curvaturas principais, ambas com multiplicidades maior do que 1, já se sabia ser

verdade pelos Teoremas 4.1 e 4.3. Resta apenas o caso em que uma curvatura

principal tem multiplicidade 1. A solução deste problema foi dada por B. Yang e

X. Liu em [15], no seguinte

Teorema 4.7. Seja Mn (n ≥ 3) uma hipersuperfície tipo espaço completa com

curvatura média constante H em Hn+1
1 (c). Suponha que Mn tem duas curvaturas

principais λ e µ, com multiplicidades n − 1 e 1, respectivamente, satisfazendo

inf(λ− µ)2 > 0. Então, Mn é isométrica a Hn−1(c1)×H1(c2).

Para a demonstração deste teorema, foi conveniente introduzir a aplicação

Φ = A−HI, onde A é o endomorfismo de Weingarten, I denota a matriz identidade

n× n e H a curvatura média de Mn. Esta aplicação tem traço zero, pois

trΦ = tr(A−HI) = trA−HtrI = nH − nH = 0

e

|Φ|2 = |A|2 − nH2 = S − nH2. (4.17)

No caso em que H é constante, essa aplicação é uma ferramenta muito útil

para obter propriedades similares ao do caso da curvatura média H ≡ 0, pelo fato

de seu traço ser zero.

Como A é diagonalizável, temos que Φ também o é. Assim, tomando um

referencial {ei} que diagonaliza A, segue

Φei = λ̃iei, λ̃i = λi −H, (4.18)

onde λi é um autovalor de A. Uma outra propriedade de Φ é a seguinte

Proposição 4.8. A aplicação Φ satisfaz |Φ|2 ≥ 0. A igualdade ocorre se, e

somente se, Mn for totalmente umbílica.
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Demonstração. Escolhendo um referencial {ei} que diagonaliza Φ, temos

|Φ|2 = trΦ2 =
n∑
i=1

〈Φ2ei, ei〉 =
n∑
i=1

〈Φei,Φei〉 =
n∑
i=1

|Φei|2 ≥ 0.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, λi = H para todo i, isto é, Mn

for umbílica em todo ponto, pois

0 = |Φ|2 =
n∑
i=1

|Φei|2 =
n∑
i=1

|λ̃iei|2 =
n∑
i=1

(λ̃i)
2

0 =
n∑
i=1

(λi −H)2 ⇔ λi = H.

Com o auxílio dessa aplicação, temos algumas proposições, que são válidas em

qualquer uma das formas espaciais Mn+1

1 (c) apresentadas no capítulo 1.

Proposição 4.9. Seja Mn (n ≥ 3) uma hipersuperfície tipo espaço com curvatura

média constante em M
n+1

1 (c). Se Mn tem duas curvaturas principais λ e µ com

multiplicidades n− 1 e 1, respectivamente, então

|∇Φ|2 =
(n+ 2)

n
|∇|Φ||2. (4.19)

Demonstração. Seja Φ = A − HI definido em Mn como acima. Como H é

constante e ∇I = 0, temos

∇Φ = ∇A−∇(HI) = ∇A

e daí,

|∇Φ|2 = |∇A|2 =
n∑

i,j,k=1

h2ijk.

Tomemos um referencial ortonormal local {e1, ..., en} tal que Φei = λ̃iei, em

que λ̃i = λi −H, e estabeleçamos a seguinte notação para a variação dos índices:

1 ≤ a, b, c, . . . ≤ n− 1, com λa = λ e λn = µ. Assim

Φea = λ̃ea (λ̃a = λ−H),

Φen = µ̃en (µ̃ = µ−H).
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Definindo a distribuição Dp = {X ∈ TpM
n|AX = λX}, temos do Teorema

3.16 que ea(λ) = 0 (derivada de λ na a-ésima direção) sobre a variedade integral

correspondente. Como H é constante, temos

µ = −(n− 1)λ+ nH ⇒ ei(µ) = −(n− 1)ei(λ). (4.20)

Dai, segue que ea(µ) = 0 e en(µ) = −(n − 1)en(λ). Portanto, de (2.27) e de

ωij + ωji = 0, as derivadas covariantes de hij são dadas por
n∑
k=1

habkωk = dhab +
n∑
k=1

hkbωka +
n∑
k=1

hakωkb,

n∑
k=1

habkωk = dλδab + λωba + λωab,

n∑
k=1

habkωk = δab

n∑
k=1

ei(λ)ωk.

habk =

 0, se 1 ≤ k ≤ n− 1

en(λ)δab, se k = n
. (4.21)

De forma similar, obtemos

hnnk =

 0, se 1 ≤ k ≤ n− 1

en(µ), se k = n
. (4.22)

Utilizando as equações de Codazzi, hijk = hikj = hkij, segue de (4.21) e (4.37) que
n∑
i,j,k

h2ijk =
∑
a,b,c

h2abc + 3
∑
a,b

h2abn + 3
∑
a

h2ann + h2nnn

= 0 + 3
∑
a,b

(en(λ)δab)
2 + 0 + (en(µ))2

= 3
∑
a

h2aan + h2nnn

= 3(n− 1)(en(λ))2 + (en(µ))2

= 3(n− 1)(en(λ))2 + (n− 1)2(en(λ))2

= (n− 1)(n+ 2)(en(λ))2. (4.23)

Sendo ∇λ =
n∑
i=1

ei(λ)ei = en(λ)en, temos

|∇Φ|2 =
n∑

i,j,k=1

h2ijk = (n− 1)(n+ 2)|∇λ|2. (4.24)
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Por outro lado, como {e1, . . . , en} diagonaliza Φ, temos

|Φ|2 = trΦ2 =
n∑
i=1

〈Φ2(ei), ei〉 =
n∑
i=1

〈Φ(ei),Φ(ei)〉

= (n− 1)λ̃2 + µ̃2.

Como (n− 1)λ̃+ µ̃ = trΦ = 0, segue

µ̃ = −(n− 1)λ̃. (4.25)

nλ̃ = λ̃− µ̃ = λ− µ. (4.26)

Resulta de (4.25), que |Φ|2 = n(n− 1)λ̃2 e, de (4.26), que o sinal de λ̃ é o sinal de

(λ− µ), que denotaremos por ε = sgn(λ− µ). Daí,

λ̃ = ε
|Φ|√

n(n− 1)
. (4.27)

Sendo λ̃ = λ − H, com H constante, segue que |∇λ̃|2 = |∇λ|2. Assim, de (4.27)

temos

|∇λ|2 =
|∇|Φ||2

n(n− 1)
. (4.28)

De (4.24) e (4.28) segue que

|∇Φ|2 =
n∑

i,j,k=1

h2ijk = (n− 1)(n+ 2)
|∇|Φ||2

n(n− 1)
. (4.29)

Portanto,

|∇Φ|2 =
(n+ 2)

n
|∇|Φ||2.

Proposição 4.10. SejaMn (n ≥ 3) uma hipersuperfície tipo espaço com curvatura

média constante em M
n+1

1 (c). Se Mn tem duas curvaturas principais λ e µ com

multiplicidades n− 1 e 1, respectivamente, então

|∇A|2 =
(n+ 2)

4n

|∇S|2

S − nH2
. (4.30)

Demonstração. Sendo |Φ|2 = S − nH2, temos que |Φ| =
√
S − nH2. Assim,

∇|Φ| = ∇S
2
√
S − nH2

⇒ |∇|Φ||2 =
|∇S|2

4(S − nH2)
. (4.31)
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Como |∇Φ|2 = |∇A|2, segue de (4.19) e (4.31) que

|∇A|2 =
(n+ 2)

4n

|∇S|2

(S − nH2)
.

Observação 4.11. Neste caso, S−nH2 6= 0, pois Mn não é totalmente umbílica.

Utilizando as Proposições 4.9 e 4.10, temos a seguinte

Proposição 4.12. SejaMn (n ≥ 3) uma hipersuperfície tipo espaço com curvatura

média constante em M
n+1

1 (c). Se Mn tem duas curvaturas principais distintas λ

e µ com multiplicidades n− 1 e 1, respectivamente, então

1

2
∆S =

(n+ 2)

4n

|∇S|2

S − nH2
+ (S − nH2)2 + n(c−H2)(S − nH2)

+ εn(n− 2)H(S − nH2)

√
S − nH2

n(n− 1)
, (4.32)

1

2
∆|Φ|2 =

(n+ 2)

n
|∇|Φ||2 + |Φ|2PH,ε(|Φ|), (4.33)

onde ε = sgn(λ− µ) e PH,ε(x) = x2 + εn(n−2)H√
n(n−1)

x+ n(c−H2).

Demonstração. Tomando um referencial {ei} que diagonaliza Φ, temos Φei =

λ̃iei, com λ̃i = λi − H. Como Mn tem duas curvaturas principais λ e µ com

multiplicidades n− 1 e 1, respectivamente, estabeleçamos a notação

λ1 = . . . = λn−1 = λ e λn = µ.

Sendo |Φ|2 = S − nH2 e λ̃ = λ−H, temos de (4.27) que

λ̃ = ε

√
S − nH2

n(n− 1)
⇒ λ = H + ε

√
S − nH2

n(n− 1)
. (4.34)

Como (n− 1)λ+ µ = nH, segue que

µ = H − ε(n− 1)

√
S − nH2

n(n− 1)
. (4.35)

Sendo,

trA3 =
n∑
i=1

〈A3(ei), ei〉 =
n∑
i=1

〈λ3i ei, ei〉 = (n− 1)λ3 + µ3.
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De (4.34) e (4.35), temos

trA3 = (n− 1)

(
H3 + 3H2ε

√
S − nH2

n(n− 1)
+ 3H

S − nH2

n(n− 1)
+ ε

(
S − nH2

n(n− 1)

)3/2
)

+

+H3 − 3H2(n− 1)ε

√
S − nH2

n(n− 1)
+ 3H(n− 1)2

S − nH2

n(n− 1)
−

− ε(n− 1)3
(
S − nH2

n(n− 1)

)3/2

= nH3 + 3H
S − nH2

n
+ ε

S − nH2

n

√
S − nH2

n(n− 1)
+

3H(n− 1)(S − nH2)

n
−

− ε(n− 1)2
(S − nH2)

n

√
S − nH2

n(n− 1)
.

Fazendo as simplificações possíveis,

trA3 = nH3 + 3H(S − nH2)− ε((n− 1)2 − 1)
(S − nH2)

n

√
S − nH2

n(n− 1)

= nH3 + 3H(S − nH2)− ε(n− 2)(S − nH2)

√
S − nH2

n(n− 1)
.

Substituindo trA3 na Fórmula do tipo Simons (2.34), segue que

1

2
∆S = |∇A|2 + S2 + nc(S − nH2)− nHtrA3

= |∇A|2 + S2 + nc(S − nH2)− n2H4 − 3nH2(S − nH2) +

+ εnH(n− 2)(S − nH2)

√
S − nH2

n(n− 1)

= |∇A|2 + S2 − 2nH2S + n2H4 + nc(S − nH2) + n2H4 − nH2S +

+nεH(n− 2)(S − nH2)

√
S − nH2

n(n− 1)

= |∇A|2 + (S − nH2)2 − nH2(S − nH2) + nc(S − nH2) +

+nεH(n− 2)(S − nH2)

√
S − nH2

n(n− 1)

= |∇A|2 + (S − nH2)2 + (S − nH2)(nc− nH2) +

+nεH(n− 2)(S − nH2)

√
S − nH2

n(n− 1)
.



4.2. O problema proposto por L. F. Cao e G. Wei 79

Da Proposição 4.10 temos

1

2
∆S =

(n+ 2)

4n

|∇S|2

S − nH2
+ (S − nH2)2 + (S − nH2)(nc− nH2) +

+nεH(n− 2)(S − nH2)

√
S − nH2

n(n− 1)
. (4.36)

Como |Φ|2 = S − nH2 e H é constante, segue que

1

2
∆|Φ|2 =

1

2
∆S ∇|Φ| = 1

2
√
S − nH2

∇S

=
(n+ 2)

n
|∇|Φ||2 + |Φ|2

(
|Φ|2 +

εn(n− 2)H√
n(n− 1)

|Φ|+ n(c−H2)

)

=
(n+ 2)

n
|∇|Φ||2 + |Φ|2(Pε,H(|Φ|)),

onde PH,ε(x) = x2 +
εn(n− 2)H√
n(n− 1)

x+ n(c−H2).

Agora, estamos em condições de apresentar a demonstração do Teorema 4.7.

Demonstração. Seja Mn uma hipersuperfície tipo espaço completa com

curvatura média constante H em Hn+1
1 (c) (c < 0). Tomando um referencial

ortonormal {ei} que diagonaliza o endomorfismo de Weingarten associado à

segunda forma fundamental de Mn, isto é, hij = λiδij, temos que as componentes

do tensor curvatura de Ricci (2.18), se escrevem como

Rij = c(n− 1)δij − nHλiδij +
∑
k

λiδikλkδkj.

Assim,

Rij =

 0, se i 6= j

c(n− 1)− nHλi + λ2i , se i = j
. (4.37)

Desta forma,

Rii = c(n− 1) + λ2i − nHλi +

(
n2H2

4
− n2H2

4

)
= c(n− 1) +

(
λi −

nH

2

)2

− n2H2

4

≥ c(n− 1)− n2H2

4
.

Logo, como H é constante, temos que Mn tem curvatura de Ricci limitada

inferiormente.
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Seja F : Mn → R a função definida por F (p) = |Φ|2(p) = (S − nH2)(p).

Notemos que F é uma função infinitamente diferenciável, visto que S e H

são diferenciáveis, e limitada inferiormente. Para provar esta última afirmação

utilizemos novamente a notação

λ1 = . . . = λn−1 = λ e λn = µ.

Assim, de (4.34) e (4.35), temos que

λ− µ = H + ε

√
S − nH2

n(n− 1)
−H + ε(n− 1)

√
S − nH2

n(n− 1)
= εn

√
S − nH2

n(n− 1)
.

(λ− µ)2 =
n(S − nH2)

n− 1
⇒ |Φ|2 =

(n− 1)

n
(λ− µ)2.

Como inf(λ − µ)2 > 0 em Mn, temos que existe δ > 0 tal que (λ − µ)2 ≥ δ > 0.

Daí,

F (p) =
(n− 1)

n
(λ− µ)2 ≥ (n− 1)

n
δ > 0.

Logo, F é limitada inferiormente com ínfimo estritamente positivo.

Estamos nas condições do Lema 3.25, o qual garante a existência de uma

sequência de pontos (pn) em Mn tal que

lim
n→∞

F (pn) = inf F, lim
n→∞

|∇F |(pn) = 0, lim
n→∞

∆F (pn) ≥ 0. (4.38)

Como |Φ|2 = S − nH2 e H é constante, temos que ∇F = ∇|Φ|2 = ∇S e

∆F = ∆|Φ|2 = ∆S. Temos, ainda, que

∇|Φ| =
1

2
√
S − nH2

∇S.

|∇|Φ|| =
|∇S|

2(
√
S − nH2)

=
|∇F |
2
√
F
.

Logo, aplicando a equação acima à sequência de pontos (pn) e, utilizando (4.38) e

o fato do ínfimo de F ser estritamente positivo, temos que

lim
n→∞

|∇|Φ|| = 0.

Assim, aplicando a equação (4.33) à mesma sequência, obtemos

1

2
∆|Φ|2 =

(n+ 2)

n
|∇|Φ||2 + |Φ|2PH,ε(|Φ|)

0 ≤ α2

(
α2 +

εn(n− 2)Hα√
n(n− 1)

+ n(c−H2)

)
= α2PH,ε(α), (4.39)
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onde α = inf |Φ| sobre M .

Defina agora a função G : Mn → R por

G(p) =
1

(|Φ|2 + a2)1/2
(p),

onde a é uma constante. Como F , G também é uma função infinitamente

diferenciável e limitada inferiormente. Utilizando as propriedades dos operadores

diferenciais, temos

∇G = − 1

2(|Φ|2 + a2)3/2
∇|Φ|2 = − |Φ|

(|Φ|2 + a2)3/2
∇|Φ|. (4.40)

∆G = div∇G

= − ∆|Φ|2

2(|Φ|2 + a2)3/2
+

3

4

|∇|Φ|2|2

(|Φ|2 + a2)5/2

= − ∆|Φ|2

2(|Φ|2 + a2)3/2
+ 3

|Φ|2|∇|Φ||2

(|Φ|2 + a2)5/2
. (4.41)

Das expressões acima, obtemos

G∆G− 3|∇G|2 =
1

(|Φ|2 + a2)1/2

(
− ∆|Φ|2

2(|Φ|2 + a2)3/2
+ 3

|Φ|2|∇|Φ||2

(|Φ|2 + a2)5/2

)
−

− 3
|Φ|2|∇|Φ||2

(|Φ|2 + a2)3

= − ∆|Φ|2

2(|Φ|2 + a2)2
= −1

2

(
1

(|Φ|2 + a2)1/2

)4

∆|Φ|2

= −G
4

2
∆|Φ|2.

Daí

3|∇G|2 −G∆G =
G4

2
∆|Φ|2. (4.42)

Aplicando o Lema 3.25 a função G, temos que existe uma sequência de pontos

(qn) em M tal que

lim
n→∞

G(qn) = inf G, lim
n→∞

|∇G|(qn) = 0, lim
n→∞

∆G(qn) ≥ 0. (4.43)

Aplicando a equação (4.42) à sequência de pontos (qn)

lim
n→∞

(
G4

2
∆|Φ|2

)
= lim

n→∞

(
3|∇G|2 −G∆G

)
1

2
( lim
n→∞

G(qn))4 lim
n→∞

∆|Φ|2(qn) ≤ −( lim
n→∞

G(qn)) lim
n→∞

∆G(qn),
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obtemos

lim
n→∞

∆|Φ|2(qn) ≤ 0. (4.44)

Notando que

0 = lim
n→∞

|∇G|(qn) = lim
n→∞

(
|Φ||∇|Φ||

(|Φ|2 + a2)3/2

)
(qn) (4.45)

e que G tem ínfimo, obtemos que |Φ| tem supremo, inf G = β > 0 e,

consequentemente,

lim
n→∞

|∇|Φ|| = 0. (4.46)

Assim, da equação (4.33)

1

2
∆|Φ|2 =

(n+ 2)

n
|∇|Φ||2 + |Φ|2PH,ε(|Φ|)

0 ≥ γ2

(
γ2 +

εn(n− 2)H√
n(n− 1)

γ + n(c−H2)

)
= γ2PH,ε(γ), (4.47)

onde γ = sup |Φ| sobre M .

Consideremos agora a seguinte equação polinomial

x2 +
εn(n− 2)H√
n(n− 1)

x+ n(c−H2) = PH,ε(x) = 0. (4.48)

Note que, se c < 0 o discriminante da equação acima será

4 =
n2(n− 2)2H2

n(n− 1)
− 4n(c−H2) > 0. (4.49)

Logo, a equação (4.48) tem duas raízes distintas x−ε e x+ε , dadas por

x±ε =
− εn(n−2)H√

n(n−1)
±
√

n2(n−2)2H2−4n2(n−1)(c−H2)
n(n−1)

2
,

x±ε =
−εn(n− 2)H ± n

√
n2H2 − 4c(n− 1)

2
√
n(n− 1)

(4.50)

e satisfazendo

x−ε + x+ε = −εn(n− 2)H√
n(n− 1)

,

x−ε x
+
ε = n(c−H2) < 0.
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Assim, as raízes da equação (4.48) têm sinais opostos. Seja x+ε > 0. Estudando

o sinal do polinômio PH,ε encontramos que as soluções para as desigualdades em

(4.39) e (4.47) são

α ≥
−εn(n− 2)H + n

√
n2H2 − 4c(n− 1)

2
√
n(n− 1)

(4.51)

e

0 ≤ γ ≤
−εn(n− 2)H + n

√
n2H2 − 4c(n− 1)

2
√
n(n− 1)

. (4.52)

Como α = inf |Φ| e γ = sup |Φ| sobre M , segue que

|Φ| = α = γ =
−εn(n− 2)H + n

√
n2H2 − 4c(n− 1)

2
√
n(n− 1)

(4.53)

e, daí,

|Φ|2 =
n2(n− 2)2H2 − 2εn2(n− 2)

√
n2H2 − 4c(n− 1) + n2(n2H2 − 4c(n− 1))

4n(n− 1)

|Φ|2 = −cn+
n3H2 − εn(n− 2)H

√
n2H2 − 4c(n− 1)

2(n− 1)
− nH2. (4.54)

Sendo |Φ|2 = S − nH2, temos

S = −cn+
n3H2 − εn(n− 2)H

√
n2H2 − 4c(n− 1)

2(n− 1)
. (4.55)

Logo, |Φ| é raiz da equação (4.48) e, portanto, constante. De (4.34) e (4.35),

λ = H + ε
|Φ|√

n(n− 1)
,

µ = H − ε (n− 1)|Φ|√
n(n− 1)

temos que λ e µ são constantes. Desta forma, Mn é uma hipersuperfície tipo

espaço isoparamétrica em Hn+1
1 (c). Portanto, pelo Teorema 3.21, temos que Mn é

isométrica à H1(c1)×Hn−1(c2), o que prova o teorema.

É importante observar que o método utilizado na demonstração acima,

necessitou de c < 0 para garantir que a equação (4.48) tivesse solução. Contudo,

fazendo c = 0 e H 6= 0, temos que a equação (4.48) ainda tem duas soluções
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e, assim, o método é aplicável. A condição H 6= 0 é natural ser exigida

quando a hipersuperfície tem duas curvaturas principais, pois se H = 0 em Ln+1,

temos do Teorema 3.24 que Mn é totalmente geodésica de curvatura c = 0 e,

consequentemente, uma hipersuperfície totalmente umbílica e isométrica à Rn.

Portanto, para c = 0, uma hipersuperfície Mn tipo espaço completa

com curvatura média constante H 6= 0 nas demais condições será também

isoparamétrica e, pelo Teorema 3.22 temos que Mn é isométrica à R1 × Hn−1(c1)

ou H1(c2)× Rn−1. Desta forma, temos o seguinte

Teorema 4.13. Seja Mn (n ≥ 3) uma hipersuperfície tipo espaço completa com

curvatura média constante H 6= 0 em Ln+1. Suponha que Mn tem duas curvaturas

principais λ e µ com multiplicidades n − 1 e 1, respectivamente, satisfazendo

inf(λ − µ)2 > 0. Então, Mn é isométrica à R1 × Hn−1(c1) ou H1(c2) × Rn−1,

com c1 e c2 constantes negativas.

Com os teoremas apresentados neste capítulo, temos uma resposta positiva

para a conjectura de L. Cao e G. Wei.
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