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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo principal estudar os solitons de Ricci e as métricas quasi-
Einstein em variedades Riemannianas homogéneas e simplesmente conexas, enfatizando
problemas em dimensoes trés e quatro, procurando caracterizar e descrever explicita-
mente tais estruturas, obtendo resultados de existéncia, unicidade e consequentemente,
construir novos exemplos sobre essas classes de variedades. A descricao mencionada, con-
siste basicamente em determinar condigoes que garantam existéncia e explicitar a familia
de campos de vetores que geram todas essas possiveis estruturas, relacionando-os entre
si e identificando quais desses campos de vetores sao do tipo gradiente. Devemos ressal-
tar que a parte do trabalho que corresponde as variedades homogéneas de dimensao trés
considera a classificacao relativa a dimensao do grupo de isometrias, enquanto a parte
que corresponde as variedades homogéneas de dimensao quatro, contempla apenas uma
subclasse das variedades homogéneas de dimensao quatro que é constituida pelas varie-
dades soluveis tipo-Lie, ou seja, grupos de Lie soliveis, simplesmente conexos e munidos

de métrica invariante a esquerda.

Palavras-chave: Geometria Riemanniana. Variedades Riemannianas. Variedades ho-

mogeéneas. Solitons de Ricci. Métricas quasi-Einstein.



ABSTRACT

The purpose of this work is study Ricci solitons and quasi-Einstein metrics on simply
connected homogeneous Riemannian manifolds, with emphasis in problems in three and
four dimensions, trying to characterize and to describe explicitly such structures, getting
results of existence, uniqueness and consequently, build new examples on these class of
manifolds. The quoted description consists basically in to obtain conditions that ensure
the existence and show explicitly the family of vector fields that generate each of these
structures, relating them and identifying what of these vector fields are gradient. We
should highlight that in the part of this work that corresponds to homogeneous three ma-
nifolds, we will consider the classification relative to dimension of isometry group, while
in the part that corresponds to homogeneous four manifolds, we treat only the solvable
geometry Lie type, namely, the simply connected solvable Lie group with left invariants

metrics.

Keywords: Riemannian geometry. Riemannian manifolds. Homogeneous manifolds.

Ricci solitons. Quasi-Einstein metrics.



2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

3.1
3.2
3.3

4.1
4.2

5.1
5.2

6.1
6.2

SUMARIO

INTRODUCGAO . . . . ., 10
PRELIMINARES . . . . . . 12
Notacoes e primeiras definigcoes . . . . . . . . . .. ... ... L. 12
Variedades homogéneas . . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 14
Campos de vetores conformes . . . . . . . ... ... 15
Solitons de Ricci . . . . . . . . .. 20
Métricas quasi-Einstein . . . . . . . .. ..o 000000 23
RESULTADOS INTRODUTORIOS . . . . . . . i 29
Variedades homogéneas de dimensao 3 . . . . . . . ... ... ... .. .. 29
Variedades soliiveis tipo-Lie de dimensao 4 . . . . . ... .. ... .. .. 35
Campos de Killing e solitons de Ricci . . . . . .. ... ... .. ... ... 39
SOLITONS DE RICCI HOMOGENEOS DE DIMENSAO 3 . . .. .. 42
Exemplos e Lemas-chave . . . . . . ... ... .00 42
Descricao dos solitons de Ricci . . . . . . ... ... ... 46
VARIEDADES QUASI-EINSTEIN HOMOGENEAS DE DIMENSAO 3 59
Exemplos e Lemas-chave . . . . . . ... ... .00 59
Descricao das métricas quasi-Einstein . . . . . .. ... ... ... 63
VARIEDADES QUASI-EINSTEIN HOMOGENEAS DE DIMENSAO 4 70
Exemplos e Lemas-Chave . . . . . . . . ... .. ... ... ... 70
Sobre a existéncia de métricas quasi-Einstein . . . . . . .. ... ... .. 75
CONCLUSAO . . .. . 78

REFERENCIAS . . . . . 79



10

1 INTRODUCAO

O estudo das métricas tipo-Einstein vem tendo grande destaque nos ultimos anos,
podemos citar como exemplos: solitons de Ricci, métricas quasi-Einstein, quase solitons
de Ricci e métricas quasi-Einstein generalizadas. Aqui vamos estudar os solitons de Ricci
e as métricas quasi-Einstein em variedades homogéneas de dimensoes trés e quatro, apre-
sentando essencialmente resultados de caracterizacao, existéncia e unicidade. O trabalho
encontra-se dividido em seis capitulos, os trés primeiros correspondem a parte introdutoria
onde estabelecemos as notacoes e trazemos os resultados que serao usados nos capitulos
que contém os resultados principais.

Diversos trabalhos buscam caracterizar os solitons de Ricci da forma mais clara e
simples possivel, facilitando a compreensao de tais estruturas e a construcao de novos
exemplos. Podemos citar o trabalho de Perelman [33] no qual ele prova que todo soliton
de Ricci compacto é gradiente, enquanto Aquino, Barros e Ribeiro Jr [3] provam que os
potenciais de Perelman e Hodge-de Rham diferem por constante. No contexto dos solitons
de Ricci homogéneos, destacamos os trabalhos de Petersen e Wylie [35] e [36], bem como
os resultados de Baird e Daniello [4] e [5].

Nos trabalhos de Baird e Daniello [4] e [5] os autores apresentam uma maneira de gerar
todas as estruturas de solitons de Ricci a partir de um exemplo particular e dos campos de
Killing sobre uma familia de variedades homogéneas de dimensoes trés e quatro, provando
a unicidade modulo campos de Killing. Nesse sentido, provamos que em variedades de
curvatura escalar constante nao-nula é possivel obter conclusoes similares, ou seja, uma
estrutura de soliton de Ricci sobre uma variedade de curvatura escalar constante nao-nula
¢ tnica a menos de campos de Killing.

No intuito de melhorar os resultados de Baird e Daniello [5], descrevemos de forma
explicita todas as possiveis estruturas de solitons de Ricci sobre variedades homogéneas
simplesmente conexas de dimensao trés, apresentando expressoes que determinam a familia
de todos os campos de vetores que geram tais estruturas e consequentemente, obtemos
uma grande quantidade de novos exemplos. Essa descri¢cao nos permitiu determinar com
mais facilidade as estruturas gradientes, obter novos resultados e provas mais elementares
de resultados ja existentes na literatura.

Na sequeéncia, obtemos conclusoes similares ao estudar as métricas quasi-Einstein e
nessa direcao, mostramos que as unicas variedades homogéneas de dimensao trés que
admitem estrutura de métricas quasi-Einstein nao-triviais saio H? e H2 x R e descrevemos
ainda, todas as possiveis estruturas nessas variedades. Além disso, apresentamos exemplos
de estruturas de métricas quasi-Einstein nao-gradientes sobre Nils e 1531/2 e 0s primeiros
exemplos compactos de variedades quasi-Einstein nao-gradiente, obtidos sobre esferas de

Berger S? _ e que motivam o estudo das estrutura nao-gradientes.
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Finalizamos o trabalho, estudando as variedades soltveis tipo-Lie de dimensao quatro
motivados pelo trabalho de Baird indicado em [4], no qual o autor descreve todas as
possiveis estruturas de solitons de Ricci sobre Nily. De modo similar, apresentamos
novos exemplos de solitons de Ricci sobre as variedades Nilz x R, Soly, Solfmn e Sol® x R,
mostrando que tais exemplos sao Unicos a menos de campos de Killing. A descrigao
apresentada nos permite, entre outras coisas, verificar que essa classe de variedades nao
admite estruturas gradiente de soliton de Ricci.

Inspirados pelo trabalho de Lauret [28], provamos ainda que variedades soliveis tipo-
Lie de dimensao quatro nao admitem estruturas de métricas m-quasi-Einstein gradientes
para m finito, estendendo assim a conclusao ja obtida para solitons de Ricci sobre essa
mesma classe de variedades. Diante disso, podemos concluir que em geral, as tunicas
estruturas de métricas quasi-Einstein gradientes sobre variedades soluveis tipo-Lie de
dimensdo quatro sao os solitons de Ricci sobre R?*, mais precisamente sao os solitons

Gaussianos.
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2 PRELIMINARES

Neste trabalho, vamos considerar M"™ uma variedade diferencidvel de classe C* e
dimensao n, denotar por g = (, ) uma métrica Riemanniana sobre M", C*°(M) o anel
das fungoes reais de classe C* definidas em M"™, X (M) o conjunto dos campos de vetores
de classe O sobre M™ e V a conezxdo Riemanniana de (M", g). Dado um ponto p € M™
arbitrario, entao 7T, M denotara o espaco tangente a M™ em p e T M denotard o fibrado
tangente de M™.

2.1 Notacgoes e primeiras definicoes

Agora vamos introduzir as principais notagoes e algumas definicoes que utilizaremos

no decorrer do trabalho.

Definigao 2.1 O gradiente de f € C*°(M) é o campo de vetores sobre M", denotado
por V f e definido pela condicao

(Vf, X) = X(f),
para todo X € X(M).
Definigao 2.2 O divergente de X € X(M) é a fungao divX : M — R, definida por
divX(p) = tr[Y (p) = (Vy X)(p)],
onde tr denota o traco da aplicacao.
Definigao 2.3 O Laplaciano é o operador A : C*(M) — C*°(M) definido por
Af =div(Vf),
para toda f € C>(M).

Definicao 2.4 Definimos o hessiano de f € C*°(M) em p € M" como sendo o operador
linear (hessf), : T,M — T,M, dado por

(hess f)p(v) = VoV f,

para todo v € T,M.
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Observagao 2.1 Prova-se que Af = tr(hessf).
Definigao 2.5 Dizemos que uma aplica¢ao multilinear de ordem r (ou r-linear)

w:X(M)x -+ xX(M)— C>®(M)

N J
-

r fatores

é um r-tensor covariante sobre M".

Observacao 2.2 Podemos considerar o hessiano de f como um tensor, tal que
Hessf(X,Y) = (hessf(X),Y),

para cada par X, Y € X(M).

Definicao 2.6 Definimos a curvatura de Riemann R de uma variedade Riemanniana
(M",g), como sendo uma correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma

aplicagao R(X,Y) : X(M) — X(M), dada por
R(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ —Vxyv|Z,
onde Z € X(M) e V denota a conexao Riemanniana de (M", g).

Definicao 2.7 Definimos o tensor de Ricci de uma variedade Riemanniana (M™, g), como
sendo a aplicagao Ric: X(M) x X(M) — C*(M), dada por

Ric(X,Y) = tr{Z = R(Z, XY,
para todo X,Y € X(M).

Definigao 2.8 Definimos a curvatura escalar de uma variedade Riemanniana (M™, g),

como sendo a aplicagao S : M™ — R, dada por
S = tr Ric,
ou seja, a curvatura escalar é o traco do tensor de Ricci.

Definicao 2.9 Sejam (M",g) e (N™, h) variedades Riemannianas, entao um difeomor-

fismo ¢ : M™ — N™ é dito uma isometria, quando satisfaz

(u, )y = (dipp(w), dpp(v))n

para todo p € M e u,v € T, M.
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2.2 Variedades homogéneas

Definigao 2.10 Dizemos que uma variedade Riemanniana (M", g) é homogénea, quan-

do para cada dois pontos arbitrarios p,q € M™ existe uma isometria ¢ : M"™ — M" tal

que ¢(p) = q.

Proposicao 2.1 Seja (M", g) uma variedade homogénea, entao (M™, g) é completa.

Demonstragao: Suponha por absurdo que (M™,g) ndo é completa, entdao existem um
ponto p € M™ e uma geodésica normalizada + : [0,%] — M partindo de p e que nao se
estende além do extremo ty. Dessa forma, podemos tomar ¢ > 0 suficientemente pequeno,
de tal forma que ¢ = v(to — €/2) e que B.(p), Bc(q) sejam bolas normais em p e ¢,

respectivamente.
Sejam ¢ : M™ — M" uma isometria e v € T,,M um vetor unitario, tais que p(p) = ¢

e dp,v =+/(to — €/2), entao

vl = |depv| = |7/ (to — €/2)| = 1,

no entanto, considerando a geodésica « : [0,€) — M" definida por a(t) = exp,(tv),

segue-se que

poa(0) = p(p) =q=(to —€¢/2)

e também

(p0@)'(0) = dppa/(0) = dippv = 7'(to — €/2),

logo ¢ o @ é uma geodésica que parte do ponto ¢ = y(to—€/2) com velocidade /(g —€/2)
na bola normal B.(g). Por unicidade, temos que ¢ o a = 7|jt,—¢/2,¢,] € PoOrtanto estende-
mos vy na bola normal B.(q), ou seja, estendemos v além do extremo ty, chegando a uma

contradicao. O

Proposicao 2.2 Seja (M™, g) uma variedade homogénea, entao (M™, g) possui curvatura

escalar constante.

Demonstracgao: Dados p,q € M™ arbitrarios, existe uma isometria ¢ : M"™ — M" tal

que ¢(p) = ¢ e consequentemente,

S(q) = (Sop)(p) = S(p),

concluindo a prova. 0
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2.3 Campos de vetores conformes

Defini¢ao 2.11 Sejam X € X(M) um campo de vetores sobre uma variedade Riemanni-
ana (M", g) e w um tensor r-covariante, entao definimos a derivada de Lie de w na diregao
de X por

(Lxw)(Vi, s e) = X100 1)) = D w((V, s [X, V], 10)),

onde Yi,--- .Y, € X(M). Em particular, se w for a métrica Riemanniana g de M™",

teremos
(Lxg)(Y,Z) = (VyX,Z)+ (Y, VzX)

para todo Y, Z € X(M).

Definicao 2.12 Dizemos que uma campo de vetores X € X(M) sobre uma variedade
Riemanniana (M", g) é conforme, quando existe uma funcao ¢ € C*°(M) (chamada fator
conforme) satisfazendo Lxg = 21¢g. Dizemos ainda que X é um campo de Killing, se o

fator conforme 1 for identicamente nulo.

Observagao 2.3 Usando diretamente as definicoes de divergente e de derivada de Lie,

verifica-se facilmente que ¥ = %divX :

Um campo de vetores conforme frenquentemente usado em uma forma espacial M
¢ determinado pelo vetor posi¢cao com origem em um ponto py € M, fixado, devemos
ressaltar que esse campo de vetores foi introduzido para espagos nao-Euclidianos por

Heintze em [24]. Descrevemos a seguir o referido campo de vetores:

Exemplo 2.1 Considere uma forma espacial (M, g) e um ponto arbitrario p, € M,

entao definimos
X = (509)V4,

onde ¢ : M — R é a funcao distancia dada por ¢(.) = dist(.,py), s(t) é solugao da
equacao diferencial y” + ky = 0, satisfazendo y(0) = 0 e /(0) = 1 e r uma fungao que
satisfaz ' = s. Nessas condicoes, temos que X é um campo de vetores gradiente conforme

com fator conforme 1) = s's ¢ e tal que X =V (ro ¢).
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Para uma melhor compreensao do Exemplo 2.1, mostraremos os casos particulares em
que k£ = 0,1 ou —1, ou seja, os casos em que (M™, g) = R" S ou H". Dessa forma, temos

os exemplos a seguir:

Exemplo 2.2 Considere R” munido da métrica canonica e um ponto py € R™ arbitrario,

entao a fungao distancia ¢ : R® — R é dada por ¢(p) = [p—pol, s(t) =t e r(t) = 3t* +c,
onde ¢ é uma constante real. Dessa forma, temos que s o ¢ = ¢ e Vo (p) = o(p) 'p,

portanto o campo de vetores posicao em R" é dado por X (p) = p e seu fator conforme é

v=1.

Exemplo 2.3 Considere S™ munido da métrica canonica e um ponto arbitrario py € S”,
entdo a fungao distancia ¢ : S* — R é dada por ¢(p) = arccos(p,po), s(t) = sent e
r(t) = —cost + ¢, onde ¢ é uma constante real. Sendo assim, o campo de vetores posigao

em S" é dado por
X =sen¢p Vo,

seu fator conforme é a funcao dada por

¥(p) = cos d(p) = (p, po)-

Exemplo 2.4 Considere H" e um ponto arbitrério py € H", entao vamos denotar por
¢ : H* — R a fungao distancia, s(t) = senht e r(t) = cosht. Nesse caso, o campo de

vetores posicao em H" é dado por
X =senh¢ Vo,

seu fator conforme é a funcao ¢ = cosh ¢.

Nesse momento, vamos apresentar um resultado, devido a Obata e Yano [32] que
relaciona o fator conforme de um campo conforme com o seu laplaciano, a curvatura
escalar e a dimensao da variedade onde o campo de vetores é definido. Mais precisamente,

temos que:

Proposigao 2.3 (Obata e Yano [32]) Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana e X um

campo de vetores conforme sobre (M", g), entao
1
S{XVS) = —(n = DA - S,

onde 1 denota o fator conforme do campo de vetores X.
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Proposicao 2.4 Sejam (M™,g) uma variedade Riemanniana, f € C*°(M) uma funcao

diferencidvel ¢ X € X(M) um campo de Killing sobre (M", g), entao
LxHessf = HessX(f).

Demonstracao: Pode ser encontrada na referéncia indicada em [8].

Um caso particular interessante bastante explorado na literatura sao os campos con-

formes fechados, definidos a seguir.

Defini¢ao 2.13 Um campo conforme X € X(M) com fator conforme v é dito fechado,

se satisfaz a condigao
Vy X =Y,

para todo Y € X(M). Dizemos ainda que X é homotético ou paralelo, quando v for

constante ou identicamente nulo, respectivamente.

Observagao 2.4 Um campo de vetores conforme X = Vy € X(M) gradiente é fechado,
pois dados Y, Z € X(M), temos que

(VyX,2) = (VyVp, Z) = Hessp(Y, Z) = (VY, Z),

portanto Vy X = ¢Y.

O resultado a seguir nos traz expressoes do gradiente e laplaciano da norma de um
campo de vetores conforme em termos da norma do campo, do fator conforme e do Ricci
na direcao do referido campo. Observe que trata-se de uma pequena generalizacao da
Proposigao 29 de [34] em que o autor trabalha com campos de Killing, no entanto os

calculos sao similares.

Proposigao 2.5 Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana e X € X(M) um campo de

vetores conforme com fator conforme v, entao:

1
(a) 5V|Xy2 =2pX — VxX.

(b) %A|X|Q = |[VX]? - (n — 2)(X, V) — Ric(X, X).
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(a) Considerando um ponto arbitrario p € M"™ e um referencial ortonormal {E, ..., E,}

na sua vizinhanca, temos que

1 1 n n
—VIX]? = =Y E/|X]’E, = X.E)\E,
2V| | 2; z| | ) ;(VEZ ) z> %

n

— Z(2¢<X, E) — (VxX, E))E;

= ) (X — VxX E)E; = 20X — VxX,

i=1
1
entao devido a arbitrariedade de p, obtemos §V|X | =2y X — VxX.

(b) Novamente calculando em p e usando a expressao do item anterior, obtemos

1 1
5A|X|2 = div (§V\X]2) = 2div(pX) — div(Vx X),

n

= 2divX +2X(¥) — Y (VpVxX, E)
=1

= ¢’ +2X(¢) = Y (R(E;, X)X + VxVpX + Vip, x X, E)
=1

= 204" +2X(¢) = Rie(X, X) = > (VxV X, E) = > (VigxX, E),

i1 i=1
entao usando o fato de X ser conforme, segue-se que

1 n
5A|X|2 = 209" +2X () — Ric(X,X) = Y (VxVp X, E)

=1

~20 ) (B X, Bi) + Y ([ X1, V5.X)

i=1

= 2n” +2X(¢) — Ric(X,X) = Y X(VpX,E;) — 2 divX + |[VX|’

i=1

por fim, lembrando que divX = ni, temos ainda

%A]XF — 2ne® + 2X () — Rie(X, X) — nX(v) — 20 divX + |[VX|?
= _<n - Q)XW) - RZC<X7 X) + IVX|2>

entao pelo mesmo argumento anterior, obtemos a igualdade desejada.
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Proposicao 2.6 Sejam (M", g) uma variedade Riemanniana, X € X(M) um campo de

vetores conforme fechado com fator conforme 1, entao

Rie(X,Y) = —(n — )Y ().

Demonstracao: Considerando um ponto arbitrario p € M"™ e um referencial ortonormal

{F1, ..., E,} na sua vizinhanca, temos que

Ric(X,Y) = Ric(Y,X) = i(R(Ei,Y)X, E)

=1
n

= > (Ve VX = VWV X = Vig X, E)
=1

= Y (VR (Y) - Vy(6E) - V[ Y. E)

= Z<Ez(¢)y —Y()E;, E;)

i=1

= —(n=1Y(¥)

e devido a arbitrariedade do ponto p, concluimos a prova da igualdade. [l

Corolario 2.1 Sejam (M",g) uma variedade Riemanniana, X € X(M) um campo de

vetores conforme fechado com fator conforme 1, entao:
1 2
(a) SVIX| = yX.
1 2 2 b
(b) §H€SS|X| =Yg +dp ® X',
Demonstragao:
(a) Decorre diretamente do ftem (a) da Proposicao 2.5.

(b) Usando o item (a) e fazendo um célculo direto para Y, Z € X(M), temos que

<VY(wX)7Z>
= (Vv X, Z) +Y(¥)(X, Z)
- w2<Y7Z>+<v¢7Y><X7Z>

1
§H633|X\2(Y, Z)

e isso prova a igualdade esperada. O
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2.4 Solitons de Ricci

Inicialmente, os solitons de Ricci aparecem nos trabalhos de Hamilton [22] como
solugoes auto-similares do fluxo de Ricci, ou seja, pontos estacionarios do fluxo, inva-
riantes por homotetia e scaling da métrica. Essa teoria foi usada por Perelman [33] para
provar a conjectura de Poincaré e a conjectura da geometrizagao de Thruston, seguindo
um roteiro iniciado pelo préprio Hamilton. A relacdao entre solitons de Ricci e fluxo de
Ricci nao é o foco do nosso trabalho, no entanto estaremos esclarecendo essa relacao ao
longo da subsegao e além disso, outros detalhes podem ser encontrados nos livros indica-
dos em [15] e [21].

Agora vamos introduzir algumas definicoes e informacoes bésicas essenciais ao desen-

volvimento do trabalho.

Definigao 2.14 Um soliton de Ricci (M", g, X, A) é uma variedade Riemanniana (M™", g),

junto com um campo de vetores X, satisfazendo a equacao fundamental
. 1
Ric + §£Xg = \g, (2.1)

onde A € R é uma constante. Dizemos ainda que (M™, g, X, \) é expansivo, estacionario

ou contratil, quando A < 0, A =0 ou A > 0, respectivamente.

Devemos notar que se X for um campo conforme, entao a equacao fundamental (2.1)
resume-se a equacao de Einstein e nesse sentido os solitons de Ricci generalizam as vari-
edades de Einstein. Além disso, dois campos de vetores que geram estruturas de solitons
de Ricci sobre uma variedade Riemanniana, diferem por um campo conforme com fator

conforme constante.

Observacao 2.5 Um caso particular muito estudado, ocorre quando X ¢é o gradiente de

uma funcao f € C*°(M) e assim, podemos escrever a equagao (2.1) na forma

Ric+ Hessf = Ag, (2.2)
nesse caso, dizemos que o soliton de Ricci é gradiente e f é sua funcao potencial.
Defini¢ao 2.15 Dizemos que um soliton de Ricci (M, g, X, \) é trivial, quando o campo

de vetores X é um campo de Killing. No caso particular de um soliton gradiente, basta

dizer que a funcao potencial é constante.
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Nesse momento, estamos em condicoes de explicar um pouco o fluxo de Ricci e escla-
recer a sua relagao com os solitons de Ricci definido anteriormente. Primeiro considere
uma variedade M™ e uma familia ¢g(¢) de métricas Riemannianas sobre M", entao o fluxo
de Ricci é dado pela equacao

0

59(t) = —2Ricyq),

onde o objetivo era partir de M™ munida de uma métrica inicial arbitraria gy e tentar
deforma-la de maneira que ela pudesse convergir para uma variedade uniforme, aumen-
tando ou diminuindo a curvatura nos pontos em que a mesma fosse pequena ou grande,

respectivamente.

Para entendermos como os solitons de Ricci aparecem, vamos considerar uma métrica
inicial gy sobre M™ e uma solugao do fluxo ¢(t) = o(t)¢;go com ¢; denotando uma familia
de difeomorfismos sobre M™ e o(t) = 1 — 2\t. Nessas condigoes, temos por um calculo
direto que

0 - Jd
a(ﬂzﬂ@%%+0@§%%,

0
dai avaliando a ultima igualdade em ¢ = 0 e usando a notacao X = ﬁ, obtemos

ot

0
a1 (0) = —2Ago + Lx 9o,

portanto
, 1
Ricg, + §£Xgo = Ago,

chegando assim na equagao que define o soliton de Ricci.

Observe que os cédlculos acima nos mostraram que dada uma solugao do fluxo, podemos
associa-la a um soliton de Ricci e no mesmo sentido, a proposicao a seguir estabele a

reciproca de tal afirmacao.

Proposicao 2.7 (Hamilton [21]) Seja (M, go, V fo, —%) um soliton gradiente com Vg, fy
completo, entao existe uma solugao g(¢) do fluxo de Ricci, ou seja,

t
ag—() = — 2Ricg(t) y

ot

com ¢(0) = go, difeomorfismos ¢(t) : M — M com ¢(0) = Idy e fungoes f(t) com
f(0) = fo, definido para todo t, tal que v(t) = At + 1 > 0, satisfazendo
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1. Os difeomorfismos ¢(t) : M — M constituem uma familia a 1-pardametro de difeo-

morfismos gerados X (t) = ﬁvgo fo, isto é,

0 1
5P0)() = m(vgofo)(sot(x)),
2. g(t) = v(t)¢igo,
3. f(t) = fo o vt = i (fo),
4. Ricywy + Hessgu f(t) + #(t)g(t) =0,
onde Vg4 f(t) é o gradiente de f(t) com a métrica g(t).
Partindo da equagao fundamental (2.1), obtém-se uma identidade que relaciona cur-

vatura escalar de (M", g) e o divergente do campo de vetores X. Para isso, tomamos o

traco em (2.1) e assim
S+ divX = An, (2.3)

onde S denota a curvatura escalar. Quando o referido soliton é gradiente, entao a igual-
dade (2.3) torna-se

S+ Af=An, (2.4)
a qual pode ser obtida tomando o trago na igualdade (2.2).

Para ilustrar as defini¢oes apresentadas acima, vejamos a seguir alguns exemplos

classicos de solitons de Ricci gradiente.

Exemplo 2.5 (Solitons de Finstein) Sejam (M™, g) uma variedade de Einstein com cons-

tante de Einstein A e f: M"™ — R uma funcao constante, entao Hessf = 0 e assim
Ric+ Hessf = Ag,

portanto (M, g, Vf, A) é um soliton de Ricci. Devemos lembrar que nessa classe de varie-
dades estao as formas espaciais R™(espaco euclidiano), S"(esfera canonica) e H"(espago

hiperbdlico).

Exemplo 2.6(Solitons Gaussianos) Seja M = R™, g a sua métrica candnica, A um nimero

real e f: R" — R a fungao definida por f(z) = %\xF, entao verifica-se que (M, g, Vf, \)

¢ um soliton de Ricci gradiente.
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Exemplo 2.7 (Solitons rigidos) Sejam (N, h) uma variedade de Einstein e A € R a sua
constante de Einstein, daf considere o produto cartesiano M = N x R¥ munido da métrica
produto g e defina a funcdo f : M = N x R¥ = R por

A
f(pv :U) = 5’17‘27

entao (M, g,V f,\) é um soliton de Ricci gradiente que pode ser expansivo, estacionario

ou contratil.

Observacgao 2.6 Nos artigos indicados em [35] e [36], ambos de Petersen e Wylie, pode-se

encontrar mais informagoes sobre os solitons rigidos.

Exemplo 2.8 (Soliton de Hamilton) Sejam ¥ = (R?, g) uma variedade Riemanniana com

B dx? + dy?
T = Tra2+ y?
e f:R?* - R a funcao definida por f(z,y) = —log(1 + 2 + 3?), entao (X, Vf,A =0) ¢é

um soliton de Ricci gradiente estacionario.

2.5 Métricas quasi-Einstein

As métricas quasi-Einstein sao generalizacoes das métricas de Einstein e dos solitons de
Ricci, tais métricas possuem uma relacao direta com os produtos-warped, conforme abor-
dado em [9], [14], [23] e [26]. Essas métricas também estao relacionadas com as métricas
estaticas que aparecem em problemas sobre o teorema da massa positiva e relatividade
geral, como explorado nas referéncias indicadas em [1], [2] e [30]. Essas relagoes sao as
principais motivagoes para o estudo das referidas métricas e serao melhor explicadas ao

longo da secao.

Iniciaremos com algumas defini¢oes e informagoes basicas que serao fundamentais no

desenvolvimento dos Capitulos 5 e 6 do presente trabalho.

Definigao 2.16 Seja (M",g) uma variedade Riemanniana, entdo definimos o m-Bakry-

Emery tensor de Ricci por
. 1 L, b
Ricy := Ric+ -Lxg— —X" ® X°,
2 m

e onde m é um inteiro positivo ou m = oo, Lxg denota a derivada de Lie da métrica g

na direcio do campo de vetores X e X’ denota a 1-forma associada a X
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Geralmente o tensor m-Bakry-Emery de Ricci aparece na literatura considerando X
um campo de vetores gradiente e na maioria das vezes em problemas relacionados a
produtos-warped, como podemos conferir em [7], [9], [10], [13], [14], [23] e [26]. Recen-
temente e de foma independente Barros e Ribeiro Jr [6] e Limoncu [30] estenderam essa
definicao para um campo de vetores arbitrario nao necessariamente gradiente, conforme

a definicao anterior.

Observacao 2.7 Observe que se X = 0, entao o m-Bakry-Emery tensor de Ricci coincide

com o tensor de Ricci.

Definicao 2.17 Uma métrica g sobre uma variedade diferenciavel M™ ¢é chamada de
m~quasi Einstein, quando existem um campo de vetores X e uma constante A\ € R,

satisfazendo

1 1

Rick = Ric+ 5Lxg - — X' X" =)\g (2.5)
m

e além disso, (M",g) serd dita uma variedade m-quasi-Einstein. Dizemos ainda que a

referida métrica (ou variedade) m-quasi-Einstein é expansiva, estaciondria ou contratil,

quando A < 0, A =0 ou A > 0, respectivamente.

Devemos ressaltar que se tivermos m = oo, entao a equagao (2.5) resume-se a equagao
fundamental (2.1) que define soliton de Ricci, enquanto X = 0 em (2.5) resulta na equagao
de Einstein Ric = Ag e por isso, dizemos que as métricas quasi-Einstein generalizam os
solitons de Ricci e as métricas de Einstein. Fazendo analogia a notacao usada para os
solitons de Ricci, usaremos (M™, g, X, \) para denotar uma métrica (ou variedade) quasi-

Einstein.

Definigao 2.18 Dizemos que uma métrica quasi-Einstein (M™, g, X, \) é gradiente, quando

X é o gradiente de uma funcao f € C°°(M) e assim, escrevemos
o . 1
Ric}" == Ric+ Hess[ — Edf ®df = \g, (2.6)

de modo similar, (M™, g) serd dita uma variedade quasi-Einstein gradiente.

Observacao 2.8 Podemos simplificar a equacao acima, definindo a fungao positiva u €
C>(M) por u=e¥/™ dai obtemos

1
Vu=——e1ImVf,
m
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consequentemente,
m 1
—Hessu = —Hessf + —df ® df,
u m
portanto, reescrevemos a equacao fundamental (2.6) na forma
m
Ric — —Hessu = \g, (2.7)
u

obtendo uma equagao mais simples de trabalhar.

Nesse momento, estamos em condicoes de esclarecer a relacao existente entre as
métricas quasi-Einstein, produtos-warped e métricas estaticas que motivam o estudo das
métricas quasi-Einstein. Para isso, vamos considerar uma variedade Riemanniana (M", g)
e o operador L?-adjunto formal da linearizacao da curvatura escalar total, denotado por

£ e definido em u € C*(M) pela expressao
£,(u) = —(Au)g + Hessu — uRic,

entao dizemos que a métrica g é estatica sobre M", quando existe uma funcao nao-
constante pertencente ao niicleo do operador acima definido. Por outro lado, usando a
Proposic¢ao 2.7 de Corvino [16], podemos garantir que u € C°°(M) é um elemento nao-
constante do nticleo de £}, se e somente se, a métrica warped g = g — u?dt? é de Einstein
sobre M"™ x R.

Agora sejam (M™, g,V f,\) uma métrica 1-quasi-Einstein nao-trivial e u € C*(M)
a funcdo positiva definida por u = e/, entdo a equacdo fundamental 2.7 nos fornece a
igualdade
uRic — Hessu = \ug,
logo a métrica em questao serd estatica, desde que a fungao u satisfaga a condig¢ao
Au+ Au =0,
ou equivalentemente,

Ae™l + xe™! =0, (2.8)

portanto uma maneira de construir métricas estaticas e variedades de Einstein é obter

métricas quasi-Einstein cuja fungao potencial satisfaz a equagao (2.8).
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Uma outra relacao entre as métricas quasi-Einstein e os produtos-warped surge de

forma natural e fica evidenciada com o resultado a seguir:

Proposigao 2.8 (Besse [9]) Sejam (M™, g) e (N™, h) variedades Riemannianas e consi-
dere o produto cartesiano M x N munido da métrica g = g + e n h, entao (M x N,gq)
é uma variedade de Einstein, se e somente se, (N, h) é uma variedade de Einstein e as

seguintes igualdades sao satisfeitas

1
Rici" = Ricy + Hessf — Edf ®Rdf = \g

ulu — (m — 1)|Vul® + Ay = M2,
onde u = e~#, Ay e A sdo as respectivas constantes de Einstein de (N,h) e (M x N,g).
Definicao 2.19 Uma métrica quasi-Einstein sera dita trivial, se tivermos X = 0. No

caso particular de métrica quasi-Einstein gradiente, basta afirmar que a funcao potencial

é constante.

A partir da equagao fundamental (2.5), podemos obter uma identidade que relaciona a
curvatura escalar S de (M™, g), divergente e norma do campo de vetores X. Basta tomar

o trago em (2.5) para chegar em
. I 9
S+ divX — —|X|* =nA (2.9)
m
e se a referida métrica for gradiente, entao a igualdade (2.9) torna-se
1 2
S+Af—E]Vf\ = nA\, (2.10)
que também pode ser obtida tomando o traco na igualdade (2.6).

Nesse momento, passamos a apresentar alguns exemplos para ilustrar a defini¢ao cen-
tral da secao. O primeiro exemplo traz uma estrutura nao-trivial de métrica quasi-Einstein

gradiente sobre o espago hiperbdlico.

Exemplo 2.9 (Wei, 2009) Considere o semi-espago H" = {x = (z1,29,...,2,) € R" :
r, > 0} de R" e a métrica g = x,%(dz? + dzi + ... + dx?), dai definimos o espago
hiperbdlico n-dimensional por H" = (H",g). Agora seja f : H" — R a funcao definida

por f(z) = mlogx,, entdo (H", Vf, A = —m —n + 1) é uma métrica m-quasi-Eintein.
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De fato, observe que {F; = xn&”}?:l ¢ um referencial ortonormal, entao escrevemos

Vf =mFE, e assim, obtemos

—

Hessf=mY (VpE,E)E @ E;=mY Y (Vi E, E)E @ E,

ij=1 i=1 j=1

<
Il

dai usando a féormula de Koszul, segue-se que
m n—1
Hessf = & > B Ea, By) = (B Bj] Ea) = ([Ea, B)) E)]E; © E,
ij=1
no entanto, [E;, E;] =0, [E;, E,| = —E; e [E,, E;] = E;, consequentemente
n—1
Hessf = —m Z E; ®Eg,

ij=1

ou ainda, Hessf = —m(g — £’ ® E”). Devemos lembrar que Ric = —(n — 1)g, temos
também df = mE” e A\ = —(m +n — 1), portanto combinamos essas informagdes e verifi-

camos que a equagao fundamental (2.6) é satisfeita.

O préximo exemplo descreve uma familia de estruturas de métrica quasi-Einstein

gradientes que construimos sobre o espaco hiperbdlico a partir da funcao distancia.

Exemplo 2.10 Considere novamente o espaco hiperbélico n-dimensional H” e a funcao
distancia ¢ : H" — R descrita no Exemplo 2.4, entao defina f : H" — R por

f(z) = —mlog cosh ¢,

portanto (H", Vf, A = —m —n + 1) é uma métrica m-quasi-Einstein.

De fato, primeiro fazemos ¢ = cosh ¢ e assim, vamos ter

Vf = —mgp_1Vg0,

consequentemente,
Hessf = —my "Hessp 4+ me 2de @ dp,
no entanto, observe que dp = —m~tpdf e Hessyp = (g, portanto
1
Hessf = —mg + —df ® df,
m

entao lembrando que Ric = —(n—1)g e A= —(m + n — 1), verifica-se facilmente que

a equacao fundamental (2.6) é satisfeita.
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O 1ltimo exemplo, traz uma estrutura de métrica quasi-Einstein nao-gradiente que

obtivemos sobre R*.

Exemplo 2.11 Considere R* munido da métrica Riemanniana
= e'dz® + e”'dy? + (zdy — dz)* + dt*

e o campo de vetores, definido por

m
X =+,/20.,
2

entao (R*, g, X, \ = —1/2) é uma variedade m-quasi-Einstein expansiva e nao-gradiente.

De fato, primeiro verifica-se facilmente com a Proposicao 3.5 que X é um campo de

Killing, entao Lxg = 0 e assim

1

1 1
Ric+ =Lxg— —X"® X’ = Ric — =dz*
2 m 2

novamente pela Proposicao 3.5, temos que
1 1
Ric = ——g+ —d2*
1 29—1— 5 z°,

portanto,

1 1 1

Ric+ ~Lxg— —X"® X" = — g,
2 m 2

observe ainda que Ric(X, X) # 0, dai usamos a Proposi¢ao 2.6 para concluir que X nao

pode ser gradiente.
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3 RESULTADOS INTRODUTORIOS

Nas duas primeiras secoes do presente capitulo discutiremos um pouco sobre as vari-
edades homogéneas simplesmente conexas de dimensao trés e variedades soliveis de di-
mensao quatro tipo-Lie, determinando estruturas geométricas, tais como colchetes de Lie,
conexoes, tensor de Ricci e curvatura escalar, enquanto a tltima secao contém resultados

que estabelecem relacoes entre solitons de Ricci e campos de Killing.

3.1 Variedades homogéneas de dimensao 3

Uma classificagao das variedades homogeéneas simplesmente conexas de dimensao trés
bastante conhecida na literatura, esta relacionada a dimensao do grupo de isometria que
pode ser trés, quatro ou seis. Maiores detalhes sobre as variedades homogéneas simples-
mente conexas de dimensao trés e a classificacao mencionada, podem ser encontrados nas

referéncias indicadas em [17], [41] e [44].

3.1.1 Variedades homogéneas com grupo de isometria de dimensao 3

As variedades homogéneas simplesmente conexas com grupo de isometria de dimensao
trés sao isométricas ao grupo de Lie Sols, definido como sendo o grupo de Lie cuja varie-

dade base é o R?® munido da métrica invariante & esquerda
g = e*dx® + e *dy* + dit?,

portanto os campos de vetores By = e~ !0, Ey = etay e E3 = 0, constituem um referencial

ortonormal.

Podemos calcular os colchetes de Lie em termos do referencial {Ey, Fa, F3}, usando a

definigao e aplicando cada colchete em uma fungao arbitraria f € C°°(M), dai obtemos
[Ela EQ] = 07 [Eb E3] = El € [E27 E3] = _E27
e além disso, deduz-se a partir da formula de Koszul que

Vg By = —Es, Ve By =0, Vi s = F,
Vg, =0, Vi, Ey = Ej, Vi, b3 = —F,,
VE3E1 = 07 VEgEQ =0 (§ VESEg =0.
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A partir dos colchetes de Lie e das conexGes apresentados acima, podemos obter o
tensor de Ricci de Sols em termos do referencial ortonormal apresentado acima e con-
sequentemente, deduzimos ainda a sua curvatura escalar. Mais precisamente, temos a

proposicao a seguir.

Proposigao 3.1 O tensor de Ricci do Sols é dado por Ric = —2E} ® Ej e sua curvatura

escalar é constante S = —2.

Demonstracao: Sendo {Fi, F5, E3} um referencial ortonormal, escrevemos

Ric = Z Ric(E;, Ey)E! ® EJ, (3.1)
7,k=1

entao usando os colchetes e conexoes apresentados anteriormente, calculamos diretamente

3
Ric(Ey, Es) = Y (R(E;, E\)Er, E;) = (R(Es, Ey)E, Es)
=1

= <VE3VE1E27E3> <VE1VE3E27E3> - <V[E3,E1}E27E3>7
- <VE1 EQ, E3> 0

analogamente, obtém-se Ric(F1, F3) = Ric(E,, E3) = 0 e portanto a igualdade (3.1)

torna-se

3
Ric = Ric(E;, E;)E} ® E). (3.2)

j=1
Por outro lado, observe ainda que

Ric(Ey, B) = Z<R(Ei,E1)E1,Ez’>:Z<R(EiaE1)El7Ei>

=1 =2

(R(E;, E\)EL, E;) = (R(Ey, Ey)Ey, Ey) + (R(Es, Ey)Ey, Es)
<VEQVE1E17 E2> - <VE1VE2E17 E2> - <V[E2,E1]E17 E2>
(

+ (Ve Vg, By, Es) — (Vg Ve, Ey, Es) — <V[E3,E2]E2a Es),
= (Vg B3, Ey) + (Vg B3, E3) — (Vg, B, E3),
— <E27 E2> - <E37 E3> - 07
de modo similar, conclui-se que Ric(Es, E3) = 0 e Ric(Es, F3) = —2. Substituindo esses

valores em (3.2), chegamos na expressao do tensor de Ricci e tomando o trago nessa

expressao, obtemos S = —2 e isso finaliza a prova da proposicao. O]
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3.1.2 Variedades homogéneas com grupo de isometria de dimensao 4

Quando o grupo de isometria possui dimensao quatro, M? ¢ uma fibracao sobre uma
forma espacial N,, de dimensao dois com curvatura Gaussiana k e existe uma submersao
de Killing 7 : M? — N, onde as fibras sao difeomorfas a S' e a R para M? compacta e
nao-compacta, respectivamente. O campo de vetores F3 tangente as fibras é um campo
de Killing, tal que VxFE3 = 7X x E3 para todo X € X(M?3), onde 7 é uma constante

chamada de curvatura do fibrado.

Dessa forma, M? estd relacionada as constantes x e 7 que satisfazem a desigualdade
Kk # 47% e assim introduzimos a notacao M? = E3(k, 7). Além disso, fazendo o uso dessas

constantes, tais variedades podem ser classificadas conforme a seguinte lista

([ S2xR, K>0e7=0

H2 xR, k<0eT=0

E*(k,7) = ¢ Nils(r,7) (Espaco de Heisenberg), s =0e 7 #0 .
FS@(H,T), k<0eT#0

Sy . (Esferas de Berger), k >0e 7 #0

Quando o espago E?(x, 7) é nao-compacto, ele ¢ dado topologicamente por
E’(r,7) = {(2,y,1) : (x,y) € N et € R},
entao munindo a forma espacial N? com a métrica

h = p(r)*(dz® + dy?),
onde p é dada por

1, se k=0
p(k) = 2

O Y
1+ (2% +y?) ent

temos que {e; = p~'0,,es = p~'d,} é um referencial ortonormal para NZ2.

A projegao 7 : E3(k,7) — N2, dada por 7(x,y,t) = (x,y) é uma submersio de Killing
e as translacoes ao longo das fibras sao isometrias, por isso F3 é um campo de Killing.
Fazendo um levantamento horizontal do referencial {e1, es}, obtemos {Fy, F»} e junta-
mente com Ej, obtemos o referencial ortonormal { £, Ey, F3} para E3(k, 7). O referencial
natural para N2 é {9,, 9, }, daf um referencial natural para E?(x, 7) ¢ dado por {9, d,, d;},

onde 0, é tangente as fibras e portanto E3 = 0;.
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Nesse momento, enunciamos um lema que descreve a métrica, conexoes e colchetes de

Lie das variedades homogéneas E?(x, 7). Mais precisamente, temos o lema a seguir.

Lema 3.1 (Thruston [44]) Escrevendo o referencial ortonormal {Ey, Es, E3} em termos
de {0,,0,,0;}, temos

Kk # 0 k=0
By = p'0, + 2kTy0, E, =0, — tyo,
Ey = p~'0, — 2kT20, Ey =0, + 120,
Ey =0, E3 =0,

além disso, munindo o espaco E?(k, 7) com a métrica

Y

B dz? + dy? + [ (ydx — zdy) + dt]*, se K =0
9= p(da? + dy?) + [267p(yde — xdy) — dt]”, se k # 0

teremos a conexao Riemanniana dada por

VElEl == /iyEQ, VE1E2 = —I{yEl + TE3, VE1E3 = —TEQ,
VE2E1 == —KJZEQ—TEg, VE2E2 :HZEEl, VE2E3:TE17
VE3E1 = —TEQ, VE'SEQ :TE1 e VE3E3 :0,
consequentemente
[E17 E2] = _’ViyEl + HmEQ + 2TE37 [Ela EQ] =0 € [Ela ES] = 0.

Por outro lado, quando E3(k, 7) é compacto, temos as esferas de Berger, as quais sao
descritas brevemente nesse paragrafo. Comecamos a construgao das esferas de Berger,

apresentando o modelo da esfera unitaria S* dado por
S* = {(z,w) € C*: |2* + |w|* = 1}
e munido da métrica g, , definida por
Grr = % (kg — (v =47V’ @ V'],
onde ¢ denota a métrica canonica de S* e o campo de vetores V' ¢ dado por
View) = (iz,iw),

para cada (z,w) € S3.
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De agora em diante, passaremos a usar a notagao S3 _ para nos referir a S* munido da
métrica g, , definida acima, vale ainda ressaltar que o campo de vetores vertical tangente

as fibras ¢ dado por F3 = £V e também que S}, ¢é a esfera unitdria canonica. Na esfera

de Berger S? _, vamos considerar os campos de vetores, dados por E(z,w) = ‘/TE(—E, Z)

K,T?

e Fy(z,w) = %E(—i@, iZ) e junto com o campo de vetores F3, obtemos um referencial

ortonormal.

Agora enunciamos mais um lema que apresenta as conexoes e os colchetes de Lie nas
3

K,

esferas de Berger S? | dadas em termos do referencial ortonormal acima.

Lema 3.2 (Torralbo [45]) A conex@o Riemanniana associada a métrica g, . ¢ dada por

Vi =0, Vg By = —TE3, Vi, by = 7hy,
VE2E1 = TE3, VE2E2 = 07 VE2E3 = —TEl,
— 9272 — 972
VB =~ "B, Vb =""""B e  VpB=0,
27 27

consequentemente, o colchete de Lie sera dado por

K K
E{. B = —-27F FE{. FEsl = —F Esy, Fs| = ——F;.
[ 1) 2] T3, [ 1, 3] or 2 € [ 2, 3] o 1

Usamos os Lemas 3.1 e 3.2 para obter a proxima proposicao, onde determina-se o
tensor de Ricci das variedades homogéneas E?(x, 7) em termos da métrica e do campo de

vetores vertical Fs.

Proposigao 3.2 Seja E3(k, 7) uma variedade Riemanniana homogénea simplesmente co-
nexa de dimensao trés e com grupo de isometria de dimensao quatro, entao o tensor de

Ricci é dado por
Ric= (k—27%)g — (k — 47} E} @ E3,

enquanto a sua curvatura escalar é constante S = 2(k — 72).

Demonstracao: Faremos a prova apenas para o caso nao-compacto, ja que o caso com-
pacto é completamente andlogo e para isso, vamos considerar o referencial ortonormal

{E1, Es, E3} presente no Lema 3.1, entao escrevemos

3
Ric = Ric(E;, Ey)E} ® E}, (3.3)

jk=1
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no entanto, usando as conexoes e colchetes presentes no Lema 3.1, vamos ter

3
Ric(Ey, E2) = Y (R(E;, E\)Ey, E;) = (R(Es, Ey)Ey, Es)
=1

- <VE3VE1E27 E3> - <VE1VE3E27 E3> - <V[E3,E1}E27 E3>
= —liy<vE3E1, E3> —|— T(VEgEg, E3> = O,

do mesmo modo, chegamos a Ric(F1, F3) = Ric(Fs, F3) = 0 e assim a igualdade (3.3)

torna-se
3
Ric =Y Ric(E;, E;)E} @ E). (3.4)
j=1
Por outro lado, observe ainda que

RiC(El, El) = <R(Ez, El)Eb Ez> = <R(E2, El)El, EQ) -+ <R(E3, El)Eb E3>

NE

[y

— <VEQVE1E17 E2> - <VE1VE2E17 E2> - <V[E27E1]E15 E2>
(Ve, Vi By, Es) — (Vi Vi, Ei, Es) — (Vig,, g E1, Es),

novamente usando as conexoes e os colchetes apresentados no Lema 3.1, obtemos

Ric(E\, E1) = ky(Vg,Es, Es) + Esy(ky) + kx(Vg, By, E)

7(Vg, E3, Es) + Ei(kx) — ky(V g, By, Es) + kx(Vg,Ey, Ey)
27(Vg, B, Es) + (Vg (kyEs), E3) + 7(V g, Ey, Es)

Ey(ky) — 7% 4+ By (kw) — K*y* — k20 — 27% 4 ky(V g, By, B3) + 72

I+ +

Ey(ky) + By (k) — 7% — K*y* — k202 — 277 4+ 72
26p ! — K2 (2 +y?) — 277 = Kk — 277,

da mesma forma, obtém-se Ric(Es, Fy) = rk — 27% e Ric(Es3, F3) = 272 e por fim, basta

substituir todos os valores na igualdade (3.4). UJ

3.1.3 Variedades homogéneas com grupo de isometria de dimensao 6

As variedades homogéneas simplesmente conexas de dimensao trés com grupo de iso-
metria de dimensao seis sao as formas espaciais, tendo portanto curvatura seccional cons-
tante. As formas espaciais de dimensao trés sao o espaco euclidiano R?, a esfera canonica
S? e o espaco hiperbdlico H?, cujas curvaturas escalares sdo constantes S = 0, S > 0

e S < 0, respectivamente. FEssas variedades homogéneas sao chamadas variedades de
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Einstein, ja que o tensor de Ricci é multiplo da métrica e tem a expressao

1
Ric= =8
ic =359,

onde S denota a curvatura escalar da referida variedade. Apresentamos a seguir, mais

algumas informacoes sobre essas variedades, iniciando pelas respectivas defini¢oes.

Iniciamos descrevendo R? que consiste do que o conjunto {(x,y,z) : z,y,2 € R}
munido da métrica g = da?+dy* +dz? e sua curvatura escalar ¢ identicamente nula. Para
descrever a esfera S? e unificar notacao, vamos considerar a mesma construcao das esferas
de Berger, fazendo xk = 472 e caso necessédrio, usaremos as informacoes apresentadas na

subsecao anterior.

Observagao 3.1 Devemos ressaltar que a descricao de S*, mencionada no paragrafo an-
terior, nao é a mais usual da literatura, porém é a mais conveniente para os propositos
do trabalho.

Finalmente, considere o semi-espago H*> = {(z,y,z) € R® : 2 > 0} de R® e a métrica
g = 27 2(dx® + dy* + dz?*), entao definimos o espago hiperbélico por H? := (H?, g), cuja
curvatura é dada por k = —1. Verifica-se facilmente que {E) = 20, Ey = 20, E3 = 20,}
¢ um referencial ortonormal sobre H? e em termos desse referencial, podemos determinar

os colchetes de lie, calculados em uma fungao arbitrdria f € C*°(H?) e assim, obtemos
[E1, Es] =0, [Eh, B3] = —Ey e [Es, B3] = —E»

e além disso, deduz-se a partir da féormula de Koszul que

Vg By = Es, Vi By =0, Vi By = —Ex,
Vg, By =0, Vi, Eay = Es, Vg, B3 = —Es,
vEgEl = O, VE‘SEQ =0 (S VE3E3 = 0.

3.2 Variedades soluveis tipo-Lie de dimensao 4

As variedades soluveis tipo-Lie de dimensao quatro sao grupos de Lie soluveis, sim-
plesmente conexos, difeomorfos a R* e munidos de métrica invariante & esquerda, con-
sequentemente constituem uma classe de variedades homogeéneas. Maiores informagoes
sobre variedades soliveis tipo-Lie podem ser encontradas em [25], [40] e [46], enquanto

um bom suporte tedrico sobre grupos de Lie pode ser obtido em [29] e [31].
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as variedades soliveis tipo-Lie de dimensao quatro, conforme [25], [40] e [46],

mencionadas no paragrafo anterior. Nessas condicoes, listamos as referidades variedades

como a seguir.

(R, g) =

RY, se g = dz? + dy? + dz? + dit*.

Nil*, se g =da?+ dz* + (dy + zdz)* + (zdy + $2°dz + dt)
Nil®> x R, se g = da? + dy? + (xdy — dz)* + dt>.

Soly, se g = e~ (da® + dy?) + e*'dz? + dt>.

Sol}, se g = e*da?® + e 2t dy? + (zdy — dz)* + dt>.

Sol! se g=e2%dx? + e Ptdy? 4+ e72dz? + dt?, onde €%, €’ e e

m,n’

2

sao rafzes reais distintas do polinomio p(t) = t3 — mt* + nt — 1 para
numeros reais a < b < ¢ e inteiros m < n.
Sol®> x R, se g = e?*dz? + e 2dy? + dz? + dt>.

\

Nesse momento, vamos munir R* com a métrica dada por

g= 6_2atd$2 + B—thdyQ + e—2ctdy2 + dtQ

para obter expressoes que descrevam simultaneamente colchetes, conexoes, tensor de Ricci

e curvatura escalar de R?, Solé, Sol? e Sol® x R, pois atribuindo valores convenientes

m,n

as constantes a,b e ¢, teremos cada uma das variedades mencionadas. Baseado nessa

notacao, deduzimos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.3 Considere R* munido da métrica

g= 6_2atd$2 + B_thdyQ + B—ZCtdyZ + dt2

e o referencial ortonormal {E1 = e%0,, By = ebtay, Es =¢%0,, By = 8t} sobre M = (R*, g).

Nessas condigoes, os colchetes de Lie sao dados por

[EhEQ} - [E17E3] - [E27 E3] - 07 [Ela E4] - _aEh
[32, E4] = —bky € [E?n E4] = —ckhsy,

enquanto as conexoes sao dadas por

Vi B = aly, Vi FEy, =0, Ve Es3 =0, Vi By = —akh,
vEgEl - Oa VEQEQ = bE4a VE2E3 - 07 VE2E4 = _bE27
VE3E1 = O, VE3E2 = O, VE3E3 = CE4, VE3E4 = —CEg,

VE4E1 = O, VE4E2 = O, VE4E3 =0 € VE4E4 =0
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Ric=—(a+b+c)(aE @ B} +bEy @ F + cEy ® Ey) — (a® + 1 + ) E, ® B,

em particular, a curvatura escalar serd S = —(a + b+ ¢)? — (a* + b* + ¢2).

Demonstracao: Determinamos os colchetes de Lie, usando a definicdo e aplicando di-

retamente cada colchete em uma funcao f € C*°(M), depois usamos os valores obtidos

junto com a férmula de Koszul para determinar as conexdes Riemannianas. Agora usando

o fato de { £y, By, E5, E4} ser um referencial ortonormal, juntamente com a bilinearidade

do tensor de Ricci, escrevemos

Ric = Z Ric(E;, Ey)E} @ E,

7,k=1

mas usando as conexoes e colchetes acima, teremos

4 4

Ric(Ey, Bs) = Y (R(E:, E\)Ey, E;) =Y (R(E;, E1)Ey, Ey),

=1
A 4
= Z(VEiVElEQ, E;) — Z<VE1VE Ly, E Z

=3 =3 =3

- _<V[E4,E1]E27 E4> — _a<VE1E2, E4> = O’

de modo similar, conclui-se que Ric(E, Es) = Ric(Ey, Ey) = Ric(Es, E3)
Ric(Es, Ey) = 0, entdo a igualdade (3.5) torna-se

Ric = ZRZC L EWE @ E.

Além disso, temos o seguinte

4 4

Ric(Ey, By) = Z(R(Ei,El)El,E-):Z(R(Ei,El)E1,Ei>

=2

(3.5)
21,1, B2, Ei)
= Ric(Ey, Ey) =
(3.6)

=1
4 4 4

= Z(VE Vg By, E; Z Ve Vg B E Z Vig,.en B, Ei),
=2 1=2 =2

dai usamos as conexoes e colchetes apresentados anteriormente para obtermos

4
RiC(El, El) = a Z<VE1E4, Ez) — <V[E4’E1]E1, Ez>a

= a((Vi,Ey, Ey) + (Vi By, E3)) — a(Vg, By, Ey)

= —ala+b+c),
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de modo andlogo, obtemos Ric(Es, Es) = —b(a + b + ¢), Ric(Fs, E3) = —c(a+ b+ ¢)
e Ric(Ey, By) = —(a® + b* + %) e substituimos esses valores em (3.6) para chegar na
expressao do tensor de Ricci, dai tomamos o traco do tensor de Ricci que nos fornece a

curvatura escalar constante
S=—(a+b+c)—(a®+b*+ ),
concluindo a prova. [l

Agora vamos determinar os colchetes de Lie, conexoes, tensor de Ricci e curvatura

escalar do Nil* com o seguinte lema.

Proposicao 3.4 Considere sobre Nil* o referencial ortonormal
{E\ = 0,,E, = 0, — x0,, B3 = =20, + 0, + 1°0,/2, By = O, }
entao os colchetes de Lie sao dados por
[Ey, Ey] = —Ey, [F1,E3]l=—Fy e [FEi, Ey = |Es, E3] =By, E4] = [Es, E4] =0,

enquanto as conexoes sao dadas por

Vi, B =0, Vi B2 =(By — Ey), VpFEy=-1E, VgEi=1E,
Vi, By = 5(Es + Ey), Vi, By =0, ViEy=—1E, VgE =-1E,
Vi By = 1B, Vi o= —1Ey, Vi, B = 0, Vi, Ei =0,
Vi B = 1B, Vi B = —1E, Ve Es=0 e VpE =0

e o tensor de Ricci por

1
Ric=—-E, Q E’ — §(E§ ® E,— E,® E}),

consequentemente a curvatura escalar serda S = —1.

Demonstracao: Similar a prova da Proposicao 3.3.

Agora vamos munir R* com a métrica g = e~ 2%da? + e~ 2dy? + e~ 2dy? + dt* e assim,
observe que fazendo a = 0 ou a = 1, obtemos (R?, g) igual a Nil® x R ou Sol{ respecti-
vamente, entao trabalhando com a referida métrica, podemos descrever simultaneamente

colchetes, conexoes, tensor de Ricci e curvatura escalar dessas variedades.
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Proposicao 3.5 Considere R* munido da métrica
g = e*dx® + e 2 dy? + (xdy — dz)* + dt?

e o referencial ortonormal { Ey = e=0,, By = (0, + x0,), E3 = 0., B4 = 0,} sobre (R?, g).

Dessa forma, os colchetes de Lie sao dados por

[En, Eo] = Ej, [Ev, Es] = [Ea, B3] = [E3, E4] =0,
[Ev, By] = aky e (B, Ey] = —aky,

enquanto as conexoes sao dadas por

Vi By = —aBy, Vg Ey=1E;,  VpEy=—1E, Ve, Ey = aFy,

VB = —1B;,  Vi,E, = aFEy, Vi, Es = LB, Vi, By = —abs,

Vi By = 1By,  VigE = 1B, Vi Es =0, Vi By =0,
Ve, B =0, Vi, Es =0, Ve, Es=0 e VpgEi =0,

o tensor de Ricci por

, 1
Ric = —§[E§ ® E, + FE5® F5 — E) ® E) 4 40°F), ® E}),
. L
e a curvatura escalar serda S = —5(4a +1).
Demonstracao: Analoga a prova da Proposicao 3.3.
3.3 Campos de Killing e solitons de Ricci

Nesta secao, vamos apresentar resultados sobre solitons de Ricci que exploram prin-
cipalmente a relacao existente entre essas estruturas, os campos de Killing e a curvatura
escalar e que serao muito tteis nos proximos capitulos. O primeiro resultado estabele uma
relacao entre as estruturas de solitons de Ricci em variedades Riemannianas de curvatura
escalar constante nao-nula, mostrando que nessa classe de variedades é possivel chegar
a resultados similares aos que Baird e Daniello obtiveram em [4] e [5] para variedades

homogeéneas de dimensoes trés e quatro.

Proposicao 3.6 Sejam (M", g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar cons-
tante nao-nula que admite uma estrutura (M", g, X, \) de soliton de Ricci, entao essa

estrutura é tinica a menos de campos de Killing.
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Demonstracao: Dada uma estrutura (M™, g,Y, () de solitons de Ricci, temos que
o1
Ric + §£yg = (g,
e por hipétese, (M™, g, X, A) também satisfaz a equacao
o1
Ric + §£Xg = \g,
dai comparamos as igualdades acima, obtendo

Lix-vy9 =2\ —()g,

entao usamos a Proposicao 2.3 para garantir que X —Y é um campo de Killing e portanto

¢ = A, finalizando a prova. 0

Observacao 3.2 A Proposicao 3.6 nos mostra que a partir de uma estrutura particular
de soliton de Ricci e dos campos de Killing sobre uma variedade de curvatura escalar
nao-nula, podemos determinar todas as outras estruturas de soliton de Ricci sobre essa

variedade.

Corolario 3.1 Nas mesmas condig¢oes da proposigao anterior, suponha ainda que (M™, g)
admite estrutura de soliton de Ricci gradiente com fungao potencial f, entao vale a de-

composicao X = Vf 4+ K para algum campo de Killing K.

Considerando apenas estruturas de solitons de Ricci gradiente, podemos obter um
resultado similar a Proposicao 3.6 que dispensa hipdtese sobre a curvatura escalar, como

podemos conferir no proximo resultado.

Proposicao 3.7 Seja (M", g) uma variedade Riemanniana nao-flat que admite uma es-
trutura (M", g, V f, A) de soliton de Ricci gradiente, entao essa estrutura é a inica gradi-

ente a menos de campos de Killing.

Demonstracao: Basta repetir os mesmos passos da prova da proposicao anterior e por

fim, aplicar o Teorema 2 de Tashiro [43]. O

Corolédrio 3.2 Seja (M", g) uma variedade Riemanniana compacta que admite uma es-
trutura (M™, g, X, A) de soliton de Ricci, entao essa estrutura é tinica a menos de campos
de Killing.
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Demonstracao: Basta admitir a existéncia de uma outra estrutura, aplicar o Teorema
de Perelman [33] as duas estruturas e por fim, usar a proposi¢ao anterior ou o préprio
Teorema 2 de Tashiro [43].

Corolario 3.3 Seja (N x R¥ ¢, Vf,\) um soliton de Ricci gradiente, onde N é uma
variedade de Einstein com constante de Einstein A nao-nula e g é a métrica produto,

entdo a fungdo potencial f € C*°(N x R¥) é da forma

A
f(p,x) = Slal* + {a, @) + 0,
onde a € RF e b é uma constante.

Demonstragao: Considere a funcao h € C°(N x R¥), definida por

A
h(p,z) = §|$|2

e observe que (N x R*¥ Vh,\) é um soliton de Ricci, entdo a Proposi¢ao 3.7 nos garante

que K =V f — Vh é paralelo. Usamos a Proposi¢ao 2.6 para concluir que
K= alaxl + ...+ ak(%k
e portanto f pode ser escrita da forma
A2
f(pa l') = §|‘T| + <CL,.I'> + b7

onde a € R¥ e b € R, conforme querfamos provar. O]
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4 SOLITONS DE RICCI HOMOGENEOS DE DIMENSAO 3

Neste capitulo, vamos apresentar os resultados obtidos em parceria com Ribeiro Jr em
[39] para solitons de Ricci homogéneos simplesmente conexos de dimensao trés, os quais
trazem uma descricao explicita dos referidos solitons, melhorando alguns dos resultados
obtidos por Baird e Daniello [5] e esbogando uma prova mais elementar dos mesmos. Os
resultados que obtivemos nos fornecem expressoes gerais para solitons de Ricci e campos
de Killing sobre Sol?, S?2 x R, H? x R e Nil3 e além disso, nos permite chegar as seguintes

conclusoes:

e Todas as estruturas de soliton de Ricci gradiente sobre S? x R e H2 x R sao similares

as descritas nos Exemplos 4.3 e 4.5, diferindo apenas pela funcao potencial.

e S2 x R é o tnico soliton de Ricci contratil, homogéneo e simplesmente conexo de

dimensao treés.

e H? x R é o tinico soliton de Ricci gradiente nao-flat, espansivo, homogéneo e sim-

plesmente conexo de dimensao trés.

e Sol® e Nil; admitem apenas estruturas expansivas e nao-gradientes de solitons de

Ricei.

Observagao 4.1 A tltima das conclusdes mencionada acima, ja era esperada devido aos
resultados de Baird e Daniello em [5] e por ser uma consequéncia do Teorema 1.1 de

Petersen ¢ Wylie em [35].

4.1 Exemplos e Lemas-chave

Conforme vimos na Secao 3.1, geralmente as variedades homogéneas simplesmente
conexas de dimensao trés sao classificadas quanto a dimensao do grupo de isometria que
pode ser trés, quatro ou seis e a menos de isometria, podemos determinar todas essas va-
riedades. Neste capitulo, vamos nos restringir as variedades com grupos de isometria de
dimensoes trés e quatro, pois as variedades que possuem grupo de isometria de dimensao

seis sao bem conhecidas na literatura por serem variedades de Einstein.

Primeiramente devemos recordar a definicao de soliton de Ricci apresentada no se-
gundo capitulo para podermos dar continuidade com os exemplos e os primeiros resultados
obtidos.
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Definicao 4.1 Um soliton de Ricci (M™, g, X, \) é uma variedade Riemanniana (M", g),

junto com um campo de vetores X, satisfazendo a equacao fundamental
. 1
Ric + §£X‘q = \g,
onde A € R é uma constante.

Nesse momento, apresentamos alguns exemplos de estruturas de solitons de Ricci sobre
variedades homogéneas simplesmente conexas de dimensao trés. O primeiro exemplo

descreve uma estrutura de soliton de Ricci sobre Sol®.

Exemplo 4.1 (Baird e Daniello, 2007) Sejam (M?, g) = Sol® ¢ X € %X(Sol*) o campo de
vetores dado por
X = —4y€7tE1 - 2E3,

entdo (Sol?, X, A = —2) é um soliton de Ricci nao-gradiente e expansivo.

Na sequeéncia, trazemos outra estrutura nao-gradiente de soliton de Ricci que obtive-

mos sobre Sol’.

Exemplo 4.2 Sejam (M?,g) = Sol® ¢ X € X(Sol?) o campo de vetores dado por
X = —2ze'Ey — de_tEg,

entdo (Sol®, X, \ = —2) é um soliton de Ricci ndo-gradiente e expansivo.

O préximo exemplo, trata-se de um caso particular do Exemplo 2.7, no qual N = S2

é a variedade de Einstein e A = k > 0 a sua constante de Einstein.
Exemplo 4.3 Sejam M? = S? x R munido da métrica produto g e f : S? x R — R dada
por f(z,y,t) = %Iitz, entao (S2 x R, X = Vf, A = k) é um soliton de Ricci gradiente

contratil.

Agora vamos mostrar uma estrutura nao-gradiente de soliton de Ricci que construimos

sobre S2 x R munido da métrica produto.

Exemplo 4.4 Sejam M? = S2 x R munido da métrica produto g e X € X(S2 x R) o

campo de vetores dado por
X =ypE| — xpFs + KktEs,

entao (S? x R, X, \ = k) é um soliton de Ricci nao-gradiente contratil.
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O exemplo a seguir, também representa apenas um caso particular do Exemplo 2.7,

onde N = H2 é a variedade de Einstein e A = k < 0 a sua constante de Einstein.

Exemplo 4.5 Sejam M? = H? x R munido da métrica produto g e f : H2 x R — R dada
por f(x,y,t) = %mﬁQ, entao (H? x R, X = Vf,A = k) é um soliton de Ricci gradiente

expansivo.

De modo similar, construimos uma estrutura nao-gradiente de soliton de Ricci sobre

H? x R munido da métrica produto.

Exemplo 4.6 Sejam M? = H? x R munido da métrica produto g e X € X(H? x R) o

campo de vetores dado por
X = —ypEy + xpEs + KLE3,
entdo (H? x R, X, A = k) é um soliton de Ricci nao-gradiente expansivo.

O ultimo exemplo que vamos apresentar, refere-se a uma estrutura de soliton de Ricci

que construimos sobre Nilz, descrita a seguir.

Exemplo 4.7 Sejam (M3, g) = Nils; e X € X(Nil3) o campo de vetores dado por
X = —47%2E, — AT*yE, — 8TtF;,
entao (Nil3, X, A = —672) é um soliton de Ricci expansivo nao-gradiente.

Os dois primeiros lemas a seguir sao fundamentais na prova dos teoremas que serao

apresentados no decorrer do capitulo.

Lema 4.1 Seja (Sol®, X, \) um soliton de Ricci, entdo as seguintes equacoes sao satisfeitas

Ey(X,E) + (X, E3) = A (4.1)
Ey(X, Ey) — (X, E3) = A (4.2)
Fs(X,Ey) = A +2, (4.3)

Ey(X, Ey) + E\(X, By) =0, (4.4)
E3(X, E)) + E\(X, E3) — (X, Ey) =0, (4.5)
E3(X, Ey) + By (X, E3) + (X, By) = 0, (4.6)

onde os campos de vetores Fy, Fy e E3 sao tais como na Subsecao 3.1.1.
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Demonstracgao: As equacoes acima sao todas obtidas a partir da igualdade
1
RZC(E“EJ> + §£X9(E17 EJ) = )‘<Ei>Ej>7 (Zaj =12e 3)
a qual pode ser reescrita na forma
;CXg(El', E]) = 2[)\(51] — Ric (Ez> Ej)],

portanto segue da definicao de derivada de Lie e das propriedades da conexao que a

igualdade acima pode ser escrita como
E(X,E;) + E;(X, E;) — (X, Vg, E; + Vg, E;) = 2[\é;; — Ric(E;, Ej)). (4.7)
Observe que para i = j, obtemos
E{X,E;) — (X,Vg,E;) = [\ — Ric(E;, E;)],

entao fazemos ¢ = 1, 2 e 3, usando a Proposicao 3.1 e as conexoes apresentadas na Subsecao
3.1.1, obtemos (4.1), (4.2) e (4.3). Para o caso i # j, temos que a igualdade (4.7) torna-se

por fim, fazendo 7, 7 = 1,2 e 3 e usando o mesmo procedimento do caso anterior, chegamos
nas equagoes (4.4), (4.5) e (4.6). O

Lema 4.2 Seja (E*(k,7), X, ) um soliton de Ricci homogéneo de dimensao trés e com

grupo de isometria de dimensao quatro, entao sao satisfeitas as equacoes

EVX,Ey) — ky(X, By) = X — (k — 272), (4.8)

Ey(X, By — kx(X, Ey) = X\ — (k — 27%), (4.9)

E3(X, E3) = \ — 272, (4.10)

By (X, By) + By(X, By + s (y(X, By) + 2(X, Ey)) = 0, (4.11)
E3(X, B\) + BE\(X, E3) + 27(X, Ey) = 0, (4.12)

E3(X, Ey) 4+ FEy(X, Es) — 21(X, Fy) = 0, (4.13)

onde os campos de vetores Ei, Fr e F3 sao como no Lema 3.1.

Demonstracao: Completamente analoga a prova do Lema 4.1.
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O 1ltimo lema da secao nos traz informacoes parciais das estruturas de solitons de

Ricci sobre S2 x R e H? x R e serd muito ttil na prova do Teorema 4.2.
K K

Lema 4.3 Seja (M?, g, X, \) um soliton de Ricci com (M3 g) = S2 x R ou H2 x R, entdo
E3(X, Ey) = E3(X, Ep) = E\(X, E3) = By (X, E3) =0,

onde os campos de vetores Ey, Fy e F3 sao como no Lema 3.1.

Demonstragao: Inicialmente, usamos o Coroléario 3.1 para obter a decomposicao

X=Vf+K,

onde f é dada por f(x,y,t) = %mﬁQ e K é um campo de Killing, dai obtemos

E(X,E3) = EiEs(f)+ Ei(K, Es)
— E3E1 (f) + E1<K, E3>
- E1<K, E3>

Sabendo que F5 ¢ um campo de Killing gradiente, entao a Proposicao 2.4 implica que
o gradiente de (K, F3) é um campo de Killing e combinando as Proposicoes 2.6 e 3.2,
temos que

V<K, E3> = CE3,
para alguma constante real ¢ e portanto E;(X, E3) = 0. De modo andlogo, prova-se que
Ey (X, E3) =0 e das equagoes (4.12) e (4.13), obtemos

E5(X, Ey) = E3(X, Es) =0,

conforme queriamos provar. O]

4.2 Descricao dos solitons de Ricci

Na referéncia [5] Baird e Daniello apresentam uma descrigao das estruturas de solitons
de Ricci sobre Sol®, médulo campos de Killing. Motivados por esse resultado, procuramos
obter uma descricao mais clara de tais estruturas, apresentando expressoes gerais que
englobam todos os possiveis exemplos de solitons de Ricci sobre Sol®>. Nesse sentido,

enunciamos agora o primeiro teorema.
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Teorema 4.1 Seja (Sol®, X, \) um soliton de Ricci, entdo A = —2 e além disso
X =p1E1 + pabn + p3F3,

com @y, s, 3 € C®(Sol®) definidas por

wl(ﬁa?%t) = _[(C+ 2)£L' + a]et7
902(‘%7 Y, t) - [(C - 2)y + b]e_ta
e3(x,y,t) = c,

onde a, b e ¢ sao constantes reais.

Demonstracgao: Considerando o Exemplo 4.1 e usando a Proposicao 3.6, temos que
A= -2, (4.14)
entao a equacao (4.3) nos fornece
Es3(X, E3) =0, (4.15)
daf aplicamos Ej3 na equacao (4.1) para obter
EsE(X, Ey) = 0. (4.16)
Derivando a equagao (4.4) em relacdo a Ejs, chegamos em
EyE3(X, Ey) + Eo(X, Ey) + E1E3(X, Ey) — By (X, Ey) =0, (4.17)
no entanto, aplicando F; e Ey nas equagoes (4.6) e (4.5) respectivamente, temos ainda
EyE3(X, Ey) = Ey(X, Ey) — E1Ey(X, Es3)
e também
E\E5(X, Ey) = —Ey (X, Ey) — E1Ey (X, E3).
Substituindo as duas ultimas igualdades em (4.17), chegamos em
Ey(X, Ey) — E1(X, Ey) = E1Ey (X, E3)
e combinando-a com (4.4), segue-se que

2E2<X7 El) = E1E2<X7 E3>7



por fim, aplicamos F3 em cada membro e usamos a equagao (4.3) para obter
ByEy(X, By + Ey(X, Ey) = 0.
Aplicando Fj na igualdade (4.18) e depois usando (4.16), temos
E\Ey(X,E)) =0,
entdo derivamos (4.1) com respeito a Ey resultando em
EyEV(X, E)) + Eo(X, Es) =0,
em seguida, comutamos F; e Fy e usamos (4.19) para deduzir que
Fa(X, B3) = 0.
Observe que derivando (4.5) na diregdo de F5 e usando (4.20), obtemos
EyE3(X, Ey) — Ey(X, FEy) =0,
dai comparando a ultima igualdade com (4.18), vamos ter
Ey(X,E1) =0,
a qual comparamos com (4.4) que nos fornece
Ei(X, B) = 0.
Finalmente, derivamos (4.2) na dire¢ao de F; para obter a igualdade
Ei(X,E3) =0
e junto com (4.15) e (4.17), temos que (X, E3) é constante e escrevemos
(X, E3) =c,
entdo comparamos (4.1) e (4.5), depois (4.2) e (4.6) para concluir que
(X, E)) = —[(c+2)x + ale' ¢ (X, Ey) = [(c—2)y +ble?,

onde a, b e ¢ sao constantes reais.
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(4.18)

(4.19)

(4.20)
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Como consequéncia do Teorema 4.1, temos o Corolario 4.1 que também foi obtido de
forma independente por Baird e Danielo em [5], no entanto apresentamos aqui uma prova

elementar.
Corolario 4.1 Sol® ndo admite estrutura de soliton de Ricci gradiente.

Demonstracgao: Suponha por absurdo que existe soliton de Ricci gradiente (8013, X, )
com funcio potencial f € C*(Sol®), entdo a Proposicdo 3.3 e a Proposicio 3 de [36] nos
fornecem

Ric(X,X) = —2(X, FE3)* =0,

portanto (X, E53) = 0 e junto com a equagao (4.5), temos que (X, F1) = 0 e isso contraria

o Teorema 4.1, finalizando a prova do corolario. O

O proximo resultado descreve explicitamente todas as estruturas se solitons de Ricci
sobre S? x R e H? x R.

Teorema 4.2 Seja (M, g, X, \) um soliton de Ricci com (M, g) = S2 x R ou (M, g) =

H? x R, entdo A = k e além disso
X = 1By + o283 + @3 Es,

com @1, pa, 3 € C*°(M) definidas por

p1(2,y,t) = [3ra(x® — y*) — 2xbry + 2cy + 3alp,
©a(x,y,t) = [kb(z* — y?) + brazy — 2cx — blp e
%03(*1'7 yat) = Kt + d7

onde a, b, c e d sao constantes reais.

Demonstracao: Considerando os Exemplos 4.3 e 4.5 e usando a Proposicao 3.6, obtemos

A=K,

entao a equagao (4.10) nos déa

E3<X, E3> =K

e pelo Lema 4.3, segue-se que
<X, E3> = Kkt + d,

onde d é uma constante real.
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Agora escrevemos (X, Ey) = Fp e (X, Ey) = Gp, dai subtraimos (4.9) de (4.8) para

deduzir a igualdade
o, 1" = 0,G (4.21)
e além disso a equagao (4.11) nos da
Oy F + 0,G =0, (4.22)
combinando as duas igualdades, temos que
&R F+0,F=0 (4.23)
e também
92,G+0;,G=0. (4.24)
Novamente usando a equagao (4.8) e (4.9), chegamos em
p 0. F = p'0,G = k(aF +yQq), (4.25)
entao aplicando F; e usando (4.22), temos que
pl 0 F = K[F — yd,F],
daf aplicamos E em cada membro, depois usamos (4.22) e (4.23) para obter
& =0, F=0,
da mesma forma aplicamos F; em cada membro e usamos (4.21) e (4.23) para obter
Orpaa’ = 0y F' = 0,
portanto 07, F, 07 F, 92, F sao constantes e F' tem expressao polinomial.
Observe que (4.25) implica que J,.F' ndo possui termo independente, dai escrevemos
F = 3ka(x® — y?) — 2kbxy + 2cy + 3e,
de modo andalogo, obtemos

B G=0 G =0,

yrzx yyy



da mesma forma aplicamos E; em cada membro e usamos (4.21) e (4.23) para obter
3 3
Oy G = 0,,,G =0,
concluindo que 92,G, 9;,G e 07,G sao constantes, daf escrevemos

G = ka(x? — y?) + kbay + ¢x + ¢,

onde a,a,b,b,c, ¢, e e € sao constantes reais.

Substituindo as expressdes acima em (4.21), (4.22) e (4.25), obtemos @ = b, b =

¢= —2c¢, e =aee= —b, dai reescrevemos F' e G na forma

F = 3ka(z* — y?) — 2kbxy + 2cy + 3a

e ainda
G = kb(z* — y*) + 6kazy — 2cx — b,
consequentemente,
(X, Ey) = [3ka(z® — y*) — 26bxy + 2cy + 3ad]p,
e ainda

(X, Ey) = [kb(z* — 9?) + 6razy — 2cx — b]p.

concluindo a prova.
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6a,

O

De modo similar, descrevemos a seguir as possiveis estruturas de solitons de Ricci

sobre o espaco de Heisenberg.

Teorema 4.3 Seja (Nilz, X, \) um soliton de Ricci, entao A = —672 e além disso
X = p1E1 + pa By + p3Fs3,

com 1, g, @3 € C°(M) definidas por

o1(z,y,t) = =412 + ay + b,
ooz, y,t) = —ax — 47y +c e
ps3(z,y,t) = Tla(z? +y?) — 2(cx — by) — 87t +d]

onde a, b, c e d constantes reais.
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Demonstracao: Considerando o Exemplo 4.7 e aplicando a Proposicao 3.6, temos que
A= —672,
entao usando as equagoes (4.8), (4.9) e (4.10), vamos ter
E\{X,E)) = BEy(X, Ey) = —4712,
e ainda
E3(X, E3) = —87°.
Derivando (4.12) e (4.13) com respeito a Fj3 e usando a equagao (4.10), obtemos

By Ey(X, B)) = —27E(X, E») (4.26)
e também

EsE3(X, Ey) = 2T1E5(X, Ey), (4.27)

daf substituimos (4.13) e (4.12) em (4.26) e (4.27) respectivamente, chegando nas identi-
dades

EsE3(X, Ey) = 27(Ey (X, E3) — 27(X, Ey)) (4.28)
e ainda
EsE3(X, Ey) = —27(F1(X, E3) + 27(X, Ey)). (4.29)

Além disso, calculando a derivada de (4.8) na direcdo de Ej e substituindo (4.28) na

igualdade resultante, vamos ter
E30,(X, E1) — 27°yE5(X, E3) + 47°y(X, Ey) = 0,

mais uma vez aplicamos E3 em cada membro, usamos (4.10) e em seguida substituimos
(4.28), obtendo

27'8xE2 <X7 E3> - 472(8x<X, E1> - Tyat<X, E1>) = 0,
usamos ainda (4.8), para chegar em

0, Fo(X, B5) = —87° (4.30)
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e por fim, usamos a equagao (4.10) na igualdade acima, tornando-a
&2,(X, Es) = 0. (4.31)
Observe que a equacao (4.8) nos da
0.(X, By) — 1y B3(X, By) = —47?
e combinando com (4.12), obtemos
0.(X, E1) + 1y (B (X, E3) 4+ 27(X, By)) = —472,
daf aplicamos E3 em cada membro e usamos (4.10) para deduzir que
E30,(X, E\) + 27%yF3(X, E,) = 0. (4.32)
Derivando (4.12) na diregao de 0,, temos a igualdade
E30.(X, Ey) + 0, E1 (X, E3) + 270,(X, Ey) = 0, (4.33)
entao comparando-a com (4.32), chegamos em
0. F1 (X, E3) = —21E(X, E»)
e usando a equagao (4.10), segue-se que
02 (X, E3) = —27E1(X, E). (4.34)
Por outro lado, observe que (4.9) nos fornece a igualdade
0,(X, Ey) + T2 E3(X, By) = —41°,
dai combinando-a com a equagao (4.13), vamos ter
0,(X, Ey) — 12 (Eo(X, E3) — 27(X, E))) = —472,
no entanto, aplicando F3 em cada membro e usando (4.10), obtemos ainda
E30,(X, Es) + 27°xE3(X, Ey) = 0. (4.35)
Calculando a derivada de (4.13) com respeito a d,, chegamos na igualdade

E38y<X, E2> + 3yE2(X, E3> — 27'8y<X, E1> = O,
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a qual comparamos com (4.35), resultando em
0yEq (X, Es) = 21E5(X, Ey),
usamos ainda (4.10) para obter
2,(X, Es) = 21Ey (X, Ey) (4.36)
e portanto, segue de (4.11), (4.34) e (4.36) que
(X, Es) = 02, (X, E3). (4.37)

Agora combinando a ultima igualdade com (4.10) e (4.31), podemos afirmar que

92,.(X, Es) e 0; (X, Es) sdo constantes, entdo escrevemos
O2.(X, Es) = 82,(X, E3) = 27a, (4.38)
onde a é uma constante real. Nessas condigoes, aplicamos E3 em (4.36) para obter
(9yE3<X, E1> + TIE3E3<X, E1> = 0, (439)
no entanto, derivando (4.8) em relagao a 0y, temos ainda
a§y<X7 E1> - TE3<X, E1> - T’yayE3<X, E1> = O7
e substituindo (4.39) na igualdade acima, chegamos em
a§y<X, E1> = T(Eg(X, E1> - T‘TyEgE3<X, E1>) (440)

De modo anélogo, aplicando 0, em cada membro da igualdade (4.36) e usando (4.38),

temos que
02,(X, E1) + TE3(X, Ey) + e E30,(X, E1) = 0,
mas observe que (4.8) nos da
E30.(X, E1) = TyEsE3(X, Ey),
logo a igualdade anterior torna-se

8§y<X7 E1> = _T<E3<X7 E1> + TZEyEgE3<X, E1>)



Comparando a ultima igualdade com (4.40), chegamos em
Es(X,E)) =0
daf substituimos em (4.8) e usamos o {tem anterior, obtendo
0.(X, Ey) = —47%,
também substituindo (4.38) e (4.41) em (4.36), vamos ter
0y(X, Ey) = a,
logo podemos escrever
(X,EB)) = —47%z +ay + b
onde b é uma constante real.
Substituindo (4.41) em (4.26), temos a igualdade

E3(X, Ep) =0,

a qual substituida em (4.34) juntamente com (4.38), resulta em

Gx <X, E2> = —a,

também substituindo a mesma igualdade em (4.9), segue-se que

ay<X7 E2> = _47_27
donde chegamos na expressao
(X, Ey)) = —ax — 4%y + ¢,

onde ¢ é uma constante real.

%)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

Finalmente, substituimos (4.10) e as igualdades (4.42) e (4.44) nas equagoes (4.12) e

(4.13), obtendo

0.(X, E3) = 27(azx — ¢)

(4.45)
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e também
0y(X, E3) = 27(ay +b). (4.46)
portanto, segue de (4.10), (4.45) e (4.46) que
(X, E3) = t[a(a® + y*) — 2(cx — by) — 87t + d],
concluindo assim a prova. O

O préximo teorema foi obtido por Baird e Danielo em [5] e encerra a descrigao dos
solitons de Ricci homogéneos com grupo de isometria de dimensao quatro, implicando
que as uUnicas estruturas existentes foram todas descritas nos teoremas apresentados an-

teriormente.
Teorema 4.4 (Baird e Daniello [5]) PSl, nao admite estrutura de soliton de Ricci.

O corolério a seguir determina quais variedades homogéneas simplesmente conexas de

dimensao trés admitem estrutura de soliton de Ricci gradiente e descreve tais estruturas.

Corolério 4.2 Seja (M3,g, X, ) um soliton de Ricci gradiente nao-trivial e nao-flat,
homogeéneo e de dimensao trés, entao (M3, g) =S2 x Rou (M?,g) =H2 xR, A =rea

funcao potencial é dada por
L
flz,y,t) = émf +at + b,
onde a e b sao constantes reais.

Demonstragao: Sabendo que o referido soliton é nao-trivial e nao-flat, entao (M3, g)
nao pode ser nenhuma das formas espaciais e usando o Corolario 4.1, garantimos que
(M3, g) nio pode ser Sol®. Observe ainda que (M?, g) nao pode ser Sp ., pois as esferas

de Berger sao compactas e nao pode ser F/’El/g, devido ao Teorema 4.4.

Agora supondo por absurdo que existe uma estrutura (Nils, X, A) de soliton de Ricci

gradiente com fungao potencial f € C*°(Nil3) e usando a equagao (4.10), obtemos
EsE3(X, Ey) = EsEsEL(f) = E1EsEs(f) = E1E3(X, E3) =0,
no entanto, aplicando F3 em (4.12) e usando a iltima igualdade, chegamos em

E3(X, Es) =0,
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daf usando (4.13), temos ainda
(X, Er) =0,
contrariando o Teorema 4.3 e portanto (M3, g) nao pode ser Nils.

Podemos afirmar que (M3, g) = S? x R ou H? x R, entdo o Teorema 4.2 nos fornece

A = K, enquanto a Proposi¢ao 3.2 e a Proposi¢ao 3 de [36] implicam na igualdade
Ric(X, X) = s({X, E1)* + (X, E)?) = 0,
consequentemente,
(X, En) = (X, Ez) =0
entao segue das equagoes (4.10), (4.12) e (4.13) que (X, E3) = kt + a, portanto
fz,y,t) = %ntQ +at+0,

onde a e b sao constantes reais. O

O corolario a seguir é uma consequéncia imediata do Coroldrio 4.2 e além disso a
hipdtese "nao-flat” nao pode ser retirada, pois teriamos um contra-exemplo com os solitons
)

Gaussianos.

Corolario 4.3 Seja (M?, g, X, \) um soliton de Ricci gradiente nao-flat, expansivo, ho-

mogéneo e de dimensdo trés, entao (M3, g) = H2 x R.

O proximo corolario decorre dos Teoremas 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4, novamente a hipdtese

"nao-flat”nao pode ser retirada, pela mesma razao alegada anteriormente.

Corolério 4.4 Seja (M3, g, X, \) um soliton de Ricci contratil nao-flat, homogeéneo e de

dimensao trés, entao (M3, g) = S2 x R.

Mais uma consequéncia do Corolario 4.2 é apresentada no Corolario 4.5 que ja era
esperado devido aos resultados obtidos por Petersen e Wylie [35] sobre solitons rigidos e

por Lauret [27] sobre nilsolitons.

Coroldrio 4.5 Seja (Nil3, X, A) um soliton de Ricci, entao o referido soliton nao pode

ser gradiente.
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Usando a Proposicao 3.6 junto com os Teoremas 4.1, 4.2 e 4.3, obtemos expressoes
que descrevem explicitamente todos os campos de Killing sobre Sol?, S2xR, H2xRe

Nils. Mais precisamente, temos os corolarios a seguir.

Corolario 4.6 Seja K um campo de Killing sobre Sol®, entao
K = p1Ey + @abs + p3Es3

com @1, s, 3 € C(Sol®) definidas por

901(377 Y, t) = —(C.CL’ + a>et7
902($a Y, t) = (Cy + b)e_t>
903(937%75) =G

onde a, b e ¢ sao constantes reais.

Corolério 4.7 Seja (M3,g) = S2 x R ou (M3,g) = H2 x R e K um campo de Killing
sobre (M3, g), entao
K = p1 By + pabiy + p3Es

com 1, pa, 3 € C*°(M), definidas por

p1(z,y,t) = [3ra(z® — y?) — 2kbry + 2cy + 3alp,
pa(z,y,1) = [kb(2® — y?) + 6kazy — 2cx —blp e
@3(‘%7 Y, t) - d7

onde a, b, c e d sao constantes reais.

Corolario 4.8 Seja K um campo de Killing sobre Nil3, entao
K = 1By + paFy + p3Fs,

onde as fungoes 1, s, p3 € C(Nil?) sdao definidas por

¢1(z,y,t) = ay + b,
pa(x,y,t) = —ax +c e
o3(z,y,t) = Tla(x?® + y?) — 2(cx — by) + d]

com a, b, ¢, dsao constantes reais.



59

5 VARIEDADES QUASI-EINSTEIN HOMOGENEAS DE DIMENSAO 3

Neste capitulo vamos apresentar os resultados obtidos em parceria com Barros e Ri-
beiro Jr em [7] para métricas m-quasi-Einstein gradientes com m finito e em variedades
homogeéeneas de dimensao trés, bem como resultados obtidos posteriormente. Na primeira
secao apresentamos os lemas-chave do capitulo e exemplos que obtivemos ao longo do tra-
balho, entre eles um contra-exemplo que mostra nao ser possivel estender para métricas
quasi-Einstein um famoso teorema de Perelman, valido para solitons de Ricci compac-
tos. Na segunda secao, trazemos os resultados principais que nos permitem concluir que
as unicas variedades homogeéneas de dimensao trés que admitem estrutura nao-trivial de

métricas quasi-Einstein gradiente sao H? e H? x R.

5.1 Exemplos e Lemas-chave

Iniciamos essa secao, relembrando a definicao de métrica quasi-Einstein e na sequéncia,
apresentamos alguns exemplos que obtivemos de variedades quasi-Einstein homogéneas
de dimensao trés que construimos. Na sequéncia da secao, encerramos apresentando os

lemas que serao utilizados ao longo do capitulo.

Definigao 5.1 Uma métrica g sobre uma variedade diferenciavel M™ é chamada de m-
quasi Einstein, quando existem um campo de vetores X e uma constante A € R, satisfa-

zendo
" Lo b
Ric+ -Lxg— —X"® X’ = \g
2 m
e além disso, (M", g) seré dita uma variedade m-quasi-Einstein.

A seguir trazemos uma familia de exemplos sobre variedades homogeéneas de dimensao

trés com grupo de isometria de dimensio quatro, nao incluindo apenas S? x R.

Exemplo 5.1 Sejam E?(x,7) uma variedade homogénea de dimensao trés, simplesmente
conexa com grupo de isometria de dimensao quatro, satisfazendo a desigualdade x < 472

e X € X(E3(k, 7)) o campo de vetores, definido por

X = ++v/m(4712 — k) Es,

onde E3 é o campo de Killing vertical tangente as fibras. Nessas condig¢oes, podemos

afirmar que (E3(k,7), X, A = k — 272) é uma variedade m-quasi-Einstein.
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De fato, observe que X é um campo de Killing, entao Lxg = 0 e portanto

1

1 1
Ric+ ~Lxg— —X"® X’ = Ric——X"®X’
2 m m

= Ric+ (k —47°)E, @ 3,
finalmente usamos a Proposicao 3.2 para concluir que
. 1 1 b b 2
Ric+ -Lxg— —X @ X’ = (k —277)g,
2 m
conforme queriamos verificar.

Agora vamos detalhar melhor o exemplo acima, observando o que acontece em cada
variedade E3(k, 7) e analisando a natureza do exemplo em cada caso. Diante disso, apre-

sentamos os quatro exemplos a seguir:

Exemplo 5.2 Sejam E*(k,7) = H? x R e X € X(H2 x R) o campo de vetores, definido

por

X = +v—mkkFE;,

entao (H? x R, X, A\ = k) ¢ uma variedade quasi-Einstein expansiva gradiente com fungao
potencial, dada por f(x,y,t) = £y/—mkt.

Observagao 5.1 O exemplo acima foi descrito de forma mais geral sobre H" x R por

Bezerra e Ribeiro Jr em [10].

Os dois préximos exemplos nao sao gradientes e encerram a lista dos representantes
nao-compactos da familia que estamos descrevendo. O fato desses exemplos nao serem
gradientes é uma consequéncia direta do Teorema 5.2, mas também ¢é consequéncia do

fato de F5 nao ser um campo gradiente e isso pode ser verificado diretamente.
Exemplo 5.3 Sejam E3(k,7) = Nils e X € X(Nil3) o campo de vetores, definido por
X = :l:QT\/EEg,

entdo (Nilsz, X, A = —27%) é uma variedade m-quasi-Einstein expansiva nao-gradiente.

Exemplo 5.4 Sejam E3(k,7) = 1/3372 e X € %(1/33’72) o campo de vetores, definido por

X = +£v/m(4712 — k) E3,

entao (ﬁg/lg, X, A = k — 27%) é uma variedade m-quasi-Einstein expansiva nao-gradiente.
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Um resultado bem conhecido no estudo de solitons de Ricci, conjecturado e provado
por Perelman em [33], afirma que todo soliton de Ricci compacto é do tipo gradiente,
no entanto o préoximo exemplo mostra que esse resultado nao pode ser estendido para
métricas quasi-Einstein. De fato, apresentamos a seguir estruturas de métricas quasi-
Einstein nao-gradientes nas esferas de Berger que sao variedades compactas.

Exemplo 5.5 Sejam E*(k,7) = S} com x < 47° e X € X(S} ) o campo de vetores,

R, T

X = ++/m(4712 — k) Es,

X, X\ = k—27%) é uma variedade m-quasi-Einstein nao-gradiente. Dependendo

definido por

entao (S?

K,T?

dos valores assumidos por x e 7, podemos obter estruturas expansiva, estavel ou contratil.

Partimos para a apresentacao dos lemas principais do capitulo e iniciamos com um

lema de E.D.O. que sera muito importante na prova dos Teoremas 5.2 e 5.3.

Lema 5.1 Seja ¢ : R — R uma funcao derivavel, tal que
my' = g02 -7

para constantes m € Z* e r € R, entao r > 0. Além disso ¢ é uma funcao constante,

dada por ¢ = £4/r ou ¢ é nao-constante, dada por

t+c

o(t) = — /7 tanh [f( -

)} (c constante).

Demonstracao: Inicialmente, observe que se a funcao ¢ satisfaz uma equacao diferencial

ordindria separavel de primeira ordem, entao supondo por absurdo que r < 0, obtemos
V—rt+c
©(t) = +/—rtan (—> (¢ constante),
m

mas com ¢ € derivavel, chegamos a um absurdo. Observe que no caso r > 0, temos ¢

dada por

o(t) = mt (¢ constante),

para r = 0 e por

o) = —/F coth | 7 (t;C) (¢ constante),

ou ainda

o) = —/Ftanh |/F (t:f) (c constante),

para r > 0 e temos ainda ¢ = ++/r para r > 0, por fim usamos o fato de ¢ ser uma

funcao derivavel em R para concluir a prova. O
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Lema 5.2 Suponha que (Sol®, Vf, \) é uma variedade m-quasi-Einstein gradiente, entao

as seguintes equagoes sao satisfeitas

BB () + Eo(f) = - Ba(/)? + ) 5.1)
BaBalf) = Bo(f) = — B f)? + A 5:2)
E3By(f) = %E?,(f)2 +A+2, (5.3)
E\B(f) = BEy(f) = —Fi(f) B, (5.4
EuB(f) = Bi(f) = BsFalf) = — Bu(£)Bs(f), (5.5)
EuB(f) + Balf) = BsBalf) = — Ba(H)Es(f), (5.

onde os campos de vetores Ey, Fr e F3 sao tais como na Subsecao 3.1.1.

Demonstracao: As equacoes enunciadas acima sao obtidas da igualdade
Ric(Ey, E;) + Hessf(Es, E;) — %df(Ei) @ Af(E;) = ME B, (6, =1,2 ¢ 3)
a qual pode ser reescrita na forma
Hessf (B Bj) = — E(f)E,(f) + Aoy — Rie By, Ey),

entao usando a definicao de hessiano e as propriedades da conexao, temos

EE;(f)+E;Ei(f) = (Ve Ej+VEg E)(f)= %Ei(f>Ej(f) +Xdij — Ric(E;, E;).  (5.7)

Observe que para ¢ = j, obtemos a igualdade

EE(f) - (Vi E)(f) = ~E(f)? + A — Ric(E; E),

m

dai fazendo 7 = 1,2 e 3, usando a Proposicao 3.1 e as conexoes apresentadas na Secao
3.1.1, obtemos (5.1), (5.2) e (5.3). Para o caso i # j, a igualdade (5.7) torna-se

EE(f) + E,E(f) — (V5. + Vi, E)f) = —E()E,(f),

finalmente, fazendo 7,7 = 1,2 e 3 e repetindo o procedimento anterior, chegamos nas
equagoes (5.4), (5.5) e (5.6). O
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Lema 5.3 Seja (E3(k,7), X, \) um variedade m-quasi-Einstein nao-compacta homogénea,
simplesmente conexa e com grupo de isometria de dimensao quatro, entao sao satisfeitas

as equacoes

BuE:(f) — kyBalf) = - Br(P 4 A= (5= 27%), 5:8)
EyEy(f) — kaBy(f) = %Eg(f)2 + A — (k —271%), (5.9)
E3Es(f) = %Eg(f)Q + A —277 (5.10)
BuBa(f) + RyBa(f) = 7Es(f) = —Bu(D)Balf), (5.11)
BuBs(f) + TE:(f) = - Bu()Bs(f), (5.12)
EoE(f) = 7B (f) = — Ba(/) Bs(), (513)

onde os campos de vetores Ei, Fy e F3 sao tais como na Secao 3.1.2.

Demonstracao: Completamente analoga a do Lema 5.2. 0

5.2 Descrigao das métricas quasi-Einstein

Sabemos que as variedades homogéneas simplesmente conexas de dimensao trés com
grupo de isometria de dimensao seis sao as formas espaciais R?, S* e H? e além disso,
a estrutura trivial é a tnica estrutura de métrica quasi-Einstein admitida por R3 e S3,
enquanto H? admite estrutura nao-trivial, conforme vimos no Exemplo 2.9. Nessa secao,
vamos determinar as variedades homogéneas simplesmente conexas de dimensao trés que
admitem estrutura nao-trivial de métrica quasi-Einstein gradiente, descrevendo todas as

possiveis estruturas de forma explicita.

O primeiro teorema que vamos enunciar, nos traz informacoes sobre o grupo de Lie

Sol®. Mais precisamente, temos o seguinte resultado:
Teorema 5.1 Sols nao admite estrutura de variedade m-quasi-Einstein gradiente.

Demonstragao: Suponha por absurdo que (Sols, V f, ) é uma variedade m-quasi-Einstein

gradiente, daf aplicamos E3 em (5.1) e em seguida usamos a equacao (5.5) para obter

(Bl = 1) BE(S) + Bafald) =~ B+ s Pl
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substituindo as equagoes (5.1) e (5.3), segue-se que

(i + 1) Es(f) = -2,

m

no entanto, fazendo calculos similares com as equagoes (5.2) e (5.6), temos ainda

(iﬂ) By(f) =2

m
e por fim, comparamos as duas ultimas igualdades e chegamos a um absurdo. 0]
O teorema a seguir refere-se as variedades homogéneas com grupo de isometria de

dimensao quatro e nos diz que as uUnicas estruturas de métrica quasi-Einstein gradiente

estao presentes em H? x R, também descreve como ¢ essa estrutura.

Teorema 5.2 Seja (E3(k,7), Vf, \) uma variedade m-quasi-Einstein gradiente, homogg-
nea de dimensao trés e com grupo de isometria de dimensao quatro. Nessas condicoes,
podemos afirmar que E3(k,7) = H2 x R, A = x < 0 e além disso, a fungdo potencial

[ :E3(k,7) — R serd dada por

f(z,y,t) = £/ —mrt+c

f(z,y,t) = —mlog cosh [,/—%(t—ka)] + b,

onde a, b e ¢ sao constantes reais.

ou por

Demonstragao: Primeiro observe que a Proposigao 2.1 de [14] nos garante que E?(x, 7)
nao é compacta e portanto, estamos nas condigoes do Lema 5.3. Dessa forma, aplicando

Ej na equagao (5.10) e lembrando que [E}, Es] = 0, obtemos

EyF\By(f) = — B Es( ) Bl f), (514

mas substituindo (5.12) e (5.13), segue-se que

%El(f)ggEB(f) —2E\(f) = %El(f)Ez(f)Q-

e por fim, substituimos (5.10) para chegar na igualdade

= (4 DB =0,
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no entanto, aplicando Fy em (5.10) e fazendo cdlculos similares, deduzimos também

X = (m + 2)7Ba(f) = 0.

m
Por outro lado, observe que o Teorema de Qian [37] nos fornece

A—(m+2)r* <0,

enquanto o Lema 3.2 e a Proposicao 3.6, ambos de [14], nos permite afirmar que a desi-

gualdade acima é estrita, ou seja,
A= (m+2)7° <0
e assim, segue-se que
Ev(f) = Ea(f) =0, (5.15)
entdo combinando a igualdade acima com a equagao (5.8), chegamos em
A=k — 277 (5.16)
Nessas condigoes, devemos lembrar que
(B, E5|(f) = —ryEr(f) + waEy(f) + 27 Es5(f) (5.17)
em seguida, usamos (5.15) para chegar em
2TE3(f) =0 (5.18)

portanto (5.10) e 5.16 implicam que 7 = 0. Substituindo 7 = 0 em (5.16) e novamente

usando o Teorema de Qian [37], obtemos
A=k <0 (5.19)

e com isso concluimos que (M?, g) = H2 x R, finalmente aplicamos o Lema 5.1 na equagao

(5.10) para encerrar a prova do teorema. 0J

Observacao 5.2 Uma consequéncia do teorema acima é a descricao explicita das duas
tinicas estruturas de métricas quasi-Einstein gradiente sobre H? x R. Nesse sentido,
Ribeiro Jr e Bezerra provam em [10] que H" x R admite apenas dois tipos de estruturas

de métricas quasi-Einstein, descrevendo-as explicitamente.
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O 1ltimo teorema desse capitulo, descreve todas as estruturas de métricas quasi-
Einstein gradiente presentes no espaco hiperbdlico, mas antes de apresenta-lo, faremos

um lema que sera muito til na prova do referido teorema.

Lema 5.4 Seja u € C*°(H?) uma funcao cujo gradiente ¢ um campo de vetores conforme

com fator conforme 1, entao u e 1 diferem por uma constante e a funcao u é da forma
u(z,y,z) = %[a(az:2 +9° + 2%) + bz + cy + dz + €],
onde a, b, c,d e e sao constantes reais.
Demonstracao: Primeiramente, lembrando que o tensor de Ricci de H? é dado por
Ric = —2g,
temos pela Proposicao 2.6 que
(Vu,Y) = (Y, Vy),
para todo Y € X(H?) e assim
V(u—1)=0,
portanto u — v é constante e dai escrevemos ¢ = u — d, onde d é uma constante real.

Sabendo que o gradiente de u é um campo conforme com fator conforme ¢ = u — d,

isto é, Hessu = (u — d)g, entao precisamos solucionar o sistema de equagoes
EiEj(u) — Vi, Ej(u) = (u— d)dy;, (5.20)

onde 7,7 = 1,2, 3. Definindo v € C*°(H?) por v := zu e fazendo i = 1 e j = 2 na igualdade
(5.20), obtemos F Ey(v) = 0 e assim

2,
0,0 =0, (5.21)
analogamente, fazendo i =1 e j = 3 e depois ¢ = 2 e 7 = 3, chegamos na igualdade
o =020=0. (5.22)
Da mesma forma, fazendo ¢ = j = 1,2, 3 na igualdade (5.20), vamos ter

2020 — 00 = 2853,” — 0w =2020—0.v=u— =d,
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consequentemente,

v =000 =0v (5.23)

zz7)

entao combinando a tltima identidade com (5.21) e (5.23), segue-se que J;,v, 9;,v € 07,v

sao constantes, dai escrevemos
2 a2 a2
Oy = 0,0 = 0;,v = 2a,

onde a e d sao uma constantes reais. Finalmente, combinamos a igualdade anterior com

as igualdades (5.21) e (5.23) para chegar em
v(z,y,2) = alz® +y> + 2%) + br 4 cy + dz + e,

dai basta lembrar que v = zu para obtermos a expressao da funcao u, concluindo a prova

do lema. O

Observacao 5.3 O lema apresentado acima também ¢é valido em dimensao n, ou seja,
uma func¢ao u € C*°(H") cujo gradiente é um campo conforme, difere do fator conforme

do seu gradiente por uma constante e além disso, a funcao u tem a forma

1 n n
onn = (134 S,
n i=1 i=1

onde a,by,...,b, e c sao constantes reais. Devemos ainda ressaltar que a prova em di-
mensao n ¢ completamente andloga a prova da versao em dimensao trés que apresentamos

acima.

Teorema 5.3 Seja (H?, V f, \) uma variedade m-quasi-Einstein gradiente com estrutura

nao-trivial, entao A = —(m + 2) e a fungao potencial f : H*> — R é dada por
f=—mlogu,
com u € C*(H?) uma fungao positiva da forma
u(z,y,z) = é[a(sc2 +y? +2%) +br + ey + d),

onde a, b, ¢ e d sao constantes reais. Podemos afirmar que a funcao u ser positiva, equivale
a termos as constantes a,b,c e d satisfazendo as desigualdades a,d > 0, a+d > 0 e
dad > b + 2.
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Demonstragao: Definindo a fungao positiva u € C°°(H?) por u := e’%, obtemos

1
Vu = ——e*£Vf
m

consequentemente, Ricy' = Ric — T Hessu e assim reescrevemos (2.2) na forma

Ric — THessu = \g.
u

no entanto, substituindo Ric = —2¢ na ultima igualdade, vamos ter
A+2
Hessu = — ug
entdo usamos o Lema 5.4 que nos fornece A = —(m + 2) e portanto Hessu = ug, con-

cluindo que u e f sao como descritas no enunciado.

Supondo u uma funcgao positiva, obviamente a > 0 e observando a expressao de wu,
temos que a = 0 implica em b = ¢ = 0 e d > 0, em particular, a,d > 0, a+d > 0 e
4ad > b + ¢*. Para o caso a > 0, podemos escrever

1
u(@,y,z) = 1—[(202 +b)° + (2ay + ¢) + 4a°z + dad — (1" + 7],

az

entao
dad > b +c* >0

consequentemente d > 0. Por outro lado, admitindo as desigualdades a,d > 0, a+d > 0 e
4ad > b?+ c? e analisando separadamente os casos a = 0 e a > 0, veremos que a reciproca

é imediata. O

Observagao 5.4 O teorema apresentado acima também vale para dimensao n, ou seja,
se (H", V f,\) uma variedade m-quasi-Einstein gradiente com estrutura nao-trivial entao
A= —(m+n—1) e a fungao potencial f : H> — R é dada por f = —mlogu, com

u € C*°(H?) uma fungao positiva da forma

1 n n
n i=1 i=1

onde a,by,...,b, e c sao constantes reais e além disso, afirmar que u é positiva, equivale
a termos a,c > 0, a+c > 0e 4ac > Y 1 b?. Novamente ressaltamos que a prova é com-

pletamente andloga a prova da versao em dimensao trés que apresentamos anteriormente.
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Usando diretamente os teoremas provados acima, obtemos os trés corolarios que en-

cerram o presente capitulo.

Corolario 5.1 As unicas variedades homogéneas, simplesmente conexas de dimensao trés
que admitem estrutura nao-trivial de variedades m-quasi-Einstein gradientes sao H? e
H? x R.

Corolario 5.2 Seja (M?3,g, Vf, \) uma variedade 1-quasi-Einstein nao-trivial, homogé-

nea e simplesmente conexa de dimensao trés, entdao ¢ é uma métrica estatica sobre M?3.

Corolario 5.3 Seja (M3, g,V f,\) uma variedade m-quasi-Einstein nao-trivial, homogé-
nea e simplesmente conexa de dimensao trés, entao (M3, g) é uma variedade de Einstein
ou isométrica a N? x R munido da métrica produto, onde N? ¢ uma variedade de Einstein

de dimensao dois e A é a sua constante de Einstein.
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6 VARIEDADES QUASI-EINSTEIN HOMOGENEAS DE DIMENSAO 4

Um resultado bem conhecido na teoria de solitons de Ricci, devido a Petersen e Wylie
[35], garante que solitons de Ricci gradientes homogéneos sao rigidos e em particular,
sao produtos Riemannianos da forma N x R¥ onde N é uma variedade de Einstein.
Isso implica que R* ¢ a tinica variedade soltvel tipo-Lie de dimensao quatro que admite
estrutura de soliton de Ricci gradiente, dadas pela estrutura trivial e solitons Gaussianos

e baseado nesse mesmo resultado, Lauret afirmou em [28] que

" the noncompact expanding case is the only one allowing
nontrivial homogeneous Ricci solitons, and furthermore,

they can not be of gradient type.”

Motivados por isso, vamos apresentar no decorrer do capitulo uma extensao do referido
resultado para as métricas quasi-Einstein, mais precisamente, provaremos que a tnica
estrutura de métrica m-quasi-Einstein gradiente com m finito, presente em variedades
soltiveis tipo-Lie é a estrutura trivial sobre R* e portanto, as tinicas estruturas de métricas
quasi-Einstein sobre variedades soluveis tipo-Lie de dimensao quatro sao os solitons de

Ricci.

Observagao 6.1 Os principais resultados aqui apresentados foram obtidos em [42] e os

exemplos de solitons de Ricci foram obtidos em parceria com Ribeiro Jr em [40].

6.1 Exemplos e Lemas-Chave

Muitos sdo os exemplos de solitons de Ricci (métricas oo-quasi-Einstein) em varie-
dades soliveis tipo-Lie de dimensao quatro, no entanto nos restringindo as estruturas
gradientes, vamos ter apenas R* com a estrutura trivial e os solitons Gaussianos. Uma
descricao das estruturas de solitons de Ricci sobre Nily foi obtida por Baird em [4], entao
faremos algo similar ao descrever as estruturas de solitons de Ricci sobre as variedades

soluveis tipo-Lie de dimensao 4, médulo campos de Killing.

Nesse momento, vamos apresentar alguns exemplos de solitons de Ricci em varieda-
des soluveis tipo-Lie de dimensao quatro, ilustrando o comentéario de Lauret [28] citado
anteriormente. O primeiro exemplo traz uma estrutura de soliton de Ricci sobre Nily,

expansiva e nao-gradiente.
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Exemplo 6.1 (Baird, 2012) Sejam (M*, g) = Nily e X € X(Nily), dado por

1 3
X = —5338:,; — §y8y — 20, — 2t0;,

entdao (Nily, X, A = —3/2) é um soliton de Ricci nao-gradiente.

Finalmente, apresentamos quatro novos exemplos de estruturas de solitons de Ricci
expansivos e nao-gradientes sobre Nil® x R, Solg, Sol? e Sol® x R, obtidos em parceria

com Ribeiro Jr em [40].
Exemplo 6.2 Sejam (M?,g) = Nil> x Re X € X(Nil® x R), entao

3
X = —20, —y0, — 220, — étﬁt,

entao (Nil® x R, X, \ = —3/2) é um soliton de Ricci gradiente espansivo.

De fato, usando o referencial ortonormal
{El - 8x7 E2 - ay + x@z, E3 - aza E4 - at}

e a bilinearidade da derivada de Lie, escrevemos
4
Lxg= ) Lxg(E, E)E ®E, (6.1)
ij=1
entao para i # j, vamos ter

‘CXg(Eian> = <VEiX7Ej>+<EivajX>’

dai fazemos 7,7 = 1,2,3 e 4 e usamos a Proposi¢do 3.5, obtendo Lxg(E;, E;) = 0 e

consequentemente a igualdade (6.1) torna-se
4
Lxg= ZEXQ(Eia E)E; ® E;. (6.2)
i=1
Novamente usando a Proposicao 3.5, segue-se que
Lxg(Ei, E;) = 2AVEX, E;)

= Q[Ei(@i) - <X7 szEZ>]a
= 2Ei(¢),
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portanto Lxg(Er, Ey) = Lxg(Ey, Ea) = =2, Lxg(Es, E3) = —4 e Lxg(Es, Bs) = =3 e

assim a igualdade (6.2) nos fornece
Lxg=—2E®E, -2E,® F), —AE, ® B — 3E, ® E,
e mais uma vez, recorremos a Proposicao 3.5 para concluir que

1 3
Ric+=Lxg=—=
ZC+2 x9g 297

conforme queriamos verificar.

A verificacao dos trés proximos exemplos é completamente similar a verificacao feita
do Exemplo 6.2, no entanto usamos a Proposicao 3.3 ao invés de usar a Proposicao 3.5

como anteriormente.

Exemplo 6.3 Sejam (M*, g) = Sols e X € X(Solj), dado por
X = =620, — 6y0, + 620,

entdo (Solj, X, A = —6) é um soliton de Ricci nao-gradiente espansivo.

Exemplo 6.4 Sejam (M*,g) = Sol; e X € X(Sol,, ), dado por
X =[bla —b)+c(a —c)]xd, + [a(b— a)+c(b— c)|yd, + [a(c — a)+b(c — b)]20.,

entdo (Sol? . X, A = —a® — b* — ¢?) é um soliton de Ricci ndo-gradiente expansivo.

m,n’

Exemplo 6.5 Sejam (M*,g) = Sol®> x R = R e X € X(Sol® x R), dado por
X = =220, — 2y0, — 220,,

entao (Sol3 x R, X, A = —2) é um soliton de Ricci ndo-gradiente expansivo.

Observagao 6.2 Foi provado por Baird em [4] que o Exemplo 6.1 é tnico a menos de
campos de Killing, no entanto podemos usar a Proposicao 3.6 e obter uma prova mais
simples. De modo andlogo, aplicamos a Proposicao 3.6 para concluir que os Exemplos

6.2, 6.3, 6.4 e 6.5 também sao tnicos médulo campos de Killing.
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Nesse momento, faremos trés lemas que serao fundamentais na prova do teorema

central do capitulo.

Lema 6.1 Seja (R?, g, X, \) uma variedade m-quasi-Einstein com g = e dx?+e~2* dx?+

e~ 2t dx? + dt?, entao sao satisfeitas as equacoes

E\Ey(f) — aBy(f) = %El(f)2+/\+a(a+b+c), (6.3)
EyBy(f) — bEy(f) = %Eg(f)2+x+b(a+b+c), (6.4)
EsEs(f) — cEy(f) = %Eg(f)2+/\+c(a+b+c), (6.5)

E(Ey(f) = %E4(f)2+)\+a2+62+02, (6.6)

EE(f) = B (f) = - B (DE3(f) ©.7)
EABL(f) = BrEa(f) + aBa(f) = — Bi(DEA()), (63
EABa(f) = BaBalf) +VEf) = —Ba(f) Ea(1), (6:9)
EuBu(f) = BoBa(f) + cBs(f) = — Ey(/)Ei(f), (6.10)

onde os campos de vetores Ey, Es, F3 e E4 sao como na Proposigao 3.3.

Demonstracao: As equacoes enunciadas sao obtidas da igualdade
Ric(Ey, Ej) + Hessf(Es, E;) — %df(Ei) @ df(E) = MEw By, (i,j = 1,2,3 ¢ 4)
a qual pode ser reescrita na forma
Hessf(E;, Ej) = %Ei(f)Ej(f) + Ady; — Ric(E;, Ej),

entao usando a definicao de derivada de Lie e as propriedades da conexao, a igualdade

anterior torna-se

EE;(f)+E;Ei(f)— (Ve Ej+VE E)(f)= iEz‘(]':)Ej(f) + by — Ric(E;, E;).  (6.11)

m

Observe que para ¢ = j, vamos ter a igualdade

BE(S) — (Ve B)(f) = B (/) + A= Rie(E,, B,
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dai fazemos i = 1,2,3 e 4 e usamos a Proposicao 3.3, obtendo as equagoes (6.3), (6.4),

(6.5) e (6.6). Para o caso i # j, temos que a igualdade (6.11) torna-se

EiE;i(f) + E;Ei(f) — (Ve Ej + Ve E)(f) = lEi(f)Ej(f),

por fim, fazendo i = 1,2,3 e 4, j = 4 e depois usando o mesmo procedimento do caso
anterior, chegamos nas equagoes (6.7), (6.8), (6.9) e (6.10). O

Lema 6.2 Suponha que (N il*, X, )\) é uma variedade m-quasi-Einstein, entao sao sa-

tisfeitas as equagoes

B By(f) = %El(f)2+>\+1, (6.12)
EsFs(f) = %Eg(f)2 +A+1/2, (6.13)
ELEL(f) = %E4(f)2 +A—1/2, (6.14)

EsBa(f) = BB, (6.15)

onde os campos de vetores F;, F», F5 e E, sao como na Proposicao 3.4.
Demonstragao: Similar a prova do Lema 6.1.

Lema 6.3 Suponha que (R*, g, X, \) uma variedade m-quasi-Einstein com g = e**dx? +

e 2% dy? + (xdy — dz)? + dt?. entdo sdo satisfeitas as equacoes

E\E\(f) + aBy(f) = %El(f)Q +A+1/2, (6.16)
EsEs(f) = %Eg(f)z +A—1/2, (6.17)
EJE,(f) = %EZl(f)2 + A+ 2a%, (6.18)

EuB(f) = BuBal) — aBa(f) = S Fa(£)Eulf), (6.19)
BuBa(f) = BaBal) + oBalf) = - Ea£)Eulf), (6:20)
BsEa(f) = - Bs( B, (6:21)

onde os campos de vetores Fy, F», F5 e E, sao como na Proposicao 3.5.

Demonstracgao: Andloga a prova do Lema 6.1.
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6.2 Sobre a existéncia de métricas quasi-Einstein

Na presente secao, vamos desenvolver os lemas necessarios para a prova do resultado
principal do capitulo, encerrando com seu enunciado e demonstracao que trata da nao-

existéncia de métricas quasi-Einstein sobre variedades soluveis tipo-Lie.

Lema 6.4 Scja (R?, g,V f,\) uma variedade m-quasi-Einstein gradiente com
g = e 2dz? + e 2 dy? 4+ e 222 4 dt?,
entao as constantes a, b e ¢ sao iguais.

Demonstragao: Inicialmente, suponha por absurdo que duas das constantes a,b e ¢ sao

distintas, entao usando [F1, Fy] = —aFE; e a equagao (6.8), obtemos as identidades
1

BE) = (i)~ a) i) (622

¢
1
() = - B(f)ES), (6.23)
além disso, aplicando E) na equagao (6.6) e novamente usando [Fy, Fy| = —aF}, segue-se
que
2

—aF Ey(f) + EsE1Ey(f) = EE1E4(f)E4(f)>

dal substituimos (6.22) e (6.23), chegando na igualdade

L BNEE) + B = 5 BN

Substituindo (6.6) na ultima igualdade, temos que
1 2, 2 32 2
E[A—i—ma +a”+ b+ 7| EL(f) =0,
analogamente, aplicamos Fy em (6.6) e fazemos célculos similares ao anterior, obtendo
1 2., 2 32 2
E[)wtmb +a” 4+ b° + | Ey(f) =0,
também aplicamos F3 em (6.6) e repetimos o mesmo procedimento, o qual nos fornece

1
E[A +mc® +a® +b* + AE3(f) =0,
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no entanto, duas das constantes a, b e ¢ sao distintas e isso implica que pelo menos duas
das fungoes E\(f), Eo(f) e Es(f) sao identicamente nulas. Usamos ainda as equagoes
(6.3), (6.4) e (6.5) para obter A = 0, por fim aplicando o Lema 5.1 na equacao (6.6),
concluimos que

0=XA< —(a*+b+*) <0,

chegando assim a um absurdo. 0

Lema 6.5 Sejam M =R e g = ?da? + e 2% dy? + (zdy — dz)* + dt?, entao (M*, g) nao

admite estrutura de métrica m-quasi-Einstein.

Demonstragao: Suponha por absurdo que existe métrica quasi-Einstein (R?*, g, Vf, \),

entao aplicamos £, em (6.17) e usamos que [Ej3, Ey] = 0, obtendo

BB E(f) = — By(f) B Ea()), (6:21)
no entanto, (6.21) nos da
EyBy(f) = — Bs() Bl ), (6:25)
a qual substituida na igualdade anterior, resulta em
EsBs(N)Ea(f) = — Fo( £ Eulf), (6.20)
dal substituimos (6.17) e assim, temos que
(A =1/2)E4(f) =0, (6.27)
no entanto, usamos o Teorema de Qian [37] para obter E4(f) = 0.

Substituindo E4(f) = 0 em (6.18), (6.19) e (6.20), depois combinando as igualdades

obtidas com o Lema 3.2 e a Proposic¢ao 3.6, ambos de [36], podemos afirmar que
Ev(f) = Ex(f) =0, (6.28)
consequentemente,
Es(f) = EvEx(f) — ExEq(f) =0, (6.29)

finalmente, usamos a igualdade (6.17) para concluir que A = 1/2, contradizendo o Teorema
de Qian [37]. O
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Teorema 6.1 Uma variedade soluvel nao-flat, tipo-Lie e dimensao quatro nao admite

estrutura de métrica m-quasi-Einstein gradiente.

Demonstracao: Suponha por absurdo que existe uma variedade m-quasi-Einstein gradi-
ente (M*, g,V f, \) com (M*, g) soltivel nao-flat, tipo-Lie e dimensao quatro, entao (M*, g)
nao pode ser R* munido da métrica canonica. Por outro lado, tomando a =0 e a = 1 no
Lema 6.5, temos que (M?, g) nao pode ser Nil®> X R e Sol{. Da mesma forma, tomando
valores convenientes para a,b e ¢ no Lema 6.4, concluimos que (M*, g) nao pode ser Solé,
Sol,, ., e Sol’ x R, portanto (M*, g) = Nily.

Nessas condigoes, aplicamos Fy em (6.13) e obtemos

E3E3E4<f) = %E3(f)E3E4(f)a (6-30)

no entanto, (6.15) nos d4a

ESBy(f) = — Bs() Bl ), (6:31)

a qual substituida na igualdade anterior, resulta em

ByBy(f)Ei(f) = — By(/)*Ea(f), (6:32)

dal substituimos (6.13) e assim
(A +1/2)Ey(f) =0, (6.33)
mas aplicando o Lema 5.1 na equagao (6.14), podemos afirmar que A\ = —1/2 e nova-

mente, aplicando o mesmo lema em (6.12), vamos ter A < —1 e portanto um absurdo,

finalizando a prova do teorema. U

Nos corolarios a seguir, apresentamos duas implicacoes diretas do teorema que acaba-

mos de provar.

Corolario 6.1 Seja (M*, g,V f, \) uma variedade m-quasi Einstein gradiente de dimensao
quatro e admita que (M?,g) é uma variedade solivel tipo-Lie, entdao (M%, g) = R* e a

referida estrutura é trivial.

Corolario 6.2 As tnicas estruturas de métricas quasi-Einstein gradientes em variedades

soluveis tipo-Lie de dimensao quatro sao os solitons Gaussianos.
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7 CONCLUSAO

Diante dos estudos realizados ao longo do desenvolvimento do trabalho, podemos
afirmar que os resultados esperados em relacao aos solitons de Ricci foram todos obtidos e
assim cumprimos a proposta de descrever explicitamente as estruturas de solitons de Ricci
homogéneos simplesmente conexos de dimensao trés, bem como a construcao de novos
exemplos de estruturas de solitons de Ricci nao-gradientes sobre variedades Riemannianas
soluveis tipo-Lie de dimensao quatro.

No que diz respeito as métricas quasi-Einstein, os resultados obtidos nao cumpriram
exatamente a proposta inicial, pois ficaram restritos ao caso gradiente e portanto, deixa-
ram em aberto questionamentos similares para o caso geral que contemplaria as métricas
quasi-Einstein nao-gradientes. Essa restricao nao tira a relevancia dos referidos resulta-
dos, pois o caso gradiente tem grande importancia nessa teoria e encontra-se presente nas
principais aplicagoes que justificam o estudo de tais estruturas.

Devemos ainda ressaltar o sucesso obtido na construcao de novos exemplos de métricas
quasi-Einstein em dimensao trés, com destaque para os primeiros exemplos de métricas
quasi-Einstein nao-gradientes, incluindo o primeiro exemplo sobre uma variedade com-
pacta, constituindo-se num contra-exemplo que impossibilita a extensao para métricas
quasi-Einstein de um famoso resultado devido a Perelman, valido para solitons de Ricci

compactos.
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