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RESUMO

Esse trabalho € baseado no artigo On the geometry of horospheres [4]. Nosso objetivo € estudar
condi¢cdes geométricas que garantam que uma hipersuperficie completa e orientdvel imersa
no espago hiperbodlico deve ser uma horoesfera. Além disso, apresentamos um resultado que
classifica as hipersuperficies imersas no espaco hiperbdlico tais que certas fungdes auxiliares

da imersdo correspondente sejam linearmente dependentes.

Palavras-Chaves: Espaco hiperbdlico. Horoesferas. Curvatura média. Cilindros hiperbdlicos.



ABSTRACT

This work is based on the paper On the geometry of horospheres [4]. Our goal is to study
geometric conditions which ensure that a complete and orientable hypersurface immersed in
a hyperbolic space must be a horosphere. We also present a result that classifies immersed
hypersurfaces in hyperbolic space, such that two natural functions attached to the corresponding

immersion are linearly dependent.

Keywords: Hyperbolic space. Horospheres. Mean curvature. Hyperbolic cylinders.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, estudamos hipersuperficies conexas, completas e orientaveis ™ imersas no
espaco hiperbélico H" ! e demonstramos resultados de unicidade referentes as horoesferas do
espaco hiperbélico. Na maior parte do trabalho, consideramos H™*! como uma hiperquadrica
do espaco de Lorentz-Minkowski L™ e estudamos uma imersio 1 : I — H™! por
meio das propriedades das fungdes auxiliares 1 = (,a) e fo = (N,a), onde a é um vetor
tipo luz de L.™*2. Mais precisamente, estamos interessados em estudar sob quais condigdes
geométricas uma tal hipersuperficie X" deve ser uma horoesfera. Em [3], L. Alias e M. Dajczer
provaram que toda superficie completa propriamente imersa em H?, com curvatura média
constante |H| < 1 e contida em uma faixa de H3 precisa ser uma horoesfera. Em nosso caso,
consideramos hipersuperficies imersas em uma faixa de H™*!, com curvatura média |H| < 1
ndo necessariamente constante e supomos, no caso de superficies, que a curvatura Gaussiana de
Y2 é ndo negativa, para usar um teorema cldssico devido a A. Huber [8]; no caso de dimensao
qualquer, supomos que |V1g| é integravel sobre L™, a fim de utilizar um resultado devido a S. T.
Yau [17]. Usando o modelo do semiplano, provamos mais um resultado de unicidade colocando

uma condicdo sobre o dngulo normal da hipersuperficie e fazendo uso do principio da tangéncia.

Em [5], C. P. Aquino e H. F. de Lima provaram que, se uma hipersuperficie conexa X",
completa e com curvatura média constante, imersa em H™H, ¢ tal que as fungdes auxiliares
satisfazem 1, = Afq, para uma constante A € R e um vetor tipo tempo ou tipo espago a € L2,
entdo I™ ou é totalmente umbilica ou é um cilindro hiperbélico. No caso em que a € L™ ¢
um vetor tipo luz, mostramos que vale o mesmo resultado, sendo que, quando ™ é totalmente

umbilica, ela € uma horoesfera ou uma hiperesfera do espaco hiperbdlico.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, fixamos a notacdo que serd utilizada em todo o trabalho e abordamos os
fundamentos bésicos para uma boa compreensdo dos resultados dos capitulos posteriores. Os
resultados das duas primeiras se¢des sdo fatos gerais sobre geometria semi-Riemanniana e tém
como referéncia geral os capitulos 3 e 4 de [15]. Na terceira se¢do, apresentamos 0s principais

objetos de estudo e resultados que usaremos diretamente mais adiante.

2.1 Variedades semi-Riemannianas
| ]

Iniciamos com uma exposicdo sobre formas bilineares simétricas e produto escalar
num espago vetorial de dimensdo finita; logo apds, definimos o que € uma variedade

semi-Riemanniana e, entdo, apresentamos os conceitos de conexdo e curvatura.

No que segue, V sempre denotard um espaco vetorial real de dimensao finita. Uma forma
bilinear simétrica sobre V é uma fung¢@o bilinear b : V x V — R tal que b(v,w) = b(w,v),

para quaisquer v,w € V.

Definicao 2.1. Uma forma bilinear simétrica b sobre V é dita

i. positiva definida, se b(v,v) > 0, para todo v € V\{0};
ii. negativa definida, se b(v,v) < 0, para todo v € V\{0};

iii. ndo degenerada, se b(v,w) =0 para todow €V implica v =0.

Se b € uma forma bilinear simétrica sobre V e W € um subespacgo de V, entdo a restricao
bwxw € uma forma bilinear simétrica sobre W. Definimos o indice de b como a maior

dimensdo de um subespago W de V tal que by v € negativa definida.

Definicao 2.2. Um produto escalar sobre um espaco vetorial V é uma forma bilinear simétrica

(,): VxV — R que é ndo degenerada.
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Diremos que V' € um espago com produto escalar se V estd munido com um produto escalar

(,) e definimos o indice de V como sendo o indice de seu produto escalar.

Se V é um espago com produto escalar (,) e W é um subespago de V, dizemos que W é
nao degenerado se a restricdo do produto escalar a W é ndo degenerada. Podemos considerar
o subespaco Wt ={v € V;(v,w) =0, Yw € W} . Em geral, nio é verdade que W+ W+ =V
mas, como veremos a seguir, isto é verdade se W é nao degenerado; em uma tal situagao,

diremos que W+ é o complemento ortogonal de W.

Lema 2.1. Sejam V um espaco com produto escalar e W um subespaco de V. Entdo:

i. dimW+ dimW=, = dimV.
i, (WHt=w.

iii. W é ndo degenerado se, e somente se, para uma base (vy,...,vy) de W, a matriz (vyj)

dada por vij = (vi,Vj) for invertivel.

iv. W ¢ ndo degenerado se, e somente se, W + Wt =V.

Demonstracdo. Veja o capitulo 2 de [15]. L]

Em um espaco vetorial V com produto escalar (,), para v € V o niimero (v,v) pode ser
negativo; desta forma, definimos a norma de v com sendo [v| = /|(v,v})|. Um vetor v € unitério
se [v| =1e v é ortogonal aw € V se (v,w) =0. Um conjunto de vetores é ortonormal se seus

elementos forem mutuamente ortogonais e unitarios.

E um fato basico de dlgebra linear que todo espaco vetorial V = 0 com produto escalar
tem uma base ortonormal. Considerando uma base ortonormal (ey,...,e,) de V, teremos que

(ei.€j) = dijej, onde €5 = (ej,¢5) = £1.

Lema 2.2. Sejam V um espaco com produto escalar e (ey,...,en) uma base ortonormal de V,

com €; = (e, ;). Entdo:

i. todov €V tem uma tinica expressdov =Y | €i(v,ey)ei;

ii. o niimero de elementos com sinais negativos em (€1, ..., €yn) € igual ao indice de V.

Demonstracdo. Veja o capitulo 2 de [15]. L]
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Definicao 2.3. Se V é um espaco com produto escalar e v € V\{0}, o vetor v é dito:

i. tipo espaco, se (v,v) > 0;
ii. tipo luz, se (v,v) =0;

iii. tipo tempo, se (v,v) <O.

Seja V um espago com produto escalar de indice 1 e seja T o conjunto de todos vetores tipo

tempo de V. Dado u € 7, definimos
Clu)={veT;(u,v) <0}
como o cone tipo tempo de V que contém u. O cone oposto é

C(—u) =—C(u) ={ve T;(u,v) >0}

E possivel mostrar, com o auxilio do lema anterior, que ut

s6 contém vetores tipo espago;
entdo, T € a unido disjunta destes dois cones tipo tempo. Pode-se demonstrar também que dois
vetores tipo tempo v e W estdo no mesmo cone tipo tempo se, e somente se, (v, w) < 0. Dizemos
que um vetor & causal se ele ndo é tipo espaco. Para um vetor tipo tempo v, o conjunto C(v) de
todos vetores causais w tais que (v,w) < 0 é dito o cone causal contendo v. Os cones causais
tém as mesmas propriedades que os cones tipo tempo. As componentes conexas do conjunto
de todos vetores causais de V sdo dois cones causais em V. Temos também que dois vetores
causais v e w estdo no mesmo cone causal se, e somente se, (v,w) < 0 ou v e w sao tipo luz

comw=avea>0.

Definicao 2.4. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica semi-Riemanniana em
M é uma correspondéncia que associa, a cada p € M, um produto escalar <,>p em T,M,
com indice constante e que é diferencidvel no seguinte sentido: Se Xi,...,Xn Sdo as funcoes

coordenadas de um sistema de coordenadas de M, definido em um aberto U, entdo as funcoes

0

pr— (5 (p),

™ (p))p sdo diferencidveis em U, para 1 <i,j <mn.
i

an

7z

Uma variedade semi-Riemanniana é um par (M,(,)), onde M ¢é uma variedade
diferencidvel e (,) € uma métrica semi-Riemanniana em M. Quando ndo houver perigo de

confusdo, denotaremos (M, (,)) simplesmente por M.

Denotaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores diferencidveis sobre M e por
C° (M) o anel das funcdes reais diferenciaveis definidas sobre M. Se X € X(M) e f € C*(M),
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entdo X, € T,M denota o vetor que o campo associa ao ponto p e X(f) € C*°(M) denota a
funcdo definida por X(f)(p) = X, (f), onde X, (f) € a derivada de f com relacdo ao vetor Xp.
Para X,Y € X(M), denotamos por (X,Y) a funcdo definida por (X,Y)(p) = (Xp,Yp)p € por
[X,Y] € X(M) o colchete de Lie dos campos X e Y.

Definicao 2.5. Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicagdo
V:X(M)xX(M)— X(M),

indicada por (X,Y) — VXY e que satisfaz as seguintes propriedades:

i VfX+gYZ = fVXZ+ QVYZ;
ii. Vx(aY+bZ)=aVxY+bVxZ:

iii. Vy(fY) = fVxY+X(f)Y,

para quaisquer X,Y,Z € X(M), a,b € R e f,g € C*°(M). O campo VxY é chamado de

derivada covariante de Y com respeito a X.

Teorema 2.1. (Levi-Civita) Em uma variedade semi-Riemanniana M, existe uma inica

conexdo afim V que satisfaz as duas condicoes a seguir:

i. VxXY—VyX=[XYl;

ii. X(Y,Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ),
para quaisquer X,Y,Z € X(M). Esta conexdo é chamada de conexdo de Levi-Civita de M.

Demonstracdo. Veja o capitulo 3 de [15]. L]

Trataremos, agora, de alguns conceitos sobre tensores numa variedade diferenciavel M.
Representaremos por X*(M) o conjunto das 1-formas diferencidveis sobre M. Se 0 € X*(M),
entdo 0, € TIM, o espago vetorial dual de T,M em p; para X € X(M), definimos a fungdo
0(X) sobre M por 0(X)(p) = 0,(X;,). Se 1,5 sdo inteiros ndo negativos, um tensor do tipo

(r,s) sobre M é uma aplicacdo C°°(M)-multilinear

T:X* (M) xX(M)® — C*(M).
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Tensores se comportam como campos, associando a cada ponto p € M um valor Tp,. Isso
decorre do fato, possivel de demonstracio, de que o valor da funcio T(0!,...,0",Xy,...,Xs) em
um ponto p s6 depende dos valores (Gl)p,..., (0")p, (X1)ps.es (Xs)p. Assim, um tensor T induz,

em cada ponto p, uma aplicacdo multilinear

Ty (T;M)T x (T,M)* — R
e a fungdo p — Tp((el)p,...,(Br)p,(Xl)p,...,(Xs)p) ¢ diferencidavel em M. Se M é uma
variedade semi-Riemanniana, sua métrica (,) € um tensor do tipo (0,2) sobre M.

Dado X € X(M), uma conexdo afim V em M induz uma derivacgio tensorial Vy, tal que
Vx(f) = X(f), para f € C*°(M), Vx(Y) = VxY, para Y € X(M) e, para um tensor T do tipo

(r,s), temos que Vx(T) é um tensor do tipo (r,s) tal que

T(0',...,Vx0',....,0", X1, ... Xs)

M—i

(VXxT)(0!,....0", X1, ... Xs) = X(T(0,...,0", X1, ..., X)) —
1

T(0),....0", X1, s VXX o0y Xs).

| ng BTy

Il
_

)

Se aplicarmos tal formula a 0 € X*(M), teremos que (Vx0)(Y) = X(0(Y)) —0(VxY).

Observacao 2.1. Se A : X(M)* — X(M) é uma aplicagdo C°°(M)-multilinear, definimos
outra aplicacdo A : ¥*(M) x X(M)$ — C®(M) por

A(0,X1,....Xs) =0(A(X],...,Xs)), VO X (M) eX; € X(M).

E ficil notar que A é C*(M)-multilinear e, portanto, um tensor do tipo (1,s). Dessa forma,
podemos considerar A como um tensor do tipo (1,s). De fato, a cada aplica¢do da forma
de A corresponde um tinico tensor do tipo (1,s) através do isomorfismo A — A. Dado um

X € X(M), podemos definir uma derivada tensorial para o tensor A como sendo a aplicacdo

VXA : X(M)$ — X(M) definida por
S
(VXA) (X1, Xs) = VXA (X0 Xs) = Y AL s VXX, o X )
i=1
observe que esta defini¢do é natural, no sentido de que VxA = VxA.

Agora, abordaremos o conceito de curvatura em uma variedade semi-Riemanniana M.

Daqui em diante, V sempre denotard a conexao de Levi-Civita de M.

Definicao 2.6. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. O tensor de curvatura de M é a
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aplicacdo R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M), dada por

R(X.Y.Z) = VxVyZ —VyVxZ —Vixy,Z.

Observe que a convengio acima difere apenas pelo sinal daquelas de [7] e [15]. E necessdrio
checar que R é C°°(M)-linear em cada um dos trés fatores; assim, R pode ser visto como
um tensor, pelo que comentamos na observagio anterior. E comum escrever-se R(X,Y)Z em
vez de R(X,Y,Z). Ja que R é um tensor, ele induz, em cada ponto p, uma aplicacdo 3-linear

Ry : (TPM) — T, M que representaremos simplesmente por R.

Sejam dados um ponto p € M e dois vetores v e w em T, M, que determinam um plano TT.

Considere

Qv,w) = (v, v) (w,w) — (v, W),

Pelo Lema 2.1, o plano IT é ndo degenerado se, e somente se Q (v,w) # 0.

Definicdo 2.7. Seja TT um plano ndo degenerado de T,M e (v,w) uma base para Tl. O niimero

(R(v,w)w,v)

Qlv.w)

é chamado de curvatura seccional de T1 e denotado por K(TT).

K(v,w) =

Observe que K(TT) independe da base escolhida para T1. De fato, se (x,y) for outra base
de T, teremos que v = ax+ by e w = cx+ dy, com ad —bc # 0. Usando isto, obtemos
(R(v,w)w,v) = (ad — be)2(R(x,y)y.x) e Q(v.w) = (ad—be)2Q(x,y).

Diremos que M tem curvatura seccional constante se o nimero K(IT) independer do ponto

p € M e do plano ndo degenerado IT C T, M.

Proposicao 2.1. Se uma variedade semi-Riemanniana M tem curvatura seccional constante C,

entdo

R(X,Y)Z = C({Y,Z)X— (X, Z)Y).

Demonstragdo. Veja o Capitulo 3 de [15]. (|

Definicao 2.8. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana, p um ponto em M, (Ey,....En) um
referencial ortonormal definido numa vizinhanca de p e €; = (Ei,Ey). O tensor Ric : X(M) x

X(M) — C*°(M), definido em p por

Ric(X,Y)(

L RCEEY)(P)
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¢ denominado o tensor de Ricci de M. E imediato verificar que Ric independe do referencial

ortonormal escolhido.

Diremos que o tensor de Ricci € limitado inferiormente se existir uma constante K tal que
Ric(X,X) > K(X, X), para qualquer X € X(M).

Definicao 2.9. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana, f € C*°(M) e X € X(M).
i. O gradiente de f é o campo de vetores VT tal que (Vf,V) = V(f), para todo V € X(M).

ii. Adivergénciade X é a fungdo divX € C®(M), definida em p como o trago da aplica¢do
Vp = (VvX)(p). Em particular, se (Ey,...,Eq) é um referencial ortonormal definido

numa vizinhanga de p e €; = (Ei, Ey), entdo
n
divX(p Z (Ve X, Ei) (p).
iii. O Laplaciano de f ¢ a funcdo Af € C*°(M), definida por Af = div(Vf).
iv. O Hessiano de f é o operador linear Hess f : X(M) — X(M), definido por

Hessf(Y) = VyVHT.

2.2 Imersoes isométricas
| ]

Dadas variedades semi-Riemannianas (M, (,)pm) e (M, ()31)» de dimensdes n e n+k,
respectivamente, dizemos que uma aplicagio ¢ : M — M é uma imersio isométrica se ela é

uma imersdo (isto €, se dpp : TyM — Td)(p)m ¢ injetiva V p € M — em particular, k > 0) e
<Xp,Yp>M = <d¢p(xp)ad¢p(Yp)>m , VpeMeXYeX(M).

Nesse caso, diremos que M € uma subvariedade (imersa) de M e que o nimero k € a
codimensdo da imersdo. Quando k = 1, diremos que M € uma hipersuperficie de M. Toda
imersao € localmente um mergulho; dessa forma, pode-se pensar que ¢ € localmente a aplicagao

inclusdo, de modo que faremos as identificacdes
dp)~p, oM~ dd)p(TpM) C Td)(p)m € dd)p(v) ~V.

Diremos que ¢ € uma imersdo ndo degenerada se T,M € um subespago ndo degenerado de

Td)(p)m, para todo p € M; entdlo, pelo Lema 2.1, teremos Td)(p)m =T,M & (T,M)~, para todo
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P € M. Se ¢ : M — M é uma imersdo nio degenerada de uma variedade diferencidvel M em

uma variedade semi-Riemanniana (M, (, )3;), entdo, parap € M e v,w € T, M, definimos uma

métrica (, )1 em M pondo

(vw)m = (ddp (v), ddp(w))ys -

Dessa forma, ¢ torna-se uma imersao isométrica e a métrica assim definida é dita induzida pela

imersao ¢.

De agora em diante, M denotard uma variedade semi-Riemanniana com conexdo de
Levi-CivitaV e ¢ : M — M serd uma imersao nao degenerada de uma variedade diferencidvel
M em M. Consideraremos M com a métrica induzida por ¢ e com a conexdo de Levi-Civita

V correspondente. Por simplicidade, denotaremos tanto a métrica de M quanto a de M por (, ).

Diremos que X € um campo diferencidvel ao longo da imersdo ¢ se X é uma aplicagdo que
a cada p € M associa um vetor X, € Td)(p)m de maneira diferencidvel. Se X € X(M), entdo
dd(X) é um campo diferenciavel ao longo de ¢. Diremos que um campo X ao longo de ¢ é
tangente, se X, € ddpp(T,M) = T,M, Vp € M, e que X é normal, se X;, € dcl)p(T][,l\/l)L ~
(TPM)L, YV p € M. X(M) denotard o conjunto dos campos diferencidveis ao longo de ¢,
enquanto X(M)T e X(M)' denotario, respectivamente, os conjuntos dos campos tangentes e

normais ao longo de ¢.

Uma vez que X(M) =X(M)" @ X(M)*, podemos considerar as projecdes ortogonais

T:ZM)—EM)" e L:X(M)— XM

Observe que X(M) " ~ X(M) via a identificacio X ~ d¢(X). Denominaremos de conexio
induzida a aplicacdo V : X(M) x X(M) — X(M), definida da seguinte forma: dados V &
X(M)e X € X(M), tomamos extensdes V e X, sobre M, dos campos dd (V) e X; entdo, pomos

Esta aplicacdo estd bem definida, pois (gvi) (p) depende apenas de Vp e do valor de X ao

longo de uma curva tangente a Vp em P, fato este que se demonstra no capitulo 2 de [7].

A conexio induzida V tem as seguintes propriedades:
i VivigwX =fVyX+gVwX, VXeX(M),V,W e X(M)ef,ge C®(M);

ii. Vy(aX+bY)=aVyX+bVyY, VX YeX(M),VeXx(M)eabeR;

iii. Vy(fX)=V(HX+fVyX, VXeX(M),VeX(M)efe C®(M);
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iv. se V,W € X(M), entio §VW—§WV =do([V,W]) ~ [V,W];

v.se VEX(M) e X,Y € X(M), entdo (X,Y) é uma funcio diferencidvel sobre M e
VIX,Y) = (VyX,Y) + (X, VyY).

Essas propriedades seguem dos seguintes fatos: se f,V e W estendem f,V e W sobre M, entio
V() = V(); VyWim = VyW; (VW) |y = (VW) e [V, W]y = [V, W].

Proposicao 2.2. Se V é a conexdo induzida pela imersdo ¢ e X,Y € X(M), entdo VxY =
(VxY) .

Demonstragdo. As propriedades iii e iii mostram que (X,Y) — (VxY) T define uma conexao
afim em M e as propriedades iv e v mostram que ela cumpre as condi¢des do Teorema 2.1;

assim, ela é a conexao de Levi-Civita de M. L]

Agora, passaremos a denotar a conexdo induzida por V. Usando a proposicio anterior,
temos que VxY = VxY @ (VxY)*, para quaisquer X,Y € X(M). Definimos uma aplicacio
o X(M) x (M) — X(M)T por «(X,Y) = (VxY)", e a denominamos de segunda forma
fundamental da imersdao ¢. Um fato importante que pode ser demonstrado sobre a segunda
forma fundamental é que ela é C°°(M)-bilinear e simétrica. D4-se o nome de férmula de Gauss
da imersao ¢ a expressao

VxY =VxY+a(X,Y). (2.1)

Considere 1 € X(M)* e X € X(M). Como vimos acima, podemos considerar que
(Vxn) " € X(M), pois existe um tnico Y € ¥(M) tal que ddp(Y) = (Vxn) . Entdo, definimos
uma aplicagdo linear A, : X(M) — X (M) por

AnX=—(Vxn) ',
para a qual damos o nome de operador de Weingarten da imersao ¢, associado ao campo normal
n.

Sejam dados um ponto p € M e um referencial ortonormal (1i,...,n) em X(M)*,

definidos em uma vizinhanga de p. Definimos o vetor curvatura média da imersdo ¢ no ponto

p por
Holy

=—) etr(Ayn;,
i3

onde A; = Ay, tr(A;) é o trago do operador A; e €; = (M;,1;). E imediato verificar que H

independe do referencial ortonormal (11, ...,1y) escolhido.
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Proposi¢ao 2.3. Se Ay, € o operador de Weingarten da imersdo ¢ associado ao campon e « é

a segunda forma fundamental dessa imersdo, entdo

(Aq(X),Y) =(x(X,Y),m), VX YeX(M).

Demonstrag¢do. Uma vez que (Y,n) =0, temos 0 = X(Y,n) = (VxY,n) + (Y, Vxn). Portanto,
(An(X),Y) = (=(Vxn) ", Y) = =(Vxn,Y) = (VxV,n) = («(X,Y),n),
onde utilizamos (2.1) na dltima igualdade acima. [

Segue da proposig¢do anterior € da simetria de & que A, € um operador linear autoadjunto.
Portanto, pelo teorema espectral, quando a métrica induzida sobre M tem indice zero, A €

diagonalizadvel; seus autovalores sdo chamados de curvaturas principais da imersao ¢.

A partir de agora, suporemos que M é uma hipersuperficie imersa em M, ou seja, que a
imersdo ¢ tem codimensdo k = 1. Suporemos, também, que existe um campo diferencidvel
normal unitdrio N, globalmente definido sobre M. Neste caso, sé hd duas escolhas de campo
normal unitdrio, N e —N, de modo que o operador de Weingarten € tinico a menos de sinal.
Denotaremos o operador Ay simplesmente por A. Sejam X,Y € X(M) e e = (N,N) = +1.
Temos que x(X,Y) = fN, para alguma fun¢do f € C>°(M), de modo que

(X, Y),N) =f(N,N) = ef.
Usando a Proposi¢ao 2.3, obtemos
f=e(a(X,Y),N) =€e(AX,Y),

de modo que
a(X,Y) =€e(AX,Y)N. (2.2)

Entdo, obtemos de (2.1) a férmula de Gauss para hipersuperficies, dada por
VxY = VxY +e(AX,Y)N,
Veja agora que, para X € X(M),
VxN = (VxN) T+ (VxN)*;
mas, como (N, N) = e é constante, derivando na diregdo de X, obtemos

0=X(N,N) =2(VxN,N),
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de forma que (VxN )+ = 0. Portanto, obtemos
AX =—VxN,

a qual € chamada de férmula de Weingarten para hipersuperficies.

O vetor curvatura média de M é dado, nesse caso, por
€
H=Str(A)N
n

€ . . ”~ o
e a funcdo H = —tr(A) é chamada de curvatura média da hipersuperficie M na dire¢do de N.
n
Diremos que um ponto p € M € umbilico se Ay : T,M — T, M tem todos os seus autovalores
iguais; neste caso, Ap = eH(p)I,. Diremos que M é uma hipersuperficie totalmente umbilica

se todos os seus pontos forem umbilicos.

Consideremos, agora, os tensores de curvatura R e R de M e M, respectivamente. A

seguinte proposicao relaciona estes dois tensores.

Proposicao 2.4. Seja M uma hipersuperficie imersa em M. Entdo, para X,Y,Z € X(M),

temos:

i. (Equacado de Gauss)

R(X,Y)Z=(R(X,Y)Z)" +€(AY,Z)AX —e(AX,Z)AY.

ii. (Equacgdo de Codazzi)

(R(X,Y)Z)* = e((VxA)Y — (VyA)X,Z)N.

Demonstragado.

R(X,Y)Z = VxVyZ—VyVxZ—VixyZ

= Vx(VyZ+«(Y,Z)) = Vy(VXZ+«(X,Z)) — (VixyZ+ (X, Y], Z))

= RX,Y)Z+a(X,VyZ)+Vxa(Y,Z)—«(Y,VxZ) —Vya(X,Z) — «([X,Y],Z).
Agora, usando (2.2) e tomando a parte tangente em ambos os membros da igualdade acima,

obtemos

(R(X,Y)Z)" =R(X,Y)Z—€(AY,Z)AX+e(AX,Z)AY;
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tomando a parte normal, novamente com o auxilio de (2.2), obtemos

(R(X,Y)Z)* = e(AX,VyZ)N+eX(AY,Z)

{ )
— e(AY,VxZ)N—€eY(AX,Z) — «([X,Y],Z)
= e(AX,VyZ)N + €(Vx(AY),Z)N + (AY,VxZ)N
—  €(AY,VxZ)N —€(Vy(AX),Z)N — e(AX, VyZ)N — e(A[X, Y], Z)N
= e(Vx(AY)—A(VxY)— Vy(AX) +A(VyX),Z)N
((

= € VxA VyA)X Z>N

Se M tem curvatura seccional constante C, segue da Proposi¢do 2.1 que
R(X,Y)Z=C(Y,Z)X—C(X,Z)Y.

Em particular, para X,Y,Z € X(M), a parte normal de R(X,Y)Z é nula. Portanto, as equacdes

de Gauss e Codazzi neste caso sdo, respectivamente,

R(X,Y)Z =C(Y,Z)X—C(X,Z)Y + e(AY,Z)AX — e (AX, Z)AY (2.3)

(VxA)Y = (VyA)X. (2.4)

Para finalizar esta sec@o, daremos dois exemplos de hipersuperficies, que serdo utilizadas neste

trabalho. Denotaremos por L™ o espaco Euclidiano R™!, munido com a métrica

(%Y) =x1Yy1+ +XnYn — Xn+1Yn+ls

a qual tem indice 1. O espaco L""! é conhecido como espaco de Lorentz-Minkowski.
Denotaremos por V° a conexio de Levi-Civita de L™, a qual é calculada da seguinte forma:
para X,Y € X(L™!) dados em coordenadas por X = (Xq,....Xne1) e Y=(Y1,....,Yni1), temos

oY oY.
L)oo ) ),
vy OV i1

(VOY)(p) = (

onde v; = X;(p) para 1 <i < n-+ 1. Desta maneira, pode-se notar que o tensor de curvatura de

L™ ¢ nulo e, portanto, sua curvatura seccional é constante igual a 0.

Exemplo 2.1. Considere

SH(r) = {x = (X1 Xna1) € LM (x,x) = rz}.
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Se f: L™ — R é a funcdo definida por f(x) = (x,x), entdo f é diferencidvel e tal que
StHr) = f=1(r2). Uma vez que o gradiente V°f néo se anula em nenhum ponto de f~'(r?),

temos que ST (1) é uma hipersuperficie mergulhada em L. De fato, como
(VO£,X) = X(f) = X(x,x) =2(VIx,x) = (2x,X), VX € X(L"),
segue que VOf(x) = 2x e, portanto,
IVOf(x)? =412 £0, Vx e f ().

O campo V°f é normal sobre St (r). De fato, dados x € S} (r) ev € TS} (r), se tomarmos uma

curvay : (—e,e) — ST(r) tal que y(0) =x e y'(0) =V, teremos que
(VOF(x),v) = dfy(v) = (foy)'(0) =0,

uma vez que t — (foy)(t) é constante. Assim,

(x) = VOf(x)  2x 1
VTV 2

¢ um campo normal unitdrio globalmente definido sobre S{'(v). Entdo, a formula de Weingarten

nos dd

1 1 1
AX=-VIN=-V) [ x)=—"VIx=—"X
X X(TX) ;XX 7

de modo que ST (r) é totalmente umbilica em L. Ademais, como € = (N,N) = 1, a curvatura

1
média de ST () (em relagdo a N) é constante igual a %tr(A) =—

Para calcularmos o tensor curvatura R de S{(v), utilizamos a equagdo de Gauss (2.3),
recordando que a curvatura seccional de L™ é constante igual a zero. Assim, obtemos que

R(X,Y)Z = e(AY,Z)AX — e (AX,Z)AY = riz (Y, Z)X = (X,Z)Y).

Portanto, S?(r) tem curvatura seccional constante, dada por

O RXY)YX)
KXY = XXNY, Y)Y — (X, V)2 2

O espago ST (1), o qual denotamos apenas por S}, é conhecido como espago de de Sitter de

dimensdo n.
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Exemplo 2.2. Considere, agora
0= (e L0 =)

Procedendo analogamente ao exemplo anterior, definimos f : L™ — R por f(x) = (x,x),
de forma que H™(r) = f~1(—2) é uma hipersuperficie mergulhada em L™, Temos que
VOf(x) = 2x e (VOf(x),VOf(x)) = —4r2. Temos, também, que N(x) = (1/7)x é um campo
normal unitdrio globalmente definido e, neste caso, € = (N,N) = —1. Como no caso anterior,
teremos que o operador de Weingarten de H™ () é dado por AX = (—1/v)X e, dai, H™(r) tem
curvatura média (em relacdo a N) igual a 1/ e curvatura seccional constante igual a —1/v2.
A hipersuperficie H™ (1) tem duas componententes conexas, de forma que consideraremos
somente uma delas. Chamaremos de espaco hiperbdlico de dimensdo n a componente conexa

de H™ (1) dada por
H" = {x = (X1, Xna1) € ]L“H;(x,x) =—lexn > O}.

Observacao 2.2. Para cada x € H", temos que T L' = TH" @ Rx. Como T, L™! tem
indice 1 e (N(x),N(x)) = —1, concluimos, usando o Lema 2.2, que T,H™ tem indice 0, isto
é, que a métrica induzida em H™ por L™ ¢ positiva definida. Portanto, H" é uma variedade

Riemanniana.

2.3 Mais sobre o espaco hiperbdlico
|

Nesta secdo, apresentaremos outro modelo do espaco hiperbdlico e um tipo importante de
hipersuperficie deste espacgo, a saber, as horoesferas. Apresentaremos, também, as principais

ferramentas e defini¢cdes a serem utilizadas posteriormente.

Na secdo anterior, definimos o espaco hiperbdlico como uma certa hipersuperficie do
espaco de Lorentz-Minkowski, munida com a métrica induzida. Agora, apresentaremos o

espaco hiperbdlico como sendo o semiplano aberto
H" ={x = (x1,...,xn) € R™";x > 0},

munido com a métrica

<V,W>x = VIW] - Vv Wy),

g(

para X = (X{,...,xn) € H e v,w € T,H™
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Seja OH™ = {x = (x1,...,xn) € R™;x,, =0} a fronteira Euclidiana de H™. Considere uma
esfera S em R™ de dimensdao n — 1 e tangente a OH™ em py, tal que S —{po} C H™. As
hipersuperficies de H™ do tipo S —{po} sdo chamadas de horoesferas de H". Uma isometria

importante de H™ € a inversdo Euclidiana em py € 0H", dada por

P—Po
f(p) = +Po-
P ol P
A isometria f aplica uma horoesfera S —{po} em um hiperplano P de R™, dado por x,, = 1/2r,
onde 1 € o raio da esfera S. Dessa forma, os hiperplanos R™ dados por x, = ¢, com ¢ > 0,

também sao horoesferas de H™.

Uma horoesfera £ de H™ divide o espago hiperbélico em duas regides. Quando X é da
forma S —{po}, onde S é uma esfera Euclidiana como acima, chamamos de dominio interior de
¥ o fecho do conjunto dos pontos de H" que sdo interiores a esfera S (no sentido Euclidiano),
e de dominio exterior de £ o fecho do conjunto dos pontos de H™ que sdo exteriores a esfera
S (no sentido Euclidiano). Como vimos, a horoesfera X é levada por uma isometria apropriada

em uma horoesfera da forma
L(c)={x=(x15...,xn) € H";xn, =},

onde ¢ > 0. Tal isometria leva os dominios interior e exterior determinados por X

respectivamente nas regioes
Lic)m ={x=(X1,..oxn) EHMxn >c} e L(c)” ={x = (X1,....xn) € H"xn < ¢}

Entdo, da mesma maneira como se faz em [10], chamaremos L(c)™ de dominio interiore L(c)™

de dominio exterior determinados pela horoesfera L(c).

A partir de agora, voltaremos a considerar o espaco hiperbdlico n-dimensional como uma
hiperquédrica de L™*!. Como vimos no Exemplo 2.2, neste contexto o espaco hiperbélico serd
dado por

H" = {x = (X1s oo Xna1) €LV (%) = —1 e g > O},

sendo munido com a métrica induzida de ™1,

Lema 2.3. Considere os dois modelos de espaco hiperbolico, quais sejam, o modelo do

L (Vgn, e 0 modelo

semiplano H™ = {x = (x1,...,xn) € R™;xn > 0}, com a métrica (,)yn = )

H™ da hiperquddrica de L™, A aplicagdo F : H™ — H"™, dada por

n 2 n 2
X1 Xno L=XE X 1+Zi—lxi>
9 9

DY )

Xn Xn 2Xn 2Xn

F(X1,...Xn) = (



é uma isometria.

Demonstragao. E imediato verificar que F esta bem definida, isto é, aplica H" em H"; de fato,

F é um difeomorfismo, pois tem inversa dada por

B |
F_l( 9 *ey ) — ( yl 9y yn l b ) b
I T Un + Unt Un + Unt

como € imediato verificar.

Dai, fazendo F(x1,...,xn) = (Y1,---»Yn+1), temos que

n 2 n 2

X4 .
Yyi=—, para 1 <i<n—1,yn = € Ynt+1 =
2Xn

Xn 2Xn

b

entdo, para X = (x1,...,xn) € H" e v € T,H", obtemos

(AFx(v), dFx(v)) = dy; (v)* + -+ dyn (v)* — dyns1 (v)?
(Xndxl(\’)—xldxn(\’))z+._.+ (xndxn_1 (V) —Xn_1dxn(v))?

X x4
2
N (—4(X™ (xixndxi (v)) =2 (1 =X xF) dxn (V)
16x%,
2
(4L oxndxi (V) =2 (T+ X1 xF) dxn (V)
16x4
QY v (T @) mdx (BE55F) dn(v)?
- x4 —2 x4 T x4
n n n
- dx 2 2
N 2(2{‘_1x1dx1(v)>xndxn+(1_ noxd) dxn(v)z_(l—l—Z{‘:lx%) dxn (v)?
X+ dx 4
1.2 2
e 2 (Z?:l Xi) dxn(v) (X xF) dxn(v)?
= — VY adx(v)?*+=Zd 2 _ \&i=1%) @
X%I_ZI Xl(v) +X% X‘rl(v) + X?l Xﬂl

= At () = e,
XTL

Proposiciio 2.5. As horoesferas de H" = {x = (x1,....xn+1) € L™ (x,x) = —1 e xn41 >0}

sdo dadas por

L={x e H"; (x,a) =1},

onde a = (aj,...,any1) € L™ é um vetor tipo luz tal que anyy <0 e T é um niimero real

positivo.
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a a

Figura 1: Horoesfera de H™*!

Geometricamente, L. é a interse¢io de H™ com o hiperplano Euclidiano de R™*!, que passa
porv= allEl, onde E; =(1,0,...,0), e é perpendicular (também no sentido Euclidiano) ao vetor

a* — (_ala coes —0n, aTl-i—l)‘

Demonstragéo. Seja H™ = {x = (x{,...,xn) € R";x;, > 0}, com a métrica {,)yn = é<,>Rn, 0
modelo do semiplano. Vamos mostrar que L; € imagem de uma horoesfera pela isometria F do

lema anterior. Sejay = (yy,...,Yn+1) € Ly, de sorte que

yiar+---+Ynn —Yn+1an+1 =T,

onde a = (ay,...,any) € L™ é tal que (a,a) =0e a1 < 0. Impondo que (Yi,....yn,1) =

F(x1,....,Xn ), teremos

11—y x? 1+y

X1 Xn—1

Qpn1+————0an— La 1=T
Xn xn 2Xn 2xn nE
e, entao,
n— n )
Y 2xiai— (an+ant1) Y x5 + (an—ans) = 2%, T
i= i=1
_ _ 2 _
Se an +an4+; =0, devemos ter a; =--- = an_; =0, jJd que al—i- +an 1+a a1 =0.
. an —Qan4g . _ , .
Dai, x, = 27“, o que significa que F~'(L;) estd contido na horoesfera dada por
T
an— Qna Aniq
Xp = n n+ _ n+ > 0.
2T T
Se an + ansq # 0, teremos
n
Z o Z 2xXnT _ OGn—0n4
an+an+1 izl an+an+1 n + Anyg
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Entao,
n—1 n—1 n—1 2
a; a; T
x—Y 2x (71> +Y (71 ) +3x2% 4 2xn (7>
i=1 =1 Qntani1/ {5 \Qn+angg Qn+ Anat

2 n—1 2 2
T anp—a aj T
+ (7) :w%—z (71> —l-(i)
An + Qn+t1 An+0any1 o \An+0nyg An + Qn+t1

€, portanto,

n—1 a 2 T 2 T 2
Z xi——m—mm| + |l xp+—mF) =| ——— | .
izl an + anyg an+ ang an + Qnyg

Como ai—afwl = —(a%—i—---—i—aflfl) <0, temos |an| < |ani1| =—anyg e, dai, ansg < an <

—any1. Portanto, an + an.q < 0 e os célculos acima nos dizem que (xq,...,Xn) pertencem a

. g ap aAn_—1 —T : —T
esfera Euclidiana de centro ( AN antan Ty ant an+1> € raio Gy —. Como tal esfera

estd contida em H™ e toca OH™ em um tnico ponto, concluimos que F~'(L;) estd contida em

uma horoesfera.

Reciprocamente, seja L(c) = {(x1,...,xn) € H";xn = ¢} uma horoesfera de H". Usando a
inversa de F, temos que (X{,....xn) = F (Y1, ....yns1), de sorte que a imagem de L(c) por F é

o conjunto dos pontos (yi,...,yn+1) de H", tais que oo !

——— — c. Portanto, tomando o vetor
FYn+1

tipo luz a = (0,...,1,—1), temos que

F(L(c)) C{y = Y1, Yns1) € HY (y,a) = 1/ct =Ly ..

O caso em que a horoesfera é da forma S —{pg}, onde S e py sdo como na péagina 15, pode ser

tratado de modo andlogo. (|

Observe agora que, dada uma horoesfera L(c) no modelo do semiplano, seus dominios

interior e exterior L(c)™ e L(¢)™ sdo levados por F, respectivamente em
Lf={pcH"(p,a)<T}e L, ={pcH";(p,a)>1h.

Entdo, diremos que LI é o dominio interior da horoesfera L, e L é o seu dominio exterior.

Considere novamente a horoesfera dada por
Le={xeH"" (x,a) =1,

onde a = (ay,...,any1) € L™ ¢ um vetor tipo luz tal que a,,+; < 0 e T é um niimero real

positivo. Definindo f : H" ! — R por f(x) = (x,a), temos Ly = (7). Seja V a conexdo de
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Levi-Civita de H™!, para X € X(H""!) e x € H™!, temos

(VE(x),X) = df(X) = X(x,a) = (Vix,a) = (X,a) = (X,a "),

onde a' € a componente tangente do vetor a em TXIHI“H; assim, Vf = a'. Como o campo

T

posi¢io x é normal a H™ ! e unitdrio, com (x,x) = —1, temos que a = a' — (a,x)x; logo para

x € L, temos

(a’,a") = (a+tx,a+1x) =T

Segue que

a’ 1

(X):W:X‘i‘;a (25)

€ um campo normal unitdrio sobre L;. Sejam « a segunda forma fundamental da inclusao
L HY — L2 A o operador de Weingarten de H™*! na diregdo do campo posi¢do. Como
VON =VXN+a«(X,N)=VxN—(AX,N) = VxN (pois H" ! é totalmente umbilica em L"2),

o operador de Weingarten A de L com respeito ao campo normal unitario N € dado por
AX =—-VIN = —X.

Portanto, a curvatura média de L com respeito ao campo normal N é constante igual a —1 e,
usando a equagdo de Gauss para hipersuperficies (2.3), vemos que a curvatura seccional de L

¢ constante igual a 0.

Vamos considerar agora \ : £™ — H™"! < ™2 uma hipersuperficie imersa no espaco
hiperbdlico (n+ 1)-dimensional. Suponhamos que L™ seja orientdvel, orientada por um campo
normal unitdrio N globalmente definido. Denotamos por A o operador de Weingarten com
respeito ao campo N e por V0, V e V as conexdes de Levi-Civita de "2, HMH! ¢ £n,

respectivamente. As formulas de Gauss e Weingarten para X" sdo dadas por

VY = VXY + (X, V)P = VxY + (AX,Y)N + (X, V) (2.6)

AX =—VxN =—-VIN, (2.7)
para quaisquer campos X,Y € X(Z").

Fixado um vetor arbitririo a € L."*2, consideraremos as funcdes fq,1lq : I — R, dadas
por
fa(x) = (N(x),a) e la(x) = ($(x),q)

as quais chamaremos de fun¢des auxiliares da imersao 1.

Lema 2.4. Seja \ : ™ — H™! © L™ uma hipersuperficie orientdvel imersa no espaco
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hiperbolico e sejam fq,1q as fungoes auxiliares da imersdo. Entdo,
Vig=a' ¢ Vig=—A(a'), (2.8)
onde a’ € X(I") é a componente tangencial de a ao longo da imersdo \p, ou seja,

a =a—fN+1. (2.9)

Demonstracdo. Dado X € X(L") e fazendo a identificacdo P (x) ~ x, temos

(V1e.X) = dlo(X) =X(h,a) = (V§x.a) = (X.a")

(Vi X) = dfq(X) = X(N,a) = (V{N,a) = (~AX,a") = (—A(a"),X);

portanto, Vlg = a' e Vfg = —A(a'). Por fim, como (Y, ) =—1 e (N,N) = 1, obtemos
a:aT+<N,a>N—<1b,a>1|)e, dai, a” = a—f N +1q. O

Tratamos, agora, de definir as curvaturas médias de ordem superior de L™, bem como os
operadores de Newton associados. Dado um ponto p € ™, o operador de Weingarten induz
um operador linear autoadjunto A, : T,Z™ — T, L™, cujos autovalores sdo A;(p),...,An(Pp).

Obtemos, dai, n fungdes diferencidveis Sy : ¥ — R, tais que

det(tIp _Ap) = i (_l)ksk(p)tn—k,
k=0

onde I, é o operador identidade em T,Z™, So(p) = 1 por convengio e

Sx(p) = Y A ) (p)

1< <-<ix<n

para 1 <k <n. Para0 <r <mn, definimos a r-ésima curvatura média H; de X" por H, = ﬁST.
T

Observe que Hy = 1 e H; é a curvatura média H de X™.

Para 0 < r < n, definimos a r-ésima transformagao de Newton P, : X(X") — X(Z™) por

Po =1, onde I é o operador identidade e
Py =51 — AP,
paral <r <n.

Proposicao 2.6. Os operadores de Newton, como descritos acima, tém as seguintes

propriedades:
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i. tr(Py)=(n—1)S;;
ii. tr(APy)=(r+1)S;u1;

iii. tr(A?P;) =SSr11— (14+2)S140.

Demonstracdo. Por uma facil inducao, obtemos
Pr =S 1—S jA+S, pAZ— - 4+ (—1)"SpA".

Conclui-se que cada P, por ser um polindmio em A, é autoadjunto, comuta com A e tem os
mesmos autovetores de A. Seja (e,..., en ) uma base que diagonaliza A em um ponto p. Vamos
mostrar que, para 1 <1 <n,

P:(ei) = Sr(Ai)ei,

onde

1<) <<jy<n
J1seees JT#I

Para r = 1, temos

Prei=S1ei—Aei = (S1—Ajei = S1(Ai)es.

Supondo, por inducéo, que a igualdade vale para algum r € {1,2,...,n— 1}, temos

Pri1ei =Sr11ei—APrei =Srp1ei—Sr(Ai)Ae; = (Srp1 — Sr(Ai)A) e = Srp1(Ad) e

Entdo, obtemos a partir dai que

tr(Py) = i<Prei,ei> = i(ST(Al)elael>
i=1 i=1
= Z Sr(Ay) = Z(Sr —AiSr—1(A4))

,_.
Il
-
o
Il
_

n
= nS;— Y AS(A) =(n—1)S,,
=1

uma vez que cada parcela que compde S, € contada T vezes em Y i | A;S;—;(A;). Agora, basta

observar que AP, =S, I1—P; 1 e A2P, = St+1A — AP . De fato, tais igualdades fornecem

tr(APy) =tr(Sy 1 I=Pry) =nSep —(n—(r+1))Spp1 = (r+1)Sr4
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tr(A?Py) = t1(S 1A — APriy) = $1S1 — (1+2)Spi0.

Definimos, ainda, para 0 < r < n, o operador diferencial L, : C°(X") — C®°(X") por
L. (f) =tr(P.Hessf).
E facil ver que Lo = A, o operador Laplaciano de I™.

Proposicao 2.7. Dada uma fun¢do diferencidvel @ : R — R e f € C®(L™), temos

Li(@of) =@ (f)L:(f) 4+ @" () (P VT, V).

Demonstracdo. Seja X € X(Z™). Uma vez que
(V(gpof),X) =d(@of)(X) =g (f)df(X) = @'(f)(Vf,X),
segue que V(@ of) = @'(f)Vf. Logo,

Hess (pof)(X) = VxV(@of)=Vx(e'(f)Vf)
= X(@'(f))VFf+ @' (f)VxVF

= @ "(f)X(f)VFf+ @'(f)Hess f(X)
e, dai,

P.Hessf(X) = ¢'(f)P;Hess f(X)+ " (f)X(f)P,VFf

= @' (f)P;Hess f(X) 4 @” (f)(VF,X)P,Vf.
Tomando um referencial ortonormal local (eq,..., e, ), temos que

n n
tr(X = (V,X)P,Vf) = Z ((Vf,e0)PVH,e) = Y (PV, e0) (VF,e;) = (P VH, V).

i=1

Portanto, L, (@ o f) = @'(f)L:(f) + " (f) (P, Vf, V). O

Proposicio 2.8. Sejam 1\ : L™ — H"! uma hipersuperficie orientdvel imersa no espaco

hiperbélico e Tq e 1y as funcoes auxiliares da imersdo. Entdo, temos

Lilg = (T+ I)ST+1fa + (TL—T)Srla (2~10)
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Lifa= _(SISH-I - (T+2)Sr+2)fa— (r+ 1)Sriila— <VST+1a aT>- (2.11)

Demonstra¢do. Dado X € X(Z"), e usando a férmula de Gauss (2.6), juntamente com (2.8) e

(2.9), obtemos

Hessla(X) = VxVlg=V%(a—fN+1aP)—(AX,a")N—(X,a )P
= —X(fa)N+FAX+ X)W+ X —(Aa),X)N = X(la )
= —(Vf, X)N+fAX+ 1 X+ (Ve XIN

= (fdA+1D(X).
Portanto, usando a Proposi¢do 2.6, obtemos

Ly (lq) = tr(PrHess ly) = fotr(PrA) + lotr(Py) = (r+ 1)S, 41 fq + (n—71)S:1q.

Provemos, agora, a identidade (2.11):
Hess fq(X) = VxVfe = —VxA(a').
Usando a equagao de Codazzi (2.4), obtemos

Hessfq(X) = —V rAX+Ala',X]
_ —(VaTA)(X)—A<VXaT>
= —(VarA)(X) —A(Hess o (X))
= (Vo A—fA2—14A)(X).

Portanto, novamente pela Proposicdo 2.6, temos que
Lifa =—tr(Pr(VqrA)) = (S1Sr1 = (1 +2)Srp2)fa — (1 + 1) S L
O Lema 3.9 de [13] garante que tr(P.(V 7A)) = a'(S,41). Portanto, segue que

Lifa = —(S1Srp1— (r+2)Sr2)fa— (T + 1S 1la — (VSr1, aT>-
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3 RESULTADOS DE UNICIDADE NO ESPACO HIPERBOLICO

Agora, estamos preparados para apresentar os resultados principais desse trabalho. Todas
as hipersuperficies que consideraremos aqui serdo supostas conexas e orientaveis. Com excecao
da terceira se¢iio, usaremos o modelo da hiperquadrica de "2 para o espaco hiperbélico. Dada
P I — HVH! ¢ L2 uma hipersuperficie imersa em H™ !, denotaremos por N um campo
normal unitario globalmente definido sobre ™ e por A o operador de Weingarten associado a
N. Como antes, fq = (N, a) e lo = (\, a) denotardo as fun¢des auxiliares da imersdo P, onde

a € ™2 é um vetor ndo nulo.

3.1 Superficies sob uma horoesfera
]

Comecemos apresentando algumas formulagdes do principio do méximo relevantes as

discussdes subsequentes, para o qué precisamos de alguns conceitos preliminares.

Definicao 3.1. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. Dizemos que uma funcdo f €

C>®(M) é subharménica se Af > 0.
Definicao 3.2. Dizemos que uma superficie Riemanniana M é parabdlica se M é completa,
ndo compacta e tal que toda fun¢do em M subharmoénica e negativa é constante.

A partir da defini¢do acima, temos o seguinte.

Lema 3.1. Toda fungcdo subharménica e limitada superiormente sobre uma superficie

Riemanniana parabdlica é constante.

Demonstragdo. Seja f uma fungdo subharmonica sobre a superficie parabdlica M, tal que f < c,
para alguma constante c¢. Entdo, a funcdo f —c € subharmonica e negativa sobre M, de sorte

que f —c € constante sobre M e, consequentemente, f também o €. L]

Enunciamos, agora, um resultado cldssico devido A. Huber, que pode ser encontrado em [8]

e cuja prova foge ao escopo deste trabalho.
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Proposicao 3.1. Toda superficie Riemanniana completa, ndo compacta e com curvatura

Gaussiana ndo negativa é parabolica.

Precisaremos, também, do resultado a seguir.

Lema 3.2. Seja\: & — H™! wma hipersuperficie imersa em H", com curvatura média

—1 < H < 1. Entdo, a funcdo 12 é subharmonica, para qualquer vetor néo nulo a tipo luz.

Demonstracdo. Usando a Proposi¢do 2.7 para o caso Ly = A, obtemos
AL =21, Al +2|V1

e, pela Proposicao 2.8,
Ala — tT(A)fa + nla — ana +nla.

Dai, segue que
AL = 2nHfglg +2nl2 +2|V1,[

= (2nHflg +nf2 +nH*2) 4 (n12 —nf2) + (2 —nH*12) +2|V1,

= n(fq+Hla)? +n(12 —2) +n(1 —H)Z + 2|V %
Agora, usando (2.8) e (2.9), e supondo que a € um vetor tipo luz, obtemos
Vi =la" P =la—fN+1p =15 — %

e, desta forma,

AL =n(fq+Hlg)?+n(1 —H)BZ 4+ (n+2) V1%

Portanto, usando que [H| < 1, concluimos que Al(zl > () sobre X™. O

A seguir, apresentamos um importante resultado, conhecido como principio do maximo de

Omori-Yau. Para uma prova do mesmo, referimos o leitor a [18].

Proposicao 3.2. Seja M uma variedade Riemanniana completa, com tensor de Ricci limitado
inferiormente. Entdo, para qualquer fungdo diferencidvel uw: M — R, com u* = supy,u <

+o0, existe uma sequéncia de pontos (py)xen em M satisfazendo as seguintes propriedades:
. « 1 .. 1 1
(D) wlpi) >u =, (i) [Vulpll < e (itt) Aulp) < (3.1)

para qualquer k > 1.
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Dada uma hipersuperficie orientada £™ de H™*! ¢ L."*2, podemos considerar o campo

normal unitdrio N de X" como uma aplicacdo N : I — STII“, onde STI‘H € o espaco de de

Sitter definido no Exemplo 2.1, o qual é dado por
ST ={p e L™ (p,p) =11,

A aplicag¢do N é chamada de aplicacdo de Gauss da hipersuperficie Z™. Do mesmo modo, seja
dada uma hipersuperficie tipo espago X" de S?H, isto é, tal que a métrica induzida sobre X"
¢ Riemanniana. Pode-se mostrar que X" € orientada por um campo normal unitario N tal que
(N,N) = —1 e chamamos a aplicacio N : I — H™*! de aplicacio de Gauss de I". Agora,
veremos um teorema de S. Montiel [11], o qual nos d4 informag¢des sobre uma hipersuperficie

tipo espago de STIIH ao colocarmos restri¢des sobre a imagem da aplica¢do de Gauss da mesma.

Teorema 3.1. Seja L™ uma hipersuperficie tipo espaco completa do espaco de de Sitter S?H,
com curvatura média constante H > 1. Suponha que a imagem N(L") da aplicacdo de Gauss
de L™ estd contida no dominio interior determinado por uma horoesfera L. Entdo, H = 1.
Ademais, quando n =2, ¥2 ¢é totalmente umbilica e a imagem de sua aplicagcdo de Gauss é

uma horoesfera.

Demonstracdo. Suponha que N(X™) esta contido no dominio interior da horoesfera L ={p €

H™!;(p,a) =1}, onde t>0e a=(ay,..,ano) étipo luz, com a, 4, < 0. Entdo, temos que
0< (N(p),a)<T, VpeX™

Seja u € C*®(X™) dada por u(p) = (N(p),a). Dessa forma, u* = suppezn(N(p),a> existe
e é positivo. Seja A o operador de Weingarten da imersdo x : I — S?H, associado ao
campo normal unitario N. Célculos andlogos aqueles do Lema 2.4 e da Proposi¢do 2.8 nos dao

Au=tr(A?)(N,a) —nH(x,a) — (VH,a"). Mas, como H é constante, temos
Au =tr(A%)(N,a) —nH(x, a).

Uma vez que x — N € um vetor tipo luz para todo p € I™ e (x —N,N) = 1, concluimos que
x — N e a estdo no cone oposto ao do vetor N, logo (x —N,a) <0 e, assim, (x,a) < (N,a).

Além disso, temos que

0<tr [(A + HI)Z] — tr(A2+42HA + H2T) = tr(A2) — 2nH? + nH? = tr(A%) —nHZ,
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de modo que

Au>nH?*(N,a) —nH(N,a) =nH(H - 1)u.

Vejamos agora que o tensor de Ricci de X" € limitado inferiormente. Usando a equagio de

Gauss (2.3), temos que o tensor de curvatura R de ™ é dado, para X,Y,Z € X(X"), por
RIX,Y)Z=(Y,Z)X—(X,Z)Y—(AY,Z)AX+ (AX,Z)AY.
A partir dai, obtemos o tensor de Ricci de X",
Ric(X,Y) = (n—1)(X,Y) + (AX,AY) +nH(AX,Y).
Entao, temos
. nH nH\? ’ nH\? )
2142
- ((n— 1) —“4H ) X2+ ‘AX+nHX

2
> ((n—l)—“2f2> XP.

2

Pelo principio do maximo de Omori-Yau, existe uma sequéncia de pontos (py)xeny em L™, tal

que u(py) >u* —% e Au(py) < % Entdo, nH(H— 1)u(pk) < Au(py) < % e, dai,
0= li{nnH(H — Du(px) =nH(H-— l)lilgnu(pk) =nH(H-1)u*.

Portanto, devemos ter H = 1. Se n = 2, um teorema de Akutagawa [1] garante que toda
superficie completa tipo espaco de S? com curvatura média H satisfazendo |H| < 1 € totalmente
umbilica; por outro lado, em [2], prova-se que as hipersuperficies tipo espaco completas e
S?+1

totalmente umbilicas de ,com |H| =1, sdo isométricas a R™ e sdo da forma

Le={peSti(p,a)="1},

para algum vetor tipo luz a € L™*? tal que an,, < 0, e algum T > 0. E fécil ver que n(p) =
P— %a define um campo normal unitario sobre ™ e, portanto, que a imagem de £ por 1 € uma

horoesfera L, de H™ !, ]

Motivados pelo teorema anterior, vamos considerar agora hipersuperficies L™ de H"*! e a

imagem de suas aplicagdes de Gauss. Dada uma horoesfera L, de H™*! determinada por um
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vetor tipo luz a = (ay, ..., an12), com a, 4o < 0, sabemos de (2.5) que
N(p)=p+ 1(1
PI=P+_

define uma aplicacdo de Gauss para a horoesfera L. A imagem N(L;) de L pela aplicagio

de Gauss N € a hipersuperficie £ de ST;H que vimos acima, a qual nos referiremos como um

: +1
hiperplano de ST™.

Definiciio 3.3. Considere uma hipersuperficie £™ de H™!.

i. Diremos que X estd sob uma horoesfera Ly, com T > 0, determinada por um vetor tipo
luz a=(ay,...,an2), com an o < 0, se sua funcdo auxiliar 14 satisfaz lq < T, e diremos

que ela estd sobre L se 1l > T.

ii. Diremos que a imagem da aplicacdo de Gauss de L™ estd sob um hiperplano Lz de
S?H, com T > 0, determinado por um vetor tipo luz a = (ajy,...,an12), com anio <0,
se a fungdo auxiliar fq satisfaz fq < T, e diremos que estd sobre Lz se fq > T.

Observe que a hipersuperficie ™ estd sob a horoesfera L+ se, e somente se, ™ esta contida

no dominio interior determinado por L. Temos, agora, o seguinte resultado de [4].

Teorema 3.2. Seja \p : L2 — H? uma superficie completa imersa em H>, com curvatura
Gaussiana ndo negativa e situada sob uma horoesfera L., T > 0, determinada por um vetor
tipo luz a € L* com a4 < 0. Suponha que a curvatura média H de L2 satisfaz —1 <H <1 e
que a imagem da aplicacdo de Gauss de L* estd sobre um plano Lg, com 3> 0. Entdo 2 ¢

uma horoesfera.

Demonstracdo. A hipétese sobre a imagem da aplicacio de Gauss de X2 nos diz que fq > P.
Usando o Lema 2.4, obtemos

Vi =la"]* =13 —f2.

Dai, concluimos que 1(21 = IVla!2 +f%1 > Bz. Observe que, se p € Ly, entdo a estd no cone oposto
ao do vetor tipo tempo p; mas, como todos 0s pontos de H3 estao no mesmo cone do vetor P,
temos 1o (x) = (P(x),a) > 0, para todo x € 2. Dessa forma, temos que Lo > f3 e, como L estd
sob a horoesfera L, concluimos que

<l <T

Portanto, 12 é uma fungo limitada e subharmdnica pelo Lema 3.2. Se £ nio é compacta, segue

da Proposicio 3.1 e do Lema 3.1 que 14 é constante. Se £2 é compacta, o teorema de Hopf (cf.
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exercicio 3.12 de [7]) garante que 1y é constante. Entdo 1, = 1/, para algum t/ > 0. Assim,

P(Z?) C Ly e, como X2 é completa, temos que (%) = L. Logo X£? é uma horoesfera. [

3.2 Hipersuperficies imersas em uma faixa
]

Na seg¢do anterior consideramos superficies de H? situadas sob uma horoesfera. Agora,
vamos considerar hipersuperficies de H™*! situadas entre duas horoesferas. Mais precisamente,
se Lr, e Ly, sdo duas horoesferas determinadas por um vetor tipo luz a tal que a,,4, <0, diremos
que a regido entre estas duas horoesferas é a faixa de H™*! determinada pelo vetor a. Diremos
que uma hipersuperficie ™ imersa em H™"! C L"*? estd imersa nesta faixa se sua fungio

auxiliar g satisfizer 1 < 1y < 717.

Um resultado semelhante ao Teorema 3.2 é obtido quando a superficie £ estd imersa em

uma faixa de H°.

Teorema 3.3. Seja ) : > — H3 uma superficie completa imersa em uma faixa de H> e com
curvatura Gaussiana néo negativa. Se a curvatura média H de L2 safisfaz —1 < H < 1, entdo

Y2 é uma horoesfera.

Demonstracdo. Se Y* estd imersa em uma faixa de H?, entdo existem um vetor tipo luz a €
L% com a4 < 0, e nimeros positivos T; e T, tais que a fungfo auxiliar 1, = (P, a) satisfaz
T1 < lq(p) < 1y, para todo p € Y2, Pelo Lema 3.2, l%l ¢ uma funcdo subharmdnica e limitada
sobre 2. Assim, argumentando como na demonstracio do teorema anterior, 1, = T, para algum

7> 0. Logo, P(Z£?) = L. é uma horoesfera. ]

A fim de generalizar o resultado acima para dimensoes arbitrarias, precisamos de alguns
conceitos e resultados preliminares. A seguinte proposicdo é uma extensdo do teorema de
Stokes para variedades Riemannianas completas e ndo compactas, devida a S.T Yau [17]. Em

tudo o que segue, £!(X) denotaré o espaco das funcdes Lebesgue integraveis sobre L.

Proposicao 3.3. Sejam X uma variedade Riemanniana n-dimensional completa, ndo compacta
e orientada e w uma (n— 1)-forma diferencial integrdvel (isto é, tal que |w| € £' (X)) definida

em L. Entdo, existe uma sequéncia de dominios By C ¥ tal que B; C Bi;1, L =;i>Bie

i—+o00

lim J dw =0.
B.
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Aplicando a proposicdo anterior, Yau estabeleceu a seguinte versdo do teorema de Hopf

para funcOes subharmonicas em variedades Riemannianas.

Lema 3.3. Sejam X" uma variedade Riemanniana n-dimensional completa e orientada e f :
I — R uma fungdo diferencidvel. Se f é uma funcdo subharmonica tal que |V € L1(Z™),

entdo f é uma funcdo harmonica, isto é, Af =0.

Demonstracdo. Sejam Ly a contragcdo na dire¢ao do gradiente de f e dX o elemento de volume
de . Considere a (n — 1)-forma w = ty;dZ de modo que |w| = |[Vf| € £!(X). Temos que
dw = div(Vf)dZ = AfdZ. Por outro lado, pela proposi¢io anterior, existem dominios B; C
Biyi em X, tais que I = J;> By e

lim J AfdX =0.

i—-+o00 ).

Mas, uma vez que Af > 0, temos Af =0 em X. L]

Em [3], L. Alias e M. Dajczer demonstraram que toda superficie propriamente imersa em
uma faixa de H3, com curvatura média constante H satisfazendo |H| < 1, é uma horoesfera.

Agora, com o auxilio do lema anterior, podemos estender este resultado.

Teorema 3.4. Seja \ : I™ — H™ ! uma hipersuperficie completa, imersa em uma faixa de
H™*! determinada por um vetor tipo luz a € L™, com anis < 0, e tendo curvatura média
H (ndo necessariamente constante) satisfazendo —1 < H < 1. Se laT| € LY(ZM), onde a' é a

componente tangencial de a sobre £, entdo X" é uma horoesfera.

Demonstragdo. Pelo Lema 3.2, sabemos que 12 é uma fungio subharmédnica. Por outro lado,
sabemos que V1, = a' e, daf, segue que |V12| = 2[14||V1,| é integravel sobre £™, uma vez que
lo € limitada. Conclui-se, usando o lema anterior, que 1(21 ¢ uma fun¢do harmonica. Voltando a

demonstracdo do Lema 3.2, temos
AL =n(fq+Hlg)? +n(1—H)1 4 (n+2)|V1;

assim, Al(zl = 0 implica V1q = 0 e, portanto, 1, é constante sobre ™. Desta forma, Z™ é uma

horoesfera de H™ 1, []
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3.3 O Principio da tangéncia e aplicacoes
]

Nesta secdo, usaremos o principio do méximo forte de Hopf para demonstrar o principio
da tangéncia e, com o auxilio do mesmo, estabeleceremos mais um resultado de unicidade no

espaco hiperbdlico. Esta secao tem como referéncias [12] e [6].

Definicao 3.4. Seja U C R™ aberto. Um operador diferencial parcial linear de segunda ordem
em U é uma aplicac¢do do tipo
n
U—L]Z_‘,laij( 6 ax] gb +c(x)u,
onde ajj,bi,c : U — R sdo fungdes continuas dadas e w: U — R é uma funcdo de classe
C2. Se, para cada x € U, a matriz A(x) = (aij (X)) for simétrica e positiva definida, ou seja, se
aij = aji, para todos 1 <i,j<ne
n
(AIMA) = Y agdid >0,
ij=1
para qualquer A = (A1, ....,An) € R™\{0}, entdo Lu = 0 é denominada uma equagdo diferencial

parcial linear eliptica de segunda ordem em .

Proposicao 3.4. Nas notagoes da definicdo acima, seja ¢ : U — R uma funcdo continua e ndo

positiva. Se Lu > 0 em U, entdo w ndo atinge mdximo local ndo negativo em L.

Demonstracdo. Suponha que exista xg € U tal que u(xg) > 0 e x( seja ponto de méaximo local
0%u
aXian

para u. Entdo, Vu(xg) =0 e a matriz B = ( (x0)> ¢ negativa semi-definida. Portanto,

0 < Lu(xp) Z a;( xo T (xp) +elxo)ulxo).
i,j=1 Xj

Uma vez que c(xg)u(xg) < 0, chegaremos a uma contradi¢do se mostrarmos que
u
tr ( Z al] (XO) S Oa
i,j=1

%u (x0)
aXian 0
Sabendo que o traco de uma matriz, bem como o fato dela ser positiva (semi-)definida ou

onde (AB)(xg) denota o produto das matrizes A(xg) = (ai]-(xo)) e B= (

negativa (semi-)definida, sdo conceitos invariantes por semelhanca de matrizes. Tomamos uma
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matriz P tal que

A0 0
0 A -+ 0
PIAP = :
0 0 An

como A € positiva definida, temos que A{ >0, para I <i<m, e P-IBP = (bij) € negativa

semi-definida; entdo, b;; <0 e, dai,
n
tr((AB)(xo)) = tr <(P’1AP)(P’IBP)> — Y Ay <0.
i=1

0

Definicao 3.5. Um operador diferencial parcial linear de segunda ordem L é dito localmente
uniformemente eliptico se, para todo p € U, existem uma vizinhangca V de p em U e constantes

a,b > 0 tais que alA> < (A(x)A,A) < b|A]%, para todos x € V e A € R™

O resultado a seguir € conhecido como o principio do maximo forte de Hopf.

02 d

Teorema 3.5. Sejam U C R™ aberto e L =Y, aii(x) =——— + Y1 bi(x)=— +c(x) um
Li=17Y aXian =l aXi

operador diferencial parcial linear de segunda ordem localmente uniformemente eliptico em

U, com ¢ <0. Seja uw:U — R uma funcdo de classe C?, tal que 1w > 0. Se u atinge um

mdximo local ndo negativo em p € U, entdo u é constante em uma vizinhanga de p.

Demonstracdo. Seja v > 0 tal que u(x) < u(p) sempre que x € B;(p), com B.(p) C U.
Suponha, por contradicdo, que u ndo é constante em vizinhanca alguma de p. Entdo, existe
q € By/3(p) com u(q) < u(p). Se 8o =|q—pl, entdo Bs,(q) C B+(p) e p € By, (q). Seja,
agora,

5 =inf{p > 0:B,(q) C B;(p) e 0By(q) N (u(p)) # 0).

Devemos ter & > 0, pois, caso contrario, existiria uma sequéncia (yy)xen tal que yx — q e
u(yk) =u(p); mas, por continuidade, teriamos que u(q) = u(p). Temos, também, que u(x) <
u(p), para todo x € Bs(q) pois, do contrério, ja que u(x) < u(p), para x € B,(p), terfamos
um y € Bs(q) tal que u(y) =u(p), contrariando a definicdo de &. Por fim, temos que existe
p* € 0Bs(q) tal que u(p*) = u(p) pois, do contrdrio, terfamos que u(x) < u(p), para todo

x € 0B;5(q) e, assim, existiriam, pela compacidade de 0B5(q), bolas By,..., Bj cobrindo 0Bs(q)
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e tais que u(x) < u(p), para todo x € |JBj; assim, existiria 6’ > & tal que u(x) < u(p) para
todo x € 0Bg/(q), contradizendo a defini¢do de 5. Mostramos até o0 momento que existe um

o > 0 tal que:

(a) Bs(q) C By(p).
(b) x € Bs(q) = u(x) <u(p).

(c) existe p* € 0Bs(q) tal que u(p*) =u(p).

Agora, veja que & < §y < 3, de modo que, tomando 0 < &; < 0, temos que Bs, (p*) C B (p).

De fato, se x € Bs, (p*), entdo

% % T
e—pl < x—p'l+Ip"—ql+lg—pl <81 +8+ <

Dai, u(x) < u(p) =u(p*), para todo x € Bs, (p*). Tome q* € [p*,ql, com q* #qe p =
lq* —p* > 0.

Figura 2: As bolas B (p), Bs(q) e Bs, (p*)

Sejav: Bs, (p*) — R, dada por

v(x) = e Khk—q"? _ o—Kp?

b

onde K serd escolhido posteriormente. Veja que

ov oy —Khx—a*[?
o~ 2Kba—gi)e

02y

—Kx—q*? 2 % #y ,—K[x—q*2
aXin :—ZKSije a7l +4K (xi—qi)(xj—qj)e —q7| .
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Assim,
) = Y a0 00+ Y bix) 2 (x) 4+ clov(x)
v(x) = iJZ_’laU X Oxi0x, X +i—zi X o, +c(x)v(x
— [im@aﬁ( )(xi—qf) (x 2K2au 2KZb e Kix—a'?
ij=1

+ c(x) (e’K""O‘*|2 —e KB )

Agora, a elipticidade uniforme local de L garante a existéncia de uma vizinhanca V de p
em U e constantes a,b > 0 tais que a/A]> < (A(x)A,A) < b|A]?, para todos x € V e A € R™.
Tomando A = e; = (0,...,0,1,0,...0), temos que a < a;j;(x) < b e, entdo, cada a;; € limitado em
V; escolhendo A = x — q*, tem-se que
n
0<ax—q" < 'Zl ai(x) (xi — qi) (xj — q;) < blx—q*[, Vx € B, (p*).
ij=
Como b; e ¢ sdo fungdes continuas, podemos supor que elas sao limitadas em V. Considere
que o T que tomamos desde o fnicio € tal que Wp) C V. Dai, a compacidade de W, junto

com a elipticidade uniforme em B, (p) e o fato de ¢ < 0, garante a existéncia de constantes

A, B, C (independentes de K), com A >0 e
Lv(x) > (4AK>+BK+ C)e K—aF  vx e By, (p*).

Como A > 0, podemos tomar K de modo que Lv(x) > 0, para todo x € Bs, (p ). Entdo, para

todo A > 0, temos que L(w-+Av) > 0em Bs, (p*).

Agora, fagamos 0B;, (p*) =EUT, onde E = 0B;, (p*) N Bg Bg(q*) e F é o complemento de E

em 0Bs, (p*). Temos dois casos a considerar:

1. Se x € F, entdo |[x — q*| > 3 e, daf, v(x) < 0. Como u(x) <u(p) e v(p*) =0, temos

u(x) +Av(x) <ulp) =ulp®) =u(p*) +Av(p*), VxeF, VA>0.

2. Se x € E, entdo u(x) < u(p), pois a escolha de q* e 3 garante que E C Bs(q). Pela
compacidade de E, podemos tomar M > 0 tal que u(x) +M < u(p), paratodox € E, e

A >0 tal que v(x) < %, Vx € E. Entdo,

u(x)+Av(x) <u(x)+M < u(p)=ulp®) =ulp®) +Av(p*), VxeE.
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Da andlise dos dois casos acima e com o A escolhido no caso 2, segue que u+Av : B, (p*) —

R atinge seu mdximo em algum y € B, (p*), com
u(y) +Avly) > ulp®) +Av(p*) =u(p) > 0.
Mas, como L(uw+ Av) > 0, chegamos a uma contradi¢do a proposi¢io anterior. Portanto, u é

constante em alguma vizinhanca de p. L]

Corolario 3.1. Nas notagdes e hipdteses do teorema anterior, se U é conexo e p € U for um

ponto de mdximo global para \, entdo u serd constante em .

Demonstracdo. O conjunto {x € U;u(x) =u(p)} é fechado em U e o teorema anterior garante

que ele € aberto. Entdo, pela conexidade de U, segue que u é constante em U. L]

Agora, vamos encontrar uma férmula util para a curvatura média de uma hipersuperficie de
H"*!, dada localmente como um grafico de uma funcio diferencidvel. Para tanto, precisamos

de algumas preliminares.

Consideramos o espaco hiperbélico H™ ! no modelo do semi-espaco,
H™! ={x = (x0,....xn) € R"; % >0},

munido com a métrica
1

<V,W>X - gv W,
onde
n
V-W= ZViWi
i=0

denota o produto interno Euclidiano em R™*1,

Denotamos por D eV as conexdes de Levi-Civita de R™ ! e HI L respectivamente. Temos

o0 seguinte.

Lema 3.4. Sejam X,Y,Z campos de vetores em H". Entao

_ 1. 1
(ZVvX) = 5 Z-DyXt 5 (~X(xn)Y - Z=Y(en) Z- X+ Z(x)X - V).

n n

Demonstragdo. Sabemos que Y(Z,X) = (VyZ,X) + (Z,VyX). Por outro lado, temos que

1 2 1 — 1
Y(Z,X)=Y (ZZ-X> = ——3Y(xn)Z X+ 5 DyZ-X+ 5 DyX-Z
n Xn Xn XTL

Fazendo o mesmo para X(Y,Z) e Z(X,Y), segue que
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(1) (VyZ,X)+(Z,VyX) :—%Y(xn)Z~X+ éﬁyz-wréﬁyx-z;
(2) (VXZ,Y)+(Z,VxY) :—éxm)z.w éﬁxz-w éﬁxv.z;

3) (VzY.X)+(Y.VzX) = =2 Z(xn)Y- X+ 53 DzY - X+ 5 DzX-Y.

3
Somando (1) e (2) e subtraindo (3), obtemos

(Y, Z1,X) + ([X, Z1,Y) +(Z,VyX) + (Z,VxY) =

2
= (YO Z X X(xn)Z-Y + Z(xn) Y- X)
n
1 — _ _
Xn Xn Xn
1 — —
+ —DxY-Z——DzY-X——DzX"Y.
Xn n n

Agora, usando que [X,Y] = VxY — VyX = DxY — DyX, cancelamos as duas primeiras
parcelas do primeiro membro e quatro das seis dltimas parcelas do segundo membro. Por
fim, observando que DyX-Z+ DxY-Z = 2DyX-Z+ (IX,Y],Z) e (Z,VyX> + (Z,VXY> =
2(Z,VyX) +(Z,[X,Y]), obtemos o resultado do enunciado. O

Sejam I™ uma hipersuperficie de H™!' e N e 1 campos normais unitérios sobre L™, o
primeiro no sentido hiperbdlico e o segundo no sentido Euclidiano, ou seja, (N,N) =1en-n=

1. Podemos assumir que N e 1) tém a mesma direcdo, de modo que
N =xu1n,

em X = (X0,X1,...,Xn) € L™. O operador de Weingarten de ™ no sentido hiperbdlico é dado
por AX =—VxN e, no sentido Euclidiano, por A(X) = —Dxm. Se (€y,...,€n) é um referencial
ortonormal local sobre X™ no sentido hiperbélico e que diagonaliza A em um ponto p, entdo as

curvaturas principais de X™ em p, no sentido hiperbélico, sdo dadas por
Ei - <Aéi?éi> - _<§éiN’éi>‘

Sabemos que (ej,...,en ), onde e; = Xiéi para 1 <1i <n, é um referencial ortonormal no sentido
mn

Euclidiano. Com tais notacgdes, temos o seguinte.

Lema 3.5. Sejam ™ uma hipersuperficie orientada de H"*' e N um campo normal unitdrio

sobre ™, no sentido hiperbdlico. Entdo, a curvatura média de L™ com relacdo a N é dada por

H=xnh+nn,
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onde Nn, € a ultima coordenada do campo normal unitdrion = XLN no sentido Euclidiano e h
n

é a curvatura média de X", vista como hipersuperficie do espago Euclidiano.

Demonstracdo. Sejam Kq,...,k,, as curvaturas principais de ™ vista como hipersuperficie do

espacgo hiperbdlico e ki,...,k, as curvaturas principais de X" vista como hipersuperficie do

espaco Euclidiano, com relagdo aos vetores normais unitirios N e 1 = %N, respectivamente.
n

Nas notacgdes que precedem o enunciado, temos, pelo lema anterior, que, em p,

k'1.61) = _<V§1N’é]> = _<v€ixnn’éj> = _<Xnvém»éj> - <ét(xn)ﬂ»é1>
= —xn (1) Den &+ (1/%3) (—(xn )2 & — i (xn)& = (xn)& M) )
= Xn(—Dem-ej) +nlxnle; ¢

= xnf[ei " € +T](Xn)6ij = xn/{ei " € +nn61j-

Portanto, (ey,...,en) diagonaliza A em p e, pondo Ae; = k;ie; em p, obtemos ki = kiXn +1n.
Dai,
I & — 1 &
H==Y ki=xn| =Y ki | +1n =xnh+nn.
nis s

1

[]

Considere, agora, o hiperplano P = {x € IHI““;XO = 0}. Dados um aberto U C P e uma

funcao diferencidvel f : U — R, definimos o grafico horizontal de f no espaco hiperbdlico por
G(f) ={(f(x),x);x € U}.

Seja I™ = G(f) a hipersuperficie de H™ ! dada pelo grafico horizontalde f. Se g : R x U — R
é dada por g(t,x) =t—f(x), é facil notar que Z™ = g—!(0). Representando por D o gradiente

Euclidiano, temos que B
Dg  (1,-Df)

T]: — =
IDg| /1+|Dff?

¢ um campo normal unitario sobre X" no sentido Euclidiano, onde Df é o gradiente Euclidiano

de f. Agora, dados um ponto p € L™ e (ej,...,en) base ortonormal de T,Z™ na métrica
Euclidiana que diagonaliza o operador de Weingarten A de X" (vista como hipersuperficie
de R, e denotando por h a curvatura média Euclidiana de £™, temos que

n

n
nh = tr(A)=) —Den-e;=—) Den-e;—Dynn
i=1 i

i=1

= —diV(n):div (_1’713” = div L
1+ |Df[? V1+[Df2 )’
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onde div representa o divergente Euclidiano. Agora, podemos dar uma expressdo para a

curvatura média H de ™ no sentido hiperbélico. Usando o lema anterior, temos que

of
H — th - axn

1+ |Df]?
e, portanto, H satisfaz a equacgdo diferencial parcial
v Df _n H+ %
1+ |DfJ? Xn V1+Df? )

2
Pondo f; = aa)f , ij a?ing e W(f) = /1+|DfJ2, temos que

) ifuw flaa W(f)

Df AL
() - B ()
\/1+|Df]2 & ox W(f)?
fl]

n i W(f) — 121 IW( 1 L3 fif;
- ; W(f)2 ~W(f) Z: (&j_W(;)Z)f“'

Portanto, obtemos que

_ X oy (oo fify oo nfa
= L (5” W(fﬂ)f” W(r) s
1,j=1

Considere duas hipersuperficies ZT e £} do espago hiperbdlico (n + 1)-dimensional, que
sdo tangentes em um ponto p € L' N L} e tém o mesmo vetor normal unitdrio em p. Podemos
escolher coordenadas locais para o espaco hiperbélico de forma que T, ZT" = T, L7 seja o plano
P ={x € R""!:xy =0} e o vetor normal seja (1,0,...,0). Tomemos U C P aberto tal que ' e
27 sdo, em uma vizinhanca de p, gréficos horizontais de fungdes suaves fi,f : U — R. Se
fi > f, em U, diremos que X estd acima de 27 em U. Agora, podemos enunciar o resultado a

seguir, conhecido como o principio da tangéncia.

Teorema 3.6. Sejam L' e L3 hipersuperficies do espago hiperbélico com curvaturas médias
Hi e Ho, respectivamente. Se, em uma vizinhanga conexa de um ponto de tangéncia de L e
2%, no qual ambas tém a mesma orientagdo, tivermos que LY estd acima de L5 e Hy < Hy,

entdo L e LY coincidem nesta vizinhanga.

Demonstragdo. Como vimos acima, podemos assumir que T,Z' =P ={x € R xq = 0}. Se
P = (0,x1,...,xn), entdo, tomando b = (x1,...,Xn ), temos que Z}' e L% sdo, em uma vizinhanga
de p, graficos horizontais de funcdes fi,f; : U — R, onde U é uma vizinhanga de b tal que

fi(b) =fa(b)=0ef; >frem U. Sejam q = (q1,-.,qn ), T= (T115-ees TIrs 215 s T2105 eoos Tin ) €
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deﬁnad):R“sz“xU—)Rpor

Xn A iqj ndn
d)(T,q,X) =T Z (Sii_&> Ty — d

V14191257 1+|qf? V1+Ig?
Sabemos da equacgdo (3.2) que, tomando q = q“'L = (g—iil,..., ’(?;:1 ), = = (agf;;l,..., a,ff;;n ),

parai=1,2, temos que d)(ri, qi,x) =nH; parai=1,2. Uma vez que H; < Hj, temos
¢(1%.¢%x) = (1!, q',x) > 0.
Definindo « : [0,1] — R por
a(t) =d(tr* + (1-t)r',tq* + (1-t)q',x),
segue que «(0) < (1) e, pelo Teorema fundamental do Calculo,

1
J o’ (t)dt = (1) — x(0) > 0. (3.3)

n ad)
aq1

o/(t) =Y (&) (-1} )+ (&) (gt —ai), (3.4)

onde &(t) = (tr> + (1 —t)r!,tq> + (1 —t)q',x). Consideramos o operador diferencial parcial

linear de segunda ordem
2 n 0

0
L Woxio T & ox
onde a;j = f(l) 66;1; (E(t))dt e by = jé g;b (t))dt. Tomando w = f, —f, temos, por (3.3) e
(3.4), que

1
Lw= J o (t)dt > 0.
0

Afirmamos que L é um operador localmente uniformemente eliptico. De fato, L € eliptico, ja
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que ajj = aj; €, tomando A = (A1,...,An) # 0, temos que

= 0 Xn L ( qid; )
AN = Sii — A\
i,jz—'1 ory \/1—|—|C||21jz—'1 9 1+g2)

- (IJFEW”Z 5(1+1q1?) — gigi) AN
= i(1+q1+ Qi+t ad) %—ZZqiqjmj)
(1+1qP?)32 \ & i =
- n
= (1+1qP)?72 ; +§; il zé(qi}\j)(qjxi)>
- n
= e (B Baa-ane) o

de modo que

Z aiAiA; _J 00 (£(t))AA;dt > 0.

i,j=1 arl]

Como ay; € continua, para cada xo € U existem uma vizinhanga V de xp em U e constantes

a,b > 0 tais que

a< Zaij(x)N)\] <b
i

para todos A € R™ com [A| =1 e x € V. Assim,
alA? < Zag X)AA; < BIAP,
L
para todos A € R™ e x € V e, portanto, L € localmente uniformemente eliptico. Finalmente,
observe que w = f, —f; <0 em U e w(b) =0, de modo que b é um ponto de maximo global
de w e Lw > 0. Supondo U conexo, aplicamos o Corolério 3.1 para concluir que f; = f; em
U e, portanto que, as hipersuperficies L' e L} coincidem em f; (U) = f,(U). Por fim, um facil

argumento de conexidade garante que X' e L7 coincidem na vizinhang¢a do enunciado. ]

Antes do préximo resultado, precisamos conhecer outro tipo de hipersuperficie de H™ .
Seja S uma esfera em R™! de dimensdo n que corta 9H™ ! = {x = (xg,...,xn) € R"lix, =
0} segundo um 4ngulo « e considere a intersecio S = SNH™!. Tais hipersuperficies tém
curvatura média H = cos« (cf. exercicio 8.6(e) de [7]) e sdo chamadas de hiperesferas de

Hn—i—l

Terminamos esta secdo com uma aplicag¢do do principio da tangéncia, a qual também consta
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em [4]. Dada uma hipersuperficie orientada ™ de H™*!, definimos o 4ngulo normal 6 de ™

como uma fung¢@o continua 0 : X™ — [0, 7t] dada por
cos0 = (N,en),

onde ey (x) = (0,...,0,x,,) € N € o vetor normal unitério de ™.

Teorema 3.7. Seja ™ C H™! uma hipersuperficie completa, conexa e orientada, contida no
dominio interior determinado por uma horoesfera e com curvatura média H satisfazendo —1 <

H < 1. Se o dngulo normal © de ™ satisfaz |cos| > supsn [H|, entdo ™ é uma horoesfera.

Demonstracdo. Suponha, sem perda de generalidade, que ™ esta contida no dominio interior
da horoesfera L(c) ={x = (xg,...,xn) € H""1;x,, =c}, ouseja, Z" C L(c) T ={x = (xg,....Xn) €
H"" ;x> c}. Seja Hy = supsn [H|. Se Hyp =1, entdo [cosB| > 1, de sorte que 6 =0 e, dai,
concluimos facilmente que ™ é uma horoesfera. Suponha, pois, Hy < 1. Seja S uma hiperesfera
de H™*! contida no dominio exterior de L(c) e com curvatura média Hy . Como vimos acima
S =SNH""!, onde S é uma esfera de R™*! de centro p € H"! e que corta OH™!. Seja p
a projecio do ponto P sobre OH™ !, se Sy é a imagem de S por uma homotetia de centro p e
razdo A, entdo o teorema de Liouville (cf. capitulo 8 de [7]) garante que Sy tem curvatura média
Ho, para qualquer A > 0. Fazendo A variar, podemos tomar Ao > 0 tal que S), tangencia Z™
num ponto py e € tal que L™ estd acima de S), numa vizinhanga de py, isto € possivel, pois L™
estd situada acima de L(c). Como H < Hy (independentemente da orientagio escolhida), segue
do principio da tangéncia, que L™ coincide com S), numa vizinhanca de pg e, dai, concluimos
que 2™ N S§;, € um conjunto ndo vazio e aberto em L". O conjunto ™" NS, é também fechado,

pois 2™ e S, também o sdo, entdo, pela conexidade e completude de 2™, temos que L™ = S, ,

mas isso € um absurdo, uma vez que S), ndo estd acima de qualquer horoesfera. U
ZTL
Po _
Xn =C
S) |Sx
* Xn — O
P

Figura 3: Homotetia de S tangenciando ™ no ponto py.



52

4 HIPERSUPERFICIES DE H"*1 COM FUNCOES AUXILIARES
LINEARMENTE DEPENDENTES

O objetivo deste capitulo é classificar as hipersuperficies conexas e completas de H™! C
L"*2, cujas fungdes auxiliares lq e fo com respeito a algum vetor tipo luz a € L™ sio tais
que existe uma constante A tal que l, = Afg. Como vimos em (2.5), o0 campo normal unitdrio
de uma horoesfera L, determinada por um vetor tipo luz a é N(p) =p + %a; assim, as fungdes
auxiliares de L satisfazem f, = 1,. Note, também, que uma fung¢io auxiliar 1 = (1, a) nunca
se anula, uma vez que, para x € H""! e v € L2, (x,v) = 0 implica v tipo espaco. Assim, se

lq = Afq, entdo A # 0. Agora, podemos enunciar o seguinte teorema de [4].

Teorema 4.1. Seja \p : &™ — H™" wuma hipersuperficie conexa e completa, imersa em uma

faixa de H™ determinada por um vetor tipo-luz a € L™2. Suponha que 1o = g, para
H

alguma funcdo diferencidvel \ : L™ — R, e que a curvatura média H de L™ satisfaca B\ >—1.

Suponha também que as seguintes condicoes sdo satisfeitas:

(a) paran =2, a curvatura Gaussiana de £* é ndo negativa;

(b) paran >3, la’| € L1(ZM).
Entdo, ™ é uma horoesfera.

Demonstragcdo. Na prova do Lema 3.2, vimos que
AL =n(fq+Hlg)? +n (12 —2) +n(1 —H)1Z + 2|V
1
como fq = Xla, temos
H
A2 =2n ()\+1) 12 +2|V1 . (4.1)

Uma vez que X" estd contida em uma faixa de H™! determinada por a, temos T; < lg < 1o,

para certos Ty, T, positivos. Assim, 12 é uma fungdo subharmdnica e limitada sobre £™. No
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caso n = 2, usamos o Lema 3.1 e a Proposicdo 3.1 para concluir que 1, € constante; no caso
n >3, [Vlg =la’| € L1(ZM) e, entdo, V12| = 2[1||V1| € £L1(Z™); dai, pelo Lema 3.3, 12
¢ harmonica e, por (4.1), devemos ter |V1g| = 0, de sorte que 1, é constante. Agora, fazendo

lg =T, com T > 0, obtemos X" C L; mas, como X" é completa, segue que X" = L. L]

Agora, vamos exibir dois exemplos de hipersuperficies com curvatura média constante que

satisfazem |, = Af, para uma constante A.

Exemplo 4.1. Sejam a um vetor tipo luz e ¢ um vetor tipo espaco de L"*2, tais que (c,a) =0,
e F: H"! — R dada por
F(x) = (x,c).

Para b € R\{0}, considere a hipersuperficie L™ = F~1(b) de H™. Veja que
(VF,X) = X(x,c) = (X,¢),

onde ¢ é a componente tangente de ¢ em H™!. Entdo, VF = ¢, com & = c + {c,x)x = c+Dbx,

parax € ™. O campo normal unitdrio de ™ em H™*! é dado por

_VF_ c+bx
IVFI  /(c,c)+b?

de modo que o operador de Weingarten A de X™ ¢ dado por

N(x)

AX = —LX.
(c,c)+b2
Portanto, X" é totalmente umbilica com curvatura média H = ————. Agora, note que
(c,c)+b?
) b(x, b
(N.a) = (c,a)+b(x,a) _ x. )
(c,c)+b? (c,c)+b?
, b2

ou, ainda, 14 = %fa.

As hipersuperficies de H''! da forma &™ = {x € H"*!; (x,c) = b}, onde c é um vetor tipo

espago e b € R\{0}, sdo as hiperesferas do espaco hiperbélico H" ! C L2,

Exemplo 4.2. Considere um inteiro k satisfazendo 0 < k < n e defina a fungdo diferencidvel
F:H""' — R por

F(x) = F(X15 e Xni2) = X] - X041
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Para p > 0, seja ™ = F 1 (p?). Observe que, dado um ponto X = (X1, ..., X+ 1.y Xns2) de L™,

temos

2 2 2
Xt X =0

Xi+2 Fo b X —Xmgn =—(1+p%)

portanto, L™ = S¥(p) x HV (/1 + p?), de forma que ™ é uma hipersuperficie conexa,
completa e orientdvel de H" . Vejamos que I™ tem curvatura média constante. Para tanto, se

X = (X{y,.... Xn12) € um campo diferencidvel sobre H™ | entdo
X(F) = 2% Xq 4+ 4+ 2% 1 X1
logo,
(VE,X) = X(F) = ((2X1, ... 2X141,0,...,0), X) = (2Z,X),
onde Z = (X1,...,Xk41,0,...,0). Tem-se que Z = Z— (Z,x)x, onde Zéa parte tangente de Z
sobre H'!: entdo

(VF.X) = (2Z.X) = (22,X) = (2(Z+(Z,x)x),X) = (2(Z+F(x)x), X),

de modo que

e, dai,

(VF(x),VF(x)) =4((Z,Z) + 2{Z,x)p* + p*(x,x)) = 4(p*+2p" — p*) = 4p*(1 +p?).

Segue que -
N() = o (x) = — ——(Z(x) +px)

= — (X =
IVF| p\/ 14 p?

é um campo normal unitdrio sobre L™. Se X = (X1, X») é um campo tangente sobre L™, com X,

e Xy tangentes a S¥(p) e HV " X(\/1+ p?), respectivamente, seja A o operador de Weingarten
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de X™. Entdo,
AX = —VyN=-V{N= —LVQ(Z(X) +0%x)
P/ 14p?
= (VRZ0)+ V%) =~ ((X1.0) +02(X1. X))
pv/ 1+ p2 pyv/ 1+ p2

1 2
_7V+9(X1,0) P

——(0,Xy).

P V14 p?

Portanto, as curvaturas principais de X" sdo

1+ p? P
A= =A=—"—— €Ny = =A=——F——=
P - " V 1+ p?

e, assim, a curvatura média de L™ é constante. Além disso, tomando o vetor tipo-luz a =

(0,...0,1,—1) € L™2, verifica-se que

2 2
Y p
fa(x) = (N(x),a) = X, a) = ——1q(
‘ PV 1+p? oV/1+p2 "
ou seja,
1 2
o= VP
P

As hipersuperficies S¥(p) x HV%(1/1 4 p2) de H"! sd@o chamadas cilindros hiperbdlicos.

Mostraremos que os cilindros hiperbdlicos, as hiperesferas do Exemplo 4.1 e as horoesferas
sdo as tnicas hipersuperficies conexas e completas de H™ !, com curvatura média constante e
satisfazendo 1, = Afg, para um vetor tipo luz a. Vejamos, antes, o seguinte teorema auxiliar

importante.

Teorema 4.2. Seja X" uma hipersuperficie conexa, completa e orientada do espago hiperbdlico
HM! c L2, cujas curvaturas principais sdo constantes. Entdo, ou L™ é uma hipersuperficie

totalmente umbilica ou ™ é isométrica a um cilindro hiperbdlico.

Demonstracdo. Inicialmente, mostraremos que X tem no maximo duas curvaturas principais
distintas. Suponhamos que X tem pelo menos duas curvaturas principais distintas, e sejam A
o operador de Weingarten de X e A} < Ay < --- < Ay as curvaturas principais de £. Como
os autovalores de A sdo constantes, um resultado de [14] garante que podemos tomar um
referencial ortonormal local (ey,...,en) em U C X, com U conexo, que diagonaliza A em cada

ponto de U, com Ae; = Ajeq, paral <i<n.
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Agora, seguiremos algumas ideias e construgdes de [16]. Escreva Ve, e; =Y.t FU ex € seja

Cijk = (Aj — Ak)ri])?. Vamos mostrar que Ciji, = Cixj = Cjik- Como (ej, ex) € constante, temos
k )
r <Vel €, ex) = <ej,vei ex) = _rljk’ 4.2)

dai, segue que cijk = Cixj. Agora, fazendo uso do fato de A ser autoadjunto e da equagédo de

Codazzi (2.4), temos que

M(TE=TH) = Melleejl.ex) = ([ew.ej). Aey) = (Alei. ). ex)
= <V61Aej —VejAei»ek> = <7\jvei€j —}\ivej €4, ek> }\) rll; Ai rk

Dessa forma, cij = (A Ak)r = (A Ak)r = Cjik. A partir de cijx = Cixj = Cjik, obtemos

Cijk = Ckij = Cjik ©, dai
(A= MITE = =) = (A = AT (4.3)

Agora, introduzimos uma rela¢ao de equivaléncia no conjunto de indices {1, ..., n}, relacionando
dois indices i e j, se A; = A;. Denotamos a classe de equivaléncia de um indice i, por [i] ={k €

{1,...,n} A = A}, Considere [i,j] = [i] U [j]. Fazendo [i] # [j] e k € [i,j] em (4.3), segue que
N, =0, paras€l[il, te[jleke[ij] (4.4)

Tomando i e j tal que A; # 7\]-, vamos calcular (R(e;, ej)ej, e;). Usando (4.4), obtemos F]'; =0,

se k ¢ [j], e da mesma forma, I} = —T% =0, se k ¢ [i]. Entdo,
<VeiVej e, 61 Zel ij ek + r Vel €k, el = Z jj lk

Uma vez que i ¢ [j] e, para 1 <k <mn, se k ¢ [j], entdo F-'? =0, e se k € [j], entdo k ¢ [i] e, dai,

ka = 0. Agora, usando (4.3) para [k] = [i] e [i] # [j], temos que Fk 0 e, entdo temos

lei.ej] = Ve —Veei = ) Tjer— ) Tew
ki) k(5]
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Portanto,

<R(ei9 ej )ej9 ei> = <Veivej ej - Vej Vei ej _ V[e 6'}6]'5 ei>

= (Y ¢(Mex+TEVeener) — (Y TEVe,e5.e1) + Z e, €-€1)
ké[i] ke[i]

- — Z s S(Vesex.ei) — Z F%(Veke]-,ei>+ Z Fﬁ Veke]-,ei>
ki) kezli] ke [j]

. .
= Z BT — Z Mg+ 3 Tl
kel Kl

Agora, veja que se k € [j], entdo (4.4) nos fornece Fj]; =0e, dai Fjik = —Fﬁ 0; também por

(4.4) temos Fij =0, se k € [i,j], de forma que

(Rlew.¢)ej.e) = Y, (MM —TENG +TH0Y)
)

:Z<_ A T )

e U A=A A=A) A=A A —=A) (A=A (A —=Ay)
ZC%k

(A=A (A —Ak)

k¢ [ij]

Por outro lado, usando a equacao de Gauss (2.3), temos que
(R(ei,ej)ej,eq) = —1+AjA;.

Entao . Z ZC%k
—1+ A= .
k¢ (L] ()\] - }\k) ()\l - )\k)

Suponha que X tem mais de duas curvaturas principais distintas. Trocando o campo normal

4.5)

unitdrio N por —N, se necessdrio, podemos supor que A; < 0. Suponha que as curvaturas
principais de L sdo A = Aj; <Ay, <--- <Ay, = An. Argumentando por indugdo, suponha

> (; assim, A;

Jr+1 = J+1<0

que Aj, <0, para T € {1,...,m—1}. Por (4.5), temos que —1 +Aj. A
e, portanto, A, < 0. Por outro lado, também por (4.5), —1 + A A, < 0. Entdo, temos —1 +
MM <0< —1+A;, A e, dai, Ay > A; |, uma contradi¢do. Entdo, Y tem no maximo duas

curvaturas principais distintas.

Suponha que X tem duas curvaturas principais distintas A, it, com multiplicidades k e n —Xk,
respectivamente. Para facilitar a notagdo, convecionamos que i € {1,...,.k} e r € {k+1,...,n},
de forma que Ae; = Ae; e Ae, = pe,. Note que [i,1] ={1,...,n}; assim, (R(ej,er)er,e;) =0,

pelos cdlculos da pdgina anterior e, entdo temos —1 +Ap = 0 ou, ainda, Ay = 1. Vamos supor
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que A > p > 0, de maneira que A> > 1 e p? < 1. Denotando por x o campo posi¢io e por N o

campo normal unitario de X, definimos os campos
y=x+AN e z=x+puN
ao longo de X. Se X € X(X), fazendo uso da férmula de Gauss (2.6), obtemos

V%ei = Vxei + (AX,e) N+ (X,e;)x = Vxei + (X, e))y;

temos também, por (4.4), que (Ve ei, er) =T =0, para 1 <s <mn,logo (Vxei,er) =0. Segue

destes fatos que

k
V%ei = <X, ei>y + Z Clij €j»
i=1

onde ai; = (Vxei, ¢j) e, assim, aj; = 0. De maneira andloga, obtemos
0 n
Vier=(X,er)z+ Z Qrs€s,
s=k+1

onde a,s = (Vxer,es) e, assim, ap, = 0.

(4.6)

4.7)

Queremos provar que {ej,...,ex,y} gera um subespaco (k + 1)-dimensional fixo de L2

Para isto, considere, para cada x € U, as 1-formas wy,...,wn, Wy em L2 dadas por w;(V) =

(V,ei) e wy(V) = (V,y). Agora, defina, para cada x € U, w = w; N..NwNAwy €

AkF1 (L“+2). Dado X € X(X), vamos mostrar que Vg{w = 0. Denotando por wg a 1-forma

dada por wg (V) = (&, V), nio € dificil verificar que V%(wg) = Wy ;- Assim, temos

™M=

V%w =

u
Il
—_

I
M=

w
Il
—_

Segue de (4.6) que wv())( e = (X, ei>wy —i—Z}‘:l ajjwj, com ay; = 0. Portanto,

wl/\.../\wv&ei/\.../\wk/\wy =0.

(wl/\...AV9<wj/\.../\wk/\wy)—|—w1/\.../\wk/\V§)<wU

(wl/\.../\wv())(ej/\.../\wk/\wy)+w1/\.../\wk/\wv<))(y.

Para a ultima parcela, veja que V%y = V%(x +AN) =X+ 7\V9<N = X—AAX, de forma que

(VRy.er) = er —AAer = (1 —Ap)e; =0,

1
(VSy.y) = SX{yy) =0 e

(Vy,2) = (X—AAX,x+ uN) =0.
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Portanto, segue que wv‘;(g = ):};1 <V§)<y, e)->w]-, logo
wl/\.../\wk/\wvg)(y =0,

e entdo, V%w =0.Dadoq e Ue (e1)q,....(ex)q,Yq Vvetores de "2, consideramos os campos
€l,...,ex,y de L"*2, onde cada €; é constante igual a (e;)q, para 1 <i<Xk, ey é constante igual

ayq. Tomando a fungdo F(p) = wp(ey,...,ex,y) definidaem U e X € X(Z), temos

k
X(F) = X(w(@n b)) =X(w(Er,en e T)) — ¥ W (@), e, VG oo &)
=

1

= (Vyw)(er,...87) =0.

Segue que F € costante e, daf wy((e1)qs.... (k) g, ﬁjﬁ) =wql((er)gs.(ex)gs ‘:j—?”) =1, para
todo p € U. O Lema 4.1, ao final desta demontragdo, garante que {(el)p,...,(ek)p,s—g} e

{(e1)qs--n (€r) g ﬁ} geram o mesmo subespaco de L™,

Sejam W, o subespaco fixo de L2 gerado por {ey,...,ex,y} e (de maneira andloga) W,
o subespago fixo de Ln+2 gerado por {ex1,...,en,z}, de sorte que L2 =W, & W,. Observe
ainda que, como X € conexa, W e W, independem do aberto U C X escolhido, bem como do
referencial (ey,...,en). Logo, W| e W, s6 dependem de X. Veja que (y,y) = —1 +A2>0e
(z,z) = —1+u? <0, logo W; é um subespaco de indice 0 e W, é um subespaco de indice
1. Portanto, podemos fazer as identificacdes W ~ Rkt ¢ W, ~ L"*+1 Considere, agora, a

aplicagdo P : £ — Wy x Wy &~ R LM%+ dada por

ll) - (Cly’CZZ),

onde ¢ = ﬁ e Cy= 17—1@ Vamos mostrar que 1 € uma imersdo isométrica. Como dy =

d(x+AN)=1—-AAedz=d(x+uN) =1—pA, com A # y, a diferencial dip =c;dy+c,dz
¢ injetiva. Tomando X € X(X), podemos escrever X = X; + X5, onde (I—pA)X; =0e (I—
AA )X, =0, entdo

dp(X) = (c1dy(X),cadz(X)) = (¢ (X—=AAX),co(X—pnAX))
= (c1(X; —AAX),ca(Xo — pAX2)) = (c1 (1 =A%) Xy, ca(1 — p?)Xa)
= (X1, X2),

de modo que |dp(X)]? = [X;|> + [Xa/?> = [X]>. Como y estd no subespaco W; ~ R¥*!
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1

e (c1y,c1y) = 527, temos que ¢y € Sk( 1

A2—1
Hn_k(, / 1—1u2 ) € Wy ~ LM *+1 Portanto, X é isométrica a uma subvariedade aberta do cilindro

hiperbélico S¥(p) x H¥(/1+ p2), onde p = 4/ }\21_1. Mas, como X é completa, segue que X

¢ isométrica a este cilindro hiperbdlico. ]

) C W e, de forma andloga, cyz €

Na demonstrag@o do teorema anterior, usamos o resultado auxiliar a seguir.

Lema 4.1. sejam W um espaco vetorial real com produto interno (,), (ey,...,emym) uma base

ortonormal de W e w; o funcional linear dual de e; em relagdo a {,). Seja (ei,..., eT’n) outra

base ortonormal de W, se (wi/\...\wy)(ef,....e) = 1, entdo os conjuntos {ey,...,e1} e

{e{, s e{} geram o mesmo subespaco de W, para 1 <1< m fixado.

/

Demonstragédo. Seja ej’ =Y, ajeq, para 1 <j < m. Entdo, a5 = wi(e)

mo 2
), L o5 =1e, pela

desigualdade de Hadamard (veja [9]),

1 = (Wi A Aw)(ef,....ef) =det (w;(ef

J)) 1<ij<t — det (o‘i]')

1<ij<1
1 1

1 2 1 2 m % m %
2 2 2 2
Yo | - o] <( Y] | Y| =L
i=1 i=1 =1 =1

de forma que o =0, V1<i<m, 1<j <1 Portanto, ej’ = Z{Zl agjeq, para 1 <j <1, de sorte

IN

que {ef,...,e(} gera o mesmo subespago que {ej, ..., e1}. O

O resultado a seguir também consta de [4].

Teorema 4.3. Seja ) : ™ — H™! wuma hipersuperficie conexa, completa e orientada de
H"* com curvatura média constante H. Se 1o = Ao, para algum vetor tipo-luz a € L™ e

alguma constante A € R, entdo ocorre um dos casos abaixo:

i. I™ ¢ isométrica a um cilindro hiperbélico S¥(p) x HV (/1 + p?).

ii. X" é totalmente umbilica, com |H| = ﬁ < 1. Quando H| =1, L™ é uma horoesfera e,

quando [H| < 1, £™ é uma hiperesfera.

Demonstracdo. Uma vez que 1o = Afq e | nunca se anula, temos A £ 0. Veja que Alg = AAf,.
Usando a Proposi¢@o 2.8 com v =0, temos que S fq+nlg = —7\(5% —257)fqa —AS1g e, dai,

n

1, A 1
Sz_isl+§Sl+ﬁSl+2
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Como A e S; =nH sdo constantes, segue que S, € constante. Suponha, por hipdtese de indugao
que para algum 1 <1 < mn, temos S]- constante, para 1 <j <r. Uma vez que L,_1lq = AL,_fq,

usando novamente a Proposicao 2.8, temos que

T n—r+1 1 TA
N— S 1 +—5S,+—S,.
rHl (r+1)A rt r+1 77 1+r+1 ! H—1‘4—1 '

Entdo, S, € constante e, portanto, S, € constante, para 1 <1 < mn. Dados pontos p,q € L™,
temos que
n n
det(tl, —Ap) = Y (D) Si(p)t" =} (—1) S (q)t" * =det(tl;— Aq)
k=0 k=0
e, dai, os polindmios caracteristicos de A, € Ay sdo os mesmos. Portanto, as curvaturas
principais Ap,..., A, s@o constantes em X™. No teorema anterior, vimos que as hipersuperficies
conexas, completas e orientadas de H™! com as curvaturas principais constantes sdo os
cilindros hiperbdlicos e as hipersuperficies totalmente umbilicas. No caso em que X" é
totalmente umbilica, vamos mostrar que H = —%. Por contradi¢do, suponha H # —%. Como
(p,a) =A(N, a), temos
(—AN,a) =0.

Assim,
0 =X —AN,a) = (VI —AN),a) = (1 +AH)X,a'), VX e X(ZM).

Como 1+ AH = 0, concluimos que V1, = a’ =0em I"e, portanto, lq € constante em L™,
de sorte que X" € uma horoesfera. No entanto, tomando o campo normal unitdrio para uma
horoesfera como em (2.5), tem-se que H = —1 e 14 = f; portanto, para uma horoesfera sempre
ocorre que H = —%, o que é uma contradi¢cdo. Entdo, se X™ é totalmente umbilica, segue que

H = —1 e, para qualquer X € X(L"),

V(W —AN) = (1 +AH)X = 0.

Assim, {p — AN = ¢ é constante sobre X™. Como (c,a) =0 e a é um vetor tipo-luz, ou ¢ é
um vetor tipo-espaco ou ¢ = Ta, para algum T # 0. Veja que (P(x),c) = —1, para todo x € ™.
Entao,

W) € (x e HV (x,¢) = —1).

Segue dai e do Exemplo 4.1 que, quando c € tipo-espaco, ™ é uma hiperesfera. Por outro lado,
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quando ¢ = Ta, temos que
— 1
" ={x e H " (x,ta) = —1} = {x e H"); (x,a) = —;},

¢ a horoesfera L ; , pois se T > 0, entdo an 7 >0e, se T< 0, entdo a2 < 0. Como (c,c) =

Il

—142A? >0, temos H? < 1. Portanto, se |H| = 1, isto &, (c,c) = —1+A? =0, entdo L™ é uma

horoesfera e, se |H| < 1, temos que L™ é uma hiperesfera. L]
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