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RESUMO

Este trabalho trata do reconhecimento de CONICAS utilizando o método de diagonalizago

de matrizes 2X2. No inicio é apresentada a definicdo de conicas, as equacBes padrbes

seguidas de seus respectivos nomes e representacfes geomeétricas. Seguem-se entdo as ideias
de autovalores e autovetores de uma transformacdo linear que servem de base para a
diagonalizagdo de matrizes. Logo ap6s séo discutidas a independéncia linear de autovetores
bem como suas propriedades de formarem uma base de um espaco vetorial. A condicdo para
que toda matriz quadrada seja diagonalizavel é apresentada em seguida, bem como as

particularidades de uma matriz simétrica. A demonstracdo de que toda matriz simétrica 2 2

é diagonalizavel é feita a partir de uma abordagem matricial, elegante e elementar. O
reconhecimento de conicas é feito a partir de calculos bésicos, utilizando alguns contetdos
amplamente explorados no Ensino Médio tais como: matrizes, determinantes, sistemas
lineares e equacdes algébricas. No final é apresentada uma forma de ensinar cénicas na escola

utilizando o software educacional Winplot.

Palavras-chave: Conicas, Diagonalizacdo, Matrizes, Equacdes, Software Educacional.



ABSTRACT

This paper deals with the recognition of TAPER using the method of matrix diagonalization
2X2. At first, it shows the definition of conics, standard equations followed by their names
and geometric representations. Then follows the ideas of eigenvalues and eigenvectors of a
linear transformation that are the basis for the diagonalization of matrices. Immediately after
that, the linear independence eigenvector is discussed, as well as its properties of forming a
basis of a vector space. The condition for any square matrix to be diagonalizable is shown
below, as well as the particulars of a symmetric matrix. The demonstration that all 2 x 2
symmetric matrix is diagonalizable is made from a matrix, elegant and elemental approach.
The recognition of conics is made from basic calculations using some content widely
exploited in high school such as matrices, determinants, linear systems and algebraic
equations. At the end it is presented a way of teaching conical school using educational

software Winplot.

Keywords: Conical, Diagonalization, Matrices, Equations, Educational Software.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

Um dos ultimos assuntos do Ensino médio é a Geometria Analitica, que é tratada
de um modo muito timido e superficial, deixando muitas partes para o Ensino Superior. Ainda
deve se levar em conta que alguns professores nao tém a base necessaria para um bom estudo
da mateéria.

Aqui vamos compartilhar a Algebra com a Geometria de uma forma simples, mas
muito importante. A bagagem tedrica da Algebra Linear, o professor deve trazer para a sala de
aula e passar para seus alunos de um melhor modo possivel.

O professor deve utilizar todos os recursos institucionais, inclusive os mais

modernos para a sua aula se tornar mais atrativa e prender mais a atencéo de seus alunos.
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Capitulo 2

CONICAS.

Consideremos a equacdo geral do 2° grau com duas variaveis:

Ax* + Bxy + Cy*+ Dx+Ey+F=0 ()

em que A, B, C, D, E, F, sdo constantes reais tais que A, C, é diferente de zero, e X,y sao

variaveis reais.

Vamos fazer uma mudanca de base de modo que a equacao escrita em relagédo a
nova base ndo tenha mais o termo misto (B = 0), dai, usaremos bases ortonormais a fim de

que as figuras que estas equagdes representam ndo sofram deformacdes.

A seguir serdo apresentadas as equacfes chamadas de padrdes, pois definem todas
as curvas conicas possiveis de uma forma quadratica, seguidas dos respectivos nomes e

representacfes geométricas:
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Equacéo

Cobnica

Figura

(x-a)2+(y-b)e=r?

Circunferéncia

// Centro

N

1 |0, b)
xz 2
—+ % =1 Elipse
1) a
2|(0; -b)
f—y—z—l Hipérbole
az bz p ;
5 Y:Ax
:
|
e
Eje Focal
Foco
¥ /
y2 = 4pXx Parabola

g

Directriz




Além dessas, existem as conicas degeneradas que podem ser:

xz J,Z

e + i -1 Conjunto vazio

xz

=z 1

a Duas retas paralelas.
xz J,Z

= +§ =0 Um ponto.

Quando A.C=0eB=0

Podemos ter: uma reta

D.x+Ey+F=0
xy=1 Hipérbole Equilatera
x2-2xy+y2=0 Reta

12

A partir da equacdo dada na forma (I), teremos que encontrar uma das equacdes

listadas acima e reconhecer a conica ou sua forma degenerada.
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Capitulo 3
AUTOVALORES E AUTOVETORES
Dada uma transformacgédo linear de um espago vetorial T:¥V — ¥, devemos

determinar vetores que sao um multiplo de si mesmo; isto é, procuramos um vetor ¥ € ¥ com
v = 0 e um escalar 4 € R tais que

T(v) = Av

O escalar A serd chamado autovalor de T e o vetor ¥ um autovetor de T.
Chamaremaos de operador linear a toda transformacéo linear T: ¥ — V.

Observacdo 1: Seja T: ¥ — ¥ um operador linear. Se existirem v € V¥, v # 0, e

A € R tais que T(v) = Av, A é um autovalor de T e » um autovetor de T associado a 4.

4 )
]. Vamos determinar os autovalores de 4 e o

Exemplo 1: Seja A = (_1 2

conjunto dos autovetores associados a cada autovalor. Seja A um autovalor de A. Entdo existe

X
um vetor (dado em forma de coluna) X = (J,} ndo nulo, tal que AX = AX, isto é:

G 2)6)=#6)

Desenvolvendo temos:
(—Ex + 4}') _ (ﬂ..x)
—x+2y) \Ay
(—3x—|— 4;-;)_ (ﬂ,x) _ (ﬂ)
—x+ 2y Ay/  \o
Isto equivale ao sistema linear homogéneo
gl+@x—4y=ﬂ
x+(A—-2)y=0
O sistema acima terd solugdo ndo trivial se, e somente se, a matriz dos
coeficientes tiver determinante nulo, ou seja:
‘ﬂ, +3 —4
1 A—2
(A+3)(A—-2)—(—4)=0

=0

A2+A-2=0
Portanto 4, = 1 e 4, = —2 s8o os autovalores de A.

Substituindo 4 = 4, = 1 no sistema temos:
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{41‘—4;}':0
x—y=~0

Cuja solucéo é x = y. Portanto todos os vetores do tipo (y,¥) ou (1,1}, £ + 0, sdo

autovetores de 4, = 1.

Substituindo 4 = 4, = —2 no sistema temos:
{x —4y =0
x—4y=10
Cuja solugéo é x = 4y. Portanto todos o vetores do tipo (4x,x) ou £(4,1), t # 0, sdo

autovetores de 4, = —2.

Observacdo 2: Seja A uma matriz = xn. Chamaremos de polindmio

caracteristico de 4 o polindmio p(4) = det (4 — AI') onde | é matriz identidade.

2

1) é dado por:

Exemplo 2: O polindmio caracteristico da matriz A = (_51
A_M:(—El L:D_j'(; 2)= (5—_11 13;-1)
p(3) =dev(a—an=>"* 2 |

p(A)=A2—64+7



15

Capitulo 4
DIAGONALIZACAO DE MATRIZES.

Proposicdo 1: Autovetores associados a autovalores distintos de um operador
T:V — V sdo linearmente independentes.

Demonstracéo:

Provaremos para o caso de 4, e 4, distintos. A prova para o caso de n autovalores
distintos é anéloga.
Sejam T(v;) = A, v, e T(v,) = A, v,, com A, = 4,.
Consideremos a igualdade:
a,v, +a,v, =0 Q)
Pela linearidade de T, tem-se:
a,T(vy)+ a,T(v,)=0
Ou:
as Ay vy + azd v, =0 2
Multiplicando ambos os membros da igualdade de (1) por 4,, vem:
a, A v, + a, v, =0 3)
Subtraindo (3) de (2):
a,(Ad, —A;)v, =0
Mas:
Ay — A, #=0ev, =0
Logo:
a, =0
Substituindo @, por seu valor em (1), tendo em vista que v, # 0, vem:
a, =0

Logo, o conjunto {¥,,1,} é linearmente independente.
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Observagdo 3: Sempre que tivermos um operador T: RZ — R* com 4, = 4,, 0
conjunto {w,,v,}, formados pelos autovetores associados, serd uma base do ®*. Em geral, se
T:V — V ¢ linear, dimV = n e T possui n autovalores distintos, o conjunto {v,,v5,..., 7,1,

formado pelos correspondentes autovetores, € uma base de V.

Observacéo 4: Dado um operador linear T em R? que possui autovalores 4, , 4,
distintos, associados a w4, 175, respectivamente. A definicdo anterior garante que o conjunto
P = {v,,v,}é uma base de R2.

Sabendo que
T(v,)=A4,v, =4v, +0v,

T(v,)=A,v, =0v, +4,v,

O operador T é representado na base P dos autovetores pela matriz diagonal:

A, O

[T]z = [ﬂ,i AJ =D

Constituida de autovalores na diagonal principal.

Observacao 5: A matriz quadrada A é diagonalizavel se existe uma matriz

inversivel P tal que P~* AP seja diagonal.
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Capitulo 5
DIAGONALIZACAO DE MATRIZES SIMETRICAS
Proposicéo 2: O polinbmio caracteristico de uma matriz simetrica tem apenas raizes reais.
Demonstragéo:

Demonstraremos para o caso de uma matriz simétrica A de ordem 2.
. . a C
SejaamatrizA = [ ]
c b
O polinémio caracteristico de A4 é:

p(A) =det(ar-a) ="~ 7€ |=0

Isto é:
(A—a)(A-b)—c*=0
A2—(at+b)A+ab—c* =0
O discriminante dessa equagdo do 2° grau em A é:
(a+ b)*—4(ab—c*)=a’ + 2ab+b* —4ab+4c*=(a—b)* +4c* >0
As raizes da equacéo sdo reais e, portanto, a matriz A possui dois autovalores.

Quando A=0 e ¢ # 0, teremos a=b.
Proposicao 3: Se T:¥ — ¥ € um operador linear simétrico com autovalores distintos,

entdo os autovetores sdo ortogonais.
Demonstragéo:
Sejam 4, e A, dois autovalores do operador simétrico T e 4; # 4,. Seja ainda

T(v,)=A,v, eT(v,) = A,v,. Vamos mostrar que v, v, = 0,
Sendo T um operador simétrico, vem:
T(vy) v, =v; T(v,)
Ou
Avy vy, = vy A,
Ou
Ay (vyvy) — Ay (vy - v,)=0
Ou, ainda:
(A —4)(vy-v,) =0
Mas,
Ay — Ay, = 0implica v, - v, = 0, ou seja:

vy, 1w,
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Observacao 6: A matriz A é diagonalizada pela matriz P dos autovetores através
de uma matriz D de tal forma que
D=P AP
Se A for simétrica, P sera base ortogonal. Nas aplicac®es a seguir, é conveniente que P,

além de ortogonal, seja ortonormal. Isso se obtém normalizando cada vetor.

Normalizar é obter o vetor unitario.
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Capitulo 6
DIAGONALIZACAO DE MATRIZES SIMETRICAS 2X2

Considere a equacdo geral de 2° grau a duas variaveis
Ax® 4+ Bxy+Cy*+ Dx+Ey+F=0

Ela pode ser escrita, matricialmente, da seguinte forma:

AL

=9, 2|G)+@ B)+F=0®

Chamaremos de parte quadratica de cada uma das equacbes o produto: matriz
linha * matriz quadrada * matriz coluna e de parte linear o produto: matriz linha * matriz
coluna. A matriz quadrada da parte quadratica € uma matriz simétrica, logo se ela fosse uma
matriz diagonal o problema estaria resolvido.

Sejam B a base candnica de R?; B uma base ortonormal; (x,¥) as coordenadas
de um ponto, em relacdo a base B, que satisfaz a equacéo (I) e (x',»") as coordenadas desse

B
)

g/, uma vez que B é

¢
mesmo ponto em relacdo a base B'. Sejam M = Mﬁ . Entdo, ‘M =M
ortonormal. Temos:

M%) =(})e M= )

A estratégia é determinar B’ de modo que

‘™M

e AL

A, 0
M= [ ] , para algum A, e 4,.

1

B | e

Desse jeito a equacéo (1) se transformara em

¥

(x y)'M M(;,) +(D E]M(;:) +F=0o0u

B | L
™ M

& Mot 2]G)+@ m(%)+F=o

ndo tendo os “termos mistos”.
O problema entéo ficara resolvido se diagonalizarmos a matriz quadrada da parte

quadratica da equacéo.
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Admitiremos verdadeiro, sem demonstracéo, o seguinte teorema:
TEOREMA ESPECTRAL.: Seja ¥ um espaco vetorial de dimens&o finita sobre

R e A a matriz de um operador simétrico T: ¥ — ¥. Entdo existe uma base ortonormal ou base

espectral £ de V¥ tal que 4 é diagonal.

TEOREMA: Toda matriz simétrica 2x2 é diagonalizavel
Demonstragéo:

Seja A uma matriz simétrica 2x2 e p(A) seu polinbmio caracteristico. Sendo p(4)
um polindmio de grau 2 a coeficientes reais, entdo p(4) admite uma raiz real. Seja 4, uma
raiz real de p(4). Consideremos V; . Distinguiremos dois casos: dimV; =2 ou

dimVj_l =1,

Caso 1: dimV; = 2. Neste caso, V; = R* e, portanto, a base cannica é uma

base espectral de &* com respeito a A.

Caso 2: dimV; = 1. Digamos que ¥; = [X,] Podemos admitir que [Xy| = 1.
Seja X, perpendicular a X; tal que [X,| = 1. Entéo, {X,, X} é uma base ortonormal de R2. J4
temos que X, e X, sdo autovetores associados a 4,. Escrevamos AX, como combinagdo
linear da base {X,,X,].
AX, =a, X, + a, X, (I)
Tentaremos mostrar que a; = 0.
Multiplicando-se (I}, membro a membro, por “X,, obteremos:
X, (AX,) = "X, (a,X,) + 'X, (a,X;)
Sendo A uma matriz simétrica, vem que *X, (AX,) = 'X, (AX,)
Assim sendo, teremos:
X, (AX,) = a,(°X, - X,) +a,('X, - X,) = a,
Desde que AX,; = 4, X, segue-se que:
a; = "X,(4,X,)=4,('X,-X;)=4,-0=0,

Portanto, {X,, X, } é uma base espectral de R% em relacdo a matriz A.
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Capitulo 7
RECONHECIMENTO DE CONICAS

Para reconhecer uma conica é preciso reduzir a equagdo dada a uma das listadas
no Capitulo 2. Para facilitar a compreensdo dividiremos em dois casos.
Caso 1: EquagBes do tipo Ax* + Bxy + Cy*+ Dx+Ey+F =0

A equacdo possui 0 termo misto xy nulo. Podemos usar a técnica de completar

quadrados para identificar as conicas.
Exemplo 3) x* + 4y> —2x + 16y + 16 = 4
Completando os quadrados temos:
(x> —2x+1)+ (4y* + 16y + 16)=—-16+4 + 16
(x—1)>+4(y+2)* =4
Dividindo ambos os membros por 4 teremos:

—[x;1]z+ (y+2)2=1

Facamos uma translacdo de eixo usando as coordenadas:

{:’ =x—1
' — _}" + 2
A equacao fica entéo:

2

x+‘z—1
PR A

A equacéo representa uma elipse.

Caso 2: Equagdes do tipo Ax* + Bxy + Cy*+ Dx +Ey+F =0
Se a equacdo possuir parte linear nula vamos converté-la para a forma matricial

¥

(x y)'M M(;,) +(D E]M(;:) +F=0,

k|
™ M

A seguir determinar o polindmio caracteristico e calcular os autovalores 4, 4.

A equacao tomara a forma abaixo:

& Mot AG)+@ Bm(%)+F=o,



Exemplo 4) 2x* +2y* + 8xy—2=10

Devemos primeiro simplificar a equacao, dividindo ambos os membros por 2.

Teremos: X2 +y?2+4xy-1=0

Vamos escrever a matriz simétrica A.

A=(; 1)

p(A) = det(A—AI) = det(l_ A2

5 1_J;L):O,nosdara

A2—-21-3=0,

cujas raizessdo A, =-led, =3
Portanto os autovalores séo: 4; = —1,ed, =3

Vamos diagonalizar
b 2 _1 ﬂ x'l e
(x y).(Ell 3).G,)-l—Oou

-x2+3y?2=1o0u

xI -L_.I
+L =1
-1

1
3
A equacao representa uma hipérbole.
Exemplo5) -xy =1
A matriz simétrica de sua parte quadratica é
( 0 -1 ;2)
-1/2 0
Cujo polinébmio caracteristico é:

p(A) = A2 - Y4 cujas raizes +1/2 , sdo os autovalores.

Consequlientemente a equacéo escrita em relacéo a base espectral é:

(86

. oX2 o y? .
Ou seja: PR 1 representa uma hipérbole.

22
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Exemplo 6) 16x2 - 24xy + 9y2- 60x — 90y =0

R . (16 —12
A matriz simétrica de sua parte quadratica é (_12 9 )

Seus autovalores séo 0 e 25. Uma base espectral
' 1 1
ﬁ = {E(3!4)! E(4!-3)}

, . . .8 _ (3/5 4/5 )
Se B ¢ a base candnica entdo My (4;,5 —3/5
Assim a equacéo escrita em relacdo a base 8’ é:

x¥). (g EGEJ_G:)Jr (—60 _SGJ-G:E j;;)_(i:)=g

Desenvolvendo, encontraremos algo do tipo: y2 = 4x, que representa uma parabola
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Capitulo 8
RECURSOS COMPUTACIONAIS.

Vimos no capitulo anterior que o célculo necessario para reconhecer uma conica
possui um nivel compativel com o curriculo de Matematica do Ensino Médio. Porém o uso de
recursos computacionais facilita a aprendizagem do educando, além de tornar o contetdo
mais atrativo e curioso.

O Winplot é uma excelente ferramenta computacional para fazer gréficos em 2D e
3D. Além de ser gratuito, é de facil utilizacdo e pode enriquecer bastante as aulas.
Mostraremos como usar o aplicativo para gerar e visualizar conicas.

Vamos construir a elipse de equacao:

xr

> + s =1

Ao abrir o programa, devemos selecionar a opgéo 2-dim:

Janela | Ajuda
2-dim F2
3-dim F3

Adivinhar
Mapeador 3
Planetas

v Mostrar arquivos recentes
Abrir o ditime arquive

v Usar padrio

Sair
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Em equac&o, escolheremos a forma implicita:

£ Winplot
Janela  Ajuda

Hsemmmez
Arquivo | Equagdo | Ver Mouse Um Dois  Anim Cutros

1. Explicita ...

2. Paramétrica ...
3. Implicita ...

4, Polar ...

F1
F2
F3
F\4

Ponto
Segmento

Reta ...

Recursiva ...
Diferencial

Polinomial ...

Intrinzeca ...

Desigualdades explicitas ...

Desigualdades implicitas ...

Inventario ...

Tamanho do inventario ...
Biblioteca ...

Definir fungdo ...

Ocultar/mostrar tudo

Ajuda

Escrevemos a equacdo da forma mostrada na figura abaixo, clicando em ok:

Os valores devem ser atribuidos as duas variaveis e depois clicar em auto.

] Winplot [E=]=]

Janela  Ajuda

1+ semnomel inventario [semnomel]

Arquivo  Equagic Ver Mouse Um Dois Anim Qutros

¥
41
3
< ,
2 editar | apagall dupl | copiarl tabelal Faml'lial
gréhcol equac§o| nome derivall web | fechar |
1
t
—4 -3 -2 -1 1 2




Vamos construir a hipérbole de equago:

x*
J— =‘1
4

v
2

2 Winplot
Janela  Ajuda

E semnome3 inventario [semnome3]

Arquivo  Equagdc Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros
¥
4__
3__
L T r
24 editar | apagarl dupl | copiarl tabelal faml’lial

gréhcol equa;:éol nomel denvarl weh | fechar |

Vamos construir a parabola de equagdo: y? = 2x +1

4 Winplot

lanela  Ajuda

{f] semnomes inventario [semnomeS5]
Arquive Equacio Ver Mouse Um Dois Anim Qutros
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Vamos fazer o grafico de

xy=1

Arquive Equagio Ver Mouse Um  Dois  Anim  OQutros

¥

< [ 3

editar | apagarl dupl | cop\arl tahelal lam\’l\al

wrdfca | Equa;ﬁul darivar | b | fechar |




28

Capitulo 9
CONCLUSAO

A Geometria Analitica € trabalhada no Ensino Médio numa abordagem basica,
levando-se em conta o conhecimento prévio do aluno que percebe o formato de uma cénica,
ao ver uma pista olimpica que tem a forma de uma elipse; uma antena parabdlica; uma obra
arquitetdnica como a Catedral Metropolitana de Brasilia, que lembra uma hipérbole, ou ainda

diversas imagens concretas do seu dia a dia.

Ao considerar o conhecimento do aluno historicamente constituido em suas
praticas didaticas, tdo importante quanto o dominio do contetdo, o docente aproxima-se
consideravelmente do discente, quebrando barreiras, possibilitando um processo ensino-

aprendizagem mais eficiente.
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