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RESUMO

Os modelos lineares generalizados consideram em sua construcao a familia exponencial
de dispersao, a qual tem como membros a distribuicao gama e normal inversa. Estas
distribuicoes permitem modelar dados que assumem valores nos reais positivos e com
assimetria positiva. A familia exponencial possui varias propriedades interessantes que sao
estendidas a todos os seus membros, o que facilita a obtencao e cdlculo de certas quantidades.
Neste trabalho é apresentada a metodologia dos Modelos Lineares Generalizados (MLG),
desenvolvida por Nelder e Wedderburn (1972), tais como a definigao, estimacgao, fungdes
de ligacao, selecao de modelos, andlise de residuos e diagnoéstico em MLG’s. Também
sera apresentada uma aplicagao utilizando dados reais de limite de crédito, na tentativa
de descrever o limite usado médio de clientes utilizando unicamente os modelos gama e
normal inverso. Nos ajustes dos modelos e pelas analises de residuos foi possivel observar
que para as distribuigoes gama e normal inversa, utilizando a fun¢ao de ligacao identidade,
foram obtidos modelos com bons ajustes apds a eliminagao de observagoes destacadas nas

analises de residuos e diagndstico.

Palavras-chave: Regressao. Modelos Lineares Generalizados. Dados Positivos Assimétricos.

Limite de Crédito.



ABSTRACT

Generalized linear models consider in their construction the exponential family of dispersion,
which has the gamma and inverse normal distribution as members. These distributions
allow modeling data that assume positive real values and with positive asymmetry. The
exponential family has several interesting properties that are extended to all its members,
which makes it easier to obtain and calculate certain quantities. This work presents the
methodology of Generalized Linear Models (GLM), developed by Nelder and Wedderburn
(1972), such as definition, estimation, link functions, model selection, residual analysis and
diagnosis in GLM’s. An application using real credit limit data will also be presented, in
an attempt to describe the average used limit of customers using only the gamma and
inverse normal models. In the adjustment of the models and by the analysis of residues, it
was possible to observe that for the gamma and inverse normal distributions, using the
identity link function, models with good adjustments were obtained after eliminating the

observations highlighted in the analysis of residues and diagnosis.

Keywords: Regression. Generalized Linear Models. Asymmetric Positive Data. Credit

Limit.
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1 INTRODUCAO

Os modelos de regressao sao utilizados para descrever a relagao entre uma
variavel que pode ser denominada de resposta ou dependente, e uma ou mais variaveis
explicativas ou preditoras. Um dos objetivos principais da andlise de regressao, consiste
em estimar ou predizer o valor médio da variavel resposta condicional aos valores das
variaveis preditoras, i.e., dados alguns valores das varidveis explicativas temos um valor
estimado para a varidvel resposta.

O modelo de regressao linear pode ser considerado o modelo mais popular
e de simples utilizagao, sendo um caso particular de uma classe mais geral, que sao os
Modelos Lineares Generalizados (MLG’s), propostos por Nelder e Wedderburn (1972).
Estes modelos consistem em flexibilizar a distribuicao que sera utilizada para a variavel
resposta, desde que esta pertenca a familia exponencial de dispersao. Adicionalmente, os
MLG’s permitem ter uma maior flexibilizacao para a relacao funcional entre a média da
variavel e o preditor linear dado que ¢é introduzido a funcao de ligacao como aponta Paula
(2013).

Diversas distribuigoes tem sido propostas para modelar dados cuja a varidvel
resposta Y tenha distribuicao com suporte positivo e caracteristica assimétrica como
por exemplo as distribuicoes log-normal, Weibull, Pareto e Birnbaum-Saunders como
aponta Paula (2013). No entanto, neste trabalho daremos uma atencao especial para as
distribuicoes gama e normal inversa. A principal vantagem de utilizar tais modelos consiste
principalmente em evitar a utilizagao de transformagoes na variavel resposta e nao ferir
os pressupostos bésicos do modelo de regressao linear normal. Conforme Paula (2013) as
distribuigoes gama e normal inversa tem sido bastante utilizadas na andlise de tempos de
sobrevivéncia (ou duragao) com forte énfase nas areas médica e de engenharia e também
comuns em areas do conhecimento como pesca, meteorologia, financas, seguros e atuaria.

Neste trabalho utilizaremos as distribuicoes gama e normal inverso na tentativa
de descrever dados cuja a variavel resposta apresente suporte nos nos nimeros reais
positivos e caracteristica de assimetria positiva. Serao ajustados os modelos com base nas
distribui¢oes gama e normal inversa para alguns tipos de funcao de ligagao, tais como
a ligacao identidade, reciproca, reciproca quadratica e logaritmica. As andlises serao
feitas no software R (R Core Team) (2021) que possui vérias rotinas computacionais e

modelos implementados para a analise de modelos, bem como ferramentas de visualizacao



16

e diagnéstico. Dentre os pacotes utilizados, destacamos o pacote MASS, glm2. Para
a realizagao dos graficos de residuos e envelopes simulados, foram utilizadas rotinas
computacionais encontradas em <https://www.ime.usp.br/ giapaula/textoregressao.htm>

com adaptacoes feitas pelo préprio autor.


https://www.ime.usp.br/~giapaula/textoregressao.htm
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2 FAMILIA EXPONENCIAL

Segundo Cordeiro e Demétrio (2008), uma varidvel aleatéria Y pertence a
familia exponencial uniparamétrica se sua funcao densidade de probabilidade (de massa

de probabilidade) pode ser expressa como

f(y;0) = h(y) exp[n(0)t(y) — b(0)], (2.1)

em que b(.),n(.),h(.) e t(.) € R. A familia exponencial canonica ¢ obtida através de
(2.1) quando n(f) = 0 e t(y) = y. Nao existe uma forma tnica de representar a familia
exponencial uniparamétrica. Para mais detalhes sobre outras representacoes desta familia,
veja Bolfarine e Sandoval (2010) e Demétrio (2001), por exemplo.

Nelder e McCullagh (1989) introduziram na familia exponencial canénica
definida em (2.1) um novo parametro ¢ > 0 (¢~! > 0) conhecido como parametro de
precisao (dispersao). A incorporagao desse parametro possibilita ampliar o leque de
opcoes para a distribuicao da variavel resposta Y. Exemplos de distribuigoes para a
variavel resposta sao: poisson, binomial, binomial negativa, normal, gama e normal inversa,
supondo que essas ultimas trés possuam um dos parametros conhecido.

Com a introducao de ¢ obtemos a familia dada por

f(y:0,0) = exp |9(0y — b(0)) + c(y, 9)|, (2.2)

que é conhecida como a familia exponencial de dispersao, em que ¢ > 0, b(.) e ¢(.) € R,

como apresentada em Paula (2013). Através de (2.2) é possivel obter os seguintes resultados
p=EY]=b(0) e Varly]=¢""0"(0),

em que b’(0) = V() = dp/df é denotada como a funcgao de variancia. Segundo Paula
(2013), a funcdo de variancia desempenha um papel de suma importancia na familia
exponencial pois ela caracteriza a distribuicao, ou seja, se conhecermos a funcao de
variancia conhecemos a classe de distribuigoes associadas e vice-versa.

Dado que o foco do trabalho é a utilizacao dos modelos gama e normal inverso,

vamos supor inicialmente que Y tenha distribuicao gama com parametros a > 0e 3 > 0,
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em que « € o parametro de forma e $ o parametro de dispersao, com funcao densidade de

probabilidade dada por

«

T(a)”

fly;a,B) = *~Lexp(—Py).

Pode-se fazer uma reparametrizacao considerando ¢ = a e u = o/ de forma que obtemos

@
[y, 0) = F(lgb)(i) yd"leXp{ —zy} ¢>0,u>0,y>0.

Podemos organizar a equacao acima de tal forma que

f(y;p, @) = exp {cb( - Z - 1n(u)) + (¢ — 1) In(y) + ¢In(¢) — 1“(F(czﬁ))}-

Deste modo, fazendo § = —1/u tém-se = —1/6, b(0) = In(p) = In(—1/0) = —In(—0) e
c(y,9) = (¢ — 1) In(y) + ¢In(¢) — In(I'(¢)) temos

Fly:6,9) = exp {¢(ey +1n(=0)) + (6 = 1) In(y) + 6 In() - ln<r<¢>>},

pertencendo assim a familia exponencial canonica de dispersao. E f4cil verificar para a
distribui¢do gama que sua funcao de variancia é dada por V(i) = p? que pode ser obtida
através da segunda derivada de b(f) = — In(—0).

Supondo agora que Y seja uma varidvel aleatéria com f.d.p dada por uma

normal inversa de média p e parametro de precisao ¢ denotada por N1 (u, ¢), dada por:

1/2 Y
Flyi o) = 2 Xp{—qw

,y>0,u>0.
VI 2p2y } g

Pode-se obter a distribui¢ao normal inversa na familia exponencial como (ver Apéndice B)

como

flysp, @) = eXp{¢<— 2‘?;2 + i) - ; llog <2ﬂy3/¢) +j
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Fazendo 0 = —1/2u2, b(0) = —1/u = —(—20)"/2 ¢

c(y,¢) = —; log (27ry3/¢) — 292; = ;log (¢/27ry3) — 2(2

obtemos a forma canonica na familia exponencial de dispersao. E simples verificar que

a fungao de variancia da distribuigao normal inversa é dada por V(i) = p? tomando a

segunda derivada de b(f) = —(—26)'/2.
Propriedades das distribuicoes gama e normal inversa

A seguir serao apresentadas algumas propriedades para as distribuicoes gama
e normal inversa. A Figura 1 (a) apresenta diferentes formas da fungao de densidade
da distribuigdo gama mantendo ¢ = 0,6 fixo e variando u = {2,3,4,5,6} e a Figura 1
(b) apresenta diferentes formas da fungao de densidade da distribui¢ao normal inversa
para u = 1,5 fixo, variando ¢ = {2,3,4,5,6}. Na Figura 1 (a) observamos que para
0 < ¢ < 1 temos que a funcao densidade da gama possui uma pole na origem, isto é, a
func¢ao densidade assume valor maximo na origem e decresce de forma mondtona para
y — oo. Na Figura 1 (b) observa-se que para ¢ > 1 a densidade assume valor zero na
origem, cresce até o seu ponto de maximo em y = 1 — p/¢ e decresce de forma monétona

para y — co. Quando ¢ = 1 temos o caso da distribuicao exponencial .

Q @
— o
n=2 ¢ =06 =15, ¢ =2
3 w=3. ¢ =06 © h=15 4 =5
—~ o u=4,0 =06 - ° u=15 ¢ =4
= . = = = - = =
oo i , , S p=1,5, 6
= o =
N
N =]
o - ~
-..-.r“-‘—-—--—.gg \K
Q S P .
o T T T o T T T
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
y y

(a) (b)
Figura 1 — Comportamento da funcao de densidade da distribuicao gama para alguns
valores de p e ¢.

Pode-se perceber que a medida em que ¢ aumenta (Figura 1 (b) ) a distribui¢ao

de Y tende a ficar mais simétrica em torno de sua média. Paula (2013), afirma que
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para ¢ — oo a distribuicao gama converge para uma distribuicao normal de média p e
variancia p?¢~!. Para mais detalhes sobre propriedades da distribuicao gama ver por
exemplo Cordeiro e Demétrio (2008), Turkman e Silva (2000) e Paula (2013). A Tabela 1
apresenta as principais caracteristicas da distribuicao gama (para detalhes da obtencao

dos resultados ver Apéndice A).

Tabela 1 — Caracteristicas da distribui¢ao gama

Caracteristicas
Esperanca L
Variancia 12
Moda M,(y) = p— /¢
Funcao Gerad " ¢
uncao Geradora - tp
de Momentos My (t) = (1 ¢) , t<o/p

Funcao Geradora
de Cumulantes

Kt p, ¢) = =¢log(1 — ut /), t < &/
r—ésimo cumulante k, = (r — 1)lu"¢'="

Assimetria Aly) =2/V9o

Curtose K(y)=6/¢—3

Para a distribuicao normal inversa temos na Figura 2 o comportamento da
funcao densidade para valores dos seus parametros. Na Figura 2 (a) pode-se perceber
que a medida que o parametro ¢ aumenta, a distribuicao normal inversa torna-se mais
simétrica em torno da média p = 5. Nas Figuras 2 (b) e 2 (c) temos os comportamentos da
funcao de densidade com ¢ = 25 fixo e p variando e o = 1 fixo e ¢ variando no intervalo
(0,1). Na Figura 2 (d) temos o comportamento da func¢ao de densidade considerando fixo
¢ = 15, variando os valores de p. Quando p=1e ¢ =1 a f.d.p. tem forma padronizada.
Para todos os gréaficos percebemos que a f.d.p. cresce de forma mondtona até atingir seu
valor méximo (moda apresentada na Tabela 2) e decresce de forma mondtona quando

y — 0o.
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Figura 2 — Funcao de densidade da distribui¢ao normal inversa para alguns valores dos
parametros

A Tabela 2 apresenta as principais caracteristicas da distribuicao normal inversa

(para detalhes da obtengao dos resultados ver Apéndice A).

Tabela 2 — Caracteristicas da distribuicao normal inversa

Caracteristicas
Esperanca 7
Variancia T
o> v 3
1 1
Mod M,(y) = 14+ 2 _ o

~ 2u%t
Funcao Geradora My (£) = exp {“ (1 1M )], t < o/2u

de Momentos P &
Funcio Gerad é o)
uncao Geradora . o |1 2 )
de Cumulantes K(t:0,0) = [ ¢[M2 ¢] ,t<¢/2u
1/2
Assimetria Aly) =3 (';)

Curtose K(y) = 15u/¢
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3 MODELOS LINEARES GENERALIZADOS

Conforme Cordeiro e Demétrio (2008) os MLGs sao construidos através de

uma variavel resposta univariada, variaveis explanatérias ou explicativas e uma amostra

aleatéria de n observacgoes independentes de tal modo que:

i)

i)

iii)

A variavel resposta, conhecida como componente aleatério do modelo, tem distribui-
¢ao pertencente a familia exponencial de distribuigdes definida em (2.2) abrangendo
diversas distribuicoes para variaveis resposta do tipo contagem, proporc¢oes ou conti-
nuas;

As variaveis explicativas entram no modelo na forma de estrutura linear constituindo

o componente sistematico ou preditor linear do modelo, isto é

p
ni = Z%kﬁj :%Tﬂ ou n = X,
k=1

em que X = (Z1,%s,...,T,)' éa matriz de especificacao do modelo de dimensao
n X pcomz, parai=1,2,...,n sendo a i—ésima coluna da matriz especificacio,
B = (Bi,B2,-.,B,)" o vetor de parametros de ordem p associado ao modelo e

n= (n,72,...,m,) " o preditor linear;
A fungao de ligacao que faz a conexao entre os componentes aleatério e sistematico

do modelo através de uma relacao funcional adequada

sendo ¢(.) uma fun¢ao mondtona diferencidvel.

Existem nos MLGs diversos tipos de ligacao que podem ser utilizados para

modelar a relagao entre a variavel resposta e seu preditor linear como por exemplo a ligagao

poténcia 7; = u?, para A € R, com casos particulares como sendo a identidade, reciproca e

raiz quadrada para A = 1, —1 e 1/2, respectivamente. Neste trabalho, serdo consideradas

para os modelos gama e normal inverso as fungoes de ligagao identidade (n; = p;), reciproca

(n; = 1/p;), reciproca quadratica (1; = 1/u2) e logaritmica (1; = log(y;)). E importante

ressaltar que nos MLGs, nao se define uma distribui¢cao para o erro como no modelo de

regressao normal linear, mas sim para a varidvel resposta Y (Cordeiro e Demétrio, 2008).
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Funcao de ligacao canénica

Quando estamos modelando a relacao entre a média de Y e o preditor linear,
em geral, é interessante que se escolha ligacoes do tipo g(u;) = 6; = 1;, o preditor linear
modela o parametro #; de forma direta. Em MLGs denotamos estes tipos de ligagdo como
ligagoes canonicas e elas desempenham um papel bastante importante, como por exemplo,
a facilidade de interpretacao pratica dos parametros e vantagens referente a simplificacao
do algoritmo de estimacao do vetor de parametros 8 como apontam Cordeiro e Demétrio
(2008). A Tabela 3 apresenta as ligagdes canonicas para as distribuigoes gama e normal

inversa, que sao as distribuicoes que possuem as caracteristicas estudadas neste texto.

Tabela 3 — Funcgoes de ligacao canonicas

Distribuicao Funcao de ligacao canonica
Gama Reciproca: n=1/u
Normal Inversa Reciproca quadrdtica: n = —1/u?

A seguir serao apresentados os resultados com relagao ao processo de estimagao do vetor
de parametros considerando as fungoes de ligacao mencionadas para os modelos gama e

normal inverso.

3.1 Estimacao

Seja Y uma variavel aleatéria unidimensional pertencente a familia exponencial
canobnica de dispersao apresentada em (2.2) e seja Y1, Ys, ..., Y, uma amostra aleatéria de
Y comy = (Y1,¥Y2,...,Yn) 0 vetor de valores observados da varidvel resposta. A funcao

de verossimilhanca de 8 = (8", ¢)" é dada por

- ﬁexp[gzﬁ(eiyi —0(60;)) + c(yi, 9)]

= exp Zyﬂ —b(6 —I—Zc(yi,qb) ,
=1

e sendo assim a funcao de log-verossimilhanca é dada por

n n

10,y) = ¢ Y (yili —b(0:)) + > c(us, &) (3.1)

i=1 i=1
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Escore e Informacao de Fisher de 8

Para obter a funcao escore basta tomar a derivada da funcao de log-verossimilhanca
de 6 em relacdo ao parametro . Através de alguns procedimentos algébricos (ver Apéndice

B) obtemos a funcao escore de f como

Ug(0) = oXTW!AV12(y — p), (3.2)

em que X é a matriz de especificagao do modelo de dimensao n x p cujas linhas sao dadas
por ] parai=1,2,...,n, W = diag{w;, ws, ..., w,} a matriz diagonal denominada de
matriz de pesos, V= dlag{‘/la ‘/27 ceey Vn}7 Yy = (917y2> s 7yn)T e B = (ﬂl?ﬂ% ce nuTL)T'

Os elementos de W sédo

em que V; = V().

Para obter a informacao de Fisher para 8 temos que

n
=¢ Z W;TijTi;,

=1

—E

a21(6.y)
a/Bj/Bl

com forma matricial dada por
Kps(0) = pXTWX.

Escore e Informacao de Fisher de ¢

Para a fungao escore de ¢ partimos diretamente da equagao (3.1) e obtemos

n

i (vt — b(6:)) + > (yi, 9)- (3.3)

i=1

U,(0) =

Para a matriz de informagao de Fisher, tomamos a segunda derivada como sendo

Py &
8¢2 Z yza 7

=1
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entao

Kys(0) = —E

>y ¢>] = > B[ (Y, 0)] (3.4

i=1 i=1
3.1.1 Estimacao de B

Para se obter o vetor de parametros estimado de um MLG, utiliza-se o método
da méaxima verossimilhanca denotado por B , obtido ao resolver Ug(@) = 0. De forma geral
esse sistema de equagoes nao pode ser resolvido de forma analitica e para isso recorrem-se
aos métodos iterativos. Um dos métodos mais utilizados para resolver este tipo de sistema
de equacoes ¢ o famoso método de Newton-Rhapson, dado que tem como objetivo estimar
as raizes de uma funcao f(z).

Expandindo Ug(#) até primeira ordem em torno de B sendo dada por
Us U(O) U/(O) __Q0)
em que UI(SO) e U’/(go) representam Ug e U’ avaliados em B, em que U'g é a derivada

da fungao escore de B em relagao ao vetor de parametros dada por —9%1(8,y)/053,;00.

Resolvendo Ug = 0 temos

De forma geral temos
,B(m+1) _ ,B(m) + [_ U/ﬂ1:| (m)Uém)

No entanto, a matriz —U’g pode nao ser positiva definida, i.e., nao possuir
inversa usual, e neste caso, a alternativa é substitui-la por Kgg (matriz de informacao
esperada de Fisher de 8) dada por Kgg = ¢X WX, Assim, o processo iterativo escore de
Fisher é dado por

(m)
m m — (m)
,3( +1) ﬂ( ) [Kﬁé} U,s , (3.5)
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sendo B e Bm*1) os vetores de parametros estimados nos passos m e m + 1 respec-
tivamente, Uém) o vetor score avaliado no passo m e [Klgg}(m) ¢ a inversa da matriz de
informacao esperada de Fisher de 8 avaliada no passo m. Através de algum algebrismo

(ver Apéndice C), podemos obter a expressao do estimador de maxima verossimilhanga de

B:

B+l — <XTw<m>X) 1XTWW)z(m), (3.6)

(m) (m)
em que 2™ =™ 4 {W‘z} [V_z] (y — u™). Existem alguns critérios de parada

para o processo iterativo de estimacao do vetor de parametros, um deles é

P (m+1) (m)
E_j(ﬁ P B )<§,

sendo £ um valor suficientemente pequeno, e 3, representa o r—ésimo parametro avaliado
nos passos m e m + 1 do processo iterativo.

A quantidade z faz o papel de uma variavel modificada, enquanto W é uma
matriz de pesos que se altera a cada passo do processo iterativo. A equagao (3.6), segundo
Paula (2013), é valida para qualquer MLG. Pode-se notar que em (3.6), para estimar 3,
nao € necessario conhecer ¢ pois o processo de estimacao nao depende desse parametro.
Sobre o nimero de iteragoes necessarias para atingir a convergéncia de (3.6), ocorrerd
geralmente para um nuimero finito de passos, independente dos valores iniciais utilizados,

como afirma Paula (2013).

3.2 Estimacao para o modelo gama
Logaritmica

Para a fungao de ligacdo logaritmica temos que log(u;) = 7 — p; =
exp(n;) = exp(z; B). Sabemos que para a distribuicio gama a funcio de variancia é dada

por V(u;) = p?, e deste modo temos que o i—ésimo peso serd dado por

2
dps\ 1 g 1
wi = _— = — = .
dn; | Vi
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Portanto, a matriz de pesos W serd dada pela matriz identidade de ordem n, Wz =W.

1

Também temos que V = diag{exp(m )2, ..., exp(n,)2} e V=2 = diag{exp(m)~", .. ., exp(n.)'}.

Assim a varidvel modificada z serd

1

2" = [log(p)]"™ + [V72]"™) (y — exp(p) ™).
O processo iterativo tem forma reduzida dada por
B — (XTX)IX 2™, m=0,1,2,...,

De acordo com Paula (2013), se as colunas de X forem ortogonais , isto é, XX = I, em

que I, ¢ a matriz identidade de ordem p, entao temos que

Var[Bj] =¢ ' e COV[Bj?B\l] =0, (J#1),.

isto é, Bj e BI sao assintoticamente independentes e assim a funcao de ligacao logaritmica
fornece uma maneira de desenvolver experimentos ortogonais. Ainda segundo Paula (2013)
é possivel escolher formas convenientes para a matriz X de modo que X'X =1, e dessa
forma obter-se estimativas mutuamente independentes e de variancia constante para os

coeficientes do preditor linear 7.
Identidade

Para a funcao de ligagao identidade temos que p; = 7;. Deste modo o i—ésimo

peso sera dado por

1 1 9
w’L = —= — = ;i
Vi
Deste modo as matrizes W e V serdo dadas respectivamente por W = diag{n; %, m5 2, ..., 1,2}

e V =diag{n? n3,...,n%}. Assim temos que

W3 = diag{m, ms, -, 7}

ol

V72 =diag{n; ..ot
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de tal modo que W—2V~2 =1I,,. Portanto a varidvel modificada serd z(™ = pl™ 4y —
u™ =1y, Deste modo o processo iterativo para a estimacio do vetor de parametros serd

dado de forma reduzida como sendo
IB(erl) _ (XTw(m)X)flew(m)y

Reciproca

Para a funcao de ligagio reciproca (ligagio canonica) temos que u; = n; . Dado

que para o modelo gama V; = V (;) = du/dn; = p2, teremos que dy;/dn; = —n; % e deste

2
(jﬂi ) _ m—4‘
i

Desta maneira, temos que o 1—ésimo peso serda dado por

modo

—4
;i -2
wi = 7752 =n "

A matriz de pesos serd dada por W = diag{n;%,m57%,...,1.2} e V = V. Teremos que
W3 = V2 com W2 = diag{n;*,m5 ", ..., n;'} de tal modo que WiV = W.
Portanto, o processo iterativo para a estimacao do vetor de parametros sera dado por (3.6)

com variavel modificada

3.3 Estimacao para o modelo normal inverso
Logaritmica

Para a funcao de ligacao logaritmica temos que p; = exp(n;) e a funcao de

variancia é dada por V' (u;) = p3. Deste modo os pesos serdo dados por

2
dpi\ 1o
wz = —_—= — = i .
dn; | Vi M? :
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Assim, as matrizes W e V serao dadas respectivamente por:

W = diag{exp(m) ", exp(m) ", ... exp(n,) '}

V = diag{(exp(m))®, (exp(m2))?, - .-, (exp (1))’ }.

Com estes resultados, obtemos a varidavel modificada
) = log()™) + W2 [V2) (y — excp (™),

e segue o processo de estimagao do vetor de parametros dado em (3.6).

Identidade

Para a funcao de ligacao temos que n; = p; e a funcao de variancia é dada por

V(u;) = p3. Desta maneira os pesos serao dados por

Ww; = — = —5.
dn; ) Vi pd

Assim, as matrizes W e V serao dadas respectivamente por:

W = diag{n;>,...,n,"}

V = diag{n},..., >}

. Com isso temos

W2 = diag{n}?, ..., n2/%}

VY2 = diag{n,**, ... 0%}
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de tal modo que W—1/2V~—12 =T, Assim, temos que a varidgvel modificada serd dada
por z(™ =y seguindo-se com o processo de estimacio do vetor de parametros do modelo

como definido em (3.6).
Reciproca

Para esta fungao de ligagao, temos que p; = 1/n;. Entao n; = 1/p;. Sabendo

que V(u;) = p temos que os pesos serao dados por

w; = (=072 =n7 n 7 =0t = .

Deste modo temos que

W = diag{ﬁf1>n517 s 7777;1} = diag{ﬂlvﬂ% s alun}

V = diag{n*,m%, ... %)

Assim, temos que W2 = diag{n’*, />, ... ,n¥/2} e V-2 = diag{n/*, 5%, ... n3?}.
Pode-se definir uma matriz G = W2V ~2 = diag{n?, 72, ..., 72}. Sendo assim, a varidvel

modificada sera dada por
2 = () 4+ GOy — ),

seguindo-se com o processo iterativo para estimacao do vetor de parametros do modelo

como definido em (3.6).
Reciproca quadrdtica

Para esta funcio de ligagao (ligacdo canonica) temos que n; = —1/2u2. Entao

pi = (—1/2n;)"2. Sabendo que V' (j1;) = 2, temos que

2 3/2 2 3
dpi | 1 72 G R I
dTh 2 777, 2 772 *
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Assim, os pesos serao dados por

3 —3/2
? 2 1 2 1

2
_ 4+ 3/2
Wi 2) (/r”L )

- 1/293
1 5y
2, o

Portanto, temos W = diag{y3, i3, ..., 133,V = W e W=V2 = diag{p; %, 1i3*/%, ..., u=3/2}.

3.3.1 Estimacao de ¢

O processo para estimar o parametro ¢ € realizado igualando a funcao escore

de ¢ definida em (3.3) a zero, obtendo o seguinte resultado:

A

S (i, ¢ Zd){yz  —b(6;)}.
=1

Somando e subtraindo Z{yﬁ, — b(gl)} no lado direito da igualdade acima, obtemos
i=1

>y d zcb{y” 00D} + 3w~ bE)} — S {uf b6}

Organizando os termos dos somatdérios, reescrevemos a equagao acima como

n

>y d) = 3ot 0 + b8 = b)) ~ - (uf ~ b))

Finalmente, multiplicando e dividindo o primeiro somatério do lado direito da igualdade

acima por 2, temos

>0 d) = 5 D) — Y- bl — b0
' i=1

em que D(y; it) denota o desvio do modelo sob investigagao, apresentado em (3.9). Com
este resultado, pode-se mostrar que a estimativa de maxima verossimilhanca de ¢ para os

casos das distribui¢oes normal e normal inversa, é dada por
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n

= D(y;jr)’

e para o caso da distribuicao gama tem-se que

2n{log(¢) — ()} = D(y; r),

em que ¥(¢p) =1"(¢)/I'(¢) é a fungao digama (ver Apéndice D). Paula (2013) apresenta
um estimador para ¢ sendo este um estimador consistente (de momentos) que nao envolve
processos iterativos e que é baseado na estatistica de Pearson, valida para modelos

pertencentes a familia definida em (2.2) dado por

qg _ (n—p) (3.7)
Sl

i=1 Iul)

em que V(fi;) é a funcdo de variancia estimada sob o modelo que estd sendo ajustado.

3.4 Fungao de desvio (deviance)

Segundo Cordeiro e Demétrio (2008), um nimero muito grande de varidveis
explicativas podem levar a um modelo bem ajustado mas com complexidade de interpreta-
¢ao e de outro modo, um modelo com poucas variaveis explicativas pode ser mais atrativo
quanto a interpretagao porém com ajuste nao tao satisfatério. O principal objetivo é
conseguir ajustar um modelo parcimonioso, ou seja, com o menor nimero de parametros e
que tenha facil interpretabilidade.

A qualidade do ajuste de um MLG pode ser avaliada através da funcao desvio
que por sua vez mede a distancia entre o modelo saturado (nimero de parametros igual ao
nimero de observagoes, ou p = n) e o modelo reduzido (nimero de parametros menor que

o numero de observagoes, ou p < n), que, segundo Paula (2013), pode ser definida como

D*(p,y) = ¢D(y, it) = 2{l(y;y) — l(i;9)}, (3.8)

em que [(y;y) é o logaritmo da fungao de verossimilhanga do modelo saturado e [(fi;y) é

o estimador de maxima verossimilhanca do modelo reduzido. Denotando por 0; = 0;(fi;)
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e 0; = 0;(ji;) as estimativas de maxima verossimilhanga de 6 para o modelo reduzido e
saturado respectivamente, entao uma forma alternativa para a funcao desvio pode ser

dada por

n

Dlyi ) =23 (6 — 00) + b(d:) — b(5,)| (3.9)

i=1

Para a distribuicdo gama, temos que 0; = —1/y;, 6; = —1/fi;, b(8;) = log(y;) e b(f;) =

log(fi;) e deste modo temos

i - 1 1 - - Hi Yi — i
D(y:p) =2 [yi ( - —+ A‘) + log(fi;) — log(yi)] =2y {log () + ﬂ] :
i=1 i i i=1 i i
Para a distribuicio normal inversa temos 0; = —1/2y;, 6; = —1/202, b(6;) = —1/y; e

b(6;) = —1/f;. Com isso temos

21 223 Yi

n 11 yi 1
; _(yi 2%) (2/%2 Mz)]

11 w2
_ay | LY 2u]

1 _2yi zlaz

~ n [ 1 1 1 1
D(y;p) =2 yi(_2y2+2)_A+]

oy 202 + 292 — 4yl
B dy;i;

Cordeiro e Demétrio (2008) destacam que uma maneira de conseguir diminuir
o desvio seria aumentar o nimero de parametros, porém, com isto haveria também o
aumento da complexidade de interpretacao do modelo. Na pratica o que se faz é testar um
MLG comparando-se ¢ D(y; ft) com os percentis de uma Xifp (distribuigao qui-quadrado

com n — p graus de liberdade) ou seja, se

OD(y; ) < Xor_pias

isto é, se ¢D(y; i) for menor ou igual ao quantil 1 — « da distribuicao thp, considera-se

ao nivel de 100a% de significancia que o modelo proposto estd bem ajustado ao dados, ou
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se D(y; i) for préximo do valor esperado n — p da distribuigao Xi—p' Pode-se observar que

este critério necessita de uma estimativa consistente de ¢, a qual é dada (3.7)
Resultados assintéticos

Conforme Paula (2013), embora seja de costume comparar os valores observados
da funcao de desvio com os percentis da distribuicao qui-quadrado com n — p graus de
liberdade, de forma geral, D(y; ) ndo possui distribuigdo assintética X?L—p' Jorgensen
(1987), apresenta a fungao de desvio nos casos em que o parametro de dispersao ¢ é

desconhecido como sendo
D*(y; fu) ~ Xi_p, quando ¢ — oo.

Para o caso da distribuicao gama, este resultado diz que a medida em que
o coeficiente de variacao ficar préximo de zero o desvio serd bem aproximado por uma

distribuicao qui-quadrado com n — p graus de liberdade.
Qualidade do ajuste no modelo gama

Para a funcao de ligagao logaritmica pode ser mostrado que para 7n; tendo um

intercepto, a soma Y., (y; — fi;)/fi; = 0 e o desvio fica dado apenas por

D*(y; i) = 2¢leog(ﬂi/yi)~
O parametro ¢ é desconhecido e deve-se estima-lo. Um dos métodos de estimacao de
¢ é feito através do método de méaxima verossimilhanca. Supondo que o modelo estd
bem especificado, para ¢ suficientemente grande, o desvio D*(y; i) segue distribuigao
qui-quadrado com (n — p) graus de liberdade (Paula, 2013). Valores altos para o desvio
indicam inadequacao do modelo ou falta de ajuste. Se pelo menos uma das observagoes
de y; for igual a zero, o desvio apresentado sera inapropriado para o caso da funcao de
ligacao logaritmica no modelo gama. Para contornar esse problema, Nelder e McCullagh

(1989) propoem substituir o desvio por

D) = 26{Cw) + Y log(i) + 3 2},

i=1 =1 "
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em que C(y) é uma fungao arbitréria, porém limitada como por exemplo C(y) = > v;/(1+
i=1

y;). Se a parte sistemética do modelo possuir um intercepto, o desvio fica dado Eoor

D" (i) = 20{n+ Cly) + > log() |

=1

Existem na literatura, diversas aproximacoes para a estimativa de ¢ que podem ser

encontrados na série de artigos de Bain e Engelhardt (1975).
Qualidade do ajuste no modelo normal inverso

Para avaliar a qualidade do ajuste utilizamos a funcao desvio D*(y; ) =

6D(y: ) em que

~ - (yi - ﬁi)2
D(y;p) = T
; Yill;

com fi; = ¢~ (%) = ¢~ (&7 B). Como ¢ é desconhecido, deve-se estima-lo por meio do

método da méaxima verossimilhancga, cuja a solugao é dada por

n

¢= D(y;jn)

Conforme Paula (2013), com a suposi¢ao de que o modelo esteja bem especificado, para ¢
grande, o desvio D*(y; p) segue distribuicao qui-quadrado com (n — p) graus de liberdade.
Para avaliar a inadequagao do modelo ou falta de ajuste, deve-se observar valores altos do

desvio.

3.5 Teste de hipdteses
Hipoteses simples

Os testes de hipdteses sao baseados em algumas estatisticas, dentre elas, desta-
camos a Razao de Verossimilhangas e Teste F. Paula (2013) apresenta as generalizagoes

para a classe dos MLGs, supondo inicialmente a situacao simples do teste de hipdteses:

Ho : B =p° contra Hy: B # B°,



36
em que % é um vetor p—dimensional conhecido e ¢ também assumido conhecido.
Teste da razao de verossimilhancas

Para o caso simples, o teste é definido por

Ery = 2{L(B) — L(8")}.

Pode-se definir esta estatistica para os MLGs como a diferenca entre as fungoes desvio

§rv = gb{D(y;ﬂO) —D(y; )},

em que D(y; i°) como dado em (3.9) e ° = ¢g~'(%°), §° = XB°. Conforme Cordeiro (2016),
sob a hipdtese nula, a estatistica gy tem distribuicao assintética de uma qui-quadrado
com p graus de liberdade. Rejeita-se a hipétese nula a um nivel 100a%, para amostras

grandes, se Epy > X5 g
Teste F

A estatistica F para hipéteses simples tem forma dada por

~ {D(y; u 0) — (y u)}/p

que para ¢ — oo e sob Hg segue uma distribuigao F, (,—p). Segundo Paula (2013) este
resultado também vale quando n — oo quando colocarmos no denominador de F uma
estimativa consistente de ¢. O autor também comenta sobre uma interessante propriedade
das estatisticas de escore, razao de verossimilhancas e F, que é a invariancia em relacao a
reparametrizacoes e para estatistica F' nao depender do parametro de dispersao ¢ sendo
obtida diretamente através das fungoes de desvio, sendo talvez mais conveniente para usos

praticos.
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3.6 Selecao de modelos

Critério de Informacdao de Akaike (AIC)

Paula (2013) discute um critério que ja é bem utilizado na Regressao Linear:
O Critério de Informacao de Akaike (1974) ou simplesmente AIC. Este critério é baseado
na funcao de verossimilhanca, e penaliza, com um fator de correcao, a complexidade do

modelo. O AIC é dado por
AIC = D*(y; ) + 2p, (3.10)

em que p é o numero de parametros e D*(y; ) como dado em (3.8). Um valor pequeno
do AIC é considerado como representativo de um melhor ajuste, portanto, na selecao de

modelos, aquele com um menor valor de AIC é aquele que melhor se ajusta aos dados.

3.7 Técnicas de Diagnéstico em MLGs

Segundo Cordeiro e Demétrio (2008), os residuos de um modelo sao importantes
para verificar a distancia, ou discrepancia, entre os valores observados y; e os valores
ajustados [i; pelo modelo com o objetivo de analisar a qualidade do ajuste. Portanto,
a andlise de residuos avalia a escolha da distribuicdao, a funcdo de ligacdo e o preditor
linear. E ainda, com esta andlise, conseguimos identificar observagoes mal ajustadas ou
discrepantes que o modelo nao consegue explicar.

Primeiro, podemos definir a matriz de projegao, que para os MLG, pode ser

compreendida como:
H=W"X(X"WX) 'X"W'/?2, (3.11)

sendo H uma matriz simétrica e idempotente. Uma propriedade notavel da matriz H ¢
—~ n ~ o~
tr(H) :Zhii =pe0<hy; <1,

=1

em que h; é o i—ésimo elemento da diagonal principal da matriz H. Com isso, podemos

definir os residuos R; para os MLG como
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em que h;, segundo Cordeiro e Demétrio (2008), é uma funcao adequada e de facil
interpretabilidade, geralmente escolhida de modo a estabilizar a variancia ou induzir
simetria na distribuicao amostral de R;. Para definigdes mais gerais sobre residuos, ver por
exemplo Cox e Snell (1968). A escolha da fungao h; dependerd de qual tipo de anomalia
se quer detectar. Cordeiro e Demétrio (2008) citam algumas anomalias mais frequentes,
tais como:
a) uma falsa distribui¢ao populacional para a varidvel resposta;
b) uma ou mais observagdes que nao pertencem a distribuicao escolhida para a varidvel
resposta;
c¢) algumas observagoes dependentes ou alguma forma de correlagao serial;
d) um parametro importante que esta sendo omitido do modelo.
Através de uma escolha adequada de h; constréi-se os seguintes graficos para a deteccao
das anomalias citadas:
i) residuos ordenados R(;y versus pontos percentuais de alguma distribuicao de referéncia
F(.), que podem ser definidos por F'~'[(i — a)/(n — 2a + 1)] para 0 < a < 0, 5;
i) R; versus [i;
iii) R; versus i;
iv) R; versus niveis da variavel ou fator correspondente ao parametro omitido.
Conforme Paula (2013), uma primeira proposta seria considerar o residuo
ordinario da solugao de minimos quadrados da regressao ponderada de z contra X, definido

por

Podemos entender 7, como sendo o ¢—ésimo residuo de Pearson estimado, dado por

= S (3.13)

[~

Vi

Outro tipo de residuo utilizado nos MLG’s é conhecido como o residuo de Pearson

Studentizado dado por
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¢ (yz - ﬂz)
Si - PN = I
‘/;(]- - hzz)

que de acordo com Turkman e Silva (2000), um ponto negativo deste residuo é que sua
distribui¢ao para modelos nao normais, é, frequentemente, assimétrica. Paula (2013)
comenta que os residuos mais utilizados em MLGs sao definidos a partir de componentes

da funcao desvio, dados por

_ d*(%ﬁi) _ ¢1/2d(yi;ﬁi)

" Vi—hi 11— hy

em que d(y;; i) = £v/2{y:(0; — 6;) + (b(6;) — b(6;))}/2. O sinal de d(y;; [i;) é 0 mesmo de

(3.14)

y; — f;. Willians (1984), através de estudos de simulagao, mostra que a distribuicao de ¢p,
esta mais proxima da normalidade do que a distribuicao dos demais residuos. O residuo
d(y;; [1;) representa uma distancia da observacao y; ao valor estimado i, medida na escala
do logaritmo da fungao de verossimilhanca (Cordeiro, 2008). Existem algumas vantagens
de se utilizar estes residuos (Cordeiro, 2008):
i) Nao necessitam de fung¢oes normalizadoras;
ii) Sao de simples computagao apds o ajuste do MLG;
iii) Sa@o definidos para todas as observagoes mesmo para observagoes censuradas (desde
que essas contribuam para o logaritmo da verossimilhanga).

Os residuos definidos em (3.14) sdo chamados de componentes do desvio estudentizados.

Para o modelo gama, a expressao para tp, ¢ dada por

ﬂlo T — (0 — 11) /7112
m{ g(fs/yi) — (ys — a) /s } 7~

tp, =+

emquey; >0e hy; 6 0 i—ésimo elemento da diagonal da matriz H com w; = (dpg/dn;)*/ .

Se n; possuir um intercepto nulo, tp, serd dado por

V20
V1= hi

Para o modelo normal inverso, tp, serda dado por

tp, ==+ {log(fi; /yi) Y.
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comy; >0e Ry 6 0 i—ésimo elemento da diagonal principal de H com w; = (dpi/dn;)? 3.
Estatisticas para Diagndstico

Muito usadas na verificagdo de pontos atipicos, segundo Cordeiro (2016), as
estatisticas para diagndsticos tém sua utilidade quando certas observagoes nao seguem o
padrao das outras observacoes. Assim, podemos utilizar algumas ferramentas de diagndstico

que serao abordadas a seguir:
Pontos de Alavanca

Os pontos de alavanca tem o objetivo de avaliar a influéncia de y; sobre y; e
essa medida é dada por ?Lii, isto é, pelo i—ésimo elemento da diagonal principal da matriz
H, segundo Paula (2013). Portanto, como vimos anteriormente, se tr(H) = ¥, by = p e,
ainda, considerando que em média cada valor de h;; deve estar préximo de p/n, entdo um

ponto de alavanca é compreendido como aquele cujo o valor

B pertinente comentar que uma maneira eficiente de visualizar observagoes
consideradas como pontos de alavanca, seria utilizar um gréafico de h;; contra os valores
ajustados g; e tracar um limite h = 2p/n ou h = 3p/n, por exemplo. Singer et al. (2017)

afirmam que esse critério é arbitrario e deve ser encarado com espirito puramente descritivo.
Medida de Influéncia

Um ponto influente é uma observacao que afeta significativamente o modelo,
segundo Turkman e Silva (2000). Isto é, a modificacao dessa observac¢ao, ou mesmo sua
exclusao, produz efeitos relevantes na estimativas dos parametros ou de, especificamente,

um parametro.
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Com isso, podemos utilizar uma medida baseada na verossimilhanca que analisa

a influéncia da retirada da i—ésima observacao em B, tal que

LD; = 2{l(B;y) — Z(B(my)}’

em que ﬁ(i) sao as estimativas de maxima verossimilhanca do vetor 8 sem a observacao ;.
Paula (2013), ressalta que nao é possivel obter uma forma analitica para LD, e para isso,

é utilizada a segunda expansao em série de Taylor em torno de B , obtendo-se
LD; = (8 - B)"{-Kps}(B - B),

em que —R\ﬂﬂ ¢ a matriz de informacao de Fisher avaliada em 8. Substituindo —Kﬂﬁ pelo

seu respectivo valor esperado e B por B(;), obtemos
LD, = ¢(8 — B(i))T(XTWX)(B - B(i))' (3.16)

Como seria muito trabalhoso realizar o método iterativo para todas as observa-
¢oes para estimar ﬂ(i), é utilizada apenas o primeiro passo do processo iterativo, tendo 8

como valor inicial, como forma de aproximacao para ;. Logo,

~ -~ T ) Z'A_l —~
By =B VY (XTWX) g, (3.17)
em que 7, = (y; — [i;)*/V (1i;) sdo os residuos de Pearson.

Portanto, substituindo-se (3.17) em (3.16), obtemos
~ ]Alm 2
LD,z i g2 (3.18)
(1—h; '

denominada de distancia de Cook aproximada. Conforme Paula (2013), a validade da
expressao (3.18) tem sido investigada por alguns pesquisadores, constatando que a mesma
em geral subestima o verdadeiro valor de LD;, porém, suficiente para detectar pontos

influentes. Para o modelo gama, a distancia de Cook aproximada fica dada por:
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LD; = i A (3.19)

LD, = U A (3.20)

Influéncia local

Cook (1986) propos uma metodologia para avaliar a influéncia que que pequenas
mudancas na variabilidade das observagoes podem causar nas estimativas dos parametros.
A principal ideia é estudar o comportamento de alguma medida particular de influéncia
segundo perturbacgoes infinitesimais nos dados ou no modelo. Se o interesse for estudar
a influéncia local das observacoes no ajuste, o método é perturbar as covariaveis ou a
variavel resposta e utilizar alguma medida adequada para quantificar a influéncia dessas
observagoes, como aponta Paula (2013).

Considere o logaritmo da func¢ao de verossimilhanga do modelo sob questao
denotado por L(#) e @ um vetor r—dimensional. Para os MLGs pode-se ter 8 = (87,¢)" e
r=p-+1ouf = para ¢ conhecido. Considere também § um vetor de dimensao ¢ x 1
de perturbagoes. Paula (2013) afirma que em geral temos ¢ = n e as perturbagoes sao
feitas no logaritmo da verossimilhanca tal que este seja 1.(8,d). Denote também o vetor de
nao-perturbagao &y e assuma que L(0]do) = L(0). Verifica-se a influéncia das perturbagoes

na estimativa de maxima verossimilhanca 6 a partir de
LD(8) = 2{L(8) — L(8s)},

denotando-se como o afastamento pela verossimilhanca, de modo que 55 denota a estimativa
de maxima verossimilhanga sob o modelo L(0]d).

Em Paula (2013), ¢é discutido que a ideia bésica de influéncia local é estudar o
comportamento da funcao LD(4) em torno de §y. Desta maneira, o que se faz é selecionar
uma diregao unitdria £ tal que || £ || = 1 e estudar o gréfico de LD(dg + a€) contra a € R,
conhecido como grafico de linha projetada. Cada uma dessas linhas projetadas sera

representada por uma curvatura normal C,(#) em torno de a = 0. Paula (2013) sugere a
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utilizacao da direcao £,,,, que é a maior curvatura denotada por C,__ em que a curvatura

max

normal na direcao £ é dada por
05(0) = 2|£TAT(—Kéé)_1AE|,

em que —Kj; é a matriz de informacao observada de Fisher e A é uma matriz de dimensao
r X ¢ tal que seus elementos sao A;; = 9°L(0|6)/00,06;, parai=1,...,rej=1,...,q.
O méximo de £'BY, sendo B = AT(~K;) 'A, serd o maior autovalor em absoluto de B.
Assim, Cy, . serda o maior autovalor da matriz B e £,,,, seu maior autovetor associado.
Convém fazer o grafico |£€,,..| contra as ordens das observagdes e assim verificar quais
pontos exercem maior influéncia na vizinhanga de LD(dy).

Estendendo para os MLG’s, supondo ¢ conhecido, podemos denotar a funcao
de verossimilhanga como L(B|4). A ideia que se segue, é perturbar a verossimilhanga

considerando L(B|d) de tal forma que

n

=1

entdo a matriz A assume a forma A = /X W2D(7,) em que D(7,) = diag{7p,, 7p,,...,7p, }
e 7p, = /O(yi — 11;)/V/Vi é 0 i—ésimo residuo de Pearson estimado. Assim, estendendo
para os MLGs , a curvatura normal na direcao £, substituindo —Kgg por gb(XTWX),

tem-se que
C(0) = 2/¢"D(7,) HD(7,)¥).

em que H ¢ a matriz de projecao definida em (3.11).

Conforme Paula (2013), se o interesse ¢é calcular a curvatura normal na dire¢ao de £ da
1-ésima observacao, entao pode-se avaliar o grafico de indices de C; = Q?Liﬁgi. Para avaliar
a influéncia local das observacoes nas estimativas dos parametros utiliza-se £,,,, como o

autovetor correspondente ao maior autovalor da matriz

B = D(,)HD(%,).
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Do mesmo modo, se o interesse for detectar observacgoes influentes na estimativa de um

coeficiente particular associado & uma varidvel X,,, o vetor £, fica dado por

A U1Tp, UnTp,

em que vy, Vs, ..., 0, sao obtidos através da regressao linear de X; contra as colunas de

X, para 1l <17 < j < p, com a matriz de pesos V, ou seja,

v =ViX, - ViX;(X]HX;) 'X] VX,.

Técnicas grdficas

Paula (2013) e Cordeiro e Demétrio (2008) apresentam as mais importantes

técnicas graficas para métodos de diagnéstico em MLGs, dentre elas:

a)

Residuos versus alguma funcao dos valores ajustados

Recomenda-se utilizar o gréifico de algum tipo de residuo estudentizado (ts, ou tp,)
versus 1);, ou versus os valores ajustados transformados de tal forma que se tenha
variancia constante para a distribui¢ao em uso. Desta forma, pode-se utilizar log(fi;)

/2 e~ .
para a distribuicao normal inversa e, conforme

para a distribuicao gama e —2/i, !
Cordeiro e Demétrio (2008), um padrao nulo desse grafico nos daria um indicativo
de uma distribuicao dos residuos em torno de zero com amplitude constante. Um
padrao com desvios sistematicos indicaria algum tipo de curvatura ou mudancas
sistematicas na amplitude com o valor ajustado.

Residuos contra as variaveis explicativas

Este gréfico é utilizado para mostrar se existe alguma relagao sistematica entre os
residuos e uma variavel ja incluida no modelo. Um padrao nulo para esse grafico é
uma distribuicao aleatéria de média zero com amplitude constante.

Grafico de indices

Este tipo de gréfico revela observagoes com residuo, h;;, distancia de Cook modificada,
grandes.

Grafico normal de probabilidades para ¢p, com envelope simulado

Utilizado para detectar afastamentos de normalidade e informa sobre a existéncia de

pontos discrepantes ou sobre a falta de homogeneidade de variancias. Esse método
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foi proposto por Atkinson (1985) que sugeriu a utilizagdo de bandas de confianga
através de simulacoes, o que se denomina por enwvelope simulado. A ideia consiste
em gerar residuos que tenham média zero e matriz de variancia-covariancia (I, — H)
sendo I, a matriz identidade de ordem n e H a matriz de projecao definida para os
MLGs. Os passos para a construcao desse método podem ser encontrados em Paula
(2013).

Grafico de z; contra 7);

Verifica a adequabilidade da fungao de ligagdo (uma tendéncia linear indica uma
adequagao da fungao de ligagao);

Grificos de LD;, C; ou |£,,,,| contra a ordem das observagoes

Sao utilizados para a deteccao de pontos influentes.
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4 APLICACAO
4.1 O conjunto de dados de analise de limite de crédito

Na analise de limite de crédito, diversos fatores influenciam no valor do limite
que um determinado cliente pode ter, baseados em diversas varidveis relativas as compras.
Para tracar o limite adequado para cada perfil de cliente é necessario por exemplo,
determinar o limite usado a fim de conceder melhores propostas de crédito. O banco de
dados de estudo refere-se a atividade de compra de clientes na empresa UI-Credit, uma
administradora de cartoes que faz concessoes de crédito para clientes e parceiros através
dos seus cartoes Private Label (PL).

Uma amostra aleatéria simples de 100 observacoes do ano de 2021 foi analisada
e extraida para fins de estudo. E importante salientar que o banco de dados de analise
de limite de crédito possui um total de 61 varidveis (incluindo a varidvel resposta) das
quais 60 sao variaveis explicativas. Nos dados coletados, algumas varidaveis possuem
informagoes desatualizadas, possuem excessos de zeros (maior que 50% das observagoes),
sdo combinagoes lineares de outras varidveis explicativas (algumas delas trazendo mesma a
mesma informagcao), ou possuindo valores faltantes (missing values). No Apéndice E, na
Tabela 13 ¢é apresentada uma descrigao de cada variavel considerada para a aplicacao. Na
Tabela 14 sao apresentadas as variaveis que foram excluidas com base em alguns critérios.
Na Tabela 15 sdo apresentadas as varidveis restantes (25 varidveis) que serao utilizadas para
o ajuste dos modelos. Pelos gréaficos da Figura 3, pode-se perceber que a variavel resposta
possui assimetria positiva, mostrando que é razoavel supor as distribuicoes assimétricas
gama e normal inversa para a modelagem desta. Para o ajuste destes modelos foram
usados os c6digos em R disponibilizados por Paula (2013).

Na Tabela 4, temos as principais medidas descritivas das variaveis utilizadas.
Pela Tabela 4, notamos algumas caracteristicas importantes. Os clientes que possuem o
menor valor de limite usado médio, tem valores dados por 34,60 e 5.921,66 reais. O minimo
e 0 maximo de behavior score sao 43 e 98,55, representando clientes de médio e baixo risco,
respectivamente. Se olharmos para a variavel idade conta, notamos que o cliente mais
novo tem idade conta igual a 2 meses e o cliente mais velho, 149 meses. A varidvel rank
vendas possui valor minimo de -710,64 e méaximo de 6515,81. Pode-se notar que para a

variavel resposta, temos o valor 2,5678 de assimetria, confirmando assimetria positiva.
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Figura 3 — Boxplot e histograma da varidvel resposta limite usado médio.

Tabela 4 — Medidas descritivas para as variaveis dos dados de analise de limite de crédito.

Varidveis Minimo Madaximo Média Mediana D.Padrao Assimetria Curtose

LUM 34,60 5921,66 108708 805,26  1031,92 25678 8,5389
BS 43,00 98,55 84,29 88,04 12,51 21,4256 1,7014
VLA 300,00 9884,00 2414,21 1833,70  1896,92 1,8483  3,9171
VLN 435,00 13650,00 319841 258300 238561 2,0382  4,7814
IC 2,00 149,00 44,53 35,00 34,60 1,1535  0,8023
TA 12,00 40,00 25,08 12,00 13,76 0,1397 -1,9790
MedSAM 45,93 98,22 84,04 86,37 10,53 1,1655  1,5124
CF 7,00 80,00 40,29 35,50 21,58 02712 -1,2375
MedVF 64,81 140251 320,77 250,67 223,66 22350 6,4325
MaxVF 128,65 2991,73 80045 630,74 550,16 14772 2,5769
MaxCV 17,97 1014,80 168,48 92,48 181,57 2,2236  5,6456
VeV 21,48  3407,38 62940 350,80 695,83 1,6724  2,6190
QCv 1,00 52,00 10,05 7,00 9,79 1,8473  3,9028
LC 300,00 9884,00 250297 1977,50  2012,97 1,8027  3.8714
QIFOP 1,00 12,00 3,01 2,00 2,09 14672 2,8365
QCT 2,00 58,00 16,25 12,00 12,25 14720 2,0360
R3M 10,19 49597 63,61 43,26 80,31 34356 13,3264
R6M 359 1070,37 152,60 92,17 167,03 2,6975  9,8364
ROM 29,32 1168,89 218,35 154,67 197,01 2,2509  6,2492
PMaxCP 49,99  2000,00 362,46 21048 367,39 22450 5,5501
PVCP 49,99 2046,92 46741 254,81 485,12 23457 17,1632
PQCP 1,00 11,00 1,78 1,00 1,53 3,2575 14,1213
MDA 0,00 31,00 3,74 2,00 5,24 2,66 8,87
MCP 0,00 228482 51514 311,98 49537 1,52 2,20
VCP 0,00 1139927 1583,16 1023,04 183485 2,59 8,96
RKV 710,64 651581 976,56 572,06  1360,10 1,6623  3,4526

Uma regra que serd tutil na avaliacao das caracteristicas dos clientes com relacao ao behavior

score sao as classificagoes de faixas de risco, apresentadas na Tabela 5.

Tabela 5 — Classificacao de risco com relacao ao behavior score.
Faixas de Behavior Risco
[0 — 35) Alto Risco
[35 — 70) Médio Risco
> 70 Baixo Risco
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Também é interessante observar a relacao marginal entre as varidveis explicativas e a
variavel resposta. Na Figura 4 sao apresentados os graficos de dispersao entre algumas
variaveis. Pelos graficos da Figura 4 podemos notar que embora a variavel idade conta
nao pareca ter um comportamento bem definido com relacao ao limite usado médio,
observamos que quanto mais “velho” um cliente é, maior o limite usado médio. Uma
relacdo mais definida aparece quando a média do valor de faturas aumenta, nota-se um
aumento no limite usado médio. Também temos que a medida em que a quantidade de
compras total aumenta, o limite usado médio parece aumentar. Interpretacoes semelhantes
sao observadas quando analisamos o limite combinado, valor de compras a vista e valor do

limite antigo.
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Figura 4 — Gréficos de dispersao entre algumas covariaveis versus a variavel resposta
limite usado médio.

4.2 Ajuste utilizando o modelo gama

Para a varidvel resposta consideramos Y ~ Gama(u, ¢), denotando a distribui-
¢ao gama, de parametros p e ¢. Para analisarmos o ajuste dos modelos, empregou-se o

critério de informagao de Akaike (AIC) para a selecao das varidveis que irao compor os
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modelos relativos as suas respectivas funcoes de ligagao. Para compor o modelo, foram
selecionadas as varidveis que fossem significativas ao nivel de 5%. Na Tabela 6, sao
apresentados os modelos ap0ds a selecao de variaveis e o respectivo AIC relativo as suas
funcgoes de ligacao. Para simplificar a interpretacao e visualizacao, denotaremos para
o modelo gama com fun¢ao de ligacao identidade, (fy,. .., 37) como os parametros que
acompanham cada variavel apresentada na Tabela 6.
Tabela 6 — Critério de informagao de Akaike (AIC) para os modelos finais utilizando a
distribuicao gama para diferentes funcoes de ligacao.

Fungao de ligacao Modelo AIC
n = 8o + 1 VLA + 3.1C 4+ SsMedVF+

identidade n = p BVOV + BsLC + 3,QCT + BRKV 1415,8
) _ n = Bo+ /iBS + BVLN + B51C + B,CF+

reciproca 1 =1/ BMedVF + BVCV + B;PmaxCP + BRKV 022

logaritmica n = log(u) 1= o+ 5iBS + B VLN 4 F3CF + fiMedVE+ 1489, 9

BsVCV + BeRKV

Na Tabela 7 sao apresentadas as estimativas dos parametros, erros-padrao das
estimativas e os respectivos p—valores associados aos parametros para o modelo gama
com fungao de ligacao identidade. O motivo de serem apresentados apenas os resultados
do modelo gama com fung¢ao de ligagao identidade se da pelos ajustes feitos através das
técnicas de diagnostico e pode-se constatar que os modelos gama com funcoes de ligagao
logaritmica e inversa nao se ajustaram tao bem quando comparado ao modelo gama com
funcao de ligacao identidade. Por este motivo, prosseguiremos uma andlise somente para o
modelo gama com funcao de ligagao identidade.

Tabela 7 — Estimativas dos parametros referente ao modelo gama com funcao de ligagao
identidade ajustado aos dados de andlise de limite usado médio.

Coeficientes Estimativa FErro Padrao p-valor

Intercepto 1049,249 98.537 < 0,01
VLA 0,193 0,089 0,03305
IC -2,117 0,862 0,01589
MedVF -1,531 0,381 < 0,01
VCV -0,452 0,075 < 0,01
LC -0,188 0,088 0,03608
QCT -7,299 4,244 0,08886

RKV 1,063 0,084 < 0,01
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4.3 Analise de residuos e diagndstico para o modelo gama

Como mencionado na Secao 4.2, apresentaremos a andlise de residuos e diag-
nostico apenas para o modelo gama com func¢ao de ligagao identidade, dado que para as
funcoes de ligacao inversa e logaritmica o ajuste nao foi superior aos ajustes utilizando a
fungao de ligacao identidade. Deste modo, serao omitidos os resultados para as funcoes de
ligacao inversa e logaritmica e prosseguiremos somente com a funcao de ligacao identidade.

A Figura 5 apresenta os graficos de diagnéstico referente ao modelo gama
com fungao de ligacao identidade. Podemos observar que temos pontos com alto grau de
alavancagem no gréafico de indices versus a distancia de Cook. Os pontos sao #22, #88,
#82, #67, #79 e #50 com destaque para a observacao #22. A observacao #22 representa
um cliente que tem baixo valor de limite usado médio, sendo este valor igual a 122,25 reais,
com idade conta de 7 meses, isto ¢, um cliente novo se comparado ao cliente mais velho
(149 meses), com valor de behavior score de 67,5 (médio risco) possuindo um valor baixo
para a varidvel de rank vendas. A observacao #88 representa um cliente com valor de
limite usado médio igual a 34,60 que pode ser um valor muito baixo se comparado com
o valor maximo de limite usado médio, com idade conta de 38 semanas, com valor de
behavior score 67 (médio risco) e valor de rank vendas -710,64, que é o menor valor para
essa variavel, indicando que esse cliente é bastante ruim em relacao a vendas. A observacao
#82 representa um cliente com valor de limite usado médio de 3.444,1 reais, com idade
conta de 66 meses, isto é, um cliente mais velho em relacao a média e a mediana de idade
conta com behavior score de 86,28 (baixo risco), com valor de rank vendas de 891,7. A
observagao #67 representa um cliente com valor relativamente alto de limite usado médio,
com 19 meses, ou seja, um cliente mais novo com relacao aos demais clientes, com behavior
score de 95 (baixo risco) e valor de rank vendas -110,4. A observagdo #79 representa um
cliente com limite usado médio de 451,4, idade conta de 38 semanas, behavior score de
81,96 (baixo risco) e valor de rank vendas -55,33. Por fim, a observacao #50 representa
um cliente com valor de limite usado médio de 1378, idade conta de 85 meses, behavior
score de 94 (baixo risco) e rank vendas de 239,3.

Podemos também perceber através da Figura 5 (d) indicios de que a fungao de
ligacao apresenta uma tendéncia em torno da reta nula com excegao de alguns pontos. A
linha tracejada representa a reta nula com inclinacao de 45 graus e a linha cheia representa

uma reta suavizada através do método lowess robusto para ajudar na detecgao de tendéncia.
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Ja na Figura 5 (c) podemos detectar pontos aberrantes (outliers). Notamos que os pontos
#67 e #82 estao fora dos limites -2 e 2, o que pode ser um indicativo de que o modelo

nao se ajusta de forma adequada aos dados.
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Figura 5 — Gréficos de diagnostico referentes ao modelo gama com funcao de ligacao
identidade ajustado aos dados de limite de crédito médio.

A Figura 6 (a) e a Figura 6 (b) apresentam os graficos de indices versus
medida h e indices versus lmaz, T€Spectivamente. Podemos perceber alguns pontos que
sao localmente influentes com destaque para as observagoes #82 e #67, em conjunto com
alguns pontos ja destacados e mencionados anteriormente.

O grafico normal de probabilidades apresentado na Figura 7 apresenta indicios
de que a distribuicdo gama com func¢ao de ligacao identidade nao seja adequada para
explicar o limite usado médio, no entanto, devemos retirar as observacoes destacadas
como potencialmente influentes nos gréaficos de diagnéstico e reavaliar as estimativas dos

parametros com a retirada das observacgoes.



52

0.8
|

0.5

0.6
|
0.4

* 30
22 e

Medida h
0.4
|
©
N
Imax
0.3
N
N

0.2

0.2
|
.

o L ® . * : 3 0 N .
| P W & et e e o
T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

0.0
0.0

indice indice

(a) (b)
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Figura 7 — Gréfico normal de probabilidades referente ao modelo gama com funcao de
ligacao identidade ajustado aos dados de analise de limite de crédito.

Na Tabela 8, apresentamos a variacao percentual e estimativa dos parametros
do modelo gama utilizando a funcao de ligagao identidade ao excluir algumas observagoes

conjuntamente. A variagdo percentual das estimativas é dada por

o~

vp = |Pe=Be| 100,
B

C

em que B, é a estimativa do vetor de parametros do modelo quando se considera todas as
observagoes e 8, ¢ o vetor de parametros estimados com a retirada das observagoes, em

que e = (e, e9,...,€,)" é 0 vetor de observagoes excluidas, e;, i = 1,...,n denotando a



53

1-ésima exclusao.

Para a retirada de observacoes, foram avaliadas as estimativas e os graficos de
diagnoéstico para subconjuntos retirados de um a um, dois a dois, trés a trés elementos
e assim por diante e por fim retirando-se todas as observacoes de forma conjunta. Na
Tabela 8, foram apresentadas apenas os subconjuntos que apds a retirada dos mesmos,

produziram uma reducgao substancial do AIC, bem como a reducao do desvio do modelo.

Tabela 8 — Variagao percentual e estimativas dos parametros utilizando o modelo gama
com fungao de ligacao identidade com a exclusao de obervagoes.
Parametros estimados ~
BO B\l BQ 33 34 65 Bﬁ ﬁ7
Modelo completo 1049,249 0,193 -2,117 -1,531 -0,452 -0,188 7,299 1,063
Estimativas apods a retirada

#{22} 1074.508  0.189 -1.511 -1.631 -0.480 -0.188 -8.866 1,103
#{22,82} 1023.674  0.178 -1.625 -1.504 -0.475 -0.176 -6.984 1.052
#{22,67,82} 970,847 0,159 -1,216 -1,485 -0,446 -0,159 -5,091 1,012
#{22,67,82,88} 970,401 0,159 -1,230 -1,484 -0,447 -0,159 -5,070 1,012
#{22,67,82,88,79,50} 963,743 0,153 -1,834 -1,425 -0,436 -0,146 -5866 1,003
p-valor
Todas < 0,01 0,3305 0,0159 < 0,01 < 0,01 0,0361 0,0889 < 0,01
#{22} < 0,01 0,0318 0,1062 < 0,01 < 0,01 0,0313 0,0409 < 0,01
#{22,82} < 0,01 0,0254 0,0482 < 0,01 <0,01 0,0258 0,0719 < 0,01
#{22,67,82} < 0,01 0,0254 0,1012 < 0,01 <0,01 0,0255 0,1449 < 0,01
#{22,67,82,88} < 0,01 0,0272 0,1293 < 0,01 < 0,01 0,0264 0,1597 < 0,01

#{22,67,82,88,79,50} < 0,01 0,0255 0,0120 < 0,01 <0,01 0,0312 0,1033 < 0,01
Variagao Percentual (%)

#{22] 241 -181 -2863 656 6,15 027 2148 3,75
#{22,82} 244 772 2323 1,75 492 630 431  -1,11
#{22,67,82} 74T 1750 -42,56 2,96 -1,32 -1547 -30,25  -4,33
#{22,67,82,38} 751 1740 4191 -3,05 -1,20 -1548 -30,54  -4,79
#{22,67,82,88,79,50} 8,15 -20,63 -13,39 6,88 -3,52 -22.15 -19.63  -5,68

Analisando os modelos apds a retirada de observacoes, constatou-se que o
melhor modelo obtido é o que exclui as observacoes #22 #67,#82,#88,#79 e #50 de
forma conjunta, levando ao valor de desvio D(y; 1) = 7,58. Esse valor representa uma
diminuicao de 36,64% em relacao ao desvio do modelo com todas as observagoes (11,96).
O valor do AIC com a retirada de todas as observacoes foi de 1299,29, que representa uma
reducao em torno de 8,2% em relagao ao AIC do modelo completo (1415,78).

Podemos observar também que embora as variagoes percentuais nas estimativas
dos parametros (1, B2, 05 € B sejam grandes, nao houve mudancas inferenciais significativas
e as variaveis continuam significativas marginalmente ao nivel de 5% com excecao da varidvel

quantidade de compras totais, porém, se mantém estatisticamente significativa ao nivel de



54

10%. A estimativa (erro padrao) do parametro de dispersao apds a retirada das observacoes
foi ¢ = 12,56 (1, 81) levando ao valor do desvio escalonado D*(y; 1) = 12,56 x 7,58 = 95,20
com 86 graus de liberdade, conduzindo ao valor p = 0,232 indicando uma boa qualidade
de ajuste.

A Figura 8 mostra o grafico normal de probabilidades para o modelo gama com
funcao de ligagao identidade ajustado apds a retirada de todas as observagoes. Pode-se

perceber que o grafico normal de probabilidades nao apresenta indicios que a distribuicao

gama com funcao de ligacao identidade seja inadequada para explicar o limite usado médio.

Componente do Desvio

Percentil da N(0,1)

Figura 8 — Gréfico normal de probabilidades referente ao modelo gama com funcao de
ligacao identidade retirando-se todas as observagoes de forma conjunta
ajustado aos dados de andlise de limite de crédito médio.

Interpretacao dos parametros

Para a interpretagao dos parametros, consideramos o modelo com a retirada de

todas as observacgoes, dado por:

[ = 963,743 + 0, 153 VLA — 1,8341C — 1,425 MedVF — 0, 436 VCV
— 0,146 LC — 5,866 QCT + 1,003 RKV.

e [ : representa a valor esperado do limite usado médio considerando fixas e iguais a
zero as varidveis restantes do modelo, que neste caso, espera-se uma variacao de R$

963,743 reais no limite usado médio;
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Bl : quando o limite antigo aumenta ou tem o acréscimo de 1 real, o limite usado
médio aumenta 0,153 em média, mantendo-se fixas as demais covariaveis;

° Bg : representa uma variacao esperada de R$ -1,834 reais no limite usado médio a
cada més acrescido na idade de conta mantendo-se fixas as demais covariaveis;

° 33 : representa uma variacao esperada de R$ -1,425 reais no limite usado médio
quando aumenta-se 1 real na média do valor de fatura, mantendo-se fixas as demais
covariaveis.

° Bg, : representa a variacao esperado do valor de limite usado médio em R$ -0,146
reais a quando o limite combinado é acrescido de 1 real, mantendo-se fixas as demais
covariaveis.

o 5 : representa a variacao esperada no limite usado médio de R$ -5,866 reais a
medida em que a quantidade de compras é acrescida de uma unidade, mantendo-se
fixa as demais covariaveis.

. 37 . variagao esperada no limite usado médio de R$ 1,003 real a cada unidade
acrescida no valor de rank vendas, mantendo-se fixas as demais covariaveis;

Podemos observar que alguns parametros estimados parecem nao ter contri-
buicao adequada para explicar a variavel resposta se interpretarmos de forma isolada,
como por exemplo as variaveis média do valor de fatura, valor de compras a vista, limite
combinado e quantidade de compras totais, que acompanham os parametros 33, 4, B5 € Js,
respectivamente. O motivo se da pelo fato de que o limite usado médio tende a aumentar
com o aumento da média do valor de faturas, como pode ser evidenciado através do grafico
de dispersao na Figura 4. O mesmo ocorre com a variavel valor de compras a vista, pois
a medida em que o valor de compras a vista aumenta espera-se um aumento no limite
usado médio. Comportamento bem parecido ocorre com as varidveis limite combinado
e quantidade de compras totais. Porém, pode ser que faca sentido dadas as estimativas
obtidas e suas interpretacoes se analisarmos na presenca das outras variaveis explicativas,

ou seja, se olharmos o efeito de determinada estimativa em conjunto com as demais.

4.4 Ajuste utilizando o modelo normal inverso

Para a varidvel resposta consideramos Y ~ NI (u, ¢) denotando a distribuigao
normal inversa de média p e parametro de dispersao ¢. Na Tabela 9, sao apresentados os

modelos apds a selecao de variaveis e o respectivo AIC relativo as suas fungoes de ligagao.
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Tabela 9 — Critério de informagao de Akaike (AIC) para os modelos finais utilizando a
distribuicao normal inversa para diferentes fungoes de ligacao.
Fungao de ligagao Modelo AIC
n= BO + 51VLA + /BQIC + 53TA+

identidade n = BMedVF + 3 VCV + BsLC + BRKV 1416,9
n = Bo+ AIC + BTA + B5CF + BsMedVF+
logarftmica 1 = log (1) BsMaxVF + BsMaxCV + 3;VCV + 5sQCV+ 1506.4

BoQIFOP + B10QCT + 51:R3M + 1o R6M+
£13RIM + 514,PVCP + 515PQCP + 516RKV

Para as funcgoes de ligacao inversa e reciproca quadratica, nao houve conver-
géncia para nenhum dos modelos na geracao dos graficos de envelope e outros graficos de
diagnostico, mesmo apds retirar variaveis com excesso de zeros e variaveis que poderiam
causar multicolinearidade.

Foram analisados para os dois modelos da Tabela 9 os gréaficos de diagnéstico
e envelopes simulados, bem como as estimativas dos parametros apds a retirada de
observacoes influentes e pontos de alavanca. Constatou-se através dessas andlises que o
modelo normal inverso com func¢ao de ligagao identidade se ajustou melhor aos dados
quando comparado ao modelo com funcao de ligacao logaritmica. Deste modo, utilizaremos
o modelo normal inverso com fungao de ligacao identidade para a realizacao dos ajustes.

Para o modelo considerado, temos na Tabela 10 as estimativas dos parametros,
erros-padrao e p—valor associado.

Tabela 10 — Estimativas dos parametros referente ao modelo normal inverso com fungao
de ligacao identidade ajustado aos dados de anéalise de limite de crédito.

Coeficientes Estimativa FErro Padrao p-valor

Intercepto 1005,403 90,926 < 0,01
VLA 0,203 0,068 < 0,01
IC -1,579 0,705 0,0276
TA -0,831 0,804 0,0303
MedVF -1,731 0,338 < 0,01
VCV -0,448 0,061 < 0,01
LC -0,195 0,068 < 0,01
RKV 1,016 0,077 < 0,01

4.5 Analise de residuos e diagnéstico para o modelo normal inverso

Na Figura 9 (a) de valores ajustados versus medida h podemos notar alguns

pontos que exercem grande influéncia em relagao aos seus respectivos valores ajustados.
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Na Figura 9 (b) notamos que a observagao #88 é uma observagao influente. Na Figura 9
(¢) notamos 2 possiveis pontos aberrantes e na Figura 9 (d) notamos a presenca de uma

tendéncia linear, indicando que a func¢ao de ligacao identidade parece ser adequada.
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Figura 9 — Gréficos de diagnéstico referentes ao modelo normal inverso com funcao de
ligacao identidade ajustado aos dados de limite de crédito médio.

Na Figura 10 (a) temos o grafico de indices versus medida h destacando pontos
de alavanca, que sao os pontos #88 (ponto influente e de alto grau de alavancagem), #21,
#22, #30, #27, #59, #92, #26 e #8. Na Figura 10 (b) notamos alguns pontos que sao
localmente influentes, que sob pequenas perturbacoes nos dados ou no modelo mudam
substancialmente as estimativas dos parametros. Os pontos sao #67,#12,#44, #18, #6,
#13, #17, #82 e #100.

Para esta aplicacao, foi analisada a retirada do ponto #88 e os demais pontos
influentes localmente, e deste modo foram obtidos bons resultados apds a retirada de todas
as observacoes em conjunto. Para resumir as caracteristicas dessas observacoes, na Tabela
11 temos os valores observados da variavel resposta e as demais variaveis explicativas que

compoem o modelo.
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Figura 10 — (a) Grafico de indice versus medida h e (b) gréafico de indices versus l,,,, para
a distribuicao normal inversa com funcao de ligacao identidade.

Da Tabela 11, percebemos que grande parte dos clientes possuem tempo de
alteracao de 40 meses, com excecao da observacao #82, que possui tempo de alteracao
de 12 meses, porém, com maior tempo de idade de conta, com valor de 66 meses e maior
valor de limite usado médio, com valor de 3.444,11, o que pode ser considerado bem alto
se comparado com as outras observacoes. Podemos notar que a observacao #88, que foi
bastante influente possui o menor valor de rank vendas dentre todos os clientes na amostra
observada, pode ser que este fato explique a razao dessa observacao ser tao destacada no
grafico de indices versus distancia de Cook.

Tabela 11 — Valores das observagoes destacadas nos graficos de diagndstico para o modelo
normal inverso com funcao de ligacao identidade.

Valores

Observacago LUM VLA IC TA MedVF VCV LC RKV

#6 178,32 889 25 40 189,38 263,23 889 -234,30
#12 1504,84 2436 8 40 247,78 349,86 2436 304,60
#13 282,43 870 17 40 181,73 21,48 870 -137,20
#17 136,00 1469 39 40 75,36 157,20 1469 -501,71
#44 168,34 3069 13 40 114,94 325,59 3069 -409,54
#67 1569,91 2242 19 40 170,31 38,61 2242 -110,37
#82 344411 4135 66 12 258,30 628,91 4135 891,73
#88 34,60 1743 38 40 69,67 108,08 1743 -710,64
#100 23455 700 8 40 133,90 407,73 700 -208,29

Observando a Figura 11, notamos que o grafico normal de probabilidades nao
apresenta indicios que o modelo normal inverso com funcao de ligacao identidade seja
adequado para explicar o limite usado médio, no entanto convém fazer a retirada das

observagoes ja mencionadas e reavaliar as estimativas.
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Componente do Desvio

Percentil da N(0,1)

Figura 11 — Grafico normal de probabilidades referente ao modelo normal inverso com
funcao de ligagao identidade ajustado aos dados de analise de limite de
crédito médio.

Na Tabela 12, sao apresentados os resultados das estimativas dos parametros,
erros-padrao e p—valor com a eliminacao das observagoes discutidas. A eliminacao foi feita
através de subconjuntos de 2 a 2 elementos, de 3 a 3 elementos e assim por diante até a
eliminacao de todas as observagoes conjuntamente. No entanto, a Tabela 12 apresenta
somente os subconjuntos que levaram uma maior reducao do AIC e do desvio do modelo.
Apéds uma andlise considerado a eliminagao das observacoes, constatou-se que o modelo que
melhor ajustou-se aos dados de andlise de limite de crédito foi aquele considerando a retirada
conjunta de todas as observagoes, que correspondem as observacoes destacadas na Tabela
11. Com a retirada conjunta de tais observagoes, obteve-se um valor de AIC = 1268, 75 em
relagdo ao valor de AIC = 1416, 864 do modelo com todas as observagoes, representando
uma reducao de 10,45%. O desvio do modelo retirando todas as observacoes conjuntamente
foi D(y; &) = 0,00899 em relagao ao desvio do modelo completo que foi de 0,01643, que
representa uma reducgao de 45,22% no desvio. A estimativa do parametro de dispersao para
este modelo foi ¢ = 9219, 56 e o desvio escalonado foi D*(y; 1) = 9219, 560, 00899 = 82,98
que conduz ao valor p = 0,51 indicando um bom ajuste do modelo.

Pode-se perceber na Tabela 12 que apds a retirada de todas as observagoes de
forma conjunta, as variacoes percentuais nas estimativas dos parametros em relagao as
estimativas obtidas com o modelo completo nao foram grandes, ou seja, nao chegaram a
reduzir mais do que 10% nas suas estimativas com excecao dos parametros (33 a variavel

tempo de alteragao (TA) resultando em uma diminuigao de 22,55%. Também nao tivemos
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alteracao dos sinais que acompanham as variaveis logo apds a retirada e as variaveis

continuaram marginalmente significativas ao nivel de 5%.

Tabela 12 — Variacao percentual e estimativas dos parametros utilizando o modelo normal
inverso com funcao de ligacao identidade com a exclusao de obervacoes.
Parametros estimados

Bo B B B B B B B

Modelo completo 1005,403 0,203 -1,579 -0,831 -1,731 -0,448 -0,195 1,016
Estimativas ap6s a retirada
#{88} 1025,068 0,216 -1,809 -1,902 -1,682 -0,468 -0,200 1,039
#{67,82} 927474 0,162 -0,974 -1,155 -1,567 -0,393 -0,157 0,937
#{67,82,17} 958,436 0,171 -0,914 -1,201 -1,688 -0,398 -0,167 0,967
#{67,12,44,82} 914,962 0,151 -0,789 -1,319 -1,564 -0,377 -0,147 0,921
#{6,12,13,17,44,67,82,100} 960,931 0,184 -1,532 -0,644 -1,634 -0,414 -0,177 0,979
p-valor

#{88} < 0,01 0,0028 0,0138 0,0608 < 0,01 <0,01 0,0045 < 0,01
#{67,82} < 0,01 0,0037 0,0744 0,0574 < 0,01 < 0,01 0,0046 < 0,01
#{67,82,17} < 0,01 0,0015 0,0890 0,0436 < 0,01 <0,01 0,0019 < 0,01
#{67,12,44,82} < 0,01 10,0035 0,1814 0,0269 < 0,01 < 0,01 0,0041 <0,01

#{6,12,13,17,44,67,82,100} <001 <001 <0,01 00270 <0,01 <0,01 <0,001 <0,01
Variagao Percentual (%)

#{88} 1,95 6,52 1454 12880 2,85 457 247 220
#{67.82} 775 20,32 -3832 3891 952 -1232 -1944  -7.79
#{67,82,17} 4,67 15,66 -42,00 4446 247 -11,14 -1441  -4.83
#{67,12,44,82} 9,00 -25,66 -50,03 58,64 -9.67 -1591 -24,63 -9,37
#{6,12,13,17,44,67,82,100} 442 928 299 2255 562 -7.46 940  -3,65

A Figura 12 apresenta o grafico normal de probabilidades para o modelo normal
inverso com funcao de ligacao identidade apds a retirada de todas as observagoes de forma
conjunta. Pode-se perceber que os pontos estao dentro das bandas de confianca indicando
que o modelo normal inverso com funcao de ligacao identidade, apds a retirada de tais

observagoes é adequado para explicar o limite usado médio.

Componente do Desvio

Percentil da N(0,1)

Figura 12 — Gréfico normal de probabilidades referente ao modelo normal inverso com
funcao de ligacao identidade retirando-se todas as observagoes de forma
conjunta ajustado aos dados de andlise de limite de crédito médio.
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Interpretacao dos parametros

Para a interpretacao dos parametros, consideramos o modelo com a retirada de

todas as observacgoes, dado por:

1 = 960,931 + 0, 184 VLA — 1,5321C — 0,644 TA — 1,634 MedVF
—0,414VCV — 0, 177LC — 0,979 RKV.

° Bo : representa o valor esperado do limite usado médio considerando fixas e iguais
a zero todas as variaveis consideradas no modelo, neste caso, espera-se um limite
usado médio de R$ 960,931 reais;

° 81 : representa um aumento no valor esperado do limite usado médio de R$ 0,184
reais ao acréscimo de R$ 1 real no valor do limite antigo, mantendo-se fixas as demais
covariaveis;

) BQ : representa uma variacao esperada de R$ -1,532 reais no limite usado médio a
cada meés acrescido na idade de conta mantendo-se fixas as demais covariaveis;

o 53y representa uma variagao esperada de R$ -0,644 reais no limite usado médio
quando aumenta-se 1 més no tempo de alteracao do limite mantendo-se fixas as
demais covariaveis;

. 34 : representa a variagao esperada do valor de limite usado médio em R$ -1,634 reais
quando aumenta-se 1 real na média do valor de fatura, mantendo fixas as demais
covariaveis.

) 35 : representa a variacao esperada do valor de limite usado médio em R$ -0,404
reais a quando o wvalor de compras a vista é acrescido em 1 real, mantendo-se fixas
as demais covariaveis.

° 36 : representa a variacao esperada no limite usado médio de R$ -0,177 reais a
medida em que o limite combinado é acrescido de uma 1 real, mantendo-se fixas as
demais covariaveis.

) 37 : variacao esperada no limite usado médio de aproximadamente R$ 1 real a cada
unidade acrescida no valor de rank vendas, mantendo-se fixas as demais covariaveis;

De forma semelhante ao que podemos observar no modelo gama com func¢ao
de ligacao identidade, alguns parametros parecem nao ter contribuicao adequada para

explicar a variavel resposta se analisarmos de forma isolada, como por exemplo as variaveis
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média do valor de faturas, valor de compras a vista e limite combinado, que acompanham
os variaveis (4, 35 e (g, respectivamente, para o modelo normal inverso com fungao de
ligagao identidade. No entanto, se analisarmos de forma isolada a estimativa na presenca
das demais variaveis explicativas pode ser que a contribuicao seja adequada para explicar

a variavel resposta.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Os modelos lineares generalizados foram considerados para modelar o limite
de crédito médio utilizado, em particular os modelos gama e normal inverso, dado que a
variavel resposta possuia suporte nos niimeros reais positivos e apresentava caracteristica de
assimetria. Para o ajuste dos modelos, foram consideradas as fungoes de ligacao identidade,
reciproca, reciproca quadratica e logaritmica, obtendo-se resultados satisfatorios apds a
eliminacao de algumas observacoes de forma conjunta. A funcao de ligacao identidade
foi a mais adequada para explicar o limite usado médio de clientes para a concessao de
crédito com base nos resultados obtidos através da analise de diagndstico.

E importante salientar a importancia dos modelos gama e normal inverso,
que sao pertencente a classe dos MLG’s frente aos modelos normais lineares, uma vez
que a suposicao de normalidade dos erros e homogeneidade de variancias precisavam ser
satisfeitas. Notamos que essa metodologia flexibiliza o uso de outras distribui¢oes como
as utilizadas no texto que explicam muito bem o fenomeno de estudo. Sendo assim, o
uso da metodologia apresentada neste texto contribuiu para estudos envolvendo limite e
concessao de crédito. O software R foi de grande importancia para as anélises apresentadas
neste trabalho, uma vez que possui rotinas computacionais préprias para a andlise dos
MLG’s, oferecendo forte apoio computacional com destaque para as rotinas computacionais
oferecidas por Paula (2013).

Para trabalhos futuros, outras distribuicoes que poderiam ser utilizadas para
o ajuste de dados cuja a varidvel resposta apresenta suporte nos ntimeros reais positivos
e tenha caracteristica de assimetria, sao as distribuicoes Weibull, Log-normal, Pareto,
Birnbaum-Saunders e Beta Prime. Outra proposta seria elaborar um plano amostral mais
bem especificado, dado que a amostra utilizada foi de todo o ano de 2021 nao levando
em conta as informagoes e as caracteristicas proprias de cada meés, nem fatores externos
como a pandemia, que afetou bastante o comportamento de compras de todos os clientes.
Neste caso, seria interessante selecionar uma amostra considerando tais fatores ou criando

estratos para se ter uma amostra que seja mais representativa da populacao.
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APENDICE A - FUNCAO GERADORA DE MOMENTOS E CUMULANTES E
PROPRIEDADES DAS DISTRIBUICOES GAMA E NORMAL INVERSA

Funcao geradora de momentos e cumulantes
Seja Y uma varidvel aleatéria com funcao de densidade como dada em (2.2),

sua fungao geradora de momentos (f.g.m.) é dada por

My (0, 6) = Ele™] = exp {olb(67't +0) — b(0)] . (A1)
A demonstragao de (A.1) pode ser encontrada em Cordeiro e Demétrio (2008). A f.g.c.
é dada por ¢(t;0,¢) = log [My(t; 0, gb)} = gb{b(gb’lt +6) — b(@)}, sendo esta o logaritmo

natural da f.g.m. Deste modo, o r—ésimo cumulante pode ser obtido derivando sucessivas

vezes em relacao a t, obtendo-se a expressao geral
kr — ¢1—rb(r)(¢—1t + 0)7

em que b(")(.) indica a r-ésima derivada de b(.) em relacdo a t. Para t = 0, o r-ésimo

cumulante da familia exponencial de dispersao é dado por
ky = ¢t (6). (A.2)

A partir de (A.2) obtemos k; = E[Y] = p = b1 (0) e ky = Var[Y] = ¢ 0P () = ¢~V ().

Propriedades da distribuicao gama

i) Esperanga: Temos para a distribuigdo gama que

ii) Variancia: Obtendo b”() temos



iii)

iv)
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. d, 1 1
VO =) = T

Deste modo, obtemos que a variancia de Y sera dada por

Var[Y] =b'(0)¢ ™" = ‘;2

Moda: Seja Y reescrita como

Py, 0) = exp {¢( — () + (6~ () + Gln(o) - 1n<r<¢>>}.

Sabe-se que ponto que maximiza f(y; p.¢) é o mesmo que maximiza h(y; p, ¢) =

In(f(y; p, ¢)), e deste modo temos

(y:1.6) = 6( = 2 —(u) ) + (6~ 1) Infy) + O1n(6) ~ In(T()),

que tomando a derivada em relagao a y obtemos

0 o—1 0]
o (y; 1, ) ; .

Igualando esta derivada a zero temos e resolvendo para y obtemos

y:N_H
QZS,

que é o ponto que maximiza f(y; u, ).

Funcao geradora de momentos:

Utilizando o resultado apresentado para funcoes geradoras, temos para a distribuicao
gama que

B¢t +0) = —In[— (o7t —1/u)],

e deste modo temos que a f.g.m pode ser expressa como

wion e - (1-2) o
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v) Fungao geradora de cumulantes: A funcao geradora de cumulantes para a distribui¢ao

gama é dada por

—¢
K(t; i, ¢) = log [(1 - l:;) ] = —¢log(l — ut/¢), t < o/p.

Derivando em relagao a t e avaliando em ¢t = 0 obtemos a esperanca da variavel

aleatéria Y:

0

ky = alC(t;u, ¢) = —¢(

/¢

L—put/¢ -

t=0

) = (u)(¢ — ut) ™!

Para obter a variancia, temos

2

0
by = 5 5K(t 1, 6) = 1 — pt) ™

t=0

O terceiro momento central é dado pelo cumulante de ordem 3, isto é

83

ko — —
TR

K(t; 1, @) = 20p° (¢ — pt) >

t=0
O quarto momento central é dado pelo cumulante de ordem 4, isto é

4

0 6t
ki = 5Kt 0) = oo —ut) ™ = 2

=

t=0

De forma geral, o r-ésimo cumulante ¢ dado por



o)
G

ko =(r—DW'e(p—put)™".

Avaliando k, no ponto ¢t = 0, obtemos a expressao geral

r—1)lp" -
t():(gim’—)l ou (r—1D)lu ¢!,

vi) Assimetria: A assimetria da distribui¢do gama tal como foi definida, é dada por

w2
Aly) = k;‘% = <Mf)3/2 =7

¢

vii) Curtose: A curtose ¢ dada por

6
)
¢

)2_ 6

— = _3=
k3

K(y)

Propriedades da distribuigao normal inversa

i) Esperanca: Temos

E[Y] ='(0) = (=2)(=1/2)(=20)""/* = (-20)""2,

ii) Variancia: Primeiro obtemos b”(0):

1 —3/2
b”(@) _ (_29>—3/2 — [_ 2 ( . QMZ)] _ (M—Q)—S/Q — IUS-

Deste modo temos que a variancia de Y serd dada por
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Var[Y] = ¢~10"(6) = -,
¢

sendo V(1) = p® a fungao de variancia associada a funcao de distribuigao normal
inversa.

Moda:

Seja Y reescrita na familia exponencial de dispersao. Deste modo temos que

[y, @) = eXp{cb(— 2‘22 + ;) - ; llog (27Ty3/¢) +j }
o

1 3 1
= eXp{ — 5552 + i - §log(27r) — ilog(y) + 510g(¢) — Qy}

Sabe-se que ponto que maximiza f(y; p.¢) é o mesmo que maximiza h(y; pu, ) =

In(f(y; p, @)), e deste modo temos

b, 0) = — 3%+ = 3 log(2m) — log(y) + 5 log(o) — 5

que tomando a derivada em relacao a y obtemos

%) o 3 ¢
— h(y: —___r _ _r
[gualando esta derivada a zero temos
_6 _3_ 9% _,
2u? 2y 297
3
EAE
K y oy

= —oy’ =3’y +op* =0

Basta agora resolver esta equacao de segundo grau:

3P £Vt + 4P 2
3p® £ /2 (92 + 4¢2)
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Para que o maximo exista, basta que . > 0 e ¢ > 0, o que ja é garantido pelo proprio
espago paramétrico da distribuicao normal inversa.

Funcao geradora de momentos:

Para a distribui¢ao normal inversa, obtemos anteriormente que § = —1/2u2, b(f) =

—1/p = —(—26)"2, e deste modo

o1\ o]
o= -2(5-5)| =53]

e dessa forma temos que

o[ 2] é o]
MY(t;M’¢>:eXp{¢(u_[/ﬂ_¢] )}:exp{u_¢[;ﬂ_¢] }

Funcao geradora de cumulantes:

Podemos obter a funcao geradora de cumulantes como sendo
) 1 2t i
It P9

Derivando em relagao a t e avaliando em ¢t = 0 obtemos a esperanca da variavel

aleatéria Y:

~1/2
0 ol 1 2t 2 o1
k —_ - t. = — - — — i — = /2 p— .
Para obter a variancia temos que
—3/2
0 11 2 2 TR B
by = 5K @) = —5 | — — — - SRR R
ot 2\ 9 o)l o 9

O terceiro momento central é dado pelo cumulante de ordem 3, isto é

i s 2] s[1 2]
k?’:aﬁlc(t;“’d)):_%{/ﬂ_aﬁ] (‘¢):¢2[m‘¢]

t=0
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O quarto momento central é dado pelo cumulante de ordem 4, isto é

L9t B5\3 |1 2t BV
b = kit o) = (—2%[”—4 (-3)

vii) Assimetria:

B 1547
=5

A assimetria de uma funcao densidade Y é dada por

viii) Curtose:
Para a distribui¢ao normal inversa temos que a curtose denotada por K(y) é dada
por
. ]{?4 3— ].5,[117 ¢2 15M

= C _3=2F_3
k3 ¢ b ¢




72

APENDICE B - FUNCAO ESCORE DE B

Tomando a derivada da fungao escore em relagao ao j—ésimo parametro, temos

0B ¢; (yzaﬁj 9B; )

Note por exemplo que 6; depende p; que depende de n; que por sua vez depende de 3; da
seguinte forma: 7; = x; B sendo 7; o nosso preditor linear que por sua vez relaciona-se com
a média yu; através de uma funcao de ligacao g(u;) = n; e existe uma funcao que relaciona

0; = u; para a familia exponencial de dispersao. Assim temos

8May>_¢§i( d6; dp; dn, c%Wﬁd@dmdm)

B S v dpi dn; dB; — do; dp; dn; dB;

Sabemos que

entao temos

01(0,y) - dpidn; db(8s) i dpd
= iV - v :
o5, ¢§@ dn 43, d6; ' dus 4B,

No entanto , também podemos perceber que

dn;  d(z] d [ & d
de = %@Jﬁ) = TBJ (; l’ijﬁj) = Tﬁj(xilﬁl + Tigfo + .+ wiBy ++wpBy) = T4y

€

db(0;)
a9, M

Simplificando obtemos
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Vamos reorganizar o termo

e definir

Logo, temos que

ala(l;,jy) = ¢i2:; (\/?j(yz - ,ui)xij)'

Finalmente, podemos obter uma forma matricial para a fungao escore como sendo
Us(0) = 6X WAV 2y — ),

Para obter a matriz de informacao de Fisher tomamos a segunda derivada da

funcao
2
aﬁjaﬁl - Qb;(yz Nz) d,u? dTh‘ Lij Xl + Qb;(yz Nz) d,LLi de Tij Tl
2
ndb; [ du
- ¢ ;i %1,
; dpi \ dn; s

de modo que
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Portanto, podemos escrever a informacao de Fisher para 8 na forma matricial como sendo

9%1(0,y)

Kps(0) =E| — OBOBT

] = pXTWX.
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APENDICE C - ESTIMACAO DOS PARAMETROS

Podemos reescrever a Equacao 3.5 multiplicando ambos os lados da equagao por Kgg):

(m)
(m) glm+1) _ g g(m) g [ie=1] " gym)
K5 B' )—Kwﬁ(y+Kﬁ{Kw} Us

(m) g(m+1) _ 1o (m) a(m (m)
Ky B = Ky 8" + U™,

no entanto, sabemos que Kgz = X WX e Uy = ¢XTW%V’%(y — p), e deste modo

temos

(m) (m)
pX WX — oX TWMX B 4 X T Wi} [V—%] (y — p™)

——

n(m)

W(m)

A7

XTWMXBm+) = X TWmpm) 4 XTwWm) [W] [V] (y— ™)
L 0m)

XTWX B0 — X TWm <n<m> v [W] [V} (y— “)(m))

(m) (m)
Denotaremos z(™ = n(™ 4 {W_é] [V‘é} (y — u™) e sendo assim temos

XTwWmxgm+1) — X Twim zm)

m+1) — (XTw<m>X> T TWm )

demonstrando assim o resultado procurado.
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APENDICE D - FUNCAO DIGAMA

Sabemos que a fungao gama é definida por

Derivando I'(«) em relacao a a obtemos
() :/ In(u)u®te ™ du.
0

A funcao digama é definida por

V(a) = (Inl'(a)])" =

Pode-se notar que ¥'(1) = T"(1) pois I'(1) = 1. Pode-se achar derivadas de ordens

superiores de ordem r como por exemplo
o0
() :/ [In(u)] v te™ du.
0

As derivadas de ordem r da fungao I'(«) s@o realizadas através de U"(a). Sabe-se que

I'Y(a) = ¥(a)T(a). Derivando a segunda vez utilizando a regra do produto, obtemos

I'@(a) = v (a)T(a) + T(a)T V().



APENDICE E -

DE CREDITO

Tabela 13 — Descri¢ao de todas as variaveis

Indice

Variavel

Descrigao

Y

Limite usado médio

Média nos tltimos quatro meses do saldo total (varidvel resposta)

k)

Behavior Score

Pontuagao de comportamento de mercado de um cliente (limitada entre 0 e 100)

Valor do limite antigo

Valor de limite antes do aumento;

Valor do limite novo

Valor do limite pés aumento;

Aumento

Diferenca entre o valor do limite novo e o valor do limite antigo

Aumento Percentual

Razao entre o aumento e o valor do limite antigo

Idade de conta

Idade em meses do cliente;

Tempo de Alteracao

Tempo (em meses) até a ocorréncia de aumento do limite;

Média de score 4 meses

Média dos 1ltimos quatro meses dos valores de escore;

Z9

Diferenga de score

Diferenga entre o valor de score mais recente e a média do valor de score nos 1ltimos 4 meses

10

Contagem de fatura

Quantidade de faturas de um determinado cliente;

Média do valor de fatura

Valor médio das faturas de um determinado cliente;

L12

Méximo do valor de fatura

Valor maximo dentre todas as faturas de um determinado cliente;

T13

Méximo do valor de compras a vista

Valor maximo dentre as compras a vista de um determinado cliente;

T14

Jalor de compras a vista

Jalor de compra a vista de um determinado cliente;

L15

Quantidade de compras a vista

Quantidade de compras a vista realizada por um determinado cliente;

T

Limite combinado

Soma dos saldos totais de um determinado cliente;
o saldo total é o valor extratado em uma determinada compra mais o valor de parcelas a vence

Quantidade de operagoes
em institui¢es financeiras

Quantidade de institui¢oes em que determinado cliente possui vinculo com cartao de crédito;

Tempo total em meses

Tempo total de um determinado cliente no SCR (Sistema de Informagoes de Crédito do Banco Central)

Valor de compras total

Total do valor de compras de um determinado cliente

Quantidade de compras total

Soma da quantidade de compras a vista e parceladas;

Percentual do limite usado médio

Razao entre o limite usado médio e o valor do limite antigo

Rentabilidade em 3 meses

Quantia em reais rentabilizada por um determinado cliente num periodo de trés meses;

Rentabilidade em 6 meses

Quantia em reais rentabilizada por um determinado cliente num periodo de trés meses;

Rentabilidade em 9 meses

Quantia em reais rentabilizada por um determinado cliente num periodo de trés mes

Maximo do valor de compras
parcelado pés aumento

Valor méximo de todas as compras parceladas de um determinado cliente pés aumento de limite;

Valor de compras parcelado
pds aumento

/alor da compra parcelada pés aumento de limite;

Quantidade de compras parceladas
pés aumento

Quantidade de compras parceladas pés aumento de limite de um determinado cliente

Valor de compras total
pds aumento

Valor total de compras pés aumento de um determinado cliente

Quantidade de compras total
pbs aumento

Quantidade de compras total pés aumento de um determinado cliente

Compras a vista relativo

Razao entre o valor de compras a vista e o valor do limite antigo

Méximo do valor de compras
a vista relativo

Razao entre o méximo do valor da compra e o valor do limite antigo

Valor de fatura relativo

Razao entre a média do valor da fatura e o valor do limite antigo

Maximo do valor de fatura
relativo

Razao entre o valor maximo de fatura e o valor do limite antigo

Rank vendas

Pontuagao do quanto determinado cliente é ou ndo bom em vendas/compras;

quanto maior for o valor de rank vendas melhor serd determinado cliente em relagao a
vendas e quanto menor for o valor de rank vendas, pior serd determinado cliente em vendas.
Esta varidvel possui contradominio pertencente aos nimeros reais.

Tempo de tombamento

Tempo em meses a partir da data de tombamento (cartao de loja vira Mastercard)

Créditos a vencer

Valor total das parcelas a vencer, trazidas a valor presente.

Créditos a vencer (até 30 dias)

Valor total das parcelas a vencer até 30 dias, trazidas a valor presente.

Créditos a vencer (31 a 60 dias)

/alor total das parcelas a vencer de 31 até 60 dias, trazidas a valor presente.

Créditos a vencer (61 a 90 dias)

Valor total das parcelas a vencer de 61 até 90 dias, trazidas a valor presente.

Créditos a vencer (91 a 180 dias)

Jalor total das parcelas a vencer de 91 até 180 dias, trazidas a valor presente.

Créditos a vencer (181 a 360 dias)

Valor total das parcelas a vencer de 181 até 360 dias, trazidas a valor presente.

Limite de crédito com vencimento
até 360 dias (percentual)

Percentual do limite de crédito a vencer até 360 dias.

Limite de crédito com vencimento
acima de 360 dias (percentual)

Percentual do limite de crédito & vencer acima de 360 dias.

Miéximo de dias em atraso

Méximo dos dias de atraso de um determinado cliente

Méximo de compras a vista
pés aumento

Maximo do valor de compras & vista

Valor de compras a vista pos
aumento

Valor de compras & vista pds aumento

Quantidade de compras a vista
pos aumento

Quantidade de compras a vista pés aumento

Valor total do limite de crédito
(percentual)

Percentual do valor total de limite de crédito

Contagem de rotativos

Contagem de clientes que pagaram mais que valor minimo da fatura e menos que o valor integral da fatura.

Percentual de rotativos

Razio entre a contagem de rotativos e a contagem de faturas

Méximo de compras parcelado

Valor méaximo de compras parceladas de um determinado cliente

Valor de compras parcelado

Valor de compras parceladas de um determinado cliente

Quantidade de compras parcelado

Quantidade de compras parceladas de um determinado cliente

Percentual de compras parceladas

Percentual de compras parceladas de um determinado cliente

Compras parceladas relativa

Razao entre o valor mais recente de compras parceladas e o valor do limite antigo

Méximo do valor de compras
parceladas relativa

Razao entre o méximo de compras parceladas e o valor do limite antigo

Maximo do valor rolado
(valor de fatura em atraso)

Valor méximo das faturas em atraso de um determinado cliente

Minimo do valor rolado
(valor de fatura em atraso)

Valor minimo das faturas em atraso de um determinado cliente

Percentual de FX1
(faturas em atraso)

Razéao entre a contagem de faturas em atraso e a contagem de faturas

Quantidade de compras online

Quantidade de compras feitas de forma online

7

VARIAVEIS DO BANCO DE DADOS DE ANALISE DE LIMITE
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Tabela 14 — Variaveis excluidas do banco de dados, quantidade zeros, quantidade de
valores faltantes e critério de retirada.

Indice Variavel Quantidade  Quantidade de NA Critério de retirada
de zeros (valor ausente)

Ty Aumento 0 0  Combinagao linear de outras varidveis (z3 — )
x5 Aumento Percentual 0 0 Combinagéo linear de outras varidveis (z4/22)
Ty Diferenca de score 0 0  Combinagao linear de outras varidveis (z; — )
T18 Tempo total em meses 0 0 Varidvel desatualizada no periodo de coleta
T1g Valor de compras total 0 0 Combinagao linear de outras varidveis (z14 + 52)
To1 Percentual do limite usado médio 0 0 Combinagao linear de outras varidveis (y/zz)
Tog Vz/a‘lor de compras total 0 0 Combinagao linear de outras varidveis (zag + 2 46)

pos aumento
T30 Compras a vista relativo 0 0  Combinagdo linear de outras varidveis (x14/x2)
Z31 Q/Ijz{gi;list;ior de compras 0 0  Combinagdo linear de outras varidveis (x13/x2)
T30 Valor de fatura relativo 0 0  Combinagao linear de outras varidveis (z11/x2)
T33 i\:; );lir‘i)o do valor de fatura 0 0  Combinagao linear de outras varidveis (z12/x2)
T35 Tempo de tombamento 0 10 Valores faltantes
36 Créditos a vencer 4 0 Varidvel desatualizada no periodo de coleta
T3y Créditos a vencer (até 30 dias) 4 0 Varidvel desatualizada no periodo de coleta
38 Créditos a vencer (31 a 60 dias) 10 0 Varidvel desatualizada no periodo de coleta
T39 Créditos a vencer (61 a 90 dias) 14 0 Variavel desatualizada no periodo de coleta
Z40 Créditos a vencer (91 a 180 dias) 15 0 Variavel desatualizada no periodo de coleta
Ta1 Créditos a vencer (181 a 360 dias) 37 0 Varidvel desatualizada no periodo de coleta
Tyo Ln’mte de. crédito com vencimento 37 0 Variavel desatualizada no periodo de coleta

até 360 dias (percentual)

Limite de crédito com vencimento . . .
Ta3 34 0 Varidvel desatualizada no periodo de coleta

acima de 360 dias (percentual)

Maximo de c s a viste

. Liximo de compras & vista 0 29 Valores faltantes
pos aumento

Valor de compras a vista pés

T4 0 32 Valores faltantes
aumento
Ty7 Q}lantldade de compras & vista 0 32 Valores faltantes
pos aumento
Valor total do limite de crédit . . .
T4 a‘or total o fmite de credito 12 0 Variavel desatualizada no periodo de coleta
(percentual)
T 49 Contagem de rotativos 0 46 Valores faltantes
T50 Percentual de rotativos 0 46 Valores faltantes
T53 Quantidade de compras parcelado 6 0 Incluida na varidvel xq
Tsy Percentual de compras parceladas 6 0 Combinagao linear de outras varidveis (z53/xa0)
Ts5 Compras parceladas relativa 6 0  Combinagao linear de outras varidveis (z52/x2)
Maéxi 1 ; S P .
Ts6 dximo do valor de compras 6 0  Combinagao linear de outras varidveis (z51/x2)

parceladas relativa
Maximo do valor rolad
Ts7 AxImo €0 vaior rofado 73 0 Excesso de zeros
(valor de fatura em atraso)
Minimo do val lad
Tss 1mmo o valor rolado 74 0 Excesso de zeros
(valor de fatura em atraso)
Percentual de FX1
(faturas em atraso)

Z60 Quantidade de compras online 87 0 Excesso de zeros

73 0 Excesso de zeros
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Tabela 15 — Variaveis preditoras utilizadas para a analise dos dados de limite de crédito

médio.
Variavel Abreviagao

Behavior Score BS
Valor do limite antigo VLA
Valor do limite novo VLN
Idade de conta IC
Tempo de Alteracao TA
Média de score 4 meses MVE4
Contagem de fatura CF
Média do valor de fatura MVF
Valor maximo de fatura VMF
Maéaximo do valor de compras a vista MCV
Valor de compras a vista VCV
Quantidade de compras a vista QCV
Limite combinado LC
Quantidade de operacoes em institui¢oes financeiras QIFOP
Quantidade de compras total QCT
Rentabilidade em 3 meses R3M
Rentabilidade em 6 meses R6M
Rentabilidade em 9 meses ROM
Maximo do valor de compras parcelado pds aumento MCPos
Valor de compras parcelado pds aumento VCPos
Quantidade de compras total pds aumento QCPos
Maximo de dias em atraso MDA
Maximo de compras parceladas MCP
Valor de compras parceladas VCP

Rank vendas RKV
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