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RESUMO

Os Modelos Lineares Generalizados (MLGs) surgiram como uma alternativa aos Modelos
Lineares Classicos quando a variavel resposta nao segue uma distribuicdo Normal. Caso o
espaco paramétrico da variavel aleatoria assuma valores discretos e nao negativos, tem-se
um estudo para dados de contagem. A andlise comum para estes dados é através de uma
distribuicao de Poisson, Binomial ou Binomial Negativa, via MLG. Entretanto, um dos
cuidados que se deve ter ao fazer a analise de dados discretos, é com a superdispersao.
Esse termo é utilizado, na area da Estatistica, quando estamos trabalhando com dados
de contagem, em que a média da variavel resposta é maior que a variancia, segundo o
modelo proposto. Dessa forma, a utilizacdo de um modelo com base apenas na distribuicao
Poisson, que tem como suposicao a equidispersao, isto €, média igual a variancia, poderia
ser bem sensivel e nao muito 1til, na presenca de superdispersao. Uma alternativa para
dados com essa caracteristica é o uso das distribuigoes compostas, através dos modelos
em dois estdagios, ou hierarquicos, como uma forma para modelar essa superdispersao. A
metodologia dos modelos em dois estagios associa, uma distribui¢ao a resposta condicionada
a sua média e, posteriormente, uma distribuicdo ao pardmetro de média, de forma que,
incondicionalmente, se tem uma distribuicao composta para a variavel resposta. Neste
trabalho é utilizada a distribuicdo classica de Poisson, para dados de contagem, e as
distribui¢coes Gama, Inversa Gaussiana e Lindley Generalizada para o parametro de média
da Poisson, que implicam nas distribui¢oes compostas Poisson-Gama, Poisson-Inversa
Gaussiana e a Poisson-Lindley Generalizada. Assim, o objetivo principal deste trabalho
¢é apresentar esses modelos hierarquicos, ou modelos em dois estagios, que permitem a
modelagem de dados de contagem com superdispersao. Também foram abordados alguns
tipos de residuos da estrutura dos MLGs (Pearson, Componente da deviance e Quantilicos),
adaptados para as distribui¢oes compostas utilizadas na monografia. A performance de
cada abordagem foi realizada usando-se conjuntos de dados reais descritos na literatura.
Palavras-chave: Dados de Contagem, Superdispersao, Distribui¢ao Poisson, Distribuicao

Compostas.



ABSTRACT

The Generalized Linear Models (GLM) is an alternative to Normal Models when the
response variable does not come from a normal distribution. When the parametric space
of the the variable of interest assumes discrete and non-negative values, we study the
Count Models. The common approach when analyzing these data is through a Poisson
distribution. However, one of the precautions to be taken when analyzing discrete data is
overdispersion. This term is used, in the area of Statistics, when the average of the variance
of the response variable exceeds the nominal variance predicted by the proposed model.
Thus, the use of a model based on the Poisson distribution, which assumes equidispersion,
would be unfounded in the presence of overdispersion. An alternative to this problem
is to use mixed distributions, through models in two stages, or hierarchical, as a way to
accommodate this overdispersion. The methodology of the two-stage models associates a
distribution to the response conditioned to its average and, later, a distribution to the
average parameter, so that, unconditionally, there is a compound distribution for the
response variable. In this work, the classical Poisson distribution is used for counting
data, and the Gama, Inverse Gaussian and Generalized Lindley distributions for the
Poisson mean parameter, thus generating the Poisson-Gama, Poisson-Inverse Gaussian
and Generalized Poisson-Lindley. So, the main objective of this work is to present these
hierarchical models, or models in two stages, that allow the modeling of count data with
overdispersion. Also addressed were some types of residues in the MLG structure (Pearson,
deviance component, randomized quantile), adapted for the composite distributions used
in the monograph. The performance of each approach was performed using real data sets
described in the literature.

Keywords: Counting Data, Overdispersion, Poisson Distribution, Compound Distribution.
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1 INTRODUCAO

Em muitas areas é frequente deparar-se com a investigagao de caracteristicas,
feitas em unidades experimentais, que apresentem, por exemplo, o niimero de defeitos
que podem aparecer em um processo de producao (Engenharia); o ntimero de sinistros
associados a uma carteira de seguros (Atudria); etc. Dados deste tipo sdo denominados
como dados discretos, pois sao expressos em termos de contagens associados a uma
caracteristica de interesse (BICKEL; DOKSUM, 1977), ndo sendo entao possivel assumir
uma distribuicao Normal para a modelagem dos mesmos.

De forma geral, dados de contagem podem ser modelados através da distribuicao
Poisson, muitas vezes associada a modelos de regressao, que sao casos particulares da
classe dos Modelos Lineares Generalizados (MLGs), difundido por Nelder e Wedderburn
(1972), cuja estimagao dos pardmetros do modelo é feita utilizando-se a metodologia de
MLG (MCCULLAGH; NELDER, 1989).

Ao se utilizar o modelo probabilistico Poisson, acabamos por assumir que a
média e variancia sao iguais. Entretanto, a restricao de modelar média igual a varidncia faz
com que tal modelo tenha uma forte limitagdo de aplicacao em diversas areas. Visto que,
na pratica, é bastante comum que dados de contagem apresentem uma variancia superior
a variancia nominal da distribui¢do Poisson assumida pelo modelo. Tal comportamento é
denominado de superdispersao.

Uma forma de contemplar essa superdispersao ¢é utilizar os modelos para
dados inflacionados de zeros, conhecidos como ZIP - Poisson Inflacionada de Zeros e
ZINB - Binomial-Negativa Inflacionada de Zeros (LAMBERT, 1992; RIDOUT, HINDE
e DEMETRIO, 1998; HILBE, 2014). Os modelos em dois estdgios também podem
ser utilizados como outra forma alternativa para modelar a superdispersao (HINDE;
DEMETRIO, 1998).

Segundo Hinde e Demétrio (1998) e, conforme utilizado em Mendes (2017), a
metodologia dos modelos em dois estagios associa, em um primeiro estagio, uma distribuicao
a resposta condicionada a sua média (Y|u ~ fy.) e, em segundo estdgio, associa uma
distribuigao ao parametro de média, (u ~ g(u)), de modo que, incondicionalmente, se tem
uma distribuigdo composta (Y ~ h,) para a varidvel resposta Y.

Neste trabalho ¢ utilizada a distribuigao classica de Poisson (BICKEL; DOK-

SUM, 1977), para dados de contagem, e as distribui¢des Gama, Inversa Gaussiana e Lindley
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Generalizada para o parametro de média da Poisson, que implicam nas distribui¢oes com-
postas Poisson-Gama (GREENWOOD; YULE, 1920), Poisson-Inversa Gaussiana (HOLLA,
1967) e a Poisson-Lindley Generalizada (WONGRIN; BODHISUWAN, 2016). Também
foram abordados alguns tipos de residuos da estrutura dos MLGs (Pearson e Componente
da deviance, adaptados para as distribuigbes compostas utilizadas na monografia.

A proposta do trabalho é fazer um estudo dos modelos através da modelagem
com o uso das distribui¢oes compostas citadas acima, para dados de contagem inflacionados
de zeros. Sera estudada a performance de cada abordagem e o impacto dessas modelagens
na qualidade dos ajustes usando-se conjuntos de dados reais. Para o desenvolvimento dos
algoritmos necessarios para o uso dos métodos acima descritos, foi-se utilizado o software
estatistico R (Rstudio Team, 2020).

Essa monografia esta subdividida de forma que possa ser um auxilio no estudo
desse tema da seguinte forma: no Capitulo 2 sdo apresentados os Modelos Lineares
Generalizados e os residuos que serao utilizados, para posteriormente apresentar, nos
Capitulo 3 a 6, as distribui¢oes compostas, com base na Poisson, e as formas de seus
respectivos residuos. No Capitulo 7 sao ajustados os modelos e apresentado os residuos e,

no Capitulo 8 as consideracoes finais.
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2 MODELOS LINEARES GENERALIZADOS

Em modelos de regressao linear, a distribuicao Normal tem um papel funda-
mental, visto que se assume que a fonte de variagao e a variavel resposta seguem uma
distribuicao Normal, permitindo que o procedimento de inferéncia exatas destes modelos,
como testes e intervalos de confianga, sejam realizados (MYERS et al., 2010). Entretanto,
muitas vezes na pratica, algumas pressuposi¢oes como aditividade do componente siste-
matico do modelo, normalidade, variancia constante ou até mesmo independéncia das
variaveis respostas, nao sao atendidas, fazendo com que um modelo linear classico nao
seja apropriado (COSTA, 2003). Dessa forma, o Modelo Linear Generalizado (MLG) nos
permite ajustar um modelo de regressao onde a distribuigao considerada nao precisa ser
normal, podendo seguir qualquer distribuicao da classe de distribui¢oes chamada familia
exponencial.

O termo modelo linear generalizado foi introduzido por Nelder e Wedderburn
(1972), e se refere a uma classe de modelos que servem como alternativa a distribuicao
Normal do modelo linear classico. Essa modelagem consiste em aplicar uma transformacao
na média dos dados, isto é, uma transformagao na esperanca da variavel resposta. Sendo a
ideia basica, estimar os parametros de um modelo linear utilizando o método de maxima

verossimilhanga baseado na distribui¢ao dos dados originais (COSTA, 2003).

2.1 Familia exponencial de distribuicoes

Um importante conceito subjacente ao MLG ¢é a familia exponencial de distri-
buigoes. Nelder e Wendderburn (1972) introduzem um pardmetro ¢ na familia exponencial
linear candnica no qual este pardmetro possibilita englobar novas distribuigoes para a
variavel resposta (Y). Denotada como da Familia Exponencial (FE), ou também como da
familia exponencial de dispersao, sua funcao de probabilidade pode ser definida na forma

1
Fy:0.6) = exp {w) [ye _ b(@] +oly; ¢>} | (2.1

sendo a(+), b(+) e ¢(-) fungdes conhecidas, 6 o pardmetro canonico (natural) e, ¢ > 0, um
pardmetro de dispersao, considerado conhecido (AGRESTI, 2002).

Assumindo que f(y; 0, ¢) tem a forma de uma FE, temos como propriedade,
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conforme Bickel e Doksum (2001)

00

o]

Através de (2.1) o valor esperado e varidncia de Y podem ser obtidos, respecti-

Elal(e"ﬁ;y)]zo

vamente, como

E(Y) = ¥(6)=p
Var(Y) = a(@)V"(6) = a(6)V (n),

em que V =V (u) = 59 é a funcdo de variancia e depende unicamente da média p. Assim,

o parametro natural € pode ser expresso na forma

9—/V ) dpp=q(p)

em que ¢(u) é uma fungdo conhecida da média pu e V=!(u) é a funcio inversa da funcio

de variancia.

2.2 Definicao do modelo

Os MLGs envolvem uma variavel resposta univariada, variaveis explanatorias e
uma amostra aleatéria de n observacoes independentes (CORDEIRO; DEMETRIO, 2008),

sendo que:

[. O componente aleatério do modelo é caracterizado por um conjunto de variaveis
respostas independentes Yi,...,Y, que seguem uma distribuicao proveniente da
familia exponencial de dispersao, com médias pi, . . ., i, que englobam distribui¢oes
tanto para dados continuos como, Normal, Normal Inversa e Gama, como para dados
de contagens, como a Poisson, Binomial e Binomial Negativa. Tendo sua funcao

densidade de probabilidade conforme descrita em (2.1).

II. As varidveis explicativas ou covariaveis, entram na forma de uma estrutura linear, ou

seja, uma soma linear de seus efeitos, gerando o chamado componente sistematico
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do modelo, dando origem a um vetor de preditores lineares, isto é
e T
ni:injﬁj:aziﬁ ,parai=1,...,n,
=1
também escrito como

n=Xp

em que 7, preditor linear, ¢ um vetor de dimensoes n x 1, X é a matriz de especi-

ficagao do modelo, com dimensao n xp e B é um vetor de p parametros desconhecidos.

IIT. A ligacao entre os componentes aleatérios e sisteméticos é feita através de uma
fungio de ligacao. Essa ligagao é feita através de uma fungao g(-) conhecida, que

relaciona a média p; ao preditor linear, isto é

ni = g(p:)

podendo ser expressa como

pi =g ' (n;) =g (] B)

em que ¢g(-) é uma fun¢do mondtona e duplamente diferencidvel. Um exemplo ¢é a
funcao de ligacao logaritmica para os modelos log-lineares ou a fungao de ligagao

logit para modelos logisticos.

2.3 Estimacgado por maxima verossimilhanca

Considerando 6 = (ﬂT, $#)" e uma amostra aleatéria independente y =
(Y1,92,...,yn) ", com y; ~ FE(0), para se obter as estimativas dos pardmetros B e ¢ do
modelo, pode-se recorrer ao método de maxima verossimilhanca, no qual determinam-se
os valores de B e ¢ que maximizam o logaritmo da fun¢do de verossimilhanca.

Dada a fungao densidade de probabilidade (2.1) e considerando o pardmetro
de dispersao ¢ conhecido, a fun¢do de verossimilhanca de 8 é dada por

lX&y)Zfi%mp{&im<%@—b@0>+6@a@}]

i=1 (
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Portanto, o logaritmo da funcao de verossimilhanga é dada como

18) = og(L(6:)
3 o[ {5 (1 ) + et 2.2)
=3 | (=000 )+t

=1

em que, como citado, 0; = q(u;), i = g *(n;) e p; = = B.

Para obter as estimativas dos vetores de médias pu e do vetor de parametros
0, é necessario estimar primeiramente o vetor 3. Para isto, se faz uso da expressao (2.2)
e da regra da cadeia, para obten¢ao do vetor escore formado pelas derivadas parciais de

primeira ordem do logaritmo da func¢ao de verossimilhanca em relacao a 8. Assim

8013 [ onom) o]

o5 1 &»(yw— ) 3yt

U/Bj (9) =

o1 00;  9b(6:)
SRR ),

1 az(¢) ﬁ] 6]
sendo 6; uma funcao de p;, p; uma funcao inversa de 7; e 1; o i-ésimo elemento do vetor
de preditores lineares, além disso, sabendo que V; = V(p;) e p; = 0'(6;), entdo

0B = ai(9) f% 0772 853 90; O On: OB
"1 O 10,
Vi — VT o

Z . ¢ ( anixa iV 877ixj>

=1

n a i _1
Z l( (617;1 (yi - Mi)l'z’j> .

=1

Além disso, considera-se uma matriz diagonal n x n, W, de pesos, em que o i-ésimo

ol ’1
- _ 2.
w; (8%) 2 (2.3)

I
M

@

elemento é definido como

assim, pode-se escrever o vetor escore em relagao a 3, considerando a matriz de pesos, na

forma

RGNS o 1)
Uﬁj<9) = ; ai(¢) ( <577i V}) (Z/z' - Mi)fb’ij> 2.4
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em que 7 =1,2,...,p, sendo p o nimero de parametros de regressao do modelo.
Para a funcao escore de ¢ seguindo o mesmo procedimento adotado anterior-

mente, tem-se

Us(0) = 859(5)
88925?‘; l z'(lcb) (y’el b<9i)> +C(yi§¢)1 , (25)

que nao possui forma mais simplificada, visto que varia em relacao a qual distribuicao se

estd utilizando. Assim, fun¢ao escore dos parametros pode ser expressa como
Uy = (U}, U)). (2.6)

Assim como na funcao escore que utiliza-se a funcao de verossimilhanca, a
informagao de Fisher é definida utilizando a segunda derivada do logaritmo da funcao de

verossimilhanca. A matriz de informacao de Fisher para o parametro § é definida como

na forma
0%1(0) ] [81(0) 8[(0)]
Kz(0) = —-E =1
(0= Bl =B |5 s
= 1 a:uz 1 a,uz -1
=) E i)Tij X Vi i — Hi)Ti
; [ (y :u) J a@(é) on; (y /L) l
R 1 Opi 2
- Z:ZI <a1(¢ ( ) E(yz ,uz) TijTip -
Considerando que Var(Y') = — u)? e utilizando dos elementos da matriz W, (2.3),
temos

VZ- w; Var(y;) @iz

K5(0) = 2;(@2) Vol (a“:> Var(y;) x4
(
1

—w; Var(y;) =,z -
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O procedimento da obtencao da informacao de Fisher de ¢ é feita de maneira

o

B\ (36 3 [t (100 + et

- ZE{@ZK‘” )fib @ % (y“@H
{ (- 000) 7 | 5] + s o]

) Z:EK B (9»);; lai(lgb)] +aa;2 [C(yiQCb)]}

A Estimacao de Maxima Verossimilhanca (EMV) do vetor de pardmetros 3

similar, em que se tem

Ky(0) =

ﬁ

| |
ﬁ

n

:ZE

i=1

¢ obtida igualando-se a equacao de Ug;, em (2.4), a zero para todos os valores de j. Da
mesma forma, para a estimacao de ¢, iguala-se Uy, (2.5), a zero. Em geral, as equacoes
sao nao-lineares em B e ¢, de forma que se faz necessario o uso de métodos iterativos para
a solucao da EMV, como por exemplo, escore de Fisher e Newton-Raphson, sendo ambos
baseados na aproximacao de Taylor da fungao escore.

O Método interativo Newton-Raphson ¢é bastante 1til quando as derivas parciais
de segunda ordem sao facilmente avaliadas. Entretanto, utiliza-se no caso dos MLGs
o método escore de Fisher que coincide com o método de Newton-Raphson ao utilizar
as fungoes de ligacdo canoénica (CORDEIRO; DEMETRIO, 2008). A diferenga dos dois
métodos é que no Newton-Raphson faz-se uso da matriz Hessiana observada e no método
escore de Fisher, utiliza-se a matriz Hessiana esperada. Além disso, quando se recorre ao
método escore de Fisher, o inverso da matriz de informacao (ou seja, o negativo do inverso
da matriz Hessiana esperada) também é a covariancia assintética de ,@ , assim, o método

escore de Fisher acaba por fornece também este resultado.

2.4 Analise de residuos

A andlise de diagnéstico é uma etapa fundamental no ajuste de modelos de
regressao, pois ela verifica possiveis afastamentos das suposicoes feitas para o modelo, bem
como a existéncia de observagoes influentes que causam alguma interferéncia nos resultados

do ajuste. Tal etapa comeca com uma andlise de residuos para detectar a presenca de
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pontos aberrantes e avaliar a adequacao da distribuicdo proposta para a variavel resposta
(PAULA, 2013).

No caso dos MLGs, essa analise também se baseia na validacao da adequagao da
parte sistematica (preditor linear) do modelo e a adequagao da fungao de ligagao utilizada.
Boa parte dos métodos de analise de residuos sao semelhantes aos procedimentos usados
para o modelo classico de regressao, com algumas adaptacoes. Entretanto, deve-se usar
com cautela, visto que alguns resultados dependem fortemente das propriedades do modelo
proposto.

Alguns trabalhos citados na literatura apresentam extensdes da analise de
residuos para os modelos lineares generalizados. Podemos citar, por exemplo, Pregibon
(1981), Cox e Snell (1968), Williams (1984) e Fahrmeir e Tutz (1994). Para mais detalhes,
veja (PAULA, 2013).

2.4.1 Tipos de residuos

Um residuo, geralmente denotador por r;, ¢ uma medida que expressa a distancia

entre uma observagao (y;) e o seu valor ajustado (fi;):
i = di(ys, fli),

sendo d; uma func¢ao adequada de facil interpretagao usualmente escolhida para estabilizar
a variancia ou induzir simetria na distribuicdo amostral de r;. Garantindo comparabilidade
dos residuos e detecgao de residuos discrepantes (COX; SNELL, 1968).

A seguir, apresentam-se alguns tipos de residuos mais comumente utilizados ao
se tratar dos MLGs, conforme apresentado em Cordeiro e Demétrio (2008), McCullagh e
Nelder (1989) e Paula (2013).

a) Residuo ordinario: Mensura a diferenga do valor observado para o valor ajustado

de uma dada observagao

sendo f1; o valor estimado pelo modelo adotado. De acordo com Cordeiro e Lima
(2006), por nao apresentarem varidncia constante, os residuos ordinarios nao sao

muito informativos no diagnéstico de MLGs. Dessa forma, procura-se comparar
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residuos de forma padronizada.

Residuo de Pearson: Sao componentes da estatistica x? de Pearson generalizada

e sua forma mais simples é dada por

= B H (2.8)
V(i)

Conforme Cordeiro e Demétrio (2008), os residuos de Pearson tém como desvantagem

o fato de que sua distribuicao é, em geral, fortemente assimétrica para modelos

nao-normais.

Residuo de Pearson padronizado: O residuo de Pearson tém uma versao

padronizada, sendo definido como

T‘f* _ Yi — 7 (2.9)

~

Vi(i)(1 — hig)

em que h;; é o i-ésimo elemento da diagonal da matriz de projecao H

H=W:X(X"WX) 'XW?, (2.10)

sendo W dado por (2.3). A matriz H mede a influéncia em unidades estudentizadas
de y sobre f1, tendo como propriedades que tr(H) =p e 0 < h; < 1. Assim, além
de consideramos a funcao de variancia do modelo, como no caso dos residuos de

~

Pearson, agora levamos em conta a medida de leverage estimada, hy;.

Residuo componente da deviance: O residuo componente da deviance é defi-
nido pela contribuicao de cada observagao para a deviance, ou desvio, do modelo,
sendo uma medida de distancia de y; em relacao a ji; na escala do logaritmo da
verossimilhanga (log-verossimilhanca).

Proposto por Nelder e Wedderburn (1972), o desvio de um MLG é definido como se
segue. Considere uma amostra aleatéria Y7, ..., Y, pertencente a familia exponencial,

Y; ~ FE(u;, ¢), com funcao de log-verossimilhanca conforme (2.2), assim

n

W y) = Ui, ui)-

i=1
Considerando um modelo saturado, ou seja, um modelo onde o niimero de parametros

de regressao ¢ igual ao nimero de observagoes, p = n, tem-se que este modelo atribui
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toda a variacdo dos dados ao componente sistematico, ajustando-se perfeitamente e
reproduzindo os préprios dados, entretanto, tal modelo é de dificil interpretagao. A

funcao log-verossimilhanca usada para estimar este modelo é descrita como

n

Wy;y) =D Ui, vi).

i=1
A medida desvio é expressa como sendo a diferenca entre os maximos da fungao de

log-verossimilhanga do modelo saturado e do modelo sob pesquisa, isto ¢,

n

D(y; ) =2[l(y;y) — U y)] = Y _ d;. (2.11)

=1

Portanto, o residuo componente da deviance fica definido por

rP = sinal (y; — /ll-)\/d:, (2.12)
em que sinal(a) = —1, se a < 0 e sinal(a) =1, se @ > 0. Um valor grande para r”

indica que a i-ésima observacao é mal ajustada pelo modelo.

Residuo componente da deviance padronizado: Assim como o residuo de
Pearson que possui sua forma padronizada, o residuo componente deviance possui
uma forma padronizada que leva em conta a medida de leverage, sendo definido
como

A | S (2.13)

Residuo quantilico aleatorizado: Sugerido por Dunn e Smyth (1996), os residuos
quantilicos aleatorizados se baseiam no teorema da inversa da funcao de distribuicao
acumulada e tem como proposta apresentar uma distribuicdo Normal, independen-

temente da distribuicao da varidvel resposta. O residuo quantilico é definido por

O F(y;; s, ¢)], se F é continua
O HF(y; 5 fuiy @) — wip(yi; fui, #)], se F é discreta

q __
ri =

(2.14)

sendo F(y;; fi;, #) a funcao de distribuigdo acumulada de Y;, p(v;; fis, ¢) a funcao de
probabilidade, F(y; ; fi;, ¢) = lim, - F(y; fl;, ¢), u; uma varidvel aleatéria uniforme

no intervalo (0,1] e ®(+) a funcao de distribuigdo acumulada de uma normal padrao.
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2.4.2 Grdficos para os residuos

Comumente, dentre os principais tipos de graficos para diagnosticar o ajuste

do modelo com base nos residuos, destacam-se:

a)

Grafico de indices: Utilizado para localizar observagoes com altos valores de
residuos. Pode ser ttil para identificar possiveis outliers, ou seja, observagoes que se

destacam da tendéncia geral dos dados.

Residuos wversus valores ajustados: Verifica a constancia da varidncia para
a distribuigdo em uso (MCCULLAGH; NELDER, 1989). Se espera que o grafico
possua um comportamento dos residuos em torno de zero com amplitude constante,
em que os desvios sistematicos podem ter algum tipo de amplitude ou curvatura
diferente com o valor ajustado. Ou seja, para um modelo bem ajustado, se espera
que os residuos estejam distribuidos aleatoriamente em torno de zero e com variancia

constante.

Quantis-Quantis com envelopes simulados: Os envelopes, no caso dos MLGs
com distribuicoes diferentes da normal, sdo construidos com os residuos sendo gerados
a partir do modelo ajustado (PIERCE; SCHAFER, 1986). Weisberg (2005) cita que
o grafico normal de probabilidade se destaca por dois aspectos: a identificagao de

valores que se destacam no conjunto das observagoes e a identificacao da distribuicao

original dos dados (MARCIANO, 2009).

Variavel ajustada versus preditor linear: Usado para avaliar se a fungao de
ligacao do modelo esta adequada. Uma tendéncia linear no grafico indicaria que a

escolha da funcao de ligacao é adequada.

Worm-plot: E uma ferramenta de diagnéstico para visualizacdo de quio bem um
modelo estatistico se ajusta aos dados, comparar com o ajuste de outros modelos
e encontrar locais em que o ajuste pode ser ser melhorado. Se os dados forem
normais, os pontos devem estar préoximos da curva vermelha e com poucas oscilagoes

(BUUREN, 2007). No caso dos MLGs, como o worm-plot testa a normalidade dos
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dados, se é utilizados os residuos quantilicos. E um grafico muito utilizado para a

classe de Modelos Aditivos Generalizados para Posicdo, Escala e Forma (GAMLSS).

2.5 Selecao do Modelo

A escolha de um modelo apropriado é um topico extremamente importante na
analise de dados (BOZDOGAN, 1987). Na pratica, podemos nos deparar com um ou mais
modelos, no qual sempre se tem o interesse de utilizar o modelo mais parcimonioso, ou
seja, um modelo que explique bem o comportamento da variavel resposta e que envolva
o minimo de pardmetros possiveis. Nessa linha, diversos critérios de selecdo de modelos
sdo apresentados na literatura. Critérios, tais como, C, de Mallows (MALLOWS, 1973),
Regressao Stepwise (HOCKING, 1976), Critério de Informacao de Akaike (AKAIKE,
1975), Critério de Informacao Bayesiano (SCHWARZ, 1978) e Critério de Informacao
Generalizado (KONISHI; KITAGAWA, 2008).Além disso, pode-se utilizar de ferramentas
de diagnosticos para selecao do modelo.

Proposto por Akaike (1973), o Critério de Informagao de Akaike (AIC) é uma
medida relativa da qualidade de ajuste de um modelo estatistico estimado, baseando-se
na minimizagao da distdncia de Kullback-Leibler (K-L). Assim, o critério AIC avalia a
qualidade do ajuste estimado pelo método da maxima verossimilhanca. Sua forma geral é
dada por

AIC = —21(B:y) + 2p, (2.15)

sendo [(B;y) a fungdo de log-verossimilhanca maximizada para o modelo estimado e p o
numero de pardmetros. Seleciona-se o modelo que retorna o menor valor AIC.

Outro critério de avaliacao do modelo, que tem como base a estimacgao de
méaxima verossimilhanga, é o Critério de Informagao Bayesiano (BIC). Também chamado
de Critério de Schwarz, esse método foi introduzido por Schwarz (1978), sendo um critério
consistente, ele é definido em termos da probabilidade a posteriori. Tem-se como forma
geral

BIC = —21(B;y) +p lnn, (2.16)

sendo p o nimero de parametros, Z(B ;y) € a funcao de log-verossimilhanga maximizada

para o modelo estimado e n o nimero de observacoes da amostra.
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Como visto pelas forma funcionais, ambos os critérios fundamentam-se na funcao
de verossimilhanca impondo, entretanto, penalizacoes diferentes. Além disso, ambos servem

para comparar modelos encaixados ou aninhados (BURNHAM; ANDERSON, 2002).

2.6 Superdispersao para dados de contagem com excesso de zeros

Um dos cuidados que se deve ter ao fazer a analise de dados de contagem é a
possibilidade da existéncia de superdispersao. Esse termo é usado quando a razao entre
variancia e a média é maior do que um, ou seja, a média observada nos dados excede
a variancia nominal estipulada pelo modelo, que é assumida pela distribuicao Poisson.
Isso pode ocorrer em diversas areas, como por exemplo na Epidemiologia, Psicologia,
Agronomia e dentre outras. McCullagh e Nelder (1989) citam que, na prética, nao é
incomum obter superdispersao, a dispersao nominal que é a excecao.

Uma atenc¢ao maior indicada em situagoes com a superdispersao é que a nao
consideracao desta, na analise dos dados, pode levar a sub ou superestimacao dos erros-
padrao das estimativas dos parametros do modelo em questdao, causando assim uma
estimagao incorreta destes e, como consequéncia, podendo levar a uma tomada de decisao
erronea (HINDE; DEMETRIO, 1998). Dessa forma, alguns modelos foram apresentados
na literatura como algumas alternativas ao modelo Poisson. Hinde e Demétrio (1998),
por exemplo, mostram uma revisao de modelos superdispersos para dados de contagem.
Outras discussoes podem ser encontradas em Breslow (1984), Lawless (1987) e Lindsey
(1995).

A superdispersao, em dados de contagem, pode ocorrer por varias razoes, uma
delas é quando existe excesso de zeros no conjunto de dados, ou seja, a incidéncia de
zeros é maior do que a esperada pela distribuicao do modelo base, implicando em uma
variabilidade maior do que o esperado. No caso da Poisson, isto implica em uma variacao
maior do que a média postulado do modelo. Dessa forma, utilizar um modelo com base
em uma distribuicao de Poisson nao seria adequado, visto que esta possui a propriedade
de equidispersao.

Assim, algumas alternativas sdo propostas na literatura para contornar o
problema da inflagao de zeros no conjunto. Entre eles, podemos citar a utilizagao de
distribuigoes alternativas (por exemplo, a distribuigdo Binomial Negativa), como mostrado

por Breslow (1984); abordar uma forma mais geral para a funcao de variancia, conforme
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McCullagh e Nelder (1989), por exemplo; assumir distribui¢oes compostas para a variavel
resposta, através dos modelos hierdarquicos, conforme descrito por Hinde e Demétrio (1998);
e, incorporar um efeito aleatério ao preditor linear, segundo Costa (2003) .

Nesta monografia sao utilizados, como alternativa, os modelos hierarquicos,
também denotados como modelos em dois estagios. Sendo abordado da seguinte forma:
em primeiro estagio, associa-se uma distribuicao a variavel resposta condicionada a sua
média (Y| ~ fy.) e, em segundo estagio, associa-se uma distribuicao a média (p ~ g(p)),
de modo que, incondicionalmente, tem-se uma distribui¢do composta (Y ~ h,) para a
variavel resposta Y.

De forma especifica, sao abordados os modelos Poisson, Poisson-Gama, Poisson-
Inversa Gaussiana e Poisson-Lindley Generalizada, todos derivados de misturas da distri-
buigao de Poisson com as distribui¢coes Gama, Inversa Gaussiana e a Lindley Generalizada,

para modelar o pardmetro de média (\) da Poisson. Dessa forma se tem:

A; ~ Distribuicgoes citadas.

Esses modelos hierarquicos tem uma similaridade, na forma da composi¢ao dos
modelos propostos, com o método da anélise Bayesiana. Visto que na inferéncia bayesiana,
assume-se uma distribuicao a variavel resposta condicionada ao seus parametros e uma

distribuicao a priori para estes parametros (PAULINO et al., 2018).
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3 DISTRIBUICAO POISSON

Proposta por Siméon-Denis Poisson (1937), a distribui¢ao de Poisson representa
a distribuicao de probabilidade do nimero de ocorréncias de um evento em um determinado
intervalo continuo (de tempo, volume, drea, etc) dado o nimero médio de vezes que o
evento ocorre nesse intervalo, sendo eventos independentes entre si.

Associada as varidveis aleatorias discretas, ela é, comumente, a distribuicao
inicial utilizada para analisar dados de contagem, cujo suporte é o conjunto dos nimeros
inteiros nao negativos. Essa distribuicao tem como caracteristica principal a pressuposicao
de equidispersao, em outras palavras, assume que a variancia dos dados ¢ igual a média.

Considerando a variavel aleatéria Y sendo o ntimero de ocorréncias do ex-
perimento em um intervalo d;, os possiveis resultados desse experimento seguem uma

distribui¢do de Poisson, Y ~ Pois(\), com fungao de probabilidade dada por:

e M \Y
Py A) = —— (3.1)
y!
comy =0,1,2,..., sendo A > 0 o parametro da distribuicao.

A Figura 1 apresenta o comportamento da fun¢ao de probabilidade da distri-

buigdo Poisson assumindo diferentes valores para .
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Figura 1 — Func¢ao de probabilidade da distribui¢cao Poisson para diferentes valores de A

¥
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3.1 Propriedades

Propriedade 3.1.1 SeY ~ Pois(\), entdo o valor esperado, E(Y'), e a variancia, Var(Y'),

¢ expresso pelo parametro da distribuicao, .

Prova: Por se tratar de dados discretos, o valor esperado de Y é encontrado como

Zy

—)\/\y o) )\y 1

’AZ

fazendo x = y — 1, obtem-se

00\«
A —)\)\

‘AAZ

=A (3.2)

O segundo momento em relacdo a origem ¢é obtido por
> e_)‘)\

o 1
2 AN\ 2\l
Z —° ;y(y—l)!

1
—eA)\Z —14+1)——N\"
Y

. 1 -1, o 1 -1
_eA[Z_j(y—l)@_n!A y=1 e ]

> 1 <1
A I v I v
=e'A L;)xx!)\ —l—;)x!)\
= AA—e M) =N+
Assim, conforme os resultados de E(Y) e E(Y?), a varincia associada a Y, é
dada

Var(Y) = E(Y?) — E*(Y)
(3.3)
=A2 A==\

Conforme comentado, a distribuicdo de Poisson tem a caracteristica de possuir
o valor esperado e varidncia iguais, o que pode ser visualizado conforme os resultados

obtidos a partir da propriedade (3.1.1).

3.2 Modelo Poisson

O modelo Poisson possui um papel importante na analise de dados de contagem.
Ele possui algumas caracteristicas como: proporcionar uma descri¢ao dos dados experi-

mentais cuja variancia é proporcional a média, ser deduzido teoricamente de principios
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elementares com um nimero minimo de restrigoes e, determinar o niimero de eventos
em um intervalo, dado que ocorreram independentemente e aleatoriamente (CORDEIRO;

DEMETRIO, 2008).

Considere Y7, ...,Y,, variaveis respostas condicionalmente independentes e um
vetor de covaridveis @] = (w1, T2, ..., %), i = 1,...,n. Assumindo que a distribuigao

condicional Y|z, segue uma Pois(y;), com u; > 0, isto é, Y|z ~ Pois(j;), a fungdo de

probabilidade de Y;|z,, conforme (3.1) é dada na forma

6_”‘1? ,LLZ Yi
Flulal) = S22 (3.4
Yi:
em que y; = 0,1, ... Sabendo que (3.4) pertence a FE, com uma funcao de ligagdo candnica

sendo a logaritmica para a média, entao a relacao do preditor linear com p; é definido por

i = log(p;) = x;ﬂ 5 (3.5)

sendo B = (B1,...,/,)" o vetor de pardmetros, de dimenséao p x 1.
Dessa forma, sabendo que (3.4) pode ser escrita da forma (2.1) e, conforme

(3.2) e (3.3), temos como média e varidncia do modelo, respectivamente

T

E(Yila]) = i = e (3.6)

Var(Vi|z]) = p; = % P. (3.7)

3.3 Residuos

Utilizando alguns residuos abordados na secao (2.4.1), a seguir sdo apresentados
alguns destes adaptados para a forma do modelo Poisson. Levando em consideragao que
esta distribuicao pertencente a familia exponencial de distribuicao, tem-se como parametro
de dispersao a(¢) = 1. Dessa forma, a funcao de varidncia, V'(f1;), fica escrita apenas na

forma da prépria varidncia do modelo, Var(g;).

I. Residuos de Pearson: Utilizando a forma geral (2.8), e a varidncia para a Poisson

(3.7), o residuo de Pearson fica entao especificado como

rp= S0 (3.8)

Hi
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Residuos de Pearson padronizado: Para a composicao dos residuos de Pearson
padronizado, é necessario utilizarmos a matriz de pesos W. Considerando, por
exemplo, uma funcao de ligacao logaritmica, 1; = log(y;), o i-ésimo elemento da

diagonal de W, (2.3), é dado por

AR IR I T DA RN
i = V(i ={—5—) V(u
w= | (52) vo| = |(PE) v
N ] o 7 1! .
(TN,
|\ Hi 25 Fi
Assim, utilizando (2.9), o residuo padronizado é descrito como
VR (3.10)
fii(1 = hi)

em que hi; é o i-ésimo elemento da diagonal da matriz de projecao ﬁ, (2.10), com a

matriz de pesos sendo W = diag(21, . . . , fin)-

Residuo componente da deviance: Utilizando a funcao de probabilidade definida
em (3.4), podemos considerar a func¢ao log-verossimilhanca do modelo Poisson como

sendo

() = log(f(yilz)) = =D mi+ v log(w) — > logyi!, (3.11)
i=1 i=1 i=1 i=1
e, pela definigdo em (2.11) para os desvios, obtemos

d; = 2[—%‘ + yilog(y;) — log ;! — <—ﬂz‘ + yilog(fi;) — log yi!)]

2| —yi + yilog(ys) + f1s — i log(fu)

=2 [yi log <Zl> — (yi — ﬂi)] :

para y; > 0. Caso y; = 0, a substituigdo no logaritmo seria indefinido, log(0), assim,

obtemos o desvio, para este caso como

Ty €M)’ et

= d; = 2[1(%;%) - l(ﬂi;yz’)}
= 2[log(exp{~y}) ~ log(exp{~7u})]
2 [log (exp{O}) — (—ﬂiﬂ = 2/1;

= exp(_:ul) ’



32

Portanto, conforme (2.12), temos como residuo componente da deviance para a
Poisson

P sinal(y; — f;)V2 [yi log (,‘%) — (yi — ﬂi)}% se y; > 0 (3.12)

sinal (y; — ﬂl)ﬂ{ﬂz} sey; =0

(NI

IV. Residuo componente da deviance padronizado: Para utilizar os residuos
componente da deviance de forma padronizada, basta dividirmos os residuos (3.12)

por (1 — hy;)'/2, onde w; = ji;, citado anteriormente em (3.9).
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4 DISTRIBUICAO POISSON-GAMA

Na literatura também é conhecida como distribuicao de Pascal, quando r é
um natural positivo, ou Binomial Negativa, quando r é um real positivo, esta distribui-
¢ao apresenta formas especiais que foram surgidas por Pascal e Fermat (DEMETRIO;
CORDEIRO, 2008).

Esta distribuicado pode representar o niimero necessario de ensaios até se obter
um nuamero fixo de sucessos, dado que r é um nimero inteiro. Em 1907, Gosset usou a
distribui¢ao Binomial Negativa para modelar dados de contagem no lugar da distribuicao
de Poisson, visto que ela apresenta uma maior flexibilidade por nao possuir a propriedade
de equidispersao.

Esta distribui¢ao também foi obtida por Greenwood e Yule (1920) como con-
sequéncia da suposi¢cao de modelos a propensao de acidentes. Os autores consideraram
que o numero de acidentes seguia uma distribuicao de Poisson, com parametro A\, em que
A variava de acordo com uma distribuicdo Gama, de parametros o e 3.

Assim, considerando Y uma variavel aleatéria com distribuicado Gama, com
pardmetros « e [3, é possivel expressar a funcao de probabilidade de Y ~ Gama(a, f3)

como

5\
g(y; o, B) = <a> 5‘lexp{—?f}, y>0 (4.1)

r(3)”

em que «, > 0. A esperanca e variancia sdo dadas, respectivamente, por

EY) =« o)
2 4.2
Var(Y) = Oé

Assumindo que a variavel aleatéria condicional de Y dado o pardmetro A
segue uma distribuigao Poisson, Y|\ ~ Pois()), e que o pardmetro em si, A, segue uma
distribui¢ao gama, A\ ~ Gama(a, ), a fungao de probabilidade marginal de Y pode ser

obtida utilizando a condicional e a distribuicao do parametro, ou seja

fw) = [ FrNgax

Substituindo-se pelas respectivas fungoes de probabilidades denotadas em (4.1)
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e (3.1), obtém-se a marginal

ﬁ
a

00 emANY 8)”
=[5 ga(%ﬁﬁlexp{_ﬂa} yl E)
JERN 1

- T @B/m e Bla=

e dado que I'(y) = [;°t" e 'dt, entdo tem-se que
_ 1 (B T+s)
fly) = y!'T'(B) (a) (g 4 1>y+5

it () (7))

/meAMQﬂlam{—ﬁA}dA
(8
( ) {/‘ A1 X(341) g

Portanto 5
L(y + B) B a
yo,Pp) = 4.3
Tweh) = vo e \a+5) \avp (43)
com y = 0,1,..., o e [ positivos. Assim, Y segue uma distribuicao Poisson-Gama,

Y ~ PG(q, ), ou binomial negativa.

Considerando uma reestruturagao da funcao de probabilidade (4.3), sendo

se obtem a PG(«, ) na forma

T(y + f)

fly; o, B) :F(y—i——l)f‘(@( —p) p¥.

Na Figura 2 é apresentado o comportamento da distribui¢ao Poisson-Gama

(PG) assumindo 8 = 10 e diferentes valores para p.
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Figura 2 — Fungao de probabilidade da distribuicao PG para diferentes valores de p

4.1 Propriedades

Propriedade 4.1.1 Se Y ~ PG(a, f3), entao o valor esperado e variancia sao dados por

aea+ ozz/ﬁ, respectivamente.

Prova: Dado que a distribuicao PG ¢é uma distribuicdo composta, é possivel encontrar
o valor esperado de Y a partir da propriedade da esperanca condicional, levando em

consideragao que A ~ Gama(a, ) com média e varidncia dados conforme (4.2)
E(Y) = E[E(Y[M)] =E(A) = a,

e a variancia de Y pode ser escrita através da propriedade da variancia e esperanca

condicionais

Var(Y) = E[Var(Y|\)] + Var[E(Y|\)] = E[\] + Var()\)

(1/2

=E\) + Var(\) = a+ 5

Observa-se que a variancia de Y, escrita em funcao do valor esperado, cresce
mais rapidamente com relagao a média do que para a distribuicao Poisson. Isso permite
uma maior flexibilidade entre média e varidncia. Sendo esse um dos modelos adequados

para estudar a superdispersao para dados de contagem.
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4.2 Modelo Poisson-Gama

Sejam Yi,...,Y, varidveis condicionalmente independentes, dado um vetor de

varidveis explicativas &, = (z;1, %, ..., %ip), ¢ = 1,...,n. Considerando que a distribuicio

T

; » conforme

condicional Y;|z; segue uma PG(u;, ¢), a funcio de probabilidade de Y;|x
(4.3), ¢ definida por

sole?) = ettt (s) (5) .

com y; =0,1,... e g, » > 0. A fungdo de probabilidade definida (4.4) pertence a familia

exponencial uniparamétrica, sendo a Binomial Negativa (ou PG) um caso particular dos
modelos lineares generalizados.

E comum, assim como no modelo Poisson, adotar como funcio de ligacao
a funcoes logaritmica, g(y;) = log(p;); raiz quadrada, g(u;) = (w;)Y/?, e identidade,
g(pi) = pi, sendo esta nao tao usada pois pode retornar um problema de estimagao com
restrigdo, visto que u; > 0. Entretanto, utiliza-se preferencialmente a funcao logaritmica
devido & possibilidade de comparacao de forma direta com a regressao Poisson, além de
uma facil interpretacao das estimativas dos parametros do modelo.

Tendo em vista que a distribui¢ao incondicional da variavel resposta, dado um

conjunto de varidveis regressora, segue uma PG(j;, ¢), a esperanga e varidncia do modelo

podem ser expressos, utilizando-se uma funcao de ligagao logaritmica, respectivamente

por:
E(Yil2]) = i = e (4.5)
e
2 .
Var(Y|x]) = 'L;; + pi = p </;Z + 1) . (4.6)

4.3 Residuos

Utilizando-se alguns residuos abordados na segao (2.4.1), a seguir sdo apresen-
tados alguns destes adaptados para a forma do modelo Poisson-Gama.

Sendo uma distribui¢ao também pertencente a familia exponencial de distri-
buicao, seu pardmetro de dispersao a(¢) é 1. Dessa forma, a funcao de varidncia, V' (ji;),

assim como no caso da Poisson, fica expressa na forma da variancia do modelo, Var(g;).
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I. Residuos de Pearson: Utilizando a varidncia para a PG (4.6), o residuo de Pearson

fica descrito como

_ — i \/_( IUZ)
\/ + fi; \/Mz + i)

(4.7)

II. Residuos de Pearson padronizado: Para a composicao dos residuos de Pearson
padronizado é necessario utilizarmos a matriz de pesos W. Considerando a funcao

de ligacao logaritmica, o i-ésimo elemento de W, é composto como

(on\? [ 0108(m)\? .
w; = _(@M) V)| = [(%) Vi (ys)

(1Y (i T - (4.8)
= - Z.J 1 S el s | .
(o) ()] =L (5]
a7t o
_¢+ﬂi] TR

Assim, o residuo padronizado é descrito como

rlp _ - Yi — Hi — (4.9)
\/<l; + ﬂz‘) (1 — hy)

em que hy;, utiliza o i-ésimo elemento da matriz peso W dado por (4.8).

ITII. Residuo componente da deviance: Utilizando a fungao de probabilidade definida

m (4.4), a fungdo log-verossimilhanga do modelo Poisson-Gama fica definida por:
() = 3 log(f (yilz}))

F(yz""gb ¢ Hi
1 ;1
¢>>+¢0g<m+¢>+y og(m+¢)]

" [bg <r<yz FT
[ ) + ¢log ¢ + y; log pu; — <¢+yz’)10g<ﬂi+¢)]

)

(

( I'(yi + ¢)
(

[(yi + 1)I(9)
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Utilizando a defini¢ao para os desvios, obtemos

oo [ FWit o) o oz — Moz(u,
dl—zllg(( W))mlgwwyzlgyz <¢+yz>1g<yz+¢>]

- [108" (%) + ¢ log(p) + yilog fi; — (0 + v;) log(f1; + Cb)}

= 2|y;logyi — (& + i) log (i + 6) — yilog fus + (¢ + yi) log (i + ¢))|

_Q[yzlog@)ml( )” <y+§>]
pe(b22) re(322)]

para y; > 0. Caso y; = 0 se obtem o desvio como sendo

n

flyi=0lz]) =D [plog¢ — plog(; + ¢)]

=1

= [l(yz, yz - ,Um yl)}
= 2[¢log¢ ¢log(y: + ¢) — (¢10g¢_¢10g(ﬂi+¢>>}
= 2[—¢log(6) + ¢ log(jis + 6]

— 2610 uz+¢>.
s

Portanto, o residuo componente da deviance para a Poisson-Gamaé dado por:

) -+ulos (1] sew>0

)F ,sey; =0

sinal(y; — f1;)V2 [¢ log (
sinal(y; — fi;)V/2 [¢ log (

(4.10)

IV. Residuo componente da deviance padronizado: Para utilizar os residuos

componente da deviance de forma padronizada, basta dividirmos os residuos (4.10)

1/2

juntamente por (1 — ﬁu) , onde w; é dado conforme (4.8).
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5 DISTRIBUICAO POISSON-INVERSA GAUSSIANA

A distribuigao Poisson-Inversa Gaussiana (PIG) foi proposta (HOLLA, 1967)
como uma alternativa para a distribuicao de Poisson para casos com superdispersao, de
forma que ela consiste de uma mistura da distribuicao Poisson e da distribuicao Inversa
Gaussiana.

Em alguns estudos de seguro e medicamento, a distribuicao PIG foi proposta
como uma boa alternativa pala modelar dados com superdispersao ou de cauda longa (se a
probabilidade individual se torna pequena apenas ap6s um certo nimero grande de y, dado
a distribuigao de probabilidade P(y)) do que a Poisson-Gama. Dessa forma, o modelo de
regressao PIG ¢é adequado para analisar a relacao entre dados com variavel resposta de
contagem associada & covaridveis até mesmo em casos de superdipersao (PUTRI et al.,
2020).

Holla (1965) realizou um estudo acerca da distribui¢do Poisson-Inversa Gaussi-
ana tanto para o caso univariado como para o caso multivariado.

Seja X uma variavel aleatoria com distribui¢do Inversa Gaussiana, ou Normal
Inversa, de parametros p e 0. Podemos expressar a fungao de probabilidade de X ~ IG(u, o)

como

R e B B 5.1)

em que r > 0 e pu > 0, sendo a média. A esperanca e varidncia da PIG sao dadas,

respectivamente

E(X) =
(5.2)

L
Var(X) = ”
g

Assumindo que uma varidvel aleatéria Y|\ ~ Pois()), dada em (3.1), e A ~
IG(u, o), expressa em (5.1), entdo, marginalmente, a funcdo de probabilidade marginal de

Y, é dada por

v) = [ ply Vg o)dx
0

% e )‘)\y o \/? oA —p)?
TAZH g\
/0 T <2m3> P { 242\ (5.3)

) ()

pl|l 9
2(1+ﬁ)
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comy=0,1,... e u,o0 > 0. Além disso, K, representa a funcao de Bessel, obtida segundo
a solugao de uma equagao diferencial de segunda ordem (HOLLA, 1967). Portanto, temos
que (5.3) representa a fungao de probabilidade de de Y ~ PIG(u,0).

A Figura 3 apresenta o comportamento da distribuicao Poisson-Inversa Gaussi-

ana assumindo diferentes valores para u e o.

2 n=1 = p=4
= i g=1 = i g=1
£ £
[ (=T [ (=T
o | |I|. _________________________ o _||||||I|u.
= T T T T T T =T T T T T T T
0 & 10 15 20 25 30 0 &5 10 15 20 25 30
¥ ¥
= p=10 = p=10
= i =1 = i c=3
£ £
o o | o o |
C’. — D _||||||“||IIII||| ||||||||||||||
=T T T T T T T = T T T T T T
0 &5 10 15 20 25 30 0 & 10 15 20 25 30
¥ ¥

Figura 3 — Fung¢ao de probabilidade da distribuicao PIG para diferentes valores de y e o

5.1 Propriedades

Propriedade 5.1.1 Considere Y ~ PIG(u,0), entao o valor esperado e variancia sao

dados por p e p+ /o, respectivamente.

Prova: Dado que a distribuicao PIG é uma distribui¢do composta, o valor esperado de Y
vai ser expresso partindo da propriedade da esperanca condicional. Da mesma forma, e
levando em consideragdo que A ~ IG(u, o), a varidncia de Y pode ser escrita a partir da

esperanga e varidncia condicionais de (Y'|\), da forma seguinte:

E(Y) = E[E(YA)] = E(A) = u
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Var(Y') = E[Var(Y|\)] + Var[E(Y'|\)]

1’ 1
=E(\) + Var(\) = p+ — =u<—|—1>.
o o
5.2 Modelo Poisson-Inversa Gaussiana

Considere Y7, ..., Y, variaveis condicionalmente independentes, dado um vetor
de varidveis explicativas ;. Assumindo que a distribui¢io condicional Y;|z; segue uma

PIG(u;,0), a funcao de probabilidade, conforme (5.3), é definida por

20\2 1 _ o o
flyile!) = (> .l e/t Y Ky, 12 N 20 (1 + 2>] (5.4)
2(1+ ) |

em que y; =0,1,... e y;, 0 > 0.

A esperanca e varidncia da distribuicao incondicional da resposta, associada ao

modelo, pode ser expressa, utilizando uma funcao de ligagdo logaritmica, respectivamente

E(Yilz]) = p; = e (5.5)
e
3 2
Var(Yj|z; ) = ;2 + i = (az + 1) : (5.6)

5.3 Residuos

Para a obtencao dos residuos, é utilizada uma adequacao da fungao de variancia,

Var(/i;), onde se utiliza a prépria varidncia do modelo, conforme (5.6).

I. Residuos de Pearson: Com base na forma geral (2.8), e a variancia para a PIG

(5.6), o residuo de Pearson fica escrito como

P = Yi — Hi _ \/?(y;— fii) (5.7)
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II. Residuos de Pearson padronizado: Considerando a fun¢ao de ligagao logaritmica,

n; = log(;), o i-ésimo elemento de W, em (2.3), é composto na forma seguinte:

=[G v = () v]
[ Ee) [l

o
Hi0
pi+o

Assim, o residuo padronizado é descrito como

PP = L"’i) (5.9)
f1i(1 — hi;)

com a matriz H, utilizando o i-ésimo elemento da matriz pesos dado por (5.8).

IT1I. Residuo componente da deviance: Considerando a funcao de probabilidade
(5.4), a fungdo de log-verossimilhanga para o modelo PIG pode ser escrita na forma

abaixo:

o) =Y _log (f(yi; i, 0))
=1
1(yi—-1/2)

n 9 1/2
= Slog (0> + (= logy:!) + log e”/* 4+ log
; T

o
+10gKy¢71/2 |:\J 20‘ <1 -+ 2#?) }

" o o 1 1
=Y log( )—logyi!—i-w—i—Q(yi—Q)loga

=1

1 1 o o

O desvio serd dado de forma a considerar a log-verossimilhanca do modelo estimado

o
2(1+ 3%)

(f1; = f1;) e do modelo saturado (fi; = y;), definido como:



IV.

43

di = 2[U(ys, vi) — Uf1s, vi)

b (g v [ ()
_ (;’ _ ; <y - ;) log [2 (1 + 222)] +1og Ky, 1/ N 20 (1 * 222>D]
oo (Lo 2y (5D (e e )] - (1))

+Kyi—1/2<yi> - qu;—l/2 (ﬂz)},

(5.10)
em que K,,_1 /() é dado por
Ky, 1/2(0) = Ky 12 l 20 (1 + 2;)] .
Portanto, temos como residuo deviance para a Poisson-Inversa Gaussiana
ry = sinal(y; — ﬂi)\/d:, (5.11)

em que d; é expresso por (5.10).

Residuo componente da deviance padronizado: Para utilizar os residuos
componente da deviance de forma padronizada, basta dividirmos os residuos (5.11)
por (1 — lAz“-)l/ 2 onde hii é o elemento da diagonal da matriz de projecao ﬁ, em

(2.10), sendo w; definido em (5.8).
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6 DISTRIBUICAO POISSON-LINDLEY GENERALIZADA

A distribui¢ao Lindley foi introduzida por Lindley (1958), para estudos realiza-
dos sobre vida util. Segundo Ghitany et al. (2011), esta distribuigao pode ser especialmente
util para modelagens em estudos de mortalidade.

Assim como o caso da distribuicao PG, que pode ser expressa por meio de
uma mistura entre as distribui¢des Poisson e Gama, alguns autores sugeriram ramificacoes
dessa natureza em relacao a distribuicao Lindley. Podemos citar duas, a Poisson-Lindley
introduzida por Sankaran (1970) e a Poisson-Lindley Generalizada apresentada por Wongrin
e Bodhisuwan (2016). Esta tltima sendo uma mistura entre a distribui¢do Poisson e a
distribui¢ao Lindley Generalizada apresentada por Elbatal et al. (2013).

A distribui¢do Lindley Generalizada é uma distribuicao para dados de natureza
continua, especificada por trés pardmetros («, 5 e ) e, dado sua maior flexibilidade,
comparada a Lindley, ela é bastante usada como alternativa para dados de tempo de vida.
Conforme Elbatal et al (2013), sua funcao densidade de probabilidade é apresentada da

seguinte forma:

g(z;a, 3,0)

a+1,.a—1 B,.8—1
1 («9 x 0% x )ee‘” (6.1)

= +

0+1 INEeY! I'(B)
em que £ > 0 e «, 3,0 > 0, denotada por X ~ NGL(X;«, 3,0), intitulada como "New
Generalized Lindley" por Wongrin e Bodhisuwan (2016).

Conforme Elbatal et al. (2013), sua esperanga e varidncia sao expressas por

_abf+ Bla+1)
Var(X) — (o + 1)[af + B+ 2)] 63)

(0 + 13)6?

Como comentado, a Poisson-Lindley Generalizada é uma mistura entre a
distribuigao (3.1) e (6.1). Assim, seja Y|\ uma variavel aleatéria seguindo uma distribuigao
de Poisson com pardmetro A. Se A ~ NGL(q, (,0), entdo Y, marginalmente, tem uma
distribui¢ao Poisson-Lindley Generalizada (PLG). A funcdo de probabilidade de Y pode

ser encontrada utilizando-se a definigao da marginal, dada por:
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fly) = /Ooop(ylk)g(ksa,ﬁs 0) dA

00 p—A Y 1 ea—i-l)\a—l 95}\6—1
- / ¢ A < + )M* dA

y! 0+1 ['(a) I'(B)
1 0o _)\ 9044’1)\&71 05}\571 on
= - Y d\
A0+ 1) /0 ¢ ( o) 1) )¢
_ 1 /oo @—A(9+1))\y <9a+1)\a—1 N 95)\6—1> n
yl(0+1) ['(a) IN(E))
1 —A(0+1) gotiye! _)\(9+1) 9 )\
= — AN ——dA AN — d)\
SO+ 1) </ ¢ I'(a) +/ T(3)
1 0o oo i 0F oo _
_ )\era 1d)\ e )\(0+1))\y+ﬁ 1d)\ )
PICESY (P(a) b T h

Utilizando-se da integral do nicleo de uma Gama(c, /), com a parametrizacao

mais comumente conhecida,

[(a) g

oo « T
/ 6 xa—le—ﬁzdx _ (O‘/)
0

tem-se,

fy) = 1 (9““ ['(y+ ) 0% T(y+p) )

y!l(0+1) \I'(a) (0 + L)vte  T(B) (04 1)v+8
B 1 ( 1 0T (y +a) 1 0°T (y + B) >
yl@+1) \(0+1)Y (0+1)°T ()  (0+1)¥(0+1)5T(B)

Assim, tem-se que Y segue uma distribui¢do Poisson-Lindley Generalizada de

parametros «, (5 e 0, positivos, Y ~ PLG(«, /3,0), com fungao de probabilidade

(o) v ((0) Tt

1
yl(0 + 1)y+!

fly;,8,0) = , (6.4)

comy=0,1,... e, 3,0 > 0.

6.1 Propriedades

Propriedade 6.1.1 Seja Y ~ PLG(«, 3,0), o k-ésimo momento fatorial pode ser deno-
tado por

E[(Y):] =

1 (F(k:+a) F(’Hﬁ))‘ (6.5)

0+ 1 \T(a)51 " T(5)oF

Prova: O k-ésimo momento fatorial pode ser encontrado de forma que

/ _AA A g(A) dA



46

—A\Y s . ~
Entretanto, 272, yk e y,’\ corresponde ao k-ésimo momentonao central de

uma Poisson. Assim, obtém-se
EI(Y)d = [ Xgdx.

Substituindo pela fungao de probabilidade (6.4) e utilizando a propriedade da

funcao gama, obtemos

00 1 ea—‘rl)\a—l 95)\5—1 B
B = [3 (Cr + ) O

1 o gatlya—l co PPN\
:_+1<A AkaO¢N+A Akruﬂezﬁdg
:9—1_11 <16:a+1/ \ra-1 fGAd)\_Fi/ AeB—1 0/\d>\>
1 (0o T(k +a) eﬁ T(k+ B)
"94—1<ram gr+o gr+5 )
1 60 T(k + «) 9/3 Fk;+6
:9+1<n@ gkge T T(B) 6+6° )

1 F(k+oz)+1“(k+[)’)
0+ 1 \I'(a)f1 INGICA
Propriedade 6.1.2 Supondo Y ~ PLG(«, 5,0), o valor esperado de Y e varidncia sao

O+ 8
E():ew+m

(6.6)

BlO(—2a + 60+ 2) + 1] + bl + (0 + 1) + 326 ‘

620+ 1)2 (6.7)

Var(Y) =

Prova: Defini-se o r-ésimo momento nao central em termos do momento fatorial

B = Y {1} Bl

k=0

{1} = 2 S (5) -

em que

denotada como Numero de Stirling de segundo tipo. Para encontrar o primeiro e segundo

momento nao central, substitui-se » = 1 e r = 2, obtendo, respectivamente
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Substituindo a equagao (6.5) para k =1 e k = 2, tem-se

1 [D(a+1) T(B+1)
E[(Y)] =5 | T(a) 0T () 1
1 [ al B!
:9+1ja—Df+ﬂB—UJ
LT B o B fa +
ES f”e] RS RS VRV
1 [T(a+2) T(B+2)
El(Y)] =77 T)e T ]

o (a+nua+n+45+nwﬁ+n]
11| T(a)0 T(3)62
1 [(a+1al  (B+1)p
9+1_ﬂa—1ﬂ+0%5—UJ
Oa+1a+ (B+1)5
02(0 + 1)

Assim, para o valor esperado de Y, com base no momento fatorial

O+ 8
EO7:9w+1y

e para o 2° momento nao central

o+ 3 Ola+l)a+(B+1)5
6(0+1) 62(0+ 1)

_ Pa+08+00+0a+ 32+
= ICESY

Portanto, sabendo que Var(Y) = E(Y?) — [E(Y)]?, a variancia de Y é dada

B(Y?) =

Var(Y) = E(Y?) — [E(Y))?

BlO(—2a+ 60+ 2) + 1] + bl + (0 + 1)) + 526
02(0 + 1)2 '

Um método comum para estimarmos os parametros de uma distribuicao é pela

maximizagao da func¢ao de log-verossimilhanga. Dado que Y; ~ PLG(a, 3, 0) a funcao de

log-verossimilhanca, conforme Wongrin e Bodhisuwan (2016), é dada por
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].(y“Oé,,B,H) = long(y270475>9>
=1

| 1 ( 0 )QQF(y¢+a)+< 0 )’BF(yH—ﬂ)
MYy 0+ e [\ 01 () 0+1) T(B)

In (ea“(e + )P (y; + ) + 0°(0 + 1)°T () (y; + 5)) — Zn:ln y;!

M- i:

s
I
—_

i=1

_ (Zn:yl —|—n> In(@+1)—nnT(a) —nIlnl(8) —n(a+ ) In (0 + 1).
(6.8)

Realizando a primeira derivada em relacao a cada parametro, obteremos as
expressoes dos componentes do vetor escore. Os estimadores de maxima verossimilhanca
(EMV) podem ser obtidos igualando cada funcao escore a zero e resolvendo o sistema de
equacgoes. Entretanto, as fungoes escores obtidas sdo nao lineares e nao tem uma solugao
analitica. Como consequéncia, a estimacao de méaxima verossimilhanca deve ser obtida

considerando métodos de aproximacao numérica.

Propriedade 6.1.3 De acordo com Wongrin e Bodhisuwan (2016), a distribui¢ao Poisson-
Lindley (Sankaran, 1970) pode ser obtida a partir da distribuicao PLG(«, f3,0), definida
em 0.4, considerando o =1 e B = 2. Assim, Y ~ PL(0), cuja fun¢io de probabilidade é

dada por
0*(y + 0 + 2)
fy:0) = W )

em quey=0,1,2,... e > 0.

Seu valor esperado e variancia sao expressos, respectivamente, como

0+ 2

BY) = 0(0+ 1)

03 + 402 + 60 + 2
VarlY) = 5 1y

A Figura 4 abaixo, apresenta o comportamento da distribuicdo Poisson-Lindley

para diferentes valores para 6.
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Figura 4 — Funcao de probabilidade da distribuicao PL para diferentes valores de 6
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6.2 Distribui¢ao Poisson-Lindley Generalizada com dois parametros

A distribuicao Poisson-Lindley Generalizada como visto, possui trés parametros.
Entretanto, assim como a Poisson-Lindley, que é uma simplificacao utilizando apenas um
parametro, 6, a Poisson-Lindley Generalizada pode ser reduzida a dois parametros, o que
facilita a parte computacional e pratica para a aplicacao desta distribuicao.

Primeiramente, consideramos a distribui¢ao Lindley generalizada (LG) apresen-
tada por Mahmoudi e Zekerzadeh (2010), onde eles focaram na reducao de pardmetros da
distribuicao Lindley generalizada expressa por Zakerzadeh e Dolati (2009). Considerando
os parametros « e 6, positivos, e f = 1, obtemos a expressao da funcdo de probabilidade

da distribuicao Lindley com dois parametros como sendo

1 9a+1ya—1(a + y)
N = ]_ 0 = _Gy 69
em que y > 0 e «,0 > 0, denotada como Y ~ GL(Y;«, 5 = 1,0). O valor esperado e a

variancia sao denotados, respectivamente, por:

04+1)+1

E@j:a%W+1) (6.10)
@+ Da@+1)+2 [a@+1)+1)
Var(¥) = 02(0 + 1) _[ 0(6+1) ] (6.11)
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A func¢ao de probabilidade marginal de Y, pode ser expressa por meio da integral da
fungao de probabilidade da Poisson (3.1) juntamente com a GL (6.9), onde Y |\ ~ Pois(\)
e A~ GL(«, 8 =1,0), sendo especificada por:

Py 8 =1,60) = [ ply: Nglyi . 8 = 1,6)dx

_/%@4M 1 0orNe(a + A)
S Jo oyl 0+1  T(a+1)

> —AAyAa—l A —GAdA
oz—f-l)/o e (a+ Ne

e~ d\

0a+1

~yl(6+ DI
0a+1

_ o A041) yyta—1
¢w+nma+DA (atA)e AT

_ o+ rww+a> L(y+a+1)
Cyl(0+ DT (a+ 1) [(04 1)vre (6 + 1)ytatl

Portanto, temos que a marginal de Y segue uma distribuicao Poisson-Lindley

Generalizada com pardmetros « e 6, ou seja, ¥ ~ PLG(«a,5 = 1,0), com fungao de

probabilidade
0T (y + )[a(0 +1) + (y + o)

12
y'T(a+1)(0 + 1)vtot2 ’ (6.12)

fly;,0) =

comy=0,1,... ea,0 > 0.
A Figura 5 apresenta o comportamento da distribui¢do Poisson-Lindley genera-

lizada com diferentes valores de « e 6.
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Figura 5 — Funcao de probabilidade da distribuicdo PLG para diferentes valores de o e 6
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6.2.1 Propriedades

Propriedade 6.2.1 Suponha que Y ~ PLG(«a, 8 = 1,0), o valor esperado e a varidncia

podem SET ETPTESSOS COMO

B(Y) = O‘(Z(Zi);;l | (6.13)
(a+D[a@+1)+2 [a@+1)+1]* a@+1)+1
Var(Y) = 5+ 1) _[ TCESY ] 60+ 1) (6.14)

Podemos obter as expressoes, da esperaga e variancia da PLG(«, = 1,0)

utilizando as propriedades de esperanca e variancia condicionais, considerando que A ~
GL(a, 5 =1,0)
a@+1)+1

B(Y) = E[B(Y )] = B) = 5020

Var(Y') = Var[E(Y|\)] + E[Var(Y'|\)] = Var(\) + E())

(@t Da@+1)+2 [a@+1)+1]7  a@+1)+1
B 02(0 + 1) _l 0(0+1) ] 006 +1)

Propriedade 6.2.2 Considere que Y ~ PLG(«, 5 = 1,0), a fungdo log-verossimilhanga

a ser maximizada, € dada por

- 0o (y; + a)[a(0 + 1) + (y; + «
i) = z::l {log [ yE?!JF(a +)[1)((9 + 1))y¢+(oi2 )]] }

Z {log [Qaﬂf(% + Oé){ O+ 1)+ (y; + Oé)” — log [yilf(oz +1)(0 + 1)yi+a+2”

+ log[a(ﬁ +1) + (v + oz)} }
(6.15)

Propriedade 6.2.3 A funcao densidade acumulada de Y ~ PLG(«, 8 = 1,0) pode ser

escrita em fungdo de uma mistura de duas binomiais negativas, denotado como:
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Flyia,6=1,0) = -5 Gily) + 115 Galo) (6.16)

em que G1(y) e Go(y) sao fungio acumuladas de uma binomial negativa de parametros

r=aer=a+1, respectivamente, e p = 1%0.

Seja a fungao de probabilidade dada conforme (6.12), podemos expressa-la

como:
0lal'(y + a) 0 (a+yly+a)
y!(0+ DvtetiD(a+1)  yl(0+ Dvtet2D(a+1)

Considere uma binomial negativa com r > 0 e 0 < p < 1, ou seja, BN(r,p). A
sua funcao de probabilidade por ser expressa como:

mm .y

0
146>

g(y) = Fy(flp;ra?) <1i0>“ (1i9>y

P(y) =

Se admitirmos que r = a e p = obtém-se:

~al'(y+«a) 0« (6.17)
y'T(a+1) (1 + @)ty
Admitindo que r=a+1ep= 1%9, obtém-se:
=Tl (0 (1
y(a+1) \1+4+46 1+46 (6.18)

_(a+ylly+a) oo
yT(a+1) (14 0)>tity -

Assim, utilizando as parametrizagoes (6.17) e (6.18) e, multiplicando cada uma

por 1% e l—ie, respectivamente, encontramos a fun¢ao de probabilidade da PLG:
0 1

plysa, B =1,0) = ;o5 n() + 1 920)

0 oT(y+a) 6° N 1 (a+yl(y+a) O

1+0)y'T(a+1)(1+0)ty  (14+0) yT'(a+1) (1+0G)tlty
_al(y+a) gatt (a+y)T(y + ) g+t
C YT (a+1) (1 + §)atyt! yT(a+1) (14 0)+2ty
0 al'(y + a) 0+ y)T'(y + o) o1

T yT(a+ 1)1+ 0)etvil " ylD(a+ 1)(1 + g)orwt2
Essa é uma propriedade importante, visto que na utilizagdo de residuos quanti-
licos tem-se a necessidade da geracao de ntimeros aleatérios. E poder reescrever a PLG

com base em uma distribuicao conhecida, simplifica computacionalmente.
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6.2.2 Modelo Poisson-Lindley Generalizada com dois parametros

T

Seja Y7, ...,Y, as varidveis respostas dado um conjunto de covaridveis x; .

Assumindo que a distribuigao condicional de Y; dado . segue uma distribuicio PLG(«, § =

1,0) com pardmetros v e § > 0, temos como valor esperado do modelo, conforme (6.13)

E(YVile) = E{E[(V|=))|\]}
a;(0+1)+1

= 7/ - 6.19

060 +1) ( )

Os componentes da variancia para o modelo PLG com dois parametros pode

ser composta na seguinte forma, considerando (6.19) e (6.14)

Var(Yilz!) = E{Var [(Yilz])|\] } + Var {E [(Vi[a])|Ai] }
(i + D@+ 1) +2 (6.20)

Assim, como os modelos anteriormente citados, no modelo PLG a funcao de
ligacao logaritmica é adotada para fazer a ligagdo entre a média da varidvel resposta e as

s . . J O L . . .~ T
covaridveis. Reparametrizando a média da distribuicio PLG com j; = €% ? temos:

a(0+1)+1
= af@+1)=pf0+1) -1
omfe+1) -1
= 0+1 ’
portanto,
z] B _
. 60 +1)—1 (6.21)

0+1

Portanto, a fungao de probabilidade de Y;|x] ~ PLG(a, ) pode ser expressa

na forma de um modelo linear por substituir a; na funcao de probabilidade

§ r <yi + e%i ﬂ%(_f;rl)l> 95 i Bsz.1)—1+l v
f¥ilal) = —— x < [eTo0(6+ 1)~ 1
yill ( et 1) (6 + 1yt o
ot e Ph(0 +1) — 1
Yi 0+1 '

(6.22)
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6.2.3 Residuos

Para o modelo PLG, a fun¢ao de variancia para os residuos também sera

utilizada em funcao da varidncia do modelo.

I. Residuos de Pearson: Sendo (6.20) a varidncia para a PLG, o residuo de Pearson

é E€Xpresso Cco1no:

A~ G +1)[6;(041)+2 A~

II. Residuos de Pearson padronizado: Novamente considerando a funcao de ligacao
logaritmica, o i-ésimo elemento de W, é composto como

h = Kalogwi)f V(y)

-1

w; = (8771-) V(i)

i Opi Opu;
[V @t a2 N\
) (u) [ _“i>]
(1 (D@ +1)+2 1] - (6.24)
L 12620 + 1)

(16214 0) + (i + D]ai(0+ 1) + 2] — p26%(1 + e)] !
p0%(0 + 1)

B p 00 + 1)

w00+ 1)1 — ) + (e + D0+ 1) +2]

Assim, o residuo padronizado é descrito como

rf= ~ b . (6.25)
A~ A;+1)[é; (0+1)+2 A~ 7
\/(#ML ( +9)2[(95rl+) e —/%2) (1 — hii)

ITII. Residuo componente da deviance: Seja © = (,BT, 6)" um vetor de pardmetros.

A funcao de log-verossimilhanca para o modelo pode ser escrita da seguinte forma,
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considerando a substituicao de «;, dado por 6.21

1(0) = an {10g lp <y n uie(%ill) — 1)] gy — log lr (1 N Mig(e@i? - 1)1

1=0
pid(0+1)—1 pid(0+1)—1
1) log6 — |y; 2 |log(6+1
( 6+1 L) los st 0+1 +2)log(0+1)
pd(@+1)—1

+ log l,uie(é’ +1)— 14y + ] } , com p; = exp(x; B).

0+1

O desvio serd dado de forma a considerar a log-verossimilhanca do modelo estimado

e do modelo saturado (ji; = y;), de forma que:
di = 2[U(yi, yi) — U1z, yi)]-

Residuo componente da dewviance padronizado: Para utilizar os residuos
componente da deviance de forma padronizada, basta dividirmos os residuos deviance

juntamente por /(1 — h;;), sendo w; dado conforme (6.24).



56
7 APLICACOES
7.1 Aplicagao I - Abelhas

Os dados considerados foram retirados de Marciano (2009) e Mendes (2017).
Um estudo foi realizado na area de apicultura, com o intuito de verificar o nimero de
abelhas que polinizam determinada espécie de planta no decorrer do tempo. Para isto,
realizou-se quatro coletas em um intervalo de tempo variavel segundo a hora do dia. Os
horarios das coletas forma: 4,5,6,8,10,12,14,16 e 18 horas, tendo no total 36 observacoes.
Os dados foram ajustado considerando a variavel resposta o nimero de abelhas coletando
polen.

Na Tabela 1 esta apresentado um resumo geral do comportamento descritivo

do ntimero de abelhas coletando polens nos intervalos considerados.

Tabela 1 —Medidas descritivas para o nimero de abelhas coletando polens
Min 1% Q. Mediana Média 3* Q. Max Varidncia
Numero de abelhas 0,0 0,0 4.5 11,1 12,5 37,0 184.,8

Através desta Tabela 1 é possivel verificar que o nimero minimo de abelhas
observadas corresponde a zero, algo que ocorre até o primeiro quartil, ou seja, pelo menos
25% dos dados. Além disso, tem-se uma quantidade maxima de 37 abelhas, elevando
assim a variabilidade dos dados. Ao comparar a varidncia com a média apresentada dos
dados, vemos que a variancia é bem superior & média amostral (s* = 184,8 > 7 = 11, 1),
caracterizando um conjunto de dados com superdispersao, influenciado pelo excesso de
ZETOS.

No Figura 6 obtemos a visualizacao grafica da frequéncia do nimero de abelhas.
E possivel observar que assim como na tabela descritiva, é perceptivel que existe uma

grande frequéncia de valores baixos e alguns valores muito altos.
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Figura 6 — Numero de abelhas coletando pdlen segundo o tempo, em horas, observado
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Por meio do Figura 7 obtemos a comparacao da quantidade dos valores obser-
vados em relagdo aos valores estimados para cada uma das distribui¢gbes. Além disso, na
Tabela 2 sao apresentados os valores do valor-p em relagao ao teste Anderson-Darling (AD)
para cada distribuicao estimada. Observe que as distribui¢oes Poisson-Gama e Poisson-
Lindley Generalizada obtiveram os maiores p-valores, indicando uma melhor qualidade de

ajuste através dessas distribuigoes.

Figura 7 — Nimero de abelhas coletando pdlen segundo o tempo, em horas

o
—
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~— Poisson-Inversa Gaussiana
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Tabela 2 — Teste AD em relagao aos valores estimados para a frequéncia de abelhas

P PG PIG PLG
Valor-p <0,001 0,6095 0,0895 0,6063
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7.1.1 Modelagem dos dados

Na Figura 8, observamos o comportamento da variavel resposta, ntimero de
abelhas coletando poélen, dado a covariavel tempo. Conforme a figura temos que o
comportamento nao segue uma tendéncia linear nem quadratica. Assim, segundo o modelo
definido por Marciano (2009), ajustou-se um modelo ciibico para o conjunto de dados.

Como funcgao de ligacao, serd utilizada a logaritmica,

log(pi) = o + Pits + Bat} + Pat;

sendo t a hora observada, com 7 = 1,...,9, que sao os nove diferentes tempos considerados

no experimento.

Figura 8 — Nimero de abelhas coletando pdlen segundo o tempo, em horas, observado
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Afim de obter o melhor ajuste, usou-se os modelos Poisson, Poisson-Gama,
Poisson-Inversa Gaussiana e Poisson-Lindley Generalizada. Utilizou-se o software R com
as seguintes fungoes glm(), glm.nb(), gamliss() e optim() para a modelagem dos dados,
respectivamente.

Como o modelo Poisson-Lindley Generalizada nao possui funcao pronta no
software R para estimacao, foi utilizada a fungao optim atraves do método SANN, que
consiste em utilizarmos a verossimilhanga para a estimagao dos pardmetros do modelo (ver
detalhes em Béslisle, 1992). Como as estimativas variam de acordo com os valores iniciais
propostos, escolheu-se recorrer como valores iniciais para o vetor de 3’s as estimativas dadas

pelos modelos Poisson, Poisson-Gama e Poisson-Inversa Gaussiana e, para o parametro 6,
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avaliou-se uma grade de pardmetros possiveis conforme feito por Mendes (2017).

As Tabelas 3, 4 e 5 apresentam os valores das estimativas para o modelo PLG

considerando as estimativas de 3; de cada modelo como valores iniciais e uma grade de

valores para o parametro 6. As linhas destacadas em negrito correspondem ao vetor de

estimativas que produziu melhor ajuste, segundo os critérios AIC e BIC, para cada base

de modelo.

Tabela 3 — Estimativas dos pardmetros do modelo da PLG considerando como valores
iniciais os coeficientes do ajuste dado um modelo Poisson

Oinicial 0 Bo 51 Ba B3 AIC BIC LogVerossimilhanca
1,5000 | 1,5000 -11,1202 4,4863 -0,4293 0,0122 281,7012 288,0352 136,8506
1,6000 | 1,6000  -11,1202  4,4863  -0,4293  0,0122  284,2893  290,6234 138,1446
1,7000 1,7000 -11,1202 4,4863 -0,4293 0,0122 286,6998 293,0339 139,3499
1,8000 | 1,8000  -11,1202  4,4863  -0,4293  0,0122  288,9505  295,2846 140,4753
1,9000 1,9000 -11,1202 4,4863 -0,4293 0,0122 291,0570 297,3911 141,5285
2,0000 2,0000 -11,1202 4,4863 -0,4293 0,0122 293,0329 299,3670 142,5165
2,1000 | 2,1000  -11,1202  4,4863  -0,4293  0,0122  294,8901  301,2242 143,4451
2,2000 2,2000 -11,1202 4,4863 -0,4293 0,0122 296,6392 302,9733 144,3196
2,3000 2,3000 -11,1202 4,4863 -0,4293 0,0122 298,2894 304,6235 145,1447
2,4000 2,4000 -11,1202 4,4863 -0,4293 0,0122 299,8490 306,1831 145,9245
2,5000 2,5000 -11,1202 4,4863 -0,4293 0,0122 301,3254 307,6595 146,6627
2,6000 2,6000 -11,1202 4,4863 -0,4293 0,0122 302,7252 309,0592 147,3626
2,7000 2,7000 -11,1202 4,4863 -0,4293 0,0122 304,0542 310,3883 148,0271
2,8000 2,8000 -11,1202 4,4863 -0,4293 0,0122 305,3178 311,6519 148,6589
2,9000 2,9000 -11,1202 4,4863 -0,4293 0,0122 306,5208 312,8548 149,2604
Tabela 4 — Estimativas dos parametros do modelo da PLG considerando como valores

iniciais os coeficientes do ajuste dado um modelo Poisson-Gama
Oinicial 0 Bo 51 B2 B3 AIC BIC LogVerossimilhanca
1,0000 0,9976 -14,5834 5,2567 -0,4761 0,0126 269,7263 276,0603 130,8631
1,1000 1,2911 -14,6479 5,2113 -0,4759 0,0131 291,0732 297,4073 141,5366
1,2000 1,2000 -14,6581 5,1268 -0,4515 0,0120 319,8205 326,1545 155,9102
1,3000 1,3000 -14,6581 5,1268 -0,4515 0,0120 325,4338 331,7679 158,7169
1,4000 1,4000 -14,6581 5,1268 -0,4515 0,0120 330,6041 336,9382 161,3021
1,5000 1,5000 -14,6581 5,1268 -0,4515 0,0120 335,3823 341,7164 163,6912
1,6000 1,4779 -14,6220 5,1488 -0,4531 0,0116 306,6840 313,0181 149,3420
1,7000 1,9082 -14,5924 5,2606 -0,4720 0,0126 315,6770 322,0111 153,8385
1,8000 1,6345 -14,8664 5,5476 -0,5157 0,0143 305,8952 312,2293 148,9476
1,9000 1,7578 -14,6214 4,9993 -0,4317 0,0113 351,0942 357,4283 171,5471
2,0000 2,1397 -14,5359 5,1481 -0,4594 0,0124 352,9966 359,3307 172,4983
2,1000 2,1000 -14,6581 5,1268 -0,4515 0,0120 357,8703 364,2044 174,9351
2,2000 2,4031 -14,8654 5,3677 -0,4925 0,0137 325,9426 332,2767 158,9713
2,3000 2,4341  -14,5723 52011  -0,4735 0,0131  330,5663  336,9004 161,2832
2,4000 2,5010 -14,5796 5,0359 -0,4355 0,0110 354,0897 360,4238 173,0448
2,5000 2,5000 -14,6581  5,1268  -0,4515  0,0120  368,7682  375,1023 180,3841
2,6000 2,6000 -14,6581 5,1268 -0,4515 0,0120 371,1322 377,4663 181,5661
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Tabela 5 — Estimativas dos pardmetros do modelo da PLG considerando como valores
iniciais os coeficientes do ajuste dado um modelo Poisson-Inversa Gaussiana

Oinicial 0 Bo 51 B2 B3 AIC BIC LogVerossimilhanca
1,6300 1,6300 -18,0367 5,9499 -0,5023 0,0128 503,5537 509,8878 2477768
1,6400 1,4884 -18,2734 6,4516 -0,5842 0,0155 316,6324 322,9665 154,3162
1,6500 1,8477 -18,1542 6,3106 -0,5744 0,0159 332,0304 338,3645 162,0152
1,6600 1,6600 -18,0367 5,9499 -0,5023 0,0128 505,6960 512,0300 248,8480
1,6700 1,7943 -17,9512 6,0778 -0,5363 0,0142 335,9223 342,2563 163,9611
1,6800 1,6800 -18,0367 5,9499 -0,5023 0,0128 507,0972 513,4313 249,5486
1,6900 | 1,4783 -18,0333 6,2719 -0,5797 0,0161 305,3850 311,7190 148,6925
1,7000 1,7000 -18,0367 5,9499 -0,5023 0,0128 508,4776 514,8117 250,2388
1,7100 1,6625 -17,8798 6,0923 -0,5400 0,0143 323,2781 329,6122 157,6391
1,7200 1,6428 -18,1498 6,2241 -0,5563 0,0150 324,7084 331,0424 158,3542
1,7300 1,6117 -18,0657 6,0839 -0,5359 0,0139 329,4586 335,7926 160,7293
1,7400 1,6817 -18,0103 6,1696 -0,5601 0,0153 316,4487 322,7828 154,2244

A Figura 9 retorna uma visualizagdo grafica referente ao comportamento do

ajuste para cada um dos modelos. Além disso, na Tabela 6, estao apresentados os critérios

Akaike (AIC) e Bayesiano (BIC) para cada um dos ajustes. Como esperado, o modelo

Poisson é o que possui maior valor nos dois critérios, sendo o modelo que apresenta o pior

ajuste. Sendo o modelo que menos estd se adequando ao conjunto de dados.

Figura 9 — Modelos do
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Tabela 6 — Critérios AIC e BIC para cada modelo ajustado ao conjunto das abelhas

Critérios Poisson PG PIG PLG
AIC 356,80 227,78 222,87 260,58
BIC 363,14 235,70 230,79 266,92

Os modelos PG e PIG sao os que possuem os menores valores de AIC e BIC.
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Entretanto, comparada com a Poisson, a PLG nao possui uma medida de qualidade ruim,
sendo um modelo que est4 se adequando melhor aos dados do que a Poisson. E importante
notar que apesar do modelo PIG possuir os menores valores nos critérios, ele aparenta
superestimar alguns valores dos dados.

A Tabela 7 mostra as estimativas e os erros padrao dos parametros de cada
modelo ajustado, em que cada [3; estd relacionado as horas do modelo cubico. Nota-se
que as estimativas de (31, B2 e f3 nao diferenciam muito em relacdo ao modelo utilizado,
observando-se mais diferenca ao se tratar do intercepto. Além disso, ndo ha mudanca de

sinais nas estimativas.

Tabela 7 — Estimativas e erros padrao dos ajustes para o nimero de abelhas que polinizaram

Parametros Poisson PG PIG PLG

Intercepto —11,120 ***  —14,658 *** —18 037 ** —14,896 ***
(1,119) (3,501) (6,558) (0,005)

51 4,486 *** 5,127 *** 5,950 ** 5,506 ***
(0,360) (1,127) (2,050) (0,015)

B —0,429 *** 0,451 ***  —0,502 * —0,513 ***
(0,036) (0,109) (0,193) (0,003)

(3 0,012 *** 0,012 *** 0,012 * 0,014 ***
(0,001) (0,003) (0,006) (<0,001)

0 0,996

o/¢ 0,835 0,898

A Tabela 8 apresenta os valores preditos em comparagao com os valores ob-
servados, com as respectivas varidncias associadas a cada modelo. Além disso, contém os
residuos de Pearson e Deviance, ambos padronizados. O modelo PIG contempla a maior
variabilidade que o modelo Poisson, sendo seguido pelos modelos PG e PGL. Ao verificar
a analise dos valores dos residuos, os ajustes com PG, PIG e PLG aparentam ser os que

estao distribuidos mais préximos de zero.
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Os graficos apresentados na Figura 10 sao referentes aos residuos de Pearson
padronizados para cada modelo ajustado. Como citado, os envelopes para modelos que
nao tem distribuicdo normal, sdo gerados a partir do modelo ajustado. Assim, utilizando
como base Atkinson (1981), que sugeriu o uso de uma espécie de banda para a flutuagao
dos pontos, foram construidos os residuos simulados para o modelo PIG e PLG. Para o
modelo Poisson e PG, utilizou-se a fungao hnp() do R.

Apesar de ser esperado que haja alguns pontos fora da banda de confianca, ao
se utilizar o ajuste do Modelo Poisson, mais de 95% das observacoes estao fora regido de
confianca, sendo notavel, portanto, que tal modelo nao se ajusta as respectivas observacoes.
Em contraste, temos que para os demais modelos, aproximadamente 30% das observacoes
estao fora das bandas de confianca. Nota-se que os valores residuais elevados nao estao
dentro do envelope para a PLG, mas para a PG e PIG a grande maioria se encontra
contido.

Figura 10 — Envelope simulado para os residuos de Pearson padronizado dos modelos
ajustados

(a) Poisson (b) Poisson-Gama

Quantil teérico Quantil teérico

(c) Poisson-Inversa Gaussiana (d) Poisson-Lindley Generalizada

No Figura 11 é apresentado o worm plot para os residuos. Este grafico consiste
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em utilizar os residuos quantilicos. Caso o modelo esteja bem ajustado, se espera que os

residuos estejam distribuidos sobre a reta que passa em zero. Assim, anulamos comple-

tamente a possibilidade de bom ajuste da Poisson pelos residuos quantilicos. Apesar de

nao estarem tao distribuidos sobre a linha horizontal, o grafico mostra que a PG e PIG

aparentam estar bem ajustadas.

Figura 11 — Envelope simulado para os residuos quantilicos dos modelos ajustados
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Pelo excesso de zeros apresentado nos dados, e levando em consideracao tanto

a quantidade dos critérios AIC e BIC, além dos residuos, o modelo que melhor se ajusta

aos dados foi a PIG, sendo seguida pela PG. Entretanto, vimos que a PLG realmente

apresenta uma melhoria em comparagao ao modelo Poisson.
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7.2 Aplicagao IT - Vitimas de Homicidio

O banco de dados foi retirado do livro Categorical Data Analysis de Alan Agresti
(2002). O estudo consiste em uma pesquisa com 1308 individuos que responderam a seguinte
pergunta "Com o passar dos 12 meses, quantas pessoas vocé conhece pessoalmente que
foram vitimas de homicidio?"Os dados foram divididos entre pessoas que se identificaram
tendo como raga branca ou negra.

A Tabela 9, mostra como estao distribuidos os dados em funcao da raga do

individuo que participou da pesquisa.

Tabela 9 — Ntimero de vitimas conhecidas de homicidios no ano passado, por raga

Raca
Resposta Negro Branco
0 119 1070
1 16 60
2 12 14
3 7 4
4 3 0
5 2 0
6 0 1
Média 0,522 0,092

Variancia 1,150 0,155

Através da Tabela 9 é possivel visualizar a questao da superdispersao dos dados,
visto que em ambos os grupos, a variancia dos dados é maior do que a média. A evidéncia
disso pode ser refletida no fato da quantidade de respostas zero que o conjunto de dados
possui. A Tabela 10 apresenta a frequéncia estimada de vitimas conhecidas para cada

uma das distribuicoes.

Tabela 10 — Frequéncia estimada para as distribui¢des Poisson, PG, PIG e PLG

Poisson Poisson-Gama PIG PLG
Resposta Negros Brancos Negros Brancos Negros Brancos Negros Brancos
0 94,34 1047,74 117,94  1104,50 116,13  1069,66 124,59  1070,02
1 49,25 96,66 22,00 38,12 26,10 62,50 28,45 60,04
2 12,85 4,46 9,12 5,25 8,25 11,18 5,17 13,45
3 2,24 0,14 4,47 0,90 3,58 3,38 0,69 3,76
4 0,29 0,00 2,37 0,17 1,86 1,27 0,08 1,16
5 0,03 0,00 1,30 0,03 1,07 0,53 0,01 0,38
6 0,00 0,00 0,74 0,01 0,66 0,24 0,00 0,13
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Observa-se que ao estimar o nimero de pessoas da raca branca, a PLG chegou
mais proximo, enquanto ao estimar a frequéncia da raca negra a PG se aproxima mais.
Apesar de todas as distribui¢gdes conseguirem estimar bem as frequéncias de cada grupo,
tem-se que a distribuicao Poisson é que menos se assemelha, quando comparada com as

demais.
7.2.1 Modelagem dos dados

O autor Agresti (2002) sugere ajustar um modelo de primeira ordem, visto que
a variavel resposta estd em funcao apenas de uma covariavel dicotomica, com a fungao de
ligacao logaritmica. Assim, como estamos trabalhando com uma mesma funcao de ligacao

para todos os modelo, a equacao para o ajuste é dado como

log(pij) = Bo + Bii (7.1)

em que f;; corresponde ao i-ésimo sujeito da j-ésima raga, com i =1,...,1308 e j = 1, 2.

Propoe-se inicialmente um modelo Poisson, no qual a variavel resposta, o
nimero de pessoas assassinadas que o i-ésimo entrevistado da j-ésima raga conhecia
pessoalmente, denotado por Y;;, segue uma distribuicao de Poisson, isto é, Y;; ~ Pois(u;).
O ajuste apresentou medida Deviance igual a 844.71 com 1306 graus de liberdade, sendo
um indicativo de presenca de superdispersao, provavelmente pelo excesso de zeros que
observamos nos dados.

Em seguida, ajustou-se um o modelo Poisson-Gama e Poisson-Inversa Guassiana
para o conjunto de dados. O ajuste do modelo Poisson-Gama retornou uma Deviance
igual a 412.60 com 1306 graus de liberdade, que é praticamente a metade da medida
apresentado pelo ajuste da Poisson.

Outra alternativa é utilizar o modelo PLG proposto, em que a variavel resposta
segue uma distribuicao Poisson-Lindley generalizada. Como esta distribui¢cao nao possui
um fungao para o modelo pronta no R, fio utilizado a fungao optim() atraveés do método
SANN. Como valores iniciais para as estimativas de 3, utilizou-se os parametros das
distribui¢oes Poisson, PG e PIG. Para o parametro 6, avaliou-se uma grade de valores
possiveis.

As Tabelas 11, 12 e 13 apresentam, respectivamente, as estimativas obtidas

utilizando uma grade de valores para 6 e as estimativas dos outros modelos. A linha
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destacada em ambas as tabelas apresenta as estimativas que levaram aos menores valores

dos critérios AIC e BIC.

Tabela 11 — Estimativas dos parametros do modelo da PLG considerando como valores
iniciais os coeficientes do modelo Poisson

Oinicial 0 Bo 5’1 AIC BIC LogVerossimilhanga
2,1000 | 2,7024 -2,3023 1,4657 1013,0158  1023,3683 504,5079
2,2000 | 2,6805 -2,2841 1,4319 1013,0159  1023,3684 504,5080
2,4000 | 2,6829 -2,2857 1,4120 1013,0205  1023,3730 504,5102
2,5000 | 2,6903 -2,2938 1,4312 1012,9800  1023,3325 504,4900
2,6000 | 2,6538 -2,2663 1,4170 1013,0399  1023,3924 504,5199
2,7000 | 2,6964 -2,2982 14400 1012,9830  1023,3355 504,4915
2.8000 | 2,6775 -2,2871 1,4298 1012,9502 1023,3028 504,4751
2,9000 | 2,6697 -2,2784  1,4179 1012,9953 = 1023,3478 504,4976

Tabela 12 — Estimativas dos parametros do modelo da PLG considerando como valores
iniciais os coeficientes do modelo Poisson-Gama

Oinicial 0 BO /@1 AIC BIC LogVerossimilhanca
2,0000 | 2,6884 -2,2905 14739 1013,0880  1023,4405 504,5440
2,1000 | 2,6311 -2,2564 1,3993  1012,9962  1023,3487 504,4981
2,3000 | 2,6862 -2,2888  1,4248  1013,0028  1023,3553 504,5014
2,4000 | 2,6957 -2,2969 14230 1012,9990  1023,3515 504,4995
2,5000 | 2,6757 -2,2828 14137  1012,9907  1023,3432 504,4953
2,6000 | 2,6584 -2,2743 1,4207 1012,9576 1023,3102 504,4788
2,7000 | 2,7059 -2,2952 14517 1013,1058  1023,4583 504,5529
2,8000 | 2,6469 -2,2664 1,4021 1012,9729  1023,3254 504,4864
2,9000 | 2,6823 -2,2899 14621 1013,0053  1023,3578 504,5027

Tabela 13 — Estimativas dos parametros do modelo da PLG considerando como valores
iniciais os coeficientes do modelo Poisson-Inversa Gaussiana

Oinicial 0 ffo 51 AIC BIC LogVerossimilhanca
2,0000 | 2,7154 -23110 14505 1013,0188  1023,3713 504,5094
2,1000 | 2,6492 -2,2661 14069 1012,9967  1023,3492 504,4984
2,2000 | 2,7148 -2,3111 14560 1013,0149  1023,3675 504,5075
2,3000 | 2,7312 -2,2928 14519 1013,3563  1023,7088 504,6782
2,4000 | 2,6615 -2,2726  1,4040 1013,0081  1023,3606 504,5041
2,6000 | 2,6731 -2,2833 1,4453 1012,9825 1023,3350 504,4912
2,7000 | 2,6635 -2,2756  1,3820  1013,0271  1023,3796 504,5135
2,8000 | 2,6518 -2,2688  1,3943  1012,9850  1023,3375 504,4925
2,9000 | 2,7019 -2,3005 14582 1013,0189  1023,3714 504,5095
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Levando em conta os trés melhores modelos PLG selecionados, escolheu-se como
modelo final para a PLG o que apresentasse menor medida de qualidade de ajustamento,
o AIC e BIC. Com isso, na Tabela 14 tém-se as estimativas, erros padrao associado a cada
um dos parametros dos modelos Poisson, PG, PIG e PLG.

Tabela 14 — Estimativas e erros padrao dos ajustes para o nimero de vitimas conhecidas
de homicidios

Parametros Poisson PG PIG PLG

Intercepto —2,3832 **k 2 3832 *H*k D 3943 kK 2 287] HH*
(0,0971) (0,1172) (0,1221) (0,0484)

51 1,7331 *** 1,7331 *** 1 8287 **k 1, 4298 ***
(0,1466) (0,2385) (0,2519) (0,1389)

0 2,6775

a/o 0,2023 1,8662

Como estamos trabalhando com covariaveis dicotomicas, assumimos que o [3;
esta relacionado a raga negra tendo como base a racga branca, ou seja, estamos verificado se
existe diferenga entre eles. Como em todos os modelos, 3 deu significativo, isso implica que
existe uma diferenga no nimero de casos que o individuo sendo negro teve um conhecido
assassinado com um individuo que se denomina na raga branca.

A Tabela 15, retorna um resumo dos critérios Akaike (AIC) e Bayesiano (BIC)
para cada um dos ajustes.

Tabela 15 — Critérios AIC e BIC para cada modelo ajustado ao conjunto das vitimas de
homicidios

Critérios Poisson PG PIG PLG

AIC 1121,99 1001,80 1006,54 1012,95
BIC 113234 1017,32 1022,07 1023,30

Através do grafico worm plot pode-se averiguar quao bem um modelo se ajusta
aos dados, além de permitir uma comparagao com diferentes modelos. Essa analise é feita
com os residuos quantilicos de cada modelo. A Figura 12 ilustra o comportamento dos
residuos quantilicos para cada modelo que foi ajustado.

O esperado ¢ que os residuos estejam distribuidos em torno da linha horizontal.
Nota-se que os residuos do modelo Poisson é que menos estd se adequando. Visto que a
maioria de seus valores estao abaixo da linha horizontal, e em algum momento, seus residuos

tendem a subir verticalmente. Por outro lado, o modelo Poisson-Gama aparenta ser o mais



Figura 12 — Worm plot para os residuos quantilicos
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adequado, visto que os residuos estao mais comportados em torno da linha horizontal. Os

residuos da PLG e PIG nao aparentam estar mal comportados, em comparagao com os

residuos da Poisson.

Assim, considerando as medidas de qualidade e o comportamento dos residuos

quantilicos, tém-se que a PG, PIG e PLG possuem uma melhor alternativa para dados de

contagem com excesso de zeros, quando comparadas com a Poisson, sendo a Poisson-Gama

a que melhor esta se adequando ao conjunto de dados, neste caso.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

O proposito deste trabalho foi apresentar alternativas para a analise de dados
de contagem com excesso de zero, por meio de distribui¢oes compostas para os modelos
em dois estagios, que tem como base a distribui¢do de Poisson. Comparou-se os resultados
obtidos das distribui¢oes PG, PIG e PLG, de forma a verificar se realmente ha uma melhora
nos ajustes quando comparada com a distribuicao de Poisson. Além disso, realizou-se
uma analise dos residuos para cada distribuicao, tendo como foco implementar um codigo
no software R, de forma que retornasse os residuos e os graficos, respectivamente, para a
distribuicao PLG, visto que esta nao possui implementacao pronta.

Nas aplicagoes verificamos que o modelo Poisson-Gama e Poisson-Inversa
Gaussiana apresentaram melhores valores nos critérios AIC e BIC, além de um bom
comportamento quando analisado os residuos. Entretanto, a PLG também apresentou um
otimo valor nos critérios de informagao e comportamente quando comparada com o ajuste
de Poisson.

Assim, apesar do modelo PLG néao ser totalmente estavel, por depender de
valores iniciais para estimacao de seus parametros, e variar de acordo com o valor inicial,
ele acaba sendo um modelo simples quando comparado com algumas outras alternativas
de misturas para dados com excesso de zeros, podendo servir como alternativa para a
distribuicao de Poisson quando trabalhado com dados com superdispersao.

Em pesquisas realizadas sobre o tema, notou-se a escassez de estudos na area
computacional e nas técnicas de diagnésticos para a Poisson-Lindley Generalizada. Assim,
alguns temas que podem ser desenvolvidos em trabalhos futuros seria complementar a
parte de diagnéstico com a elaboragao de técnicas para deteccao de outliers e pontos
influentes, com sua implementacao no software R. Além disso, existe a simplificacao da
PLG para um parametro, chamada Poisson-Lindley, que poderia ser uma alternativa na
estimacgao para dados de contagem com excesso de zeros. Entretanto, ndao se encontra na

literatura nenhuma exemplo da sua forma de modelo e estimacao computacional.
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APENDICE A - CODIGO UTILIZADO NAS APLICACOES

######## Log-verossimilhan a PLG
L=function(y,x,par){
k<-length (par)
theta<-par [1]
beta<-as.matrix(par[2:k])
ee = function(aux){
sol = TRUE
for(i in 1:length(aux)){
if (sol & aux[il){
} elseq
sol = FALSE

}
return(sol)
}
if (theta>0){
al=(exp (x%*)beta)*theta*(theta+1)-1)/(theta+1)
if (ee(al>0) & max(al)<100){
A=sum(log(gamma (y+al))-(log(factorial (y))+log(gamma
(1+al)))+
(al+1)*log(theta)-(y+al+2)*xlog(theta+1)+log ((
al*x(theta+1)+y+al)))
return (A)
Yelsed{
return (-Inf)
}
Yelsed{

return (-Inf)
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# -logverossimilhanca
Lest<-function (par){

return(-L(y,x,par))

HHHHHHTH Dados
abelhas = read.table(choose.files (), header = TRUE) #Banco
de dados

abelhas = data.frame (abelhas)

colnames (abelhas) = c("Horas", "y") #Titulo das colunas
attach (abelhas)

head (abelhas)

table (y) #Frequencia
summary (y) #Descritiva da distribuicao dos dados
var (y) #Variabilidade
7|plot (table(y), type = "h", ylab = "Frequencia", xlab = "

N mero de abelhas")
plot(y ~ Horas, data = abelhas, pch = 16, xlab = "Horas",

ylab = "Numero de abelhas coletando polens")

H#####H# Modelos HH##HH#AHHHEH

HUE#HARHARSHAHHAHH RS HAHHAHHAH##H#HE Poisson
modelo.po = glm(y ~ Horas + I(Horas~2) + I(Horas~3), family
= "poisson"(link = "log"))

summary (modelo.po)




coef .po = coefficients(modelo.po)

HERHAHHAHHAHHAHHAHHAHHAH B AH####Y Poisson-Gama

library (MASS)

modelo.pg = glm.nb(y ~ Horas + I(Horas~2) + I(Horas~3),
link = log)
summary (modelo.pg)

coef.pg = coefficients(modelo.pg)

HERHARSHASHEHHAHHAHHAHHAH#AH####E Poisson-Inversa Gaussiana

library (gamlss)

modelo.pig = gamlss(y ~ Horas + I(Horas”2) + I(Horas~3),
data = abelhas, family = PIG(mu.link = "log"), trace =
FALSE) #Global Deviance: -2xloglik

summary (modelo.pig)

coef .pig = coefficients(modelo.pig)

HufHHSHASHAR B AR HA SRS RS U R H U #H#H Poisson-Lindley

Generalizada

x = model .matrix(modelo.pg)
TIH# - Poisson

i=1.5

j =1

n = length(y)

p = ncol(x)

matplg.po = matrix (0, ncol = 9, length(seq(1.5,3,by=0.1))
-1)
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7

colnames (matplg.po) = c("Valor inicial", "Theta Estimado",

"Beta_O", "Beta_1", "Beta_2", "Beta_3", "AIC",

LogVerossimilhanca")

while (i <= 3){

e3 = optim(c(i,coef.po),Lest,method = "SANN")
predito = exp(x%*%e3$par[2:5])

AICplg = -2xL(y,x,e38par)+2%p

BICplg = -2xL(y,x,e3$par)+log(n)*p

Logvero = Lest(e3$par)

matplg.pol[j,1] = 1
matplg.po[j,2:6] = unlist(e3$par)

matplg.pol[j,7] = AICplg
matplg.pol[j,8] = BICplg
matplg.pol[j,9] = Logvero
jo= g+
i = i+0.1

}

# - Poisson-Gama

i=1

j=1

n = length(y)
p = ncol(x)

IIBICII s

matplg.pg = matrix (0, ncol = 9, length(seq(1,3,by=0.1))-4)

colnames (matplg.pg) = c("Valor inicial", "Theta Estimado",

"Beta_0O", "Beta_1", "Beta_2", "Beta_3","AIC",

LogVerossimilhanca")

IIBICII R
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while (i<=2.7){
e3=optim(c(i,coef.pg),Lest ,method="SANN")
predito=exp (x%*%e3$par [2:5])
AICplg=-2*L(y,x,e3%par)+2x*p
BICplg=-2*L(y,x,e3$par)+log(n)*p

Logvero = Lest(e3$par)

matplg.pglj,1] = 1
matplg.pglj,2:6] = unlist(e3$par)

matplg.pglj,7] = AICplg
matplg.pglj,8] = BICplg
matplg.pglj,9] = Logvero
jo= g+t
i = 1+40.1
+
# ------——-- Poisson-Inversa Guassiana
i=1.6
j=1

n = length(y)
p = ncol(x)

matplg.pig = matrix(0, ncol = 9, length(seq(1.6,1.8,by

=0.01))-1)
colnames (matplg.pig) = c("Valor inicial", "Theta Estimado",
llBeta Oll HBeta 1” |lBeta 2" llBeta 3" ||AIC|| IIBIC" n

LogVerossimilhanca")

while(i <= 1.8){
e3 = optim(c(i,coef.pig),Lest,method = "SANN")

predito = exp(x%*%e3$par[2:5])
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AICplg

-2xL(y,x,e38par) +2*p

BICplg -2xL(y,x,e38par)+log(n) *p

Logvero = Lest(e3$par)

matplg.piglj,1] = i
matplg.piglj,2:6] = unlist(e3$par)

matplg.piglj,7] = AICplg
matplg.piglj,8] = BICplg
matplg.piglj,9] = Logvero
j =g+
i =1+40.01
}
# - Modelo Poisson-Lindley Generalizada

#Selecionando com melhor AIC/BIC

7|plg.po = matplg.pol[which.min(apply(cbind(matplg.pol,7],

matplg.po[,81), 1, sum)),]

plg.pg = matplg.pglwhich.min(apply(cbind(matplg.pgl,7],
matplg.pgl,8]), 1, sum)),]

plg.pig = matplg.piglwhich.min(apply (cbind(matplg.pigl,7],
matplg.pigl,81), 1, sum)),]

m.plg = matrix(c(plg.po,plg.pg,plg.pig), nrow = 3, byrow =

TRUE)
colnames(m.plg) = c("Valor inicial", "Theta Estimado", "
Beta 0", "Beta_1", "Beta_2", "Beta_3", "AIC", "BIC", "

LogVerossimilhanca")

final.plg = m.plgl[which.min(apply(cbind(m.plg[,7],m.plg
[,8]); 1, Sum))’]
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coef .plg = c(unlist(final.plg([2:6])) #Estimativas

7|predito.plg = exp(x%*%coef.plg[2:5]) #Valores estimados

dseg = function(y,x,par){
k = length(par)
theta = par[1]
beta = par[2:k]

al = (exp(xh*V%beta)*thetax(theta+1l)-1)/(theta+1)

vdc exp (xh*%beta)

res sum(theta*vdc*(vdc*theta*xtrigamma (y+al)+digamma (y+
al)+vdc*theta*xtrigamma (1+al)
+digamma (1+al)-log(theta/(theta+1))+((
theta+1) *(theta+2) *(y*(theta+1) —(
theta+2)))/
((vdcxtheta*x(theta+1l) -1) *x(theta+2) +y
*(theta+1)) ~2) ) * (£ (x) %*%x)

return(res)

## sabemos que hat(beta) ~ N(beta,invertida)

n = 36

inform = (1/n)*dseg(y,x,coef.plg);inform # matriz de
informacao

invertida = ginv(inform);invertida # inverso da matrz de

informacao

epb0 = sqrt(invertida[1,1]);epb0 # erro padrao betal
epbl = sqrt(invertida([2,2]);epbl # erro padrao betal
epb2 = sqrt(invertida[3,3]) ;epb2 # erro padrao beta2
epb3 = sqrt(invertida([4,4]);epb3 # erro padrao beta3
tOcal = coef.plg[2]/epb0;t0cal # estatistica t calculada
tlcal = coef.plgl[3]/epbl;tical
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193

194

195

201

209

t2cal

coef .plg[4]

t3cal coef .plg[5]
p0 = pt(abs(tOcal),

associado

pl = pt(abs(tlical),
p2 = pt(abs(t2cal),
p3 = pt(abs(t3cal),

#E###H## Gr fico

81

/epb2;t2cal
/epb3;t3cal

n-1,lower.tail = F);p0 # valor-p

n-1,lower.tail = F);pl
n-1,lower.tail = F);p2

n-1,lower.tail = F);p3

plot(y ~ Horas, abelhas, pch=16, ylim = c(0,60), xlab="

Horas", ylab="Numero de abelhas coletando polen")

lines(spline (Horas,

fitted.values(modelo.po), n=201), pch

16, col = 2, lwd = 2)

lines (spline (Horas,

fitted.values (modelo.pg), n=201), pch

16, col = 3, 1lwd = 2)

lines(spline (Horas,

fitted.values(modelo.pig), n=201), pch

= 16, col = 6, lwd = 2)

lines (spline (Horas,

5,1lwd = 2)

predito.plg, n = 201), pch = 16, col =

legend (14.5, 50, c("Poisson","PG","PIG","PLG"), 1ty = c

(1,1,1), 1lwd = ¢

####### AIC/BIC

(2,2,2), col = c(2,3,6,5))

AIC.geral = data.frame(cbind(modelo.po$aic, modelo.pglaic,

modelo.pig$aic,
colnames (AIC.geral)
u)

final .pl([7], final.plgl7]))
= c("Poisson", "PG", "PIG", "PL", "PLG

BIC.geral = data.frame(cbind(BIC(modelo.po), BIC(modelo.pg)

, BIC(modelo.pig
colnames (BIC.geral)
||)

), final.pl[8], final.plgl[8]))
= c("Poisson", "PG", "PIG", "PL", "PLG
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AICBIC.geral = rbind(AIC.geral, BIC.geral)

####### Valores Estimados e Variancia
# - Poisson
predito.po = exp(x¥%*%coef.po)

var.po = exp(x%*%coef.po)

# - Poisson-Gama

predito.pg = exp(x%*%coef.pg)

var.pg = ((exp(x%*%coef.pg)~2)/modelo.pg$theta) + exp(xlh*x%
coef .pg)

# —————————- Poisson-Inversa Gaussiana
predito.pig = exp(x¥%*x%coef.pig)
var.pig = ((exp(x¥%*%coef.pig)~3)/modelo.pig$sigma.

coefficients) + exp(xh*hcoef.pig)

# ——- Poisson Lindley Generalizada

predito.plg

alpha = (exp(x%*%coef.plgl[2:5])*coef.plgll]l*(coef.plgll1]+1)
-1)/(coef.plg[1]+1)

var.plg = exp(x%*%coef.plgl[2:5]) + (((alpha+1l)*(alpha*(coef
.plg[1]1+1)+2))/(coef.plg[1]~2*x(coef.plg[1]+1))) - exp(x
hxhcoef .plg[2:5]) 72

#u######## Residuos de pearson padronizado
library (gdata)

library (expm)

n = length(y)
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# - Poisson

w.po = diag(unmatrix(exp(x%*%coef.po)), n) #Matriz de pesos

#modelo.po$weights = diag(w.po)

h.po = sqrtm(w.po) %*x%xh*hsolve (t (x)%*hw.po%*x%hx)h*xht(x)%*%
sqrtm(w.po) #Matriz de projecao

h.po = diag(h.po) #diagonal (leverage)

pearsonPond.po = (y - predito.po)/sqrt(var.po*(1-h.po))

#rstandard (modelo.po, type = 'pearson')

# -—----———- Poisson-Gama

w.pg = diag(unmatrix((modelo.pg$theta*exp(x%*lcoef.pg))/(
exp (x%*%coef .pg)+modelo.pgPtheta)), n)

#modelo.pg$weights = diag(w.pg)

h.pg = sqrtm(w.pg) %*xhxlh*hsolve (t (x)%*xhw.pgh*hx) h*xht (x)%h*%
sqrtm (w.pg)

h.pg = diag(h.pg)

pearsonPond.pg = (y - predito.pg)/sqrt(var.pg*(1-h.pg))

256 | #rstandard (modelo.pg, type = 'pearson')

R H# —mmm————— Poisson-Inversa Gaussiana

w.pig = diag(unmatrix ((exp(x’%*%coef.pig)*modelo.pig$sigma.
coefficients)/((exp(xh*hcoef.pig) ~2)+modelo.pig$sigma.

coefficients)), n)

h.pig = sqrtm(w.pig) hx%xh*lhsolve (t(x)%*%hw.pigh*%hx) %h*xlht(x)
hxhsqrtm(w.pig)

>|h.pig = diag(h.pig)

pearsonPond.pig = (y - predito.pig)/sqrt(var.pig*(1-h.pig))
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# - Poisson-Lindley Generalizada
alpha
mi = predito.plg

theta = coef.plgl1]

w.plg = diag(unmatrix ((mi*(theta~2)*(theta+1)*(1-mi) + (
alpha+1) *(alpha*(theta+1)+2))/((mi~2)*(theta”™2) *(theta
+1))))

h.plg = sqrtm(w.plg) %x%x%*lhsolve (t(x)%*%hw.plgh*%hx) %hxlt(x)
h*xhsqrtm(w.plg)

h.plg = diag(h.plg)

pearsonPond.plg = (y - predito.plg)/sqrt(var.plg*(1-h.plg))

7| #E##H##### Residuos componente da deviance padronizado

= length (y)
x = model .matrix(modelo.pg)
# - Poisson

for(i in 1:n){

logl.pol[i] = -exp(x[i,]l%*%coef.po) + yl[ilx(x[i,]%*%coef.
po) - log(factorial(y[il)) #"Normal"
i=i+1

logl2.po = c()
for(i in 1:n){
logl2.pol[i] = y[il*try(log(yl[il), T) - y[i]l - log(
factorial(yl[i])) #Saturado

i = 1i+1
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i=0
devi.po = c()
for(i in 1:n){
if (i < 9
devi.po[i]l = -2*(logl.pol[il)
Yelsed
if (1 > 34){

devi.po[i] -2x(logl.pol[i])

}else{

devi.po[i] -2x(logl.pol[il-1logl2.po[i])

i = 1i+1

dev.po = c(sign(y-predito.po)*sqrt(devi.po)) #residuos
deviance

#residuals(modelo.po, "deviance")

devPadro.po = dev.po/sqrt(l1-h.po) #deviance padronizado

#rstandard(modelo.po,type="'deviance ')

# ————-—————- Poisson-Gama

k = modelo.pg$theta

logl.pg = log(gamma(k+y)/(gamma(y+1)*gamma(k))) + y*log(exp
(x%*hcoef .pg)) + kxlog(k) - (y+k)*log(exp(x¥%*lcoef.pg)+k

) #Verossimilhanca

logl2.pg = log(gamma(k+y)/(gamma(y+1) *gamma(k))) + y*xlog(y)
+ k*log(k) - (y+k)x*log(y+k) #Verossimilhanca Saturada
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i=0
devi.pg = c()
for(i in 1:n){
if (1 < 91
devi.pgli]l = -2x(logl.pglil)
Yelsed{
if (i > 34){

devi.pgli]l = -2%(logl.pglil)
Yelsed{
devi.pgli]l = -2%(logl.pglil-logl2.pglil)
}
}
i = 1i+1

7|dev.pg = c(sign(y-predito.pg)*sqrt(devi.pg))

#residuals(modelo.pg, type = "deviance")

devPadro.pg = dev.pg/sqrt(l-h.pg)

#rstandard(modelo.pg,type="'deviance ')

# - —————-—-- Poisson-Inversa Gaussiana
library (actuar)

library (Bessel)

;| phi = modelo.pig$sigma.coefficients

logl.pig = (phi/exp(x%x%coef.pig)) + 1/2x(log(2*phi)-log(

exp (xh*hcoef .pig))) + 1/2%(y-1/2)*(log(phi)-log(2*x(1+phi
/ (2xexp (x¥%*%coef .pig)~2)))) + log(besselK(sqrt (2*phix*(1+
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phi/ (2xexp (x%*Y%coef .pig) ~2))),y-1/2)) - log(factorial(y)
)

logl2.pig = (phi/y) + 1/2x(log(2*xphi)-log(y)) + 1/2%x(y-1/2)
*(log(phi)-log (2% (1+phi/(2%xy~2)))) + log(besselK(sqrt (2%
phi*(1+phi/(2*xy~2))),y-1/2)) - log(factorial(y))

i=0
devi.pig = c(Q)
for(i in 1:n){
if(i < 9){
devi.pigli] = -2*(logl.piglil)
Yelsed
if (i > 34)1

devi.piglil -2%(logl.piglil)

}else{

devi.piglil -2x(logl.piglil-logl2.piglil)

dev.pig = c(sign(y-predito.pig)*sqrt(abs(devi.pig)))

devPadro.pig = dev.pg/sqrt(l-h.pig)

IR e Poisson-Lindley Generalizada

predito.plg

theta coef .plg([1]

al = (predito.plg*theta*(theta+1)-1)/(theta+1l)
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logl.plg = log(gamma(y+al)) - (log(factorial(y)) + log(
gamma (1+al))) + (al+1)x*log(theta) -

(y+al+2) *log(theta+l) + log((al*x(theta+l) + y + al))

al2 = (y*theta*(theta+1)-1)/(theta+l)
logl2.plg = log(gamma(y+al2)) - (log(factorial(y)) + log(
gamma (1+al2))) + (al2+1)*log(theta) -

(y+al2+2)*log(theta+l) + log((al2*(theta+l) + y + al2))

i=0
devi.plg = c()
for(i in 1:n){
if (i < 9){
devi.plgl[i] = -2*(logl.plglil)
Yelsed{
if (1 > 34)1

devi.plglil = -2*(logl.plglil)
telsed
devi.plgl[i]l = -2*(logl.plglil-logl2.plglil)
}
}
i = i+1
}

dev.plg = c(sign(y-predito.plg)*sqrt(abs(devi.plg)))

devPadro.plg = dev.plg/sqrt(l1-h.plg)

######## Envelope simulados (pearson padronizado)

library (gdata)

library (expm)
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# ————————-- Poisson

n = length(y)

observacoes = matrix(0, ncol = 36, nrow = 99)

residuos = matrix(0, ncol = 99, nrow = 36)

#gerando valores de y assumindo que o modelo esta correto
set.seed (123)
for(i in 1:99){

observacoes[i,] = rpois (36, fitted(modelo.po))

i=1i+1

#tresiduos para os valores de y gerado
for(i in 1:99){

a = observacoes[i,]

modelo = glm(a ~ Horas + I(Horas"2) + I(Horas~3), family

= "poisson"(link = "log"))

predito.po = exp(x%*lcoefficients (modelo))

var.po = exp(x%*hcoefficients (modelo))

w.po = diag(unmatrix (exp(x%*%coefficients (modelo))), n)

h.po sqrtm (w.po) %h*xhxh*xhsolve (£t (x) h*xhw.poh*hx) hxht (x) %h*h

sqrtm (w.po)
h.po = diag(h.po)

pearsonPond.po = (a - predito.po)/sqrt(var.po*x(1-h.po))

residuos[,i] = sort(pearsonPond.po)




146

447

448

149

458

i = 1i+1

90

#selecionando o menor e o maior de cada linha

minEmax = matrix(0, ncol = 2, nrow = 36)

for(i in 1:36){

minEmax [i,1] min(residuos([i,])

minEmax [i, 2] max (residuos[i,])

i=1i+1

}

n = 36

i=1:36

plot (qnorm((i-3/8)/(n+1/4)), minEmax[,1],
= ¢c(-3,7.5), ylab = "Residuos", xlab =
")

lines (qnorm((i-3/8)/(n+1/4)), minEmax[,2],

type = "1", ylim

"Quantil teorico

type = ||1||)

lines (qnorm((i-3/8)/(n+1/4)), rowMeans(minEmax), 1ty = 3) #

plot (minEmax[,2], type = "1", ylim = c(

-3,4.5), add = T)

points (qnorm((i-3/8)/(n+1/4)), sort(rstandard(modelo.po,

type ="pearson")), cex = 0.5, pch = 16)

library (hnp)

hnp(modelo.po, resid.type = "pearson", halfnormal = F, pch
= 16, xlab = "Quantil teorico", ylab = "Residuos", print
= T)

# ———— - Poisson-Gama

hnp (modelo.pg, resid.type = "pearson", halfnormal = F, pch

= 16, xlab = "Quantil te rico", ylab =

"Residuos",
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print = T)
# —————————- Poisson-Lindley Generalizada
observacoes = matrix(0, ncol = 36, nrow = 99)
residuos = matrix(0, ncol = 99, nrow = 36)

#gerando valores de y considerando a funcao acumulada da
PLG
set.seed (123)
for(i in 1:99){
p = (coef.plgll])/(1l+coef.plgll])
alfa = (exp(x%*%coef.plgl[2:5])*coef.plgl[l]l*(coef.plg
[1]1+1) -1)/(coef .plg[1]+1)
observacoes[i,] = coef.plgl[1]/(1+coef.plg[1])*rnbinom (36,
alfa, p) + 1/(1+coef.plgll])*rnbinom (36, alfa + 1, p)

for(k in 1:99){

a = observacoes [k,]
i =1
j =1

n = length(a)

p = ncol(x)

matplg.pg = matrix (0, ncol = 9, length(seq(1,3,by=0.1))
-4)

colnames (matplg.pg) = c("Valor inicial", "Theta Estimado
", "Beta_O", "Beta_1", "Beta_2", "Beta_3", "AIC", "BIC

", "LogVerossimilhanca")
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while (i<=2.7){
e3=optim(c(i,coefficients(modelo.pg)),Lest ,method="SANN
")
AICplg =-2xL(a,x,e3$par)+2*p
BICplg =-2*L(a,x,e3%par)+log(n)*p

Logvero = Lest(e3$par)

matplg.pglj,1] = i
matplg.pglj,2:6] = unlist(e3$par)

matplg.pglj,7] = AICplg
matplg.pglj,8] = BICplg
matplg.pglj,9] = Logvero

j= 3+
i+0.1

-
I

plg.pg = matplg.pglwhich.min(apply(cbind(matplg.pgl,7],
matplg.pgl,8]), 1, sum)),]
final.plg = plg.pg

coef .plg.obs = c(unlist(final.plg([2:6])) #Estimativas
predito.plg.obs = exp(x¥%*%coef.plg.obs[2:5]) #Valores

estimados

alpha.obs = (exp(x¥%*%coef.plg.obs[2:5])*coef.plg.obs[1]*(
coef .plg.obs[1]1+1)-1)/(coef.plg.obs [1]+1)

var .plg.obs = exp(xk%*%coef.plg.obs[2:5]) + (((alpha.obs
+1)*(alpha.obs*(coef.plg.obs[1]+1)+2))/(coef.plg.obs
[1]72x(coef.plg.obs[1]+1))) - exp(x%*lcoef.plg.obs
[2:5]) "2
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= predito.plg.obs

theta = coef.plg.obs[1]

w.plg

diag (unmatrix ((mi*(theta~2) *(theta+1)*(1-mi) + (
alpha.obs+1)*(alpha.obs*(theta+1)+2))/((mi~2)*(theta
“2)x(theta+1))))

h.plg = sqrtm(w.plg) %*x%x%*hsolve (t(x)%*%hw.plgh*%x) %h*xlht(x)

h*xhsqrtm(w.plg)

h.plg = diag(h.plg)

pearsonPond.plg.obs = (a - predito.plg.obs)/sqrt(var.plg.

obs*(1-h.plg))

residuos[,k] = sort(pearsonPond.plg.obs)
k = k+1

+

minEmax = matrix (0, ncol = 2, nrow = 36)

for(i in 1:36)1

minEmax [i,1]

minEmax [i, 2]

n

i =

min(residuos [i,])

max (residuos [i,])

36

1:

36

plot (qnorm((i-3/8)/(n+1/4)), minEmax[,1], type = "1", ylim

c(-5,9), ylab = "Residuos", xlab = "Quantil teorico")
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lines(qnorm((i-3/8)/(n+1/4)), minEmax[,2], type = "1")
lines(qnorm((i-3/8)/(n+1/4)), rowMeans (minEmax), lty = 3) #
plot (minEmax[,2], type = "1", ylim = c(-3,4.5), add = T)
points (qnorm ((i-3/8)/(n+1/4)), sort(pearsonPond.plg), cex =
0.5, pch = 16)

# ————————--- Poisson-Inversa Gaussiana
library (gamlss)

library (actuar)

n = length(y)

modelo.pig = gamlss(y ~ Horas + I(Horas~2) + I(Horas~3),

data = abelhas, family = PIG(mu.link = "log"), trace =
FALSE) #Global Deviance: -2xloglik

x = model .matrix(modelo.pig)
observacoes = matrix(0, ncol = 36, nrow = 19)
residuos = matrix(0, ncol = 19, nrow = 36)

set.seed (51)
for(i in 1:19){
observacoes[i,] = rpoisinvgauss (36, fitted(modelo.pig),
modelo.pig$sigma.coefficients)

i=1+1

for(i in 1:19){

a = observacoes[i,]
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modelo = gamlss(a ~ Horas + I(Horas”2) + I(Horas~3), data

= abelhas, family = PIG(mu.link = "log"), trace =

FALSE)

predito.pig.obs = exp(x¥%*/coefficients(modelo))

var .pig.obs = ((exp(x%*lcoefficients (modelo))~3)/
modelo$sigma.coefficients) + exp(x%*licoefficients(

modelo))

w.pig = diag(unmatrix ((exp(xh*hcoefficients (modelo))x*

modelo$sigma.coefficients)/((exp(x¥%*licoefficients(

modelo)) "2)+modelo$sigma.coefficients)), n)

h.pig = sqrtm(w.pig)h*x%hxh*hsolve (t(x)%h*x%hw.pigh*hx) h*xht (x)

hxhsqrtm(w.pig)

h.pig = diag(h.pig)

pearsonPond.pig.obs = (a - predito.pig.obs)/sqrt(var.pig.

obs*(1-h.pig))

residuos[,i] = sort(pearsonPond.pig.obs)

i=1i+1

minEmax = matrix (0, ncol = 2, nrow = 36)

for(i in 1:36){
minEmax[i,1] = min(residuos[i,])

minEmax[i,2] = max(residuos[i,])
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n = 36

i=1:36

plot (qnorm((i-3/8)/(n+1/4)), minEmax[,1], type = "1", ylim
= c(-2,2), ylab = "Residuos", xlab = "Quantil teorico")

lines (qnorm((i-3/8)/(n+1/4)), minEmax[,2], type = "1")

lines (qnorm((i-3/8)/(n+1/4)), rowMeans(minEmax), 1ty = 3) #

plot (minEmax[,2], type = "1", ylim = c¢(-3,4.5), add = T)

points (qnorm((i-3/8)/(n+1/4)), sort(pearsonPond.pig), cex =
0.5, pch = 16)

HHnu#f####### Gr fico - Residuo quantilico

library(statmod)

# ———— - Poisson

Acumu.po = ppois(y-1, predito.po)

Prob.po = dpois(y, predito.po)

quantilico.po = qnorm(Acumu.po + runif (36)*Prob.po)
wp(resid = quantilico.po)

#wp(resid = qresiduals(modelo.po))

# ———— - Poisson-Gama

Acumu.pg = pnbinom(y-1, size = modelo.pg$theta, prob =
modelo.pg$theta/(modelo.pg$thetat+predito.pg))

Prob.pg = dnbinom(y, size = modelo.pg$theta, prob = modelo.
pg$theta/(modelo.pg$theta+predito.pg))

quantilico.pg = qnorm(Acumu.pg + runif (36)*Prob.pg)

wp(resid = quantilico.pg)

#wp(resid = qresiduals(modelo.pg))

# ———-—-—————- Poisson-Inversa Gaussiana
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wp (gamlss(y ~ Horas + I(Horas”2) + I(Horas~3), data =
abelhas, family = PIG(mu.link = "log"), trace = FALSE))

# -—----——-- Poisson-Lindley Generalizada

p = (coef.plgl[1l])/(1l+coef.plgll])

Acumu.plg = (coef.plgl[1]/(1+coef.plg[1]))*pnbinom(y-1,
alpha, p) + (1/(1l+coef.plgl[l]))*pnbinom(y-1, alpha + 1,
p)

Prob.plg = (coef.plgl[1]/(1+coef.plg[1]))*dnbinom(y, alpha,
p) + (1/(1+coef.plg[1]))*dnbinom(y, alpha + 1, p)

quantilico.plg = qnorm(Acumu.plg + runif (36)*Prob.plg)

wp(resid = quantilico.plg)

Hu##H######### Frequencia
abelhas2 = abelhas
abelhas = abelhas$y

media = mean(abelhas)

variancia = var (abelhas)

table.abelhas = as.numeric(paste(data.frame(table(abelhas))
[,11))

n = length(table.abelhas) #Number of abelhas

=
Il

length(abelhas) #Total number of abelhas

lambE = mean(abelhas)




644

645

646

647

655

656

657

658

659

660

661

666

667

668

669

670

671

E = matrix (0, ncol = 2, nrow = n)

E[,1]

table.abelhas

E[,2]

round (dpois (table.abelhas, lambE)*N, 3)

casas decimais

P = data.frame (E)

colnames (P) = c("X","Freq"); P

library (MASS)

rE = fitdistr (abelhas,"Negative Binomial", method
-Mead") [[1]1][1]

rE

array (as.numeric (unlist (rE)))

pE N*rE/(N*rE+sum(abelhas))

E = matrix (0, ncol = 2, nrow = n)

E[,1]

table.abelhas

E[,2] round (dnbinom(table.abelhas, rE, pE)x*N,3)
BN = data.frame (E)
colnames (BN) = c("X","Freq"); BN

t - ———f—————————— Poisson-Inversa Gaussiana
library (actuar)

library (Bessel)

11 = function(x,par){
X = abelhas

phi = par[1]

98

#round:

"Nelder
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R = sum((phi/media) + 1/2*x(log(2*phi)-log(media)) +
1/2*%(x-1/2) *(log(phi)-log (2*x(1+phi/(2*media~2)))) +
log(besselK(sqrt (2*xphi*(1+phi/(2*media~2))) ,x-1/2)) -

log(factorial(x)))

mu.start = c(0.1) #c(0.01)

out2 <- nlm(ll, mu.start,x = abelhas)

phi = array(as.numeric(unlist (out2))) [2]

dpoisinvgauss(table.abelhas, media, phi, log = FALSE)x*N

E = matrix(0, ncol = 2, nrow = n)

E[,1] table.abelhas

E[,2]

round (dpoisinvgauss (table.abelhas, media, phi, log

= FALSE)*N,3)

PIG = data.frame (E)
colnames (PIG) = c("X","Freq"); PIG

# ——————- Poisson Lindley Generalizada ----------
logvero = function(x,par){

X = abelhas

n =N

a = par[1]

b = par[2]

t = par[3]

R = suppressWarnings (sum(log(t~(a+1)*(t+1) "bxgamma (b) *
gamma (x+a)+t"b*x(t+1) "a*gamma (a) *gamma (x+b))) - sum(log

(factorial(x))) - (sum(x)+n)*log(t+1)
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- n*log(gamma(a)) - n*log(gamma(b))
- n*x(a+b)*log(t+1))

-R
+
mu.start = c(1,1,0.1) #c(1,0.01,0.01) #c(1,0.1,0.1)
out <- nlm(logvero, mu.start, x = abelhas)
y = table.abelhas+l

R =20

for (x in y){

a = array(as.numeric(unlist (out))) [2]
b = array(as.numeric(unlist (out))) [3]
t = array(as.numeric(unlist (out))) [4]

R{x] = (1/(factorial(x-1)*x(t+1) " ((x-1)+1)))*(((t/(t+1))"a
)*x((txgamma ((x-1)+a))/gamma(a))+((t/(t+1)) "b)*(gamma ((
x-1)+b) /gamma (b)) ) *N

R[is.na(R)] = 0
R = R[R != 0]

E = matrix (0, ncol = 2, nrow = n)
E[,1] = table.abelhas
7|E[,2] = round(R,3)

PGL = data.frame (E)
colnames (PGL) = c("X","Freq"); PGL

Obs = as.numeric(paste(data.frame(table(abelhas))[,2]))
Estimados.Geral = cbind(Abelhas=table.abelhas,0bs.= 0bs,

Poisson=P[,2] ,B.Negativa=BN[,2] ,PI.Gaussiana=PIG[,2],P.L
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.Generalizada=PGL
# - Grafic
abelhas
x = table.abelhas
Y = data.frame(table

101

[,21);

0 ————————— ===

Estimados . Geral

(abelhas)) [,2]

hist (abelhas, breaks = 1000, ylab = "Frequencia", xlab = "
Abelhas")

points(x, Y, pch = 16)

# -- Poisson

lines(x, P[,2], col = "red", lwd = 2)

# -- Binomial Negativa

lines(x, BN[,2], col = "darkorange", 1lwd = 2)

# -- Poisson Lindley Generalizada

lines(x,PGL[,2], col = "green", lwd = 2)

# -- Poisson-Inverso Gaussiano

lines(x,PIG[,2], col = "purple", lwd = 2)

legend (20, 8, legend=c("Poisson", "Binomial Negativa", "

Poisson-Inversa Gaussiana',

Generalizada"),

"Poisson Lindley

col=c("red", "darkorange", "purple" "green"), 1lty
=1, cex=0.8, 1lwd = 2)
# —— - Anderson Darling Teste ----———-—-—----
X = c(abelhas)
1 = tail(table(X), n=1)
x_eval = 0:37
# —-- Poisson
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ppois_stepfun <- stepfun(x = x_eval, y = c(0, ppois(q =
Xx_eval, lambda = lambE)))

T.P = dgof::cvm.test(x = X, y = ppois_stepfun, type = "A2")
# -- Poisson-Gama
pnbinom_stepfun <- stepfun(x = x_eval, y = c(0, pnbinom(q =

x_eval, size = rE, prob = pE)))

T.Bn = dgof::cvm.test(x = X, y pnbinom_stepfun, type ="

A2")

# -- Poisson-Inversa Gaussiana

ppinvgaus_stepfun <- stepfun(x = x_eval, y = c(O0,
ppoisinvgauss(q = x_eval, media, phi)))

T.PIG = dgof::cvm.test(x = X, y = ppinvgaus_stepfun, type =

||A2||)
# -- Poisson Lindley Generalizada
f = as.vector ("numeric")

for(i in 1:length(x_eval)){
y = i-1
f[i] = (1/(factorial (y)*x((t+1) " (y+1))))*(((t/(t+1)) a)*(t
xgamma (y+a)/gamma (a))+((t/(t+1))"b)*(1/gamma (b)) *gamma
(y+b))
}
cumsum (f)
pplindgener_stepfun <- stepfun(x = x_eval, y = c(0,cumsum(f
)))
T.Pgl = dgof::cvm.test(x = X, y = pplindgener_stepfun, type
= "A2")

Valor.p = cbind(P = array(as.numeric(unlist(T.P$p.value))),

PG = array(as.numeric(unlist(T.Bn$p.value))), PIG =




~
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array (as.numeric (unlist (T.PIG$p.value))),
PL = array(as.numeric(unlist(T.P1$p.value))
), PGL = array(as.numeric(unlist(T.Pgl$p

.value)))); Valor.p
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