X
&

UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA

CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE ESTATISTICA E MATEMATICA APLICADA
CURSO DE GRADUACAO EM MATEMATICA INDUSTRIAL

MARIA ALINE FREITAS BARRETO

UM ESTUDO SOBRE ANALISE DE EFICIENCIAS USANDO ANALISE
ENVOLTORIA DE DADOS SOB AMBIENTE DIFUSO

FORTALEZA
2020



MARIA ALINE FREITAS BARRETO

UM ESTUDO SOBRE ANALISE DE EFICIENCIAS USANDO ANALISE ENVOLTORIA DE
DADOS SOB AMBIENTE DIFUSO

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado ao
Curso de Graduagao em Matematica Industrial
do Centro de Ciéncias da Universidade Federal
do Ceard, como requisito final a obtencdo do
grau de bacharel em Matematica Industrial.

Orientador: Prof. Dr. Ricardo Coelho
Silva

Coorientador: Prof. Dr. Jalio Francisco
Barros Neto

FORTALEZA
2020



Dados Internacionais de Catal ogagéo na Publicacéo
Universidade Federal do Ceara
Biblioteca Universitaria
Gerada automaticamente pelo médulo Catal og, mediante os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

B263e Barreto, Maria Aline Freitas. i . ) )
UM ESTUDO SOBRE ANALISE DE EFICIENCIAS USANDO ANALISE ENVOLTORIA DE DADOS
SOB AMBIENTE DIFUSO / Maria Aline Freitas Barreto. — 2020.
67f.:il.

Trabalho de Conclusdo de Curso (graduagdo) — Universidade Federal do Ceard, Centro de Ciéncias,
Curso de Matemética Industrial, Fortaleza, 2020.

Orientagdo: Prof. Dr. Ricardo Coelho Silva.

Coorientagdo: Prof. Dr. Jilio Francisco Barros Neto.

1. DEA. 2. Fuzzy DEA. 3. Andlise de Eficiéncia. |. Titulo.
CDD 510




MARIA ALINE FREITAS BARRETO

UM ESTUDO SOBRE ANALISE DE EFICIENCIAS USANDO ANALISE ENVOLTORIA DE
DADOS SOB AMBIENTE DIFUSO

Trabalho de Conclusdo de Curso apresentado ao
Curso de Graduagdo em Matematica Industrial
do Centro de Ciéncias da Universidade Federal
do Ceard, como requisito final a obtenc¢do do
grau de bacharel em Matematica Industrial.

Aprovada em:

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Ricardo Coelho Silva (Orientador)
Universidade Federal do Ceard (UFC)

Prof. Dr. Julio Francisco Barros Neto (Coorientador)
Universidade Federal do Ceard (UFC)

Prof. Dr. Jesus Ossian da Cunha
Universidade Federal do Ceard (UFC)

Prof. Dr. Rafael Braz Farias Azevedo
Universidade Federal do Ceard (UFC)



A Deus e minha familia. A Alexandre Moreira e
aos meus amigos Lucas, Samuel, Gabriel, Nilton,

Mateus, Felipe e Endy.



AGRADECIMENTOS

Agradeco, primeiramente, a Deus por ter me concedido a for¢a necessaria para a
superacdo dos inimeros obstdculos, pois sem Ele nada seria possivel.

Aos meus pais, José Oliveira e Maria Zenaide, por todo amor, apoio, comprometi-
mento e por sempre me incentivarem e investiram na minha educacao. A vocés, dedico o meu
maior agradecimento.

Agradego aos meus orientadores Prof. Dr. Ricardo Coelho Silva e Prof. Dr. Julio
Francisco Barros Neto, por todo o suporte, paciéncia e interesse pelo meu aprendizado desde
o comecgo do curso, transmitindo conhecimentos necessdrios para que esta monografia fosse
possivel. Agradeco por serem meus orientadores e pela confianca em meu potencial.

Agradeco a Universidade Federal do Ceard e ao corpo docente do Departamento de
Estatistica e Matematica Aplicada por me oferecer um ambiente para 0 meu desenvolvimento
intelectual e social durante minha formagdo. Agradeco também aos professores Prof. Dr. Jesus
Ossian da Cunha e Prof. Dr. Rafael Braz Farias Azevedo, por aceitarem o convite para serem
avaliadores da minha monografia e ao Prof. Dr. Luis Gustavo Bastos Pinho pelas dicas valiosas
sobre a escrita de um trabalho cientifico.

Ao Doutorando em Engenharia Elétrica, Ednardo Moreira Rodrigues, e seu assistente,
Alan Batista de Oliveira, aluno de graduacdo em Engenharia Elétrica, pela adequacgdo do template
utilizado neste trabalho para que o mesmo ficasse de acordo com as normas da biblioteca da
Universidade Federal do Ceara (UFC).

Agradeco a Alexandre Moreira, que se manteve sempre presente € confiante a0 meu
lado em toda a graduacdo, além do seu carinho e positividade em acreditar no meu éxito.

E por fim, agradeco aos meus amigos e colegas de turma que adquiri durante a
graduagdo e que contribuiram de alguma forma, direta ou indiretamente, para este trabalho.
Em especial, agradeco aos meus amigos e companheiros de curso, Samuel Maciel, Gabriel
Hellen, Lucas Braga, Nilton Cldudio, Mateus Pereira, Felipe Albuquerque e Endy Gomes, que
me proporcionaram inumeras contribui¢des para a evolucao do meu conhecimento e aprovagoes
em vdrias disciplinas fundamentais ao longo do curso. Agradeco, também, aos meus amigos

Augusto, Jodo, Gabriel, Thiago e Rodrigo pela amizade e apoio.



“O prop6sito da vida € encontrar o maior fardo
que vocé pode carregar e carregé-lo.”

(Jordan B. Peterson)



RESUMO

Entre as técnicas utilizadas para medir eficiéncia produtiva, Andlise Envoltéria de Dados - Data
Envelopment Analysis (DEA) é uma abordagem amplamente utilizada tanto na literatura como
em aplicagdes reais. Desse modo, um estudo mais aprofundado de DEA torna-se crucial a fim
de auxiliar Unidades Tomadoras de Decisdo, Decision Making Units(DMUs), a alcangarem
eficiéncia de producdo. Os métodos DEA cléssicos permitem mensurar a eficiéncia, dado o
conjunto analisado, e classificar as DMUs entre eficientes e ineficientes e, também, verificar
quais seriam eficientes que servem de referéncia para as ineficientes. Os modelos DEA cldssicos
foram desenvolvidos para utilizar medi¢des precisas de ambos os insumos (input) e produtos
(outputs). No entanto, os valores observados de input e outputs em problemas do mundo real sdo,
frequentemente, imprecisos, aproximados ou vagos. Este estudo tem como um dos objetivos
aprofundar o conhecimento dos métodos DEA cléssicos e Andlise Envoltéria de Dados Difusos,
Fuzzy Data Envelopment Analysis (FDEA). E, possivelmente, efetuar uma comparagio entre
aplicacdes dos métodos DEA classicos e de métodos FDEA. Através da aplicacdo dos métodos
em um conjunto de portos da regido nordeste do Brasil. Apds a andlise dos resultados obtidos com
a aplicacdo dos métodos, concluiu-se que nem sempre os portos classificados como eficientes
para os métodos de DEA cléssicos, inclusive portos que servem de referéncia dentro do conjunto,

também sdo classificados como eficientes para os métodos de FDEA.

Palavras-chave: DEA. Fuzzy DEA. Andlise de Eficiéncia.



ABSTRACT

Among the methodologies used to measure productive efficiency, Data Envelopment Analysis
(DEA) is one of the most commonly used not only in the literature but also in real world
applications. Therefore, a deeper study of this methodology becomes a crucial part in helping
Decision Making Unit (DMUs) to achieve productive efficiency. Classical DEA methods allow
us to measure efficiency, for the set being analysed, and classify the DMUs as either efficient
or as inefficient, while also allowing us to verify which efficient cases can be used as reference
for the inefficent cases. The use of Classic DEA models require precise data for both input
and output values. However, input and output values in the real world are usually imprecise,
approximate, or vague. One of the objectives of this work is to obtain a deeper knowledge of
the classical DEA methods and Fuzzy Data Envelopment Analysis (FDEA). Another objective
is to report a comparitive study between the classic DEA methods and the FDEA methods by
applying them to a set containing data from Brazil’s Northeast ports. Our results showed that
ports classified as efficient by classical DEA methods, including the ones used as reference

within the set, are not always classified as efficient by FDEA methods.

Palavras-chave: DEA. Fuzzy DEA. Efficiency Analysis.
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1 INTRODUCAO

Em busca de operar de forma eficiente, as unidades produtoras buscam técnicas
ou procedimentos que proporcionem melhorias em suas atividades ou seus servigos. Entre
as técnicas utilizadas para medir eficiéncia produtiva a Andlise Envoltéria de Dados (Data
Envelopment Analysis - DEA) é uma das técnicas utilizadas, que avalia a eficiéncia relativa de
uma unidade produtora, que € classificada como Unidade de Tomada de Decisdo - Decision
Making Unit (DMU).

A andlise de eficiéncia € feita a partir de um conjunto de DMUs com caracteristicas
similares. A DEA € uma técnica ndo paramétrica de andlise de eficiéncia para comparar unidades
em relacdo a seus insumos (input) e produtos (output). Matematicamente, € um Problema de
Programacao Linear (PPL) que permite avaliar a eficiéncia relativa de um conjunto de DMUs com
multiplos input e output. Para determinar a eficiéncia das DMUs, DEA compara um subconjunto
de DMUs que atuam em um mesmo ramo de atividade e diferenciam-se nas quantidades de
inputs que consomem dado os outputs resultantes. O conjunto de DMUs utilizados em uma DEA
deve ter em comum a utiliza¢do dos mesmos input e outputs, ser homogéneo e ter autonomia na
tomada de decisoes.

Os métodos de DEA classicos permitem mensurar a eficiéncia, dado o conjunto
analisado e classificar as DMUs entre eficientes e ineficientes. Esses modelos também permitem
verificar se existem benchmarks, ou seja, DMUs que operam de modo eficientes e que podem

servir de referencia para que DMUs ineficientes possam tornar-se eficientes.
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Uma limitacao dos modelos de DEA cléssicos € que eles requerem medicdes precisas
de ambos os input e outputs. No entanto, os valores observados de input e outputs em problemas
do mundo real sdo, com frequéncia, imprecisos ou vagos. A incerteza de informacao na base
de conhecimento pode acarretar em uma incerteza na conclusdo, ou seja, o tratamento da
incerteza tem um papel particularmente importante. Para lidar com essa realidade, pesquisadores
desenvolveram modelos de Andlise Envoltoria de Dados Difusos - Fuzzy Data Envelopment
Analysis (FDEA), que procuram adaptar o modelo de DEA classicos com dados vagos ou incertos,
utilizando Teoria dos Conjuntos Difusos (Fuzzy).

Os modelos de DEA sao empregados rotineiramente em areas que variam da ava-
liacao de setores publicos (hospitais, sistemas de transporte, escolas e universidades) para
setores privados (bancos e instituicdes financeiras). Umas das vantagem da aplicacdo de DEA é

acomodar multiplos input e outputs para medir as eficiéncias relativas das DMUs.

1.1 Motivacgoes

A fim de auxiliar DMUs a alcangarem a eficiéncia de produ¢do um estudo mais
aprofundado de DEA torna-se crucial. Desse modo, os objetivos principais a serem alcancados
com este estudo sao:

» Aprofundar o conhecimento dos métodos de DEA cléssicos e FDEA.

* Analisar se as DMUs que operam de modo eficiente conforme os métodos de DEA
convencionais também sao eficientes pelos métodos de FDEA, quando suas medidas de
input € output sao incertas.

Como objetivo secundario tem-se:

* Observar se empresas que servem de benchmarks pela aplicacdo dos métodos de DEA
cldssicos, em relacdo a um conjunto analisado, sdo eficientes pela abordagem FDEA.

Os objetivos principais e secundarios do estudo foram escolhidos a fim de obter mais

informacdes em relagdo as classificagdes de eficiéncias, dado um conjuntos de DMUs.
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1.2 Estruturacao da Monografia

No capitulo Revisdo Conceitual, € descrita a fundamentagao tedrica dos métodos de
DEA cléssicos mais amplamente abordados na literatura, bem como a anélise de comportamento
em relacdo aos retornos de escala de seus respectivos modelos, que permitem mensurar a
eficiéncia dado um conjunto de DMUs e observar, também, quais DMUs operam de modo
eficiente e verificar quais delas servem de parametros para as ineficientes atingirem a eficiéncia.
No capitulo Modelos FDEA, € descrita uma abordagem conceitual e tedrica dos métodos de
FDEA com abordagem de classificacdo fuzzy e abordagem baseada em nivel «, ou ¢ - corte. Em
seguida, no capitulo Experimentos Numéricos e Resultados, € feita uma aplicacdo numeérica para
um conjunto de portos da regido nordeste do Brasil utilizando os métodos de DEA cléssicos
para mensurar a eficiéncia e verificar quais servem de benchmarks dentro do conjunto. Fora a
aplicacdo dos métodos cldssicos € feita uma aplicacao usando métodos de FDEA com inputs e
outputs difusos. Por fim, no capitulo Conclusdo e Trabalhos Futuros, verificar que conclusdes

podem ser obtidas apds concluidas as etapas anteriores e trabalhos futuros.
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2 REVISAO CONCEITUAL

Neste capitulo serd apresentado a fundamentacgdo tedrica sobre DEA, e os modelos
classicos: modelo Charnes, Cooper e Rhodes (CCR) formulado por Charnes et al. (1979) e
o modelo Banker, Charnes, Cooper (BCC) formulado por Banker et al. (1984), que sdo os
modelos mais utilizados na literatura. Além disso, serd observado o comportamento das curvas
de producao para os modelos CCR e BCC, conforme as orientagdes a input € a output, para a

analise de eficiéncia das unidades analisadas.

2.1 Analise de Eficiéncia Relativa e Curvas de Producao

Certas expressoes estdo internamente relacionadas ao desempenho das DMUs, entre
elas estdo: produtividade, eficicia e eficiéncia. A produtividade pode ser definida como sendo a
relacdo entre o produto resultante e o insumo necessdrio, dado pela razio entre produto (output)

e insumo (input), de acordo com Coelli et al. (1988).

output

produtividade = (2.1)

input

A andlise da eficicia de uma DMU pode ser observada através da relacdo entre os
resultados que sdo obtidos e os resultados que sdo almejados, sem levar em consideracao os
insumos que sao utilizados.

A anélise de eficiéncia de uma DMU tem semelhancas com a andlise de produti-
vidade, quanto ao uso das medidas input e output. Contudo, a eficiéncia busca expressar uma
relagdo 6tima entre os resultados obtidos e os insumos que sdo utilizados.

As consideragdes em torno das curvas de producio almejam definir relacdes entre
inputs e outputs. Nesse estudo, o entendimento do seu conceito torna-se essencial para a andlise
de eficiéncia.

As hipéteses consideradas para a relagdo entre inputs e outputs determinam que

havera:
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Figura 1 — Retorno Crescente de Escala
1output

i nplut

Fonte: Autora
* Retorno Crescente de Escala - aumentos no consumo de inputs geram um aumento
maior que o proporcional na quantidade de outputs obtidos, como descrito na Figura 1.

Figura 2 — Retorno Constante de Escala
{output

input

Fonte: Autora
* Retorno Constante de Escala - aumentos no consumo de inputs geram um aumento

proporcional na quantidade de outputs obtidos, como descrito na Figura 2.
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Figura 3 — Retorno Decrescente de Escala
1output

inplut

Fonte: Autora
* Retorno Decrescente de Escala - aumentos no consumo de inputs geram um aumento
menor que o proporcional na quantidade de outputs obtidos, como descrito na Figura 3.

Uma abordagem analitica mais rigorosa aplicada a medida de eficiéncia na produgao
teve origem com os trabalhos de Koopmans (1951) e Debreu (1951). A defini¢do de Pareto-
Koopmans, para a eficiéncia técnica, € um vetor input-output que é tecnicamente eficiente se, e
somente se:

1. Nenhum output possa ser aumentado sem que algum inputs seja aumentado, ou que algum
outro output seja reduzido;

2. Nenhum input possa ser reduzido sem que algum outro input seja aumentado, ou algum
output seja reduzido.

Debreu (1951) introduziu uma medida radial de eficiéncia técnica que € o coeficiente
de utilizacao de recursos. Esta medida radial pode buscar a maxima redugdo equiproporcional de
todos os inputs ou a maxima expansao equiproporcional de todos os outputs. A grande vantagem
do uso deste coeficiente € que ele independe da unidade de medida de cada varidvel. J4 a grande
desvantagem € que um vetor input-output eficiente com base na medida radial de Debreu (1951)
pode ndo ser eficiente com base na defini¢do de Pareto-Koopmans.

Farrel (1957) propds um modelo empirico para o cdlculo da eficiéncia relativa com
o estudo de medidas de eficiéncia baseada em técnicas nao paramétricas, mas foi considerado

apenas um unico input € um Unico output nessas analises iniciais.
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2.2 Analise Envoltoria de Dados

2

O método de DEA tem a finalidade de medir a efici€éncia de unidades produtivas. E
um método ndo paramétrico para avaliagdo da eficiéncia comparativa de DMUs, que realizam

operacgdes similares com multiplos dados de inputs e/ou outputs.

2.2.1 Anadlise Envoltoria de Dados com Retornos Constante de Escala

A andlise de eficiéncia € um fator crucial para verificar se DMUs possuem uma
relacdo 6tima entre seus inputs e outputs. Este método foi formulado e desenvolvido por Charnes
et al. (1979), baseado em programagao matemdtica em que a medida de eficiéncia € obtida pela
razdo da soma ponderada dos dados de outputs pela soma ponderada dos inputs. Essa abordagem
resultou na formulacao do Modelo CCR, abreviatura dos sobrenomes dos autores desse modelo.

De acordo com Coelli ef al. (1988), o calculo da eficiéncia baseada em DEA segue
dois tipos de orientagdo: a orientagdo a inputs € a orientagdo a outputs. A orientacdo a inputs tem
como objetivo produzir a mesma quantidade de produtos minimizando a utiliza¢do dos recursos.
Em contrapartida, a orientacdo a outputs visa maximizar a produ¢do, mantendo constante a
quantidade de recursos consumidos.

O modelo CCR classico pode ser formulado como um Problema de Programacao
Linear (PPL) com orientacdo a input e a output, respectivamente, da seguinte forma:

Orientado a Inputs - Primal (Multiplicadores)

s.a Z;n:] Vixir = l (2.2)
Zj‘:1 uiyir — Lt vixg <0, (k=1,...,n)
uj>0,v; >0 Vj,i
Orientado a Outputs - Primal (Multiplicadores)
min £, = YL viXir
o Bt = 1 2.3)

Y vixie — i upy <0, (k=1,....,n)
uj>0,v; 20 Vj,i
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No qual v; e u; sdo os pesos de cada output e input, respectivamente; y ., € X;r, S30
08 outputs € inputs da r-ésima DMU; y ;. e xj, com k = 1,...,n, representam, respectivamente,
os outputs ¢ inputs de todas as k DMUSs do conjunto; E, € o valor da medida de eficiéncia da
r-ésima DMU. A formulagdo deste problema € conhecida como o problema dos multiplicadores,
como também sdo chamados os pesos u;, v;.

A partir da formulagdo primal € possivel desenvolver a dual, conhecido como Modelo
Envelope que, pelo teorema da dualidade forte, apresentard o mesmo valor 6timo para a fungdo
objetivo, quando esse existir (LUENBERGER E YE (2016)). Uma formulacdo dual para os
modelos (2.2) e (2.3), respectivamente, pode ser expressa como:

Orientado a Inputs - Dual (Envelope)

min h,
sa: hxip—Y' x>0, (i=1,....m
ir — L1 MeXik ( ) 2.4)
Virt X Ay <0, (j=1,...,5)
A > 0Vk
Orientado a Outputs - Dual (Envelope)
max h,
sa: hy,—Y'_  Aya<0, (j=1,...,s
Yjr = Lie1 MY jk (J ) 2.5)

Xir—Z?:1lkxikZOa (lzluam)
A > 0Vk

Os modelos duais diferenciam-se dos modelos primais devido a varidvel &,, medida
de eficiéncia, e Ay, a k-ésima coordenada da r-ésima DMU, em uma base formada pelas outras
DMUs de referéncia. O modelo dual busca os valores para A; que minimizam /,, sendo A; a
contribui¢do da k-ésima DMU na formagdo do alvo da r-ésima DMU. As DMUs com A ndo

nulo sao os benchmarks da r-ésima DMU, conforme Guerreiro (2006).
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Figura 4 — CCR orientado a inputs (Multiplicadores).
h

output

input

Fonte: Autora

Figura 5 — CCR orientado a outputs (Multiplicadores)
h

output

input

Fonte: Autora

Graficamente, o modelo CCR determina uma fronteira de Retornos Constantes de
Escala - Constant Returns to Scale (CRS), ou seja, crescimentos proporcionais nos inputs geram
um crescimento proporcional nos outputs. Exemplos do comportamento podem ser observados
nas Figuras 4 e 5, com orientacdo a inputs € a outputs, respectivamente, usando o modelo dos
multiplicadores.

Observa-se que, em ambas as orientacOes, de acordo com as Figuras 4 € 5, a
inclinagdo mais alta € alcancada pela linha que vai da origem e passa pelo ponto A. Essa
linha € denominada "fronteira eficiente". Essa fronteira é definida por um segmento unindo a
origem e o ponto mais a esquerda e acima em relacdo aos demais pontos, que ndo podem estar
acima desse segmento. O nome Andlise Envoltoria de Dados (DEA), vem dessa propriedade,
porque, em linguagem matemadtica, diz-se que essa fronteira "envolve" esses pontos (COOPER

W. W.; SEIFORD (2006)).
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Na forma dos multiplicadores € possivel obter um peso relacionado a cada input
e output. Enquanto que para a forma de envelope é possivel determinar as metas para que as

DMUs ineficientes atinjam a eficiéncia.

2.2.2 Anadlise Envoltoria de Dados com Retornos Varidveis de Escala

Banker et al. (1984) criaram um novo modelo que permite distinguir entre ine-
ficiéncias técnica e de escala, ao mesmo tempo que identifica se estdo presentes ganhos de
escala constantes ou varidveis. Esse modelo passou a ser identificado como modelo BCC, em
homenagem aos autores, ou Retornos Varidveis de Escala - Variable Return to Scale (VRS).
O modelo BCC permite identificar se o retorno de escala € constante (escala de produgdo nao
influi), crescente (aumento de escala garante aumento de produtividade) ou decrescente (aumento
de escala provoca decréscimo na produtividade).

O modelo BCC classico pode ser formulado como um PPL com orientacdo a input e

a output, respectivamente, da seguinte forma:

Orientado a Inputs - Primal (Multiplicadores)

max E, = Z‘;-Zl Ujyjr—wi
s.a: Yo vixie =1
Z;-:lujyjk—zl'-”:lvixik—wl SO, (k: 1,...,n) (2-6)

uj>0,v; >0 Vj,i

wq livre

Orientado a Outputs - Primal (Multiplicadores)

min E, = Z:n:] ViXir — W2
s.a: Yl upyir=1
Z?;lvixik—2§-:1ujyjk—wQ§0, (k: 1,...,n) (2~7)

uj>0,v;,>20 Vj,i

wo livre

Varidveis similares das utilizadas nos modelos CCR, diferenciando-se pelo uso das
variaveis wy, para orientacdo a input, € wp, para orientacao a output, que representam os fatores
de escala. Vale destacar que a varidvel pode ser negativa (indica retornos crescentes de escala),

positiva (indica retornos decrescentes de escala) e nula (indica retornos constantes de escala).
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Graficamente o modelo BCC determina uma fronteira VRS por considerar rendimen-
tos varidveis de escala. As Figuras 6 e 7 mostram o comportamento, com orientacdo a input € a

output respectivamente, utilizando o método dos multiplicadores.

Figura 6 — BCC orientado a input (Multiplicadores).
h

output

input

Fonte: Autora

Figura 7 — BCC orientado a output (Multiplicadores)

output

input

Fonte: Autora

A partir do modelo primal é possivel desenvolver o dual que, pelo teorema da
dualidade forte, apresentard o mesmo valor 6timo para a fungdo objetivo, quando esse existir

(Luenberger e Ye (2016)). Uma formulagdo dual para os modelos 2.6 e 2.7, respectivamente, €

dada a seguir:
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Orientado a Inputs - Dual (Envelope)

min h,
sa: hexi—Yp  Axp >0, (i=1,....,m)
i+ T Ay =0, (j=1,....5) (2.8)
ZZ:MLkzl
Ay >0, Vk

Orientado a Outputs - Dual (Envelope)

max h,
sa: —hy,+Yi Ay =>0, (j=1,...,s)
Xir — Yp—1 MeXix > 0, (i=1,...,m) (2.9)
Yo =1
A >0, Vk

Variaveis e restricdes similares as do modelo dual CCR, diferenciando-se pela
restri¢do Y}, A4 = 1 que representa uma fungio convexa para os A4 de cada DMU.

Um indice de eficiéncia € convencionalmente definido como a combinacao linear
dos outputs dividida pela combinacdo linear dos inputs de determinada DMU. Também ¢é
convencionado que todos os indices devem ser menores ou iguais a 1, ou seja, em ambos os
modelos (CCR ou BCC) a medida de eficiéncia de cada DMU varia no intervalo (0, 1].

Além de identificar as DMUs eficientes, os modelos de DEA permitem mensurar
e localizar a ineficiéncia, e estimar uma fun¢do de produgdo linear por partes, que fornece o
benchmark para as DMUs ineficientes. Esse benchmark é determinado pela projecao das DMUs

que operam de modo ineficientes na fronteira de efici€ncia.
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3 MODELOS FDEA

Neste capitulo serd apresentada a abordagem dos modelos de Anélise Envoltoria
de Dados Difusos (Fuzzy Data Envelopment Analysis-FDEA) com abordagem de classificagdao
difusa (fuzzy), tendo como base o modelo classico CCR, proposto por Guo e Tanaka (2001) e

com abordagem de nivel o, com base no modelo BCC, proposto por Kao e Liu (2000).

3.1 Analise Envoltoria de Dados Difusos

Os métodos de DEA cléssicos requerem medigdes precisas tanto para as entradas
como para as saidas. Contudo, os valores observados nos dados de inputs e outputs em problemas
reais as vezes sao imprecisos, incertos ou faltantes. O tratamento da incerteza tem um papel
particularmente importante, dado que a incerteza de informag¢do na base de conhecimento pode
acarretar em uma incerteza na conclusdo. Para lidar com essa realidade pesquisadores procuraram
adaptar o modelo de DEA com dados vagos ou incertos, utilizando Teoria dos Conjuntos Difusos
(Fuzzy) ( ZADEH (1965) e ZADEH (1999)) e desenvolveram os modelos de FDEA. Mais
informacdes sobre Teoria de Conjuntos Difusos usadas neste trabalho podem ser observadas no
Apéndice A.

Os métodos de FDEA serdo abordados com o intuito de definir que praticas devem
ser aplicadas, tendo como base os métodos de DEA cléssicos, para mensurar as eficiéncias das
DMUs, e o tratamento de dados incertos de inputs e outputs classicos. Uma vez que hd incerteza
nos dados de inputs e outputs utilizados, gerando incerteza na andlise das eficiéncias resultantes.
Logo, € preciso definir técnicas que proporcionem condicdes de mensuracio e andlises para que
as medidas de eficiéncias sejam obtidas.

De acordo com Hatami-Marbini et al. (2011), as aplicacdes da Teoria dos Conjuntos
Difusos em DEA sdo geralmente classificadas em quatro grupos: a abordagem de tolerancia; a
abordagem baseada em o - cortes; a abordagem de classificacdo difusa e a abordagem da teoria
de possibilidade. Sendo a abordagem baseada em a-corte a aplicacdo FDEA mais utilizada na

literatura.
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Segundo Lertworasirikul et al. (2003), todas as abordagens possuem vantagens e
desvantagens: a abordagem baseada em -corte, ou nivel o, fornece as eficiéncias fuzzy, mas
ndo classifica as DMUs através de métodos de classificacao de conjuntos fuzzy; a abordagem de
classificacdo fuzzy fornece a classificacdo, contudo ignora a amplitude da eficiéncia fuzzy a um
determinado nivel &; na abordagem de tolerancia a incerteza € incorporada nos modelos de DEA
definindo niveis de tolerancia em violacdes de restri¢ao, distorcendo a desigualdade ou sinais de
igualdade, sem tratar diretamente com coeficientes difusos. J4 a abordagem baseada na teoria de
possibilidades, embora forneca a classificagdo e incorpore a incerteza por meio das medidas de
possibilidade, ndo avanga no sentido de reunir as medidas de eficiéncia em todos os niveis de
possibilidade em uma unica medida de eficiéncia ndo fuzzy para cada DMU.

Com excecdo da abordagem de tolerancia, todas as abordagens de FDEA menciona-
das por Hatami-Marbini et al. (2011) usam direta ou indiretamente nivel & em sua formulag3o.
O diferencial entre essas abordagens € o modo como os resultados sao interpretados ao analisar a
eficiéncia de uma DMU em relagdo as demais. Dentre as técnicas mencionadas, serdo abordadas
nesse estudo duas técnicas FDEA que fazem uso de nivel o para sua resolucdo. Serdo elas as

técnicas FDEA com abordagens de classificacdo fuzzzy e de nivel «.

3.1.1 Abordagem de classificacdo fuzzy

A abordagem de classificagdo fuzzy € uma técnica popular que atraiu muita aten-
¢do entre os modelos de FDEA da literatura, conforme Hatami-Marbini et al. (2011). Nesta
abordagem, o foco principal € encontrar as pontuacdes de eficiéncia fuzzy das DMUSs, usando
PPL.

A abordagem de classificacdo fuzzy das medidas de efici€éncia foi desenvolvida
inicialmente por Guo e Tanaka (2001), que propuseram um modelo fuzzy, com base no modelo
CCR, no qual restri¢des difusas (incluindo igualdades e desigualdades fuzzy) foram convertidas
em restri¢des cldssicas, predefinindo um nivel de confiabilidade e usando a regra de comparagao
para numeros difusos (HATAMI-MARBINI et al., 2011).

A andlise de eficiéncia fuzzy para o modelo de FDEA com abordagem de classificagdo
fuzzy serd abordada, com base nos estudos de alguns pesquisadores (GUO E TANAKA (2001),

ENTANI et al. (2002), AZADEH et al. (2008) e LERTWORASIRIKUL et al. (2002)).
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O modelo CCR cléssico, com orientagdo a input, definido em (2.2) pode ser reformu-

lado da seguinte forma:

max = u'y,

u,v

. fe o
s.a: vix, =1 3.1)
utykSVlX/m (k:177n)

u>0v>0

Em que v e u sdo os vetores de pesos de cada output e input, respectivamente; y,.,
s-dimensional, e x,, m-dimensional, os vetores de output e input da r-ésima DMU; y; e x;, com
k=1,...,n, os vetores de output e input da k-ésima DMU, respectivamente.

Considere os dados de input e output fuzzy, o modelo CCR (3.1) pode ser estendido

para o seguinte modelo FDEA:

max  u'Y,
sa: VX =1,
uy, <X, (k=1,...,n) (3.2)
v>0
u>0

No qual X j € Y ;i sdo vetores de input fuzzy, m-dimensional, e output fuzzy, s-
dimensional, da k-ésima DMU, respectivamente, que substituem os vetores de input e output no
modelo CCR cldssico. E introduzido também conceitos de "aproximadamente igual”, "quase
menor que" e "maximizar uma varidvel fuzzy" no modelo em substituicio a "igual", "menor que"
e "maximizar o output classico", respectivamente. Além disso, o nimero 1 do modelo cléssico é
substituido pelo ndmero fuzzy triangular simétrico 1 = (1,e), com e < 1 que é o espalhamento
bilateral predefinido de 1. Sendo, também, x;, —c; > 0 e y —dj > 0, (em que ¢y € dy representam
os espalhamentos de x; e yg, respectivamente), considerando apenas input € output positivos.

Mais informacdes sobre a definicao de Conjuntos Difusos podem ser observadas no

Apéndice A.
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Defini¢io 3.1.1. Dadas duas varidveis fuzzy triangulares simétricas Z1 = (z1,w1) e Zp = (z2,w2),

a relacdo 71 < Z é definida pelas seguintes desigualdades:

—1—-a)w <z—(1—a)w (3.3)

a+(1-—a)w <zn+(1—a)w (3.4)

sendo 0 < o < 1 um nivel de pertinéncia predefinido. Pode ser observado na Figura 8 que o
sinal de "<" ¢ definido pela comparacio dos limites do intervalo dos conjuntos difusos Z; e Zs,
de nivel . E visto que se as inequagdes em (3.3) e (3.4) se mantiverem no nivel de pertinéncia

o, eles permanecerdo em qualquer nivel de pertinéncia h com a < h < 1.

Figura 8 - Z; <7,

Fonte: Autora

Para a maximizar uma varidvel triangular simétrica fuzzy Z = (z,w), fazendo uso
da Defini¢do 3.1.1, pode ser explanada como a maximizagdo simultdnea de z — (1 — ot)w e
z+ (1 — a)w. Com a introdug¢@o de uma fungio ponderada para a obtencdo de uma solugio
de compromisso, torna-se A;(z— (1 —a)w) + A, (z+ (1 —a)w) em que A > 0e A, > 0sdo os
pesos dos pontos de extremidade esquerda e direita do conjunto de nivel o de Z, respectivamente,
de modo que A; + A, = 1. Para A; = 1 é considerado uma opinifio pessimista de maximizar Z,
pois o pior cendrio é considerado, enquanto que para A, é considerado uma opinido otimista

porque estd relacionado ao melhor cendrio. Usando A; = 1 t€ém-se que

max z— (1 —a)w (3.5)
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Para a relagdo v'X, = 1 em (3.2), que desempenha o mesmo papel de v'x, = 1 em
(3.1), o vetor x, de input classico no modelo CCR torna-se um vetor fuzzy de modo que v'x, = 1
é estendido para v'X, 22 1, com 1 = (1,e¢) uma unidade fuzzy predeterminada.

Para o caso cléssico, ou seja, v'x, = 1 o vetor v pode ser encontrado para satisfazer
essa igualdade, para o caso fuzzy, ou seja, V' X, para encontrar v que a satisfaca é preciso
encontrar um v que aproxima v'X, tanto quanto possivel de 1. Pela Definicdo 3.1.1, v'x, que
satisfaz V' X, = T pode ser considerado como um limite superior sujeito a V'x, = 1, ou seja,
Z = (V'x,,V'¢,) 2 1, em que ¢, é o espalhamento de x,, é convertido, usando caracterizagio de

funcdo de pertinéncia e principio da extensao de Zadeh, no problema de otimizacdo a seguir:

max vie,
v

sa: Vixp—(1—o)he, <1—(1—a)e (3.6)
Vi, +(1—a)e, <14+ (1—a)e

v>0

E possivel observar que o problema de otimizacdo (3.6) é usado para descobrir
Z = v'X, restringido por v'X, > T com o melhor espalhamento v'¢, e o respectivo ponto final
esquerdo do niimero nebuloso 1 nos conjuntos de nivel 1. O vetor obtido pela resolucio de (3.6)
¢ chamado de v*.

De acordo com a Definicdo 3.1.1 e as equagdes 3.5 e 3.6, o problema de otimizacao
fuzzy (3.1) pode ser formulado no PPL em dois niveis a seguir, com uma funcio objetivo primdria

e uma func¢do objetivo secunddria:

max uy,—(1—a)u'd,
u,v
s.a: max Ve,
v
s.a: Vixp—(1—o)Ve,=1—(1—a)e,
V4 (1—a)Ve, <1+ (1—ae, 3.7)
v > 0.
u'ye+ (1 —o)u'dy < Vixg+ (1 —a)Vey,
ulyr— (1 —a)u'dy <V —(1—a)'ep (k=1,...,n),

u>0
Nota-se que o problema de otimizagao (3.6) é incorporado no PPL (3.7) para a

obtencdo de v que satisfaca v'X, = 1. Quando ¢; = d; = e = 0 o FDEA torna-se o modelo CCR
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cléssico. Isso significa que o modelo (3.7) permite avaliar as eficiéncias das DMUs de um modo
mais geral, tal qual as entradas e saidas cldssicas, fuzzy e hibridas possam ser tratadas de maneira
homogénea.

Os Teoremas (3.1.1), (3.1.2) e (3.1.3) e suas demonstracdes foram extraidos de Guo

e Tanaka (2001), e podem ser observados a seguir:
Teorema 3.1.1. Se existe solucdo otima em (3.6) existe solucdo otima em (3.7)

Demonstracdo. Considerando as suposi¢oes x; —cx > 0 e yp —di > 0 e seja v* > 0 a notagéo

para a solucdo 6tima de (3.6). Seja u de modo que [0, ..., up,...,0]" com
* 1 . *t * . 1 o *t
4= min {(V e+ (1-ope)  (a—(1-a)y Ck)} -0
k=Tn | (Vin + (1 — 0)dgn) (e — (1= 0)dyp)

Para o € [0, 1], u e v* satisfazem todas as restri¢des de (3.7). Como as restrigdes de
(3.7) formam um conjunto fechado e limitado (conjunto compacto), entao existe uma solucao

o6tima em (3.7). . ]

Teorema 3.1.2. Se max|c,1/X,1,...,Crs/Xrs] < € em (3.6), uma solucdo otima para v sempre

existird em (3.6).

Demonstracdo. Para v[0,...,0,v,,0,...,0]" com v, = (1 — (1 —a)e)/x, — (1 — ct)cpy) > 0.

Esse v satisfaz a restrigdo vV'x, — (1 — a)v'c, = 1 — (1 — ot)e. Além disso,

Vi, +(1—ape,—1—(1—a)e

_ th+(1 a)crh) —(l=a)e)—1—(1—a)e

a th_(l_a)crh)(l (e 1=l

_ (=)o) xmt(1=aem) v
X (1= a)cm) xrh_<1_a)crh)<1 We—t-(-a
(1 =@em) | xmt (1—)en) _a)e
 xpm—(I=a)en) (xrh_(l_a>crh)+l)(l “

2((1 = a) (e —xme)
a Xprh — (1 — OC)Crh (3-8)

Como max[crl/er < e, cp/x, < e é vélido. Logo, o valor de (3.8) ndo

---7Cr.v/xrs]
¢ maior que zero. Como resultado , v € uma solucdo vidvel de (3.6). Como as restricdes de
(3.6) formam um conjunto fechado limitado (conjunto compacto), existe uma solu¢io 6tima em

(3.6). [l
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Seja e definido como o espalhamento de 1. Para n DMUs e é definido como

e = max ( max Cki/Xki) no modelo (3.7). Definindo, também, g, como o valor 6timo da
k=1,...n i=1,...;s

funcdo objetivo de (3.6), o modelo (3.7) pode ser reformulado como o PPL a seguir

max uy,—(1—a)ud,
Uy
s.a: vier > g
Vi, —(1l—ape=1—(1—a)e,
Vi, +(l—a)e <14 (1—a)e, (3.9)
Wyr+(1—o)udi <vixp+ (1 —a)e,

Wy —(1—o)udp <vix— (1
u>0,v>0.
Definicao 3.1.2. A eficiéncia fuzzy da DMU r, avaliada com os vetores de input fuzzy e output

fuzzy triangulares simétricos X, = (x,,c;) e Y, = (y,,d,), respectivamente, é definida como um

niimero fuzzy triangular ndo simétrico E,(w;,m,w,) dada por:

uty
n = v*’x:’
— uy-—dy(1-a)
wp = r’ - VXt (1—a) (310)
_ uytd(l-a)
Wr = vix,—c, (1—a) Up

sendo que v* e u* s@o os vetores de coeficientes obtidos de (3.9) e w;, w, e 1] sdo, respectivamente,
os espalhamentos a esquerda, direita e o centro da eficiéncia fuzzy E,. Dado que h4 incerteza nos
valores de input e output de uma DMU, por serem ndmeros fuzzy, essa incerteza € transferida

para o valor da eficiéncia avaliada.

Definicao 3.1.3. A DMU com n +w, > 1 para o nivel de possibilidade o é dita DMU eficiente
D a-possibilistica - a-possibilistic D efficient DMU (PD DMU). Caso contrdrio, a DMU com
N +w, < 1 para um nivel de possibilidade o é dita DMU ineficiente D a-possibilistica - Q-
possibilistic D inefficient DMU (PDI DMU). O conjunto de todas as PD DMU é chamado de

conjunto ndo dominado o-possibilistico e denotado por Sg.

Para o¢ = 1 os conjuntos de PD DMU e PDI DMU sao dados, respectivamente, pelas

convencionais DMU s eficientes e DMUSs ineficientes do modelo CCR cléassico.

Teorema 3.1.3. O centro da eficiéncia fuzzy de qualquer DMU obtida de (3.9) ndo é maior que
1.
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Demonstragcdo. Sejam u” e v" obtidos de (3.9) para uma DMU r do conjunto analisado. Logo,

sao vélidas as seguintes desigualdades:

'y + (1 —o)ud <V'xp+ (1 — o)V c (3.11)
Wy —(1—o)ud <V'xp—(1—oW'c, (k=1,...,n) (3.12)
Pela soma de (3.11) e (3.12) obtém-se a seguinte desigualdade:
uyr <Vix(k=1,...,n) (3.13)
Portanto,
rt
n="2%4 (3.14)
VX
[

Pela equacao (3.14) verifica-se que a avaliagdo das eficiéncias fuzzy das DMUs pelo
modelo (3.9) € similar ao modelo CCR cléssico.

Conforme um exemplo adaptado de Guo e Tanaka (2001) apresentados na Tabela
1, com DMUs de tnico input e Gnico output, representadas por um nimero difuso triangular,

serd aplicado o método de FDEA, usando o modelo (3.7) para encontrar as medidas de eficiéncia

fuzzy.

Tabela 1 — DMUs com um dnico input fuzzy e um Unico output fuzzy.

DMU A B C D E
Inpur -~ (2,0;0,5) (3,0;0,5) (3,0;0,6) (50;1,0) (5,0;0,5)
Outpur  (1,0;0,3)  (3,0;0,7) (2,0;04) (4,0;1,0) (2,0;0,2)

Fonte: Guo e Tanaka (2001)

Os resultados obtidos, conforme os dados da Tabela 1 ao aplicar o método de FDEA

do modelo (3.7) para diferentes valores de nivel &, podem ser observados na Tabela 2.

Tabela 2 — Eficiéncias fuzzy de DMUs com diferentes valores de .

o

A

B

C

D

E

0
0,25
0,5
0,75
1

(0,21; 0,47; 0,35)
(0,17; 0,48; 0,24)
(0,12; 0,49; 0,15)
(0,06 0.49; 0,07)
(0,00; 0,50; 0,00)

(0,32; 0,95; 0,45)
(0,26; 0,96; 0,33)
(0,18;0,97; 0,21)
(0,09; 0,98; 0,10)
(0,00; 1,00; 0,00)

(0,21; 0,63; 0.32)
(0,17; 0,64; 0,23)
(0,12; 0,65; 0,14)
(0,06; 0,66; 0,07)
(0,00; 0,67; 0,00)

(0,28; 0,76; 0,43)
(0,22; 0,77; 0,30)
(0,16; 0,78; 0,19)
(0,08; 0,79; 0,09)
(0,00; 0,80; 0,00)

(0,07; 0,38; 0,08)
(0,05; 0,38; 0,06)
(0,04; 0,39; 0,04)
(0,02; 0,39; 0,02)
(0,00; 0,40; 0,00)

Fonte: Autora

€ possivel verificar que, a medida que o valor de o aumenta, o centro da eficiéncia fuzzy torna-se

Conforme as DMUs analisadas, e = max (c;/x;) = 0.25. De acordo com a Tabela 2

i=l1,...,
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maior e o espalhamento da eficiéncia fuzzy torna-se menor. No caso de @ = 1, as eficiéncias
fuzzy das DMUs tornam-se valores cldssicos, iguais aos obtidos do modelo CCR cléssico.
Segundo as medidas de eficiéncia fuzzy das DMUs (A, B, C, D, E) € possivel efetuar
uma classificacdo. Seja 8 = 1 4+ w,, ou seja, a soma da medida central com a medida do
espalhamento a esquerda, da eficiéncia fuzzy de uma DMU. Os valores de 6 para as DMUs do

conjunto, conforme a Tabela 2, podem ser observados na Tabela 3.

Tabela 3 — Valores de 8 com diferentes valores de «.
2]
A B C D E
0 082 14 095 1,19 046
0,25 0,72 0,72 0,87 1,07 0,44
0,5 0,64 1,18 0,79 0,97 043
0,75 0,56 1,08 0,73 0,88 0,41
1 0,5 1 067 08 04

o

Fonte: Autora

De acordo com a Tabela 3, t€ém-se que S| = Sp.75 = Sos = B e So = B,D. Isso
significa que ha mais oportunidades para as PD DMUs neste exemplo quando o valor de o
diminui. Pode ser visto a partir da simulagao resultante que a imprecisao inerente dos dados de
entrada e saida foi refletida por eficiéncias fuzzy.

Dado um nivel de pertinéncia o observa-se que para um nivel alto de o-corte implica
considerar uma faixa relativamente estreita de input e output em que todos os dados tem valores
altos de pertinéncia. Por outro lado, para um nivel baixo de o-corte implica analisar dados de

input e output em uma faixa relativamente ampla.

3.1.2 Abordagem por nivel o

Na abordagem baseada em nivel &, ou a-corte, um das formas de aplicacao pode
ser dada através da transformac¢do de um modelo de FDEA em uma familia de modelos de DEA
classicos. Assim, sdo formulados dois problemas lineares paramétricos para descrever essa
familia de modelos e com base neles sdo derivadas as funcdes de pertinéncia das medidas de
eficiéncia. Para um aprofundamento na abordagem de nivel «, os estudos de alguns pesquisadores
foram usados como base (KAO E L1U (2000), KAO E L1U (2011) e HATAMI-MARBINI et al.

(2011)).



36

Para um conjunto de DMUs com inputs Xy e ¥ ik aproximadamente conhecidas e
possam ser representadas, respectivamente, por conjuntos fuzzy com fungdes de pertinéncia
Uz, € Uy . Uma formulagido para o modelo de FDEA, em reflexo ao modelo BCC, pode ser

ik Jjk

observada em (3.15).

max E, = Z‘;Zluﬂ?jr—f—co
5.a: Y vk =1
Yoo iV =Y viXa+co <0, k=1,...,n (3.15)
uj>0,v; >0 Vj,i
co livre

Seja, S(Xi) e S (ij) os cendrios de Xj; e de ¥ k> seus niveis a podem ser, entdo, definidos como:

(Xit)a = {x € S(Xiu) g, () = oc} (3.16)

(Vida = {v € S(Filuz, () = o} (3.17)

Como (Xix)« € (Yir)o s@o conjuntos cléssicos, fazendo uso dos niveis &, o modelo
de FDEA ¢é transformado em uma familia de modelos deterministicos para diferentes niveis de &,
para a € (0,1]. No momento que um nivel de corte & é aplicado em um ndmero difuso(fuzzy),
obtém-se um intervalo cldssico, como observado no Apéndice A. Entdo, as equacdes (3.16) e

(3.17) sao conjuntos cldssicos, e podem ser expressos da seguinte forma,

(Xi)or = [mxin {x € S(Xu) | g, (x) > a} max {x € S(Xu) | g, () > aH (3.18)

(Vii)o = hm{y € (7)1, () = o max{y € S(Fye) |1y, () > a}] (3.19)
Com base no principio da extensdo de Zadeh, a fun¢ao de pertinéncia da eficiéncia

da DMU r, pode ser definida por:

Mg, (2) = supmin = {u;z,.k (x), by, (v) | 2= Er(x,y)} : (3.20)

),
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sendo que E,(x,y) representa a medida de eficiéncia para um modelo BCC cldssico de uma
DMU em andlise. Serd utilizada a abordagem baseada em nivel & para a construcao da fungdo de
pertinéncia da r-é¢sima DMU, dada por . De acordo com equagéo (3.20), 1z € o minimo de
ug, (x) € Uy, (v), Vi, j, k. Para satisfazer g (z) = o, tal que z = E,, € preciso que pg. (x) > o,
ty, (v) = o e pelo menos g (v) = o ou iy, (y) = c.

De acordo com Kao e Liu (2000), para encontrar a func¢do de pertinéncia (i basta
encontrar os limites inferiores e superiores dos niveis o de [z , que podem ser resolvidos,

respectivamente, pelos modelos (3.21) e (3.22).

(E,)ﬁ = min E,(x,y)
sa: (X)L <xu < (Xa)Y (3.21)

Yi)h <vix < (Yjx)s (Vi j,k)

(Er)q = max Ey(x,y)
s.a: (Xik)fx < Xik < (Xik)g (322)

Yk <vix < (Yp)S (Vi j,k)

Uma forma de encontrar a menor eficiéncia relativa, ou seja, um cendrio pessimista,
de uma DMU frente as demais, seria comparando o limite inferior de seus outputs e superior
de seus inputs com os limites inferiores dos inputs e superiores dos outputs das demais DMUs.
Caso contrario, para encontrar a maior eficiéncia relativa, ou seja, o cendrio otimista, de uma
DMU, compara-se o limite superior de seus outputs e inferior de seus inputs com os limites
superiores dos inputs e inferiores dos outputs das demais DMUs. Logo, os cendrios pessimista e
otimista, ao incorporar essa andlise, podem ser reformulados para os modelos (3.23) e (3.24),

respectivamente.

(E))5 = max L% u;j(¥jr)g +co
s.a: " ovilXing =1,
Yo (Yjr)g — XLy vi(Xir)g +c0 <0,
Yo uj(Yi)g — Ly vilXa)g +co <0, Yk, k#r
uj>,v; >0 Vj,i

(3.23)

co livre



38

(E)Y = max Y% u;(Y; VY4 co
sa: myvi(Xi)g = 1,
(Vi) g — Xy viXir) s +co <0,
Yo ui(Vin)g — L vilXa)g +co <0, Yk, k#r
uj>,v; >0 Vj,i

(3.24)

co livre

Esses modelos matematicos envolvem o estudo sistemdtico de como as solugdes
ideais mudam conforme (X )%, (Xi)%, (Yi)5 € (Y)Y variam ao longo do nivel a € (0,1]. Se
ambos (E,)L e (E,)Y forem invertiveis em relagdo a «, entdo as fungdes de contorno esquerdo
L(z) = [(E;)E] ™" e contorno direito R(z) = [(E,)Y]~! podem ser encontradas e, a partir delas, a

func@o de pertinéncia p; pode ser moldada:

L(z), se z1<z<z
e (2)=9q 1, se 2<z<z (3.25)

R(z), se z53<z<zu

Caso nio sejam invertiveis, o conjunto de intervalos [(E,)%, (E,)Y], com & € (0,1],
ainda tem a forma de [z , embora sua fun¢do analitica ndo seja conhecida explicitamente.

Ao aplicar a abordagem de nivel o a faixa de pontuacdo de eficiéncia de DMUs em
diferentes niveis de possibilidade podem ser obtidos. Apds calculadas todas as pontuacoes de

eficiéncia, as DMUs podem ser ordenadas, ou classificadas.
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4 EXPERIMENTOS NUMERICOS E RESULTADOS

Neste capitulo serdo feitas aplicacdes numéricas dos modelos de DEA cléssico e de
FDEA. A base de aplicagdo serd dada pela andlise de eficiéncia de portos da Regido Nordeste
do Brasil, em relacdo a estrutura. A aplicacdo sera feita para os anos de 2006 e, para fins de

comparacao, 2016.

4.1 Anadlise de Eficiéncia de Portos da Regiio Nordeste do Brasil

Consideradas as diversas caracteristicas do mundo globalizado, a prética que prioriza
a agilidade nas conexdes que transportam bens ou servigos, tangiveis e/ou intangiveis torna-se
vital. Os portos sdo elementos cruciais para a interligacdo com outras nagdes, sendo ferramentas
indispensdaveis para o desenvolvimento do comércio em geral, dado que movimentam grande
quantidade de cargas por viagem.

O Brasil apresenta caracteristicas que o destacam no setor maritimo por possuir
em torno de 7.408 km de fronteira com o Oceano Atlantico (principal porta de entrada e saida
de cargas para o mundo), o modal maritimo brasileiro representa a maior quantidade de carga
escoada do pais para o exterior (JUNIOR et al., 2009). A andlise de eficiéncia da regido Nordeste
do Brasil € essencial para o desenvolvimento da Regido. Portanto, as ineficiéncias apresentadas
no setor portudrio podem vir a tornar-se um impedimento para o desenvolvimento do Nordeste
brasileiro. Para analisar as eficiéncias dos principais portos do Nordeste sera feito uso dos
métodos de DEA classicos e de FDEA.

O conjunto de DMUs utilizados em uma analise DEA deve ter em comum a utilizacao
dos mesmos inputs € outputs, ser homogéneo e ter autonomia na tomada de decisdes. Além
disso, conforme (BANKER et al., 1984), a soma das varidveis (inputs e outputs) deve ser menor

ou igual ao nimero de DMUs dividido por 3. Logo, € preciso satisfazer a seguinte inequacgao:

nDMU

INPUTS+OUTPUTS < 4.1)

A utilizacdo dos métodos de DEA classicos, para analisar e avaliar os portos, é
devido a possibilidade de comparagdo das eficiéncias do conjunto de unidades contidas no
mesmo setor de atividades. De modo andlogo, € feita a utilizacdo do método de FDEA, que

possibilita o uso de dados incertos para inputs e outputs.
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A seguir serd analisada a eficiéncia dos portos da Regido Nordeste do Brasil através
dos métodos de DEA cléssicos orientados a input e através dos métodos de FDEA, método com
abordagens de classificacao fuzzy e método com abordagem em nivel &. A base de dados para
os métodos cldssicos serd a mesma. Porém, com diferentes perspectivas, uma vez que o método
CCR resulta na andlise de eficiéncia resultante da propor¢do de inputs e outputs e o método BCC
permite a andlise de efici€ncia com retornos de escala varidveis.

Similarmente, serd avaliado o comportamento dos métodos de FDEA, no qual a base
de dados para a aplicacdo dos modelos serd dado por varidveis cldssicas e fuzzy, de modo que, os

ndmeros fuzzy serdo formulados conforme os dados utilizados para aplicagdo do método cléssico.

4.1.1 Eficiéncia dos Portos da regido Nordeste usando métodos de DEA cldssicos

O uso das varidveis e DMUs a seguir ja foram aplicadas em outro estudo por
(JUNIOR et al., 2009) a fim de mensurar a eficiéncia, dada a infra-estrutura, dos portos da regido
nordeste. A utilizacdo da escolha desses inputs se deu devido ao fato de que o tamanho do ber¢co
e o calado méaximo admissivel s@o varidveis que definem as caracteristicas dos navios que o
porto pode receber. Ja o output adotado € pelo fato de que um dos principais produtos gerados

no porto € sua movimentacgao.

Tabela 4 — Portos da regiao Nordeste que operam carga geral (2006).

Portos Inputs Output

Ber¢co(m) Calado(m) Quantidade(t)
Fortaleza 426,0 7,0 38.113
Suape 386,0 13,4 116.007
Natal 340,0 10,0 116.569
Itaqui 710,4 11,5 228.960
Cabedelo 110,0 9,4 65.201
Pecém 700,0 15,0 351.965
Salvador 1.243,6 10,0 317.668
Macei6 400,0 10,5 243.558
Recife 9447 9,6 282.795

Fonte: (JUNIOR et al., 2009)

A andlise de eficiéncia, dados os inputs e outputs utilizados, diz respeito a infra-
estrutura, se pode ser movimentada uma maior quantidade de carga com o mesmo nivel de ber¢o

e de calado ou se € necessdrio ampliar a infra-estrutura para ampliar a capacidade.



41

Tabela 5 — Portos da regiao Nordeste que operam carga geral(2016).

Portos Inputs Output

Ber¢co(m) Calado(m) Quantidade(t)
Fortaleza 1.586,0 10,8 64.465
Suape 3.195,0 14,5 251.952
Natal 567,0 11,5 2.334
Itaqui 1.796,0 18,5 1.489.207
Cabedelo 602,0 9,14 850
Pecém 1.800,0 15,5 1.203.349
Salvador 2.023,0 13,9 260.479
Macei6 1.794,0 10,5 20.555
Recife 1.826,1 10,7 420.123

Fonte: (ANTAQ, 2016)

Conforme a tabela 4, a movimentagdo de carga geral no Nordeste é realizada por nove
portos. Aplicando a inequacio 4.1 a soma do nlimero de inputs mais o nimero de outputs deve ser
no maximo 3. Foram selecionados dois inputs (tamanho do berco e calado maximo admissivel,
ambos em metros) e um output (quantidade de carga geral movimentada (em toneladas)). Logo,
a inequacao ¢ satisfeita. De modo andlogo, para fins comparativos, as mesmas andlises serao

feitas para o ano de 2016, que estd descrita na tabela 5.
4.1.1.1 CCR

Na Tabela 6 € dada a eficiéncia dos portos obtida pela aplicacdo do método CCR,
usando multiplicadores. No qual, pode ser observado que trés portos, dos nove analisados,
operam de modo eficiente, com 100% de eficiéncia, em relagdo aos demais, foram eles os portos
de Salvador, Macei6 e Recife. Os portos de Itaqui, Cabedelo e Pecém apresentaram eficiéncia
superior a 70%. Ja o Porto de Fortaleza apresentou a menor eficiéncia, 21,3%. Podendo ser
reflexo, principalmente, do menor calado e da menor quantidade de carga movimentada, em
relacdo aos demais portos em analise.

Os valores na Tabela 6 mostram o que € necessdrio para trazer cada porto para a
fronteira eficiente. Por exemplo, o valor da eficiéncia de Fortaleza € dada por Epy taleza =
21,30%. Ou seja, as medidas de input 6timas, fixando o valor de output, para que o porto de

Fortaleza fosse classificado como eficiente sdo dadas a seguir:
Bergo(m)i}ortaleza = 21,30%x426 = 90, 738(reduzido 78,7%)

Calado(m)iksotaleza =21,30%x7,0 = 1,491 (reduzido 78,7%)
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Tabela 6 — Efici€ncia relativa dos portos que operaram carga geral da Regiao Nordeste (método
CCR), no ano de 2006

Portos Inputs Output Eficiéncia

Ber¢co(m) Calado(m) Quantidade(t) Comparativa
Fortaleza 426 7,0 38.113 21,30%
Suape 386 13,4 116.007 49,36%
Natal 340 10,0 116.569 56,31%
Itaqui 710,4 11,5 228.960 77,61%
Cabedelo 110 9,4 65.201 97,35%
Pecém 700 15,0 351.965 97,42%
Salvador 1.243,6 10,0 317.668 100,00%
Maceid 400 10,5 243.558 100,00%
Recife 944,7 9,6 282.795 100,00%

Fonte: (JUNIOR et al., 2009)

Os benchmarks, com a aplicacdo do método CCR, sdo obtidos pelos valores de 4
nao nulos do modelo (2.4), conforme os dados da Tabela 4. Caso a DMU analisada opere de
modo eficiente, ela tem A = 1 referente a ela mesma e A = 0 para as demais. No caso em que a
DMU opere de modo ineficiente, pode incorrer de ter um, ou mais, A ndo nulo que representa a
DMU eficiente que serve de referencia para que a DMU ineficiente, em questdo, atinja a fronteira
eficiente.

Os benchmarks para o modelo adotado de carga geral, podem ser observados na
Tabela 7. O porto de Salvador, apesar de ser eficiente, ndo serve de parametro para os demais
portos da regido Nordeste. Isso de deve, provavelmente, ao fato de que o porto de Salvador
possui caracteristicas operacionais bastante distintas dos demais portos nordestinos que operam
carga geral (JUNIOR et al., 2009).

Tabela 7 — Benchmarks dos portos que movimentam carga geral da regido Nordeste (método
CCR), no ano de 2006

Fonte: (JUNIOR et al., 2009)

Portos Benchmarks
Macei6 Recife
Fortaleza 0,08845 0,0586
Suape 0,4763 0
Natal 0,47861 0
Itaqui 0,51703  0,3649
Cabedelo  0,2677 0
Pecém 1,19404 0,21622
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O porto de Macei? serve de referencia para que os portos de Suape, Natal e Cabedelo
alcancem a fronteira de eficiéncia. Ja para Pecém, Fortaleza e Itaqui, tanto Maceié como Recife
podem ser tomados como parametro.

Utilizando como exemplo o porto de Fortaleza, para entender como a anélise de
benchmark para um dos portos ¢é feita, verifica-se que os As nao nulos Ay; = 0,08845 e AR =
0,0586 mostram as propor¢des contribuidas, respectivamente, pelos portos de Macei6 e Recife
para avaliar a eficiéncia do porto de Fortaleza. Com base neles, podemos expressar os valores de
input necessarios para colocar o porto de Fortaleza na fronteira eficiente, através da Equacao

(4.2), conforme Cooper e Seiford (2000).

EfqortalezaX(input de Fortaleza) = Appx(input de Maceid) + AR x(input de Recife)  (4.2)

* Berco(m)
0,213x426 = 0,08845x400 + 0,0586x944,7

e Calado(m)
0,213x7,0 = 0,0884x10,5 4 0,0586x9, 6

Para a medida do Bergo(m)i} ortaleza © Porto de Macei6 apresenta uma maior ampli-
tude para que o input Ber¢o (m) atinja um valor 6timo. J4 para a medida de Calado(m)i‘: ortaleza’
o porto de Recife apresenta maior amplitude, ou seja, tem uma maior influéncia na medida 6tima
do input Calado (m). Logo, conforme os valores de Apg = 0,08845 e AR = 0,0586, os portos
de Macei6 e Recife servem de parametro para que o porto de Fortaleza atinja a fronteira de
eficiéncia.

Similarmente, a mesma andlise foi feita para o ano de 2016. Os dados podem ser
observados na Tabela 8. Verifica-se que apenas o porto de Itaqui apresenta eficiéncia 100%, ou
seja, é o unico porto que opera de modo eficiente, em relacdo aos demais. O porto do Pecém
continuou operando com eficiéncia superior a 70%. Os demais portos, inclusive os portos de
Maceid, Salvador e Recife, antes eficientes, operam com eficiéncia inferior a 50%.

O porto de Cabedelo, com efici€ncia superior a 70% em 2006, apresentou a menor
eficiéncia com 0,17%. Tal nivel de eficiéncia se deve, possivelmente, ao fato de ter o menor

calado e a menor quantidade de carga movimentada, em relacdo aos demais portos em anélise.
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Tabela 8 — Eficiéncia relativa dos portos que operaram carga geral da Regiao Nordeste (método
CCR), no ano de 2016

Portos Inputs Output Eficiéncia

Ber¢co(m) Calado(m) Quantidade(t) Comparativa
Fortaleza 1.586 10,8 64.465 7,42%
Suape 3.195 14,5 251.952 21,59%
Natal 567 11,5 2.334 0,50%
Itaqui 1.796 18,5 1.489.207 100,00%
Cabedelo 602 9,14 850 0,17%
Pecém 1.800 15,5 1.203.349 96,44%
Salvador 2.023 13,9 260.479 23,28%
Maceid 1.794 10,5 20.555 2,43%
Recife 1.826,1 10,7 420.123 48,78%

Fonte: Autora

O porto de Fortaleza, mesmo ndo sendo a menor eficiéncia do conjunto, teve uma medida de

eficiéncia baixa com 7,42%, inferior a do ano de 2006.

Tabela 9 — Benchmark dos portos que movimentam carga geral da regido Nordeste (método
CCR), no ano de 2016

Benchmark

Portos _—
Itaqui
Fortaleza 0,04329
Suape 0,16919
Natal 0,00157
Cabedelo 0,00057
Pecém 0,80805
Salvador 0,17491
Maceid 0,0138
Recife 0,28211

Fonte: Autora

Os benchmarks para as DMUs ineficientes, dado a Tabela 5, sdo os valores de A
nao nulos ao aplicar o modelo (2.4). A Tabela 9 apresenta os resultados para a andlise de
benchmarks, do ano de 2016. No qual, € possivel observar que, o porto de Itaqui além de
eficiente serve de parametro para todos os demais portos alcancarem a fronteira de eficiéncia.
Isso se deve, provavelmente, ao fato de que o porto de Itaqui possui caracteristicas estruturais

e/ou operacionais similares aos demais portos.
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4.1.1.2 BCC

A andlise de efici€éncia dos portos da Regido Nordeste pelo do método BCC permite
distinguir entre ineficiéncias técnica e de escala, estimando a eficiéncia técnica pura, dada as
escala de operagdes, e identificando se estdo presentes ganhos de escala constantes ou varidveis.

O modelo BCC permite identificar se o retorno de escala € constante (escala de
produc¢do ndo influi), crescente (aumento de escala garante aumento de produtividade) ou
decrescente (aumento de escala provoca decréscimo na produtividade).

A mensuragdo das eficiéncias pelo modelo BCC, orientado a input, com base nos
dados da Tabela 4, para o ano de 2006 pode ser observada na Tabela 10. No qual, seis dos portos
que movimentam carga geral apresentam eficiéncia de 100%. Os portos do Pecém, Cabedelo
e Fortaleza operam com eficiéncia total. Além deles, os portos de Salvador, Macei6 e Recife,
antes 100% eficientes pelo método CCR, permanecem eficientes com o método BCC. Verifica-se
também que todos os portos do conjunto analisado operam com eficiéncia superior a 60%.

O porto de Fortaleza pelo método CCR, no mesmo ano, apresentou a menor me-
dida de eficiéncia e pelo método BCC opera de modo eficiente. O que implica que o porto
possui inefici€ncias de escala, ou seja, o aumento de escala, possivelmente, garante aumento da
produtividade.

Tabela 10 — Eficiéncia relativa dos portos que operaram com movimentag¢ao de carga geral da
Regido Nordeste (método BCC), no ano de 2006.

Portos Inputs Output Eficiéncia

Ber¢co(m) Calado(m) Quantidade(t) Comparativa
Fortaleza 426 7,0 38.113 100,00%
Suape 386 13,4 116.007 69,06%
Natal 340 10,0 116.569 90,16%
Itaqui 710,4 11,5 228.960 84,26%
Cabedelo 110 9,4 65.201 100,00%
Pecém 700 15,0 351.965 100,00%
Salvador 1.243,6 10,0 317.668 100,00%
Maceid 400 10,5 243.558 100,00%
Recife 944,7 9,6 282.795 100,00%

Fonte: Autora

Os benchmarks para as DMUSs ineficientes pela aplicagdo do método BCC, dado a
Tabela 4, sdo os valores de A ndo nulos ao aplicar o modelo (2.8).
Na andlise de benchmarks para o método BCC constata-se que apesar dos portos

de Salvador e Pecém serem eficientes, eles ndo servem de referéncia para os demais portos.
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Devido, possivelmente, ao fato de operarem com caracteristicas bastantes distintas dos demais
portos que operam com movimentagdo de carga geral. Ja os portos de Fortaleza e Maceid servem
de parametros para todos os demais portos que nao atingiram 100% de eficiéncia. O porto de
Cabedelo ¢ referéncia para os portos de Suape e Natal, enquanto Recife é referéncia para que o

porto de Itaqui atinja a fronteira de eficiéncia, conforme ilustrado na Tabela 11.

Tabela 11 — Benchmark dos portos que movimentam carga geral da regido Nordeste (método
BCC), no ano de 2006

Portos Benchmarks . .
Fortaleza Cabedelo Maceié Recife
Suape 0,2055 0,4785 0,3161 0
Natal 0,3139 0,3504 0,3357 0
Itaqui 0,1394 0 0,5027 0,3579

Fonte: Autora

Tabela 12 — Eficiéncia relativa dos portos que operaram com movimentagao de carga geral da
Regido Nordeste (método BCC), no ano de 2016

Portos Inputs Output Eficiéncia

Ber¢co(m) Calado(m) Quantidade(t) Comparativa
Fortaleza 1.586,0 10,8 64.465 86,82%
Suape 3.195,0 14,5 251.952 69,48%
Natal 567,0 11,5 2.334 100,00%
Itaqui 1.796,0 18,5 1.489.207 100,00%
Cabedelo 602,0 9,14 850 100,00%
Pecém 1.800,0 15,5 1.203.349 100,00%
Salvador 2.023,0 13,9 260.479 72,71%
Maceid 1.794,0 10,5 20.555 87,75%
Recife 1.826,1 10,7 420.123 100,00%

Fonte: Autora

De modo andlogo foram feitas as analises para o ano de 2016. Constata-se pela
Tabela 12 que todos os portos da regido nordeste continuaram a operar com efici€éncia superior a
60%. Entre eles, cinco portos, dos nove analisados, operaram com eficiéncia de 100%, foram
eles os portos de Natal, Itaqui, Cabedelo, Recife e Pecém. Em contraste com as eficiéncias do
método CCR para o mesmo ano, no qual apenas o porto de Itaqui operou de modo eficiente, em
relagcdo aos demais. Observa-se que apenas Cabedelo e Pecém permanecem operando de modo

eficiente, baseado nas eficiéncias para o BCC no ano de 2006.
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Tabela 13 — Benchmarks dos portos que movimentam carga geral da regido Nordeste (método
BCC), no ano de 2016

Benchmarks
Cabedelo Recife
Fortaleza 0,848273 0,151727
Suape 0,401101 0,598899
Salvador 0,380764 0,619236
Maceid 0,953002 0,046998

Portos

Fonte: Autora

Conforme a Tabela 13 os portos de Cabedelo e Recife servem de parametro para
que os portos de Fortaleza (benchmark em 2006 para os portos de Suape, Natal e Itaqui), Suape,
Salvador e Macei6 tornem-se eficientes. Os portos de Natal, Itaqui e Pecém mesmo operando de
modo eficiente ndo se aplicam como referéncia para que os portos ineficientes atinjam a fronteira
de eficiéncia.

Os resultados das medidas de eficiéncia e dos valores de A nao nulos, com as
aplicacdes dos métodos de DEA cléssicos, foram obtidos através da linguagem de programacao
R((R CORE TEAM, 2019)), utilizando o pacote Benchmarking, conforme Bogetoft e Otto
(2018).

4.1.2 Eficiéncia dos Portos da regid@o Nordeste usando métodos de FDEA

A FDEA avalia a eficiéncia de cada DMU, possibilitando o uso de dados incertos
para inputs e outputs, em relagdo a um conjunto de possibilidades de produ¢do, determinada por
todas as DMUs. Dado as aplicac¢des anteriores para os métodos de DEA cléssicos verificou-se
que os valores de inputs e outputs classicos tem uma forte influéncia nos resultados obtidos.
Para o estudo, a fim de verificar o comportamento das eficiéncias das DMUs ao ocorrerem
pertubacdes nos dados de seus inputs e outputs classicos, serdo utilizadas inputs e outputs fuzzy
triangulares simétricas, no qual os centros serdo os proprios valores cldssicos dos inputs e outputs
das DMUs e o espalhamento serd dado por 10% do valor dos respectivos centros. Optou-se por
um baixo valor de espalhamento uma vez que medidas muito dispersas dos valores cldssicos

podem retornar andlises altamente discrepantes em relacdo aos casos reais.
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Para as andlises de eficiéncias dos portos nordestinos que operam com movimen-
tacdo de carga geral, o inputs e outputs que foram transformados em varidveis fuzzy foram,
respectivamente, o berco(em metros) e quantidade (em toneladas) movimentada. Para a medida
do calado (em metros), referente a profundidade a que se encontra o ponto mais baixo da quilha
de uma embarcacgdo, optou-se por permanecer como varidvel cldssica. Uma vez que levam-se
anos, mesmo com a aplicacdo de métodos de dragagens, para que haja um pequeno aumento da
profundidade das vias de acesso aos portos.

Conforme as transformagdes do inputs e outputs feitas para os anos de 2006, dados
na Tabela 4, e 2016, dados na Tabela 5, obtém-se respetivamente as Tabelas 14 e 15.

Tabela 14 — Portos da regido Nordeste que operaram com movimentacao de carga geral, com
medidas mistas (fuzzy e cldssicas), no ano de 2006.

Portos Inputs Output
Ber¢co(m) Calado(m) Quantidade(t)
Fortaleza (426,0; 42,60) 7,0 (38.113; 3.811,3)
Suape (386,0; 38,60) 13,4 (116.007; 11.600,7)
Natal (340,0; 34,00) 10,0 (116.569; 11.656,9)
Itaqui (710,4; 71,04) 11,5 (228.960; 22.896,0)
Cabedelo (110,05 11,00) 94 (65.201; 6.520,1)
Pecém (700,0; 70,00) 15,0 (351.965;35.196,5)
Salvador (1.243,6; 124,36) 10,0 (317.668; 31.766,8)
Macei6 (400,0; 40,00) 10,5 (243.558; 24.355,8)
Recife (944,7; 94,47) 9,6 (282.795;28.279,5

Fonte: Autora

Tabela 15 — Portos da regido Nordeste que operaram com movimentacao de carga geral, com
medidas mistas, no ano de 2016.

Portos Inputs Output
Ber¢o (m) Calado(m) Quantidade(t)
Fortaleza (1.586; 158,6) 10,8 (64.465; 6.446,5)
Suape (3.195; 319,5) 14,5 (251.952; 25.195,2)
Natal (567; 56,7) 11,5 (2.334;233.4)
Itaqui (1.796; 179,6) 18,5 (1.489.207; 148.920,7)
Cabedelo (602; 60,2) 9,14 (850; 85)
Pecém (1.800; 180) 15,5 (1.203.349; 120.334,9)
Salvador (2.023; 202,3) 13,9 (260.479; 26.047,9)
Macei6 (1.794; 179,4) 10,5 (20.555; 2.055.,5)
Recife (1.826,1; 182,6) 10,7 (420.123; 42.012,3)

Fonte: Autora
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A fim de verificar o comportamento das medidas de eficiéncia, dadas as variagdes
nas medidas de inputs e outputs classicos, serdo aplicados métodos de FDEA pois permitem as

andlises de eficiéncias de DMUs com varidveis fuzzy.
4.1.2.1 FDEA com abordagem de classificacdo fuzzy

Para mensuracdo das efici€ncias fuzzy, através de retornos constantes de escala, serd
utilizada a abordagem de classificacdo fuzzy, descrita na Secdo 3.1.1. Assim, dado um nivel de
pertinéncia @ permite-se encontrar as pontuacoes de eficiéncia fuzzy das DMUs e, com base
nelas, efetuar uma possivel classificagao.

E ficil ver que, dado o espalhamento dos centros ser definido em 10% para a
formulag@o dos nimeros fuzzy, os valores para e = ) il}ax (2% Cki/Xi) serd sempre igual a
0,1. As eficiéncias fuzzy para os portos analisados na Tai)éla 147, para diferentes valores de «,
aplicando o modelo (3.9) para o ano de 2006, podem ser observados na Tabela 16.

As medidas de eficiéncias fuzzy, com a aplicagdo do método (3.9) utilizando os dados
da Tabela 4 podem ser observadas na Tabela 14.

De acordo com as eficiéncias fuzzy das DMUs, € possivel efetuar uma classificagao.
Seja 6 = n +w,, ou seja, a soma da medida central com a medida do espalhamento a esquerda,

da eficiéncia fuzzy de uma DMU. Os valores de 0 para os portos do conjunto, conforme a Tabela

16, podem ser observados na Tabela 17.

Tabela 16 — Eficiéncias fuzzy dos portos da regido Nordeste que operaram com movimentacao
de carga geral, ano de 2006.

Portos Nivel o
0 0,25 0,5 0,75 1

Fortaleza  (0,03; 0,15; 0,03) (0,02; 0,15;0,02) (0,01; 0,15;0,02) (0.01;0,15;0,01) (0,00; 0,21; 0,00)
Suape (0,09; 0,49; 0,11)  (0,07; 0,49;0,08) (0,05; 0,49; 0,05) (0,02; 0,49; 0,03) (0,00; 0,49; 0,00)
Natal (0,01; 0,56; 0,13)  (0,08; 0,56;0,09) (0,05;0,56; 0,06) (0,03; 0,56;0,03) (0,00;0,56; 0,00)
Itaqui (0,01; 0,53; 0,13) (0,07, 0,53;0,09) (0,05;0,53;0,06) (0,03;0,53;0,03) (0,00;0,78; 0,00)
Cabedelo (0,18;0,97;0,22) (0,14;0,97; 0,16) (0,09; 0,97, 0,10) (0,05; 0,97, 0,05) (0,00; 0,97; 0,00)
Pecém (0,15; 0,83; 0,18) (0,12;0,83;0,13) (0,08; 0,83; 0,09) (0,04; 0,83;0,04) (0,00; 0,97; 0,00)
Salvador  (0,08; 0,42; 0,09) (0,06; 0,42;0,07) (0,04;0,42; 0,04) (0,02;0,42;0,02) (0,00; 1,00; 0,00)
Macei6 (0,18; 1,00; 0,22) (0,14; 1,00; 0,16) (0,10; 1,00; 0,11) (0,05; 1,00; 0,05) (0,00; 1,00; 0,00)
Recife (0,09; 0,49; 0,11) (0,07, 0,49;0,08) (0,05;0,49; 0,05) (0,02; 0,49;0,03) (0,00; 1,00; 0,00)

Fonte: Autora
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Tabela 17 — Valores de 6 para diferentes valores de o, dos portos da regido Nordeste que
operaram com movimentagdo de carga geral, ano de 2006.

Portos O\ o

0 025 05 0,75 1
Fortaleza 0,18 0,17 0,17 0,16 0,21
Suape 0,6 057 054 0,52 0,49
Natal 0,69 0,65 0,62 0,59 0,56
Itaqui 0,66 0,62 0,59 0,56 0,78
Cabedelo 1,19 1,13 1,07 1,02 0,97
Pecém 1,01 096 0,92 0,87 0,97
Salvador 0,51 0,49 046 0,44 1
Maceid 1,22 1,16 1,11 1,05 1
Recife 0,6 057 054 0,52 1

Fonte: Autora

Com a aplicacdo da abordagem de classificacdo fuzzy, dados os valores de 6 da Tabela
17, obtém-se os seguintes resultados: Sy = Maceid, Pecém e Cabedelo; Sy25 = So.5 = So.75 =
Cabedelo e Macei6; S; = Salvador, Recife e Maceid.

Os portos classificados como eficientes para 0 método CCR cldssico continuam
classificados como eficientes para o nivel o = 1. O porto de Maceid, além de eficiente e servir
de benchmark para outros portos com a aplicacdo do método CCR no mesmo ano, € classificado
como eficiente para todos os niveis abordados. Ja o porto de Recife, também eficiente e
benchmark com a aplicacdo do método CCR cléssico, observa-se que para um o < 0,75 ja deixa
de ser classificado como PD DMU, ou seja, DMU eficiente.

Similarmente, a mesma anélise foi feita para o ano de 2016, de acordo com os dados
da Tabela 15. As medidas de eficiéncia fuzzy dos portos analisados podem ser observados na
Tabela 18.

Tabela 18 — Eficiéncias fuzzy dos portos da regido Nordeste que operaram com movimentacao
de carga geral, ano de 2016.

Portos Nivel &
0 0,25 0,5 0,75 1
Fortaleza  (0,01; 0,05; 0,01) (0,01;0,05;0,01) (0,00; 0,05;0,01) (0,00; 0,05; 0,00) (0,00; 0,07; 0,00)
Suape (0,02; 0,10; 0,02) (0,01;0,10;0,02) (0,01;0,10; 0,01) (0,00; 0,10; 0,00) (0,00; 0,22; 0,00)
Natal (0,00; 0,00; 0,00) (0,00; 0,00; 0,00) (0,00; 0,00; 0,00) (0,00; 0,00; 0,00) (0,00; 0,00; 0,00)
Itaqui (0,18; 1,00; 0,22)  (0,14; 1,00; 0,16) (0,10; 1,00; 0,11)  (0,05; 1,00; 0,05) (0,00; 1,00; 0,00)
Cabedelo  (0,00; 0,00; 0,00) (0,00; 0,00; 0,00) (0,00; 0,00; 0,00) (0,00; 0,00; 0,00) (0,00; 0,00; 0,00)
Pecém (0,15;0,81;0,18) (0,11;0,81;0,11) (0,18;0,81; 0,08) (0,04; 0,81;0,04) (0,04;0,96; 0,00)
Salvador  (0,03;0,16; 0,03) (0,02; 0,16; 0,03) (0,01;0,16; 0,02) (0,01;0,16;0,01) (0,00; 0,23; 0,00)
Maceié (0,00; 0,01; 0,00) (0,00; 0,01;0,00) (0,00; 0,01; 0,00) (0,00; 0,01;0,00) (0,00;0,02; 0,00)
Recife (0,05; 0,28; 0,06) (0,04; 0,28;0,04) (0,04;0,28;0,03) (0,01;0,28;0,01) (0,00; 0,49; 0,00)

Fonte: Autora
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Tabela 19 — Valores de 6 para diferentes valores de o, dos portos da regido Nordeste que
operaram com movimentagdo de carga geral, ano de 2016.
0"\ o

0 025 0,5 0,75 1
Fortaleza 0,06 0,06 0,06 0,05 0,07
Suape 0,12 0,12 0,11 0,10 0,22
Natal 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Itaqui 1,22 1,16 1,11 1,05 1,00
Cabedelo 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Pecém 0,99 092 0,89 0,85 0,96
Salvador 0,19 0,19 0,18 0,17 0,23
Macei6 0,01 0,01 0,01 0,01 0,02
Recife 0,34 0,32 0,31 0,29 0,49

Portos

Fonte: Autora

Segundo os valores de 0 da Tabela 19, a classificacdo de eficiéncia dos portos
da regiao Nordeste que movimentam carga geral, para os niveis o abordados, é dada por
So = S0.25 = So.75 = S1 = Itaqui. O porto de Itaqui € classificado como PD DMU para todos
os niveis o observados. Similar aos resultados da aplicacdo do método CCR classico para o
mesmo ano. No qual, o mesmo porto além de unico eficiente serviu de benchmark para os
demais. Dos portos ineficientes apenas o porto do Pecém ficou mais proximo de ser classificado
como PD DMU, com o = 0 obteve medida classificatéria igual 0,99 ( sendo 1 necessdria para a

classificacdo).

4.1.2.2 FDEA com abordagem em nivel o

Na abordagem baseada em nivel «, descrita na Secdo 3.1.2, é possivel mensurar
a eficiéncia das DMUs, permitindo avalia-las através de retornos varidveis de escalas, pela
resolucdo de dois programas lineares paramétricos. Esses dois programas representam os
cendrios pessimistas e otimistas do conjunto de niveis & das func¢des de pertinéncia das medidas
de eficiéncia. Em um dado nivel de pertinéncia o especifico os cendrios podem ser obtidos
pela resolucao dos modelos (3.23) e (3.24), que representam os cendrios Pessimista e Otimista,
respectivamente.

A faixa, ou valor cléssico, conforme os inputs e output da Tabela 14, dado um nivel

de possibilidade o pode ser observada na Tabela 20.
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Tabela 20 — Nivel a para os input e output dos portos da regido Nordeste que operaram com
movimentacdo de carga geral, ano de 2006.

Nivel o
Portos Input Output
Ber¢o (m) Calado (m) Quantidade(t)

Fortaleza [383,4 + 42,60; 468,6 - 42,0x] [7,0; 7,0] [34.301,7 + 3.811,3 a; 41.924,3 - 3.811,3x]
Suape [347.4 + 38,60; 424,6 - 38,6x] [13,4; 13,4] [104.406,3 + 11.600,7 a; 127.607,7 - 11.600,7 ]
Natal [306,0 + 34,0cx; 374,0 - 34,0 ] [10,0; 10,0] [104.912,1 + 11.656,9¢¢; 128.225,9 - 11.656,9¢]
Itaqui [639,4 +71,0c; 781,4 - 71,0x] [11,5;11,5] [206.064,0 + 22.896,00; 251.856,0 - 22.896,00]
Cabedelo [99,0 + 11,0cx; 121,0 - 11,0cx] [9,4;9,4] [58.680,9 + 6.520,1¢c; 71.721,1 - 6.520,1 ]
Pecém [630,0 + 70,0¢; 770,0 - 70,0cx]  [15,0; 15,0] [316.768,5 + 35.196,5a; 387.161,5 - 35.196,51]
Salvador  [1.119,2 + 124,4; 1.367,9 - 124, 4] [10,0; 10,0]  [285.901,2 + 31.766,8¢¢; 349.434,8 - 31.766,8 (]
Maceié [360,0 + 40,0 o; 440,0 - 40,0 ]  [10,5; 10,5]  [219.202,2 + 34.355,8x; 267.913,8 - 34.355,8x]
Recife [850,0 + 94,5c; 1.039,2 - 94,5x] [9,6;9,6] [254.515,5 +28.279,5x; 311.074,5 - 28.279,5¢]

Fonte: Autora

Tabela 21 — Cendrios pessimistas e otimistas para portos da regido Nordeste que operaram com
movimentagao de carga geral, ano de 2006.

Portos niveis o

[(E)G, (E)G]  [(E)Gos. (E)gasl [(E)gs. (E)gs]  [(E)gss, (E)gss] [(E)T,(E)Y]
Fortaleza  (1,00; 1,00) (1,00; 1,00) (1,00; 1,00) (1,00; 1,00)  (1,00; 1,00)
Suape (0,65;0,74) (0,66; 0,73) (0,67, 0,71) (0,69; 0,69) (0,69; 0,69)
Natal (0,84; 0,97) (0,86; 0,95) (0,87;0,93) (0,90; 0,90)  (0,90; 0,90)
Itaqui (0,77; 1,00) (0,78; 0,94) (0,80; 0,88) (0,84;0,84) (0,84;0,84)
Cabedelo  (1,00; 1,00) (1,00; 1,00) (1,00; 1,00) (1,00; 1,00)  (1,00; 1,00)
Pecém (1,00; 1,00) (1,00; 1,00) (1,00; 1,00) (1,00; 1,00)  (1,00; 1,00)
Salvador  (0,94; 1,00) (0,95; 1,00) (1,00; 1,00) (1,00; 1,00)  (1,00; 1,00)
Maceié (1,00; 1,00) (1,00; 1,00) (1,00; 1,00) (1,00; 1,00)  (1,00; 1,00)
Recife (0,95; 1,00) (0,96; 1,00) (0,98; 1,00) (1,00; 1,00)  (1,00; 1,00)

Fonte: Autora

Os cendrios pessimistas e otimistas para os portos da regido Nordeste, dada a Tabela

20, para diferentes valores de o podem ser observados na Tabela 21. Verifica-se que para os

portos de Fortaleza, Cabedelo, Pecém e Macei6 em todos os niveis de possibilidade a eficiéncia

€ sempre igual a 1 para ambos os cendrios. Ou seja, dado um espalhamento de 10% das suas

medidas de input, conforme os respectivos niveis ¢ do output, permanecem operando de modo

eficiente em ambos os cendrios. Para os demais portos, as funcdes analiticas que representam as

medidas de eficiéncia fuzzy ndo puderam ser formuladas explicitamente. Logo, ndo foi possivel

efetuar uma classificacao.

De modo anélogo, a mesma andlise foi feita para o ano de 2016. Conforme um nivel

o, as medidas para a faixa, ou valor cldssico, dadas as medidas de inputs e output da Tabela 15,

podem ser observados na Tabela 22.
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Tabela 22 — Nivel a para os input e output dos portos da regido Nordeste que operaram com
movimentacdo de carga geral, ano de 2016.

Q - corte
Portos Input Output
Ber¢o (m) Calado(m) Quantidade(t)
Fortaleza [1.427,4 + 158,6a; 1.744,6 - 158,6a] [10,8; 10,8] [58.018,5 + 6.446,5a; 70.911,5 - 6.446,51]
Suape [2.875,5 +319,5c; 3.514,5 - 319,5¢¢] [14,5; 14,5] [226.756,8 + 25.195,2a¢; 277.147,2 - 25.195,2 (]
Natal [510,3 + 56,7c; 623,7 - 56,7ac]  [11,5; 11,5] [2.100,6 + 233,40; 2.567,4 - 233,40]
Itaqui [1.616,4 + 179,60; 1.975,6 - 179,6cx]  [18,5;18,5] [1.340.286,3 + 148.920,7x; 1.638.127,7 - 148.920,7 ]
Cabedelo [541,8 + 60,2¢x ; 1.980 - 60,2cx] [9,14; 9,14] [765,0 + 85,0cx; 935,0 - 85,0cx]
Pecém [1.620,0 + 180,0¢; 1.980,0 - 180,0cx]  [15,5; 15,5] [1.083.014,1 + 120.334,9x; 1.323.683,9 - 120.334,9¢x]
Salvador  [1.820,7 +202,3¢; 2.225,3 - 202,3x] [13,9; 13,9] [234431,1 +26.047,9¢; 286.526,9 - 26.047,9¢x]
Macei6 [1.614,6 + 179,4; 1.973,4 - 179,4c]  [10,5; 10,5] [18.499,5 +2.055,5¢; 22.610,5 - 2.055,5]
Recife [1.643,5 + 182,6¢; 2.008,7 - 182,6cx]  [10,7; 10,7] [378.110,7 + 42.012,3; 462.135,3 - 42.012,3«x

Fonte: Autora

Tabela 23 — Cendrios pessimistas e otimistas para portos da regido Nordeste que operaram com
movimentagao de carga geral, ano de 2016.

nivel o

PoNOS EE BT (B B0] (B B3] (B B0l [(EVE.(E)Y]
Fortaleza  (0,86; 0,87) (0,87;0,87) (0,87; 0,87) (0,87;0,87) (0,87;0,87)
Suape (0,68; 0,71) (0,69; 0,71) (0,69; 0,70) (0,69; 0,70)  (0,70; 0,70)
Natal (0,87; 1,00) (0,92; 1,00) (0,96; 1,00) (1,00; 1,00)  (1,00; 1,00)
Itaqui (1,00; 1,00) (1,005 1,00) (1,00; 1,00) (1,00; 1,00)  (1,00; 1,00)
Cabedelo  (1,00; 1,00) (1,00; 1,00) (1,00; 1,00) (1,00; 1,00)  (1,00; 1,00)
Pecém (0,96; 1,00) (0,98; 1,00) (1,00; 1,00) (1,00; 1,00)  (1,00; 1,00)
Salvador (0,71, 0,76) (0,72; 0,75) 0,72;0,74) (0,72;0,74) (0,73, 0,73)
Maceid (0,88; 0,88) (0,88; 0,88) (0,88; 0,88) (0,88; 0,88)  (0,87;0,88)
Recife (1,00; 1,00) (1,005 1,00) (1,00; 1,00) (1,00; 1,00)  (1,00; 1,00)

Fonte: Autora

De acordo com a Tabela 23, dado um espalhamento de 10% das suas medidas de

input, conforme os respectivos niveis o« do output, os portos de Itaqui, Cabedelo e Recife

permanecem operando de modo eficiente em ambos os cendrios. Ou seja, possuem medidas de

eficiéncia igual a 1 em todos os niveis de possibilidades & observados para ambos os cendrios.

Para os demais portos, as func¢des analiticas que representam as medidas de eficiéncia fuzzy nao

puderam ser formuladas explicitamente. Logo, nao foi possivel efetuar uma classificacao.

Os resultados das medidas de eficiéncia fuzzy para a abordagem de classificagdo fuzzy

e das medidas de eficiéncia para os cendrios pessimistas e otimistas pela abordagem de nivel o ,

com as aplicagdes dos métodos FDEA, foram obtidos através da linguagem de programacdo R,

utilizando o pacote deaR, conforme Coll-Serrano et al. (2019).
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4.2 Resultados

Com a aplicacao do método CCR cléssico para o ano de 2006 os portos de Salvador,
Recife e Macei6 operaram com 100% de eficiéncia, os demais foram classificados como inefici-
entes. Conforme os portos eficientes, os portos de Macei6 e Recife serviam de benchmarks entre
os portos ineficientes.

Para o método de FDEA, no ano de 2006, com abordagem de classificacdo fuzzy,
verificou-se que em pelo menos uma das classificagdes os portos de Pecém, Cabedelo, Maceio,
Recife e Salvador sdo eficientes. Vale ressaltar que os portos de Pecém e Cabedelo sdo ineficientes
pelo método CCR cléssico, e portos como Salvador e Recife, benchmarks no modelo CCR
classico, foram classificados como eficientes apenas para o nivel @ = 1. Ja o porto de Macei0,
além de eficiente e servir de benchmarks para outros portos com a aplicacao do método CCR
classico, é classificado como eficiente para todos os niveis de possibilidade ¢ abordados.

De modo andlogo, observando o comportamento das eficiéncias para o ano de 2016.
Com a aplicacdo do método CCR o porto de Itaqui, ineficiente pelo mesmo método para o ano
de 2006, foi o tnico porto que operou com 100% de eficiéncia e servia de benchmarks para todos
os demais.

Similarmente, com a abordagem de classificacdo fuzzy o porto de Itaqui, para o ano
de 2016, foi o unico classificado como eficiente em todos os niveis de corte utilizados. Dos
portos classificados como ineficientes o porto do Pecém foi o mais proximo de ser classificado
como eficiente, com o = 0 obteve medida classificatoria igual 0,99. Andlogo ao resultado
apresentado pela aplicagdo do método CCR cldssico no mesmo ano, no qual o mesmo obteve a
segunda melhor medida de eficiéncia.

Devido ndo ter sido possivel definir uma funcao analitica explicita para as medidas
de eficiéncia fuzzy de todos os portos analisados com a abordagem de nivel «, serdo abordados
para a comparagdo com o método BCC apenas os portos que obtiveram eficiéncia igual a 1 em
ambos os cendrios, para todos os niveis & observados e, em particular, os eficientes para o0 = 1,
para os anos de 2006 e 2016.

Pela aplicacao do método BCC, para o ano de 2006, os portos de Fortaleza, Cabedelo,
Pecém, Salvador, Macei6 e Recife operaram de modo eficiente e entre eles os portos de Fortaleza,

Cabedelo, Macei6 e Recife serviam de benchmarks entre os portos ineficientes.
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Para o método de FDEA, no ano de 2006, com abordagem de nivel «, verificou-se
que para & = 1 os portos eficientes s3o os mesmos que operam de modo eficiente pela aplicacao
do método BCC cléssico e apenas os portos de Fortaleza, Cabedelo, Pecém e Macei6 operam de
modo eficiente em todos os niveis corte utilizados, para ambos os cendrios. O porto de Recife,
benchmarks para o porto de Itaqui pelo método BCC, sempre tem eficiéncia igual a 1 para o
cendrio otimista. Mas, para o cendrio pessimista, a medida que o nivel a diminui o valor de
eficiéncia se afasta de 1. Ou seja, quanto menor o valor de ¢ maior € a faixa em que a medida de
eficiéncia do porto de Recife se encontra.

Para o ano de 2016, ao aplicar o método BCC, constatou-se que os portos de Natal,
Itaqui, Cabedelo e Pecém operaram de modo eficiente. Em comparagdo ao ano de 2006, apenas
os portos de Cabedelo e Pecém mantiveram-se eficientes. Conforme os portos eficientes, os
portos de Cabedelo e Recife serviam de benchmarks entre os portos ineficientes. J4 pelo método
FDEA, no ano de 2016, com abordagem de nivel a, exceto pelo porto do Pecém, os portos
eficientes mantiveram-se eficientes em todos os niveis de possibilidades o abordados (Inclusive
os portos que serviram de benchmarks pelo método BCC para o mesmo ano). Para a =1 os

portos eficientes foram os mesmos obtidos pela aplicacdo do método BCC.
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5 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Neste estudo foram abordados os métodos de DEA cléssicos e métodos de FDEA.
Foram feitas, também, aplicacdes dos métodos de DEA classicos e de FDEA para obten¢do das
medidas de eficiéncia classica e eficiéncia fuzzy, de portos da regido nordeste do Brasil nos anos
de 2006 e 2016.

Através da andlise dos resultados obtidos concluiu-se que para os métodos de FDEA,
a medida que o nivel & diminui, ou seja, a medida que o espalhamento bilateral nas medidas
de inputs e de outputs aumentam, nem sempre os portos classificados como eficientes para os
niveis o observados também sao eficientes pelos métodos de DEA cléssicos, inclusive portos que
servem de benchmark dentro do conjunto com a aplicagdo dos métodos cléssicos. Verificou-se
que portos classificados como eficientes pelo método CCR cldssico também sao eficientes para
o = 1 pelo método de FDEA com abordagem de classificagao fuzzy. De modo anédlogo, portos
classificados como eficientes pelo método BCC classico também sdo eficientes para o = 1 pelo
método de FDEA com abordagem de nivel a.

O estudo teve limitacdes pela falta de publica¢des com estudos similares de apli-
cagOes de métodos de FDEA para a andlise de eficiéncia de portos, no geral, impossibilitando
efetuar comparacoes quanto a eficdcia da andlise feita no estudo.

Este estudo pode ser aplicado com o intuito de analisar em quais intervalos uma
DMU pode, possivelmente, ter variacdes em suas medidas de input e output e operar, ou continuar
operando, de modo eficiente. Como uma analise mais sucinta dessas variagdes nas medidas de
input e de output, as DMUs poderiam, possivelmente, ter um maior controle de sua produtividade
em relacdo as faixas a qual suas medidas de input e outputs devem permanecer para que possam
operar, ou continuar operando, de modo eficiente, dado um conjunto de DMUs analisados.

Como trabalhos futuros, hd pelo menos trés direcdes para pesquisa. A primeira
compreende um estudo de classificacdo de instituicdes de ensino superior brasileiras, baseada
em FDEA. Uma segunda linha de pesquisa envolveria a aplicacdo da abordagem de tolerancia
e de teoria da possibilidade para medir a efici€éncia da portos da regido Nordeste do Brasil. A
terceira, e dltima, linha de pesquisa consistiria na abordagem dos método de DEA cléssicos
(CCR ou BCC) com andlises de fronteiras difusas, proposto por Mello (2005). Tal estudo teria
como intuito, observar se € possivel fazer uso dos resultados obtidos, com a aplicacdo do modelo,

na criacdo de técnicas de melhorias em relagdo a eficiéncia produtiva das DMUs.
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APENDICE A - TEORIA DE CONJUNTOS DIFUSOS

As secoes a seguir abordam os seguintes topicos: Funcdes de pertinéncia de um
numero fuzzy, operacdes com conjuntos fuzzy (Unido, Intersecdo e Complementar), aritmética
intervalar (Adi¢do, Subtragdo, Multiplicacao, Divisao, Inversa e Multiplicacdo por um escalar),
numero fuzzy triangular e operagdes de conjunto de nivela, também chamado de & — corte.

A Teoria dos Conjuntos Difusos, foi introduzida por Zadeh (1965) com a principal
intencdo de dar um tratamento matemdtico a termos linguisticos subjetivos, como “aproxi-
madamente”, “em torno de ”, dentre outros. Para obter a formalizacdo matematica de um

conjunto fuzzy, (ZADEH, 1999) se embasou no fato de que qualquer conjunto cldssico pode ser

caracterizado por uma func¢do: sua fun¢do caracteristica.

Definicao A.0.1. Seja U um conjunto e A um subconjunto de U. A fungdo caracteristica de A é

dada por

1 sexeA
X4 (x) = (A1)
0 sex¢A

Seja X4 uma fung@o de dominio U e a imagem contida no conjunto {0, 1}, com
Xa(x) = 1, indicando que x é elemento de A, caso contrdrio, quando X4 (x) = 0 indica que x ndo
¢é elemento de A. Assim, a funcdo caracteristica representa completamente o conjunto A ja que
deste modo tal funcao indica quais elementos do conjunto universo indica quais elementos do
conjunto universo U também sdo elementos de A. Contudo, existem casos em que a pertinéncia
entre elementos e conjuntos ndo € precisa, ou seja, nao € possivel saber se um elemento pertence,

ou nao, efetivamente a um conjunto.

A.1 Subconjuntos Fuzzy

Ampliando-se o contra-dominio da fun¢@o caracteristica que é o conjunto {0, 1} para
o intervalo [0, 1] permiti-se um "relaxamento" no conjunto imagem da fungdo caracteristica de
um conjunto. Uma formalizacdo matematica de imprecisdes, usando subconjuntos fuzzy € dada a

seguir, sugerida por (ZADEH, 1965).
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Definicao A.1.1. Seja U um conjunto (cldssico); um subconjunto fuzzy F de U é caracterizado

por uma fungdo pré-definida, chamada de fungdo de pertinéncia do subconjunto fuzzy F
or : U= [0,1], (A.2)

O indice F na funcio de pertinéncia € usado de modo andlogo a fun¢do caracteristica
de subconjunto clédssico, conforme Definicao A.1.1.

O valor @F(x) € [0, 1] indica o grau com que o elemento x de U pertence ao conjunto
fuzzy F; oF = 1 e o = 0 indicam, respectivamente, a pertinéncia completa e a ndo pertinéncia

de x ao conjunto fuzzy F.

A.2 Operacoes com Conjuntos Fuzzy

Sejam A e B dois subconjuntos fuzzy de U com funcdes de pertinéncia indicadas
respectivamente por ¢4 € @p. Seja A um subconjunto fuzzy de B, serd denotado por A C B e
Pa(x) < @p(x) x€U.

Para a funcao de pertinéncia do conjunto vazio (&) € dada por ¢z(x) = 0, enquanto o
conjunto universo (U) tem funcdo de pertinéncia @y (x) = 1, Vx € U. Assim, é possivel verificar

que d CAeA CUVA.

Definicao A.2.1. A unido entre A e B é o subconjunto fuzzy de U cuja funcdo de pertinéncia é

dada por
QDAUB(X) = max{qu (x), QDB()C)}, xeU. (A.3)

Definicao A.2.2. A interseccdo entre A e B é o subconjunto fuzzy de U cuja fungdo de pertinéncia
é dada por
PAnB (x) = min{q)A (x), (0] (x)}, xeU. (A4)

Definicao A.2.3. O complementar de A é o subconjunto fuzzy A’ de U cuja fungdo de pertinéncia
é dada por
(PA/(X) =1- (PA(X)7 xeU. (A.5)

Definicao A.2.4. Os subconjuntos fuzzy A e B de U sdo iguais se suas fungoes de pertinéncia

sdo iguais, ou seja, Pz(x) = @p(x) Vx € U.

As operagOes entre subconjuntos fuzzy satisfazem as seguintes propriedades:
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* Comutativa
AUB=BUA
ANB=BNA
* Associativa
AU(BUC)=(AUB)UC
AN(BNC)=(ANB)NC
* Idempoténcia
AUA=A
ANA=A
* Distributiva
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
* Conjunto Vazio
AN =0
AU =A
* Conjunto Universo
ANU =A
AUU=U
* Involucdo
A" =A
* Leis de DeMorgan
(AUB) =A'NB
(AnB) =A"UB
A demonstracdo de cada propriedade € uma aplicacao imediata das propriedades de

maximo e minimo entre funcgdes, ou seja,

max|[p(x), y(x)] = S [@(x) + w(x) +|@(x) — w(x)[]

No qual ¢ e y sdo funcdes com imagens em R. Maiores informagdes sobre as

demostracdes podem ser vistas em Gomide et al. (2018).
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Operacodes aritméticas de nameros fuzzy podem ser generalizadas a partir de opera-

coes de intervalos cldssicos. Defini¢des de operagdes intervalares, considerando os nimeros A e

B expressos como intervalos, sdo dadas a seguir:

Val,az,bl,bz e R

A= [al,az], B= [blabZ]

. Adigdo:
A+B = lay,ax] +[b1,by] = a1 + b1, a2 + by (A.6)
. Subtragdo:
A—B=lai,az] = [b1,b2] = [a1 — by, a2 — by] (A7)
. Multiplicagdo:
AxB = [aj,a0]* [by,b]
AxB = [min{a; xby,a; *by,ay*by,ar xby}, max{a; xby,a; xby,ay by, as * bpA]8)
. Divisdo:
A/B = |[a1,a2]/[b1,b]
A/B = [min{al/bl,al/bz,az/bl,az/bz},max{al/bl,al/bz,az/bl,az/bz}](AQ)

exceto o casode by =0 ou b, =0.

. Inversa de um intervalo:

1

Ail = Z:[al,az]il
11 1 1

A" = |min—,—,max —,— (A.10)
ay az ay az

excetoocasode a; =0ouay =0.

. Multiplicacdo de um intervalo por um escalar:

VA eR
AA = ),A[al,az] = [ﬂ,al,/laz], se A>0

AA = lA[al,az] = [ﬂtaz,/’tal], se A<0

(A.11)
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A.4 Nuamero Fuzzy Triangular

Dentre as formas de numero fuzzy, hd o nimero fuzzy triangular. E representado por
trés pontos e expresso por F = (f1, f2, f3). Pode ser interpretado como fungdes de pertinéncia

CcOmo a seguir:
(

0, se x< fi

x—fi

—7, SC€ fl §x§f2
ur() =9 277 (A.12)
f33_ ) se f2 §x§f3

0, se x> f3

Para um nimero fuzzy A triangular simétrico, A pode ser definida da forma A =
(x — k,x,x+ k) ou, para maior comodidade, A = (x, k), sendo k um espalhamento em relagéo ao

centro x.

A.5 Conjunto de nivel

Para todo a do intervalo [0, 1] é definido o & — corte (ou corte no nivel o) de um

conjunto fuzzy A de U como o subconjunto:

Ag ={x€Ulug(x) > a} (A.13)

O a-corte pode ser interpretado como o conjunto fuzzy que apresenta uma restri¢ao
imposta ao dominio do conjunto baseado no valor de &. Assim, o conjunto resultante contém
todos os elementos do dominio que possuem um grau de pertinéncia, t(x) < a.

Sejam os conjuntos fuzzy A e B, possuem as seguintes propriedades:
[AUB]* = [A]*U[B]*
ANBJ = [A]* N [B]?
A =B« [A]% = [B]*
[A € B]* = [A]* C [B]*

Utilizando-se matematica intervalar, dado o o.-corte para os nimeros fuzzy A e B,
sdo validas as seguintes operacoes:
* Adigdo
A+B=[A+B|*=[A]*+ [B]*



» Subtragdo
A—B=[A—B|%=[A]— [B]®
* Multiplicagdo

[AxB]* = [A]*+[B]*

¢ Divisdo

[A/B]* = [A]*/[B]*, se O ¢ [B]*

64
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ANEXO A - DEA CLASSICOS USANDO LINGUAGEM DE PROGRAMACAO R

Fungdes do R utilizadas para resolu¢ao dos modelos DEA cléssicos, orientados a
input. Conforme o pacote (BOGETOFT; OTTO, 2018).
# biblioteca do R para ler tabelas do Excel
library(readxl)
#leituras dos dados:DMUS, input, output.
dados<- read_excel("C:/Diretério/dados.xlIsx")
# Vetor de inputs
x <-data.frame(dados[,c(2,3)])
# Vetor de outputs
y <-data.frame(dados[,4])
# Pacote do R para resolver os métodos DEA
library(Benchmarking)
# Resolver pelo método do CCR
t<- dea(x,y,RTS = "crs")
# Resolver pelo método BCC
a<- dea(x,y,RTS = "vrs"
# Eficiéncias CCR
eff(t)
# Eficiéncias BCC
eff(a)
# Dual CCR
et <- dea.dual(x,y,RTS="crs"
# Dual BCC
ea <- dea.dual(x,y,RTS="crs")
# Medidas de eficiéncias para o CCR
eficiéncias] <-eff(t)
# Salvar em uma tabela as eficiéncias do método DEA CCR.
write.csv2(eficiénciasl, "C:/Diretorio/eficiénciaCCR.csv")
# Medidas de eficiéncias para o BCC
eficiéncias2 <-eff(a)

# Salvar em uma tabela as eficiéncias do método DEA BCC.



write.csv2(eficiéncias2, "C:/Diretério/eficiénciaBCC.csv")

# Valores de lambdas, usados para calcular benchmarks

# lambas para CCR

lambdaCCR <-lambda(t)

# Salvar em uma tabela os lambas nao nulos, do método CCR.
write.csv2(lambdaCCR, "C:/Diretério/lambasCCR.csv")
#lambas para BCC

lambdaBCC <-lambda(a)

# Salvar em uma tabela os lambas ndo nulos, do método BCC.

write.csv2(lambdaBCC, "C:/Diretério/lambdasBCC.csv")
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ANEXO B - FDEA USANDO LINGUAGEM DE PROGRAMACAO R

Fungdes do R utilizadas para resolu¢cdo dos modelos FDEA, orientados a input.
Conforme o pacote (COLL-SERRANO et al., 2019).
# Biblioteca do R para ler tabelas do Excel
library(readxl)
# Leituras dos dados:DMUS, input, output e os respectivos espalhamentos
FDEA <- read_excel("C:/Diretério/dadosFDEA")
# Pacote do R para resolver os métodos FDEA
library(deaR)
# Leitura dos dados como varidveis fuzzy
simétricas(.ml=centro,.dl=espalhamento) data_example <- read_data_fuzzy(FDEA, inputs.mL =
2:3, inputs.dL = 4:5, outputs.mL = 6, outputs.dL = 7)
# Resolugdo por classificacdo fuzzy, conforme (GUO; TANAKA, 2001)
result <- modelfuzzy_guotanaka(data_example, h = seq(0,1,by=0.25), orientation="i0")
# Resultados as medidas de eficiéncia fuzzy por classificacao fuzzy.
efficiencies(result)
# Salvar em uma tabela as eficiéncias fuzzy.
tabela <-efficiencies(result)

write.csv2(tabela, "C:/Diretério/eficiénciasFDEAGuo_Tanaka.csv")

#Resolugdo por nivel o, conforme (KAO; LIU, 2000)
result <- modelfuzzy_kaoliu(data_example, kaoliu_modelname = "basic", alpha = seq(0, 1, by =

0.25), orientation = "io", rts = "vrs")

# Resultados dos cendrios pessimistas e otimistas
efficiencies(result)
# Salvar em uma tabela as eficiéncias dos cendrios.
tabela3 <-efficiencies(result)

write.csv2(tabela3, "C:/Diretério/CenariosKao_Liu.csv")
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