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RESUMO

Considerando o operador de Jacobi L definido no espaco de hipersuperficies orientadas e fechadas

imersas no espaco euclidiano que t€m o mesmo volume da esfera unitaria dado por

L=—A—|I

onde —A é o operador de Laplace-Beltrami definido por Au = div(Vu) e |II|> = o1 k? éo
quadrado da norma da segunda forma fundamental de M.

Apresentamos uma generalizac@o para os resultados classicos do funcional de Willmore para
esfera euclidiana e, como consequéncia, acrescentando uma hipétese topoldgica provamos que o

primeiro autovalor do operador de Jacobi na esfera euclidiana ¢ um méaximo global.

Palavras-chave: operador de Jacobi; primeiro autovalor; operador laplaciano; operador de

Schrodinger; funcional de Willmore; curvatura escalar total.



ABSTRACT

We consider the Jacobi operator, defined on a closed oriented hy- persurfaces immersed in the

Euclidean space with the same volume of the unit sphere by

L=—A—|I

where —A is the Laplace-Beltrami operator with Au = div(Vu) and |II)? = 1 k; is the square
of second fundamental form.

We show a generalization for the classical result of the Willmore functional for the Euclidean
sphere. As a consequence, by adding a topological hypothesis we prove that the first eigenvalue

of the Jacobi operator in the Euclidean sphere is a global maximum.

Keywords: Jacobi operator; first eigenvalue; Laplacian operator; Schrodinger operator; Willmore

functional; total scalar curvature.
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1 INTRODUCAO

Seja M" uma hipersuperficie orientada e fechada imersa em R"*!. Considere o

operador diferencial
L=—A—|II]%

onde —A: H*(M) — L?(M) é o operador de Laplace definido por Au = div(Vu) e |II|* = i1 k%
¢ o quadrado da norma da segunda forma fundamental de M.

Conhecido como operador de Jacobi, esse operador surge naturalmente em problemas
geométricos envolvendo estabilidade ( (BARBOSA, J. L.; CARMO, M. D.;, ), (BARBOSA,
J. L.; CARMO, M. D.; ESCHENBURG, J., )) no cédlculo da segunda variacdo do volume
em M. Podemos também encontra-lo em trabalhos de (HARRELL II, 1996), (HARRELL II;
LOSS, 1998), (PAPANICOLAOU, 1996) ao tratar da prova parcial e total da conjectura de
Alikakos-Fusco proposta em (ALIKAKOS; FUSCO, 1993).

Conjectura 1.0.1 (ALIKAKOS; FUSCO, 1993) Suponha que ) é uma superficie suave, com-

pacta, simplesmente conexa em R3. O segundo autovalor de

L=-A-YK
j

¢ maximizado por zero, precisamente quando Q é uma esfera. Em R?* suponha que Q é uma
curva suave, simples e fechada. O segundo autovalor de
2
d 2

L=
ds?

é maximizado por zero, precisamente quando €2 é um circulo.

Essa conjectura se refere a um problema fisico envolvendo estabilidade de superficies.
Os autores perceberam que a instabilidade dessas superficies estava associada aos autovalores
negativos do operador de Laplace-Beltrami L. Como o primeiro autovalor de L ja € sempre
negativo, a atencao foi voltada ao segundo autovalor e assim obtiveram teoremas de estabilidade
e de caracterizacdo, conforme apresentado por Harrell e Loss em (HARRELL II; LOSS, 1998),

onde a conjectura de Alikakos-Fusco seguiu como caso particular.
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Teorema 1.0.1 (HARRELL II; LOSS, 1998) Seja 2 uma hipersuperficie diferencidvel compacta
de dimensdo d imersa em R, em particular auto-intersecées sio permitidas. A métrica na
superficie é a métrica euclidiana padrdo herdada de R**!. Entdo, o segundo autovalor Ay do

operador

1
L =—-A—-H?
d

é estritamente negativo a menos que S seja uma esfera, neste caso A, é igual a zero.

Durante a elaboragcdo da demonstragdo, Harrell e Loss perceberam que para trabalhar
sua técnica em cendrios mais gerais que R? havia a necessidade de modificar o potencial desse
operador e assim passou a considerar o operador .Z'.

Podemos também ver esse resultado como um teorema de caracterizagcdo da esfera
redonda e assim investigar se 0 mesmo ocorre para o primeiro autovalor. Ou seja, podemos
investigar dentre todas as hipersuperficies compactas orientaveis imersas no espaco euclidiano,
com o mesmo volume da esfera unitdria, qual delas possui o primeiro autovalor mais alto?
E razodvel esperar que tal hipersuperficie seja uma esfera e é o que ocorre para superficies
(Teorema 5.1 de (VIEIRA, Francisca Damiana, 2019)), mas serd que podemos assegurar isso em

qualquer dimensao? A resposta € positiva pelo que poderemos ver no teorema a seguir.
Teorema 1.0.2 Considere o operador £ : H*(M) — L*(M) definido por
L= —A—nl? (1.1)

onde A e H? sdo, respectivamente, o laplaciano e o quadrado da curvatura média de M. O
L 0,.% PN ..
primeiro autovalor A, do operador £ na esfera S" é mdximo dentre todos os primeiros

autovalores de £ nas hipersuperficies M que podem ser deformadas na esfera.

Observando que
A = inf|u|:l<$(u)au>L2(M):<$(u$)vu$>L2(M):/M_ugAuf_nH2<u$)2

> /M—uf Au” — [P () = (L(u?),u” ) 0y = =1 (L(w), ) a0 = A

e que pelo teorema acima, l? ot > /lig o corolario a seguir segue de imediato.

Corolario 1.0.1 Considere o operador de Jacobi L : H*(M) — L*(M) definido por

L:=—A—|Il? (1.2)
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onde A e |11 ]2 sdo, respectivamente, o laplaciano e o quadrado da norma da segunda forma de
. . L 4 L. . .
M. O primeiro autovalor JLIO "~ do operador L na esfera S" é mdximo dentre todos os primeiros

autovalores de L nas hipersuperficies M que podem ser suavemente deformadas na esfera.

Da mesma forma que Harell e Loss fizeram para obter uma demonstrac¢do definitiva
para a conjectura de Alikakos-Fusco, iremos usar um terceiro potencial para obter os resultados
deste trabalho. Usaremos a curvatura escalar ao invés do quadrado da curvatura média ou da
norma da segunda forma.

Para o que segue usaremos o funcional conhecido como curvatura escalar total que

associa a toda hipersuperficie compacta M C R"*! uma quantidade

1
Wi (M) = W/MMM

onde S é a curvatura escalar que pode ser expressa por S = n?H? — |II|2.
Considerando variagdes de hipersuperficies imersas em R”*! que mantém o volume
constante e igual ao da esfera S", provamos que esse funcional atinge seu minimo local na esfera

S" para n > 2 e que a esfera é o inico ponto critico desse funcional.

Teorema 1.0.3 Para cadat € (—&,¢€) associamos uma variedade mergulhada M]' com o mesmo

volume de S", obtida pela variacdo X; tal que My = S". Entdo para todo t € (—€,€) temos
Hi(t) Zn(n—1),

ou ainda,
SdM,; > Vol(S").
nn—1) Ju, r 2 Vol(§")

Além disso, #\(t) = n(n— 1) se, e somente se, M; é uma esfera euclidiana.

A desigualdade do teorema acima bem como seu coroldrio que segue sdo a principio
locais, porém, o fato da esfera ser o tinico critico do funcional curvatura escalar total nos fara

obter dois novos resultados que sdo globais.

Corolario 1.0.2 Para cadat € (—&, €) associamos uma variedade mergulhada M com o mesmo

volume de S", obtida pela variacdo X; tal que My = M. Entdo para todo t € (—€,€) temos

1 2
_ H)“dM; > n.
Vol (S") /M,(” J dMi z n

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M; é uma esfera euclidiana.
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Sobre o corolario acima, podemos encontrd-lo em (VIEIRA, Francisca Damiana,
2019) como Teorema 4.3. E interessante citar esse resultado nao s por ele poder ser visto como
consequéncia imediata do Teorema 1.0.3, mas também porque ele nos leva a versdo mais geral

do problema. O préximo teorema caracteriza os pontos criticos do funcional.

Teorema 1.0.4 Para cadat € (—€,€) associamos uma variedade mergulhada M}' com 0 mesmo
volume de S", obtida pela variacdo X; tal que My = M. Se M ¢é ponto critico do funcional W} ou
seja #{(0) = 0, entdo M = S".

Usando a interpretacdo correta, o fato acima poderia ser obtido através do resultado
de (BESSE, 2007). No capitulo inicial do livro considera-se uma variedade M e define-se o
funcional curvatura escalar total no espagco de métricas de volume unitdrio e com isso identifica-
se como métricas Einstein os pontos criticos do funcional. Pela demonstragado ser diferente e
para que este trabalho fique o mais autocontido possivel achamos relevante ndo so citar, mas
demonstrar esse teorema. O resultado a seguir € fruto dessa identificacdo unica dos pontos

criticos.

Teorema 1.0.5 Dada uma hipersuperficie compacta M C R"™ que pode ser suavemente defor-

madas na esfera S com mesmo volume da esfera unitdria temos
M(M) = n(n—1),

ou ainda,

ﬁ/MSdMZVol(S")

n
Além disso, #,(t) =n(n—1). se, e somente se, M; é uma esfera euclidiana.

O que nos leva a resposta do problema levantado na tese de (VIEIRA, Francisca

Damiana, 2019) cujo enunciado foi posto como Conjectura 4.

Corolario 1.0.3 Toda hipersuperficie compacta M"™ em R"T! que pode ser suavemente defor-

madas na esfera S"* e com mesmo volume da esfera unitdria, deve satisfazer

1

AVoI(S) /M(nH)ZdMZ n.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M" é uma esfera euclidiana.
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Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: no capitulo 2, apresentamos
alguns fatos preliminares que serdo usados ao longo do texto. Os capitulos 3 e 4 formam a
parte mais técnica do trabalho. No primeiro deles, temos o cédlculo das derivadas de primeira
e segunda ordem associadas as variagdes inicialmente definidas. No segundo, apresentamos o
funcional curvatura escalar total e fazemos os dltimos calculos necessarios para obtencdo de
expressoes que serdo usadas nos teoremas principais. Por fim, no ultimo capitulo, apresentamos

e demonstramos com detalhes os teoremas e corolarios que foram aqui enunciados.
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2 PRELIMINARES
2.1 Meétrica riemanniana

Iniciaremos com a defini¢do de métrica riemanniana e a partir dessa definiremos

variedades imersas e imersoes isométricas.

Definicao 2.1.1 (Métrica riemanniana) Uma métrica riemanniana (ou tensor riemanniano)
em uma variedade diferencidvel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M
um produto interno (,), (isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago
tangente T,M, que varia diferenciavelmente no seguinte sentido: Se x : U C R" — M é um

d
sistema de coordenadas locais em torno de p, com X(x1,x2,...,x,) =q € X(U) e =—(q) =

8x,~
d d
dx(0,...,1,...,0), entdo <a—(q), a—(q)> = gij(x1,...,x,) € uma fungado diferencidvel em
Xi XJ’ q

U.

Definicao 2.1.2 (Variedade riemanniana) Uma variedade diferencidvel M com uma métrica g
é chamada variedade riemanniana e podemos denotar simplesmente por (M, g) a variedade

riemanniana cujo tensor riemanniano € g.

Definicao 2.1.3 (Isometria) Sejam M e N variedades riemannianas. Um difeomorfismo f : M —

N (isto é, f é uma bijecdo diferencidvel com inversa diferencidvel) é chamado de isometria se:
(u,v)p = (dfp(u),dfp(v)) p(p),para todo p € M,u,v € T,M. (2.1)

Seja f: (M",gM) — (N"+*, ¢V) uma imersio, isto é, f é diferencidvel e dfy,:T,M —
T¢(p)N € injetiva para todo p € M. Se N tem uma estrutura riemanniana, f induz uma estrutura
riemmaniana em M por (u,v), = (dfy(u),dfp(v)) (), u,v € TyM, ou seja, g” = f*¢g". Como
df, ¢ injetiva, (,), € positivo definido. As demais condi¢des da Defini¢ao 2.1.1 seguem na-
turalmente. A métrica de M é chamada entdo a métrica induzida por f, e f é uma imersao
isométrica. Além disso, se f for um difeomorfismo (local) e uma imersao isométrica, dizemos
que f € uma isometria (local).
71+1 =7

No caso particular onde a codimensdo daimersao é 1,i.e., f :M"—-M | f(M)CM

¢ chamada de hipersuperficie.
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2.2 Operadores diferenciais

Nesta sec@o usaremos a derivacao covariante de tensores para estender as variedades
Riemannianas certos operadores diferenciais, como o gradiente, Laplaciano e Hessiano, que serdo
muito utilizados no decorrer desse trabalho. Apesar de parecer repetitiva essa apresentacao acaba
por ser essencial por questdo de fixagao da notagc@o, uma vez que algumas adog¢des diferentes de

orientacao/sinal podem ser utilizadas.

Definicao 2.2.1 (Gradiente) Seja M uma variedade riemanniana. O gradiente de uma fungdo

f€E=(M) é o iinico campo de vetores grad f € X(M) que satisfaz a equacdo

(grad f,X) = X f,

para todo X € X(M), ou equivalentemente,

(grad f,.) = df.
Em coordenadas locais, grad f tem a expressdo
" af d
rad L 2.2)
gradf = ”Z’ | & dx; 0x; j

Definicao 2.2.2 (Divergéncia) Sejam M uma variedade riemanniana e X € X(M) um campo de

vetores. A divergéncia de X, div(X), é o traco do operadorY — VyX.

E ficil verificar que dados f,g € € (M) e X € X(M), vale div(fX) = (grad f,X) +
fdivX.

Definicio 2.2.3 (Laplaciano) Seja (M",g) uma variedade riemanniana de dimensdo n (com ou
sem bordo). O operador linear
A: H*M) —  L*(M)
f — div(grad f),
é chamado de Laplaciano. Em coordenadas locais Af tem a expressdo
o= X (e, &
Apo6s algumas manipulagdes e usando a notagdo com os simbolos de Christoffel,

podemos escrever

O of
g 1 _ ]k j
A --Z_:lg oxidx; . gt_lg Ui x; (2.4)
hJ= i) k=
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Definicio 2.2.4 (Hessiano) Seja f € €°°(M). O tensor de ordem 2, denotado por Hess f, em M
dado por
Hess f(X,Y) =XY(f) — VxY(f),

para todo X,Y € X(M), é chamado de Hessiano de f.

Em um sistema de coordenadas temos:

ok d . .
Hess f = Z <8x,8j;j Z Ffj&f> dx' @ dx’ . (2.5)

i,j=1

Observacao 1 Segue imediatamente que para cada p € M vale

tr{v — (Hess f),(v)} = div(grad f)(p) = Af(p),

onde tr denota o trago do hessiano.
Nio é dificil verificar que A(fg) = fAg+ gAf +2(grad f,gradg).
Definicio 2.2.5 (Volume) Definimos o volume vol(R) em R pela integral em R"
vol(R / det(gi;) dx; ... dx. 2.6)

A expressdo acima estd bem definida. Com efeito, se R estd contido em outra
vizinhanga coordenada y(V') de uma parametrizagdo positivay : V C R” — M, teremos com as

notagcdes acima e pela férmula de mudanga de varidveis em integrais multiplas,

)

/ dxp...dx,
/y " det(h;;)dy; ...dy, = vol(R),

det(g;j

TT

0 que mostra que a defini¢do 2.6 ndo depende do sistema de coordenada escolhido. Agora

apresentaremos o teorema principal dessa subsecao.

Teorema 2.2.1 (Teorema da Divergéncia) Seja (M,g) um variedade riemanniana orientada

com bordo. Dado um campo vetorial suave compactamente suportado X definido em M, entdo
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/ (divX)dV, = / (X,N)odV;,
oM
onde N é o campo vetorial normal unitdrio exterior ao longo de M e § é a métrica riemanniana

induzida em oM.

Demonstracao: Vide [(LEE, 2003)].
No caso em que M ¢ variedade riemanniana compacta e, portanto, sem bordo, vale

J(divX)dV = 0 para todo campo suave X em M. Em particular, [,, AfdA =0, para toda fungdo
fee=(M).

Teorema 2.2.2 (Férmulas de Green) Sejam h € €1 (M), f € €*(M) com hV f de suporte com-

pacto, entdo

/M (hAf + (YR, V )}V =0, 2.7)

Se também assumirmos que h € €*(M) e ambas f,h tém suporte compacto, entdio

/M {hAf — FARYAV = 0. (2.8)

Demonstracao: Segue direto do teorema da divergéncia.
Apresentaremos algumas defini¢des envolvendo os autovalores e autofungdes do
operador de Laplace, que serdo usados posteriormente na demonstracao de alguns resultados.

Para mais detalhes, vide (CHAVEL, 1984).

Definicao 2.2.6 (Autovalor e autofun¢do) Um niimero real A é chamado um autovalor de —A

se existe uma fungdo u € €*(M) ndo identicamente nula, tal que
—Au = Au. (2.9)

Neste caso, u é chamada uma autofungdo correspondente ao autovalor A. O espaco de solugcoes

da equagdo acima para um dado autovalor A é chamado seu auto-espaco.

Existe uma base ortonormal {¢;} j<( de L?>(M) formada por autofungdes, ou seja,

—AQ; =465 € (0,00 12a0) = /M 0,00V = 55 (2.10)
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e os autovalores satisfazem

0= <A <...7Teo

e se repetem de acordo com sua multiplicidade.
Primeiramente, sabendo que ¢ € uma autofungdo de —A, segue que seu autovalor

A deve ser ndo-negativo. De fato, fazendo f = h = ¢ e aplicando na Férmula de Green (2.7),

obtemos
1 = —Ad
= (A0 —29.9) 2 =
N /1/ ¢2dV:—/ OAGdV
= A0z = [ V9PV,
Portanto,

A=119l1% [ [VoPav = 0. @.11)

Além disso, de (2.11), temos que se A = 0, entdo ¢ é uma fungdo constante e dessa
forma segue que Ay = 0. Notamos ainda que a ortogonalidade de auto-espacos distintos é uma
consequéncia direta da Férmula de Green (2.8). De fato, sejam ¢, y autofunc¢des dos autovalores

A, T respectivamente. Ento,

0:/M{<PA1//—quo}dV=<7L—r>/M<pt/de

e segue o resultado.
Por fim, se @1, ¢, ... é uma sequéncia ortonormal em L?(M) de autofungdes tal que
¢; ¢ uma autofungdo de A; para cada j =1,2,3,... entdo ¢y, ¢, ... ¢ uma sequéncia ortonormal

completa de L?>(M). Em particular, para f € L*>(M) temos

Z 1,070 (2.12)
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emL*>(M), e

AP =Y (f.0,)* (2.13)

=

2.3 Curvaturas

Tal como anteriormente apresentaremos algumas defini¢des muito mais por fixacao
de orientagdo/sinal que por qualquer outro motivo. Dessa forma, uma vez apresentada uma defi-
nicdo ja assumiremos todas as propriedades e teoremas cldssicos referente a ela. Apresentaremos
também curvaturas média de ordem superior que por nio serem tdo usuais faremos questio de

além da definicao apresentar os resultados com suas respectivas demonstracoes.

Definicao 2.3.1 (Tensor de curvatura) Seja (M,g) uma variedade riemanniana. Definimos o
tensor de curvatura como a correspondéncia que associa a cada X,Y € X(M) uma aplica¢do

R(X,Y):X(M) — X(M) dada por
R(X,Y)Z =VyVxZ— vayz—f—V[Xy]Z, yAS :{(M),

onde V é a conexdo Riemanniana de M.

Definicio 2.3.2 (Tensor de Ricci) Sejam (M", g) uma variedade riemanniana, p € M e {z1, ...,z }
uma base ortonormal de T,M. Entdo, para quaisquer X,Y € T,M definimos o tensor de Ricci
como

n
Ric(X,Y) =Y (R(X,z)Y,z) .
i=1
Além disso, se || X|| =1, entdo Ric(X,X) é chamado de curvatura de Ricci na diregcéo de X.

Essa defini¢do ndo depende da escolha da base ortonormal escolhida para T,M.

Definicao 2.3.3 (Curvatura escalar) Sejam (M",g) uma variedade riemanniana, p € M e

{z1,...,2n} uma base ortonormal de T,M. Definimos a curvatura escalar S em p por

S(p) = Y (R(zi,2))zi2)) -

ij
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Uma observagao interessante que facilita a fixacao das defini¢cdes € que a curvatura de Ricci foi
obtida a partir de uma contragdo do tensor curvatura e a curvatura escalar € a contragcdo do tensor
de Ricci.

Passemos agora a definicdo de curvatura média de ordem superior. Para o que segue
sejam @ : M" — R"*! uma imersdo isométrica e A a segunda forma fundamental de ® com
respeito ao campo normal unitdrio N que dé a orientacdo de M e induz, em cada p € M, um
operador linear auto-adjunto A, : T,M — T,M. Para 1 <r <n, seja S,(p) a r-ésima funcio
simétrica elementar nos autovalores de A,,. Dessa forma, obtemos n funcdes suaves S, : M — R,
tais que

n
det(t1 —A) = Y (—1)*§p" 7, (2.14)
k=0
onde So = 1 por definicdo. Quando {e;} é uma base de 7,M formada por autovetores de A,

com autovalores correspondentes {A; }, vemos imediatamente que

Sy = 6,(M,ee s ), (2.15)
onde o, € R[X1, ..., X,] é o r-ésimo polindmio simétrico elementar nas indeterminadas X, ..., X,
isto é
o (X1,...,.X,) = Y Xi.X. (2.16)
1<ii<...<i,<n
Note que, em particular, vale a relagdo 25, + |A|> = $7 onde |A|> = (A4,A) = tr(A?).
De fato,

2
§2_ 25, = (Z%) COY dy =Y 22 = AP

i<j i
Proposicio 2.3.1 A curvatura escalar S de uma hipersuperficie y : M — R" é dada por
S=57 1A%

Demonstracio: Seja R a curvatura de M, desde que a curvatura seccional de R"*! é zero pela

equacgdo de Gauss, temos

(R(X,Y)Z,W) = (B(X,Z),B(Y,W)) — (B(X,W),B(Y,Z)).
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Fixado p € M, consideremos {e; } 1 <x<, uma base ortonormal de 7,,M formada por autovetores

de Aj,. Temos

S(p) = Y.(R(eiej)eie))

i,
= Z(B(e’l’, ei),B(ej, ej)> — <B(ei,ej),B(ej,e,~)>
,j
= Z Aid ;.
i#]
Dai,
2
n n n
S=Y 2ari= (Y| -Y A2 =51-|A1%
i) i=1 i=1
0
Concluimos da proposicdo acima que no caso em que M € uma hipersuperficie
imersa em R"*! vale 25, = S. Apresentaremos agora fungdes que generalizam o conceito da

conhecida curvatura média.

Definicao 2.3.4 (Curvatura média de ordem superior) Para 0 < r < n, definimos a r-ésima

curvatura média H, de ® por

%Sr = Lcrr(/’h,...,iln). (2.17)

()

Tais fungdes satisfazem desigualdades algébricas muito uteis, conjuntamente deno-

H, =

minadas desigualdades de Newton. A prova do lema e da proposi¢do a seguir foram retiradas de

(MUNIZ NETO, Antonio Caminha, 2004).

Lema 2.3.1 Se um polinomio f € R[X] possui k > 1 raizes reais, entdo sua derivada f' possui
ao menos k — 1 raizes reais. Em particular, se todas as raizes de f forem reais entdo todas as

raizes de f' também serdo reais.

Demonstracao: Podemos considerar k > 1. Sejam x; < ... < x, raizes reais de f com multipli-
cidades respectivamente my, ...,m, tais que m; + ... +m, = k. Entdo cada x; é raiz de f’, com
multiplicidade m; — 1. Por outro lado, entre x; e x; 1 ha, pelo Teorema de Rolle, a0 menos uma

outra raiz de f’, de modo que contabilizamos ao menos

(m—1)+..+m—1)+r—1)=k—1
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raizes reais para f’. O resto € imediato.

OJ

Proposicao 2.3.2 Para 1 < r < n, tem-se Hr2 > H,_1H,, . Ademais, se a igualdade ocorrer

para r =1 ou para algum 1 < r < n, com H,| # 0 neste iiltimo caso, entdo A; = ... = Ay,.

Demonstracdo: A prova sera por indugdo sobre o nimero n > 1 de ndmeros reais Ay, ..., A,,.

Para n = 2, temos
2 1\’ 2
H{ >Hy-H, & 5 (M +4)" >4l

& }l(zfuxlzﬁﬁ—%xz)zo
& A —2UM+A3>0
& (M —A)?>0,

com igualdade se, e somente se, A; = A;. Agora, suponha a desigualdade vélida para (n— 1)
nimeros reais, com igualdade ocorrendo para H, | # 0, se, e somente se, os (n — 1) nimeros

reais forem todos iguais. Dados n > 3 reais A, ..., A,, seja

F) = (x4t A1) (x+ M) = i(n)H,(/x,-)xn—r.

r=0 \"
Entao
n—1 n
70 =L -0 (")t
r=0 r
Por outro lado, pelo lema anterior, existem 71, ..., %,—1 tais que
n—1 .
ffx)=nlx+7)...(x+%-1) = n Z Sy(y)x""
r=0
n—1 n—1 |
= Zn( )H,(yl)x"_r_
r=0 r

Desde que (n—r)(") = n("_l) , comparando coeficientes obtemos H,(A;) = H.(7;), para 0 <

r

r < n— 1. Portanto, segue da hipétese de indugdo que, para 0 <r <n—2,
H}(Ai) = H} (%) = He—1(Y)Hy 41 (1) = Hr—1 (%) Hrg1 (A).

Ademais, se tivermos igualdade para os A;, com H,(4;) # 0, entdo também teremos igualdade
para os %, como H, (%) # 0. Novamente pela hipétese de indugdo, segue que y; = -+ = ¥, 1,

edaid; = ... = A,.
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Para terminar, € suficiente provar que H,%fl (&) > Hy—2(A))H,(A;) com igualdade
para H,(A;) # 0 se e s6 se todos os A; forem iguais. Se algum A; = 0, a desigualdade é Gbvia.

Sendo, H,(A;) #0e

1 2 -1
n H, n H
H? > H, »H, < | > | A
n—1 = Hn=2n (n—l) E)vi - <”—2) = Aid !
s (n-1) il 2>2 ) !
n— EW h :
s ¥ i<y Ak

2 2
n ia,- — iOC,’ —ZHZOC,'OCJ'ZO
i=1 i=1 i<j
[ n 2 n 2
s nl(Yo| —2)Yao|—|Yo] >0
| \i=1 i<j =1
2

n n
& nYo—|Ya)| >0,
i=1 i=1
que ¢é verdade pela desigualdade de Cauchy-Schwarz. Também nesse caso, vé-se que ocorre a
igualdade se, e somente se, todos os ¢; (e portanto os A;) forem iguais.
0J
Um outro fato importante sobre essas curvaturas de ordem superior é que toda
hipersuperficie compacta isometricamente imersa em uma forma espacial tem um ponto onde
todas essas curvaturas tém um mesmo sinal. Para isso, mostraremos que toda imersao isométrica
® : M" — M"*! de uma hipersuperficie compacta possui um ponto onde todas as curvaturas
principais sdo positivas, onde M”*! representa R"*!, H"*! ou um hemisfério aberto de S"*! (a
depender da escolha da orientagdo poderiamos ter escolhido mostrar o mesmo trocando positivas
por negativas). Para isto, introduziremos algumas notacdes e relembraremos alguns fatos.

Seja S, : R — S definida por

senh(t), se c=—1
Se=14 t, sec=0

sen(t), sec=1

ed: M — R a funcio distancia para um ponto fixo pg € M1, isto é, d(p) = d(p,po). E

sabido que a fungio distancia é suave em M""! — {po} e que ||grad d|| = 1.
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Agora considere uma hiperesfera de centro py e raio r, de M"*!, a saber:
$"(r) ={p €M id(p) = r}.

Entdo o campo unitdrio normal (interior) a §"(r) é N = —grad d. Por (JORGE; KOUTROUFIO-
TIS, 1981), temos que

_ S’ (d _
(V,gradd,w) = SCEd; ((v,w) — (grad d,v)(grad d,w)) VYv,w € TM" 1.
Tomando v,w € TS"(r) obtemos (A(v),w) = (—VvN,w) = (Vvgradd,w) gﬁ EZ; (v,w). Isto diz que
todas as curvaturas principais de $"(r) sdo constantes iguais a ?”—E:g

Proposicdo 2.3.3 Seja @ : M" — M1, onde M1 = R"™1, S"*! (hemisfério aberto de Sg“),
imersdo isométrica de uma hipersuperficie compacta, entdo M" possui um ponto onde todas as
curvaturas principais sao positivas. Se M?“ = H"t!, entdo existe um ponto onde as curvaturas

principais sdo maiores que 1.

Demonstraciio: Representaremos por pg a origem de R"*! ou o centro do hemisfério aberto

Sg“. Seja ¢ € M" o ponto onde a fungdo d(p) = d(p, po) atinge o méaximo. No ponto g,

g%:g > (. Para o caso

a hipersuperficie M" é mais curvada que a esfera S"(r), entdo A; >

hiperbdlico basta observar que % > 1 (Veja Figura 1.1)

Figura 1.1:

2.4 Dois operadores do tipo Schrodinger

Usaremos esta se¢do para apresentar as defini¢des e os resultados minimos necessa-

rios para formalizar a tematica sobre os dois principais operadores apresentados aqui.
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Definicdo 2.4.1 (O operador diferencial .#]) Considere (M,g) uma variedade Riemanniana

compacta, conexa, sem bordo, imersa em R"T!. Definimos o operador

L H* M) — L*(M)
A A e =]

onde A e S sdo, respectivamente, o Laplaciano (Defini¢do 2.2.3) e a curvatura escalar na métrica

induzida em M a partir da métrica de R"*1.

Observacio 2 £ ¢ um operador do tipo Schrodinger. Esse tipo de operador emergiu da teoria
ondulatoria da matéria formulada pelo fisico austriaco Erwin Schrodinger na terceira década
do século XX e é caracterizado por

—A+V,

onde V : M — R é o operador multiplica¢do associado ao potencial V.=V (x) no espago de
Hilbert L>(M) e —A ¢é o operador de Laplace. Em particular, trabalhamos com o operador cujo
o potencial é dado por V = — S, sendo S a curvatura escalar da variedade Riemanniana

M.

1
(n—1)
Observacao 3 Para qualquer funcdo continuaV.em M, o espectro de —A+V consiste de uma
sequéncia crescente e ilimitada de autovalores

M(—A+V) < L (A+V) < A3(-A+V)< ...

O primeiro autovalor A(—A+ V) é conhecido por ser simples e satisfazer (em virtude do

Principio do Minimax)

1
M(—A+V) < /an ,
1(-A+V) < Vol(M) Ju '
onde Vol(M) e dv, sdo, respectivamente, o volume e o elemento de volume Riemanniano de

(M, g). Além disso, essa desigualdade é estrita a menos que V seja constante.

Definicao 2.4.2 Considerando um operador eliptico L, chamamos Ay > 0 o autovalor principal

de L.

Teorema 2.4.1 (Principio Variacional para o autovalor principal) .
(i) Temos

Ay = min{Blu,ul;u € H}(U), ||u|[;2 = 1}. (2.18)
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(ii) Além disso, o minimo acima é atingido em uma fungdo wi, positiva no interior de U, que

resolve

Lw, = Aiwg emU

wi = 0 em dU.

(iii) Finalmente, se u € H(% (U) é qualquer solugdo fraca de

Lw, = Aiwg emU

wi = 0 em U,

entdo u é um miiltiplo de wy.
Demonstracao: Vide (EVANS, 2010).

Observacdo 4 (i) A afirmagdo (iii) diz que o autovalor principal Ay é simples. Em particular,

O<M<HL<Az<....

(ii) A expressdo (2.18) é a formula de Rayleigh e é equivalente a afirmacdo

B
Al = min M
wer ) ||l 72 )
u#0

De maneira inteiramente andloga temos os resultados acima para o operador a seguir.

Definicio 2.4.3 (O operador diferencial .¥’) Considere (M,g) uma variedade Riemanniana

compacta, conexa, sem bordo e imersa em R"T!. Definimos o operador
2 H*M) — L*(M)
£ (-A-nH)(f),

onde A e H sdo, respectivamente, o Laplaciano (Definicdo 2.2.3) e a curvatura média normali-

zada de M.
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2.5 Generalizaciao do teorema de Alexandrov e da formula de Minkowski

Um resultado de grande relevancia no estudo de hipersuperficies € o teorema atri-
buido a Alexandrov, que caracteriza a esfera como unica hipersuperficie compacta e conexa
de curvatura média constante (ALEXANDROYV, 1962). Considerando as curvaturas de ordem

superior podemos obter um resultado de caracteriza¢ao andlogo.

Teorema 2.5.1 (Generalizacdo do teorema de Alexandrov) Seja v : M" — R" ! uma hipersu-
perficie compacta mergulhada no espago euclidiano. Se H, é constante para algum 1 <r <n,

entdo M" é uma esfera.

Demonstracao: Vide (SANTOS, Pedro Jorge Sousa dos, 2015).

Hé também uma generalizacao para a conhecida férmula de Minkowski.

Teorema 2.5.2 (Formula de Minkowski) Seja M uma hipersuperficie compacta, orientada e

v M — R sua imersdo isométrica. Entdo vale

/M (Hy+H,+1(y,N))dM =0,
onde N é um campo normal unitdrio e H, é a r-ésima curvatura média de M.

Demonstracao: Vide (HSIUNG, 1954).
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3 FUNCIONAL CURVATURA ESCALAR TOTAL

Neste capitulo iniciaremos a parte mais trabalhosa deste trabalho. Primeiramente,
consideramos o funcional curvatura escalar total #] que associa a toda hipersuperficie compacta

M C R"! a quantidade

Wi(M) = @ [ sam,

onde S € a curvatura escalar que como vimos na Proposicao 2.3.1 pode ser expressa por S =
n’H? — |11

Ao considerar um caminho dentro do espago das imersdes onde o funcional curvatura
total estd definido, podemos calcular de forma sistematizada cada um dos termos que compdem
a férmula da primeira variagdo nesse caminho. Apesar de trabalhosos, todos os cdlculos que

serdo apresentados a seguir sao de facil verificacao.

3.1 Variacoes por hipersuperficies de volume constante

Antes de iniciar as derivacdes, iniciaremos essa se¢do explicitando a familia de
parametrizagdes e mostraremos uma condi¢@o suficiente para que cada elemento preserve o
volume.

Considere uma hipersuperficie fechada M de dimensao . Sejam & : U — M"* C R"*!
uma parametrizacdo de M e f; : M — R, f> : M — R fung¢des suaves e considere a familia de

imersoes, para ¢ e s suficientemente pequenos,
X:(—€,€)x(=8,8) xU — R"!

X(t,8,x) = ®(x) + (1(f1 0 P) (x) +5(f20 @) (x)) N (x),

onde N : U — R"*! ¢ a aplicagio normal de Gauss da imersio ®. Iremos denotar fi(®(x)) =
f1(x) e f2(P(x)) = fo(x). Passemos ao cdlculo do volume dessa imersdo.

Se gij(t,5) = <g—X g—X> e X(0,0,x) = ®(x), entio

X 0d J d J
8_:__1_(; fl+s£>N+(lf1+sf2)
X; axi

N
8)6,‘ 3)61' a)Ci ’

201 afl+ 23f23f2+ts(3f1 afz+<9f1 3f2)

gij(t,s) = gij+2(tf1‘|‘sf2)hij+t dx; ij § ox; axj ox; 8xj 8x]' ox;

+(tfi + )1,
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onde h;j = <%, 37N> €T = <‘9—N oN > sdo as entradas da segunda e terceira forma fundamen-
i J J

tal, respectivamente.

Agora, fazendo g;;(0,0) = g;;, temos

Igij _ 9091 dfidfr  dfidfa 3
_(t,s) = 2f1hlj+2 ox; axj +s ox; an + axj ox; +2(lf1+Sf2)f1‘L’U

c
Jgij _  ,.9f0f dfidfr dfidfa 3
WOJ) N 2f2hl] +2S 8x,~ 8xj t 8xi 8xj + &xj 8xl~ +2(tfl +Sf2)f2n].
Assim
dgi; 2gij
> £(0,0) =2f1 hij a—SJ(O,O) = 21> hij,
9%gij dfidfr dfidfa
5195 00 = 5oy, T o o T 1T
2% LOf10f 50 dgij 50529
gz (00 =250 a0 F2fit e 557(0.0) =255 a0 +2 7
J J

n
Sabemos que Z gg i = 6. Dai,

j=1
(o)
J
o § (Eanei) 0
Assim,
:aai;jgfk - Z ”ag’k

I8ir\ i or
- _Z<g1)gu5k
r=1
_ - agj” 1jo!P
= - ) (at)gggk

= i (‘ i (%) gipgrj> gjk-
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Portanto,
P ij no 0 .o .
ai —_ Y ZBorgingri (3.1)
S rp=1 ds
Com isso,
a ij ..
== (0,0) = —2f5h"
s
e, de maneira andloga, =
agu ii
5 (0,0) = =2fih",

onde

n
Wil — Z hprg'Pg.
r,p=1

Por outro lado, denotando por g = det(g;;), temos

d 1 & ..0gi
- - _ 2 ijZ8

=1

1 & ) dfrdf> df1dfa  dfidfs
= — tj ..
2( Z g |:2f2hl]+zsaxi an+t(axi 8Xj+ax]' ax,‘

ij=1
+2(tf1 —|—Sf2)f21'ij} ) VE.
E parat = s =0, temos
/8 1 &
8\((070) =5 ( Y g/ <2f2hij)> Ve =nfrHg,
i,j=1
onde
1 &
H=-3 &'hj
=1

¢ a funcdo curvatura média. Além disso,

82\/§ 1 & 8gijagij 1 ¢ ijazgij
ds? _§<iz ds OJs \/§+§ .Zg ds? Ve
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Logo,

82@ 2 2 2 2 2 2112
(0,0) = (=2f3|10*+ |grad fo|* + fitrT+n’ f7H?) \/g

= (=AM +|grad o|* +n fFH?) /3,

onde

n n
’H’z = Z hijhl] =trT= Z glJT,'j
i,j=1 i,j=1

¢ a norma da segunda forma ao quadrado e o trago da terceira forma de M. Para entender essa

equivaléncia vejamos que ||N||? = 1 implica que gTN ndo tem componente normal. Portanto,
o

" .. /IN ON " .. /IN IN
- — gy —___
Z g <8xi’8xj> Z g <8x,~’8xj>

i,j=1 i=1

_ i g/ 9N 9X\ /ON oX
N i,j,k,lzlg & 8xi’8xk 8xj’<9x,

ij ki
= Z g’ e " hixhj
i,j k=1

=Y hagh™®.
ik

De maneira andloga podemos calcular as derivadas de /g com respeito a 7.

”/

d
a—“f(@()) —nfilyg . SYE(0,0) = (~ 7P+ [erad fi* + 2 2H2) V6.

Enquanto o termo misto fica

52
8t§ (0,0) = (—f1 /210> + (grad f1, grad f) +n* f1 f2H?) \/g

O volume da imersado é dado por

V(t,s) = /U Va(t,s) dx.
Entao,

%V(t,s)z/(}%( g(t,s)) dx.

E parat = s = 0, temos

Vv
X(O,O):n/l]sz\/gdx:n/Msz.
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Até aqui as contas foram feitas para uma f, : M — R qualquer. Tomando f,(x) igual a curvatura

média em cada ponto de M, e passando a denotar f| simplesmente por f, temos

v ,
g(0,0)_n/MH > 0.

Pelo Teorema da fungdo Implicita aplicado a fungéo (z,s) — V(¢,s), existe uma vizinhanga

(—€,€) x (—8,0) da origem (0,0) e uma fungio ¢ : (—€,€) — (—38,0) suave com @(0) =0

satisfazendo
V(ta(p(t)) = V(070)7 Vi e (_878)'
Logo,
A% A% ,
E(L‘P(I)) +a_s(l7()0(t)>(p (t) = 07 vVt e (_878)7
(o) @Y/ (0.0) T a2
== Gv/as)0,0) ~ / - '
M
¢ az 82 82
\% Vv , Vv PR
0(0) = — W(O,O) +2ﬁ(0,0)¢ (0) + W(O,O)(p (0)
A%
g(()?O)
Portanto,

[ LR 02H2) (7 + 9/ (0)H) + grad (£ + @' (O)H) ]
(P”(O) _ _Jm . (3.3)

n/H2
M

Segue que a variagio de M, X : (—€,€) x U — R"*! dada por

X(t,x) = @+ (tf(x) + @ (t)H(x))N(x)
preserva volume.

Para cada r € (—g, €) associamos uma imersdo X; (como definida anteriormente) e,
consequentemente, uma hipersuperficie mergulhada M em R"*! de mesmo volume que S” com

M = S". Assim, consideremos o funcional

W (—ee) —R

1
— SdM,
Vol(S") Ju,” "
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onde S = S(¢) € a curvatura escalar de M; que pode ser expressa, pelo que vimos antes, por

S =n*H? - |T1|%.
3.2 Derivadas de Primeira Ordem

Nesta secdo damos seguimento ao cdlculo dos termos que constituem a derivada
de primeira ordem do funcional curvatura escalar total. Para isso, consideraremos doravante,
salvo mensio contraria, ® : U — M" C R"*! como uma parametrizacio de M, f : M" — R uma

funcdo suave e a familia de imersdes
X:(—g,&)xU — R"!
X(1,x) = @+ (1 (x) + @(t)H(x))N (x),

onde ¢ : (—€,€) — (—0,9) é obtida pelo Teorema da Funcado Implicita de forma que ¢(0) =0

e o volume de cada imersdo é constante. Assim,

X(0,x) =P(x),

X o0 [ of oH IN
=T (15 e 5 )N e 5

0X 0X
gij(l): 8_x,78_xj )

df of oH oH
2Y%J) YJ 2v Y
8x,~ ax]' + (P(t) 8x,~ ax]'

df OH of oH -
rro0) (51504 5L 20 < (s +otmr,

gij(t) = gij+20tf+o)H)hj+t

0P 0P
gij(o) =8ij = <8_x,’8_xj>

Observe que det(g;;(r)) = det(g;;) + O(t). Consequentemente, para ¢ suficientemente pequeno

g;;(¢) ¢ uma métrica riemanniana.
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%X X
Calculo de ——— o T —8t2 I o
%X 9 (0P of oH ON
don T o (8_x, + (t ox + (1) a_x,) N+ (tf+ (p(t)H)a—x)
of H N
(Fro0 5 )n+rooms:.
Logo,
%X of H ON
Sk (re@ )Nt rooms (.4)
© 3
#X |, OH ON
T B (O)a—xiNﬂo (O)Ha—xl (3.5)
) X 9*X
Caleulode 5 5 cax; lio € 929x0x; li=0
%X PRI 0°f 0’H af ON
Ix;0x; N 0x;0x; + (tax,ﬁxj —Hp(t)axi&xj) N+ ( ox; ol )8xj) Ix;
of ON 9°N
+ (t8_x,+(p< )8_x,) 8_xj+<tf+(p(t)H)8x,-8xj'
Portanto,
2°X % f , . d°H of ON
Sroxox; o <8xi8xj 0555 ,-) N+ (ax, +9'0) ax,) P
af ,dHY\ dN , 02N
(o5 ) G U+ R
© 4 2 2
24X B ,,(O)aH OHON |, OHON o 2N

" "
atzax,-é?xj t=0 8x,-xj e (O)ij 8x,~+(p ( )8x,- 8xj ¢ ( ) axixj'
Jgij
ot

Temos que

Calculo de

=0

98ij _ / df 9f 1y 9H IH
= A0 OMhy 255+ 20000 (055

dt
IFOH  AfoH\ , [dfoH of oH
+(P(t)<a—Xla—xj+a—xja—Xl>+f(P(t)(a—XIa—xj+a—xja—Xl

+2(tf + @(OH)(f +¢'(1)H) ;.
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Logo,
98 =2(f+¢'(0)H) h;;. (3.6)
dt =0 /

dg"

Calculo de :

dt =0

Vimos que
agij agl’" Pt
o1 _r;l( o )88

Fazendo ¢ = 0, temos

og'/
ot

=0

Ou seja,

og'
ot 1t=0 a

—2(f +¢'(0)H)hY. (3.7)

Cilculo de —\/_

Denotando por g = det(g;;), temos por um célculo idéntico j4 feito, que

g )
Paratr =0,
¥,:o <7121g”2 f+¢'(OH) Ay )ﬁ
= (f+¢'(0 (Zlg”hlj>
i,j
Logo,

O VE| =n (e Om)HyE (338)
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Calculo de —

ot t:0.
De

<N,3fl> 0, Vte(—¢,¢),

temos por derivagdo com respeito a ¢

ON X %X
<<9_t’8_x,~> * <N’ 8t8xi> =0

Ou ainda,
N 9w\ [ o
ot t:O’ax,‘ N 782‘8)6,’ t=0
e por (3.4),
JdN P B af H JdN
(Flory = ~(v(Erv0 3 )v+u+vomengt)
_ J !
= o+ 9O,
Como
ON\ . 2
(w55 ) =0. pois W2 =1
temos

8N

= L (O — —enad(f+ g (O)) (39)

i,j=1

ij
ot l:O.

Por deﬁnigéo os coeficientes da segunda forma fundamental sdo dados por h;; =

a—x, ‘m sendo { 2X N ) = 0. Derivando com respeito a x; deduzimos
dx;’ Jx;j 8 J

92X
hij = _<axiaxj?N>7

ahij _ 23X N 22X a_N
ot N 8t8xl~8xj’ 8xl~8xj’ ot
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eemt =0, por (3.9) segue que

_ [ 9% W\ /9% N
=0 8t8x,-8xj =0 8xl—3xj’ dt l1=0
92f / azH an)
= — (8x,~8x_,'+(p (0)8x,~8x]> (f+¢'(0)H )T,j+<a e ,—grad(f +¢'(0)H )>

Xj
B % f o 0PH f
- (ax,axj +¢'(0) 8x,~8x]> (f+ ¢/ (OH)z;+ Z I (8_ 3xk>

1 02d P
de T¥. = ki Z = 27N,
onde ij l:ZIg <axiaxj7axl>

ohy;
dt

Assim,

ohy;
ot

9% f 0°H of oH
t:O_ <f+ ? <0)H)7:U * ( 8xl-3xj 8x,-8xj) +k;1 FU (8xk * ¢ <0) &xk>

8h,'j

el (f+¢'(0)H)7;; — (Hess(f+ ¢’ (0)H));;. (3.10)

t=0

Calculo de 8_H
ot

Temos que

=0

Logo,emt =0,

JH

It i ,11( (F+ ¢ (ORI —A(f +¢'(O)H)). 3.11)

0
Calculo de — H2
ot

=0

J 12
EH ZHE.

Logo,

J oH
—H =2H—
ot =0 ot 1t=0
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epor (3.11) e (3.8)

d. o
EH

il

/ AU+ OH) = [ 1+ G ORI+ [ (74 ¢/ O

= 2H (2 (- QORI = 2+ 'O ) a.1)

t=

,(V8)dx

d
2 2 2
S dx—/—at‘ H\/_dx—i—/Hat

:_%/MHA(H <p’(0)H)—%/M(f+ ¢'(0)H) (H]II]Z—%2H3)

Logo,

2 _% / - . 2 n_z 3
(H \/§)dx—n/M(f+(p(O)H) AH —HJII|* + SH ). (3.13)

/i
Uat =0

Usando linearidade na relagdo S = n’H? — |II|*> vemos que para calcular 77 (0)

precisamos ainda calcular uma expressdo para —— / |II|2. Vejamos,
1=0"M;

ot|,_

d oI?
B R Y
at =0 M; U at =0 t=0
n
usando que |II]> = Z W' h;j, onde b = Z g% g/ hy;. Temos
7] ] l7j7k7l:1
JIIf? " Jh; L)
LU IR U yy e
at | =19t =g = ot
< / ij / ij ahl]
= Y [(f+¢'(0)H)z;h" — (Hess(f +¢'(0)H));;h" ] + Z hij— -
lv]:l 7] 1
n ohiJ n ik n &h
Y| =2 Y by gt Y, gt
=1 I li=o irjdel=1 irjdel=1 1=0
. aglk il . ki ki
=2 Y et ) ((f+90() iz — (Hess(f + @' (0)H)) i)
i,j,k,l=1 k=1
n . . n .. n ..
= (f+¢ —4 Y hgMhyhii+ Y 1| — ) (Hess(f +¢'(0)H));h”
i,j,k, =1 i,j=1 i,j=1

n n

= =3(f+¢'(0 Tjh7 — Y (Hess(f + ¢'(0)H));jh",
z,]:l i,j=1
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n n
onde acima usamos (3.10) e (3.7). Para ver que Z T;h" = Z h’kgﬂhklhij note que
ij=1 i,jdl=1
“ y dON ON “ ON 0P N 0P a y
o = < > hl]gkl<—,—><—,—>= h‘kh‘lhl]gkl.
Portanto,
o - ij / / ij
o = =2 ) [ujh(f+¢'(0)H)+ (Hess(f + ¢'(0)H));;n"] .
1=0 ij=1
Usando a expressao acima com a expressao obtida em (3.8) temos
d

= 2 Y [ O (sl + o O

ot |,_ i
+n [ PH( 49/ (OR)
= _2/Mtr(A3)(f+<p’(0) )+ tr(AHess(f + ¢’ (0)H +n/ [TI*H(f + ¢’ (0)H)

= |+ OmHIP ~2u(a%) -2 | w(aHess(f+¢/OH))
M M

onde é o operador de forma que satisfaz h;; = (AN(%), %) Podemos encontrar as
i J

expressoes usadas acima vendo que

i,j=1

L 0 0
_ ij 7 9

L ¢/ (estr+oom(5)a( )

1 0 0

— ij v klgp, %
”Z;, 1g <Hess f+¢'(0)H )(axi),g h,kaxl>
= Z "/ g" (Hess(f + @' (0)H)) il jx

ijkl=1

= Y n'(Hess(f+¢'(0)H))y

il

s o) = $ o (anstrotom (7). )
(



40

tr(A%) = LJZ:‘,I g <A3 (
(

l
Lo ) )
- ) ()
iJ; 1 J o'?x,- 8x,

y I\ . 9
= ) gjgklhjk<A(a—n),gpthaxr>

i7j7k7l7p7r:]‘
n .. kl n ..
l r 14
= Y &' huhyhi =Y, WU,
i7j7k7l7p7r:1 i7j:1

A fim de simplificar ainda mais a expressao

d

ot

/ mp = / (f + ¢'(0)H) (nHITI|? — 2tr(4%)) — 2 / twr(AHess(f + ¢ (0)H))
=07 M; M M

usaremos o lema a seguir (M continua nas mesmas condi¢des apresentadas no inicio deste

capitulo).
Lema 3.2.1 Seja ¢ : M — R uma funcdo suave e A o operador de forma. Entdo,
tr(AHess ¢) = div(A grad ¢ ) — n{gradH, grad ¢ ).

Demonstracao: Dado p € M podemos considerar um sistema de coordenadas em torno de p tal

J po} .
que {Tm}lgiSn tal que Va%gj(p) = 0. Em p temos

: . d¢ d . [ ;.0
= l‘]—— = l-]_ —_—
div(Agrad¢9)(p) div (Ag e axj) div (g 8x,~A axj)

dgVd¢ o j 0%¢ 0 J
_ o809 o o9 o [0
<g 0x; dx; dx; T8 Ix0x; Ix; A

X d d
JklZ T [y Al — ) =
1878 8xl~< aixk (8xj) ’ 8x1>
= tr(AHess¢) +gijgkla—¢V a hj
dx; ag
Usando a equacao de Codazzi, como o ambiente € o espaco euclidiano, segue que

V 9 hjy=V 4 hy. E, portanto, gV 5 hj = naixk(H) e o resultado segue.
axk L:)xj axk
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O

Tomando ¢ = (f+ ¢'(0)H) no lema acima e de posse do teorema da divergéncia,

podemos afirmar que

/ tr(AHess(f + @' (0)H)) = —n / (gradH, grad(f + ¢'(0)H)) = n / (f + ' (0)H)AH
M M M

Assim,
2 / yH|2:/(f+cp’(O)H)(n|H|2H—2tr(A3)—2nAH). (3.14)
dt (=07 M; M

Com isso, a equagdo de Euler—Lagrange associada ao funcional

72(M) Vol / | IFdM

sera
n[I1|*H — 2tr(A%) — 2nAH = aH (3.15)

Ou seja, os pontos criticos de #5 sdo solug¢des da equacdo acima (para uma constante & € R).
E possivel verificar que essa equagdo nao € de solucao unica. Tanto a esfera como o

toro de Clifford sdo pontos criticos desse funcional.

0
ot

S = —2n/ AH(f+¢/(0)H)—3n/ H(f + ¢ (0)H)[TI
r=07M

+n /H3f+qo +22/ (f + ¢ (0)H)(7;;hY)

i,j=1
+(Hess(f + @' (0)H)); ;A"

= —3n/ H(f+<p’(0)H)|H|2+/ (n*H> +2tr(A%)) (f + ¢’ (0)H)
M M
— /M(n3H3—3nH]II]2+2tr(A3))(f+(p’(O)H).

Para n = 2 vale n*H?® — 3nH[II|?> + 2tr(A3) = 0. Isso indicaria que em dimensio 2
o funcional funcional %) tem sempre ponto critico em ¢ = 0 para qualquer M. Isso ndo € tao
surpreendente se levarmos em consideracdo que para n = 2 vale § = 2K. Entdo pelo teorema de

Gauss-Bonnet e usando que M; € orientavel e compacta, temos

1 2 1
Nt = ———~ SdM:—/ KdM, = —2ny(M;) =2 —2g,,
1(7) Vol(S?) Jum, "Tax M, Y X (Mr) &

onde g; indica o género de M; que é constante desde que [t| < & para algum & > 0 suficientemente

pequeno. Para dimensdes maiores temos o lema a seguir.
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Lema 3.2.2 Para n > 3 vale
n*H? — 3nH|I|? + 2tr(A%) = 653,
onde S3 € a terceira funcdo simétrica elementar.

Demonstracdo: Considere {e;}|<;<, base ortonormal formada por autovetores de A com
A(e;) = Aje;. Fagamos por indugdo em n.

Para n = 3 temos

M+ 2+243)° =3AF+ A +A5) (A + A+ A43) +2(A + 43 +43)

= (M) H3AF A 200 +3(M +A)AF + A3 —3(AE+A3) (A +4)
“3AE4+AD)A3 = 3(M +M)AZ =343 +2(AF + 45 +A3)

= M 437 +3MAT + 43 + 61 a3+ A3 —3(A +A3) — 3424, — 3 A}
240 +43) — 43

= 6A1A23 = 685,

Paran =4

M+ A+ 1) =3AE+ A7+ A+ A M+ A+ 3+ A) +2(A + 43 + 43 +43)
= M+ +B)P°F3M+A+ 1) A +3(A + M+ A)A + A3
BAEHAZ A (M M+ A3) = 3(AL + A5+ A A
BAFM A+ R3) =32+ A5+ AT+ AY)
= M++L)> 37+ +AD M+ +43)+2(AF + 4 +43)
T3+ A+ A3)° A+ A
3+ +B)AF —3AL+ A3 A —3A (M + M+ A3) — A
= 6MMAs+3(Af + A5 + A5 + 241 A0 + 24443 + 220 43) A — 3(A] + A5 +A5) A
= 603(A1, 40, A3) + 6A1 Ao Ay + 6A1 4344 = 603(A1, A2, A3, Ag) = 653
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Supondo por indugdo que o resultado seja valido para k > 4, temos:

M4+ A) =3AE 4+ A A D) A+ )
F2AP 4 AL

= M+ A4 +3A+ ) A1 F3A A+ ADA AL
BAF A s —3AE A A AD A+ )
B M ) =3 F2A AL

= (M4 -3AT A M ) 24+ AD)
34 M) At AL 3 A A
BAL AT AN A 3N (A + -+ ) — AL

= 603(A1.. M) +3(AZ+ -+ A2+ 200 (A1, A)) A — 3(AE -+ A A

= 663(2‘17"'7)%4-1) = 6S3

OJ
Usando que Hz = m& podemos escrever
n3H? — 3nH[I? 4 2tr(A%) = n(n— 1)(n — 2)Hs.
Dessa forma temos
J :
2 s — n(n—l)(n—Z)/ Hy(f + ¢ (0)H). (3.16)
at =0 M, M

3.3 Derivadas de Segunda Ordem

Nesta secdo iniciamos o célculo dos termos que constituem a derivada de segunda

ordem do funcional curvatura escalar total.

, 82g,-j
Calculo de 52 |y
P Lij _ df f . .. ,OHOH . OHOH
o2 _2<P (I)Hh1]+28_x,-8_xj+2(p (l) &_)Q&_)C]+2(p<t>(p (l)a—)ﬁa—x]

(2L AP IR ) (9 9H  Of OH (P
+2§D (t)<8x,~8xj anaxi +t(p (t) axian+anaxi +2(f+(p(t)H) le
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Fazendo ¢ = 0, temos:

g = 2¢" (0)Hh; 22 J (f+q)( H )i(er(p’(O)H) A.17)
&tz t=0 l] ax]
26lJ
Calculo de aagz - ;
agij 8gpr .
ot _r7pZ:1 (T)
e
e Zn: ey Pgl 98pr 987 Igpr 98 i
Jr? r,p=1 or? Jdt  dt ot ot
Emt =0,
— gpr ll’ rj — - " / b

af JH af , - 0H o
+2(axp v 05 ) (S o5 ) e

P P) .
= —2¢"(0)HA" -2 Z (f+¢'(0H )g’kgf’sz+a—xk(f+@’(O)H)a—m<f+<p’<0)H)g’kgﬂ-

k=1
Mas
- agpr agip )
- ——| &7 )=4(f+¢'(0 & hp kP
WZ’_I( dt li=0 dt lt=0 rpzl
(]
! agpr agi’j i ip
—~ hyrh'.
V,PZZI( ot li=0 Jt t:Og (f—l—(P V;Ig



Logo,
azgij " ij J ! ik jl
| —2¢"(0)HA ZHZI I (f+¢'(0)H )g(er(P (0)H)g"g
—2(f+¢'(0 Z g e m+4(f+¢'(0 Z g/ ™
k=1 k=1
+4(f+¢'(0 Z g*hah'.
k=1

92
Calculo de 8{ r:o:

Considerando que

i,j=1
temos
’veg 1 dg Jgij i) N 1989V
a2 :§<.Zl o o VB Z g’ azzj\/glegja_tj o1
Ij= L]=
Em¢=0,
1 & agij agij . ij
Eid.z:"l_t =0 Ot zzo\/g = /490 l]Zlh hijv/g
— 2(f+ ¢ (OH TR
c
1 & ..d% ! 0
— ij tJ _ !
s LG 3¢ o (207 OBy + 257+ 9 OR) -+ /O
+z<f+<p'<o>H>2rij)¢§
" 2 / 2 / 2 2
. (mp (O)F + |grad (f + ¢/ ()W) + (/ + ¢/ (O)H)2]1 )@
1 & ..dg; 0 1 &
3 L 50 O Y S0+ o O H)A) (0! (0)H)HYR)

ij=1

45
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—(f+ ¢ (OHPH Y. gy /g =rP(f + ¢ (O)HPHE.

i,j=1
Portanto,
82\@ ' 217712 " 2 ! 2
SVE| = | =+ @ OHPIP +ng" (0)H + [erad(f + ¢/ (0)H)|
+n?(f + (p’(O)H)ZHZ] Ve (3.18)
2
Calculo de 57 z:0:

9? d*N ON oN
0=52 NN = 2<W’N> +2<E’E>‘
Por (3.7) vale

PN\ N N
2% li=0 | ot

=0" Ot

> — Jerad(f + ¢ (O)H)[2

=0

Além disso,
02 oX 0’N 00X ON 02X 23X
0= ﬁ<Na—k> = <Wa—xk> +2<§’—ataxk> + <N’—at28xk>'
Logo,

%X
=0’ 8t8xk

PN 20\ _ /o
o2 l1=0"dx, /| ot

Usando (3.4), (3.5) e (3.9) temos

N 2X
t=0 ’ 8t28xk

o)

aZN a(I) ’ , 8N ” aH
<ﬁ z=o’a_xk> =2(f+¢'(0)H) <grad(f+<p (O)H),a—Xk> ~0"(0)5
Assim,
9°N 9*N no JN| 9D\ 9D
a2 z—o’N>N+k,lzlg (5 | 5
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2
%—IJZV = —|grad(f + ¢'(0)H)|>N — ¢"(0) gradH (3.19)
t
JdN \ 0P
kl ON \ o®
#2U+ O X ¢ (smalr+ 'O, 50 T8
) 9*h;;
Calculo de 32 |0
Usando que
92X
)
temos
oh;; |/ X N 9’°X N
ar dtdx;ox;’ dxidx;’ dt
e
*h; )/ X AN °X IN\ / 2*’X 9N
arr 8t28x,~8xj’ 8t8xi6xj’ ot ax,axf otz |’
Em¢ =0,
o*X g OFH
_<8t28x,~c9xj 1:0’N> =90 XX ¢ (O)Hz;
e
23X ON d , , ON
2 e e 3 L) = 2o ) (el +e 0.5
d , , ON
#2579/ (O) (zmdlf +/(0). 5
+2(f +¢'(0)H)( grad(f + ¢'(0)) N
’8x,-8xj '
Enquanto,
_82_X82_N ——|rad(f+ /(0) 2h—|— i"k&H
Ixidx; I li=o & ¢ i+ o Lo,
/ L k aN
_2(f+(p (O)H> grad f+g0 Z l]axk )



n
onde Fﬁ-‘j: Z g

k=1

Portanto,

9%h;;
012

d
+2(9_x,

d
+2a—xj

2
o 5

0°H ¢
oxixj ;F’Ja

+2(f+<P’(0)H)<grad(f+<P

2

J0°H
Calculo de ——-
aleulo de —-5

=0

0’H 1

ot? _n

Em¢=0,

82 ij 2

1 l
Z o012 T Z ot ot +nzgj

I’l

—ZZh’f

i,j=1

n n

onde usamos que Z T jhij = Z

Por (3.7) e (3.10) segue que

i,j=1 i,J.k,l=

Sl-lk Sl-lk

48

) ¢"(0)Ht;; — |grad (f + ¢ (0)H)|*h;;

(f+ ¢ (OH ><grad<f+<p'<o>H>,§—Z>

(f+ (p’(())H)<grad(f+ ¢'(0)H), %>

ON
_ i
’8 XiX j ;F”axk>

8g 3hl] i ~~82hij

ot?

i,j=1

2 1
hij = —ZQDH(O)H‘HF f+‘P Z lehj

i,j=1

(+9OH %(fw’(om),

g W gy
I

(f+¢'(0 Z T

i,j=1
n

(f+¢'(0)H) Y. (Hess(f+¢'(0)H), k"

i,j=1

(3.20)
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[ zjazhij l, 2 / 2
— = —¢ (0)(—AH+H]|II|") —H|grad 0)H
s L | = 9O (CAHHINE) —Higrad (£ ¢/ O)H)
2
;(f +¢'(0)H) (grad(f + ¢'(0)H), AN)
W U SO T PO
;= ox; ox;
onde AN é o vetor de R"*! cuja i-ésima coordenada é o Laplaciano da funcéo
coordenada N;.
Logo,

82
| = 0" (-AH-HIP) ~Hlgrad (7 + ¢/ O)H)P
%<f+¢ Z Tkt 4~ (f+<P() ) ). (Hess(f+¢'(0)H), n”
i,j=1 i,j=1
L2y U+ @ (OH) O(f + ' (0)H)
Z ! ox; ox;

1] 1
+;(f +¢'(0)H) (grad(f + ¢'(0)H), AN).

Como
ok , [ oHIP a|H|2 NG ,0%./8
== - = 5 VE+ 2 — + [ |1 5 ,
dt =0 M; u ot =0 =0 ot t=0 U dt =0
vale
2% |1)? i a2h,J ohij|  dhl Lo 9%hi
—5— +2 o= + Y hj—=>
I iy Z—' t:0 1121 =0 91 li=o i,jzz'l Yo,
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9%h;; - n - 3
Z -5 | W= ) ¢"(0)[Hrh" — (Hess H)ijh"] —[grad (f + ¢ (0)H) 11}
i,j=1 t=0 i,j=1

+e Y h”(f++())<grad(f+ 0O 5T )

i,j=1

+2(f+¢'(0 Z h (grad (f + ¢'(0)H), (HessN);;)
i,j=1

— i ¢"(0) [H1;h" — (Hess H);;h" | — |grad (f + ¢'(0)H) [*[11|?

i=1
n / /
pa 20O O 2+ OR)
= 8)6,' an
i,j=
+2(f+ ¢'(0)H) Z hi/ <grad (f+¢'(0)H), (HessN),-j>.
i=1
Assim,
ahu ahl] / L ]l ik / /
2 Z o —8(f+¢'(O)H) Y W'hug"[(f+¢'(0)H)7;; — Hess (f + ¢'(0)H), ]
i,j=1 t=0 t=0 ki=1
123 3 [+ 0/ 05— Hess(7+ ¢/ 0 e
ij=1 ki=1
70/ OR) g Hess 7+ 9/(O)F) |-
Dai,
" ohii|  OnY o
2y a—j 3 =2 ) &9 (OH) Ty
i=1 91 li=0 91 |1=0o i jkl=1
2 Z g"g/! (Hess(f + ¢'(0)H));;(Hess(f + ¢'(0)H))x
i,j.k, =1
—4(f Z 7ij(Hess(f + @' (0)H))g"g”
i,j,k, =1
—8(f +¢'(0)H)* Z Tjhah?' g*
i,j,k, =1

+8 Y g*huh’'(f+ ¢'(0)H)(Hess(f + ¢'(0)H));;.
ijkl=1
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Portanto,
L Ohij|  Oh' u
Y a0 2 Y i hah? (f + ¢ (0)H)® +2[Hess(f + ¢/ (0)H))
i,j=1 t=0 t=0 i,j,kl=1
n
—4(f ) Y ¢/ (Hess(f + ¢'(0)H))u
i,j,k, =1
n
—8(f+¢' (OH)> Y hyjh hyyh"
i,jk,l=1
n
+8 Y g®huh!' (f + ¢'(0)H)(Hess(f + ¢'(0)H));;
i,j,k,l=1
Com isso,
L Ohij| Ot u :
2y S S| = S OH) Y hih gt 4 2|Hess(f + ¢ (0)H))
i,j=1 =0 =0 z,J,k,z 1
n
A(f+¢'(0 Z g"*hyh'' (Hess(f + ¢'(0)H));;
i,j,k,l=1
(]
! 82h"f 8 hkl 8/’Zk1 8g' ; 82g”‘ ;
h;j—— = gkl +4=2 Mhii42 Mhyghi
i,jz_'l Yo |, ijkl= 1{ tO LAY =0 O t:0g TR zzog S
dgl!
+2 7e hk,h,-j]
t o 91 |1
n
= Y {07 (0)g™ g/ hij[(H Ty — Hess H)u] — |grad (£ + ¢/ (0)H) g™ g hughi |
ijki=1
u 0 "(0)H) o "(0)H
+4 Z gprglkg’lhijhrz (f+(P( ) ) (f+q)( ) )
ijkpr=1 I dxp
n . .
2(f+¢'(0)H) Y g%g/hij(grad(f+ ¢'(0)H), (HessN)y)
l,],k,l 1
n
5y ﬂhlkh,,[fw P 7+ ¢/ O)H) (Hess (1 -+ ¢/ (00
i,j,k, =1
n
—4 Y gl'hyhi {fp"(o) HA* + (f +¢'(0 ZZg”’g’kTpr}
i,j.k,l=1 pr

i O oo 2o
4 Y, @k (¢ (OH) 5 (f+ @' (O)H)

n n
+16(f+ ¢ (OH)* Y hijh*hh! +8(f + @' (OH)* Y hijh*hyh''.
injikd=1 injkl=1
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De modo que

n azhij n i
Y hij o =¢"(0) Y hV[Ha; — (Hess H);] — |grad (f + ¢’ (0)H) |0
i,j=1 =0 i,j=1

+2(f +¢'(0)H) Xn‘, h' (grad (f + ¢'(0)H), (Hess N);;)

i,j=1
n n
-8 Z B*hi i gy (f + @' (0)H)? +24(f 4 ¢'(0 Z hi i !
i,j,kl=1 i,j,kl=1
n
+8(f+¢'(0) Z g/'n*h;j(Hess (f + ¢'(0)H))y
i,j,k, =1
" O)H Z gjlhklhijhik_4(f+ (P/(O)H)z Z hikhijhjlhkl
i,jk =1 i,jkI=1

= —¢"(0) Y h"(HessH);;+3Hh"1; —|grad (f + @' (0)H) |?|11?

i.j=1
+2(f+¢'(0 Z 1" (grad (f + ¢'(0)H), (Hess N);; )
i,j=1
+12 Z Wi i (f + ¢'(0)H)* +8(f + ¢'(0 Z g’ 1" hij(Hess (f + ¢'(0)H) u.
i,j k=1 i,j,kl=1
€, portanto,
aZlle < Vi ij [ j / 2 2
2| = X ¢"(0) [(Hess H)ijh' + Hyjh''] —|grad (f + ¢/ (0)H) |1
=0 ij=1
% . 0(f+¢'(0)H) I(f + ¢'(0)H)
klpijg
+4i,j;1g " oxi O
+2(f+¢'(0)H) ), ' {grad (f + ¢'(0)H), (HessN);; )
ij=1
—6(f+¢'(0)H)> Y hijh*hh'" +2|Hess(f + ¢'(0)H))|*
l]kl 1
A(f+0'(0H) Y g%hyh'! (Hess(f+ ' (0)H));;
i,j,k,l=1

—¢"(0) Zn: h'/ (Hess H);;+ 3HA" 7;; — |grad (f + ¢'(0)H) |*[11|?
ij=1
#2790 Y arad (f-+ 9/ (O), (Hess )
i
+12 an: lhlkhljhjlhkl f‘l'(P( ) )2
i,jk
180+ 9/(0) Z, &'y (Hess (£ + ¢/ (0)H) .
i,j,k,l=1



Assim,
82|H|2 C ij ij / 217712
572 = =2 Z @"(0) [(Hess H);;h"” +H1;;h"]| — 2|grad (f + ¢'(0)H)|*|1|
t=0 i,j=1
4§ i, O ORI g OH)
ijkl=1 8x,— 8xk
+4(f+ ¢'(0)H) Z Wl <grad(f—|— (p'(O)H),(HessN)ij>
i,j=1
+6(f + @' (OH)> Y hijh*hygh'! +2|Hess(f + ¢ (0)H))|?
i,j,k, =1
+12(f+¢'(0 Z g*huh (Hess(f + ¢'(0)H));;
i,j,k,l=1
J%|1)?
2 _ 2 ij
aﬂt O/M,‘H‘ M 02 |,_, 4/ (/+¢'0 H<Uzlh f”)

82

a2

—4 Z / nH(f + ¢'(0)H)Hess(f + ¢'(0)H));;A"

i,j=1
+ /M|II| (f+¢'(0)H)*(nH> — [II*) +ne" (0)H
+|grad (f + ¢’ (0)H)[?).

Usando os termos calculados anteriormente, temos

s = -
t=0.JM,

o2[1?
M dt?

+8/ n(f+¢'(0 HZh’fr,j

t=0 i,j=1

2
+n<p”(0)/ 2 (—AH—H]H|2+%H3) H — H?|11?
M

+ [+ R (- ) 2 [ (4o 02

+4 [ (7+ 0 OMA(+ (0P

+2/ A(f+¢'(0H —4/ n’H(f+ ¢/ (O)H)A(f + ¢'(0)H)
—a? [ (7+ ¢/ OWPHE — [ Jerad(/+ ¢'(O)H)2 (2 + JUP)
+an / H(/+ ¢/ (0)H)(grad(f + ¢'(0)H), AN)

+4n Z / hlj f+(p ) )a(f—l—a(z;(O)H)H

i,j=1

+12n/MH(f+ ¢'(0)H) ( Z (Hess(f+ (p’(O)H)l.jhij>.

ij=1

53
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No capitulo 4 iremos classificar a esfera como o tnico ponto critico do funcional 7.
Na classificacdo do tipo de ponto critico primeiramente usamos a segunda derivada e chegamos
a conclusdo que ela € minima para toda f que ndo € autofuncao. Para essa excessao, a segunda
derivada ndo tem sinal, e portanto, € necessario derivar mais uma vez, mas a terceira derivada
também ndo tem sinal. Com isso, € necessdrio derivar mais uma vez chegando assim até a quarta
derivada que nos da um sinal positivo. Mostrando assim, que a esfera € minima para o funcional.
A préxima secdo serd constituida por algumas propriedades que a média (ndo normalizada) das

autofungdes associadas ao autovalor n t€ém na esfera.

3.4 Esféricos Harmonicos

Conforme foi apresentado no final da ultima se¢ido faremos um trabalho adicional
voltado ao caso particular, onde se tem M = S" e f uma autofuncdo. Nos concentraremos,
portanto, em estudar as fungdes na esfera que satisfazem Af = —n f. Vejamos, nesse contexto, o

lema a seguir.

Lema 3.4.1 Se A(f+¢'(0)) = —n(f+ ¢'(0)), entdo

/n(f+<P'(0))3Z/Sn(fﬂo’(O))lgradf\Z:O, (3.21)
, _ 3(n+1) . 2
Lot =2t ([ o). 62

2
[ teraart =" RS (] (74 9'0)7) 323

2

_ a(n+1) ,
/Snf “Jgradf|” = 3] ( /Sn(f+<P <o>>2) : (3.24)

Demonstracio: Seja ®: U C R* — S" C R*"! uma parametrizaco da esfera euclidiana tal que
SU)=S"—{po}, po €S". Aaplicagio Y : U x (0,00) — R"*! dada por ¥ (x,r) = r®(x) é uma

parametrizacdo de R"*! conhecida como coordenadas esféricas. Nesse sistema de coordenadas
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o operador de Laplace tem a forma

2
Agnit = % + ';% n rizASn.
Denotaremos por y' : S* - R, i=1,...,n+ 1, as fungdes coordenadas de S” dadas
por
Y (®(x)) = Di(x), (3.25)

essas funcdes sdo harmonicas em R, Por outro lado, podemos considerar que y'(X (x,r)) =
r®;(x). Essas fungdes sido conhecidas como esféricos harmonicos de primeira ordem. Usando

agora a expressao para o operador Laplaciano temos
. 1
0= A]Rnﬂyl = E CI)l- + —Agnq),',
r r
por (3.25), temos
—Agny' = ny'.
Além disso, o gradiente das funcdes y' : S” — R satisfaz
(grady’, grady’) = &;; —y'y’. (3.26)

Recordemos que os esféricos harmdnicos de primeira ordem formam uma base de
autofungdes associadas ao autovalor n. Além disso, elas sdo Ly-ortogonais duas a duas. Com

isso, por (3.26), temos

T AT . o .
/ yyl=—- / YAy = - / (grady’, grady’) = — / 8ij =¥y ).
S n.Jjse n.Jjse n.Jjse

Entao
v = &, (3.27)
. w1 O )
Também vale para indices i, j,k=1,...,n+1
/ yylyk =0. (3.28)
Sn
De fato,
. 1 . 1 .
Yyh = —— [ Yylayh = —— / AWy )
N n . Jjsn n n

1 . o ) )
= —= /S ) ((Ay’)y’yk+y’(Ay’ )" +2y* (grady’, grady’ >)

n
2 242 .
= 2/ y’y’y"——/ Y (81— ) = /y’y’y"ZO-
Sn n.Jjse n NK
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Agora suponha que A(f + ¢'(0)) = —n(f + ¢’(0)), ou seja,
n+1

(f+ (P Z aly
Por (3.28), temos

n+1 o
/(f+(p Zaajak/nyzyjykZO,

enquanto (3.26) nos da

n+1 n+1
|grad f]? = Y aiaj(grady’, grady’) Za?—(f+(p'(0))2
i,j=1 =

que pode ser expresso, usando (3.27) por

jerad /2 = 7+ ) + T [ 2 (329)
Entao
L+0O)eradsP == [ (r+¢/©0)" =0,
Para (3.22) consideramos indices i, j,k,l = 1,...,n+ 1 e assim obtemos
/ iy = -1 / yylyayl = — / YARYY)
N& n.jsn n.Jjsn»
= —% /S ¥ (¥ (grady’, grady") +y/ (grady’, grady") +y* (grady', grady’))

1 i i NN TN
- /nyl(y YA YAy vy AY)

3n+6 2Wu [, 28% [ ., 28
= /yy’y"yl L /y’y’— ’ /y’y’——”/ Yyl
n n n n Sn n s

Usando (3.27) temos,

ikl — S"| e e e s
/Snyy 'y —(n+1)(n+3)(6]k611+61k6]l+5115kl)- (3.30)

Assim,

n+1 o
/S (f+ o) = Y aaaa /S nyly]ykyl

i,j,kl=1
S| &
T i+ )(n+3), Z “"f“kal Okt + 601 + 80k
2
o 3Is i 3|87 rfaz
T D03, =T T e+ \F
3|87 n—|—1 2
 (n+1D)(n+3) < S| f+(P( )))

_ %(/yuw())).
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Agora, para mostrar (3.23), usaremos (3.29) assim

[ Jemart'= [ oo+ ([ o)

e por (3.22) temos (3.23).

Por fim, para (3.24) usemos mais uma vez (3.29)

/Sn(f+¢/(0))2!gradf12:_/Sn(f+(p,(o))4+%</Snf2)2

assim, por (3.22) obtemos (3.24).

3.5 Derivadas de Terceira e Quarta Ordem

De acordo com o que foi apresentado no final da dltima secd@o, serd necessario
calcular termos de terceira e de quarta ordem. Mas esse trabalho adicional s6 € necessdrio em
um caso bem particular, onde ja se pode supor M = S" e f uma autofun¢do. Com isso, nesta
secdo os termos aqui calculados ndo poderdo ser usados em contextos mais gerais.

Iniciamos com uma variacao

X(tx) = ®+(tF(x)+(tHW)N()
— (1 +1f(x)+9(1)).

Usando ainda que h;; = 7;; = g;j € ¢(0) = ¢'(0) = 0 as expressdes se tornam:

8iilt) = tzg_iaa_)é +(1+1f () +9()) 8 5 % - 2(f+¢'(0))gi; ;
a;tgzij =0 - Zg_ig_i +2(/+ 90/(0))281'1' + 2#’"(0)&'; ;
a;tgsij T [6(f +¢'(0))9"(0) +2¢"(0)] g ;
&;;g‘:j o (60" (0)>+8(f +¢'(0) 9" (0) + 20 (0)] gij.

Com derivadas de suas inversas dadas por

og'/
ot t=0

= —2(f+¢'(0))g" ;
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92l P i
7 ,0:‘2Zaf afg’”g”+6<f+<p’< 0))%g"7 20" (0)g"
93 ij 3
a—tgsto - Zafafg”’g”+18<p"<o><f+<p'<o>>glf
—2¢"(0)g"” —24(f + ¢'(0))*¢" ;
d'gl ey (4) m / 1(a\2 /!
| = 13000 - 200) 2407 015+ 9/0) — 14407+ 900
/ 4| ij af(?fafafzrlk
+120(f + ¢'(0)) ]g1+24 Z 8_&7@8_@8%81)‘? gk
" faf il kj_kj
+ (489" (0) — 240( + ¢/(0 )Zax s 8e
Com isso,
J
DV (g O)VE:
=0
az
S4E| = (leradsP o O (=) (/0 (0))) B
33
af LT (9"(0)n+3(n—1)ne"(0)(f +¢'(0)) +3(n—2)|gradf*(f +¢'(0))
+n(n—1)(n=2)(f+¢'(0))°) vz
4
aaf = ((n*+ 110" —6n° —6n)(f + ¢/(0))* = 3|grad f* + ') (0)
t=0

+4n(n—1)9" (0)(f + ¢'(0)) + (6n° — 18n* + 12n) 9" (0)(f + ¢(0))*
+6(n—2)¢" (0)|gradf|* + (36 — 30n + 6n°)(f + ¢'(0))?|grad f|*
+3n(n—1)9"(0)*) /2 ;

Essa expressoes nos ajudam a calcular ¢”(0),¢"(0) e @*(0). De fato, como

estamos mantendo o volume constante, temos

82
- o =0 Mt\/g

[ P g O )+ 00
= /S” @"(0)n+n*(f+¢'(0))>.
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Portanto,
—n
0"(0) = 1y J, U + 9O (331
Vale ainda,
83
() _
a3 |, Mt\/g

= [ @"(On+3(n— 1ng(0)(f+ ¢'(0)) + 3~ Derad (£ + ¢'(0))
+n(n=1)(n=2)(f +¢/(0))°
= [ 9" O+ 3= Dlerad P(F+ 9'(0)) +nln— 1)n—2)(f + 9'(0))".

Usando o item (3.21) do Lema (3.4.1) segue que
¢"'(0)=0. (3.32)

De maneira anloga, podemos calcular ¢(4)(0):

4

IRC

- / (n* + 1102 — 6n° — 6n) (f + ¢/ (0))* — 3|erad f|* + np™ (0)
+4n(n—1)9" (0)(f +¢'(0)) + (6n° — 18n* +12n) 9" (0)(f + ¢(0))°
+6(n—2)¢"(0)|gradf|* + (36 — 30n +6n%) (f + ¢'(0))?|grad f|”

+3n(n—1)¢"(0)%.

Usando as expressdes do Lema (3.4.1) temos:

2
3 2 _
0(0) — O3 — 1502 — 122n—12 ( / o (0)>2> | 533)

S|4 (n +3)

Vejamos agora como ficam as derivadas de A;;

ahij . ' . azhij (! 2 aIf 8f
o1 o —(Hess f)t] + (f+ o (O))hu 5 92 o = (‘P (0) - |gradf| ) ij +48 axj
9°hy; df df

= (9"(0)+3(7+ ¢/ (0)rad P) g 120/ +9/(0) 57 3 + 3larad P(Hess 1)

or3 t=0
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o*h;;
=7 0 (0)hij —24(f + ¢'(0))|gradf|*(Hess £);j — 12(f + ¢'(0))?|gradf|*h;
=0
df df df df
" 20 2__ rin2 2t 91
+00" (0)grad [ ~ 24|grad 5525+ 4807+ ¢(0) 52
df dof
4. . "
+9|gradf|*h;j —24¢" (0 )8xl R
Com derivadas de suas inversas dadas por
ohl g o
> =3(f+¢'(0))g” = Y g"e" (Hess fu
=0 k,l
&Zhij / 2 " 2\ ij I ik jl
5| = (12(f+9'(0))* = 3¢"(0) — |gradf|?)g" +8(f + ¢'(0)) }_ 8" ¢" (Hess ) ;
=0 k.l
a3hij / " ! 3 ! 2 n ij
|, (36(f +¢'(0)) 9" (0) —60(f + ¢'(0))° +15(f + ¢'(0))|gradf|* — 39" (0)) g”
t=
+ (129" (0) + 3[grad f2 — 60(£ + ¢'(0))?) ¥ 88 (Hess f)u
k.l
af df
zp rk jl Y .
+12 Zk’lg (Hess f)u 3%, 9%
p,r,
84hij 4 ")\ 2 " l " / 2
S| = (=309(0)+369"(0)* +48¢" (0)(f +¢(0)) — 360" (0)(f + ¢(0))
=0

+360(f + ¢'(0))* — 180(f + ¢'(0))?|grad f|* + 309" (0)|grad f|* + 9| grad f|*) g/
+(480( + 9(0))* ~ 2409" (0)(f + ¢'(0)) ~ 72(f + ¢/(0)|grad f

af df
/// ik ]l i g rk Jl _J
+169"( );g g/ (Hess f)i —288(f + ¢'(0 p;(lg Hessf)klaxp o
df of of of
. zp rl k]
24 p;: lg dx; 0x; 8xp ox,

Uma vez calculados todos esses coeficientes, podemos passar para as fungdes curva-
tura média e a segunda forma fundamental ao quadrado. Poderiamos ter feito um esfor¢co maior
para simplificar as expressoes, porém, ainda passaremos por multiplicacao e somatorias que

tendem a permitir expressoes mais simples. Usaremos também o lema abaixo.
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Lema 3.5.1
Hessf|* = n(f+ ¢'(0))? (3.34)
« 19f 9 ,
Y ¢ L2 ttess 1) =~ + ¢/ (0)erad (3.35)

i,J:k,l

Y g% 2L O (Hes f),(Hess fu = (£ + ¢'(0)lgrads? (3.36)

Lkl p.r 9xp 9%,

Demonstracao: Como o lado direito das identidades que pretendemos estabelecer ndo depen-
dem da parametrizac¢do, podemos supor (nas mesmas notagdes do Lema (3.4.1)) que ®(x) =

(X1,...,%n, /1 — |x|?). Nesse sistema de coordenadas vale y'(®(x)) = ®;(x) = x;, parai,j <ne

0 0P —Xk

ax o Tt

onde {ei,...,e,11} é a base candnica de R"*!. Portanto, para i, j < n,
(1—|x[2)8;; + xix; y

L J " j_ S v,

8ij = 1— ’x|2 8§ = 0; XiXj

0P i
— = 0,...,0,1,07---705—
5)61 ( 1_’x|2>

82CI> — (o 0 —5,'j _ xixj
8x,-8xj Y ’\/1_7|x|2 (1_|x|2)%

I’ 0P 1
' — ar/f _~ = - N___ iy
i ;g <8xi8xj78x,> 1—|x|2¥’xg Bij
Assim, .
: : 878y
(Hessy')u = —Ty =) 5= |y|§ : (3.37)
p

Com essa expressado € facil chegar nas identidades que queremos, para a primeira, por exemplo,

temos
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Hessf|> = ) g"g/'(Hess f)ij(Hess flu= Y. &g’ (Hess apyp)ij(Hess aryr)u
ikl i,k p,r
= Yapar Y g% (—T7) (—Th) =n(f+¢(0))*.
pr ikl
De maneira inteiramente andloga obtemos as outras duas identidades.
O
Portanto,
JH 1 , , o
Sl = (F U+ =+ 9/(0) =0; (3.38)
0°H - (2_”) 2 ! 2 " .
S| = erd s -2+ ¢(0) — 9(0) (3:39)
J°H 6n—18
T —<p”’(0>+12(f+<p’(0))3+< ”n )(f+ @' (0))|gradf|?
Oy ikt ofof
+ni§;1g g’ (Hess f),jan .
6n—24
= 2090+ P2 (11 g/ (0))araa s P (3.40)
(94_H _ 4 7\ 2 " / 2
| = —e0)+60"(07 +369"(0)(f + ¢/(0))
18n—36 9n—36
+—=/(0) grad f|? + ——=|grad[*
240—-24
R (4 9/(0)) ferad 12 = 72(f + 9/(0)) (3.41)
Com isso,
9% (H%\/g
% = [(n3—3n2—10n+24)(f+¢’(0))3+3(n—3)n</>”(0)(f+90’(0))
=0
—3n2+18n—48
(9 (0))lerad | VR (3.42)

n



o (n2yg)

d% 11>

ot?

3|1 ?
or3

o*|I1)?
ort
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(n—2)9™(0)+ (3n> — 150+ 18)¢" (0)?

o4
t=0

+(6n° —30n% +24n+96) 9" (0)(f + ¢'(0))?

+(n* —6n° — 131> +-210n — 120)(f+ ?'(0)°
—6n> +48n— 96 —T2n+24
4 ¢"(0)|grad f|? + ——— 5 grad[
+_6n3 +102n% — 3721+ 432
n

(f+¢'(0)*|gradf|*| V& (3.43)

Enquanto as derivadas da segunda forma ao quadrado ficam

|12
ot t=0

=0; (3.44)

= —2n9"(0)+2(2 —n)|gradf|* — 6(f + ¢(0))’n + 2|Hess f|*
t=0
= —2n¢"(0)+2(2—n)|gradf|* — 4(f + ¢'(0))*n ; (3.45)
—2¢"(0)n+12(n—4)(f + ¢(0))|gradf|* +48(f + ¢'(0))*n
t=0
—24(f+¢'(0))[Hess |’
= 12(n—4)(f +¢'(0))|gradf|* +24(f + ¢'(0))*n; (3.46)
= —20™(0)n+480(f + ¢'(0))?|grad ] + 189" (0)%n + 24(n — 3)|grad f|*
t=0

+144¢" (0)(f + @'(0))*n —360(f + @' (0))*n+48(n—2)¢" (0)|grad f|*
+[Hess f1? (240(f + ¢'(0))* — 24|grad | — 48¢"(0) )

48 Y gt LT (s p,(Hess fu
i,j.k,0,p,r axp a

= —2¢W(0)n+ (432 —24n)(f + ¢'(0))*|gradf|* + 189" (0)*n
+24(n—3)|grad f|* + 969" (0)(f + ¢'(0))*n — 120(f + ¢'(0))*n
+48(n—2)¢" (0)|grad f|*. (3.47)
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Com isso,

d3 (|12
—<|az|3@> = |3n%(n—3)9"(0)(f +¢(0)) + (=3n* + 18n — 48)(f + ¢'(0))|grad /|
t=0
ot =37 =108+ 24n)(/ + 9/(0))° | V& (3.48)
€
o* (|12
—(‘314\@) = |n(n—2)™W(0) + (—6n> + 54n> — 228n +432)(f + ¢'(0))?|gradf|?
t=0

+(3n® — 151% + 18n) 9" (0)? + (6n* — 301> +96n) " (0)(f + ¢'(0))?
+(n° —6n* — 13n° + 114n* — 120n) (f + @'(0))* + (9n — 48)|grad f|*

+(—6n 4481 —96) @ ()|gradf|2]\/_ (3.49)

Finalmente, usando que S = n”H? — [TI|? de (3.42) e (3.48) segue que

7(sve)
7(5ve)

(n° —4n* —Tn® +34n* — 24n) (f + ¢'(0))?

t=0
+(=3n% +21n% — 661+ 48)(f + ¢'(0))|grad f|?

+(3n* —120° +-92°) 9" (0)(f + ¢'(0)) | V3. (3.50)

Por fim, usando (3.43) e (3.49) temos

7 (sve)
7(5v8)

(n® —3n% +2n) ¥ (0) + (3n* — 181> +33n — 18n) " (0)?

t=0
+(6n° — 36n* + 540> 4+ 960> — 96n) 9" (0)(f + ¢'(0))?

+(n® —7n° —Tn* 4223 — 2345 4 120n)(f + ¢'(0))*
+(—6n> +54n* — 144n+96)@" (0)|grad f|> + (9n* — 81n +72)|grad f|*
+(—6n* +108n> — 4260 + 660n — 432)(f + ¢'(0))?|grad f|* | /g

(3.51)
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4 RESULTADOS DE CARACTERIZACAO PARA ESFERA

Este capitulo utiliza todo o material desenvolvido até aqui para finalmente apresentar
os resultados novos que obtivemos. Veremos que a esfera aparece como ponto chave em cada

um dos resultados.

4.1 Teoremas

Iniciaremos com uma estimativa (local) para o funcional.

Teorema 4.1.1 Para cadat € (—&,€) associamos uma variedade mergulhada M]' com o mesmo

volume de S", obtida pela variagcdo X; tal que My = S". Entdo para todo t € (—€,€) temos
#i(t) 2 n(n—1),
ou ainda,

1
nin—1) Juy,

SdM, > Vol(S").

Além disso, #1(t) = n(n—1) se, e somente se, M; é uma esfera euclidiana

Demonstracdo: Provaremos que o funcional %] atinge um minimo em ¢t = 0. Aplicando

hi/ = gli, H=Hj = 1 e |[II]> = n na equacio (3.16), temos

)

ot

S = nn=1)n-2) [ (/+9'(0)

=0 M;

Usando agora que
<P’(0)/ H2=—/ fH
M M

no caso da esfera, entao

L (r+o)=o0.

Concluimos nesse caso que

d

S=0
ot

=0 M,




€, portanto,

Agora observe que

aZ‘H‘Z Vi 2 2
P L = —2n¢"(0)—2n|grad f|~ +4|grad f]|
+4(f+¢'(0)) (grad (f + ¢'(0)H),AN)
+6(f +¢'(0))*n+12(f + ¢'(0))Af 4+ 2|Hess f|?
= —2n¢"(0)+2(2—n)|grad /| +6(f + ¢'(0))*n+ 12(f + ¢'(0))Af
2
+2/Sn|Hessf\ .
82

— 1 . 2_ / 2
Sl s = [ 0 @+2=2) [ eraasP-6n [ (r+9'0)

—12/Sn(f+ <P’(0))Af—2/s,1 [Hessf|?
+8n /S (f+9(0)*+ng"(0) /S n(n—3)
+ [+ @O0 -m+ 22 [ (7+6/0)
+4n/ (f+¢'(0)) Af+2/ Af2—4n2/ (f +¢'(0)Af
—4n® / (f+¢'(0 / |grad f|* (n
—|—4n/Sn\gradf|2+12n/SH(f+(P( )AS
- (3n2—11n—|—8)/Sn|gradf|2+(n4—6n3+11”2—6”)/Sn(f+(l’l(0))2
2 [ (a)? =2 [ HessfP+(n' =3n2+2m) [ 9 (0)

Mas estamos usando uma variagdo que preserva volume, entdo pelo que vimos em (3.3)

"0 [ LR +2H2) (£ + ¢/ (0)H)? + [erad (7 + ' (0)1)
¢ (0) =~ ; / = :
M

66
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Para M = S" temos

1 [ 0"(0)= [ [(=n+12) (£ +¢/(0) +[eradf?].

Assim,

5—; z:o/M,S = (3n2—11n—|—8)/8n|gradf|2+(n4—6n3+11n2—6n)/Sn(f+(p'(O))2
+(—n"+3n—2) /S [(=n+n*) (f+¢'(0))* + |gradf|?]
+2/Sn (Af)z—Z/n|Hessf|2
= (—2n3+6n2—4n)/ (f+¢'(0))*+ (2n* — 8n +6) / |gradf|?
+2/Sn (Af)z—Z/Sn Hess/2.

Usando a férmula de Bochner temos

2[Hessf|> = Algradf|> —2(grad(Af), gradf) — 2Ric(gradf, gradf)

= Algradf|* —2(grad(Af), gradf) —2 (n— 1){gradf, gradf).

Integrando

—2/11 ]Hessf|2 = Z/Sn(grad(Af),gradf>—|—2(n— 1)/Sn(gradf,gradf)
_ 2 . 2
= 2 (af)?+2(n l)/Sn|gradf|

SV!

2
0 ,o/MS = (—2n3+6n2 )/(f+<p( )) (2n —6n+4/ !gradfyz

012 li=
= (26w —dn) [ (/+9(0)7 (22 —6n+4) [ faf,

Agora iremos determinar o sinal de #{”. Para isso, consideraremos uma base
ortonormal {¢;};cry do espago L?(S") formado pelas autofuncdes do operador de Laplace da
esfera, —A®; = Bi¢;, Bo =0, B1 = ...B.11 = n, ¢y constante € ¢y,...,d, 1 sdo os esféricos
harmonicos de primeira ordem. Como [g.(f + ¢'(0)) = 0 temos que (f + ¢’(0)) é ortogonal as

fungdes constantes. Assim,
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f+(P Zaz(l)z,

82
— S = (=2 +6n*—4 2 [ 92— (2n* —6n+4) / A
12 I_O/Mt (=2n” +6n ”)i;‘h o ¥ — ( n+ ljzlaa] OiAP;

= (—2n°+6n*—4n y a n a;

= (wvor Y a [ ooty La [ ol
= ia?/ﬂ ? [(—2n3+6n2—4n)+(2n2—6n—l—4)ﬁ,~}

= Za / 02 (Bi —n)(2n> — 6n+4)

- 2} d / 02 (Bi—n)(n—2)(n 1)

n+1
= ZZa an), i—n)(n—2)(n—1)+2 Z /(pl n)(n—2)(n—1).
i=1 i=n+2

Com iss0, se ndo estivermos no caso em que a; = 0 para i > n+ 1, a segunda somatdria acima €
estritamente positiva desde que (; —n) > 0 para i > 1. Assim, #,”(0) > 0. Portanto, ponto de
minimo estrito.

Para analisarmos o dltimo caso, suponha que a; = 0 parai > n+ 1. Ora, isso equivale
n+1

a(f+¢'(0) = Z a;¢;. Ou seja, esse dltimo caso se trata do caso em que n(f+ ¢'(0)) =
i=1

—A(f + ¢'(0)). Por se tratar de um caso onde a segunda derivada é zero, se faz necessério

considerar derivadas de ordem superior do funcional. Pelo que vimos no final da dltima secao

em (3.50):

3
% z—O/MtS = /n("s—4n4_7n3+34n2—24”)(f+ 9'(0))°
+ [, (=304 210 660 +-48)(f + ¢'(0) [ gradf[*
+ [ (3n* = 1207 +-92%)9" (0) (f + ¢/(0)).

Como / (f+¢'(0)) =0 e, por (3.21) do Lema (3.4.1) temos [ (f + ¢'(0))* =
Jsn(f +¢'(0))|gradf|* = 0 segue que #7"'(0) = 0.
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Agora, por (3.51) temos

4
% /S = /(n3—3n2+2n)<p<4>(0)+(3n4—18n3+33n2—18n)(p”(0)2
t=07M; "

Sn(6n5—36n4+54n3+96n —96n) 9" (0)(f + ¢'(0))?

+ [ (n® —7n° —Tn* +2230° — 234n% +1200) (f + @' (0))*
Sn

( —6n° +54n> — 144n+96) " (0)|grad f|> + (9n> — 81n +72)|grad f|*

+ [ (—6n*+108n> — 426n* + 660n — 432)(f + ¢'(0))?|grad f|*.
Sn

Mas, pelo que vimos no Lema (3.4.1), (3.31) e em (3.33) segue que

84

7 (n® —3n% +2n)(9n° — 150> — 12n— 12)

S =
1=0/M,

+(3n* — 180> +33n* — 18n)n*(n+3)

+(6n° — 36n* + 540 + 961 — 96n)(—n)(n+3)

_|_

6n° 4 54n* — 144n+96)(—n?) (n +3)

(
(
(n® —7n® — Tn* +223n — 234n% + 120n)(3n+3)
+(=
(—

6n* + 108n> — 4260 + 660n — 432)n(n+ 1)
o (Lo o)
(n+3)[57] s/ 7

_ 2n(n+2)2n +7n* —3n+2) L\
) (n+3)[8"] (/ U +‘P<0>>> -

+

+(9n* —81n+72)n(n+1)(n+2)

Como o polindmio 2n° +7n?> —3n+2 > 0 para n > 0 segue que %(4) (0) > 0 com
igualdade se, e somente se, f = 0. O que termina a prova do teorema nesse ultimo caso.

O

O Teorema 4.3 de (VIEIRA, Francisca Damiana, 2019) pode ser visto como con-

sequéncia direta do teorema acima.

Corolario 4.1.1 Paracadat € (—¢€,€) associamos uma variedade mergulhada M' com o mesmo

volume de S", obtida pela variagdo X; tal que My = M. Entdo para todo t € (—€,€) temos

1
_ H)2dM, > n.
nVol(S") /M,(” ) dM; z n

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M; é uma esfera euclidiana.
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Demonstracao: Para uma hipersuperficie M vale a desigualdade
111> > nH?,

ocorrendo a igualdade se, e somente se, M é totalmente umbilica. Como estamos com hipersu-
perficies compactas no espaco euclidiano a igualdade ocorre se e s6 se M € a esfera. Com isso,

vale S = n?H? — |I11> < n*H? — nH? = n(n — 1)H?. Entio, n(ns—l) < H? e a igualdade ocorre se,

e somente se, M ¢é a esfera.

Entdo para todo t € (—¢,¢€) vale

H2dM, >
M; ‘= n(n— 1) M;

SdM, > Vol(S").

Além disso, vale a igualdade se e somente se M; é uma esfera euclidiana.

Veremos a seguir um resultado que caracteriza os pontos criticos do funcional.

Teorema 4.1.2 Para cadat € (—&,€) associamos uma variedade mergulhada M]' com o mesmo
volume de S", obtida pela variacdo X; tal que My = M. Se M ¢é ponto critico do funcional ¥} ou

seja #{(0) =0, entdo M = S"

Demonstracao: Pelo que vimos em (3.16),

d

> s = n(n—1)(n—2)/MH3(f+(p’(O)H).

t=0M;
Assim, #/(0) = 0 se, e somente se [, H3(f + ¢'(0)H) = 0 para toda f € L*(M).
Mas isso equivale a H; = AH (aqui excluimos variagdes constantes e tratamos dos casos nio -

triviais). Para nos certificarmos dessas ultima afirmacao, recordemos a expressao 3.2

T

¢'(0) = /MHz-

Claro que se H3 = AH para uma constante A € R temos [, H3(f + ¢’(0)H) =
[y AH(f+ ¢'(0)H) = A [, fH— A [,, fH = 0 para toda f € L>(M). Reciprocamente, se
JyyHa(f + ¢'(0)H) = 0 para toda f € L*>(M), podemos tomar f = Hj e assim, [,,H3(H3 +
¢'(0)H)=0= [,,H? [,,H = (Jy, H3H)?, que pela condigdo de igualdade da desigualdade de
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Cauchy-Schwarz nos dd H = AHj3 para algum A € R. De posse dessa equivaléncia, vejamos
primeiramente que por M ser compacta existe a0 menos um ponto p onde todos os autovalores
da segunda forma s@o positivos (ou negativos a depender da escolha do vetor normal) com isso,
podemos em p as fun¢des H e Hz tém mesmo sinal. Como A é constante temos que A > 0.

Agora usando a generalizacdo do teorema de Minkowski 2.5.2

/MHr = —/MHr+1<CI)»N>

temos

/MHQ—A _ /MHZ—?LH():—/M(Hg—JLH)<<I>,N>:O.

Portanto,
/ Ha = AVol (M) > 0.
M

Usando a desigualdade H% >H,_1H,4+1 com r =1, temos H2>Hje aplicando a
mesma desigualdade agora para r = 2 temos H% > HH;3 = AH?. Portanto, H% > AH,. Mostrare-
mos a seguir que H; ndo se anula. Suponha, por absurdo, que exista um g € M tal que Hy(g) = 0.
Sendo U = {x € M;Hy(x) >0} e V = {x € M;H,(x) < 0} da continuidade de H, temos que U
e V sdo abertos e como 0 = M \ U > ¢q sendo M conexa, segue que dM # 0. Com isso, existe

uma sequéncia (x,),eny C M com Hp(x,) > 0 e lim Hy(x,) = 0. Agora pela desigualdade
H3(x,) > AHa(x,)

temos

Hz(Xn) Z l

e aplicando o limite resultamos em

0>A,

o que contradiz com A > 0. J4 que H, ndo muda de sinal a desigualdade H% > AH, nos di

H; > A em M ou Hy < A em M. Usando uma dessas desigualdades com
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/HZ—A:O,
M

obtemos o0 mesmo resultado, isto é, Hy = A. Sendo H, constante podemos usar a generalizagdo

do teorema de Alexandrov 2.5.1 e assim concluimos que M = S”(\/LI), mas a variacao preserva
o volume da esfera de raio 1, portanto, M = S".

OJ

Esses dois teoremas nos permitem enunciar um resultado global para o Teorema

4.1.1. Pelo que vimos, o tnico ponto critico do funcional %] encontra-se na esfera e a esfera é

um minimo local do funcional. Entao a desigualdade obtida no Teorema 4.1.1 vale ndo s6 para

toda hipersuperficie M; parat € (—¢, €) e sim para toda hipersuperficie que pode ser suavemente

deformada na esfera.

Teorema 4.1.3 Dada uma hipersuperficie compacta M C R"*! que pode ser suavemente defor-

mada suavemente na esfera S" de mesmo volume da esfera unitdria temos
(M) =n(n—1),

ou ainda,

ﬁ/MSszVol(S”).

n
Além disso, #1(t) = n(n—1) se, e somente se, M; é uma esfera euclidiana

Através desse teorema conseguimos demonstrar o problema proposto em (VIEIRA,

Francisca Damiana, 2019).

Corolario 4.1.2 Toda hipersuperficie compacta M"™ em R"T! que pode ser suavemente defor-
mada na esfera S" e com mesmo volume da esfera unitdria, deve satisfazer

1

W(S”)/M(HH)ZdMZn

Demonstracao: Da desigualdade n(n—s_l) < H? cuja igualdade ocorre se, e somente se, M é a

esfera vista no corolario anterior temos

|
H2dM>—/SdM>V1S".
) Heam > 1) Jyy S M = VoIE)

n

Além disso, a igualdade ocorre se e somente se M € uma esfera euclidiana.
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4.2 Uma propriedade maxima de S"

Nesta secdo apresentaremos trés resultados de méximo para o primeiro autovalor na

esfera.

Definiciio 4.2.1 Seja .Z o espago de todos os mergulhos suaves M" C R"*! tal que Vol(h(S)) =

Vol(S"). Entdo, definimos o funcional

W, F R

1
———— [  Sdm.
\M®ﬂéw>

Teorema 4.2.1 Considere o operador £ : H*(M) — L*(M) definido por
L= —A—nH? 4.1)

onde A e H? sdo, respectivamente, o laplaciano e o quadrado da curvatura média de M. O
primeiro autovalor l{) Z do operador £ na esfera S" é mdximo dentre todos os primeiros

autovalores de £ nas hipersuperficies M que podem ser suavemente deformadas na esfera.

Demonstraciio: Sejam A; o primeiro autovalor de .% e u € H?(M) uma autofungio relacionada,

ou seja,

ZL(u) = Au = —Au—nH?u.
Pelo Principio Variacional para o autovalor principal e considerando u > 0, segue que

A
A= Y 12
u

Integrando sobre h(M), com h € %, temos

/ MdM = —/ —dM n/ H2dM
h(M)

|grad u|?

= - / A(Inu)dM — / —dM—n | HdM.
h(M) h(M) u h(M)

Assim,
|grad ul|?

MWMMMD:—/

s——dM —n / H>dM.
M) U h(M)
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Como Vol(h(M)) = Vol(S"), segue que

1 |grad u|? n )
Al=— / dM — —/ H"dM.
! Vol(S") Jumy — u? Vol(S") Jum)

Assim
n

< — / H%dM < —n,
I= Vol(S") Ju(m) ="

onde na tltima desigualdade usamos o Corolario 4.1.2. Temos que 4| < —n = Af) . E aigualdade

ocorre se, € somente se

d 2
/ \grazul dS =0 <= |gradul® =0,
h(S) U

que equivale a u ser constante. Entdo, A; = —nH e, portanto, H = cte. Usando o Teorema de
(ALEXANDROV, 1962) temos M = S".
O

~ . . 0,.2 L
Observacdo 5 Como no teorema anterior, seja A,"~ o primeiro autovalor do operador £ na

esfera S". E claro que como para S" vale ﬁS = |11 > = nH? temos A = /'Llo"j = /'Llo"’f1 = l{)’L.

Onde & = —A—nH?, £ = —A— .S e L= —A—|IlI|%. Seja A¥ o primeiro autovalor do
operador oo = { £, ,L}. Valem

A =27 > a7 = ab 4.2)

A =207 > > A0 4.3)

Demonstracao: Para ),if > AL consideremos uy € H 2(M) uma autofungio relacionada ao

primeiro autovalor A< , entao
Lw?)=AZu? = —Au? —nH*u? .
Assim,

MY = i (L), u) = (L(uy),ug)
M
> [ s P
M
= <L(M$),u$>

> infj =1 (L(u), 1) = A



75

Para lfg > lfg !, usamos o mesmo argumento, mas dessa vez usamos a desigualdade ﬁS >

H2.

O
Da observacao acima e do teorema anterior obtemos os dois resultados a seguir.
Teorema 4.2.2 Considere o operador £y : H*(M) — L*(M) definido por
1
LA i=—-A— S, 4.4)
n—1

onde A e S sdo, respectivamente, o laplaciano e a curvatura escalar de M. O primeiro autovalor
A0 do operador L) na esfera S* é mdximo dentre todos os primeiros autovalores de £} nas
1

hipersuperficies M que podem ser suavemente deformadas na esfera.
Teorema 4.2.3 Considere o operador de Jacobi L : H*(M) — L*(M) definido por
L:=—A—|l? (4.5)

onde A e |I1|? sdo, respectivamente, o laplaciano e o quadrado da norma da segunda forma de
Lo 0,L PR .
M. O primeiro autovalor A"~ do operador L na esfera S" é mdximo dentre todos os primeiros

autovalores de L nas hipersuperficies M que podem ser suavemente deformadas na esfera.

4.3 Toros de Clifford

Nesta secdo apresentaremos uma familia de toros que servirdo para mostrar que

retirando a hip6tese topoldgica o Teorema 4.1.1 pode deixar de ser vélido.

Inicialmente, consideremos o caso 4-dimensional. Veremos S*(a) x S'(b), b > a
imerso em R> como hipersuperficie de revolugio similarmente ao que se faz para S'(a) x S'(b)
como toro em R3, Para tanto, consideremos p : U — S*(a) uma parametrizagdo de S*(a) C R*
onde p(u,v,w) = (p1(u,v,w), p2(u,v,w), p3(, v, w), pa(u,v,w)), U C R? é um aberto e () =
(bcos @,bsen @) é uma parametrizagio de S'(b).

Seja ¢ a parametrizacdo dada por

0:Sa)xSth) — R

(p,g) — ((p1+Db)cosO,pa,p3,pa,(p1+b)send).



Temos que

Jdudv

Judw

%@
Jdvow

(9191 g oP2 9p3 dps I o
’8u’8u’8u’8u
a1?91 a1?92 dps dps Ipi <en®
’8\1’81/’ dv’ dv
8p1 dpy dp3 dpsy dp
( ’8w’8w’8w’8wsen9
= (—(p1+b)send,0,0,0,(p;+b)cos0O)
9°pi 9*py 9*p3 9’ps 9pi
(a cos 9, a > 92 o o S
22p 2 2 2
9*py 9*p3 9*ps 9°pi
(a ’az’av2’av2’av2 Sene)
9*p Ipy I’py I’pa I’p1 o
’(9 27 ow?’ ow?’ dw?
= (—(p1+b)c0s0,0,0,0,—(p; +b)sen0)
9*pi d*py 9*ps 9*ps I*p
B (8u8v cos9, dudv’ dudv’ dudv’ dudv senG)
_ (PP o 02 Pp3 Pps Ppr o
= \9uaw 7 Juow’ dudw’ duow’ duow
9*pi 9’py 9%ps d*ps 9°p
B (8\/8WCOSG7 Ivow’ dvaw’ dvaw’ Jvaw 9)
0 (P 00,002 cosh
ud0 — \ du * o &
2% api api
m = (—WSC 6 00 0, v COSQ)
% op1 opi
E T (—Wsene 0,0,0, =— E cos@)

Os coeficientes da métrica associados a essa parametrizagao de Tgb sao

de do ap dp\ _ ,
Buu = ou’ du ou'u/ &1
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200 = <8_(£’8_(g = (p1+b)*
guo = <8_(578_(£> =0
g9 = <8_q578_(g> =0

a

gh & &1 0

a

g = det 851 & &% 0
851 &5 &5 0

0 0 0 (pi+b)?
onde g, = det(gf;) e gf; sdo os coeficientes da métrica de S3(a) relativo a parametrizacio
p:U — S3(a) C R*. Como |p;| < a < b, temos que o determinante g é diferente de zero.

Assim, o volume desse toro sera

2
vol(’ﬂ‘;‘b):/o /U@dudvdwdezzn/U(pl(u,v,w)er)\/gdudvdw

=2r /83(0) (p1+b) =2mbvol (S*(a)) = vol (S*(a)) vol (S' (b)) = 47 a’b.

Aqui usamos que p; é uma autofuncio do operador de Laplace em S*(a), de forma que

a2

/83(a)p1 = 3 () As3(qyp1 = 0.
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A matriz inversa da métrica é

g 8’ & 0
&' s & 0
g & & 0

0 0 0 (pi+b)2

Enquanto o campo normal a ser considerado serd

1
—n=- (p1cosO,ps, p3, pa,prsend)

Os coeficientes da segunda forma sdo

u?’ +

b (9% N\ _pi®p p2dPpa p3d’ps padps
i a du?  a Ju?* a du? a Ju?

’p 1
= - <W7—5(P17P2a1?37p4)> = hllll-

Analogamente, h,, = h5,, hy,, = hS5, h,, = h{,, h,, = h{; e h,,, = h3,. Temos ainda

ehy,9g =h,9g =h,y =0.
O calculo de

4
hV = thrgngr]'
p.r

Temos

h' = hd,(ga")* +2hgh 80 + My (gdh)* = hy.

Analogamente h" = h22 h" = h33 h* — h12 h* — hl3 h = h§3, hu@ — th — hwG —0e

h :hgg(gee) .

A curvatura média

1 1
H=- 1 ( 66h99+ Z g”ha> = 1 <g99h99+3H(a))
i,j=1

3 P1 3 (p1+b)—b 301 b

4a 4da(p1+b)  4da da(p1+b)  4a 4a+4a(p1+b)

1 4 b
a 4a(p1+b)
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Logo,
b 1
—— =H+-. 4.6
dalp+b) 0
A norma da segunda forma fundamental
2 S kl S kl 0612 2
> =Y gg%hgh; = Y gdgq hihf + (%)% (hge)
i,j:k,l i,jk,l
@)+ (& (b )? = 5 + 1
= a = —
. o6 a?  a*(p1+b)?
Portanto,
12 24
> = — + =—H+ 16H”.
a a

Para o caso geral, S"(a) x S'(b) (com b > a) imerso em R"*2 como hipersuperficie
de revolugéo semelhante ao que fizemos antes consideremos p : U — S"(a) uma parametriza¢do
de S"(a) C R"™!, onde p(uy,...,un) = (p1(ut,. .. un), ., ppi1(ur,. .. un)), U C R" é um
aberto e g(0) = (bcos 6,bsen 0) parametrizagio de S'(b).

Assumindo agora que @ € a parametriza¢ao dada por:

@:S"(a) xS'(h) — R™?2

(p7CI) — ((pl+b)C0S67p27"'7pn+17(p1+b)sen9)'

Seja g = det(g;;) o determinante relativo a parametrizagdo ¢, entdo

gl - &, 0

g = det | | = (p1+b)*ga,
ga1 -+ & 0
0 ... 0 (py —l—b)z

onde g, = det(gf;) e gf; s@o os coeficientes da métrica de S"(a) relativo a parametrizagdo

p:U — S*a) C R, Como |p1| < a < b, temos que o determinante g é diferente de zero.

O volume do toro TZZ;H serd dado por

21
vo1(1rg,jl):/0 /U\/Edul ...dunde:27r/U(pl(u1,...,un)—|—b)\/§du1...dun



_ 2z /S o (P10) = 270301 (@) = vol (§"(a)) v (S'1)).

Aqui usamos que p; é uma autofuncdo do operador de Laplace em S"(a), de forma que

Ly =5
pr=—— Asnpyp1 =0.
S*(a) n Js(a) (@)

A matriz inversa da métrica é

ga! g 0
ga . o& 0
0 0 (p1+b)?

O campo normal a ser considerado serd

1
= (p1cosO,pa,...,ppt1,p15en0).

-1

Os coeficientes da segunda forma

80

5 92 wi1 9%Pn ?p 1
h11:—< (Pn>:&l++p+] p+l:_< i _(p17"'7pn+1)>:hclll‘

au% ’ a Ju? a 8u%

Analogamente, h;; = h?j parai,j=1,...,n. Temos ainda

(%t%’ a

(92(p D1
h = — _— _ — b -
06 <892,77> (p1+ )a
ehjg=0parai=1,...,n.
O calculo de

4
hY = Z hprgngrj
p,r

Com isso, h/ = h/ parai,j=1,....ne h® =0 parai=1,...,n com

hee(gGQ)Z.

A curvatura média

1 006 5 i 1 00
H=- — ijpa | — 1 H
n+1<g h""“Lijz::lgahu) n—|—1<g hoe 1 (a))
___n P1 __n_ (mtb-b
(n+la (n+1)(pr+bla  (n+l)a (n+1)(p1+ba
. n 1 L b
 (n+Da (n+Da (n+1)(p1+ba
1 b

o A D(p+b)a

hOG —
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Logo,
b 1
—H+-. 47
a(n+1)(p1+b) a S

A norma da segunda forma fundamental

n+1 - n
|II|2= Z g”gklhikhjl: Z gagklh (gGG)Z(hee)Z
i,j,k,lzl lm/v 71 1
2
11(a)? 2(hgg)? = - + ——L1
@)+ (P hoo)” = 3 + P
Dessa forma,
2
2 1
m|? = % 220D gy 1),

Portanto,

n_z+2n(n+1)H
a

~S= - (n+1)’H* =
a

a

2
B a1 17 2n(n+-1)
—/HZIS—VOI(’JTM, St e f

Usando 4.7, temos

n? 1 2 1 b 1
[ 5= Vol(’]rg,jl)(—z——>+ nnt1) /
T

T a’> a a a(n+1)Jrt pr+b
Mas

i 2n I
= dud6
/Tg,jl p1+b /0 /Up1(ul,---,un)+b\/§
I
_ 27:/ VEdu ... duy = 2vol (8"(@) vol (' (b))
U

Entao,

2
N _ n+1 n__l 2_”
/Tgls = Vol(T% )(a2 a+a2)

nn+2)—a

1
= Vol(Tj ) ===



82

Portanto, impondo Vol(?I‘Z;l) = Vol (S™*1), temos

V4 (TZZI) — w. (4.8)

a

Paran = 3 a imposigdo de que Vol(T#, ) = Vol(S*) equivale a VoI(S*(a) ) Vol (S! (b)) =
Vol (S*). Substituindo temos

8
2P 2mh = gnz

Por simplicidade, podemos considerar a classe de toros em que ab = 1. Assim,

[2
%(Tjﬂz%( 5—15> <0< 12=7# (Y.

Essa familia nos d4 uma infinidade de exemplos. O caso apresentado acima apenas retrata um

caso particular.



&3

5 CONCLUSAO

Nesta tese, mostramos alguns resultados de caracterizacao para a esfera a partir
dos primeiros autovalores de operadores do tipo Schrodinger, cujos potenciais sao dados pela
curvatura escalar e pelo quadrado da curvatura média. Garantimos que o primeiro autovalor
desse operador, no espaco das hipersuperficies de que podem ser suavemente deformadas na
esfera, atingem seus maximos na esfera S". Para demonstrar esses resultados, fez-se necessario
generalizar o teorema de caracterizagdo da esfera proposto por Willmore. No final vemos que
o resultado ndo € valido ao removermos a hipétese topoldgica, mas ao menos para a familia
de exemplos apresentada ainda ha chances de encontrarmos limitagdes. Em busca de mais

problemas podemos pensar nesses casos, onde a topologia € diferente da esfera.
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