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RESUMO

Baseados nos trabalhos de Hasseler Whitney e André Haefliger, buscamos saber sobre
que condicoes uma aplicacao suave f : M — R? de uma superficie compacta no espaco
R? pode ser estudada como composicao de uma imersiao g : M — R3 com a projecao
natural 7t: R — R2.

Palavras-chave: Singularidades. Imersao. Ntcleo.



ABSTRACT

Based on work of Hasseler Whitney and André Haefliger, we seek to know under what
conditions smooth application f : M — R? of a compact surface in space R? an be
studied as a composition of a immersion g : M < R3? with the natural projection 7 :
R — R2.

Key words: Singularities. Immersion. Kernel.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

Seja f uma aplicagao diferenciavel de uma superficie V em uma superficie W am-
bas munidas com uma estrutura diferenciavel. Dizemos que z é ponto regular de f se
RankDf(z) = 2 e z é singular RankDf(z) < 2. Na vizinhanca de um ponto regular f é
um difeomorfismo. H. Whitney publicou em Annals of Math [I] que toda aplica¢ao de V
em W pode ser aproximada por uma aplicacao excelente, a qual apresenta dois tipos de
pontos singulares que descrevemos a seguir. Escolhendo sistemas de coordenadas conve-
nientes (x,y) para V e (X,Y) para W, onde as coordenadas de z sao (0,0), f é expressa
localmente da seguinte forma ;

X=y, Y=y’ (1.1)

X=y,Y=xy—y’ (1.2)

os pontos singulares do tipo [L.I] e [I.2] formam uma curva C em V, chamada dobra geral
de f, os pontos do tipo [1.2|sao as cuspides de f, estes pontos sao isolados em C e o posto
da restricao de D,f a C é zero, a curva C é definida pela aplicacao x = 3y?.

Y AY

flo)

,
/
o /
i c /
,
.
g
s . 7. R

R k " > > N\ \ X

Figura 1.1: Tipos de Singularidades



Diremos que f : V — R? pode ser fatorada se existir g : V. — R? imersao tal que
f = mmo g onde 7 é a projecao natural de R® em R?. Uma pergunta natural é em que
condicoes uma aplicacao excelente de uma superficie compacta V no plano R? pode ser
fatorada. Tal quest@o foi respondida por André Haefliger em [3].

Uma aplicacdo excelente f de uma superficie V compacta no plano R? pode ser fa-
torada por uma imersdo g em R?® se e somente se em cada componente conexa C; da
dobra geral C de f, tivermos o nimero de cuspides par e C; admitindo uma vizinhancga
orientavel ou o nimero de cuspides impar e uma vizinhanca nao orientavel.

No capitulo 1 daremos énfase ao Teorema de Whitney para aplicacao suaves do plano
no plano, onde usaremos o Teorema de Thom e o Teorema de Prepacao de Malgrange-
Mather para exibir uma prova do referido teorema. No capitulo 2 provaremos o Teorema
de Fatoracao de Haefliger para aplicagoes excelentes.



Capitulo 2
PRELIMINARES

2.1 Aplicagoes de Classe C*®

Consideraremos U e V subconjuntos abertos de R™ e R, respectivamente.

Definicao 1. Dada uma aplicacao f : R* — RP, dizemos que x € U é uwm ponto
singular se matriz jacobiana

of;
Df <x1> I<i<p,1<j<
% i<y j<n

nao possui o rank mdzrimo possivel em x € R™. Caso contdario, dizemos que x € reqular.

Definicao 2. Dizemos que uma bijecao @ : U — V, é um difeomorfismo se @ e
@~ sdao C*. Uma aplicacio C® ¢ : U — R", é um difeomorfismo local no ponto
x € U se existe uma vizinhanga aberta V de x em U, tal que, @ (V) € aberto em R™ e
V — @(V), x — @(x), € um difeomorfismo.

Teorema 1 (Teorema da Funcao Inversa). Seja f: U C R™ — RP wma aplicagao
de classe C*. Se a aplicacdo derivada de f, denotada por df(x), é um isomorfismo para
todo x € U, entao existem vizinhanca U’ e V' de x e de f(x) respectivamente tal que
fu : W — V' é um difeomorfismo (local) e neste caso n=p.

Definicao 3. Seja x € U. Dizemos que uma aplicagao de classe C*° f : U — RP €
imersao em x se df(x) : R* — RP for injetora (note que necessariamente n < p).
Dizemos que f é submersao em x se df(x) : R — RP for sobrejetora (p < n).

Proposicao 1 (Forma Local das Submerées). Seja f: U — RP uma aplicagio tal
que f(0) = 0 e f € uma submersao em 0. Entao existe um difeomorfismo @ : V — W,
V, W wizinhancas de 0 em R", tal que, @(0) =0 e

(foe )(X1,...,%Xn) = (X1, -5 %p)



Proposicao 2 (Forma Local das Imersées). Seja f : U — RP uma aplicagao C*
tal que f(0) =0 e f € uma imersao em 0. Entao existe um difeomorfismo 1\ : V — W,

V., W wizinhancas de O em RP, tal que, P(0) =0 e

(ll)of)(X]7...,Xn) :(X],...,X-,-UO,...,O)

2.2 Jatos

Definicao 4. O espago dos k-jatos J*(n,p) € o espaco vetorial real das aplicagoes
polinomiais g de R™ em RP de grau < k com g(0) = 0.

Definicao 5. Para cada aplicagao f: R™ — RP de classe C* e cada a € R"™, definimos
aplicagdo j*f : R™ — J*(n,p) por: j*f(a) = 0 polinémio de Taylor de f(x + a) — f(a)
de ordem k na origem. A aplicacio j*f é de classe C* e j*f(a) é chamado de k-jato de
f em a.

Exemplo 1. Seja f: R — R entdo j*f(a) = f'(a)x + %xz o4 Tl

2.3 Germes em ¢,

Com o objetivo de estudar o comportamento local das fungoes, vamos definir germe
de uma aplicagao.

Definigao 6. Seja x € R™, f : U; € R™ — RP e g : U, C R™ — RP aplicacoes
C® definidas em vizinhangas abertas Uy e Uy de x. Dizemos que f e g sao equivalentes,
e escrevemos f ~ g, se existir uma vizinhangca U > x em R™, U C Wy N U, tal que
flu = glu, ou seja, se f e g coincidem em uma vizinhan¢a U de x. FEsta é uma relagao
de equivaléncia.

Definicao 7. As classes de equivaléncia sob esta relagao sio chamadas germes de
aplicacoes C* de R"™ em RP em x. Os elementos de uma classe sao chamados repre-
sentantes do germe.

O germe de uma aplicagao em « € R", é denotado por
f:(R", o) — RP

Considerando o« = 0 € R™, o conjunto de todos os germes f : (R™,0) — RP é represen-
tado por
Enp =1f: (R™,0) — RP}

Quando P =1 este conjunto é denotado por &,
Observacoes:

10



a) €, ¢ anel local cujo ideal maximal é m, ={f € ¢, : f(0) =0}

(a)
(b) enp é um eq-médulo livre de dimensao p.
(c) my, é o ideal gerado por {xq,...,Xn}.

)

(d) mk ={f € &, : j*'f(0) = 0}

Lema 1 (Lema de Nakayama). Seja € um anel comutativo com elemento unidade 1 e
m um ideal de € com a propriedade que 1+ x € invertivel em € para todo x € m. Sejam
M um e-mddulo e A e B e-submddulo com A finitamente gerado. Se A C B + m.A,
entao A C B.

2.4 Singularidades

Sejaf: U C R? — R? uma funcao suave. Dizemos que f é regular em p se V,f(p) # 0
e v # 0, casos contrario, f é singular em p. Com sistemas de coordenadas (x,y) em U e
(u,v) em R? o Jacobiano é

J = uovy — uyvy
Decorre que p é ponto regular ou singular se J(p) # 0 ou J(p) = 0, respectivamente.

Seja f um aplicacao C?, dizemos que p é ponto bom se J(p) # 0 ou V](p) # 0. f é dita
boa quando todos os pontos sao bons.

Lema 2. Seja f boa em U. Entao para cada ponto p € U o espaco imagem H(p) de
Vi(p) tem dimensdo 2 ou 1, de acordo se p € reqular ou ndo.

Demonstragao. Suponhamos que p é regular, logo V£(p) é isomorfismo e dim(H(p)) = 2.
caso contrario dim(H(p)) < 1.
digamos que dim(H(p)) = 0 decorre que d,f = 0 donde u, = uy = vy =vy =0 em
p, derivando | = u,vy, —uyvy temos J«(p) = Jy(p) = 0 uma contradicao, pois f é uma
funcao boa.
O

Lema 3. Seja f boa em U. Entao os ponto singulares de f formam uma curva suave em

u.

Demonstragao. Seja p um ponto singular de f, portanto J(p) =0 e V](p) # 0. Veja que
] é regular nos pontos singulares de f. Pelo teorema da fungao implicita existe um aberto
Iy x I contendo p = (xo,y1), J7'(0) N (Iy x ;) é gréfico de uma funcao suave ¢ : Iy — I
tal que (xo) =y e J(xo0, d(x0)) = 0. Portanto as solugoes de | = 0 estdo em uma curva
suave. O

11



Observagao 1. Seja & uma parametriza¢ao da dobra c, com $(0) =p, quando

d

S (w[ _ #0

dizemos que p € ponto de dobra. p € dito ponto ciuspide quando

d
L)) =0

€ dZ
Saew| #o

Dizemos que p é ponto excelente de f (assumida boa) se é regular, dobra ou cispide
e f é excelente se cada ponto de U é excelente.

12



Capitulo 3

TEOREMA DE CLASSIFICACAQO
DE WHITNEY

Neste capitulo demonstraremos alguns resultados devidos a Whitney, que permitem
conhecer o conjunto dos pontos singulares de aplicacoes diferencidveis fy : U C R? — R?,
os quais respondem a problemas como a classificagao das singularidades e sua topologia.

Considere um pedaco de tecido. Amasse-o e jogue sobre uma superficie plana. Quais
as formas o tecido pode assumir nas proximidades de um ponto? Em geral ocorre uma
das trés possibilidades:

(a) Nao ocorrem dobras numa vizinhanga desse ponto;
(b) o ponto aparece sobre um reta que limita uma dobra do tecido.
(c) Uma prega se inicia no ponto.

Com um pouco mais de insisténcia é possivel que aparecam outras formas, por exemplo,
o tipo (d) na figura acima. Contudo, perturbacoes arbitrariamente pequenas no tecido
podem eliminar pontos que nao um dos tres tipos acima.

Puxe

A posicao de um inicio de prega ou uma dobra pode ser afetada por pequenas per-
turbagoes no tecido, mas nao a existéncia deles.

13



Pontos do tipo (a) sao os mais comuns e também os mais simples. Esses sdo chamados
pontos regulares todos os outros sao chamados pontos singulares.

Esse é um enunciado informal do seguinte teorema provado por H. Whitney, publicado
em Annals de Math (62), 1995.

Teorema 2. Eziste Q C C®(R?,R?) residual, com a sequinte propriedade: Dada f € Q,
para cada p € R?* € possivel escolher coordenadas (x,y) em R? com origem em p e
coordenadas (X,Y) em R? com origem em f(p) tais que f nessas coordenadas é dada por:

(a) (Ponto Regular)

X X
Y —
(b) (Dobra)
X X
Y y?
(b) (Cispide)
X = x
Y = —~xy+y’

Aqui apresentamos uma demonstacao diferente da original, feita por Whitney em
[1]. Nesta demonstagao utilizamos dois resultados cldssicos, o teorema de Preparacao de
Malgrange e o teorema de transversalidade de Thom.

Teorema 3 (Preparacao C*°, Malgrange-Mather). Seja @ : R™ — R™ uma aplicag¢ao
suave com @(0) = 0. Seja M um &, — mddulo finito, M é um e, — mddulo finito (via
©*) se, e somente se, 0 R — espaco vetorial M/d*IM,, - M € finito.

Demonstra¢ao. provaremos primeiro para m=n-+1e @(X1,...,Xn,Y) = (X1, .., Xn)-
O* 1 E€m — Eng
é dado por: @*f(x1,...,xn,y) =Fo @(X1,...,%Xn,y) = f(x1,...,%n).
Entao, seja M um ¢,,,1 —modulo finito; M/@*IM,, - M é um R —espago vetorial finito.

Logo, temos m; ..., ms € M,

M=c¢c¢cm+...+ @ exms + @"m, - M

14



Como @*<M,, < IM,..1, temos
M=¢n,im;+...+exmg + M M.

Por Nakayama temos
M=c¢eni1+...4+ np1ms.

Portanto

ymi e (Ci] —|— bi] )m] + N + (Cis + bis)mS' (31)

Existem cij € R e hy € @*m, (hy(0,...,0,y) =0),com 1 <i<sel <j<s.
Seja A o determinante do sistema homogéneo associado ao sistema (2.1), isto é,

AlX1 ..., %, y) =det(ydy — cyj — hyy(x1, ..., xn, Y)).

A(0,y) = det(ydy —cy)

S
= y'+) ciy* * e RNyl
k=1

Seja p a multiplicidade de yo = 0 como raiz de A(0,y). Logo, p < s. Portanto, pelo
Teorema da Divisao, para cada f € €47, existem q € enqq € Ar,...,Ap € €q;

P
f=qA+) Ay’ "

k=1

Finalmente, dado m € M, temos fy,...,fs € €447 tais que m = fym; + ...+ f;m,. Para
cada fi, temos g € eny1 e Ayj € €4 1 <j < ;s

P
f, = qLA + Z }\i]‘ypij.
k=1

Portanto,

s p

m = Z (qlA + Z}\ijyp_j> m

i=1 =1
s p s P

= Z Z }\ijypijmi € Z Z @ (En)yPImy

i=1 j=I1 i=1 j=1

15



Logo, M é um ¢ — mddulo finito (via @*) com geradores yPm.
Agora, sejam m =n+2e @ : (R"? 0) — (R",0) dada por @(Xi...,Xn,Y1,Y2) =
(x1,...,%n). Portanto

(]Rn+2 O) (Rn—H O) (]Rn 0)

W
tal que T[Z(X17 -"axn)yhy2) = (X17 ‘“7X‘nay1) €M (X17 "'7Xnay1) = (X17 "')Xn)a portanto
* k

1 )
En—=&nt1 —=>En42
et
Seja M um ¢,,,, — mdédulo finito tal que
M = @ (en). My + ... + @ (&) My + @ (MM (3.2)
Queremos mostrar que M é um ¢, — médulo finito (via @*).
M = (7 (en)).my 4 ... 4 75 (707 (€)M + 705 (77 (M) )M C

TG (Eng1). My + o+ 15 (6n) My + 5 (M) M

donde M = 75 (ens1) My + ... + 705 (Enp1). M + 75 (Mn11)M e consequentemente M é
um €, 7 — médulo finito (via 7t5). Por , temos M = 75 (en). My + ... + 70 (€n) .y +
7t (9, )M sob uma agao de 15, logo M é um &, —médulo finito (via 7t7) donde concluimos
que M g, —moédulo finito (via @* = 7} o 71}).

Por inducao, prova-se que o resultado vale para 7t: (R™"™,0) — (R"™,0) dado por

X1, oy Xm, Y1y o Yn) = (Y1, -0, Yn)
Agora, consideremos ¢ : (R™,0) — (R™,0) suave. Seja @ : (R™,0) — (R™+n) dada
por @(x) = (x, d(x))

(R™,0) -2~ (R™™, 0) -~ (R™, 0)
W

portanto

7T*
En—— 8m+n

N

€m

16



M é um ¢, —moédulo finito tal que M = @*(e,). M1 +...+@*(en). M+ @* (M )M. Como
@* é sobrejetora, teremos M um €, ., —médulo finito (via @*) e da outra equagao, temos

M =m"(e ). my + ...+ 7 (en). My + T (M )M

portanto M é g, — mddulo finito (via @* o 7).

Definicao 8. Sejamp € R* e q € R? e

F,G: (R%p) — (R’ q)
germes de aplicacoes suaves. Dizemos que F, G sao isomorfas se existem difeomorfismos
suaves ¢ : (R?,p) — (R%,p), ¥: (R? q) — (R?,q) tais que F={poGodp .

Para F: (R?,p) — (R?, q), claramente F é isomorfo a um germe da aplicacio suave
F:(R%0) — (R?0). Sejam (x,y) um sistema de coordenadas em R? com origem em p
e (X,Y) um sistema coordenadas em R? com origem em . Nessas coordenadas F é dada

por
X = X(x,y)
Y =Y(x,y)

Trabalharemos com essa notacao.

3.0.1 Pontos Regulares

Seja F: (R?,p) — (R?, q) suave. Se o posto de dF, vale 2, pelo Teorema da Fungao
Inversa F é isomorfo a

X=x
Y=y

Dadas F: R? — R? aplicacdo suave e p € R%. Dizemos que (F,p) é regular se dF, tem
posto 2.

3.0.2 Dobras

Suponhamos que posto (dF, ) = 1. Pelo Teorema da Funcao Inversa, (F,P,) ¢ iso-
morfo a

X=x £(0,0) =0
Y = f(xy) :,(0,0) =0

Daqui por diante trabalharemos supondo que F é dada pela forma acima. Seja
SYF)={p: postodF, = T}.
S'(F) é dada por fy(p) =0

17



Hipétese 1. S'(F) € curva regular.

Diante da Hipdtese, temos que gradfy(po) # 0, isto é, fyy # 0 ou fyy # 0. Agora, a
reta tangente T,S'(F) é definida por

{(vi,v2) iy (p)vi + fyy(p)v2 = 0}
Ker(de) = {(V],Vz) V1 = 0}

Seja F como acima. (F,p,) é uma dobra se Ker(dF,) é diferente da reta tangente a S'(F)
em P,. De acordo com as coordenadas acima isso significa que fyy(p,) # 0.

3.0.3 Cuspides

Suponha que p € S'(F) e Ker(d,F) = T,S'(F) isto significa fy,(0) = 0 portanto diante
da hipétese fy,(0) # 0, teremos que F|S]m tem posto zero. As equacoes fy(p) = 0 e
fyy(p) = O representam:

Ker(d,F) = T,S'(F)
peS'(F) p e S"(F)

Hipétese 2. SV (F) € subvariedade de R? regular de codimensdo 2, S (F) é conjunto
finito.

As funcoes fy, e fy, devem ser independentes na origem, i.e

fy (0)  fyy(0)
det(fxiy(m fiiyw))*o

Definigao 9. Se o germe (F,p) satisfaz hipdtese 2 e p € S'(F) com Ker(d,F) = T,S'(F)
dizemos que (F,p) € uma cispide .

Teorema 4 (Whitney). Seja (X,Y) e (x,y) sistemas de coordenadas.

(1) Toda dobra é isomorfa a

—
< X
I
e xR
o

(2) Toda cispide € isomorfa a

X=x
Y=—xy+y?



Demonstracao. (1) Seja (F,p) um germe de aplicacdo suave tal que Posto(d,F) = 1,
teremos que (F,p) é isomorfo a

portanto f(x,y) = xg(x,y) + y*h(x,y), Se (F,p) é uma dobra, entdao fy,(0,0) # 0
portanto h(0,0) # 0 logo h € ¢; é unidade, assim

52/<Xaf(XaU)>-€2 = Ez/<X7X9(x,y)+yzh(x,y)>-82
= 82/<x,y2h>.£2

— o/ )

Portanto 1,y se projeta em um sistema de geradores do R-Espaco vetorial

52/<X7f(x79)>-€2
Em particular existem & (x,y), ¥(x,y) € €z, tal que

Y2 = dx, f(x,y)).1 + 20 (x, f(x,y)).y

Vé-se que ¢y(0,0) #0e $(0,0) =(0,0) =0

X = X
y = y—vbxy)
Portanto
a(fc,g)(o 0):(1 0 )
o(x,y) —,(0,0) T —1y(0,0)
teremos
det ( ] 0 ) #0
—,(0,0) 1 —1,(0,0)
Considere agora 3
X = x
Y = X, V) + (X, Y)?

dai




1 0
dr (L g0 ) =000 20

temos assim mudancas de coordenadas. Portanto as coordenadas de F podem ser
representadas por

X = x
Y = o(X, V) + (X Y)?
= O(xflx,y)) +(x f(x,y))?
= v = 20(x, f(x,y))y + b (x, f(x,y))?
- [y —II)(X,f(XaU))]Z
— 12
o item (1) decorre de modo andlogo basta fazer as mudancgas de coordenadas adequa-
das. O

3.1 PROVA DO TEOREMA DE CLASSIFICACAO
DE WHITNEY

Seja g% o espaco dos 2-jatos de aplicacoes suaves de R? — R?, um jato em J? é
denotado por (A, B) tal que A : R? — R? é aplicacdo linear e B : R2 — R? ¢ aplicacao
quadratica.

Seja F: R? — R? aplicacao suave, para p € R? devemos ter

F(X) =F(p) = A(&) + B(&) + R(&)

tal que & = X —p, com A linear, B quadrética e

R(&)

im 5 =
G

1
dessa forma A = d,F, B = zdf)F, portanto
j°F: R* — §°
suave, tal que j2F(P) = (A,B) e
FF=50usS'us?
com 5
S' ={(A,B);dimKer(A) = i}
Seja 7 : J* — L(R?,R?) tal que (A,B) — A a projecio do espago dos 2-jatos no
espaco das transformacoes lineares R> — R?. Desta forma St :~7t*1 (SY) tal que St =
{A € L(R?,R?);dimKer(A) =i} , como codimS*' = i?, temos codimS! = i?
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Proposicao 3. Seja "' ' S' dado por S' ={(A,B);A € S', B(Ker{A) C Im(A)}, Entio
SU1 ¢ uma subvariedadede J* de codimensdio 2.

Demonstracao. Considere inicialmente

_ | ax+by
| a’x+bly

oo+ 2Bxy +yy?
T o+ 2Bxy +yy?

/
,B) e S & A € S'iisto é,ab’ = a’b portanto b’ = a—b, B(Ker(A)) C Im(A), como
(A,B)e S & AcS! b’ b b’ .
(b, —a) gera Ker(A) temos (a,a’) — A

det oxa’+2Bab+vb?  a
N\ w'a?+2B'ab +y'b? a

a # 0 obtemos vy =vy'(a,b,a’,b’, «, ...) H
Escélio 1. S0 = S' — SU1 ¢ wma subvariedade de % de codmensdo 1.

Proposicao 4. Seja F: R? — R? aplicagdo suave e p € R? tal que Posto(d,F) =1,
entao

1)j*F(p) € S'° &« (F,p) € dobra;

2)i*F(p) € SU! € §*F(p) h SN &= (F,p) € cuspide.

Demonstra¢ao. Temos (F,p) isomorfo a

X=x £(0,0) =0
Y =1f(x,y) ;fy(0,0)=0

Portanto j2F(0,0) = (A, B), onde

A Tx+0y
| f(0).x 4+ fy(0).y

e
0.x* +2.0.xy + 0.y?
B=< 1 1
zfXX(O).x2 + 2f,, (0)xy + sz(O)yz
22 1,0 ’ a’ fx(o) P .
1) Portanto j°F(p) € $'° & (b’ = Zb),fX(O) =7 = 0, fyy # 0 além disso

oa? + 2pab + yb? a
det(oc’az-l-ZB’ab—i-Y’bz a ) =0

21



isto é,

0 1
det 0
e ( fuy(0) £.(0) ) #
2) sz(p) e S e— fy(()) = Oefw(O) = 0. Agora sz(p) t St significa que fy, f,, sao

independentes, portanto cispide.

[]

Teorema 5 (Teorema de Transversalidade para Jatos). Sejam M e N wariedades dife-
rencidveis com W uma subvariedade de J*(M,N). Seja Ty = {f € C®°(M, N);d"f h W.
Entao Ty € um conjunto residual de C*°(M, N), além disso se W € compacta, entdo T,
¢ aberto.

Prova do Teorema Princinpal - Whitney. Pelo teorema da transversalidade para jatos de
Thom
Q = {f € C®°(R? R?); j*f h S°,8'° S §%
é residual ({f;postof > 1} é aberto e denso). Seja F € Q a codimensao de $2 64 > dimR?,
portanto jf M S? & Fp € R? tal que j*f(p) € S? isto é posto(d,f) > 1ep € R%
Se o posto(d,f) = 2 temos (F,p) regular, (F,p) é isomorfo a

X=x
Y=y
Supondo que o posto(d,F) = 1 teremos

a) j’F(p) € S'°
b) j*F(p) ¢ ™

Ocorrendo a), pela proposi¢ao anterior (F,p) é uma dobra e consequentemente (F,p) é
isomorfo a

X=x

Y =y?

Caso ocorra b), temos j*F(p) € S".Como f € Q, j*f i S"! portanto pela proposi¢ao
anterior (F,p) é uma cuspide, decorre que (F,p) é isomorfo a

X=x
Y=—xy+y’
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Capitulo 4

TEOREMA DE FATORACAO DE
HAEFLIGER

Neste capitulo, provaremos o Teorema de Haefliger, que nos da condigoes de verificar
se uma aplicacao de uma superficie compacta V em R?, f : V — R? dita excelente, pode
ser vista como f = 7to g onde g : V — R?® é uma imersao e 7 : R®> — R? a projecio
natural.

4.0.1 Espaco Nulo

O espaco nulo N(p) de f e 0 conjunto de todos os vetores v mapeados no 0 por d,f,
considere f(x,y) = (x,xy —y?) . ) decorre que:

1 0
dpf:<y x—3y2)

para p € C teremos d,f = ( ; g ) donde N(p) = {(0,B);p € R}

AIR

(0.8) A
x=3y?

IR

Figura 4.1: Espaco Nulo
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onde y(t) = (t,3t?) é a dobra de f, para todo p € C teremos N(p) transversal a y’,
exceto no ponto p = (0,0), uma cuspide, onde temos tangéncia (2.0.3).

Definicao 10. N; = Ker(df(p)) € orientavel se eziste um campo 'V continuo ao longo
de c; tal que:

(1) V # 0 em todo ponto de c;

(2) V € Kerdf), em todo ponto.

4.1 TEOREMA DE FATORACAO DE HAEFLIGER

Teorema 6. Uma aplicacdo excelente f de uma superficie V. compacta no plano R? pode
ser fatorada por uma imersio g em R> se e somente se em cada componente coneza C;
da dobra geral C de f, tivermos o niumero de ciuspides par e C; admitindo uma vizinhanga
orientdvel ou o numero de cuspides impar e uma vizinhanca nao orientdvel.

Demonstrar o Teorema acima equivale a provar os dois lemas seguintes:

Lema 4. O numero de cuspides em uma componente conexa Cy da dobra de f € par se
uma vizinhanga suficientemente pequena de Cy e o campo Ny = Ker(dﬂco) ao longo de
Co sao ambos orientdveis ou ambos nao orientdveis, impar se um € orientdvel e outro
nao.

Lema 5. Uma aplicacdo excelente £ de V. em R? pode ser fatorada por uma imersdo g
em R® se e somente se o campo N do miicleo de df\. € orientavel.

Demonstracao. (Lemald]) Seja U uma vizinhanga de Cy, difeomorfa a faixa [0, 1] x R, tal
faixa pode ser obtida pelo quociente do plano R? pela relacdo de equivaléncia associada
a acao do grupo G gerado pelas aplicagoes x' =x+ 1,y =y ouy’ = —y.

A

\/

Figura 4.2: Campo transversal
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A curva Cy é difeomorfa ao segmento de reta d (y = 0), Ny é um subespaco de
dimensao 1, define um campo de dire¢oes ao longo de ¢y, uma componente conexa do
conjunto dos pontos singulares de f, que é uma curva suave em V. Ny é levardo via
isomorfismo em um campo de direcoes D em R? ao longo da reta d(y = 0). Escolhendo
uma orientagao para D teremos um campo de vetores D orientado ao longo de d.

Seja n,(x) a projegao no eixo x = 0 dos vetores unitarios que definem a diregao do
campo orientado D no ponto (x,0). Nos pontos (x,0) de d onde D é tangente a d teremos
n,(x) =0, o qual corresponde a um ponto de cispide em Cy por (4.0.1)).

Quando U e Ny sdo ambos orientdveis teremos ny(1) = n,(0) o campo de vetores D
pode se comportar da seguinte forma

A
A
|
! 1
| ' ] 1
0 g
1]l T
0 rg |
Figura 4.3: Sem Figura 4.4: Dois pon-
Cuspides tos Cuspides

Sendo assim percebemos que o nimero de cuspides coincide com o niimero de zeros de
ny(x) por (4.0.1), Portanto o nimero de cipides é par se n,(1) = n,(0) e impar quando
ny(1) = —ny(0).

]

Demonstragdo. (Lema |5) Suponhamos que existe g : V. — R? imersdo tal que o dia-
grama comute

v4f>R2

| A

R3
onde 7t é a projecao natural do espaco R® em R?, (x,y,z) — (x,y). Seja C a dobra
geral de fe w: U C V — R uma funcgao coordenada tal que

Ker(dw.) N ker(df.) = {0}
para z € C.

25



Uma consequéncia imediata da afirmacgao acima é que w é regular nos pontos sin-
gulares de f,ou seja dim(Imdw,) = 1 para z € C. Se dimlker(dw,)] = 2 entao
dim[Im(dw,)] = 0 donde Ker(dw,) = T,V, como dim[ker(df,)] = 1, teremos

Ker(dw,) Nker(df,) # {6}

logo devemos ter dim(Imdw,) = 1. Outro fato é que os vetores tangentes as curvas
de nivel de w sdo transversais ao ker(df,), pois se U é tangente a curva de nivel w em
z € C entao U € ker(dw,). Para todo ponto z € C o gradiente de w nao é ortogonal a
Ker(df,), de fato

(Vw,u) = dw(z).u

para todo u € TzV. Considere u € Ker(df,) e suponhamos que

(Vw,u) =0

decorre que u € ker(dw,) contradizendo a hipotese sobre w em que

Ker(dw,) Nker(df,) = {6}

Portanto a projecao do gradiente de w sobre o ker(df,) define um campo de vetores nao
nulo, donde temos uma orientacao no espaco nulo de f.

Suponhamos que o Ker(df,) é orientdvel, vamos usar parte da técnica da demons-
tragao do Lema [4] defina ny(x) como sendo a projecao dos vetores unitdrios que definem
um campo de diregoes orientado D no ponto (x,0). Como Ker(df,) é orientado, n;(x) é
uma funcao periodo 1. Podemos definir uma aproximacao n(x) de periodo 1 para n;(x),
com um numero finito de zero no intervalo [0, 1[. Como o Ker(df,) é orientdvel n(x) tem
um nimero par zeros neste intervalo, além disso os vetores (n;(x),n2(x)) e (n(x), n,(x))
nao sao ortogonais. considere uma funcao r(x) de periodo 1 tal que

d

—r

dx
onde a(x) é funcao diferencidvel nao nula.

O gradiente da aplicacao h(x,y) = a(x)n,(x)y + r(x) nao é ortogonal a D = (n;,n,)
para y = 0, facamos a(x) =1, decorre que

(x) = a(x)n(x)

Vh = (dixnz(x)y +%r(x),nz(7<))

= (Y AR, ()

Temos assim por passagem ao quociente uma fungao wy definida na vizinhanca U de co,
cujas curvas de nivel sao transversais ao campo Ny em todo ponto. Repetindo essa cons-
trucao para cada componente conexa c; de C e utilizando o teorema de extensao podemos
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construir uma funcao W : V.— R que coincide com as funcoes w; na vizinhanca c;.
Agora podemos construir uma aplicacao g : V. — R? tal que g(p) = (f1(p), f2(p), W(p))
onde p € V, fj e f; sao fungoes coordenadas de f, desta forma 7o g = f, basta mostrar
que dg é injetiva.

dg(p) = df(p) & dW(p)

temos dois casos para analisar

(a) pgC
(b) peC

No caso (b) g ¢é imersao, pois df(p) tem posto 2. No caso (a) p € C portanto p € ¢;
para algum i. Digamos que dg(p) nao seja injetiva em c;, entdo o nicleo de dg(p) nao
é trivial, logo existe & € Ker(dg(p)); & # 6, decorre que dg(p).&§ = 0 acarretando que
¢ € ker(df(p)) e dW(p) = 0 consequentemente VW L & contrariando o fato que o
gradiente de W nao ortogonal ao campo N; = Ker(dﬂci), portanto g é imersao.

O
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