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CENTRO DE CIÊNCIAS
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Dissertação de Mestrado apresentada ao
Programa de Pós-Graduação em Ma-
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Prof. Dr. Darlan Rabelo Girão
Universidade Federal do Ceará (UFC)
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RESUMO

Baseados nos trabalhos de Hasseler Whitney e André Haefliger, buscamos saber sobre
que condições uma aplicação suave f :M −→ R2 de uma superf́ıcie compacta no espaço
R2 pode ser estudada como composição de uma imersão g : M ↪→ R3 com a projeção
natural π : R3 −→ R2.

Palavras-chave: Singularidades. Imersão. Núcleo.



ABSTRACT

Based on work of Hasseler Whitney and André Haefliger, we seek to know under what
conditions smooth application f : M −→ R2 of a compact surface in space R2 an be
studied as a composition of a immersion g : M ↪→ R3 with the natural projection π :
R3 −→ R2.

Key words: Singularities. Immersion. Kernel.
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4.1 TEOREMA DE FATORAÇÃO DE HAEFLIGER . . . . . . . . . . . . . 24
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Caṕıtulo 1

INTRODUÇÃO

Seja f uma aplicação diferenciável de uma superf́ıcie V em uma superf́ıcie W am-
bas munidas com uma estrutura diferenciável. Dizemos que z é ponto regular de f se
RankDf(z) = 2 e z é singular RankDf(z) < 2. Na vizinhança de um ponto regular f é
um difeomorfismo. H. Whitney publicou em Annals of Math [1] que toda aplicação de V
em W pode ser aproximada por uma aplicação excelente, a qual apresenta dois tipos de
pontos singulares que descrevemos a seguir. Escolhendo sistemas de coordenadas conve-
nientes (x,y) para V e (X, Y) para W, onde as coordenadas de z são (0, 0), f é expressa
localmente da seguinte forma ;

X = y, Y = y2 (1.1)

X = y, Y = xy− y3 (1.2)

os pontos singulares do tipo 1.1 e 1.2 formam uma curva C em V, chamada dobra geral
de f, os pontos do tipo 1.2 são as cúspides de f, estes pontos são isolados em C e o posto
da restrição de Dzf a C é zero, a curva C é definida pela aplicação x = 3y2.

Figura 1.1: Tipos de Singularidades
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Diremos que f : V −→ R2 pode ser fatorada se existir g : V −→ R3 imersão tal que
f = π ◦ g onde π é a projeção natural de R3 em R2. Uma pergunta natural é em que
condições uma aplicação excelente de uma superf́ıcie compacta V no plano R2 pode ser
fatorada. Tal questão foi respondida por André Haefliger em [3].

Uma aplicação excelente f de uma superf́ıcie V compacta no plano R2 pode ser fa-
torada por uma imersão g em R3 se e somente se em cada componente conexa Ci da
dobra geral C de f, tivermos o número de cúspides par e Ci admitindo uma vizinhança
orientável ou o número de cúspides impar e uma vizinhança não orientável.

No caṕıtulo 1 daremos ênfase ao Teorema de Whitney para aplicação suaves do plano
no plano, onde usaremos o Teorema de Thom e o Teorema de Prepação de Malgrange-
Mather para exibir uma prova do referido teorema. No caṕıtulo 2 provaremos o Teorema
de Fatoração de Haefliger para aplicações excelentes.
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Caṕıtulo 2

PRELIMINARES

2.1 Aplicações de Classe C∞
Consideraremos U e V subconjuntos abertos de Rn e RP, respectivamente.

Definição 1. Dada uma aplicação f : Rn −→ Rp, dizemos que x ∈ U é um ponto
singular se matriz jacobiana

Df =
(∂fi
∂xj

)
1 6 i 6 p, 1 6 j 6 n

não possui o rank máximo posśıvel em x ∈ Rn. Caso contário, dizemos que x é regular.

Definição 2. Dizemos que uma bijeção ϕ : U −→ V, é um difeomorfismo se ϕ e
ϕ−1 são C∞. Uma aplicação C∞ ϕ : U −→ Rn, é um difeomorfismo local no ponto
x ∈ U se existe uma vizinhança aberta V de x em U, tal que, ϕ(V) é aberto em Rn e
V −→ ϕ(V), x 7−→ ϕ(x), é um difeomorfismo.

Teorema 1 (Teorema da Função Inversa). Seja f : U ⊂ Rn −→ Rp uma aplicação
de classe C∞. Se a aplicação derivada de f, denotada por df(x), é um isomorfismo para
todo x ∈ U, então existem vizinhança U ′ e V ′ de x e de f(x) respectivamente tal que
fU ′ : U

′ −→ V ′ é um difeomorfismo (local) e neste caso n=p.

Definição 3. Seja x ∈ U. Dizemos que uma aplicação de classe C∞ f : U −→ Rp é
imersão em x se df(x) : Rn −→ Rp for injetora (note que necessariamente n 6 p).
Dizemos que f é submersão em x se df(x) : Rn −→ Rp for sobrejetora (p 6 n).

Proposição 1 (Forma Local das Submerões). Seja f : U −→ Rp uma aplicação tal
que f(0) = 0 e f é uma submersão em 0. Então existe um difeomorfismo ϕ : V −→ W,
V , W vizinhanças de 0 em Rn, tal que, ϕ(0) = 0 e

(f ◦ϕ−1)(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xp)
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Proposição 2 (Forma Local das Imersões). Seja f : U −→ Rp uma aplicação C∞
tal que f(0) = 0 e f é uma imersão em 0. Então existe um difeomorfismo ψ : V −→W,
V , W vizinhanças de 0 em Rp, tal que, ψ(0) = 0 e

(ψ ◦ f)(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0)

2.2 Jatos

Definição 4. O espaço dos k-jatos Jk(n,p) é o espaço vetorial real das aplicações
polinomiais g de Rn em Rp de grau 6 k com g(0) = 0.

Definição 5. Para cada aplicação f : Rn −→ Rp de classe C∞ e cada a ∈ Rn, definimos
aplicação jkf : Rn −→ Jk(n,p) por: jkf(a) = 0 polinômio de Taylor de f(x + a) − f(a)
de ordem k na origem. A aplicação jkf é de classe C∞ e jkf(a) é chamado de k-jato de
f em a.

Exemplo 1. Seja f : R −→ R então jkf(a) = f ′(a)x+ f ′′(a)
2!
x2 + . . . + fk(a)

k!
xk

2.3 Germes em εn

Com o objetivo de estudar o comportamento local das funções, vamos definir germe
de uma aplicação.

Definição 6. Seja x ∈ Rn, f : U1 ⊂ Rn −→ Rp e g : U2 ⊂ Rn −→ Rp aplicações
C∞ definidas em vizinhanças abertas U1 e U2 de x. Dizemos que f e g são equivalentes,
e escrevemos f ∼ g, se existir uma vizinhança U 3 x em Rn, U ⊂ U1 ∩ U2 tal que
f|U = g|U, ou seja, se f e g coincidem em uma vizinhança U de x. Esta é uma relação
de equivalência.

Definição 7. As classes de equivalência sob esta relação são chamadas germes de
aplicações C∞ de Rn em Rp em x. Os elementos de uma classe são chamados repre-
sentantes do germe.

O germe de uma aplicação em α ∈ Rn, é denotado por

f : (Rn,α) −→ Rp

Considerando α = 0 ∈ Rn, o conjunto de todos os germes f : (Rn, 0) −→ Rp é represen-
tado por

εn,p = {f : (Rn, 0) −→ Rp}

Quando P = 1 este conjunto é denotado por εn
Observações:
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(a) εn é anel local cujo ideal maximal é mn = {f ∈ εn : f(0) = 0}

(b) εn,p é um εn-módulo livre de dimensão p.

(c) mn é o ideal gerado por {x1, . . . , xn}.

(d) mk
n = {f ∈ εn : jk−1f(0) = 0}

Lema 1 (Lema de Nakayama). Seja ε um anel comutativo com elemento unidade 1 e
m um ideal de ε com a propriedade que 1+ x é invert́ıvel em ε para todo x ∈ m. Sejam
M um ε-módulo e A e B ε-submódulo com A finitamente gerado. Se A ⊆ B + m.A,
então A ⊆ B.

2.4 Singularidades

Seja f : U ⊂ R2 −→ R2 uma função suave. Dizemos que f é regular em p se∇vf(p) 6= 0
e v 6= 0, casos contrário, f é singular em p. Com sistemas de coordenadas (x,y) em U e
(u, v) em R2 o Jacobiano é

J = uxvy − uyvx

Decorre que p é ponto regular ou singular se J(p) 6= 0 ou J(p) = 0, respectivamente.
Seja f um aplicação C2, dizemos que p é ponto bom se J(p) 6= 0 ou ∇J(p) 6= 0. f é dita
boa quando todos os pontos são bons.

Lema 2. Seja f boa em U. Então para cada ponto p ∈ U o espaço imagem H(p) de
∇f(p) tem dimensão 2 ou 1, de acordo se p é regular ou não.

Demonstração. Suponhamos que p é regular, logo∇f(p) é isomorfismo e dim(H(p)) = 2.
caso contrário dim(H(p)) 6 1.

digamos que dim(H(p)) = 0 decorre que dpf = 0 donde ux = uy = vx = vy = 0 em
p, derivando J = uxvy − uyvx temos Jx(p) = Jy(p) = 0 uma contradição, pois f é uma
função boa.

Lema 3. Seja f boa em U. Então os ponto singulares de f formam uma curva suave em
U.

Demonstração. Seja p um ponto singular de f, portanto J(p) = 0 e ∇J(p) 6= 0. Veja que
J é regular nos pontos singulares de f. Pelo teorema da função impĺıcita existe um aberto
I0× I1 contendo p = (x0,y1), J

−1(0)∩ (I0× I1) é gráfico de uma função suave φ : I0 → I1
tal que φ(x0) = y1 e J(x0,φ(x0)) = 0. Portanto as soluções de J = 0 estão em uma curva
suave.
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Observação 1. Seja φ uma parametrização da dobra c, com φ(0) = p, quando

d

dt
(fφ)(t)

∣∣∣
t=0
6= 0

dizemos que p é ponto de dobra. p é dito ponto cúspide quando

d

dt
(fφ)(t)

∣∣∣
t=0

= 0

e
d2

dt2
(fφ)(t)

∣∣∣
t=0
6= 0

Dizemos que p é ponto excelente de f (assumida boa) se é regular, dobra ou cúspide
e f é excelente se cada ponto de U é excelente.
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Caṕıtulo 3

TEOREMA DE CLASSIFICAÇÃO
DE WHITNEY

Neste caṕıtulo demonstraremos alguns resultados devidos a Whitney, que permitem
conhecer o conjunto dos pontos singulares de aplicações diferenciáveis f0 : U ⊂ R2 −→ R2,
os quais respondem à problemas como a classificação das singularidades e sua topologia.

Considere um pedaço de tecido. Amasse-o e jogue sobre uma superf́ıcie plana. Quais
as formas o tecido pode assumir nas proximidades de um ponto? Em geral ocorre uma
das três possibilidades:

(a) Não ocorrem dobras numa vizinhança desse ponto;

(b) o ponto aparece sobre um reta que limita uma dobra do tecido.

(c) Uma prega se inicia no ponto.

Com um pouco mais de insistência é posśıvel que apareçam outras formas, por exemplo,
o tipo (d) na figura acima. Contudo, perturbações arbitrariamente pequenas no tecido
podem eliminar pontos que não um dos três tipos acima.

A posição de um ińıcio de prega ou uma dobra pode ser afetada por pequenas per-
turbações no tecido, mas não a existência deles.
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Pontos do tipo (a) são os mais comuns e também os mais simples. Esses são chamados
pontos regulares todos os outros são chamados pontos singulares.

Esse é um enunciado informal do seguinte teorema provado por H. Whitney, publicado
em Annals de Math (62), 1995.

Teorema 2. Existe Ω ⊂ C∞(R2,R2) residual, com a seguinte propriedade: Dada f ∈ Ω,
para cada p ∈ R2 é posśıvel escolher coordenadas (x,y) em R2 com origem em p e
coordenadas (X, Y) em R2 com origem em f(p) tais que f nessas coordenadas é dada por:

(a) (Ponto Regular)

X = x

Y = y

(b) (Dobra)

X = x

Y = y2

(b) (Cúspide)

X = x

Y = −xy+ y3

Aqui apresentamos uma demonstação diferente da original, feita por Whitney em
[1]. Nesta demonstação utilizamos dois resultados clássicos, o teorema de Preparação de
Malgrange e o teorema de transversalidade de Thom.

Teorema 3 (Preparação C∞, Malgrange-Mather). Seja ϕ : Rm −→ Rn uma aplicação
suave com ϕ(0) = 0. Seja M um εm − módulo finito, M é um εn − módulo finito (via
ϕ∗) se, e somente se, o R− espaço vetorial M/φ∗Mn ·M é finito.

Demonstração. provaremos primeiro para m = n+ 1 e ϕ(x1, . . . , xn,y) = (x1, . . . , xn).

ϕ∗ : εm −→ εn+1

é dado por: ϕ∗f(x1, . . . , xn,y) = f ◦ϕ(x1, . . . , xn,y) = f(x1, . . . , xn).
Então, seja M um εn+1−módulo finito; M/ϕ∗Mn ·M é um R−espaço vetorial finito.

Logo, temos m1 . . . ,ms ∈M;

M = ϕ∗εnm1 + . . . +ϕ∗εnms +ϕ
∗mn ·M

14



Como ϕ∗Mn 6 Mn+1, temos

M = εn+1m1 + . . . + εmms +MmM.

Por Nakayama temos
M = εm+1 + . . . + εn+1ms.

Portanto

ymi = (ci1 + bi1)m1 + . . . + (cis + bis)ms. (3.1)

Existem cij ∈ R e hij ∈ ϕ∗mn (hij(0, . . . , 0,y) = 0), com 1 6 i 6 s e 1 6 j 6 s.
Seja ∆ o determinante do sistema homogêneo associado ao sistema (2.1), isto é,

∆(x1 . . . , xn,y) = det(yδij − cij − hij(x1, . . . , xn,y)).

∆(0,y) = det(yδij − cij)

= ys +

s∑
k=1

c∗ky
s−k ∈ R[y].

Seja p a multiplicidade de y0 = 0 como raiz de ∆(0,y). Logo, p 6 s. Portanto, pelo
Teorema da Divisão, para cada f ∈ εn+1, existem q ∈ εn+1 e λ1, . . . , λp ∈ εn;

f = q∆+

p∑
k=1

λky
p−k.

Finalmente, dado m ∈M, temos f1, . . . , fs ∈ εn+1 tais que m = f1m1 + . . . + fsms. Para
cada fi, temos qi ∈ εn+1 e λij ∈ εn 1 6 j 6 p;

fi = qi∆+

p∑
k=1

λijy
p−j.

Portanto,

m =

s∑
i=1

(
qi∆+

p∑
j=1

λijy
p−j

)
m

=

s∑
i=1

p∑
j=1

λijy
p−jmi ∈

s∑
i=1

p∑
j=1

ϕ∗(ξn)y
p−jmi

15



Logo, M é um ε− módulo finito (via ϕ∗) com geradores yp−jm.
Agora, sejam m = n + 2 e ϕ : (Rn+2, ◦) −→ (Rn, ◦) dada por ϕ(x1 . . . , xn,y1,y2) =

(x1, . . . , xn). Portanto

(Rn+2, 0)
π2 //

ϕ
44

(Rn+1, 0)
π1 // (Rn, 0)

tal que π2(x1, ..., xn,y1,y2) = (x1, ..., xn,y1) e π1(x1, ..., xn,y1) = (x1, ..., xn), portanto

εn
π∗1 //

ϕ∗
99

εn+1
π∗2 // εn+2

Seja M um εn+2 − módulo finito tal que

M = ϕ∗(εn).m1 + ... +ϕ∗(εn).mk +ϕ
∗(Mn)M (3.2)

Queremos mostrar que M é um εn − módulo finito (via ϕ∗).

M = π∗2(π
∗
1(εn)).m1 + ... + π∗2(π

∗
1(εn)).mk + π

∗
2(π
∗
1(Mn))M ⊆

π∗2(εn+1).m1 + ... + π∗2(εn).mk + π
∗
2(Mn+1) ⊆M

donde M = π∗2(εn+1).m1 + ... + π∗2(εn+1).mk + π
∗
2(Mn+1)M e consequentemente M é

um εn+1 − módulo finito (via π∗2). Por (3.2), temos M = π∗1(εn).m1 + ... + π∗1(εn).mk +
π∗1(Mn)M sob uma ação de π∗2 , logoM é um εn−módulo finito (via π∗1) donde concluimos
que M εn − módulo finito (via ϕ∗ = π∗2 ◦ π∗1).

Por indução, prova-se que o resultado vale para π : (Rm+n, 0) −→ (Rn, 0) dado por

π(x1, ..., xm,y1, ...,yn) = (y1, ...,yn)

Agora, consideremos ϕ : (Rm, 0) −→ (Rn, 0) suave. Seja Φ : (Rm, 0) −→ (Rm + n) dada
por Φ(x) = (x,φ(x))

(Rm, 0) Φ //

ϕ
44

(Rm+n, 0) π // (Rn, 0)

portanto

εn π∗ //

ϕ∗ ##HH
HH

HH
HH

H
εm+n

Φ∗
��
εm
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M é um εm−módulo finito tal que M = ϕ∗(εn).m1+ ...+ϕ∗(εn).mk+ϕ
∗(Mn)M. Como

Φ∗ é sobrejetora, teremosM um εm+n−módulo finito (via Φ∗) e da outra equação, temos

M = π∗(εn).m1 + ... + π∗(εn).mk + π
∗(Mn)M

portanto M é εn − módulo finito (via Φ∗ ◦ π∗).

Definição 8. Sejam p ∈ R2 e q ∈ R2 e

F,G : (R2,p) −→ (R2,q)

germes de aplicações suaves. Dizemos que F,G são isomorfas se existem difeomorfismos
suaves φ : (R2,p) −→ (R2,p), ψ : (R2,q) −→ (R2,q) tais que F = ψ ◦G ◦ φ−1.

Para F : (R2,p) −→ (R2,q), claramente F é isomorfo a um germe da aplicação suave
F : (R2, 0) −→ (R2, 0). Sejam (x,y) um sistema de coordenadas em R2 com origem em p

e (X, Y) um sistema coordenadas em R2 com origem em q. Nessas coordenadas F é dada
por

X = X(x,y)
Y = Y(x,y)

.

Trabalharemos com essa notação.

3.0.1 Pontos Regulares

Seja F : (R2,p) −→ (R2,q) suave. Se o posto de dFp vale 2, pelo Teorema da Função
Inversa F é isomorfo a

X = x
Y = y

.

Dadas F : R2 −→ R2 aplicação suave e p ∈ R2. Dizemos que (F,p) é regular se dFp tem
posto 2.

3.0.2 Dobras

Suponhamos que posto (dFpo) = 1. Pelo Teorema da Função Inversa, (F,Po) é iso-
morfo a

X = x ;f(0, 0) = 0
Y = f(x,y) ;fy(0, 0) = 0

Daqui por diante trabalharemos supondo que F é dada pela forma acima. Seja

S1(F) = {p : postodFp = 1}.

S1(F) é dada por fy(p) = 0

17



Hipótese 1. S1(F) é curva regular.

Diante da Hipótese, temos que gradfy(p0) 6= 0, isto é, fxy 6= 0 ou fyy 6= 0. Agora, a
reta tangente TpS

1(F) é definida por

{(v1, v2) : fxy(p)v1 + fyy(p)v2 = 0}.

Ker(dFp) = {(v1, v2) : v1 = 0}

Seja F como acima. (F,po) é uma dobra se Ker(dFp) é diferente da reta tangente a S1(F)
em po. De acordo com as coordenadas acima isso significa que fyy(po) 6= 0.

3.0.3 Cúspides

Suponha que p ∈ S1(F) e Ker(dpF) = TpS
1(F) isto significa fyy(0) = 0 portanto diante

da hipótese fxy(0) 6= 0, teremos que F|
S1(F)

tem posto zero. As equações fy(p) = 0 e

fyy(p) = 0 representam:

Ker(dpF) = TpS
1(F)

p ∈ S1(F) p ∈ S1,1(F)

Hipótese 2. S1,1(F) é subvariedade de R2 regular de codimensão 2, S1,1(F) é conjunto
finito.

As funções fxy e fyy devem ser independentes na origem, i.e

det

(
fxy(0) fyy(0)
fxyy(0) fyyy(0)

)
6= 0

Definição 9. Se o germe (F,p) satisfaz hipótese 2 e p ∈ S1(F) com Ker(dpF) = TpS
1(F)

dizemos que (F,p) é uma cúspide .

Teorema 4 (Whitney). Seja (X, Y) e (x,y) sistemas de coordenadas.

(1) Toda dobra é isomorfa a {
X = x
Y = y2

.

(2) Toda cúspide é isomorfa a {
X = x
Y = −xy+ y3

.
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Demonstração. (1) Seja (F,p) um germe de aplicação suave tal que Posto(dpF) = 1,
teremos que (F,p) é isomorfo a

X = x ;f(0, 0) = 0
Y = f(x,y) ;fy(0, 0) = 0

portanto f(x,y) = xg(x,y) + y2h(x,y), Se (F,p) é uma dobra, então fyy(0, 0) 6= 0

portanto h(0, 0) 6= 0 logo h ∈ ε2 é unidade, assim

ε2

/
〈x, f(x,y)〉.ε2 = ε2

/
〈x, xg(x,y) + y2h(x,y)〉.ε2

= ε2

/
〈x,y2h〉.ε2

= ε2

/
〈x,y2〉

Portanto 1,y se projeta em um sistema de geradores do R-Espaço vetorial

ε2

/
〈x, f(x,y)〉.ε2

Em particular existem φ(x,y),ψ(x,y) ∈ ε2, tal que

y2 = φ(x, f(x,y)).1+ 2ψ(x, f(x,y)).y

Vê-se que φy(0, 0) 6= 0 e φ(0, 0) = ψ(0, 0) = 0

x̃ = x.
ỹ = y−ψ(x,y)

Portanto
∂(x̃, ỹ)

∂(x,y)
(0, 0) =

(
1 0

−ψx(0, 0) 1−ψy(0, 0)

)
teremos

det

(
1 0

−ψx(0, 0) 1−ψy(0, 0)

)
6= 0

Considere agora
X̃ = x.

Ỹ = φ(X, Y) +ψ(X, Y)2

dáı
∂(X̃, Ỹ)

∂(X, Y)
=

(
1 0

∗ φy(0, 0)

)
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det

(
1 0

∗ φy(0, 0)

)
= φy(0, 0) 6= 0

temos assim mudanças de coordenadas. Portanto as coordenadas de F podem ser
representadas por

X̃ = x̃.

Ỹ = φ(X, Y) +ψ(X, Y)2

= φ(x, f(x,y)) +ψ(x, f(x,y))2

= y2 − 2ψ(x, f(x,y))y+ψ(x, f(x,y))2

= [y−ψ(x, f(x,y))]2

= ỹ2.

o item (1) decorre de modo análogo basta fazer as mudanças de coordenadas adequa-
das.

3.1 PROVA DO TEOREMA DE CLASSIFICAÇÃO

DE WHITNEY

Seja J2 o espaço dos 2-jatos de aplicações suaves de R2 −→ R2, um jato em J2 é
denotado por (A,B) tal que A : R2 −→ R2 é aplicação linear e B : R2 −→ R2 é aplicação
quadrática.

Seja F : R2 −→ R2 aplicação suave, para p ∈ R2 devemos ter

F(X) − F(p) = A(ξ) + B(ξ) + R(ξ)

tal que ξ = X− p, com A linear, B quadrática e

lim
|ξ|→0

R(ξ)

‖ ξ ‖2
= 0

dessa forma A = dpF, B =
1

2
d2pF, portanto

j2F : R2 −→ J2

suave, tal que j2F(P) = (A,B) e

J2 = S̃0 ∪ S̃1 ∪ S̃2

com
S̃i = {(A,B); dimKer(A) = i}

Seja π : J2 −→ L(R2,R2) tal que (A,B) −→ A a projeção do espaço dos 2-jatos no
espaço das transformações lineares R2 −→ R2. Desta forma S̃i = π−1(Si) tal que Si =
{A ∈ L(R2,R2);dimKer(A) = i} , como codimSi = i2, temos codimS̃i = i2
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Proposição 3. Seja S1,1 ⊂ S̃1 dado por S1 = {(A,B);A ∈ S1,B(Ker(A) ⊂ Im(A)}, Então
S1,1 é uma subvariedadede J2 de codimensão 2.

Demonstração. Considere inicialmente

A =

{
ax+ by
a ′x+ b ′y

e

B =

{
αx2 + 2βxy+ γy2

αx2 + 2βxy+ γy2

(A,B) ∈ S1,1 ⇔ A ∈ S1,isto é,ab ′ = a ′b portanto b ′ =
a ′

a
b, B(Ker(A)) ⊂ Im(A), como

(b,−a) gera Ker(A) temos (a,a ′) −→ A

det

(
αa2 + 2βab+ γb2 a

α ′a2 + 2β ′ab+ γ ′b2 a ′

)
= 0

a 6= 0 obtemos γ ′ = γ ′(a,b,a ′,b ′,α, ...)

Escólio 1. S1,0 = S̃1 − S1,1 é uma subvariedade de J2 de codmensão 1.

Proposição 4. Seja F : R2 −→ R2 aplicação suave e p ∈ R2 tal que Posto(dpF) = 1,
então

1)j2F(p) ∈ S1,0 ⇐⇒ (F,p) é dobra;
2)j2F(p) ∈ S1,1 e j2F(p) t S1,1 ⇐⇒ (F,p) é cuspide.

Demonstração. Temos (F,p) isomorfo a

X = x ;f(0, 0) = 0
Y = f(x,y) ;fy(0, 0) = 0

Portanto j2F(0, 0) = (A,B), onde

A =

{
1.x+ 0.y
fx(0).x+ fy(0).y

e

B =

{
0.x2 + 2.0.xy+ 0.y2

1

2
fxx(0).x

2 + 2fxy(0)xy+
1

2
fyy(0)y

2

1) Portanto j2F(p) ∈ S1,0 ⇐⇒ (b ′ =
a ′

a
b), fx(0) =

fx(0)

1
= 0, fyy 6= 0 além disso

det

(
αa2 + 2βab+ γb2 a

α ′a2 + 2β ′ab+ γ ′b2 a ′

)
= 0
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isto é,

det

(
0 1

fyy(0) fx(0)

)
6= 0

2) j2F(p) ∈ S1,1 ⇐⇒ fy(0) = 0efyy(0) = 0. Agora j2F(p) t S1,1 significa que fy, fyy são
independentes, portanto cúspide.

Teorema 5 (Teorema de Transversalidade para Jatos). Sejam M e N variedades dife-
renciáveis com W uma subvariedade de Jk(M,N). Seja TW = {f ∈ C∞(M,N);dkf t W.
Então TW é um conjunto residual de C∞(M,N), além disso se W é compacta, então Tw
é aberto.

Prova do Teorema Princinpal - Whitney. Pelo teorema da transversalidade para jatos de
Thom

Ω = {f ∈ C∞(R2,R2); j2f t S̃0,S1,0,S1,1, S̃2}

é residual ({f; postof > 1} é aberto e denso). Seja F ∈ Ω a codimensão de S̃2 é 4 > dimR2,
portanto j2f t S̃2 ⇔ @p ∈ R2 tal que j2f(p) ∈ S̃2 isto é posto(dpf) > 1 e p ∈ R2.

Se o posto(dpf) = 2 temos (F,p) regular, (F,p) é isomorfo a

X = x
Y = y

.

Supondo que o posto(dpF) = 1 teremos

a) j2F(p) ∈ S1,0
b) j2F(p) /∈ S1,0 .

Ocorrendo a), pela proposição anterior (F,p) é uma dobra e consequentemente (F,p) é
isomorfo a

X = x
Y = y2

.

Caso ocorra b), temos j2F(p) ∈ S1,1.Como f ∈ Ω, j2f t S1,1 portanto pela proposição
anterior (F,p) é uma cuspide, decorre que (F,p) é isomorfo a{

X = x
Y = −xy+ y3

.
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Caṕıtulo 4

TEOREMA DE FATORAÇÃO DE
HAEFLIGER

Neste caṕıtulo, provaremos o Teorema de Haefliger, que nos dá condições de verificar
se uma aplicação de uma superf́ıcie compacta V em R2, f : V −→ R2 dita excelente, pode
ser vista como f = π ◦ g onde g : V −→ R3 é uma imersão e π : R3 −→ R2 a projeção
natural.

4.0.1 Espaço Nulo

O espaço nulo N(p) de f é o conjunto de todos os vetores ν mapeados no 0 por dpf,
considere f(x,y) = (x, xy− y3) (1.2) decorre que:

dpf =

(
1 0

y x− 3y2

)
para p ∈ C teremos dpf =

(
1 0

y 0

)
donde N(p) =

{
(0,β);β ∈ R

}

Figura 4.1: Espaço Nulo
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onde γ(t) = (t, 3t2) é a dobra de f, para todo p ∈ C teremos N(p) transversal a γ ′,
exceto no ponto p = (0, 0), uma cúspide, onde temos tangência (2.0.3).

Definição 10. Ni = Ker(df(p)) é orientável se existe um campo V cont́ınuo ao longo
de ci tal que:

(1) V 6= 0 em todo ponto de ci

(2) V ∈ Kerdf|ci em todo ponto.

4.1 TEOREMA DE FATORAÇÃO DE HAEFLIGER

Teorema 6. Uma aplicação excelente f de uma superf́ıcie V compacta no plano R2 pode
ser fatorada por uma imersão g em R3 se e somente se em cada componente conexa Ci
da dobra geral C de f, tivermos o número de cúspides par e Ci admitindo uma vizinhança
orientável ou o número de cúspides impar e uma vizinhança não orientável.

Demonstrar o Teorema acima equivale a provar os dois lemas seguintes:

Lema 4. O número de cúspides em uma componente conexa C0 da dobra de f é par se
uma vizinhança suficientemente pequena de C0 e o campo N0 = Ker(df|C0

) ao longo de
C0 são ambos orientáveis ou ambos não orientáveis, impar se um é orientável e outro
não.

Lema 5. Uma aplicação excelente f de V em R2 pode ser fatorada por uma imersão g
em R3 se e somente se o campo N do núcleo de df|C0

é orientável.

Demonstração. (Lema 4) Seja U uma vizinhança de C0, difeomorfa a faixa [0, 1]×R, tal
faixa pode ser obtida pelo quociente do plano R2 pela relação de equivalência associada
a ação do grupo G gerado pelas aplicações x ′ = x+ 1, y ′ = y ou y ′ = −y.

Figura 4.2: Campo transversal
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A curva C0 é difeomorfa ao segmento de reta d (y = 0), N0 é um subespaço de
dimensão 1, define um campo de direções ao longo de c0, uma componente conexa do
conjunto dos pontos singulares de f, que é uma curva suave em V . N0 é levardo via
isomorfismo em um campo de direções D em R2 ao longo da reta d(y = 0). Escolhendo
uma orientação para D teremos um campo de vetores D̂ orientado ao longo de d.

Seja n2(x) a projeção no eixo x = 0 dos vetores unitários que definem a direção do
campo orientado D̂ no ponto (x, 0). Nos pontos (x, 0) de d onde D̂ é tangente a d teremos
n2(x) = 0, o qual corresponde a um ponto de cúspide em C0 por (4.0.1).

Quando U e N0 são ambos orientáveis teremos n2(1) = n2(0) o campo de vetores D̂
pode se comportar da seguinte forma

Figura 4.3: Sem
Cúspides

Figura 4.4: Dois pon-
tos Cúspides

Sendo assim percebemos que o número de cúspides coincide com o número de zeros de
n2(x) por (4.0.1), Portanto o número de cúpides é par se n2(1) = n2(0) e impar quando
n2(1) = −n2(0).

Demonstração. (Lema 5) Suponhamos que existe g : V −→ R3 imersão tal que o dia-
grama comute

V
f //

g
��

R2

R3
π

==||||||||

onde π é a projeção natural do espaço R3 em R2, (x,y, z) −→ (x,y). Seja C a dobra
geral de f e w : U ⊂ V −→ R uma função coordenada tal que

Ker(dwz) ∩ ker(dfz) =
{
~0
}

para z ∈ C.
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Uma consequência imediata da afirmação acima é que w é regular nos pontos sin-
gulares de f,ou seja dim(Imdwz) = 1 para z ∈ C. Se dim[ker(dwz)] = 2 então
dim[Im(dwz)] = 0 donde Ker(dwz) = TzV , como dim[ker(dfz)] = 1, teremos

Ker(dwz) ∩ ker(dfz) 6=
{
~0
}

logo devemos ter dim(Imdwz) = 1. Outro fato é que os vetores tangentes as curvas
de ńıvel de w são transversais ao ker(dfz), pois se ~u é tangente a curva de nivel w em
z ∈ C então ~u ∈ ker(dwz). Para todo ponto z ∈ C o gradiente de w não é ortogonal a
Ker(dfz), de fato

〈∇w,u〉 = dw(z).u
para todo u ∈ TzV . Considere u ∈ Ker(dfz) e suponhamos que

〈∇w,u〉 = 0
decorre que u ∈ ker(dwz) contradizendo a hipotese sobre w em que

Ker(dwz) ∩ ker(dfz) =
{
~0
}

Portanto a projeção do gradiente de w sobre o ker(dfz) define um campo de vetores não
nulo, donde temos uma orientação no espaço nulo de f.

Suponhamos que o Ker(dfz) é orientável, vamos usar parte da técnica da demons-
tração do Lema 4, defina n1(x) como sendo a projeção dos vetores unitários que definem
um campo de direções orientado D̂ no ponto (x, 0). Como Ker(dfz) é orientado, n1(x) é
uma função peŕıodo 1. Podemos definir uma aproximação ñ(x) de peŕıodo 1 para n1(x),
com um número finito de zero no intervalo [0, 1[. Como o Ker(dfz) é orientável ñ(x) tem
um número par zeros neste intervalo, além disso os vetores (n1(x),n2(x)) e (ñ(x),n2(x))
não são ortogonais. considere uma função r(x) de peŕıodo 1 tal que

d

dx
r(x) = a(x)ñ(x)

onde a(x) é função diferenciável não nula.
O gradiente da aplicação h(x,y) = a(x)n2(x)y+ r(x) não é ortogonal a D̂ = (n1,n2)

para y = 0, façamos a(x) = 1, decorre que

∇h = (
d

dx
n2(x)y+

d

dx
r(x),n2(x))

= (
d

dx
n2(x)y+ ñ(x),n2(x))

Temos assim por passagem ao quociente uma função w0 definida na vizinhança U de c0,
cujas curvas de ńıvel são transversais ao campo N0 em todo ponto. Repetindo essa cons-
trução para cada componente conexa ci de C e utilizando o teorema de extensão podemos
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construir uma função W : V −→ R que coincide com as funções wi na vizinhança ci.
Agora podemos construir uma aplicação g : V −→ R3 tal que g(p) = (f1(p), f2(p),W(p))
onde p ∈ V , f1 e f2 são funções coordenadas de f, desta forma π ◦ g = f, basta mostrar
que dg é injetiva.

dg(p) = df(p) ⊕ dW(p)

temos dois casos para analisar

(a) p 6∈ C

(b) p ∈ C

No caso (b) g é imersão, pois df(p) tem posto 2. No caso (a) p ∈ C portanto p ∈ ci
para algum i. Digamos que dg(p) não seja injetiva em ci, então o núcleo de dg(p) não

é trivial, logo existe ξ ∈ Ker(dg(p)); ξ 6= ~0, decorre que dg(p).ξ = ~0 acarretando que

ξ ∈ ker(df(p)) e dW(p) = ~0 consequentemente ∇W ⊥ ξ contrariando o fato que o
gradiente de W não ortogonal ao campo Ni = Ker(df|ci ), portanto g é imersão.
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