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RESUMO

Neste trabalho, provamos novos resutados de rigidez para hipersuperficies quase-
Einsteins no espaco euclidiano, baseado-se nos resultados pinching do autovalor.
Entao, nos deduzimos alguns resultados anélogos para hipersuperficies quase-
umbilicas e uma nova caracterizacao de esferas geodésicas.

Palavras-chave: Rigidez da Esfera. Tensor de Umbilicidade. Curvaturas Médias
de Ordens Superiores.



ABSTRACT

In this work, we prove new rigidity results for almost-Einstein hypersurfaces
of the Euclidean space, based on previous eigenvalue pinching results. Then,
we deduce some comparable result for almost-umbilic hypersurfaces and new
characterizations of geodesic spheres.

Keywords: Sphere Rigidity. Umbilicity Tensor. Higher Order Mean Curvatures.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Sabemos pelo teorema de Alexandrov que hipersuperficies mergulhadas em
R™*! com curvatura média constante sao esferas geodésicas. Porém, este resultado
nao é sempre verdade para hipersuperficies imersas, um exemplo é o toro de Wente,
o qual é um exemplo de surperficie compacta com curvatura média constante em
R3, mas ndo é uma esfera geodésica. Para este resultado valer para hipersuperficies
imersas de curvatura média constante uma hipotese adcional é necessaria. Uma
condigao é dada pelo teorema de Hopf [7], a qual diz que esferas imersas com
curvaturas médias constantes em R"*! sdo esferas geodésicas.

Neste trabalho, apresentaremos um novo teorema de rigidez para esferas,
demonstrado por Julian Roth [12], onde é substituida a suposi¢do topodlogica
(mergulho) pela suposi¢cdo métrica (curvatura escalar). Precisamente, é facil
ver que hipersuperficies de R™*! compactas com curvatura média constante e
curvatura escalar constante sao esferas geodésicas. Este resultado vem do fato
que hipersuperficies de curvatura média constante e curvatura escalar constante
sao totalmente umbilicas. Aqui, apresentaremos um novo resultado de rigidez com
uma hipotese mais fraca sobre a curvatura escalar. Mostraremos:

Teorema 1.1 ([12], Teorema principal)

Seja (M™, g) uma variedade riemanniana compacta, conezxa, orientada sem bordo
isometricamente imersa em R"". Seja h > 060 € |0,1[. Entdo existe e(n,h,0) > 0
de modo que se:

1. H=h
2. |Scal — s| <,

para alguma constante s, entao M € a esfera S™ ( ) com sua métrica padrao.

1
h

Provaremos também um novo teorema de rigidez para hipersuperficies quase-
Einstein, deduziremos deste teorema algumas aplicacoes para hipersuperficies
quase-umbilicas, obteremos resultados para curvatura escalar quase constante e
curvatura média quase constante, e entao concluiremos o teorema principal.

Seguiremos o artigo de Julien Roth "Sphere Rigidity in the FEuclidian
Space"([12]).



Capitulo 2

PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados e definicoes que serao
necessarios para o estudo que serd feito nos capitulos subsequentes.

Indicaremos por X'(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C*™ em M
e por D(M) o anel das fungoes reais de classe C* definidas em M.

Definicao 2.1 Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M €é uma
aplicacao

V: X(M) x X(M) —s X(M)

que se indica por (X,Y) N VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:
(i)fo+gyZ = fVXZ + ngZ
(1)Vx(Y+2)=VxY +VxZ
(1) Vx (fY) = fVxY + X(f)Y,
para cada XY, Z € X(M) e f,g € D(M).

Definigao 2.2 Seja f: M — R*"™ uma imersio. Se X,Y sdo campos locais em
M,
B(X,Y)=VgY — VxY
¢ um campo local em R normal a M.

Definicao 2.3 Uma conexao afim V em uma variedade diferecidvel M é dita
simétrica quando

VxY — VyX = [X,Y]VX,Y € X(M)

Indicaremo por X(U) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em U
aberto de M e por X(U)* os campos diferenciaveis em U de vetores normais a
f(U)=U.

Proposicao 2.4 Se X,Y € X(U), a aplicacio B : X(U) x X(U) — X(U)*
dada por:
B(X,Y)=VgY — VxY

¢ bilinear e simétrica.



Demonstragao:
Primero provaremos que B é bilinear,isto é,

D:Jl

1. B(fX1+ gX5,Y1) = fB(X1,Y1) + gB(X5, Y1)

UU|

2. B(Xy, fY1 + gYs) = fB(X1,Y1) + gB(X1,Ys)

U:JI

3.

(

(

(fX1,Y1) = fB(X1, Y1)
4. B(

X17 fle> = fE(Xla}/i)

f?g € D(U>7 X17X27}/17}/2 € X(U>
Prova de (1)
Observe que,

B(fX1+9X5,Y1) = Vx5V — Vixitexn V1
Pela propriedade (i) da defini¢do de conexao afim (C.A), temos:
B(fX1+9Xo,Y1) = VY1 4+ 9VgY1 — [V, Y1 — gV, Y

= fE(le Yl) + QE(X% Yl)
Por um célculo anélogo, temos:

B(Xy, fY1+ gY2) = fB(X1, Y1) + gB(Xy, V).
Agora, provaremos (2),

Finalmente, provaremos (3). Indicando por f uma extensdo de f a U aberto
de R"*!, teremos:

B(X1, Y1) = Vg (/Y1) = Vx, (fM).
Pela propriedade (ii7) da definigdo 1.1 temos

Vx,(fY1) =V, Y1+ X1 (f1).
Dai,
V(Y1) = Vx, (Y1) = VY — [V, Y1+ Xi(/)Yh — Xa (/)N

Comoem M, f = fe X; (f) = X1(f), concluimos que as duas tltimas pacelas
se anulam, donde B(X,, f(V1)) = fB(X1,Y31). Logo B & bilinear.

Agora, mostraremos que B é simétrica. Utilizando a simetria da conexdo
Riemanniana, obtemos:

B(X,Y)=VxY — VyY.

Pela definicao 3, temos



VxY = [X,Y]+ VyX.

Logo,
B(X,Y)=VsX +[X,Y] - VyX — [X,Y].
~ Como em M, [X,Y] = [X,Y], concluimos que B(X,Y) = B(Y, X). Portanto,
B & simétrica. |

Definicao 2.5 Seja S, : T,M — T,M uma aplicagao linear auto-adjunta dada
por:

<SVX7 Y> = <§(l‘ay)v V)'

Proposicao 2.6 Sejap € M, z € T,M ev € (T,M)*. Seja N uma extensaio
local de v normal a M. FEntao

Demonstragao:
Seja y € T,M e X,Y extensoes locais de x,y, respectivamente, e tangente a
M. Entao (N,Y) =0 em M, e portanto
X(Y,N) = (VxY,N) +(Y,VxN) =0.
Como, (—(VxY)T N) = 0. Temos,

(VxY — (VxY)' N) = —(VxN,Y)

empe M <§_(x, y),v) = —(V.N(p),y). Como V,N(p) nio é necessariamente
tangente tome (V,N(p))’. Logo,

(B(x,y),v) = —((VaN(p))", )

Portanto,

Definicao 2.7 V* ¢ chamada conexdo normal da imersio,onde:

Vv = (Vx)¥ = Vv — (Var)T = Vv + S,(X).



Definicao 2.8 Seja (M"™, g) uma variedade Riemanniana
n-dimensional compacta, conexa, orientada, sem bordo, isometricamente imersa
em um espaco euclidiano (n + 1)-dimensional. A sequnda forma fundamental B
da tmersao € a forma bilinear simétrica definida por:

B(Y,Z)=—g(Vyv,Z)
onde V € a conexdo Riemanniana sobre R" ! e v é o campo vetorial unitdrio

normal sobre M.

Agora, mostraremos que B(Y,Z) = —g(Vyv, Z) & bilinear e simétrica. Observe
que,
B(Y,Z,v) = (B(Y,Z),v) = B(Y, Z) = —g(Vyv, Z).

Pois pela equacdo da defini¢do (2.7), temos:

vyl/ = V%/V + (vyV)T.
Aplicando —g(Vyv, Z). Temos,

~9(Vyv, Z2) = —g(Vyr, Z) = g(VyV)", Z)
~9(Vyv, Z) = g(~(Vyv)", Z).
Como S,(Y) = —(Vyrv)T, temos:

_g(le/a Z) - g(Sl/(Y)7Z) = Q(F(Yv Z)?”) = B(Yv Z)

Como B ¢é bilinear e simétrica. Dai,

B(Y,Z) = —g(Vyv,Z)

é bilinear e simétrica.
A partir da definicao de B, podemos definir a curvatura média,

1
H = —tr(B),
n
e de forma mais geral as curvaturas médias de ordem maior,

1
Hr = _Ur(kh ceey kn)

n
(7)
Onde o, é o r-ésimo polinémio simétrico e k1, ..., k, sao as curvaturas principais
da imersao. Convencionamos ainda Hy = 1. Note que H; = H e da equacao de

Gauss )
Hy = ——Scal.
T an+1) «

Para facilitar os célculos daremos uma definicdo equivalente para r-ésima
curvatura média.



Definicao 2.9 Seja f : M™ — R™" uma imersio isométrica e k; com i =
1,2,...,n as curvaturas principais em um ponto arbitrdrio de M. A r-ésima
curvatura média H, de f é definida pela identidade:

Po(t) = (14 thy)oo.(1+ thy) = 1 + (T)Hlt Fot <Z)Hnt”. (2.1)

para todo t real.

Observe que,

Definicao 2.10 Seja f : M™ — R wma hipersuperficie imersa, orientdvel.
Nds denotamos por A o laplaciano da métrica induzida sobre M.

Proposicao 2.11 Se f : M™ — R""! ¢ uma imersao isométrica, v é um campo
normal unitdrio globalmente definido, entao

VIfIP=2f"

Alf|* =2n(1+ H(f,v))

Demonstragao:
Seja eq, ..., e, um referencial movel em um aberto de M. Note primeiro que

VIfI? = elf, flew = 2(Ve, [, [ex = 2{ex, fler = 2f ",

onde fT = f — (f,v)v é a componente tangente de f sobre M e V é conexao
riemanniana. Portanto, temos em p que

Alf? = (Ve (VIfI?), ex)
= (Ve (VIfI),ex) = 2(Ve, (fT), en)
= 2(Ve, (f = (f,v)v), ex)
{ex — en(f, v)v — (f, V)V, v, 1)
(n+ {f,v){(~=Vev er)
n(l+ H(f,v))

2
2
2

Corolario 2.12 Nas hipoteses da proposi¢ao (2.11), se M é compacta entio

/M(l + H(f,v))dv, = 0. (2.2)



Demonstracao:
Integrando a tltima equagao da proposigao anterior e utilizando o Teorema da
Divergéncia obtemos

/M(1 + HUf,v))dv, = 0.

Definicao 2.13 Seja t um niumero real suficientemente pequeno, a hipersuperficie
paralela f; € dada por:

fi(p) = expsuy(—tv(p)) = f(p) — tN(p).

Agora, se ey, ..., e, sao diregoes principais em um ponto de M, temos:

De (2.3), concluimos que v é um campo normal unitario da imersao f;. Seja By
a segunda forma fundamental de f; com respeito a v, H(t) sua curvatura média e
dv, a métrica induzida em M de f;. Usando (2.3), vem:

dvg, = (1 +thy)...(1 + tky,)dv, = P,(t)dv,. (2.4)
Além disso, B; é dada por:

Bi((f1)«(v), (fo)s(w)) = = (wu(v), (fi)«(w))

Com v, w tangentes a M. Como ey, ..., e, sao direcoes principais de f; e suas
correspondentes curvaturas principais sao dadas por:
ki
14 tk;

ki(t)
Portanto, a curvatura média H(t) da imersao f; é:

1P (DH +2(5) Hot + .+ () Hat" !

H(t) = = . 2.5

®) n P,(t) nP,(t) (2:5)

Defini¢ao 2.14 (L' — norma) O funcional |.| : L'(R) — R definida por
|fIl = [|f] é chamada a norma L*'(R) ou a L' — norma.

Definicao 2.15 LP(R) Para um real p > 0, nds denotamos por LP(R) o espago de
todas as fungoes f de valores complexos localmente integrdvel tal que |f|P € L'(R),

onde ||f]|, = (f1/1)""

Teorema 2.16 Seja 1 < p<oo, 1 < ¢ < oo, e;+1 =1 Sefel’Re
g € LY(R). Entao fg € L'(R) e [|f.gll, < I, llgll,



. —n+m . ~ . L.
Seja f : M"™ — M uma imersao isométrica. Temos em cada p € M a
decomposicao

TpM = TpM S (TpM)la

que varia diferenciavelmente com p. Mais precisamente, isto significa que,
localmente, a parte do fibrado tangente TM que se projeta sobre M se decompée
em um fibrado tangente TM e em um fibrado normal TM~*. Ademais, usaremos
as letras latinas X,Y, Z, etc., para indicar os campos diferenciaveis de vetores
tangentes e as letras gregas &, 1, ( etc., para indicar os campos diferenciaveis de
vetores normais. A componente normal de Vy7n, que sera chamada a conexao
normal V+ da imersao. Verifica-se facilmente que a conexdo normal V= possui as
propriedades usuais de uma conexao. No fibrado tangente, introduz-se a partir de
V+ uma nocao de curvatura no fibrado normal que é chamada curvatura normal
R* da imersao e definida por:

RY(X,Y)n =V, Vxn—VxVyn+ V[LXW.

Com isso, temos a seguinte preposicao:

Proposicao 2.17 Dada uma tmersao isométrica f : M"™ — M com XY, Z e
X(M), n,¢ € X(M)" e R* o operador de curvatura normal da imersio. Entio
se verifica:

(a) Fquacdo de Gauss

(R(X,Y)Z,T)=(R(X,Y)Z,T)— (B(Y,T),B(X,Z))+ (B(X,T),B(Y, Z)).
(b) Equagao de Ricci

<R(X7 Y)77a C> - <RL(Xa Y)777 C) = <[S777 SC]X7 Y>,
onde [S,, S¢] indica o operador S, 0S¢ — S¢ oS, .

As equacoes da proposicdo anterior sao conhecidas como as equacoes
fundamentais de uma imersao isometrica.
Denotando:
B(X,Y,n) = (B(X,Y),n).

Proposicao 2.18 (Fquagaio de Codazzi). Com a notagao acima,
<E(X7 Y)> Zv 77> = (vYB)(X> Z> 77) - (vXB)(Yv Za 77)'

Proposicao 2.19 ([17], Proposigao 7.4) Suponha f : M — N € uma imersao
ingetiva. Se M é compacto, entao f € mergulho diferencidvel.

Definicao 2.20 Seja M wuma hipersuperficie do R"™', dizemos que M ¢é uma
hipersuperficie umbilica se todo ponto p € M for um ponto umbilico.



Proposicao 2.21 Seja f : M — R™"! uma imersdo isométrca umbilica de uma
variedade Riemanniana conexa M™ em R™™'. Entdo, f(M) é um subconjunto
aberto de um hiperplano afim ou de uma esfera.

Demonstragao:

Escolha um ponto x € M e um campo vetorial normal unitério v definido em
alguma vizinhanca U de x. Desde que f é umbilica, existe uma funcao A : U — R
tal que S, = Al em U, onde I é o tensor identidade. em particular; A = %tr(S,,) é
difereciavel. Dados os campos vetoriais X,Y € TU, segue das equagoes de Codazzi
que,

XY = Y(\)X.

Tomando X e Y linearmente independentes, n6s concluimos que A é constante
sobre U.

Se A = 0, a férmula de Weingten mostra que Vyv = 0 para todo campo vetorial
X € TM|U. Portanto, v é constante em R"™!. Agora, dado qualquer T € U, e
qualquer curva diferenciavel ~ : [0, 1] — U ligando = & T, nos temos:

%((fov)(t% v(v(8)) = (dfy(t),v) = 0

Isto mostra que ((foy)(t),v) é constante. Portanto, f(U) estad contido no

hiperplano passando por f(z) e normal a v.
Se XA #£ 0 em U, nos temos:

Vx(f+ X)) =df(X) = A15,(X) =X — X =0,

para todo campo vetorial X € TU. Entdo, existe um ponto ¢ € R"*! tal que
f(y) + Ay, = ¢ para todo y € U. Em outras palavras, f(U) esta contido na
esfera com centro c e raio || 1. n
No caso, da hipersuperficie ser compacta, temos que a hipersuperficie é a esfera.



Capitulo 3

FATOS BASICOS

Neste capitulo, provaremos alguns resultados que serao utilizados nas
demonstragoes dos teoremas de rigidez do capitulo 4. Nas demonstracoes dos
resultados deste capitulo, nos recoreremos as defini¢oes e resultados apresentados
no capitulo anterior.

Lema 3.1 (Férmulas de Minkowski) Seja f : M" — R"™ wuma
hipersuperficie compacta, orientdvel imersa no espaco euclidiano. FEntao, para
1<r<n,

/M (Hy—y — H{(f,0)))dv, = 0.

Demonstragao:
Sabemos que (2.2) é valida para qualquer hipersuperficie, entao para |t| < €

/M(1 + H(t)(f,, v))dv,, = 0.

Observe que por (2.4)), temos:
J QO = [ Q+HOG) PO, = [ (PuUOHOP o),

Agora, por (2:5)), temos H(t)P,(t) = 1P, (). Dai

[ Pty + HOP@) e, = [ (Pu(t)+ S PL0) )i, =0,

M

Pela definigdo (2.13), temos:

/M (Palt) + H)Po(t)forv))dvy = / (nPalt) + P ()f — tw,v))dv,

M



11

- /M (WP (t) — tP,(8) (v, v) + PL(H)(f, v))dv,.
Veja que temos:
/M (nPa(t) — LP.(8) + P.(&)(f, v))dv, = 0, (3.1)

Vamos provar que isto ¢ um polinomio em ¢ cujos coeficientes sao as integrais
de Minkoswki, logo sao nulos o que determina a demonstracgao.

Temos,
" /n
P,(t) = H.t"
CEDY (")
P,(t) = H.t"
wr0 =3 ()
P'(t)—i "VrH
! r=1 r
tP — T o __ _ T
' (1) (T)rHrt > ; (T B 1)rH t
r=0 r=1
nzn: n-l H.t"
—\r— 1 "
Dali,
’ - n - -1
nP,(t) — tP.(t) = n( )H,,f" - Zn( )Hrﬂ
r r—
r=0 r=1
=n+ n[(n>—(n_l)]HﬂfT
— r r—1
Logo,

A [(nPn(t) AP () + PO 1)), —

L (3o ()= (o e Yoo (S5 ()i
B O R )

Hrtr—l—n> dvg—l—/M< 1 n<Z: i)H " 1) (f,v)dv,

Dati,

L0670
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5[ i)
(L] - (20w
2": (/M”<n ; 1) Hy 1 (f, 1/>dvg> £
(nP,(t) — tP,(t) + P,(t)(f,v))dv,
3 (/Mn[(:b) - <Z:i>]Hrdvg>tr+
i; (/M”<n ; 1) H, 11 (f, V)dvg> £

O que mostra que temos um polindomio em ¢ cujos os coeficientes sao nulos e

dados por:
=§n;</M"[(Z> - (’;:D]Hrdvg>+
Z ( [ (" Yt u>dvg)
:n/MQ(”) ~(02)) | ("gl)mm,w)dvg
_ /N [(” - 1)Hr + (”; 1)Hr+1<f, v>] dv,

:/ (H, + H, 1 (f,v))dvg;r =1,...,n— 1.
M

Portanto,
0

Fatos importantes,

n—1

= n—1 1 n—1
nH1+;n(T_1>HTt —;n< . )H,,H—l—nHl

()= () G2
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Teorema 3.2 Seja f : M — R wma imersao de uma hipersuperficie compacta

em R" com curvatura média constante e curvatura escalar constante. Entao M
¢ uma esfera geodésica.

Demonstragao: Sabemos que pelo lema (3.1), para 0 <r <n

[ (= i, =0

Dai, temos:
| (= E((Fin, = 0
M
e
[ = (e, =0
M
Como Hy; = n(nl_l)Scal e Hy = H, temos que Hy e Hy sao constantes. Assim,

| (= (o, = VolOD =y [ (f.)de, = Bt [ (1),

M M

(3.2)

/M (Hy — Hy((f,v)))dvy = HiVol(M)—H, /M ((f,v))dvy, = HlHl—HlHQ/ ((f,v))dv,.

M

(3.3)
Subtraindo (1) de (2), temos;
Hy— H2=0
H? = H,
L
— ' g 14
=1 1>]

Observe que,

D (ki —kj)? = (k] + k] — 2kik;)

1>7 1>7

(n—1)) K} =2 kik; =0.
i=1 >
Entao,

Logo, M ¢é umbilica e por hipotese temos que M é compacta. Portanto, M é
uma esfera geodésica. [ ]

Lema 3.3 Ser e 1,...n e H, é uma funcdao positiva, entdao

1

1 1
Hf <H <. <H:<H
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Lema 3.4 Se f: M — R™™' ¢ uma imersao tal que [,, fdv, = 0,entdo:

1
nvol(M) > /M | f|?dv,. (3.4)

Lema 3.5 Se f: M — R"" e r é qualquer inteiro, 0 < r < n, entdo:

nVol;(]\/[)/M H?dv, > M\ (M) (/M Hr_ldvg)Q. (3.5)

Nds obteremos a tqualdade para algum r, 0 < r <n, se f imerge M como uma
hiperesfera em R,

Demonstragido: Denotaremos P e —P respectivamente por: P := (f v) e
H_, := —P, onde f & imersdo isométrica e v o campo unitario normal a M.
Inicialmente observe que nao depende da escolha da origem dado que, a tinica
expressao que se relaciona com a escolha da origem é | I ﬁdvg, a qual aparece
em para 7 = 0 (recorde que H_; = —P). De fato, S Pdv, ndo depende
da escolha da origem, pois se transladarmos f por um vetor constante C, entao
obteremos uma nova funcao:

ﬁ/:<f+C',1/>:<f,1/)+<C,V>:?+<C,y>.

Como para hipersuperficies compactas em R"*!, [, vdv, = 0, temos:

/ P - / Pdv,
M M

Pela observacao feita acima, segue que f independe da escolha da origem. Dai,
podemos assumir sem perda de generalidade que o centro da gravidade de f esta
localizado na origem. Com isso, [,, fdvy, = 0. Assim, podemos aplicar o lema (3.4),
ou seja, ocorre para 1 <r < n. Dali,

1
>\ (M *dv,.
nVOZ(M) = )\1( ) v ’f’ dvg

Multiplicando cada lado de (3.4) por (f,, HZdv,), temos:

2
1 2 2 2 \
nVOZ(M) /MHrdvg = (/M /] dUg) (/M Hrdvg> >\ (/M |f||Hr||V|dvg> > M </M<f’ V)dvg/

(3.6)
Observe que a ultima desigualdade em (3.6]),foi obitida da inequegao de Couchy-
Schwartz. Agora, pela a férmula de Hsiung-Minkowski, temos:

A (M) ( /N A Hrz/)dvg>2 = A (M) ( /M HT_ldvg>2.

Entao,
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2
1

H%dv, > M\ (M H,_id .
nVol(M) Mo v 2 Al )</M ' Ug)

Potanto, obtemos (3.5).
Agora, observe que para r = 0 tem-se

[f1Ho = |fl.1=|fl.lv] < [{f.v)| = [P].
Dai,

vty vy ([ 7 ([ ) () v [0

Além disso, observe que quando ocorre a igualdade em (3.5)), temos:

1
H?dv, = \(M 2d H,.|*d
nVOl(M) M " Ug /\1( )(/M|f| Ug)( M| rl Ug)

:Al(M)(/M|f||H|T|y|dvg> :Al(M)(<f,Hrz/>>.

Dai, por Couchy-Schwarz temos que H, = cf, onde ¢ ¢ uma constante qualquer.
Como, por hipdtese H, # 0, temos que ¢ # 0. Assim, por H, esta relacionado com
o vetor normal, f é sempre normal a M. Logo,

d|fI* = 2(f,df) =0,

de onde concluimos que |f| é constante. Portanto f aplica M em uma hiperesfera
de R+, n

Calcularemos a constante k,, que serd utilizada durante algunhas
demonstragoes dos teoremas de rigidez que serao apresentados no proximo capitulo.

Para calcularmos k,,, isolamos A; (M) na equagao do lema (3.4), temos:

1
" H2dv,.

MM) = (fM Hr_1dvg)2.V0l(M) M

Agora, observe que:

[ ovmzan, < [y wme= (| mpEeon
M M M M
Mas, 1 =1 — 1. Dali,

q p

/ H,2dv, < ||H,|2,.Vol(M)'" 7.
M

Logo,
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nll B B, Vol On) 7
(fM H,_1dvg)? o

Agora, apresentaremos mais alguns resultados importantes.

M(M) <

Definicao 3.6 Dizemos que M ¢é 0-quasi-isométrica para S™ <\/%> se existe um

%
qualquer vetor unitirio v € T, M, nos temos:

difeomorfismo local F' de M em S™ ( l) tal que, para qualquer x € M e para

[ F(w)|* = 1] <6,
onde 6 €]0, 1[.

Teorema 3.7 ([13], Teorema 2) Seja (M",g) wma wvariedade riemanniana
compacta, conexa, orientada, sem bordo, isometricamente imersa em R
Assuma que Vol(M) = 1 e seja r € {1,....n} tal que H, > 0. FEntdo para
qualquer p > 2 e qualquer 0 €)0, 1], existe uma constante Ky dependendo somente
de n, || H|| s, | Hrll2p € 0 tal que se a condi¢ao pinching,

n

2
_— —_—_—_— 2 J—
(Pr,) 0> M\ (M) (/M HT_1dvg) Vol(M)l/P”HTHZP > —Kjy
€ satisfeita, entao M € difeomorfa e 0-quasi-isométrica a S™ (, //\ﬂl)

Teorema 3.8 ([13], Corolario 2) Seja (M™,g) wuma wvariedade riemanniana
compacta, conexa, orientada, sem bordo, isometricamente imersa em R"™t n >
3.Seja 6 € |0,1[. Se (M", g) é quase-einstein,isto é, ||Ric — (n — 1)kgllo < €
para uma constante positiva k, com € suficientemente pequeno dependendo de

n,k,||H||« €0, entao M € difeomorfa e 0-quasi-isométrica para S™ ( %)

g, existe C(q,n) tal que
q Vol(M)
)" < C(gn)

Teorema 3.9 ([2], Teorema 1.6) Para qualquer q >

se (M",g) € variedade completa com [, (Ric — (n — 1) , entdo M é

compacta, tem grupo fundamental finito e satisfaz,

M(M) > n [1=C(g,n) (%)Uq]

onde pg = [,,(Ric — (n —1))%.
Definicao 3.10 O tensor de umbilicidade € definido por:
T=B—HId,

Veja que M ¢ umbilica se T = 0 e se M € compacta, entao M ¢é esfera geodésica.
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Teorema 3.11 ([3], Teorema 1.2) Seja (M",g) uma variedade Riemanniana
compacta, conexa, orientada, sem bordo, isometricamente imersa por f em R
Assuma que V(M) = 1 e seja xog o centro de massa de M. Entao para qualquer
p > 2 e para qualquer € > 0 existe uma constante C. dependendo somente de
n,e >0 e da Lo-norma de H tal que se

(Pe.)  nllH|zp — Ce < M(M),

entao,

1. f(M)CB(xO, W+e)/B (:1:0, /#—e)
2. VmES(wo,‘/W),B(x,e)ﬂf(M) # (.

Lema 3.12 ([3], Lema 1.1) Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana (n > 2)
compacta, conexa, orientada, sem bordo isometricamente imersa por f em R,
Assuma que o V(M) = 1. Entao eziste constante ¢, e d,, dependendo somente de
n tal que se para qualquer p > 2,se (Pg) € verdade com C < ¢, entao:

<d,,.
A (M)

Lema 3.13 (|3], Lema 4.1) Para p > 2 e para qualquer n>0, existe
K, (n,||Blls) tal que se (Py,) € verdadeira, entao ||v| < n. Além disso, K, — 0
quando || Bllsc — 00 ou n — 0.

Teorema 3.14 Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana n-dimensional (n > 2)
compacta, conexa, orientada, sem bordo, isometricamente imersa por f em R,
Assuma que V(M) = 1 . Entdo para qualquer p > 2 , existe uma constante C
dependendo somente de n e da Lo,-norma da sequnda forma fundamental B tal
que se

(Fc) n|[Hl3p — C < M(M),

entao M ¢é difeomorfa para S™ < ﬁ)

Demonstracgao: Primeiro tome

<3\ B <V o (37)

Com esta escolha de € nés temos que se a condi¢ao pinching é verdadeira, entao
| X ;| nunca se anula, pois se P, é valida na demonstracao do teorema (3.11) que
esta provado na referéncia [3], foi provado que vale:

HXx\—,/%\Se:m/%—ESIX\S,/)\lgzM)JrE- (3.8)
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De (3.7) temos,

n
= —€>—

ERRYSWIY)) MM

Dai da equagao (3.8) temos,

\/M(M) \/MM) <Xl <2y 5on

0<|X.| <2

n
(M)

Logo, | X,| nunca se anula.

Com isso podemos considerar a aplicacao diferenciavel F' dada por:

F:-M=S <0, Al(”M)>

M) [ Xq|

A qual iremos provar que ¢ uma quasi isometria. De fato, nés iremos mostrar
que para qualquer 0 < 6 < 1, n6s podemos escolher uma constante €(n, || B||, )
tal que para qualquer x € M e qualquer vetor unitario v € T,M, a condicao
piIlChiIlg PCE(n7HB||OO70) implica,

ldFu(u)* = 1] < ¢
2

Primeiramente, iremos calcular |dF,(u)|?. Observe que,

dFy(u) = /5 00 VO <|X|> onde V° ¢ conexao Riemanniana do R™. Assim

AF(w) = MQaW(§Om
0 =[x (v (1) % o)

P (lu(XP) 1
AMW(2IM3X+WO

=[xt (px 0% + gp0)

V__1m(|XP”MX+0

s M 1 (u, X)?
|MNM_AM@MPG_IM2>

Dai,
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Com isso temos:

B 1 _(u,X>2_ 1 no 1.
a0l =11= |5 (1 XP )‘—' wonxp e et
(3.9)
Agora, note que
] = X
NODIXE T X M)

n
—I—X>
! (e~ 1) 0 (5 )
por sabemos que,
n n
—e< XL + €.
Vaan ==y Ran

Dali,
n <
- €
M (M)~
Entao,
o )
MM X2 | X2

ainda de iremos obter

( %+|X|)§2 %M)ﬂ

(i) = e

Logo,

o |e|(w+|X|)|

1] <
NonxeE S XP
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Do lema (3.12), temos = < A\ (M) < ||B|%,. Como nés assumimos e <

%‘ /W, o lado direito é limitado acima pela constante dependendo somente de
n e de ||B|lw. Logo, teremos:

| n
A (M) X2

— 1 <ey(n, | Bllo). (3.10)

Por outro lado, desde que Cc(n, || Bl|s) — 0 quando € — 0, existe €(n, || B||oo, 1)
tal que Ce(n1Bllwn) < Kin,|Bll) (onde K, é a constante do lema (3.13)) e entao
pelo lema (3.13), [|[¢]|2, < n?. Assim, existe uma constante § dependendo somente
de n e || B||« tal que,

n 1 2 n 1
- 7)( < -
non XX S Nan

Entao, de (3.9), (3.10) e (3.11) no6s deduzimos que a condicdo Pe,(n,B|.c.n)

1%l < n*0(n, || Bll)- (3.11)

implica
ldFu(uw)]* = 1] < ev(n, [ Blloo) + n*0(n, || B|o)-
Agora, noés escolhemos n = (%)1/2. Entao, nao podemos assumir que

€(n, || Bl|s,n) € suficiente pequeno na ordem para ter €(n, || Bl|so, 7)Y (1, || Blloo) <
g. Neste caso nos temos:

ldFs (u)]* = 1] < 6.

Agora, nos fixamos 6, 0 < 6 < 1. Segue que F' é um difeomorfismo local de M

para S™ (‘ /W) Desde que S™ (, /W) é simplesmente conexa para n > 2,

F é um difeomorfismo global. |

Teorema 3.15 ([11], Teorema 2) Seja M™ wuma hipersuperficie compacta
mergulhada no espaco euclidiano R™t. Se H, é constante para algum r =1, ....n,
entao M™ € uma esfera.



Capitulo 4
TEOREMAS DE RIGIDEZ

Neste capitulo, apresentaremos um teorema de rigidez para hipersuperficies em
R"*! na classe das hipersuperficies quase-Einstein que generaliza o teorema ([3.8))
enunciado no capitulo 3. Como aplicagoes destes teoremas, provaremos resultados
similares para a classe das hipersuperficies quase-umbilicas, que posibilita gerar
ferramentas, como o teorema (4.5), que serdo utilizadas na demonstracao do
teorema principal. Enceraremos este capitulo com a prova do teorema principal e
um corolério.

4.1 Hipersuperficies quase-Einstein

O resultado abaixo, foi enunciado no capitulo anterior, porém com a norma
|||, € provado na referéncia [I3]. Neste trabalho, consideramos heipersuperficies
quase-Einstein de R"*! em um sentido fraco, isto ¢, satifazendo a desigualdade
|Ric—(n—1)k,,g|l; < € para alguma constante positiva k e para e suficientemente
pequeno. Precisamente, provamos o seguinte:

Teorema 4.1 Seja (M",g) uma wvariedade riemanniana compacta, conezxa,
orientada, sem bordo, isometricamente imersa em R" ™. Seja 0 € |0,1[. Se (M™, g)
¢ quase-einstein, isto é, ||Ric — (n — 1)k, ,gll; < € para algum € suficientemente
pequeno dependendo de n, k, ||H||« €0, entdo M é difeomorfa e 0-quasi-isométrica

para S™ (ﬁ) :

Demonstracao:

Sabemos que se ||Ric — (n — 1kg)||, < A(n, ¢, k) para uma constante positiva,
k com q > % e e suficientemente pequeno, temos que pelo teorema (3.9) (M)
satisfaz,

M(M) = nk(1 = Co),

onde C é uma constante tal que C. — 0 quando ¢ — 0.
Agora, tome k = k,,. Nos obtemos;

M(M) > nk,,(1—-C.),
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n? || H, |3,V ol(M)~'/
(fM H?"—ldvg)Q

2 H, |2 H,|]2
>\1(M)< / Hr_ldvg) nll Hl, ol
M

A (M) > (1-0Co)

C Vol(M)Yr T Vol(M)Vr~©

n||Hy |3,
Vol(M)1/p

A (M) /H av,) MR
' w ) Vol(M)p “

Logo, para 6 €]0, 1], escolhemos €(n, ¢, k, §) suficientemente pequeno tal que K,
é suficientemente pequeno, entao do teorema (3.7) obtemos que M é difeomorfa e

tome K, = C.. Dai,

f-quasi-isométrica para S" ( %) .
D,

Do teorema (4.1), nos deduziremos algumas aplicagoes para hipersuperficies
quase-umbilicas do R™**!,

4.2 Hipersuperficies quase-Umbilicas

Primeiro, apresentaremos o seguinte teorema o qual é uma aplicacao direta do
Teorema (i3.8)).

Teorema 4.2 Seja (M",g) uma variedade riemanniana compacta, coneza,
orientada, sem bordo, isometricamente imersa em R"™. Seja 0 € ]0,1[. Se
(M™, g) € quase-umbilica, isto €, |B — kglloc < € para uma constante positiva
k, com € suficientemente pequeno dependendo de n,k e 6, entao M € difeomorfa e
0-quasi-isométrica a S™ (%)

Demonstracao:

Para mostrar que M ¢é difeomorfica e 6-quasi-isométrica a S™ (%), mostraremos
que (M", g) com as hipoteses do teorema (4.2) é quase-einstein, dai pelo teorema
determina-se a demontracgao.

Primeiro, note que;
Ric(Y,Y)=nH(B(Y),Y) —(B(Y),B(Y)) (4.1)

vale para uma base {e;} ortonormal de T,M.

De fato,

Seja f: M™ — R™! uma imersdo, entao dado p € M e v € (T,M)*, [v| = 1.
Como S, : T,M — T,M ¢ simétrica, existe uma base ortonormal de vetores
proprios {ey, ..., e, } de T,M com valores proprios reais Ap, ..., A, i.e, S,(e;) = Aies;
1 < i < n. Pela equacao de Gauss, temos que:

(R(e;, ex)ei, ery = (Blek, ex), Blei,e;)) — (B(es, ex), Bleg, €;)).

Aplicando o somatoério em ambos os lados da igualdade, temos:



> (R(eien)ei en) = Y (Blex,ex), Blei,er)) = > (Bles, ex), Bl €))

k

Ric(e;, ) = > (Blex,ex), Blei ) — Y _ (Blei,ex), Blex, €:)).

k k

Analisaremos separadamente os dois somatorios:
1° Zk <B(6k7€k)73(6i76i)>' o
Observe que B(z,y) = (B(z),y) = B(x) = Vv = S,(x). Além disso,

<B(ek= ek)v B(6i7 61)> = <SB(61'7€¢)(6/€)7 ek>

= (B(ei, €5, v)(Su(ex), er)-

Entao,

Z <B(6kv ek)7 B(eiv €Z>> = <B(6i, 6i)7 V> Z <SV(6/€)7 6k>

2° Zk <B(ei7 ek)? B<€k7 el))

(Blei,ex), Blex, €:)) = (Blex, €i), v)(Sv(ei), ex)
= (Su(ex), €)(Su(ei), ex)

= (Arek, ;) (Nies, e)

= M0
Logo,
D (Bleier), Blew ) = X > Ml = Aidi
k k
= )\i>\i<€i7 €i> = <)\z’€ia )‘iei>
= (Su(ei), Su(ei)) = (Blei), Blex)).
Dai,

Ric(e;, e;) = nH(B(e;),e;) — (B(e;), Ble;)).
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Logo,
Ric(Y,Y) =nH(B(Y),Y) — (B(Y),B(Y)).

para um campo vetorial tangente Y. Como ||B — kg|lo < €, deduzimos que
tomando a base diagonal { BE; = \;E;} onde,

1B —kgll = /> (A — k)?

N, —k| <||B—Fkg|| <& elk—ek+e.

Logo,
E—e< A <k+evj=1,..,n,
entao,
1 n
Ek—e<—Y» N<k+ek—e<H<k+e 4.2
e_nzzlj_ +tek—esS < k+e (4.2)
Além disso,
BY =Y \Y;E;.
j=1
Logo,

(k= oY[* < /> V2 < (k+e)|Y]> (4.3)
Agora de (4.1)), (4.2)) e (4.3), temos:

Ric(Y,Y) =nH(B(Y),Y) — (B(Y), B(Y)).
> n(k = e)*[[Y]]* — (k + ¢)*|[Y]?
= Y IP[n(k =€) = (k + €*)]
= (n—1)(k - €)® — 4ek||Y||*
= (n = DIV |* = 2ke(n — D)||Y]]* + €(n = 1)[[Y|* — 4ek[|Y[|*.
Da,

Ric(Y,Y) > (n = DE*|[Y[|* — an(e)[[Y]]%,

Onde «,, € uma fun¢ao positiva tal que a,,(€) — 0 quando € — 0. Similarmente,
no6s obtemos:

Ric(Y,Y) < (n — DE|YIP + an(O|Y ]

Entao,
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[Ric — (n = DE Y |*lo < anle).

Logo, (M™,g) é quase-Einstein, dai do teorema para e suficientemente
pequeno M é difeomorfa e f-quasi-isométrico a S™ (%) : [ ]
Agora, do teorema (3.8), ¢ possivel obter, em alguns casos particulares,
resultados analogos para hipersuperficies quase-umbilicas em um sentido LY.
Provamos o seguinte resultado de rigidez para hipersuperficies quase-umbilicas.

Teorema 4.3 Seja (M",g) uma wvariedade riemanniana compacta, conexa,
orientada, sem bordo, isometricamente imersa em R, Seja ¢ > 5 para qualquer
0 €10, 1] existem duas constantes €;(0,n, ||H||«),7 = 1,2 tal que se;

1. 7l < 1,
2. ||H* — kyprllg < €2, parap >4 e 1 <r <n, entao M é difeomorfa e 6-quasi-

1
Vp.

isométrica ¢ S™

Demonstragao:
Pelas contas feitas anteriormente na demonstracio do teorema (4.2)), vimos que
a formula de Gauss para hipersuperficies do R**! é dada por:

Ric=nHB — B*.
Subtraindo (n — 1)H?g em cada lado da igualdade, obtemos:

Ric — (n—1)H*g =nHB — B> — (n — 1)H?g
=nHB — B> —nH?g+ H?g

—nHB — B?> — nH? + H?

=nH?B—-nH?-2HB+2H*—-B*+2HB — H?

=nH(B—H)—-2H(B—H)—[B*-2BH + H?]

=(n—-2)H(B—H)— (B—H)?

=(n—2)HT — 77,

a qual implica

|Ric — (n — Dkprgllq = |Ric — (n —1)H?%g + (n — 1)H?g — (n — kgl
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< |[Ric = (n = )H*||g + (n — DVnl H* — Kyl

= l[(n = 2)Hr — 7*||g + (n — V| H* — Ky, |,

< (n =2 H?|losI7ll2g + 7115 + (n = DVl H? = Kyl
Utilizando 1 e 2, temos:

|Ric = (n = Dkyrglly < (0 = D] + € + (n — 1)y,

Logo, tomando € e €, suficientemente pequenos dependendo de n, || H||« € 0 €
aplicando o teorema (4.1), nés obtemos que M ¢é difeomorfa e §-quasi-isométrica

A n 1
as (\/Ew). n

Entao, deduzimos o seguinte corolario, o qual é analogo ao teorema (4.2]).

Corolario 4.4 Seja (M",g) uma wvariedade riemanniana compacta, coneza,
orientada sem bordo isometricamente imersa em R™™!. Seja 6 € 10,1[. Se (M™, g)
¢ quase-umbilica,isto €,||B — \/kprgll2q < € para q¢ > §, com € suficientemente
pequeno dependendo de n, ||H||» e 0, entao M € difeomorfa e 0-quasi-isométrica

dSn( 1

kpﬂ‘

Demonstragao:
Analisaremos dois casos:

1° Caso: ||B — \/kprgll2; =0

|B = \/kprgllog=0= B = \/kyprg = H? = kpr = HH2 — kyrll2g = 0.

Portanto, ||H? — k,,||, =0
Além disso, se | B — \/kp,g|l2g = 0, entéo:

||B -V kp,r9||2q =0= ||H2 - kpﬂ“H?q =0.
Dai,
H = \/kp,
B=+/k,,g= B =Hyg
Logo,

T=B—-Hg=0c¢]|T|2 =0.

2° Caso: ||B — \/kprgll2g > 0
Nesta situacao, entao existe constantes oy e ap dependendo de n e | H || tais
que,
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|H? = kyo|| < 1H? = kpyllag < 01|l B = Vkpr9ll2g

e
7 < 02118 = /Tl

Como por hipotese temos || B — \/kp,gll24 < €, nds obtemos:

1. ||H? - kprllag < cre

2. |I72qll < aze.

Para e suficientemente pequeno. As hipoteses do teorema (4.3) sdo satisfeitas
e dai concluimos que M é difeomorfica e #-quasi-isométrica a S™ < 1 ) [ ]

N

Esse corolario é mais forte que o teorema (4.2), porém é valido apenas para
algumas constantes k,, e nao para quaisquer positivas como se tinha.

4.3 Prova do Teorema Principal

Nesta seccao, iremos provar o teorema Principal. Primeiro, usando o corolario
(4.4), mostraremos que hipersuperficies do R"™! com curvatura média e curvatura
escalar quase constantes sao esferas geodésicas. Precisamente, mostraremos o
seguinte;

Teorema 4.5 Seja (M",g) uma variedade riemanniana compacta, conezxa,
orientada, sem bordo, isometricamente imersa em R"™. Seja h > 0 6 € ]0,1].
Entao eziste e(n,h,0) > 0 de modo que se:

1. |H—-h|<e
2. |Scal — s| <'e,

para alguma constante s, entdo |s —n(n — 1)h?| < A(n,h)e e M é difeomorfa
.. L. N n l
e 0-quasi-isométrica a S (h) :
Para a prova deste teorema sera necessario o seguinte lema;

Lema 4.6 As duas constantes h e s satisfaz,

1
h=———5+A
n(n—1)8+ “

onde A € constante dependendo somente de n e h.

Demonstragao:
Sabemos que a segunda férmula de Hsiung-Minkowski é dada por:

/’ (Hy — Hy(X,v))dv, = 0.



28

Como, Hy = H e Hy = ﬁScal(X, v) e substituindo na segunda formula de
Hisung-Minkowski, obtemos:
/ H— — Seal(X,v) )dv, = 0 (4.4)
— —Sca v) |dv, = 0. .
M n(n—1) ’ !

Por hipotese, nos temos H(z) = h + fi(z)e e Scal(x) = s + fa(x)e, com fi e fo
duas funcgoes satisfazendo | fi(z) < 1| e |fo(x)| < 1. Agora, por (4.4)), nos temos:

0= [ (14 ehle) = s oot et (X))

:/MhJFG/MfI(x)dvg_ﬁ&s()@@dvg—m/ﬂiﬁ()@wdvg

1 €
= hVOlM+E/A4f1(x)dUg—m/A48<X, V>d’l)g—m/]\/[f2($)<X, I/>d/Ug.
Tome Ay = € [, fi(z)dvy — ;5555 [y f2(2) (X, v)du,.
Dai, obtemos:

S

=A hVol(M) — ———— [ h(X,v)dv,.
0= e Vi) = S | (X v,
Sabemos, que h = H(z) — fi(z)e. Logo,

—n(n_l)h/MMX,l/)dvg

/M (H(x) — ef1(2))(X, v)dv,

0= Aye + hVol(M) —

S

= A1€ -+ hVOl(M) — m

= Ave + hVol(M) + ﬁ /M FL@)(X, v)dv, — m /M H(x)(X, v)dv,.

Tome A2 = A1 + m fM fl(IE)(X, l/>d’Ug.
Portanto,
s
=A M) — —— H(X :
0 96 + hVol(M) Y p—TH /M (X,v)dv,

Como, [, (Hy— H(X,v))dv, = 0, entéo:

/ H(X, v)dv, = Vol(M) = 1.

Dai,
s

0= AQE"‘hVOl(M) — m

Vol(M)
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0= Age+h— Vol(M).

s
n(n—1)h
Entao,
s
n(n —1)h
tome, A = As(n — 1)nhe. Dai,
s = Ae+h®n(n—1), onde A é uma constante dependendo somente de n e h. m

Demonstracao do Teorema 3.5
Primeiro, observe que do lema (4.6), temos:

= Age + h = 5= Ay(n — 1)nhe + h*n(n — 1),

s = Ae+ h*n(n —1).
Dai,

|s —n(n — 1)h? = A(n, h)e|.

Portanto,

|s —n(n — 1)h?| < A(n, h)e.

Na demonstracao do teorema (4.3), vimos que:

Ric— (n—1)H?g = (n —2)HT — 7°.

Dali,
7 = —Ric+ (n—1)H?g+ (n —2)Ht
7* = —Ric+ (n— 1)H?g+ (n — 2)H(B — HId)
7% = —Ric+ (n—1)H?9 — (n — 2)H*Id + (n — 2)HB
trr® = —trRic+tr(n — 1)H?g + (n — 2)HnH — (n — 2)H*n
|7|* = =Scal + (n — 1)H?trg + (n — 2)HnH — (n — 2)H’n
|7|* = —Scal + (n — 1)H?
Logo,

7] < —Scal + (n — 1)H?.
<n(n—1)(h+efi(z)* = (s +efo(2))

<n(n — 1A+ 2eh fi(x) + € fi(2)?] — s — efo(2)
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<n(n—1)h?— s+ eh(z) < Ae.

Entao, da definicao de k,, e das hipoteses do teorema, nés podemos ver que
|H? — k2| < A”e. Logo, as hipoteses do corolario (4.4) sdo satisfeitas. Portanto,
podemos concluir que M é difeomorfa e 6-quasi-isométrica a S™ (%) se escolhermos
€ suficientemente pequeno dependendo somente de n, 0 e h.

Agora utilizando o teorema (4.5), provaremos o teorema principal.

Teorema 4.7 (Teorema principal) Seja (M™,g) uma variedade riemanniana
compacta, conexa, orientada, sem bordo, isometricamente imersa em R*™L. Seja
h>06¢€]0,1[. Entao eziste e(n,h,0) >0 de modo que se:

1. H=h
2. |Scal — s| <,
para alguma constante s, entdo M € a esfera S™ (%) com sua métrica padrao.

Demonstragao:

Primeiramente, note que pelo teorema (4.5) M é difeomorfa & S (%) Entao
existe um difeomorfismo de M em S™ (%), alem disso, pelo teorema (3.14) este
difeomorfismo no espaco euclidiano ¢ expresso por:

_ 1 f(=)

F(z) = EW’

onde f é a imersdao de M no R**

Como F' é difeomorfismo, temos que F' é injetiva, entao f é imersao injetiva
definida no compacto M, logo pela proposi¢ao (2.18) f é mergulho. Como M é uma
hipersuperficie mergulhada com curvatura média constante, temos pelo teorema
de Alexandrov que M é uma esfera geodésica.

[ |

Corolario 4.8 Seja (M",g) uma wvariedade riemanniana compacta, coneza,
orientada sem bordo isometricamente imersa em R™.  Seja s wma constante
positiva. Entao existe € > 0 de modo que se:

1. Scal = s
2. |H—h| <¢,

s

para alguma constante h, entao M ¢ a esfera S™ ( "(”1)>.
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Demonstracao: Novamente, note que pelo teorema (4.5) M é difeomorfa a

S "("—_1)> . Entéao existe um difeomorfismo de M em S™ ( "(”—_1)), além

S S

disso, pelo teorema (3.14) este difeomorfismo no espaco euclidiano é expresso por:

n(n —1) f(x)

Fo =V =511

onde f é a imersdao de M no R**.

Como F' ¢é difeomorfismo, temos que F' é injetiva, entao f é imersao injetiva
definida no compacto M, logo pela proposi¢ao (2.18) f é mergulho. Como M
¢ uma hipersuperficie mergulhada com curvatura escalar contante, temos que

Hy, = ﬁScal ¢ contante. Portanto, pelo teorema (3.15) temos que M ¢é a

esfera S™ ( @) n
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